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ASAMBLEA GENERAL

Nuestra Asamblea General Ordinaria correspondiente a 1993 se
celebro el dia 29 de abril, en los locales de la Escuela de Formacion del
Profesorado de E.G.B. "Pablo Montesino" de la Universidad Complutense de
Madrid.

Presidida por don José Vicente Garcia Sestafe, dio comienzo a las
11h. 30m., y se desarroll6 con areglo al siguiente Orden del Dia:

Punto primero: Se leyt el acta de ia Asamblea anterior, que fué
aprobada por unanimidad.

Punto segundo: E! Presidente expuso las dificultades que se
encuentran para que algunos miembros de la Junta Directiva de la Sociedad
lleven a buen término las misiones cuya responsabilidad les esia
encomendada. Los asistentes le encomendaron gue se ponga en contacto
con ellos para aclarar la situacion.

Punto tercero: El Presidente informé sobre las actividades habituales
de la Sociedad, realizadas con normalidad: La publicacion del Boletin y el
Concurso de Resolucién de Problemas. Manifesto que el Boletin ha
alcanzado ya el namero 33 y que nuestro XI Concurso , ya convocado, se
celebrara en la E. U. "Pablo Montesino" . por dificultades habidas para
utilizar el local habitual del |. B. “Beatriz Galindo”, al celebrarse en Sabado y
no disponerse del personal subalterno necesario. Senald gue se habian
modificado levemente las bases de la corvocatoria, admitiendo seis
alumnos, elegidos arbitrariamenie por cada Centro, y ampliando a toda
Espafia el ambito geogréfico, e informé que ya habia 41 centros preinscritos.

El socio don Eugenio Roanes Macias sefiald que tanto la Fase de
Distrito de Madrid como la Fase Final de la Olimpiada Matemética Espafiola,
han sido organizadas y desarrolladas per miembros de la Sociedad. La
Asamblea cree oportuno gue conste en Acta este hecho.

Punto cuarte: Nusstro Tesorero, don Alberto Aizpun, distribuy6 entre
los esistentes unas hojas con las incidencias economicas del ejercicio
anterior, detallando los ingresos y gastos de la Sociedad, que explico
detenidamente. Se refirid después a los casos de los socios recién admitidos
y de los recibos devueltos, que ocasionan importantes gastos. Informd de las
gestiones realizadas con (-3ja Madrid, para conseguir que estos gastos se
reduzcan y, por sugerencia de| sefior Roanes Macias, la Asamblea se
pronuncié a favor del cambio a dicha entidad.



Punto quinto: Ei Presidente planted la posibilidad de que la Sociedad
inicie nuevas actividades relacionadas con la educacidén matematica, ademas
de las consideradas en el punto tercero. Don Eugenio Roanes Macias
informa de la idea surgida entre los profesores que forman la seccion
departamental de Algebra de la E. U. "Pablo Montesino", sobre la posibilidad
de organizar una reunién cientifica (congreso, cicio de conferencias, etc.),
conjuntamente o con la posible colaboracion de la Real Sociedad
Matematica Espafiola. El Presidente solicitd la presentacién de propuestas
de adhesion o colaboracion. El sefior don Victor Manuel Sanchez ofrecié la
infraestructura del Colegio de Licenciados para lo que hiciese falta.
Inicialmente, se considero que la fecha adecuada para un encuetro de este
tipo seria la del proximo mes de Marzo.

Punto sexto: En el turno de Ruegos y Preguntas, la Sefora dofa
Maria Dolores de Prada sugirié que la Sociedad diese salida a documentos
institucionales relativos a las diferentes realidades de la Educacion
Matematica E! Presidente apuntd que un grupo de socios podria plantear y
preparar una mocién para que se convoque la Asamblea Extraordinaria
correspondiente que emita los comunicados institucionales oportunocs. El
sefior don Juan Bosco Romero y la sefiora dofia Maria Dolores de Prada
coinciden en la necesidad urgente de acciones en Ensefianzas Medias. El
sefor don Eugenio Roanes Macias apunta a que el Congreso antes citado
podria ser el marco adecuado para tratar de esos temas. La Asambiea
acordé la formacion de una Comision que prepare la ponencia oportuna: la
componen inicialmente dofia Carolina Cuartero, dofia Maria Dolores de
Prada don José Ramon Vizmanos, don Juan Bosco Romero y don Victor
Manuel Sanchez.

Se planteé también la oportunidad de reeditar los nimeros atrasados
cel Boletin ya agotados, de modo que estén disponibles para el futuro
Congreso.

La sesién se levantod a las 13h. 15m.

NUESTRAS RELACIONES CON LA
FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES
DE PROFESORES DE MATEMATICAS

Como ya se informé en el Boletin numero 31, la cuota _total de
asociado para este curso, fué incrementada en 1‘5E_JO pesetas, cantidad que
representa la coniribucion personal al sostenimiento de la Federacion
Espafiola de Scciedades de Profesores de Matematicas. en la gue nuesira

"Puig Adam" se integro.

Esa cuota concede una rebaja sustancial en el coste dg ,la Inscripeion
de los Encuentros, Congresos, Jornadas, etc. que la Federacion organiza y
el derecho a recibir sus publicaciones.

Nuestra Sociedad ha formalizado ya el traspasc de |as menc:o_nadas
cuotss a la Tesoreria federativa. en nombre de sus asociados, por o que
astos recibiran en sus domiciclios los numeras de l_a Revista SUMA
correspondientes al presente Curso, En ella ;pafecerarw IlDElCIE}&? scbrf-
cuantas actividades se vayan anunciando en el ambito de la Ensenanza de
l2s Matematicas, tanto en nuestro pais como en el resto del mundo.

Con la incorparacion de la Sociedad de Tarragonz, actualmen'f? en
wamite, seran ya doce las Sociedades de Profesores de Matematicas

integradas en la Federacion.



8° ICME

Como anunciamos en nuestro anterior Boletin, el 8° Congreso de la
Comision internacional de la Ensenanza de las Matematicas (ICME), se
celebraré en Sevilla. La Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores
de Matematicas, a la que pertenecemos, esta encargada de la preparacién
de este Congreso y nos pide, como a las restantes Sociededes integradas en
ella, nuestra colaboracién en su organizacion. Antes del 30 de Septiembre,
cada Sociedad debe designar a la persona que la represente en el Comité
Nacional de dicho Congreso. Por nuestra parte debemos ir preparando la
lista de socios que hayan de participar como conferenciantes, coordinadores,
expositores, etc. o gue piensen presentar comunicaciones.

Aun no se han fijado las cuotas de inscripcion, pero se ha acordado
que para los socics de la Federacion quedaran reducidas a los 2/3, si se
formalizan antes de Junio de 1995. En el mes de Noviembre de 1993 se
constituira el Comité Local y en Diciembre, el Nacional.

Es importante que los socios que estén interesados en participar en
este Congreso o quieran hacernos llegar alguna sugerencia acerca de
nuestra presencia en él, se pongan en contacto con los miembros de nuestra
Junta Directiva, a la mayor brevedad.

LIBROS

La Editorial MIR ha anunciado la inminente publicacion de la version
espafiola de la ENCICLOPEDIA DE LAS MATEMATICAS de la Academia de
Ciencias de Moscu, revisada y puesta al dia en 1993. Esta obra, dirigida por
el profesor VINOGRADOV, consta de 10 volumenes (de 20 X 26,5 cm), con
mas de 4.300 paginas y de 6.300 articulos, ordenados alfabéticamente.
Apareceran dos tomos al afo, comenzando en Octubre proximo.

Xl C.E.D.Y.A
Il Congreso MATEMATICA APLICADA

Este Congreso se celebrara los dias 13, 14 y 15 de Septiembrg de
1993. Tendra su sede en la E.T.S. de Arquitectura de la Universidad

Politécnica de Madrid.

Ademas de las sesiones ordinarias en las que los par‘ticipantc—;s
presentaran oralmente sus comunicaciones, se tiene previsto un ampl!o
programa de conferencias sobre Matematica Aplicada, del que damos noticia
a continuacion:

S.N. Antonsev Univ. de Novossibirsk
Mathematical Models of Multiphase Filtration

A. Bermtdez de Castro Univ. de Santiago
Tema pendiente de confirmacién

R. de la Llave Univ. of Texas at Austin
Trends in Experimental Mathematics

J.L. Vazquez Univ. Auténoma de Madrid
Asymptotic Behavior of Nonlinear Parabolic PDE's: A survey

J.M. Vega de Prada Univ. Politécnica de Madrid
Dindmica débilmente no lineal de puentes liquidos en ingravidez

J. Whiteman Brunel University
Finite Element Methods with Recovery and Superconvergence

El Secretario del Comité Organizador es D. Julian Herranz, del
Departamento de Matemética Aplicada y Métodos Informaticos de ta E.T.S.
de Ingenieros de Minas de la Universidad Politécnica de Madrid (c¢/ Rios
Rosas, 21 28003-Madrid. FAX (91) 336 70 51).



OLIMPIADAS INTERNACIONALES

La Olimpiada Matemética Internacional se va a celebrar este ano en
Turquia, en este mes de Julio y la Iberoamericana de Matematicas en Mejico,
entre los messs de Septiembre y Octubre. En ambas estaran presentes los
espanoles seleccionados a través de nuestra Olimpiada nacional, a los que
deseamos unos brillantes resultados. Daremos noticias de su desarrollo en
el préximo numero de este Boletin

EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

La prensa del mes de Junio nos irajo de nuevo la noticia de que el
llamado "Ultimo teorema de Fermat" habie sido demostrado. Ya en Marzo
de 1988 se publico en todo el mundo que el matematico japones Yoichi
Myayoka lo habia conseguido: un mes mas tarde se Supo que se habian
encontrado lagunas en la pretendida demostracion, que la hacian invalida y
que los esfuerzos de los matematicos por subsanar los fallos encontrados no
dieron fruto. Véase, en relacion con ésto el articulo de “Juan Lobo"
publicado en el numero 18 de nuestro Boletin .

Como todos saben, se trata de la afirmacién de que ia ecuacion
xN + yn =2zn

no admite soluciones enteras positivas, si n es mayor que 2 . La
demostracion, que habia resistido los esfuerzos de los matematicos hasta el
presente, afirma haberla encontrado Andrew Wiles, profesor de 40 afios de
la Universidad de Princeton, tras siete afios de trabajo centrado en el tema,
aunque afirma que toda su vida, desde los 10 afios, ha estado obsesionado
por el problema.

El anuncio hecho por el profesor Wiles ha causado gran conmocion
en el mundo matematico, y su demostracidén estéd siendo minuciosamente
examinada por los especialistas. Celebrariamos que esta vez no se
encuentren fallos y la conocida afirmacion de Fermat pueda ya llamarse
Teorema con toda propiedad.

XI CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS
DE LA SOCIEDAD "PUIG ADAM" DE PROFESORES DE MATEMATICAS

El XI Concurso de Resolucién de Problemas,
convocado por nuestra Sociedad y por el Colegio de
Doctores y Licenciados en Ciencias y en Filosofia y
Letras, se celebrd, como estaba anunciado, el sébado,
26 de Junio de 1993, en los locales de la Escuela
Universitaria de Formacién del Profesorado de E. G. B.
"pablo Montesino”, de la Universidad Complutense de
Madrid, que nos fueron amablemente cedidos por su

direccién para ese acto.

Este afio, cada centro podia enviar hasta un total
de seis participantes, para los tres cursos. El numero
de centros preinscritos fué de 43, y el total de
alumnos seleccionados gque concurrieron a las pruebas
fué de 121, numero parecido al de afios anteriores. Por
cursos, 35 de Primero, 38 de Segundo y 48 de Tercero.
Sefialaremos que este afio han concursado alumnos
de un Centro de Orense y de otro de Alicante, ademés de
los procedentes de las provicias de nuestro ambito

geografico.

L los alumnos de cada curso se les propusieron
cuatro problemas, para resolverlos en dos tandas de dos
horas cada una. Damos los enunciados al final de esta

crénica.

La entrega de premios y diplomas se realizé en la
tarde del mismo dia de las pruebas. En ese acto, que
estuvo muy concurrido, nuestro Presidente pronuncié
unas palabras de felicitacién a los ganadores Yy de
agradecimiento a todos los participantes y
colaboradores, con especial mencién a la firma
"coca-Cola™ de Espafia que, como en afios anteriores, ha
costeado los premios entregados a los ganadores.



Damos a continuacién la lista de alumnos
premiados, con indicacién del Centro que lo presentd y
la puntuacién alcanzada. Debe notarse gque la maxima que
podia alcanzarse era de 40 puntos.

PRIMER CURSO:

(o]

1~ - Alfredo NUERO SICILIA, del Colegio de los
HH. Maristas San José del Parque (Madrid) 15 puntos
o
27 — Juan Manuel VAZQUEZ VAZQUEZ, del I.B.
Eduardo Blanco Amor (Orense) 15 puntos
o
3° — Irene DONAIRE VILLA, del Colegio
JOYFE (Madrid) 10 puntos
o .
4~ - Alejandro PASCUAL GARCIA AJOFRIN, del
Colegio Retamar (Pozuelo - Madrid) 10 puntcs

o] .
5° - Guillermo ABIZURI ACHUCARRO, del
Colegio El1 Prado (Madrid) 10 puntos

SEGUNDO CURSO:

o

1° - Fernando KEY MARTIN, del I. B. "Joaquin
Turina” (Madrid) 17 puntos
o ]
2° - Felix SALCEDO URESTE, del Colegio
Retamar (Pozuelo - Madrid) 14 puntos
o
3Y - Juan Francisco MARTIN GARCIA, del I. B.
"Ccaro Baroja" (Fuenlabrada - Madrid) 13 puntos
o
4~ - Pedro CASATEJADA HERRERA, del Colegio
San Viator (Madrid) 13 puntos
o
5° — Gorka BRIONES ARALUCE, del Colegio

Berriz (Las Rozas - Madrid) 13 puntos

._11.-

TERCER CURSO:

1° - pavid SEVILLA GONZALEZ, del I. B.
wpuis Bufiuel” (Alcorcén - Madrid) 35 puntos

2° Gonzalo RUEDA RODRIGUEZ, del I. B.

nRamiro de Maeztu" (Madrid) 22 puntos
3° _ Eduardo FULLEA CARRERA, del Cole-
gio Menesiano (Madrid) 20 puntos
4° - Jose Tomas BAEZA OLIVA, del I. B.
" avenida de los Toreros" (Madrid) 19 puntos
5° _ Maria Dolores JADO GARCIA-CALBELO, del
Colegio Orvalle (Las Rozas - Madrid) 17 puntos
gSefialaremos que David SEVILLA GONZALEZ, fué

también premiado en 1992 como alumno de Segundo y en
1991 como alumno de Primero, se clasificé en segundo
lugar del distrito de Madrid en la Olimpiada Matemética
Espafiola y en cuarto en la Fase Final (siendo alumno de
3° de B.U.P.), por lo que podré participar en las
préximas competiciones internacionales.

Igualmente, José Tomas BAEZA OLIVA, premiado ahora

como alumnno de Tercero, lo fué como alumno de Segundo

en 1992.

Para que nuestros lectores puedan juzgar sobre la
dificultad que la resolucién de cada problema propuesto
ha supuesto para 1los concursantes, damos, <tras cada
enunciado, la media de las puntuaciones obtenidas en
ese problema por todos los participantes Yy de las

alcanzadas por los premiados.

Del simple examen de los resultados se desprende
que el nivel medio de los participantes ha sido bajo,
ya que la mayor parte de los problemas propuestos no
eran demasiado dificiles y, si bien la naturaleza de
algunos no era semejante a la de los que se€ utilizan
habitualmente en el Bachillerato, tampoco era extrafia a
ja de los mé&s sencillos que se proponen eén las
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Olimpiadas Mateméticas, para las que este Concurso
viene siendo una eficaz preparacién.
Damos a continuacién los enunciades de los

problemas propuestos:

PRIMER CURSO

PROBLEMA 1°: Verificar gue la suma
L + 1 + ) + ...t =

v + vI0 V10 + V15 VIS5 + v20 v9965 + v9970

es igual a una fraccién cuyo denominador es V5 + V9970

¢ Cual es su numerador ?

- Media de puntuaciones: Todos, 1,5 ; Premiados, 9,6
PROBLEMA 2°: Calcular el perimetro de un recténgulo
del que se sabe gque, mediante segmentos paralelos a los
lados, es descomponible en diez cuadrados de lados 3 ,
5, 6 , 1, 17 , 19 , 22 , 23 , 24 y 25 unidades de
longitud.

Dibtjese un recténgulo comc el mencionado,
sefialando la colocacién de los cuadrados, aunque no se
haga el dibujo a escala.

- Media de puntuaciones: Todos, 2,3 ; Premiados, 3,4
PROBLEMA 3°: Razonar que los numeros 3m + 1 ,
4m - 5 , 17m - 15 y 30m - 15 no son cuadrados
perfectos para el mismo valor de m , entero positivo.
- Media de puntuaciones: Todos, 0,3 ; Premiados O, -
PROBLEMA 4°: El é4rea de un triédngulo equilétero es
conocida e igual a S. Se dibuja su circulo inscrito y
se van dibujando sucesivamente, en el interior del
tridngulo, nuevos circulos, cada uno tangente a dos de
los lados y a alguno de los circulos ya dibujados.
Calcular el valor al que puede irse acercando, tanto
como se desee, la suma de las &reas de los circulos que
se van dibujando de esa manera.

- Media de puntuaciones: Todos, 0,8 ; Premiados 0,8
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SEGUNDO CURSO

PROBLEMA 1°: El conjunto de los numeros naturales
menores gue 10" se descompone en dos subconjuntos A
v B . Pertenecen a al A todos los nimeros que se

escriben sin utilizar la cifra 5 y al B todos en
los que figura, al menos una vez, dicha cifra. Deducir
razonadamente gquien es mayor, si el cardinal de A o
el cardinal de B , seguin el valor de n
NOTA: Puede ayudar a la resolucidén saber que:

log 2 = 0,3010... y 1log 3 = 0,4771...,
donde log es el logaritmo decimal.

- Media de puntuaciones: Todos, 1,7 ; Premiados 4,6
PROBLEMA 2°: Se da una piramide regular cuya base es
un cuadrado ABCD . Siendo v el vértice de la
piradmide, se traza un plano gue pasa por la arista AB
y por el punto M , gue es el punto medio de la arista
VC . Hallar la razén de los volumenes de los dos
cuerpos en que dicho plano divide a la piramide.

- Media de puntuaciones: Todos, 0,9 ; Premiados 1,4
PROBLEMA 3°: Resolver el sistema:

x3 4¢3 + 3x’y + 2xy® = 21,489
{ x2 + y2 + xy = 7,41

- Media de puntuaciones: Todos, 1,7 ; Premiados, 4,6
PROBLEMA 4°: Se da el cuadrado ABCD de lado a . En
la recta que contiene al lado BC , se toma el punto
M , tal que BM es triple de MC . En la recta que
contiene al lado CD se toma el punto N , tal gque CN
es la mitad de ND. Hallar el lado del cuadrado
equivalente al tri&dngulo AMN en los casos siguientes:

10) M y N estén sobre los lados AB y CD ,
repectivamente.
20) M y N estén sobre las prolongaciones de
los lados correspondientes.
30) M estéd en la prolongacién de BC 'y N
entre C y D
- Media de puntuaciones: Todos, 0,6 ; Premiados, 3,4



TERCER CURSO

PROBLEMA 1°: Se da un cuadrado ABCD de lado a .
Sobre sus lados AB , BC , CD , DA , se toman,
respectivamente, los puntos M, N, P, Q, de modo gque
los segmentos AM , BN , CP , DQ sean iguales, de
longitud h (h < a).

Se trazan los segmentos AN , BP , CQ y DM , con
lo que el cuadrado queda descompuesto en nueve
poligonos.

Razonar que uno de esos poligonos es un parala-
lelogramo y hallar su &rea. .

- Media de puntuaciones: Todos, 4,1 ; Premiados, 8,8

PROBLEMA 2°: Se da la funcién que asocia a cada
ndmero real x , el valor
{ X , 8iesx=20
f(x) = - -
N , si 2n-20 2 < X = 2n+1_2n 1 ( n entero).
n
Calcular el valor de la integral Ig f(x)dx y

n
compararla con el de la Ig x dx

- Media de puntuaciones: Todos, 0,6 ; Premiados, 2,6
PROBLEMA 3°: Sean « y B dos circunferencias de
centros A y B , no coincientes, y radios a y b,
tales que A +sea interior a « . Es claro que existen
en el plano circunferencias tangentes exteriormente a
g y tangentes interiormente a « . Determinar el lugar
geométrico de los centros de las circunferencias que
verifican esas dos condiciones (es decir, estudiar
donde se encuentran los centros de dichas
circunferencias).

- Media de puntuaciones: Todos, 0,7 ; Premiados, 3,2
PROBLEMA 4°: Una casa tiene 8 pisos incluido el bajo;
se suben en el ascensor 5 personas en el piso bajo.
Admitiendo gque la probabilidad de apearse cada persona
cada piso es la misma e independiente de donde se apeen

Vo semmbmmdsace oo NIAS

1°) pProbabilidad de que las cinco personas seé

apeen en pisos distintos.
2°) Probabilidad de que tres personas &€ apeen €en

el mismo piso y las otras dos en otro distinto del

anterior.

- Media de puntuaciones: Todos, 1,4 ; Premiados, 8,0
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS
Y CONCURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADOS EN ESTE BOLETIN

Concgrso de Resolucion de Problemas de nuestra Sociedad

n- (ano) Convocado en Boletin Crénica/enunciados
I (1983) 1 2 , padg. 11
II  (1984) 3 4 , pag. 7
IIT (1985) 5 7 , pag. 3
IV (1986) 9 10 , pé&g. 5
Vo (1987) 13 15 , pag. 3
VI  (1988) 17 19 , pag. 17
VII (1989) 20 22 , pag. 9
VIII (1990) 24 26 , pag. 3
IX (1991) 27 29 , pé&g. 3
X (1992) 30 32 , pag. 3
XI (1993) 33 34 , pég.
Oéimpiada Matematica Espanola
n- (afio) 17 fase (distritos) 28 fase (final)
XX (1984) - - 3, pag. 77
XXI (1985) 5, pags. 9 5, pé&gs. 10
XXII (1986) 8, pag. 9, pégs. 1 75

XXIII (1986-87) 11, pags.

XXIV (1987-88) 16, péags.
XXV (1988-89) 20, pags. 1
XXVI (1989-90) 24, pégs. 1

XXVII (1990-91) 27, pé&gs.
XXVIII (1991-92) 30, pégs. 19

70 17, pé&gs.
21, pégs.
67 25, péags.
77 28, pégs. 17
67 31, pags. 11

8
5
87 13, padgs. 8
7
7
9
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XXIX (1992-93) 33, pégs 5 71 34, pags. 17 71
Olimpiada Iberoamericana de Matematicas
n- (afo) lugar Crénica y enunciados en boletin n®
I (1986) Colombia 8 , padgs. 11 y 83
II (1987) Paraguay 12 , pdgs. 3 y 75
III (1988) Peru 18 , padgs. 5y 73
IV (1989) Cuba 21 , pags. 11 y 63
V (1990) Espafia(Valladolid) 26 , pags. 13 y 73
VI (1991) Argentina 30 , pags. 15 y 65
VII (1992) Venezuela 32 , pags. 11 y 71
Olimpiada Matematica Internacional
n- (afio) lugar Crénica y enunciados en boletin n°
XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XXV (1984) Praga 4, padg. 67
XXVI (1985) Helsinski 7, padgs. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, pé4g. 11 y 11, pag. 89
XXVIII (1987) Cuba 15, pé&gs. 9 y 73
XXIX (1988) Australia 19, pégs. 23 y 77
XXX (1989) Alemania (R.F.A.) 22, pags. 15 y 73
XXXI (1990) China 26, pags. 11 y 71
XXXII (1991) Suecia 29, pags. 11 y 79
XXXIII (1992) Rusia . 32, pégs. 9 y 69
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XXIX  OLIMPIADA
MATEMATICA
ESPANOLA

FASE FINAL

Como estaba anunciado, las pruebas de la Segunda

Fase de la "XXIX Olimpiada Matematica Espafola",
celebraron en

de Febrero

correspondientes al curso 1992-93 se

Madrid y en las Canarias, los dias 26 y 27
de 1993.

Recordaremos gque esta Olimpiada esté organizada
por la Real Sociedad Matematica Espafiola, bajo el
patrocinio de la Subdireccién General de Becas y Ayudas

al Estudio.

En esta Fase Final participaron 65 de los 67 alum-—
nos clasificados en la Primera Fase en los distintos
distritos de toda Espafia. Las pruebas tuvieron lugar en
los locales de la Facultad de Matemédticas de 1la
Universidad Complutense, en dos sesiones; en cada una
de ellas, de cuatro horas de duracién, se propusieron
tres problemas, cuyos enunciados pueden verse en
nuestra seccién de Problemas Propuestos, en este
Boletin. Como cada problema se calificé entre 0 y 10,

se podian alcanzar hasta 60 puntos.

El jurado seleccioné los seis ganadores cuyos

datos damos a continuacién:

1°: Alvaro BEGUE AGUADO, primer seleccio-

nado de valladolid, 55 puntos
2°: Miguel CARRION ALVAREZ, primer selec-
cionado de Madrid (&) 49 puntos
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3°: Antonio ROJAS LEON, primer seleccio-

nado de Sevilla 44 puntos
4°: pavid SEVILLA GONZALEZ, de 3° de B.U.P,

primer seleccionado de Madrid (B) 43 puntos
5°: Antonio SANCHEZ ESGUEVILLAS, segundo

seleccionado de Valladolid 41 puntos
6°: David CASTELL BURGALETA, primer se-

leccionado de Castelldn 40 puntos

Obtuvieron puntuaciones préximas a las de los

anteriores, estos otros tres participantes:

7°: Alfonso GRACIA SAZ, tercer seleccio-
nado de Zaragoza 39 puntos
8°: Nicolds Hatcher Andreés, primer se-

leccionado de Logrofio 38 puntos
9°: carlos Bento Sanchez, tercer selec-

cionado de Madrid (&) 37 puntos

Siguen a éstos, Roberto FERNANDEZ GONZALEZ (Leén),
Juan Jesis GARCIA DE SORIA LUCENA (Cédiz), Tomds PRIETO
RUMEAU (Madrid-A) y Carlos UNGIL GUTIERREZ-RAVE (Zara-
goza), todos ellos con 35 puntos, y Luis FUENTES GARCIA
(Galicia) y Eduardo VILLOSLADA DE LA TORRE (Vallado-
lid), con 34.

Recordamos que el campeén, Carlos BEGUE AGUADO, lo
fué también el afio pasado, en el que participaba como
alumno de 3° de B.U.P., y tras una actuacién digna en
la XXXIII Olimpiada Matemdtica Internacional (Mosci),
obtuvo medalla de plata en la VII Olimpiada Iberoame-
ricana de Matemdticas (Ver nuestro Boletin 32).
Esperamos que este afio supere los éxitos alcanzados en

esas competiciones internacionales.

cambién que el cuarto clasificado,
sa este afio 3° de B.U.P., ¥
de 2°, en nuestro

Seflalaremos
pavid SEVILLA GONZALEZ, cur
obtuvo el tercer premio, como alumno

Concurso de Resoluciéon de Problemas de 1992 y el primer

o . También
premio, como alumno de 1Y, en el de 1991

\ i © fué el
carlos BENTO SANCHEZ, situado en 9 lugar,

2 curso
tercero, como alumno de 3° de B.U.P., €l ese Con

de 1992.

nuestros lectores puedan valorar la
damos

Para que °
dificultad relativa de los problemas propuestos,

a continuacién una tabla con las medias de las
i los
puntuaciones alcanzadas por la totalidad de

i i & o de
presentados y por los sels premiados en cada un

esos problemas:

o] o] o o 5° 6°
Problema 1 2 3 4
puntuacién media:
de todos 6,0 7,9 1,5 ;3 3,8 ”
de los 6 mejores 8,2 9,5 5, 7. 6, i
pamos la enhorabuena a los ganadores Yy @& los

Centros gque se€ han esforzado en su preparac16n, y
gue en las préximas competiciones interna-

deseamos -
consigan para Espafia los galardones que &

cionales,
duda merecen.
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS
CUBICAS CIRCULARES

por Julio Fernéndez Biarge

8. LAS CUBICAS CIRCULARES.

Este articulo es continuacidn del titulade
"Algunas propiedades de las cibicas", al que nos
referiremos frecuentemente, poT lo gque hemos numerado
los pérrafos, teoremas Y figuras de éste como

consecutivos a los de de aquel.

Trabajaremos en el plano euclideo obtenido a
partir de un plano proyectivo complejo, en el gque se ha
fijado un absoluto, constituido por una recta impropia
o del infinito vy, sobre ella, un par de puntos
imaginarios conjugados, denominados puntos ciclicos.
las rectas propias imaginarias que pasan por uno de los
puntos ciclicos, se denominan, como es sabido, rectas
isotropas. Adoptaremos un sistema de coordenadas
cartesianas homogéneas { X5, X;, X, } , de tal modo que
la recta impropia sea la Xg = 0 , y gue los puntos
ciclicos satisfagan a { X5 = 0, x% + x% =0} . A los
puntos ciclicos los representaremos a Vveces COn los
simbolos c ., C (emplearemos la raya encima para

representar el conjugado complejo).

Denominaremos cibicas circulares a aguellas cuya
ecuacién, I = 0 (cubica de coeficientes reales), se
satisfaga para los puntos ciclicos. La ecuacién general
de las cibicas circulares seréd, en consecuencia,

2 2
(x] + xz)h + xof =0, [2]
donde h es una forma lineal en X, , X, Y £f una

forma cuadrética en X5, Xy, X (arbitrarias, con
coeficientes reales). Las cibicas circulares pueden



degenerar en una recta propia y una circunferencia
(quizés de radio nulo, o sea constituida por dos rectas
isotropas) o en la recta impropia y una cénica

cualguiera (quizé&s degenerada).
9, LAS CUBICAS CIRCULARES, SUS ASINTOTAS Y SU FOCO

Toda cubica circular r , de ecuacién [2], no
degenerada, tiene una asintota real, que es su tangente
en el punto impropio definido por ({ Xy = 0, h=20 1.
En todo lo que sigue, representaremos ese punto con la
notacién A Y la asintota con el simbolo « ; con
este mismo simbolo representaremos también una forma

lineal que permite escibir la ecuacidén de esa asintota

como o = 0 , empleando también el simbolo o para
denominar dicha asintota. De acuerdo con la notacién
establecida en el punto 2. , la interseccidén de I con
su asintota o se denominaria A;, pero simpli-
ficaremos su notacién a A% y lo llamaremos punto
acintético de I ., Si A es de inflexidén, A* coin-
cide con Ay no existe punto asintético prepio.

La cibica circular T (si no forma parte de ella
la recta impropia), tiene ademds otras dos asintotas
imaginarias, tangentes a ella en los puntos ciclicos.
Son dos rectas isotropas, imaginarias conjugadas, que
se cortar&n en un punto real. Representaremos este
punto con la letra F y lo llamaremos foco de la
cibica circular. Los puntos de .interseccién con I de
las dos asintotas isotropas, son dos puntos imagi-

narios conjugados C* y C*x . Como C, T Yy Am es-
tédn alineados en Xq = 0 , los puntos C* y Cx , se-
gin el Teorema 6° , estaran alineados con A* . La

recta (real) Qque pasa por ellos la representaremos con
el simbolo B vy la llamaremos directriz de I . Con g
representaremos también una forma lineeal que permite

escribir su ecuacién como B8 = 0 . Si las coordenadas

_23_.

del foco son (fo, fl, f2), el par de asintotas
isotropas vendré representado por ¢ = 0 , donde ¢ es
la forma cuadratica:

= . 2 = . 2
¢ = <f0x1 flxo) + (IOX2 fzxo)

En consecuencia, las cubicas degeneradas Bxg =0 vy
¢a = 0 cortan a ' en los mismos nueve puntos, con lo
que la ecuacién de la cibica se puede escribir en la
forma

¢a+h(3xg = 0 (3]

con A € R .

La interpretacién métrica de la ecuacién [3],
escrita en coordenadas no homogéneas, es muy simple.
Los valores de o y B son las distancias de (xl, x2)
a la asintota y a la directriz, mutltiplicadas por
constantes y el valor de ¢ es el cuadrado de su
distancia al foco por otra constante. En consecuencia

podemos enunciar el

Teorema 13°: Una cibica circular no degenerada es el
lugar geométrico de los puntos del plano cuyo cociente
de distancias a dos rectas dadas (directriz B y
asintota o ) es proporcional al cuadrado de la
distancia a un punto dado (foco F ). (El punto de
interseccién A* de las rectas dadas pertenece a la

citbica y es, por tanto, su punto asintético).
Como corolario de este teorema se obtiene el:

Teorema 14°: Dos puntos de una ciUbica circular T estan
alineados con su punto asintdtico A* si y solo si
equidistan del foco F de T,

En efecto (Figura 103), el punto A* es la in-



- 24 -

terseccidén de « y B y el
gue dos puntos P y Q (o
P’ vy Q') estén alineados
con A¥* significa que sus
razones de distancias a esas
dos rectas es la misma, por
lo gque también deben ser
iguales sus distancias al
foco F . Con la notacién
establecida al firal del
punto 4., el Teorema 140 se
puede enunciar diciendo que
para cada P eI , P y

-

Z,,(P) eguidistan de T
A

Como caso limite del Teo-
rema 14° (cuando los puntos
Figura 10° P y Q se hacen coinci-
dentes), resulta el:
Teorema 150: Los pies de las normales trazadas desde el
foco a la cibica r son los puntos N de ella

(propios) tales que N* coincide con A¥

10. CUBICAS CIRCULARES, CIR-
CUNFERENCIAS E INVERSIONES.

Una cubica circular T
y una circunferencia '
(de ecuacidén y = 0 ) tienen
6 punteos de interseccidn,
dos de los cuales son los
ciclicos C ¥y C . Sean los
otros cuatro Ml’ Mz, Nl’ N2
y sean m =0 , n =0 las
ecuaciones de las rectas
MM, y N.N,
Llamemos MO v N0 a los Figurea 118

(Figura 11a).

terceros puntos de interseccién con I' de m y n,
respectivamente, y sea r = 0 la ecuacién de la recta
MON0 . La cubica mnx, = 0 corta a I en los puntos
Mgr My My, Ngo Ny Ny, G C, A, ; la cibica 91 = 0
corta a I en los ocho primeros, con lo gue segin el
Teorema 1° , pasard también por el noveno, Am . Dicho
de otro modo, 1la recta MONO es paralela a la
asintota, o con la notacién del punto 4., NO = fA*(MO).

Resulta asi el:

Teorema 16°: Si dos rectas m y n cortan a la cibica
circular no  degenerada I’ , respectivamente en los
puntos MO, Ml’ M2 b% NO, Nl’ N2, la condicidn
necesaria y suficiente para que cuatro de ellos Ml'
M2, Nl’ N2, sean conciclicos es gue la recta MONO ,

que une los otros dos, sea paralela a la asintota.

Este teorema tiene un
caso limite importante:
aguel en el que M0 y NO
coinciden en un punto @
con lo que la recta r pasa
a ser tangente a [ en O ,
paralela a la asintota (Figu- o)
ra 12). Bl ser conciclicos

M1 7 M2 ) N1 vy N2 , resulta
OM1.0M2 = ON1.0N2 Fijada la
recta m y al ser n

arbitraria por O , se deduce

que este producto es cons-
tante. Resulta asi el:

Figura 12%
Teorema 170: Si la tangente a una clbica circular T
en su punto O es paralela a su asintota, existe una
inversién de polo en O que transforma r en si
misma. Es decir, las cubicas circulares con una
tangente paralela a su asintota son analgmiticas.



Este teorema es muy conocido, pero suele darse una

demostracién mucho més penosa gue la mostrada aqui.

A los puntos (tales como el O ) con tangente
paralela a la asintota de una cubica circular I (es
decir, a aquellos tales gue O0O* = A, ), los llamaremos
polos de la cibica I' . De otro modo: Si O es un
polo de I' , la correspondencia X —» fO(X) es la
restriccién a I de una inversién del plano que deja

invariante a T

Si el punto impropio Al es de inflexidén de r
(con lo que Ax = A00 ), diremos gue A es un "polo
impropio” de [ . Naturalmente gue A~ no es polo de
una inversidén, pero si el punto impropio doble de una
simetria que dej invariente a T (ver Teorema 90),
gue puede considerarse como limite de una inversién
(nétese que, al transformarse en si mismo el par de
puntos ciclicos, y por tanto las circunferencias en

c_rcunferencias, se trata de una simetria ortogonal).

Una cibica sin puntos dobles, al ser de clase 6,
tendra 4 tangentes paralelas & su asintota (dos podrian
ser imaginarias), que se reducirdn a 3 si la asintota
es de inflexidén. En consecuencia, tendrd 4 o 2 polos
reales (posiblemente uno de ellos impropio). Si una
cibica tiene un punto doble ordinario (nodal o aislado)
¢ ce retroceso, al ser de clase 4 o 3, sélo tendrd dos
polos o uno (posiblemente uno impropio).

Como caso limite del Teorema 160, obtenido cuando

las rectas m y n se confunden, resulta el

Teorema 180: La recta gue une los puntos de tangencia
con una cibica circular I’ de una circunferencia dos
veces tantente a ella, pasa por uno de sus polos

(eventualemnte impropio).

11. VERTICES DE UNA CUBICA CIRCULAR.

Diremos que un punto V de una ctubica circular es
un vértice de ella, si existe una circunferencia que
tiene cuatro intersecciones con I' confundidas en V ,
es decir, una circunferencia hiperosculatriz a I" en V
Como caso limite del Teorema 160, cuando las rectas
confundidas m y n pasan a ser tangentes a ' en V ,

resulta el

o . s . .
Teorema 19 : La condicién necesaria y suficiente para
gque un punto V de una cbica circular I sea uno de
sus vértices es que V* sea uno de sus polos

(eventualmente impropio).

En la figura 13 se muestra una cibica circular con
4 polos reales, 01, 02, 03, O4 y 8 vértices reales
Vll' Vlz’ V13, V14, V21, V22, V23, V24 . Se cumple gque

VIj = Oi (i =1,2 ; 3 =1,2,3,4). E1 teorema 17° nos
asegura que existirén cuatro inversiones gue

transforman I en si misma, estableciendo en ellas las

correspondencias fo . Para cada i , los puntos Vij
i

tales que Vij = O; , seréan inveriantes en la inversién

de Dpolo Oi + por lo que estardn sobre su

circunferencia de puntos dobles y, en consecuencia, a
la misma distancia de Oi ; es decir,

O1V117 91V12% O1V13% O1Vyy 7 0pV51= 05V55= 05V53= 05V,

Por otra parte, una inversién gque deja invariante a
I’ , debe transformar un vértice en un vértice, por lo
que la recta Oivjk , con j = i , debe volver a cortar
a T en otro vértice. Véase en la Figura 132 que estén
alineadas las ternas de puntos: 01V21v24 ' 01V22V23 ;
O2V11Y12 + 92V13V14 v O3V1aVi3 v O3V51Va3 v O3Va,Vo,

O3V12Vig + O4Vi1Vag + O4VipVi3 + O4Vp Voy v O4V,3Vy,




Figura 132
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12. PROPIEDADES DE LA DIRECTRIZ DE UNA CUBICA CIRCULAR

Consideremos ahora el haz de circunferencias gue
pasan por puntos imaginarios conjugados C* 'y C* ci-
tados en 9. (puntos de r situados sobre las
asintotas isotropas). Una de las circunferencias de
ese haz es la de radio nulo formada por las rectas
isotropas del foco F de T , y el eje radical del haz
es la directriz B8 . Sea Yy = 0 la ecuacién de una
/ circunferencia de ese haz.
T La circunferencia Y corta

a I en los puntos C , C ,
cx , C* y en otros dos,
que llamaremos R y S

(Figura 14%). sea s = 0
la ecuacién de la recta
R8§ . La cubica ya = 0

corta a I' en los puntos
c,c,c+,C*, R, § ,
A* 'y en A dos veces. La

cibica Bsx = 0 corta al
en los siete puntos citados

y en A al menos una vez;
]

B segin el Teorema 1°, 1a
Figura 142 novena interseccién coinci-
dir4 también con A , lo gue prueba que la recta RS

[+<]
es paralela a la asintota « .

Si la recta RS ~corta a la directriz B en el
punto T , como T pertenece al eje radical, tiene la
misma potencia respecto a todas las circunferencias del

haz. Esto permite enunciar el:

Teorema 20°: Si r es una cubica circular no
degenerada, con foco ep F y una recta paralela a la
asintota la corta en los puntos R y S , siendo T
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el punto de interseccién con la directriz B , se
cumple

TR . TS = TF°

En particular, si O es un polode I y B el punto
de interseccién de la tangente a I en O (que es
paralela a la asintota) con la directriz B , ese punto

B equidista de F y de O .

La dltima afirmacién se deduce de que, al coincidir

R y S en O , sera 862 = BF%, con lo gue BO = BF

13. TRANSFORMADA DE UNA CUBICA CIRCULAR POR INVERSION

Una inversidén de polo en el origen (1,0,0) puede
expresarse en coordenadas homogéneas mediante la trans-—
formacién

2 2

1 + X2) , 1 = XIXO ; x2 = X2X0 . [4]

Si T es una cubica circular que pasa por (1,0,0) ,

X

su ecuacién puede escribirse en la forma
2,.2 -

(x7+x5)a(Xq,X,) + Xp[@(X),%X,) + Xt (%y,%X,)]) =0 (5]
donde a(xl,xz) vy t(xl,xz) son formas lineales vy
¢(x1,x2) una forma cuadrética, todas en X, Y X%, . La
transformada de [5] mediante [4] es:
(x2+x2)%%a (X, X)X, +

1 72770 12 22 0 2 2 2

+ R(X]+X5) [9(Xy /X)Xy + K(X]+XD)t (X, X,)X) = 0
gue, tras la supresién de los factores X, ¥ (X1+X2) '
gueda en la forma

2 2,,2,,2 _

a(X,, X)Xy + Ko(X), X)X, + KT(X[+XD)E(X,X,) = 0 [6)

lo que nos permite enunciar el:

Teorema 24°: La transformada de una ciibica circular T
en una inversidén cuyo polo es un punto P cualqguiera
de I , es otra cibica circular T’ que también pasa
por P ; la asintota de T' es paralela a la tangente
a I' en P y la tangente a I'' en P es paralela a

la asintota de T .
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Si la tangente en P es paralela a la asintota de
I' , la cibica T’ es homotética de la I (con centro
en P ) y para una potencia de inversién conveniente,

'’ coincide con T (segin el Tecrema 17%).

14, CUBICAS CIRCULARES CON UN PUNTO DOBLE

Un caso interesante es aquel en el que (1,0,0) es
un punto doble de I , lo que ocurre si y solo si en la
ecuacién [5], la forma t(xl,xz) es idénticamente

nula. Entonces, [6] representa una cibica degenerada en
la recta Xy = 0 y la c6bnica de ecuacién

a(Xl,Xz)X0 + K¢(x1,X2) =0 , (7]
lo gue conduce al

Teorema 22?: Una cubica circular T con punto doble D ,
se transforma, mediante una inversidén de polo D , en
una cénica que pasa por D . La tangente en D a esa
cénica es paralela a la asintota de I' . La cOnica es
hipérbola, pardbola o elipse, segun que el punto doble
sea nodal, de retroceso o aislado.

En la Figura 15% puede verse la clbica T inversa
de la hipérbola & en la inversién de polo en D y
circunferencia de puntos dobles % . Las asintotas oq
o de & , son paralelas a las tangentes t1 ; t2 a

2
I' en D

Como caso limite del teorema 140, que establece
que el foco de una cibica circular estd sobre las
mediatrices de las cuerdas de I gue vuelven a cortar
a ' en A* , resulta que si T tiene un punto doble
D, el foco F estd sobre la perpendicular a DA* en
D , o sea Qque FDA* = 71/2 . Recordando también el

Teorema 150, resulta el:



Teorema 23°: Si una citbica circular T (de foco F y
punto asintético A* ) tiene un punto doble D , la
circunferencia de diametro FA* pasa por D y por los

pies de las normales trazadas desde F a T

Ademas, en la inversién que trensforma I' en @& ,
la asintota de I se transforma en la circunferencia

osculatriz en D a & , y el puntc 2* , en el punto

(de la recta DA* ) en qgue esa circunferencia vuelve a
corcar a @ . En virtud de una conocida propiedad de
las circunierencies osculatrices & las cdnicas, 1la
recta DA* Vv la tengente a ¢ en D (gue es paralela
a la asintoza « ) tienen sus pisectrices varalelas a
los ejes de la conica ¢ . Como estos ejes son
paralelos e las bisectrices de las tangentces TY %,
a I' ern D , resulta (ver Figures lSa) el:

- o . - . . .
Teorema 24 : Si wuna cubica circular tiene un punto

dcble nodal Dy las tangentes en el som t, ¥ %, .,
u

el angulo gque forma la recta DA* con t, es igual

el gque forms la asintota o con =5 también el
angulce gque forma la recta DF con <L, es igual al gue

forma la perpendicular a2 «a trazada por D con T, -

a 0ltima afirmacién se obtiene teniendo en cuenta
o)

I

io anterior y el Teorema 23

P o] .
Por otra parte, segin el Teorema 177, si Oi es un
pclo de T , existe una inversién de polo en Oi que
transiorma a r en si mismaj; esta inversién

transformaréd el punto doble D en si mismo y las
tangentes deberdn formar &ngulos iguales (de sentidos
contrarios) con la recta OiD , lo gque permite enunciar

(ver Figura 15a) el:

Teorema 25°: Si D es el punto doble de una cibica

Figura 152



circular ' , los poles 0O, de ésta estdn situados
sobre los ejes del punto doble D (es decir, sobre las

bisectrices del par de tangentes en D ).

Notese gue si el punto D no es de retroceso, la
cubkica serd de clase 4, por lo gque tendré precisamente
dos polos, uno sobre cada bisectriz, como se ve en la

Figura 15°

Veamos ahora en que condiciones resultan ser
perpendiculares las dos tangentes en un punto doble de
una cubica circular. En coordenadas no homogéneas, la
ecuacion de una cuibica circular ' con foco F(fl’fz) ,

puede escribirse en la forma

[(xl—:l) +(x2—:2) ](a Xyta X+ )+b1x1+b2x2+b0 =0 [8)]
donde a,Xx;*a,%,*a, = 0 es la ecuacién de la asintota
8 ® b1x1+92x2+bo =0 , la de la directriz B

Si la cuibica I’ tiene su punto doble en el origen

ae coordenadas, habran de ser nulos los términos

inaependientes y los coeficientes de X, Y de X, O
sea gue (poniendo £} +1§ = r2 , por brevedad):
STa,+by=0 ; -2fja +rfa +b =0 ; -2f,a +ra +b.=0 [9]
- 70 70 ! 170 ! 270 2 72

Los términos de segundo grado de [8] son:

2
2

-

2 L —_
(a0 2f1a1)x1 2(: a +12 )x1x2+ (ao 2f2a2)x
la condicién para que el par de rectas que representa
esta forma cuadrdtica igualada a cerc, sea un par de
rectas perpendiculares es gque su invariante I (I =

a,.+ta se anule, o sea gue
117822) ' 3

a, — a,f. - ayf, = 0 . [10]
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Si se cumplen las condiciones (9], la ecuacién de
la directriz queda en la forma
2 _.2 _.2 -
“rTa, + (2f1a0 r al)x1 + (2f2a0 r az)x2 o
y la condicién para gue esta directriz pase por F es
(como se comprueba inmediatamente) la misma [10]

Por otra parte, de [8] resulta gue el que f pase por

F equivale a que I pase por F , por lo que:

Teorema 260: Si la cibica circular T tiene un punto
doble nodal D , la condicién necesaria y suficiente
para que las tangentes en €1 sean perpendiculares es
que el foco F esté sobre I . Si las tangentes
citadas son perpendi-
culares, el foco estara
también sobre la direc-—
triz B , que sera tan-
gente a r en F y
asimismo sobre la perpen-
dicular a DA* por D y
sobre la recta «' , si-
métrica de la asintota «

respecto al punto D
(Figura 16a).

Las Ultimas afirmacio-
nes resultan de observar
la ecuacién (3], que

muestra gue si la recta

B =0 pasa por F , tie- Figura 162
ne dos intersecciones con
r confundidas en F ; del Teorema 23 y de la

interpretacién inmediata de la condicién [10] como la
de incidencia de F con la recta a' , simétrica de «

respecto al origen D , se deduce el resto.
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15. CUBICAS CIRCULARES CON PUNTO DE RETROCESO

Si la cubica circular r posee un punto de
retroceso R , como caso limite del Teorema 24° cuando
t1 v t2 se hacen coincidentes, podemos enunciar el:
Teorema 27°: Si una cftbica circular (con punto
asintotico A* ) tiene un punto de retroceso R , la
tangente t en €l es la bisectriz del &dngulo formado
por las rectas RA* y la paralela a la asintota por R

(Figura 179).

También, como caso limite
-0
del Teorema 257, podemos

enunciar el:

Teorema 27°; Si R es un
punto de retroceso de una

ctbica circular T , su polo

o] estard situado sobre la

perpendicular trazada por R

a la tangente en ese punto

doble.
T
. <%
Notese que como las
cibicas con punto de retroce- Figura 178

so son de clase 3, tienen un

tienen un solo polo O (posiblemente impropio).

Teniendo en cuenta el Teorema 120, si T es una
cibica con punto de retroceso, su transformada en la
polaridad respecto a una cénica ¥ , es otra cubica. En
el caso particular de que % sea una circunferencia
con centro en el foco F de T , que es tangente a T
en los dos puntos ciclicos (es decir, si los puntos C

y C son los Uy V citados en el Teorema), la trans-
formada TI'' de I en la polaridad seré& una cilbica que
también seré& tangente a I’ (y por tanto a ¥ ) en esos

puntos, lo gue nos permite enunciar el:

Teorema 28°: La transformada de una cibica circular T
con punto de retroceso en una polaridad respecto a una

circunferencia de centro en su foco F , es otra cubica

circular con el mismo foco. Si R e i son los

puntos retroceso e inflexién de I y r e i las

tangentes en ellos, la cubica T tiene un punto de

retroceso en el polo
I' de 1 y un punto
de inflexién en el
polo R’ de r , sien-A!
do las tangentes en
esos puntos las po-
lares 1i' y «r' de
I vy R.

En la Figura 182
puede verse un ejem-
plo de las cuibicas
circulares T' y T/,
transformadas una de
otra en la polaridad
respecto a la circun-

ferencia 7y de cen-
tro en el foco F Figura 18°

(que lo es de ambas).

Las asintotas « y «’' de I y TI' son las polares
respecto a 7y de los puntos de tangencia S’ y § de
las tangentes trazadas a I'' y I desde el foco F .



16. OBSERVACIONES FINALES

Podriamos repetir agui todo lo que dijimos en el
punto 7. del articulo sobre "Algunas Propiedades de las
Ciubicas”, del que éste es continuacidén, en relacién con
la justificacién rigurosa del métode de razonamiento

utilizado.

Muchas de las conclusiones presentadas en este
articulo fueron expuestas en el de titulo "Cdbicas
Circulares”, que se cita en la Bilbliografia, aunque
alli se trataba fundamentalmente de presentar los
resultados obtenidos, mientras que aqui se pretende mas
bien mostrar el método de razonamiento geométrico

seguido.
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DESARROLLO DE ALGUNAS FUNCIONES
PARA POLINOMIOS EN DERIVE

Eugenio Roanes Macias
Eugenio Roanes Lozano
Sec. Deptal. Algebra
(Univ. Complutense)

1. INTRODUCCION.

DERIVE es un Sistema de Cémputo Algebraico muy particular. Por un lado no es
multiplataforma (sélo existe versién para PC), pero sus requerimientos son minimos (se
puede trabajar desde un tnico disquete de baja densidad y basta que el ordenador tenga
512K de memoria).

Esta dltima caracterfstica ha hecho que sea adoptado muy frecuentemente como
auxiliar de la clase de Matemdticas en Ensefianza Secundaria, asf como en los primeros

cursos de Universidad.

No obstante, su orientacién es mds la de una calculadora algebraica (trabaja en
aritmética exacta) con posibilidades grdficas (permite representar funciones reales de

variable real y de R’ en R).

Las versiones 2.xx no incluyen propiamente lo que seriz un lenguaje de programacién
pero si permiten definir nuevas funciones y contienen algunos comandos para esta
programacién funcional (ITERATE, IF,...).

Entendemos que, por la propia orientacién que le han dado sus autores, presenta
algunas lagunas, en especial en lo que se refiere al manejo de polinomios, por lo que
intentamos mostrar como se podrian tratar de evitar algunas de ellas. Como ejemplo,

funciones que a veces hemos necesitado realizarian lo siguiente:

- Devolver los coeficientes y el grado de un polinomio (en el archivo MISC.MTH se

suministra una implementacién, pero jusa diferenciacién!)

- Devolver el cociente y el resto de la division entera de polinomios (existe una

divisién de polinomios, que devuelve la expresién racional correspondiente)

Somos conscientes de que, sin poder entrar a utilizar la representacién interna de

los polinomios, por ejemplo la obtencién de un coeficiente serd muy poco rdpida. No
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obstante, hay veces que hemos necesitado ineludiblemente estas funciones. Por ello

irataremos en los apartados siguientes de comentar unas posibles implementaciones.

2. ALGUNAS NUEVAS FUNCIONES PARA NATURALES.
2.1 DIVISION ENTERA.
Derive presenta una divisién en aritmética exacta, pero no ftrae implementada la

divisién entera. Una posibilidad serfa utilizar el siguiente:

Algoritmo:
a , sia<b

RESTO(a.b) =
RESTO(a-b.b) , en otro caso
que. evidentemente, reitera el sustraer el divisor al dividendo hasta que este dltimo
sea menor. En Derive podria escribirse asi:
RESTO(a.b):=IF(a<b,a.RESTO(a-b,b))
La versién 2.03 no tiene una funcién "parte entera”, pero la v. 2.52 ya si la

incorpora (FLOOR(niimero)). En tal caso, serfa mds rdpido definir:

RESTO(a.b):=a-b*FLOOR(a/b)

2.2 MAXIMO COMUN DIVISOR.
Ya podemos definir una funcién m.c.d. en N usando el algoritmo de Euclides. Lo hemos

hecho asi.

Algoritmo: MCD(a.b) decide cudl de las dos entradas es mayor y envia a:
MCD_AUX(mayor|a,b}.menor(a,b])
MCD_AUX(a,b) es el "Algoritmo de Euclides": realizamos reiteradamente la
divisién entera y el divisor pasa a dividendo y el resto a divisor. Cuando
lleguemos a resto 0, devolvemos el resto anterior.

Ln Derive:

MCD_AUX(c,d):=IF(d=0,c, MCD_AUX(d,RESTO(c,d)))
MCD(a.b):=IF(a>b,MCD_AUX(a,b), MCD_AUX(b.a}))

1, ALGUNAS NUEVAS FUNCIONES PARA POLINOMIOS UNIVARIABLES.
3.1 OBSERVACION.

Desafortunadamente, Derive no permite sustituir en una funcién de un polinomio la
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variable por un valor concreto mds que en el modo interactivo. Por ello, no
encontramos otra posibilidad que definir la funcién: SUB(polinomio,variable,valor)
como el limite de la funcién "polinomio" cuando "variable" tiende a "valor' (no

presenta inconveniente pues un polinomio es siempre una funcién continua):

SUB(p,v,a):=LIM(p,v,a)

3.2 OBTENCION DEL GRADO DE UN POLINOMIO.

El término independiente de un polinomio p(x) es p(0). Por tanto, p(x)-p(0) es
divisible por x. El niimero de veces que se pueda repetir este proceso, hasta llegar al

polinomio nulo, dar4 el grado del polinomio de partida.
Podemos pues utilizar un algoritmo recursivo:

Algoritmo:

-1, si p(x)=0

8(p(x)) = {
1+8((p(x)-p(0))/x) , en otro caso

Hemos implementado en Derive la funcién GRADO(polinomio,variable) asi:
POL_AUX(p,v):=(p-SUB(p,v,0))/v
GRADO(p,v):=IF(p=0,-1,1+GRADO(POL_AUX(p,v),v),1+GRADO(POL_AUX(p,v),v))

3.3 OBTENCION DEL COEFICIENTE DEL TERMINO DE GRADO N DE UN
POLINOMIO.

Pensemos que en el proceso anterior, si llamamos po(x)=p(x) , pO(O) es el término

independiente.
Llamando pl(x)=(p0(x)-p0(0))/x , p](O) es el coeficiente del término de grado 1 de

p(x).
Llamando pz(x)=(pl(x)-p](0))/x , p2(0) es el coeficiente del término de grado 2 de

P(x),e..

Algoritmo: p,(x)=p(x)
p,()=(p, ,()-p_ (0))/x
COEF(p(x).n)=p (0)

Se puede implementar en Derive una funcién COEF(polinomio,variable,natural), asf:
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- LON/v
POLI_AUX(p v,n):=IF(n=0,p,(POLI_AUX(p,v.n-l)-SUB(POLI_AUX(p,v,n 1,v,00)/v)

COEF(p,v.n):=SUB(POLI_AUX(p,V,n),v,O)

E“ consecuencia, paxa pedll el COEflClenle hder de un pOllllOl[nO, baSlaIa pedlI el

Srmi olinomio:
coeficiente correspondiente al t€rmino de grado el grado del p

LCOEF(p.v):=COEF(p‘v,GRADO(p,v))

Ejemplo: LCOEF(3X7-X5+3X4-X2-2,X) devuelve: 3

Compute Time: 2.7 segundos.

Hz,
Nota: Los uempos de cémpuio se han obtemdo con un 486 & 33 MHz

E UN POLINOMIO ENTRE x-a

3.4 COCIENTE Y RESTO DE LA DIVISION D
| el Teorema del

Este caso estd separado para poder utilizar la Regla de Ruffini y
Resto.

El resto de dividir p(x) entre Xx-a €s p(a),

RESTO RUF(pol'momio.valor,variable) asi:

luego podemos escribir la funcién

RESTO_RUF(p.a.v):=SUB(p,v,a)

El iente del proceso de la regla de Ruffini responde al siguiente algoritmo:
cocl

Al oritmo I{UI ALX a Ob[ellle"do e COei]Clell[e de] termino de lado n al dIVIdlr
( = v g
g T 3

entre Xx-a)

RUF AUX(p(x).a.S(p(x))-1)=coefic'1eme lider de p(x)

y si n<d(p(x))-1:

RUF_AUX(p(x).a n)=a-RUF AUX(p(x).a,n+1)+coeficiente del término de grado

(n+1) de p(x)

. . 1
COC_RUF(p(x),a)=sumatoria de los coeficientes por la variable elevada a

grado correspondiente.
Hemos implementado: COC_RUF(polinomio,valor.variab]e) asi:
n)'=IF(n<GRADO(p,v)-1,a*RUF_AUX(p,a,v.n+1)+COEF(p,v.n+l),~

F_AUX(p.a.v
o v COEF(p,v,n+1))
cocC RUF(p.a.v):=SUM(RUF_AUX(p.a,v,n)*v’\n,n.O,GRADO(p.v)-l)

. ‘
Nota: En la notacion de Denve, ~ significa que no ha acabado la linea
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3.5 COCIENTE Y RESTO DE LA DIVISION ENTERA DE DOS POLINOMIOS.
SEUDORESTO.

El resto lo calcula:
RESTO_POL(polinomio_dividendo,polinomio_divisor,variable)
que utiliza el siguiente:
Algoritmo: Si 6(dividendo)<&(divisor) , devolver el dividendo.
En otro caso: nuevo dividendo =
coef. lider dividendo dif. grados

= dividendo - -variable - divisor
coef. lider divisor

Lo hemos implementado del modo siguiente:
RESTO_POL(ddo,dor,v):=IF(GRADO(ddo,v)<GRADO(dor,v).ddo.~
RESTO_POL(ddo-dor*(LCOEF(ddo,v)/LCOEF(dor.v))*~
vAGRADO(ddo,v)-GRADO(dor,v)),dor,v) )
Si lo que interesa es el cociente, podemos aprovechar la divisién de polinomios que
proporciona Derive. El dividendo menos el resto serd divisible entre el divisor,

luego, usando el anterior RESTO_POL, definimos: COC_POL(polinomio_dividendo.
polinomio_divisor,variable) , asf:

COC_POL(p,q,v):=(p-RESTO_POL(p,q,V))/q
Si, en lugar de obtener el resto, queremos obtener el seudoresto, antes de comenzar
el proceso, multiplicaremos el dividendo por el coeficiente lider del divisor elevado

a la diferencia de grados mds uno, de modo que nos aseguremos de no introducir
coeficientes no enteros (si ambos polinomios son de z{x]).

SRESTO_POL(p,q,v):=RESTO_POL(LCOEF(q,v)"(1+GRADO(p,v)-GRADO(q,v))*p.q,v)

Ejemplo: Si realizamos la divisién entera de 3x'-x’+3x*-x%2 entre: 4x>3%%4x+1
con COC_POL, obtenemos: %—x4+—1-g-x3--6%-x2-é—g%x+—l—é;§- (Compute Time:
10.1 segundos)

y RESTO_POL devuelve: - —Igg%-xz-—rgzg%x-—%%%%— (Compute Time: 9.9 segundos).

Por iltimo, SRESTO_POL obtiene, en este caso: -903x2-595x-2223 (Compute Time:
11.0 segundos)
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3.6 MAXIMO COMUN DIVISOR DE POLINOMIOS.

El Algoritmo de Euclides es vilido también para calcular el m.c.d. de polinomios.

Los tinicos cambios que hay que realizar son:
- Ordenar los polinomios en el primer paso segin su grado.
. Sustituir e} resto de la divisién entera por el resto de la divisién de polinomios.

El inconveniente que tiene este algoritmo es que los coeficientes de los polinomios
pueden crecer mucho. Nuestra implementacién ha quedado asi:

MCD_POL_AUX(c,d,V):=IF(d=O.c.MCD_POL_AUX(d,RESTO__POL(c,d,V),V),~
MCD_POL_AUX(d,RESTO_POL(c.d,v).v))

MCD_POL(a.b,v):=IF(GRADO(a.v)>GRADO(b.v),MCD_POL_AUX(a.b,v),~
MCD_POL_AUX(b.a.v))

Ejemplo: MCD_POL(x'-7x°+18x*-22x+12,3%°-13x +8x+12.x)

34 2 170 68
devuelve: o X-—g— X+ =

(que es -lg— por x>-5x+6). Compute Time: 2.9 segundos.

Ejemplo: MCD__POL(XS-5x4+4x3+x2-5x+4,x4-5x3+5x2-5x+4,x)
devuelve: 2x°-10x+8 . Compute Time: 4.8 segundos.

Ejemplo: MCD_POL(x*-8x°+21x-18.°+0x +27x+27.x)

devuelve: —1—343%89

{el primer polinomio es (x-2)(x-3)* y el segundo (x+3)°, luego son primos entre si).

Compute Time: 2.7 segundos.

Para polinomios de Z[x] se podria utilizar el seudoresto en lugar del resto. Asf

iodos los polinomios de todos los pasos del algoritmo serfan de coeficientes enteros:

MCD_POL_AUX_Z(c.d,v):=IF(d=0,c,MCD_POL_AUX_Z(d,SRESTO_POL(c.d,v),v),-
MCD_POL_AUX_Z(d,SRESTO_POL(c,d,v),v))

MCD_POL_Z(a,b,v):=IF(GRADO(a,v)>GRADO(b.v).MCD_POL_AUX_Z(a,b,v),~
MCD_POL_AUX_Z(b.a,v))

Ejerplo: MCD_POL_Z(x*-7x*+18x*-22x+12.3x’- 13x™+8x+12.%)
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devuelve: 34x’-170x+204
(que es 34 por x*-5x+6). Compute Time: 4.0 segundos.

Eiemplo: MCD_POL_Z(x>-8x*+21x-18,x*+9x*+27x+27,x)
devuelve: 1685448000. Compute Time: 3.4 segundos.
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HISTORIA DE LA CARTOGRAFIA ESPANOLA
por Concepcién Romo Santos
Catedratica de Algebra. Univ. Complutense de Madrid

INTRODUCCION

A finales del afio 1992 los madrilefios hemos podido disfrutar de una magnifica
exposicién '"La imagen del mundo. 500 afios de cartografia".La Fundacién Santilla-
na no podia estar ausente en la celebracién de las efemérides del Quinto Cente-
naric y ha organizado dicha exposicién en la Biblioteces Nacional de Madrid.

Generalmente entendemos por cartografia el arte, ciencia y tecnologia de ha-
cer mapas y el estudio de éstos como documentos cienzificos y artisticos. 4 su
vez, mapa es todo tipo de representacién, z escala, de la tierra o de cualguier
cuerpo celeste. Dentro de esta denominacidén se incluyen toda clase de mapas,pla-
nos, cartas nalticas, dibujos arquitecténicos y secciones de edificios, modelos
tridimensionales y globos. El objetivo de este trabajc es el estudic de le his-
toria de la cartografia espafiola realizadc & <través de los mapas de dicha expe—

sicién.

1.- LA CARTOGRAFIA MALLORQUINA

La cartografie mediterrédnea espafiola en los siglos XIV al XVI estéd represer-—
tada por la escuela mallorquina, nicleo cartogrédfico que nacié, crecid y se de-
sarrollé en la isla de Mallorca.

La isla de Mallorca era, en los siglos XIV y XV, un cruce de diversas culturs
drabe, judia, catalana e italiana, y un centro del comercio mediterranec de pri-
mer orden. El sustrato cientifico y matemdtico de esta cartografia lo habiz pro-
porcionado a finales del siglo XII las obras de Ramén Llull y Alfonso X el Sabioc

La primera carta mallorquina que nos encontramos es la de Angelinc Dulcert de
1339, tras la que seguiran otras, siendo la mas conocida y justamente alabada el

tlas catalén, debido a Abraham y Jafuda Cresques (1375) que introduce como inno
vacidén un calendario perpetuo y la aparicién de las rosas de los vientos, ademés
de una magnifica ornamentacién. Este atlas se encuentra en la Biblioteca Naciona
de Paris. Los autores pintaban sobre la piel de un cordero o ternero extendida.

Méas tarde, los talleres cartograficos mallorquines se desplazaron a otros ce:
tros del Mediterraneo, gobernados también por la corona espafiola; en Mallorca
permanecieron Salvat de Pilestrina y la familia Prunes, mientras que los Oliva

se trasladaron a Italia.
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5.— EL NACIMIENTO DE LA CARTOGRAFIA MODERNA
ién de acontecimientos debido a la se-

El siglo XVI se inicié con una acumulac

rie de descubrimientos geograficos protagonizados por los pueblos atlénticos de

En efecto, portugueses y espafioles, en el cortisimo perio-

Le peninsula Ibérica.
lograron descubrir y transitar los

do temporal transcurrido entre 1488 y 1522,

confines del orbe, por primera vez en la historia.

Cuatro factores destacan entre los gue hicieron posible conocer de forma ope-

rativa la realidad de los casi inabarcables horizontes de océanos y lejanas tie-

rras sumadas al Viejo Mundo:

- La disponibilidad de una tecnologia naval y una experiencia marinera capaz de

afrontar el reto de las navegaciones oceéanicas.

_ Lz feliz conversidn de la astrologia medieval en la técnice de la navegacidn
posibilite estimar la situacidén del barco en cualquier punto

astrondmica, que

del planeta.

— Lz rapida extensidn por Europa de la imprenta, con su enorme capacidad de di-

fusidén de conocimientos ¥y novedades, en contraste COI le trabzjosa y limitadisi-

ma reproduccién manual de textos e imagenes vigente hasta entonces.
Fué Espafiz la nacién gue primero supo crear eficientes instituciones para el

estudio de los coriocimientos geograficos. Asi en 1502 se fundé la Case de Contra-

tacién de las Indias.
La organizacibn cientifica de esta institucidn descansa er. un primer momento
fueron pilotos mayores Américo Vespucic, Juan Diaz de So-

sobre el piloto mayor,

1is, Sebastiarn Caboto.

En 150& se mandé por Real Cédula & Américo Vespucic gue S€ hiciera un padrén

o modelo de carta de navegar al que solo los cosmbgrafos

real que seria el patroén

oficizles tendrian acceso Yy quedaria en la Casa de Contratacidn.
Este documento se renovaba y corregia cada cierto tiempo con las novedades que
traian los pilotos que, una Vez contrastadas en juntas de pilotos, se incorpora-

ban al padrén oficial. Para mas comodidad y detalle geografico, el padrdén real

estaba dividido en seis partes, llamadas también padrones © cuarterones.

Como ya hemos sefialado, el padrén real empieza siendo una carta portulana

mallorquina a la que s€ le incorporan las nuevas tierras descubiertas, una esca-

la de latitudes, la representacién de los circulos mayores y un ecuador grabado.

Era l6gico que a la hora de describir otro continente seé apoyasen en la Unica

cartografia cientitica existente. Una buena muestra de esto lo encontramos en el

que podiamos llamar el primer padrén real; la carta de Juan de la Cosa, de 1500,

que se encuentra en el Museo Naval de Madrid.
2 de Ptolomec con su propuesta de incipien-

“_ Lz recuperacién ferviente de la obr

te formulacidn matematica del hechc geogréafico.

Tolomeo. Cosmografia. Ulm. 1482

o
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Mientras en Espafia y Portugal la produccién primaria de cartografia siguid
siendo r-:lizada de forma manual, para garantizar el control m&s estricto, en
los paiges del Rhin y en el norte de Italia el lucrativo negocio de la impren-
<z difundis la obra de Ptolomeo (siglo II) y mapas del mundo conocido, a la
ver que iba incorporando lo que trascendia de lo descubierto, mientras abria
nuevos caminos & la cartografia regional y local a gran escala, anunciando los
futuros mapas topograficos. En los focos de produccién alemanes (Nuremberg,
Estrasburgo, Viena, Basilea...), el procedimiento empleado era el del grabado
er, madera, progresivamente perfeccionado, mientras en el ambito italiano (Ve-
necia, Roma, Milar, Bolonia...) menudearon los mas diédfanos mapas impresos
con planchas de cobre.

Comc ya hemos indicado, los paises que proporcionaron la mayor parte del
conocimiento geografico y la produccidn cartografica primaria, Espafia y Por-
tugal, fueron muy parcos en la edicidn de mapas. La gran cantidad de levanta-

ici i dominios, preciosos atlas e
mientos locales que se hicleror de sus extensos s

i i i te Cruz
inclusc obras sistemdticas de la importancia del Islaric de Alonso de St i

. . “fica
itineraric de las tierras y mares occidentales y la Informacion geograiic
1o 4 e e - [

el
ae Juar Escalante de Mendozz o el gran mapa de Espafia en 21 hojas conservadc
¢ EI Escorial, nan permanecido inéditos hasta nuestros dias.

iic obszante hubo une considerable produccidn cartografica. Por su influen-
cig cuue -itar le carte del Atléntico incluide por Pedro de Medina en su Arte

[ i ripcidénr de las In-
ae haveger 11545}, los abundantes mapas que ilustran la Descrip

1601-1613) de Antonio Herrera o el espléndido mapa de Aragdn (1615) de

Labafia.

m

Juar Bautaist |
i i ién d i os atlas propiamen-—
flamencos emprendieron le realizacion de los primer p

1
LOofg

e dichos. El primero de todos ellos fue el Theatrum Orbis Terrarum de Abraham
[ Es . -

Jrtelic (1507-1598) editado en Amberes con privilegio de Felipe II en 1570. Se
componia de 7( mapas. Hasta 1724 se hicieron 76 ediciones del Theatrum. Gerard

1ode [1508-1591) en competencia con Ortelio, publicé su Speculum Orbis Terra-

rum en Amsterdam el afic 1578.

El siglo XVII fue una época de renovacidn en astronomia y geodesia. lLa nue-
ve 1nstrumentacidén permitid el descubrimiento de aspectos insospechados del
lniverso, confirmando las audaces predicciones de Copérnico (1473-1543).

i la vez que Kepler (1571-1630) extendia sus descubrlmlent?s (las leyes
del movimientc planetario), un modesto fabricante de lentes de Middelburg

_onstruls el anteojo. |
. . . o
Hacie 1635 puplicd de Witt el primer planc conocido de Madrid. Con anteri

~.dad, JoapBautista de Lavanha hizoc un mapa de tragbn en 1615 y Pedro Sierra

™
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en 1620, hizo un mapa de Galicia Y de varias regiones mas.

Se empezaron en el segundo tercio del siglo XVII a usar anteojos astroné-
micos con micrémetros y aparatos fisicos destinados al andlisis de la atmbés-—
fera para corregir la medicidn obtenida mediante la observacién astronémica.

El termémetro, usado ya en 1641 en Italia, el bardmetro, descubierto por To-
rricelli en 1644, el higrémetro. También destacan los descubrimientos en el
campo de la medicidén del tiempo. La relojeria debe su progreso a la aplica-
cidén del péndulo a los relojes que hizo Huygens (1629-1695) en 1656.

También a mediados del siglo XVII Se suscitd la polémica de determinar la
forma y dimensiones de la Tierra. Picard (1620-1682) realizd en 1670 una medi-
cién del arco de meridianc de Paris, utilizando un telescopic. Obtuvo un valor
del radio de la esfera terrestre con un error de 0,01% y permitié que Newton
verificase la ley de gravitacidén universal que habia formulado con anterioridad.
Newton (1643-1727), Huyggens y Richer desarrollaron modelos terrestres, sobre
fundamentos fisicos, con los polos achatados. Aparecieron escuelas: la inglesa
de Newtor,, defendiendo el modelo naranje, es decir, la figura elipsoide achata-
da por los polos, y la francesa de Jaques Cassini (1677-1756}), gue propugnaba un
elipsoide achatado por el ecuador.

Mientras, la cartografia tradicionzl continuaba su remodelacidn hacia una
expresién mas académica, fundamentada en mediciones cada vez mads exactas. En
el Gltimo tercio del siglo XVII se extendid el uso de los map ingleses, des-
tacandc el trabajo publicado en 1683 por Halley (1656-1742), consistente en
una carta magnética. También destacamos en esta época los globos terraqueos
de hasta cinco metros de diédmetro, construidos por el cartégrafo Vicente Coro-

nelli.
En Espafla hay que destacar el plano de Madrid realizado por Pedro Texeira

en 1656 y el mapa general de Espafia realizado por Francisco Ferrer en 1696,

3.- LA CARTOGRAFIA GEOMETRICA. EL DESARROLLO DE LOS SISTEMAS DE PROYECCION

Con la llegada del siglo XVIII se incrementé el rigor cientifico, fomentado
por el perfeccionamiento de los medios técnicos logréandose una representacién
cartografica més perfecta.

La cartografia se aprovecho de los logros de la geodesia, aungue progresd
mas lentamente. Desde entonces, los mapas de detalle se apoyaron en observacio-
nes astrénomicas serias y en triangulaciones cada vez mas densas.

Hasta la segunda mitad del siglo XVIII no se inicié el primer gran mapa
geométrico de un pais, utilizando una metodologia sistematica.

La carta de Cassini, confeccionada a escala 1/86.400 es el ejemplo méds ilus-
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trativo. Ya en 174G la malla estaba constituida por 400 tridngulos y sirvid de
soporte pare confeccionar un mapa de Francia a escala 1/870.000 con un total de
18 hojas. E1l mapa geométrico de Francia, en cuya confeccién participaron tres
Cassini (Jacques, César-Francois y Jaques-Dominique) tenian ya 165 hojas el ano
en que comenzd la Revolucién Francesa (1789).

Lz ultimas hojas del mapa se entregaron en 1793 y representaron la culmina-
cién de un proyecto de medida y descripcién exacta de un territorio. Fue ejem-
plo y referencia obligada para el resto de los mapas topogréaficos nacionales.

En laz segunds mitad del siglo XVIII, una gran parte de Eurcpa esta ya cu-
bierta por la cartografia nacional. Se crean los modernos departamentos hidro-
graficos a cargo del gobierno, que producen detalladas cartas de navegacidn,
mapas batimétricos y mapas ocednicos de diverso sentido.

Durante el siglc XIX los esfuerzos de los matematicos se centraron en el cali-
culo de los ejes de diferentes modelos de -elipsoides de revolucién, superficie
de referencis geométrica que més se aproxima & la figura de la Tierra. Los mas
importantes fueron los de Clarke para Inglaterra (1866), y Struve (186C., que
fue empleadc para el calculic de la Red Geodésica de Espafia y tiene unos valores
parz el semieje polar de €.378,298 Km y pare el ecuatorial de 6.35€,637 Km.

e wec ceterminadc el elipsoide de revolucién, el problema que S€ piantea

ez G

s

es pase: ias coordenadas desde esta figure al planc ¢ mapa. Este transformacidn

m

¢ proveccidn, se define matemadticamente y se caracteriza por sus deformaciones.
Puestc gue €l elipsoide, como la esfera, nc puede ser desarrollable en una su-
perfic.e plans, se producirén deformaciones lineales (de distancias), superfi-

cialec 'de dreas’ o angulares. En funcién de estas deformaciones S€ distinguen:

Proyvecciones equivalentes. Tienen la propiedad de conservar las areas. hl respe-

—ar las superficies, son adecuadas para la cartografia catastral.

vroyecciones conformes. Conservan los angulos, por 1o que se€ emplean eri las car-

tzs de navegacibn y mapas militares a gran escala.

4.- LA 1NCORPORACION DE LA INFORMATICA A LA CARTOGRAFIA

“os avances tecnolégicos a lo largo de la historia se han visto reflejados

inmediavamente en la edicién y reproduccién de mapas, que se ha beneficiado de

05 progresos en la mecanica, la 6ptica,la quimica, la metalurgia, el electro-

1=t

magnetismo, la electrénica y la informética.

EX siglc XX comienza utilizando en la elaboracién de mapas las tecnologias
éprico—mecénicas ¥ la fotoguimica; es a mediados del siglo, en la década de los
cincuenta, cuando la tecnologia electrdénice se desarrolla y pronto afecta a la

cartografia. Los avances y desarrollos informdticos durante los afhios sesenta ya

#5—
ASTURES
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Q@!_} 1“5 {Ij.e.

Mercator - Hondius - Atlas. 1606.
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hacen concebir a determinados grupos de trabajo un nuevo concepto de mapa, en
el que la imagen gréfica sea sustituida por un archivo o fichero digital en el
que se hallan codificados todos los hechos y localizaciones.

La produccién cartogréfica en este siglo comenzé en los paises mas desarro-
llados dando fin a las series nacionales que se habian iniciado en la centuria
anterior. A 1o largo del siglc, nuevos Estados comienzan sus series nacionales.
Las escalas mas utilizadas han sido:
1:1.000.000 para mapas nacionales, 1:500.000 para regionales, 1:200.000 y1:100.000
para provinciales 1:50.000 y 1: 25.000 para nacionales en hojas.

Desde mediados de siglo, multitud de instituciones, tanto plblicas como pri-
vadas, aprovechandc la rapidez, comodidad y disminucién de costo que suponia las
meteiologias fotogramétricas, comenzaron a realizar cartografia a escala 1:10.000,
1:5.000, 1:2.00G, 1:1.00C, en el ambito de la provincia, municipio o zona urbana.

Paralelamemte se han ido confeccionando, tanto por las Administraciones como
por editorizles, distintos tipos de atlas mundiales, nacionales, comarcales etc,
ern los que aparte de una rigurosa informacién geogréafica, se afiadfan datos sobre
diversos temas: comunicaddn, agricultura,pescsa, industria, poblacidn, recursos, etc.

For Gltimc diremos gque los Institutos Geograficos del mundo occidental estén

actuaimente comprometidos en el proyecto de confeccionar Bases Cartogréficas Nu-

mér:cas a distintas escalas.
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DEMOSTRACION AUTOMATICA DE
UN TEOREMA SOBRE TRES
CIRCUNFERENCIAS CONCURRENTES

E. Roanes Lozano y E. Roanes Macias
Seccién Departamental de Algebra
Universidad Complutense de Madrid

¢/. Santisima Trinidad, 37 MADRID-28010

Resumen: Se trata de un problema sobre tres circunferencias concurrentes,
de apariencia inofensiva, pero que presente dificultades insospechadas.
Hemos encontrado dos soluciones por métodos elementales, una de ellas basada
en el conceplo de arco capaz y otra basada en el mélodo de inversion, pero
ambas requieren considerar numerosos casos. Por otra parte, al plantear el
problema en coordenadas, pronto se llega a expresiones exiremadamente
largas. Ello nos ha llevado a abordar el problema aplicando métodos
algebraicos de demostracién automdtica, pero al verificarlos directamente en
la forma usual se llega a producir una saturacién de la memoria del
ordena}dpr, por lo que se han de realizar ciertas adaptaciones del problema
geométrico, que permitan llevar a buen término el tratamiento automdtico del
problema y su discusién.

1. Introduccion

El siguiente problema, que suponemos original por no haber encontrado
referencias a €] en tratados de Geometrfa Meétrica, ni en colecciones de
Olimpiadas Matemdticas, surgié colateralmente al profesor Ferndndez Biarge
de la UPM en un trabajo sobre ciibicas circulares de préxima publicacién y

nos fue comunicado por los profesores Fernindez Biarge y Garcia Sestafe.

Problema: Sean s €, yc, tres circunferencias con un punto comiin (a las
tres), O, tales que sean secantes dos a dos, y denotemos A, B y C a los
otros puntos de interseccion de c ¥y c, de c, ¥ €y ¥ de c, ¥y ¢
respectivamente (figura 1). Eligiendo en -la circunferencia c, un pumclﬁ
arbitrario M, trazando la recta MA (que denoramos lI ) hasta cortar a c_ en
otro punto, N, trazando luego la recta NB (que denotamos 1) hasta COI'[(ZII' a

¢, en otro punto, P, se pueden plantear las siguientes cuestiones:



i) ¢son colineales los puntos P, C » M (es decir, esid el punto P en la

recta MC, que denotamos 13)?
ii) en caso afirmativo, ;qué restricciones existen para elegir Me cl?

iii) ;pueden ser elegidos arbitrariamente los puntos O, A, By C (que

determinan ¢, ¢, ¥ Cs)' de modo que sea afirmativa la respuesta a i)?

Figura 1

Hemos encontrado dos soluciones por métodos elementales. Una basada en el
concepto de arco capaz, que requiere tratar separadamente NUMEroSOs casos
posibles. Y la otra. basada en el método de inversion, tampoco €S breve. Por
otra parte, al plantear el problema en coordenadas, pronto se llega a
expresiones lan largas que resultan mmanejables Ello nos ha llevado a
sbordar el problema aplicando métodos  algebraicos de demostracién
aulomadtica, pero tampoco €s inmediato aplicar directamente tales métodos a
nuestro problema, por lo que se han de realizar ciertas adaptaciones del
mioblema geométrico, que permitan llevar a buen término el tratamiento

automdtico del problema y su discusion.

2. Estudio del problema basado en el concepto de arco capal

El razonamiento varfa, segin sean las posiciones relativas de los puntos
‘M. Ny P, respecto de O, A, B v C, lo que lleva 2 considerar diversos casos:
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Figura 2

[ .
r "
rrimer aso Sl s€ SUpOlle que (de acuerdo con 13 Ilguxa -)

L 1
M estd en el arco de extremos C y A que no contiene a O
L A

L 1
P estd en el arco de extremos B y C que no contiene a O
entonce ici i
onces estas condiciones y las de la hipdtesis implican:

M, A, O, C conciclicos = OCM + OAM = 2 rectos

N, A, M alineados = 2 rectos = OAM + OAN

N, A. O, B conciclicos = OAN + OBN = 2 rectos

N, B, P alineados = 2 rectos = OBN + OBP
P, B, O, C conciclicos = OBP + OCP = 2 rectos

(sumando y simplificando)

P, C y M colineales « OCM + OCP = 2 rectos

Segundo caso: Si se supone que (de acuerdo con la figura 3)

* M estd en el arco de extremos O y C que no contiene a A
o
N estd en el arco de extremos O y A que no contiene a B

B ,
P estd en el arco de extremos O y B que no contiene a C

entonces estas condiciones y las de la hipétesis implican:
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Figura 3
M. A. O. C conciclicos = OCM = OAM
N. A. M alineados = OAM = OAN
N. B. O. A conciclicos = OAN = OBN
N. B, P alineados = OBN = OBP
= OBP = OCP

P. C. O. B conciclicos

(sumando ¥ simplificando)
P. C. M colineales < OCM = OCP

NO[(I' servemos que 0S €asos pOSl es a consl erar son nu [S) S,y q
g ( )b I I3 b d S Meroso a ue

r en el arco: AC. CO. OA (que no contiene al tercer punto)
| arco: BA, AO, OB (que no contiene al tercer punto)
no contiene al tercer punto)

¢ M puede esta

e N puede eslar en ¢
¢ P puede estar en el arco: CB, BO. OC (que

L M puede COlnCIdll con O. 0 con C
e A B (o] C puedell SETI interiores a la Cn'CunfeXenCla a la que no pellellecell

16 s.
Omitimos por brevedad la demostracion de los restantes caso

I 60
3, Estudio del problema basado en la transformacion inversio

i ibles. Vamos
También esta técnica conduce a considerar nUMErosos casos posible

a tratar el primer caso citado en el apartado 2.

Siendo (de acuerdo con la figura 4):
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Figura 4 P

N’ € recta(0O,C) p circunferencia(O,A,B) , N' # O

M’ € recta(N',A) n circunferencia(O,C,A) , M’ = A

P’ € recta(N’,.B) n circunferencia(O,B,C) , P' = B
= inversién de polo N’ tal que I(O)=C

se verifica
[(A)=M" ; I(B)=P’ ; I(circunferencia(A,0,B))=recta(M’,C,P’)
luego M’, C y P’ son colineales. Ahora, siendo

M un punto arbitrario del arco AC (que no contiene a O)
N e recta(M,A) n circunferencia(O,A,B) , N # A
P e recta(M,C) ) recta(N,B)
se tiene
CMA =CM'A ; CPB=CPB
BPC = NPM = 2 rectos-(BNA+AMC) = 2 rectos-(BN'A+AM’'C) = BP’C
Py P’ estdn en el mismo semiplano de borde la recta(B,C)

luego P € circunferencia(Q0,B,C) u

El estudio por métodos de Geometria Sintética de este tipo de problemas
requiere, no s6lo una buena dosis de ingenio y dominio de técnicas cldsicas
de demostracién, sino también laboriosidad para tratar los posibles casos a
considerar. Ademds, raramente conducen a explicitar las situaciones en las
que el problema degenera. Por otra parte, al intentar resolver el problema
con técnicas de geometria analitica elemental, pronto se llega a expresiones
extremadamente largas.
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indi roblema
Las consideraciones que acaban de indicarse y la naturaleza del p

i i ecuaciones
(en él sélo intervienen figuras que pueden determinarse mediante :
algebraicos de
algebraicas) justifican la conveniencia de acudir a métodos alg e
odo de Wu.
demostracién automdtica: los basados en bases de Groebner y el mét

4. Primer planteamiento del problema en coordenadas

2 i i referencia
Identificando el plano euclideo con R7, elegimos un sistema de

que abrevia cdlculos, tomando: |
como origen del sistema de referencia

. } -
el punto O, comin a ¢, ¢ y C. |
o ecic A, en el eje de ordenadas

ii) el otro punto de interseccién de ¢ ¥ €.

Umdad
1 (< T unto de erseccion de c C, C, con abSCISa
]1) 1 o1ro p mntersecc y

i ] e asi:
o. las coordenadas de los puntos a considerar pueden tomars

De este modo. |
P ]
0(0.0) . A(0.2). B(b.d) , C(1.c) , M(mm) , N(n..n)) . P(p,;p,

} iables
iendo. de acuerdo con el enunciado, {ab.c.d.m] el conjunto de varia
: ' lm M n.PP, | el conjunto de variables ligadas

i i endientes ¥y
e e las dos coordenadas de

o dependientes (ya que, por penenecer M a ¢,. una d ———
este punto ha de ser ligada). Ello permite expresar la hipétesis de

iguientes:
an:erior mediante las cinco condiciones sig

RS

2 a2
h ) ]HiEC] “led]a]l[e }1 _0 ] Sle“do I] =m m mc mca m a”l2
h €cC “led ante II -—0 lelldO II == b]l + b“ + . - d - abn
adn b n n
) N 1 .S .

h ) Ne MA 1acdiante H =0 , siendo H = an - am +nm-mn
- bn
h) Pe NB mediante H =0 , siendo H = np - dp +bp-np, + dn i
i - dc +

h ) Pec, mediante H =0, siendo H =P pe - d + p2bc pzd P,

a
+p1d° pbc-pb pbc +pb + P,

La tesis del problema se expresa del siguiente modo:

i = - -mp, +cm-m
t) Pe MC mediante H5=0 , siendo H5 =mp -Cp +P P, 5

5 Primeros intentos (fallidos) de demostraciéon automatica.

emo 010 (o] € ucho 1 ento a .dOS efectuaaos. En
Cla.r mos S 1 d S d entre 105 m Ch s 1ntentos f 111 f d
1 [

l S t S ne
un prlmer mtento, tratamos de Calcula.r a lgUICll € ba (] de GIOeb

*
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GB [{Hl,Hz,H3.H4,HS.1-zT],lmz,nz,nl ,pz,p],z,]

esperando obtener (1} (lo que significarfa que el apartado / del problema
planteado en el §1 es cierto, en general, segin se explicardi méds adelante),
pero con cualquiera de los tres sistemas Maple, Mathematica 0 REDUCE se
produce una saturacién de la memoria del ordenador (8MB en un 486).

En un segundo intento, aplicamos otro método de demostracion automaética,
el de Wu, cuya complejidad es sélo exponencial (en lugar de doble
exponencial como son los métodos basados en bases de Groebner). Siendo
K=R(a,b,c,d,m), comenzamos efectuando un proceso de triangulacién, que
permite determinar los siguientes polinomios F

F :=H eK[p P, on,m ] : 1:=sresto(H ,F P, )eK][p ,n],nz,mz]
—H € K[n § ) ,m] —sresto(H F N )eK[n ,m ] —H] € K[mZJ
y a partir de estos se calculan los sucesivos seudorestos (sresto):
Rl=sresto(T,Fl,pl) ; R2=sreslo(Rl,F2,p2) ; R3=sresto(R2,F3.nl)
R4=sreslo(R3,F4,n2) ; R5=sresto(R4,F5,m2)
esperando obtener R5=0 (lo que significarfa que el apartado i del problema

planteado en el §1 es cierto, en general, segln se explicard mds adelante),
pero efectuado el cdlculo con ayuda del sistema Maple, resulta R #0.

Ello se interpreta observando que las dos condiciones h y h (usadas para
determinar el punto N) también son verificadas por el punto A (pero el punto
de interseccién de AB y MC Ya no pertenece a c) con lo cual no serfa
cierto el apartado i del problema planteado en el §1 Este resultado sugiere
cambiar el planteamiento algebraico efectuado.

6. Segundo planteamiento del problema en coordenadas

Para evitar estas dificultades, conviene plantear el problema de modo que
el nimero de polinomios considerados y el grado de estos sean lo menor
posibles, mediante condiciones algebraicas que, en la medida de lo posible,
sélo sean verificadas por los puntos citados en el enunciado.

Comenzamos sustituyendo las dos condiciones de la hipétesis h y h por
otras dos condiciones que permitan "separar”" el punto N del A. Para ello
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comenzamos determinando la recta AM por la ecuacion vectorial ax = s'aM , de

la que resultan las ecuaciones paramétricas

x=sm ; y=at s(m2-a)
a ecuacién de la circunferencia ¢, dan lugar a una
linomio de segundo grado en el
segundo grado

que sustituidas en 1
ecuacién. consistente en la anulacién de un po

pardmetro s, que denotamos POLs. Las raices de 1al ecuacion de
son obviamente los valores de dicho pardmetro, S Y S, que

en s
e sA=O, por lo que POLs es

corresponden a los puntos Ny A. Pero, es claro qu
o entre s al polinomio POLs, se

miltiplo de s. En consecuencia, dividiend
. Luego
N cg

obtendrd un polinomic de grado uno en s, cuya Unica raiz es s

llevando tal valor de s a las citadas ecuaciones paramétricas de la recta

AM. se obtienen las coordenadas de N:

n =s-m | n =a+ s (m-a)
) N 2 N2

o descrito (con ayuda del sistema Maple), se llegan a

Efectuando el proces

precisar dos condiciones algebraicas que determinan al punto N:

h!) H;=0 ., siendo H, := n]bm2 + nlbmi - 2n bam, + n]ba2 + mbam_ -

2 2 2,2 2,2
- mba” + m-ad - m'b - m7d

h') H:=0 , siendo H: :=n bm? + n bm’ - 2n_ bam_+n ba’ - abm® + madm_ -
377 3 2 2702 2 2 2 2

2 2 2 2 2
-ma‘d - mb m2+mb a-md'm, +md-a
e a P como punto de interseccion

Por otra parte, considerando inicialment
se reduce el grado

si P estd, o no, en C,

de 1,y 1, para después analizar
ndiciones de la hipétesis. Para ello basta

del polinomio de una de las co

permutar los papeles de h5 y 1, es decir, sustituir estas dos condiciones

por las respectivas condiciones h; y U siguientes:

h;) Pe MC mediante H;=0, siendo H; = mp, - CP, +p,” mMp, +cm - m,

1) Pec, mediante T°=0, siendo
T = pfbc - p?d + pibc - p:d - pldzc + pld +
+ p]dc2 - plbzc - p2b - pzbc2 + p2b2 + p2d2
ue ya se indicaron en el

Las restantes condiciones, h] y h4. son las mismas q

apartado 4.
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7D .. L.
emaostracion automatica por el método de la base de Groebner = {1}
Se trata de probar la implicacién

H= = = = '
(H=0H) O.Ha—O,HA—O,H5=0] = T'=0

p q q x1stan 1 3011 p
ara 1() ue baS[a ue exis oS Ollno o}
p S A ,A ,A ,A ..A erteneclientes

A = R(a,b,
d ( c.d,m)[ml.nz.n],pz,pl]
tales que
AH + AH 3 '
H M+ AH + AH + AH =T
para algin re N, es decir, que T' perienezca al radical de] ideal
<H],H',H‘,H H>

del anill et

o A, lo cual (por el criterio del ideal radical) equivale a

<HI,H;,H;,H4,H5’,1-ZT’>}\ =A

Para i i i
verificar con comodidad esta igualdad, se acude a bases de Groeb
(GB), con las que basta comprobar que v

GB[H HHH H 12T
( | 2.H3,H4,H5.1-ZT ],[ml,nz.n],pz,pl,zl] — [ll

Co i
n ayuda del sistema Maple, calculamos esta base de Groebner obteniendo

[ i ’v en tiern p d Omp 2 unu N+ U“d() SOble un I C 486 d
un tiempo de ¢ uto de
n tos v 13 g S,

ESIB COlllpI Ob i n q
acion nos C()ll“l”la ue (0]
. - el pr blema es CieI'IO en genera] perO
no 1ca SOb 3 laS CO ici [S) p p‘
]la(la S llld T ndICIOHGS de deg i
. neracion del roblema ara 1()
Cual recurrimos al mé[odo de W u ‘

8. Demostracion automdtica por el método de Wu

Al aplicar el mé
o pd e‘lodo de Wu, se observa que se abrevia el tiempo de cémputo
zando los polinomios H ,H.H_,H H' (es deci i
prsHLH HE cir, volviendo a usar H, en
3!

lugar de H;) y eligi
3 giendo el orden que iodi : .
VaREBIEs ligadas: que se indica a continuacién para las

Comenzamo
s efectuando el proceso de triangulacién, que vaya eliminando en

Cada paSO una Variable li da T t
ga , ara . . . .
p gene ar IOS pOllnornlOS Fi S]gulen es:
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F] = H; € K[pz,p],nz,nl.mz]

F2 = sreslo(HA,F],p2) € K[pl,nz,nl,mz]
F3 - H3 € K[n2.nl,m2]

F‘1 = sreslo(H;,FB,n2) € K[n],m2]

F5 = Hl € K[mz]

siendo claro que
il ’ A
Fn'Fz'Fz‘Fa’Fs € <H1.H2,H3,H4,H5>\
siguientes,

indi los D
verificindose las igualdades que se indican a la derecha, donde i
divisores, los e son

1 s, R
A partir de estos, calculamos los sucesivos seudorestos, o

sonlos coeficientes lideres de los sucesivos

1
Josexponentes a que ha de elevarse cada Dj para multiplicar a los dividendos

e"el algoxlllll() de SCUd()lelSlOll y 1()5 Q son IOS cocientes
f

R, = sresto(T"F,.p,) : D 'T'=FQ +R
e

R, = sreslo(Rl.Fz,pl) ; D22R] = Fle + R:
_ e

R, = sresto(R,.F,.n,) : D33R2 =FQ + R,
e

R, = sresto(R}.FA,n]) 5 1344R3 = F4Q4 + R,
e

R, = sresto(R,,F,.m,) ; DR, = FQ + R

Simplificando se obtienen Al'A2’A3’A4’A5€ A, tales que
e e e € € AF 4R
D11D22D33D44D55T = AF + AF, + AF + AF + AF + R
luego existen Bl‘Bz'Ba‘Ba‘Bse A, tales que
e e e € € , S
DI'D22D33D44D55T =BH +BH +BH +BH +BH +R
Por 1anto, si R5=0. entonces para asegurar que sea T'=0, basta que se
verifiquen las condiciones:
‘= , D #0, D_#0
H1=0‘ H;=0, H3=0, H =0, HS—O. DI#:O, D2=ﬁ0, D3¢0 . s

Los cdlculos se han efectuado sobre el sistema Maple, aprovechando
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su paquete "Geometry" para determinar con comodidad las ecuaciones de rectas
y circunferencias. Algunas de los polinomios de tales ecuaciones se han de
multiplicar por elementos de R[a,b,c,d,m] para trabajar sélo con expresiones
enteras. El tiempo de computo ha sido de 19 segundos, sobre un PC 486 a
33Mhz, obteniéndose R5=O, lo que nos confirma que la condicién 7/ del
problema del §1 es cierta en general (ahora por el método de Wu).

El método permite determinar las condiciones de degeneracién del problema,
mediante los coeficientes Dj, por los que se multiplica al calcular los
seudorestos R, que resultan ser;

1

coef.h’der(Fl,pz) =1-m

coef.hder(Fz,pl) =n, - d - mn, + md - m2b +nm + bc - cn,

coef. .lider(Fs,nz) = -m

D
1
D
2
D
3
D, = coef.lider(F..n ) = m’b + bmj - 2bam,_ + ba’
D
5

e coef.Iider(Fs,mz) =1

9. Condiciones de degeneracion del problema

Como se indicé en el §8, las condiciones [HI=O,H;=0,H3=O,H4=O,H5’=O]
implican T’=0, supuesto que son no nulas las Di. Vamos pues a ir analizando
el significado geométrico de las condiciones a las que conduce la anulacién
de cada una de las D;'

Comencemos por la condicién D]=0, es decir, m=1. Al sustituir m por 1 en
H1=O se obtiene una ecuacién de segundo grado en m, cuyas raices, ¢ y a-c,
determinan dos puntos M presuntamente conflictivos. Uno de ellos es el punto
C=(1,c), lo cual es razonable, ya que si M=C entonces la recta l3 = MC no
estd determinada. Pero el otro punto, M=(1,a-c), no presenta dificultades,

segln puede verificarse, haciendo m=1y m,=a-c, y comprobando que se obtiene
la igualdad
GB[(Hz,na,ﬂ4,ns,1-z-rl,(nz,nl,pz,p],z,J - (1)

(Notemos que este segundo punto ha aparecido por tener su primera coordenada
igual que la de C, lo cual es consecuencia del modo en que se ha traducido
algebraicamente la condicién Me cl)
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Sigamos con la condicién D3=0, es decir, m=0 (por su similitud con la

anterior). Al sustituir m por O en H]=0 se obtiene una ecuacién de segundo
dos puntos M presuntamente

grado en m_ cuyas raices, a y 0, determinan
lo cual es razonable, ya que

conflictivos. Uno de ellos es el punto A=(0,a),

si M=A entonces la recta 1l = MA no estd determinada. Pero el otro punio,

M=(0.0)=0, no presenta dificultades, segiin puede verificarse, haciendo m=0y

m2=0, y comprobando que resulta:

GB{lH;,HS,H4,HS.1-Z'T),lnz.nl,pz,pl,z}] = (1)

(Motemos que este Gliimo punto ha aparecido por tener su primera coordenada

igual que la de A)
Continuemos con la condicién D4=0. Es claro que D, puede factorizarse en

la forma
D4 =bU ; U= (mv-a)2 +m’

tor, b=0, implica que sean colineales B, O y A.

La anulacién del primer fac
=a, con lo cual M

Y la anulacién del segundo factor, U, implica m=0 y m,

serfa el punto A=(0.a), que ya ha sido considerado.
La condicidn D2=0, puede escribirse en la forma
(1-m)(n2—d) + (mz—c)(nl—b) =0

sia es la condicién de paralelismo de las rectas 12=NB y 13=MC. Para

pero €
rmina sobre la eleccidn

determinar las consecuencias que 1al condicién dete

de las variables libres (a,b,c.d.m), eliminemos las variables ligadas que en

ella aparecen (mz. n, n2) entre las cuatro condiciones D2=0, H1=0, H;:O,

H,=0, por el método de los seudorestos:

H, = sresto(Hg,Dz,nz) € K[nl,mz]

H22 = sresto(H;,H”,nl) € K[mz]
H222 = sresto(H22,H].m2) € K[mz]
G = sreslo(Hl,Hm,mz) e K = R[a,b,c,d,m]

Resulta asi un polinomio GeR[a,b.c.d,m], que omitimos por brevedad, pero,

del modo en que ha sido obtenido se sigue que G pertenece al ideal de A

<D2.H].H;.H3>, vy en consecuencia D2=0 implica G=0. Factorizando G, resulta
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G = -m"GX(m-1)G,G
donde 2 ) 45

Gz=bc-d ; G4='2ca+1+a2+c2

_ 12 2
G5 = ba’ - ma’ -b’ca - bad + 2mad + b’%c? - mb® + b® - md’
L .
a anulacién de los factores m y (m-1) ha sido considerada anteriormente.

Es i . . o
inmediato verificar que la condicién Gz=0 es la condicién de alineacién
de los puntos B, O y C.

No'te.rtlos que, también "via Geometria Sintética", es fécil probar que la
condicién de alineacién de B, O y C implica la condicién paralelismo de las

rectas 12=NB y 13=MC. En efecto, de acuerdo con la figura 5, se tiene:

1+4=2+3=3+4=2rectos=1=3 A 2=4=1+ 2 =2 rectos

Mg
>
hay
=

Figura 5

Por otra parte, basta escribir el polinomio G‘1 en la forma G = (a-c)® + 1
p'a.ra concluir que, cualesquiera que sean los valores de4 las variable;
11bres., es G4=EO (en la geometria real que estamos considerando). Finalmente
pa.ra 1n'terpretar la condicién Gs=0’ tengamos en cuenta que la condicién de’
alineacién de los puntos M, A y B puede expresarse en la forma D=0, donde

D = m(d-a) - b(mz-a)
pero eliminando la var i ici6
variable ligada m, entre esta condicién y H1=0’ resulta
R = sresto(H ,D,m,) = m’b? - ¢’mb’ + amb’c - mb? + m?d?

- 2m’ad + a’m’ + ambd - mba®
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y en consecuencia R = b2H1 - DQ, siendo el cociente, Q, de tal seudodivisién

Q = m(a-d) - mzb
(Q=0 es la condicién de perpendicu]aridad de MO y BA). Comparando con ste
observa que R = -m-G5 , luego se tiene

-mG, = b*H - DQ

En consecuencia, para cualquier punto Mec (H|=O), se tiene la implicacién

Gs=0 = DQ=0 = D=0 v Q=0
Como ya se ha indicado, D=0 es la condicién de alineacién de M, AyB (o
= NB no estd determinada).

cual es razonable, va que entonces la la recta ]2
=0) respecto de las

v la condicién Q=0, lleva a resolver el sistema [Q=O,Hl

variables m y m,, que proporciona dos soluciones. Una es 0=(0,0) y la otra

L=(bv/w.(a-d)v/w), siendo

v=bc2-abc+b+a2-ad : w=b2+(a-d)2

pero ninguno de esos dos puntos es conflictivo. ya que asignando a m y m,
las respectivas coordenadas de uno u otro punto, s€ obtiene

b -7 R = 1

GB[IH,H,H, B 12T Inm, P, P, 2] = (1)

e las rectas 11’ 1

(Nolemos que, geomélricamente, para M=0 la construccién d 5

! no presenta ningdn problema, resultando que M, N y P coinciden en O)

M i
10. Coaclusion
segin el método de Wu, las condiciones (Hl=O,H;=O,H3=O,

Resumiendo,
H =0,H.=0} implican T'=0, supuestas no nulas las Di, es decir, supuesto que

se verifican

1) B. O y A no son colineales
2) B, O y C no son colineales
3) C, O y A no son colineales
4) M no estd en la recta AB
5) M es distinto de A

6) M es distinto de C

Notemos que la condicién 3) va implicita en el hecho de haber elegido 1 como
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ab_scisa de C (distinta de la abscisa nula de O y de A). Ademds, |

primeras condiciones pueden expresarse conjuntamente dicie;ldo q:;a'?,O :s }[;es
C n<.) sean colineales tres a tres". Por otra parte, es claro que la cc;ndj '6y
5) sigue de la anterior. Finalmente, la condicién 6) es superflua, ya q::sl;

M coincide ¢
on C, entonces P, C y M son colineales, cualquiera que sea P

EStaS COllSldelaCIOIleS eometricas 'u"[o con 1aS VCllflCacloﬂeS de 7,
g ?
permlten COnclulr el problema en eS[ule €n el Slgl]lellle e“u"Clado que
v
de“o“mlalnos teorema de las tres CUCUllielench concurrentes

Teorema de las tres circunferencias concurrenies.-

Sean O A B C cuatro pulllo n

( ’ 3 _}’ AY ael pla 0, no ah’”eaao& res a tres

exceplo A ]; y qu U T 1 respectivas

' v 4 C, [ p eden Se Cohneales), ) C C y C Ias p ]
clreu l/é’ e)lcias OCA OAB ) OBC .;ea ]V1 un pu]”’l() ar b”) ario de ¢ ho

} ’ ) . J !
pe} teneciente a la recta AB ] ] ) g
B ;Sl se de[e) minan suces! vamente.

i) la recta ll que pasa por M y A
ii) el otro punto, N, de interseccis
+ N, eccion de'l y ¢ i
ili) la recta 1 que pasa V M s del &
. por Ny B

”) el otro puluo P, a ) ters (:Cl‘()’” dae I Yy C ademdas de B
e lnterse !

’) 3 ( € [ )
entonces 103 pulZIOJ I C y M son Cohnea[ej

Nota.- L rem . "
. a expresion “ademds del A", que aparece en el apartado ii), pretende

uir el caso en que 1 sea tangente a c_, en e] cual N coinci
e oo e , » ua coincide con A. Lo
p ecirse respecto de la expresion "ademds del B" del apartado iv)

para incluir el caso en
que ]2 sea tangente a ¢, enel cual Py C coinciden.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Problemas propuestos en la FASE FINAL de la
XXIX Olimpiada Matemdtica Espanola

PROBLEMA 1°:

En una reunién hay 201 personas de cinco naciona-
lidades diferentes. Se sabe gue en cada grupo de seis,
al menos dos tienen la misma edad. Demostrar que hay al
menos cinco personas del mismo pais, de la misma edad y
del mismo sexo.

PROBLEMA 2°
Escrito el tridngulo aritmético

0 1 2 3 4 .....o.ee... 1991 1992 1993
1 3 5 7 $ 1m0 RN 3983 3985
4 8 12 o T R TR e R 4 7968

donde cada numero es igual a la suma de los dos que
tiene encima (como es evidente, cada fila consta de un
nimero menos que la anterior y por tanto la dltima fila
estard formada por un tdnico nimero), razonar que el
Gltimo nimero es miltiplo de 1993.
PROBLEMA 3°;

] Justificar razonadamente que en cualquier trién-
gulo el dié&metro de la circunferencia inscrita no es
mayor que el radio de la circunferencia circunscrita.

PROBLEMA 4°:

Demostrar que todo nimero primo p distinto de 2
y de 5 tiene infinitos midltiplos escritos a base de
unos (es decir, del tipo 111111...1).




0
PROBLEMA 5 :

-7

2 -

a
Se dan dieciséis puntos formando una cuadricul

como en la figura. o
o)

o
A e

De ellos se han destacado A y D. Sag

los modos posibles otros dos puiites, B ¥ F,
ondicién de gque las seis distancias determinadas por
c

a

(o]
(e]
o]

(o]

o O O

o]
o
O

o}

los cuatro puntos sean distintas.

cuaternas, estudiar:

1

condicién del enunciado.

2
decir, no

formacién de igualdad.
39, si cada punto se designa

1

o)
PROBLEMA 6 :

Una mé&guina de
3 o e
pantalla en la que se ofrece un esguema Ccom

. =ne U
figura. Para comenzar el juego aparece

ee

punto S.

A cada impulso que recibe del jugador,

ve hasta uno de los circulos inmediatos, '
i rmi-
probabilidad para cada uno de ellos. La partida te

na al OCurrlr el leHeIO de lOS dOS sucesos Slgulentes.
O . .
1 La bOla UHEIUG a S, y thOHCeS el ugadOI pleIde.

2
Se pide:

a)

deducibles

juego de

étri istintas
O cuantas de ellas son geométricamente di '
una de otra por una

(X.,Y.,), razonar que la suma |Xi_Xj|4
dida a los sels pares AB,AC,AD,BC,BD}CO,

e D

o

o

e}
pide fijar de todos
con la

En ese conjunto de

isten con la
©  Cuantas figuras de cuatro puntos eXi

por un par de enteros
=Y. exten-

M |Yl Y]l’

es constante.

un - casino tiene una
1l de la

na bala en el

©

con la misma

© 1a bola llega a G, y entonces el jugador gana.

Ccual es la probabilidad de que gane el jugador;

b) Cuadl es la duracién media de las partidas.

es

trans—

esa bola se mue-
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INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

Pro- Nimeros de los Boletines en o
pues- Proceden- gue aparecen las soluciones b
tos gn tes de d8 185 groglegasodeonﬁgergs ol
el n 1727 37 4757 6- 77 87 9710

1l|varios 4 4 - - - - - - - -lc

2 |OMI-83-Paris 33 3 4 4 4 - - - _-lc

2 |OME-£2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - —|c¢

4|0MI-84-Praga 5 5 6 5 614 - - - —|c

5|varios 8 712 7 7 8 ~ - - -lI¢

6 |Varios 7716 - - - - - - -l¢C

7 |OMI-85-Finlandia 8 91616 9 9 - - - —I¢C

8|0I-85-Bogoté 10 10 17 10 10 11 - - -~ —|C

9 |OME-£2-86 / Varios |18 19 20 18 19 19/17 17 11 17|C

10(China / Australia (20 15 21 20 15 21 20 23 21 -|C
11|OME-£1i-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15/20 12|C
OMI-86-Varsovia 26 20 12 21 - - - - -~ —|[C

12|01-87-Urug./OME-f1|16 14 14 17 15 17/15 15 15 21(C

13|OME-f2-87 20 21 21 21 21 21 - - - —|cC

14 |varios 1515 15 15 - - - - - —|c

15|0OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 - - - —|¢

16 |CME-f1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - -|c

17 |OME-f2-88 25 23 23 232323 - - - -—|c

18|0I-88-Pertu 23 23 23 23 25 25 - - - —|c

19 |OMI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - - -—|C

20 |OME-f1-88 / Putnam|24 26 24 25 24 26 24 26/26 24|C

21 |OME-£2-89 / 24 27 24 27 27 24/27 25 27 26|C

0I-89-Cuba 26 27 - - - - - - - Z|c

22 |0OMI-89~R.F.A, / 28 28 XX 28 29 30/30 30 30 31

Oposiciones 313029 - - - - - - —|c

23 |Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - -|cC

24 |OME-£1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - -—|cC

25|OME-f2 / f1- 90 34 31 29 29 31 32/32 32 32 33]|cC

26 |OMI-90-China / 32 XX XX 32 XX XX/XX 32 XX 34
0I-90-Valladolid |XX XX - - - - - - - —
27 |OME-f1-91 33 XX 33 33 XX XX XX XX - -
28 |OME-f2-91 32 32 XX XX 33 33 - - - -
29 |0MI-91-Suecia XXX XXX XXX - - - -
30|0I-91-Argentina / [XX XX XX 33 XX XX/XX 33 33 33
OME-f1-91 33 34 34 34 - - - - - -
31|OME-£2-92 / XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX
OME-f1-91 / PNS XX XX/XX XX 34 - - - - -
32|0OMI-92-Moscu / XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX
O0I-92-Venez./ PNS|XX XX/XX XX - - - - - -

33|OME-f1-92/f1-92(v) |XX XX XX XX XX XX/XX XX XX 3

/PNS XX XX XX XX/XX - - - = =

34 |OME-f2-93 XXX XXXXXX - - - -—
CLAVES: XX = Pendiente de publicacién . ¢ = Completo
OME = Olimpiada Matemdtica Espafiola (fase 1 o 2).

OMI = Olimpiada Matemdtica Internacional.
01 = Olimpiada Iberocamericana de Matematicas.
{PNS = Propuestos por nuestros socios.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1° (Boletin n° 25)

Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores
de MatemAticas, deseo que me envien gratuitamente
los siguientes nlmeros atrasados del Boletin:

(seflalar con una X los que interesen)

3 4 10 26 28 30
] ] ] ] (] ]
31 32 33

1 O 0OJ

Envio adjuntos sellos para el frangueo (52 pta
por numero para Madrid - capital y 78 pta por ni-
mero para el resto de Espafa).

Utilicen para el envio la direccién consignada
en este recuadro:

Sean x e y dos nlUmeros reales positivos. Probar

que la expresién A=Vx+VvVy+Vzxy se puede
escribir en la forma B=vVx+Vy+zxy+2wWx,
y comparar los nimeros L =+v 3 + 10 + 2v~ 3 y
M=vV5s+viz + V8 -vIr+2V/ 15 - 3/ 33 .
Selucidn:

El cuadrado de VvV y + vV Xy es y + xy + 2yv x ,
de donde resulta inmediatamente que 24 = B.
Como ( vV a + v"'E-)2 = a+ b+ 2/ ab , o sea que
Va+b+ovab=va+vE,
poniendo a = 3 , b = 5 - VvV 22 , resulta que

M=v 5 +v 22+ V3 ++v5-+v 22, y teniendo en
cuenta que
2p + 2/ p? - q

(Vp+Vag+vVp-vag)?
v 3+4Vv10+ 2V 3 =1

con p =5y qg= 22 , resulta
M=V 3+ Vf2.5 + 2 V5% - 22

Esto es, M =1

Los numeros 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
27 y 29 estén agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recor-
te o copie este cupén y envielo a la:

Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas
Aptdo. 9479 - 28.080 -MADRID,

Argearge.

PROBLEMA 10° (Boletin n° 26)
Sea Cl una circunferencia, AB uno de sus dié&-
metros, t su tangente en B y M un punto de Cyy
distinto de A y de B . Se construye una circun-

ferencia C, tangente a C, en M y a larecta t

a) Determinar el punto P de tangencia de t vy €, v
hallar el lugar geométrico de 1los centros de las
circunferencias C2 al variar M .,

b) Demostrar que existe una circunferencia ortogonal a
todas las circunferencias c, .

NOTA: Dos circunferencias son ortogonales si se cortan

Yy las tangentes respectivas en los puntos de

interseccién son perpendiculares.
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Solucién:
gean O el centro de la circunferencia C1 , ¥ su
radio, D el simétrico de O Trespecto de B y d la
paralela a t Ppor D
a) Sea C2 la circunfe-
rencia tangente a C; €D
M ya t en p ; sea L
su centro Y p su ra-
dio. Puesto que L esté

alineado con O ¥ M, Y

P y AO son paralelos,
P _p ML

A0 T Mo
luego P es la intersec—

se tien=:

cién de &M con T

sa distancia LQ de L @ d es igual a la dis—
cancia de L & 0O j Dor canto, el lugar geométrico de
lgs centros de las circunferencias C2 al variar M es

1z parébola de foco O y directriz d

a
b)
202 = 00° = op? + pQ® = op? + 1?2 = op? + or? - OH° =
R e R LI (1)
Adenéas, %%;=:%% lo que implica
BM _ AM r _ BM AP

AM T MP AP r +p as ! _
de donde, segun (1j AM . AP = 4 r° , que es inde-
pendiente de Cy v lo gque prueba gque 1a circunferencia
de centro A Y radio AB = 2r ©s ortogonal a todas
las C2

Franisco Lorenzo Miranda (Madrid)

PROBLEMA N° 12 (Boletin n® 30)

PROBLEMA N~ 12 (BoletiRn B =L

Se han experimentado dos firmacos Ay B en dos hospitales. En ambos se
obtuve mejor resultado con el farmaco A que con el B, pero al juntar los resultados de
ambos hospitales se comprob6 con estupor que el farmaco B obtenfa mejores resultados
aue el A. ¢ Es esto posible 0 se debe con certeza a un error de célculo ?

Supongamos gue m es impar (m>1) =

- 2m+1=2n+1+1 _222k+
= 2. 1= & = x
X s 3 = 225143 = 22+ 1)(2-1)+3

primo.

Supongam

0s que para conocer | vi

a efectividad i

se bz ad d

ha comparado las dos proporciones siguienies N 105 medicamentos en ¢agy hospita
= Leh

la de enferm
0s que han tenido v iori
1
it dics con A na mejoria con A sobre el total de los que han sido

y la de enfermos i
) ntermos que han tenido iori
rrataddtiten B una mejoria con B sobre el total de los que han sido

Sea e =n%d
, = e enfermos que han mej '
- ‘ ejorado con ital j
=0 ienel
y E, = n®de enfermos tratados con i en el hos itale' pospial
con i=AAGB .
j=1,2 0<e, <E,
Para darse 1a si i
a situaci i
6n del enunciado debers ser :
e e
4l 51 e B
N 42 B2 Ca1"Ca =
E,, Ey E g E = T S
A2 B2 Ey*Ey,  EptEp

expresione i
Xp s que admiten muchas soluciones como por ejemplo :

€y = 7 € = 8 e. =3
_ TR €y = 13
EA] =10 EM =9 Em =5 Esz =15
0 también ,
en = 21 €r = 16 e 6
E. = B Bl ey = 26
o M 30 E’Q =18 Em =10 Ef;z = 30
€ = 5 € = 5 e =
_ m =1 €y = 11
EM =9 EM =6 Em =2 Enzaz = 14

Manuel E. Serrano Caballero (Segovia)

(o}
PROBLEMA N° 13 (Boletin n° 30)

Sea m un niimero natural. Pruébese

— )
entonces m es par necesariamente. que si 2°+1 es primo y mayor que tres

Solucion:
=—————  Procedamos por reduccién al absurdo.

m=2k+1 conk eN

ot - . y como
1=3 621=3 setieneque omyp = 3
- = 3 luego no es

Manuel E. Serrano Caballero (Segovia)
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§ (o]
PROBLEMA N° 14 (Boletin n~ 30)
teriormente a €l se construyen dos
respectivamente. Sean M y N
que AM es perpendicular

Sea ABC un tridngulo cualqu(i:era. Eja

E lados AC y
drados BAEP y ACRD de} 3 ‘rosps
fzsap;:tivameme los puntos medios de BC y ED. Demostrar

a ED y que AN es perpendicular a BC.

_Solucidn: Segin la figura, sean las coordenadas de los vértices
del tridngulo,
P A(0,0) B(,,b) C(c,0)
_ ' N entonces se tiene
I = i DO, - E(-b,,b)
N ) M bl+c ’ ﬁ N(_ﬁ 3 E)
_ 2 2 2 2
- F de donde,
. ) (Bire by) _ 0
DE'AM=('%’bﬁd.( 2 T2)
- bz "I}l_(‘ -
B‘C-AN=(C-bw'b2)'(_?' 2 ]_O

y: » C 7 .q.d.
con lo cual DE L AM y BC L AN. ¢.q.¢

Manuel E. Serrano caballero (Segovia)

o in n° 31)
PROBLEMA N~ 15 (Boletin 1)
- Dar reglas para calcular
b(n) definida por: (n)

z -1k
si neN, Db(n)= =0

directamente el valor de

la funcién

(propuesto por Ju.n Bosco Romero Marquez)

._79_
Soluciodn:
El problema se comienza calculando cuantos
términos de la sucesién de ntmeros combinatorios (E
(k = 0, 1, 2, ..., n) son impares y cuéntos pares.

Esto se consigue con las siguientess consideraciones:
a .
17) 8i es n = 2h

que se ve examinando la expresién general
ny _ n.(n-1).(n-2)..... (n—-k+1})
(k/ 1.2 . 3 ..., k !
Y teniendo en cuenta que si un factor del denominador

-1 , todos los términos son impares, lo

tiene exactamente p factores 2 , es decir, es 2pq ,
con ¢ impar vy p < h , el factor que tiene encima en el
numerador es Zh—l—(zpq—l) = 2p(2h—p_q) , gue también
tiene exactamente p factores 2.

2a) A partir de eso, el céalculo para todo n se puede

hacer mediante la propiedad fundamental

(E) = (E:ﬂ + (n;l) y teniendo en cuenta la tabla de
sumar + I P ( I representa "nudmero

I p I impar" y P, "nlmero

P I P par" )

3a) Con ello, el nUmero de términos impares para n = 2h

es 2 (los (g) y (E) ); para n = 2h+1 ; €l ndmero de
términos impares es 2 Y en general, para cualquier
n , el namero de términos impares es 2P siendo p el
nimero de cifras 1 que aparece en la representacién
binaria de n
Por tanto, como el nGmeroc de términos de 1la
sucesién de nimeros E €s n+l , resulta que el nimero
de términos pares es n+1-2P ; ¥ de ahi, sale
b(n) = n + 1 - 2p+1
{con P = namero de cifras 1 en la representacién
binaria de n ).
Por ejemplo, para n = 37 , como la representacién
binaria de 37 es 100101 , resulta
b(37) = 38 - 16 = 22

Alberto Aizpin (Madrid)

)



