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A NOTE ON CONTRACTIBLE OPEN HOMOLOGY MANIFOLDS*

R. AYALA, A. QUINTERO

Departamento de Geometria y Topologia. Facultad de Matematicas.

Parifa, s/n. 41012 SEVEELEA  (Spain).

We study the homology manifolds which have the proper homo-
topy type of an euclidean space. It is proved that M x R = Rn+1

for each contractible open homology n-manifold M.

1. BASIC DEFINITIONS. A homology n-manifold ((HML,n)-manifold) is an
euclidean polyhedron ‘M = |K| such that H,(1k(x;K)) is H,(8™ 1) or O,
for each x& M. The set of points with the latter property is called the
boundary of M and is a (HML,n-1)-manifold, oM, without boundary
which is the underlying space of a subcomplex 9K <€ K.

An open HML-manifold is a no compact HML-manifold without
boundary. A homological n-space is an open HML-manifold M such that
HiI(M) ~ HiI(Rn). Here HEI(—) is the second kind homology for infinite
polyhedra.

For a general reference of the usual properties of HML-manifolds
see Maunder |10].

Given a T2—space X, an oo -neighbourhood is a subset N such that
X-N is compact. X is said to be 1-locally connected at o0 (1-LC at

oo ) if for any oo -neighbourhood U there exists an oco-neighbourhood
W< U such that 'l‘cl(w) = 1.

It is easy to check that the property of being 1-LC at oo is

invariant under proper homotopy equivalence. Also it is obvious that

l-connected at oo implies 1-LC at oo . However, the following space

*¥ This work has been supported in part by CAICYT grant 0812-84




shows the failure of the converse:

countable wedge

2. CONTRACTIBLE OPEN HML-MANIFOLDS.

1. Proposition. Let M be a contractible open HML-manifold. Then M is
a homological n-space.

Proof. It follows from the duality isomorphisms between the second kind
homology and ordinary cohomology "for HML-manifolds (see

[3;8.1| or Lefschetz |8;41.4]).

Dominguez

2.Proposition. Let M = |K| be a contractible open (HML,n)-manifold. If

n> 5, M is proper homotopy equivalent to R" if and only if M is 1-LC
connected at oo .

Proof. If n > 5, the singular set S where M is not TOP-manifold is a
subset of vertices (Cannon [1;3.5]). Taking the second barycentric sub-
division of K, if it were neccesary, we can assume st(vi;K)ﬂ st(v_;K)=
g for any pair vi,vjes. It is well known (see Galewski-Stern |5;l.6|

or Quintero [11;3.2|) that 1k(v;K) bounds a contractible HM L-m anifold,
Nv’ such that inth is TOP-manifold. Then

M= (m - {St(v;k), ve sHU N, ve s}

is a TOP-manifold. Identifying NV to v, for each ve S, we get a map

fis 'ITII'-\»M which is a proper homotopy equivalence. Then M is

contractible and 1-LC at oo Now Siebenmann [12;1.1] implies that W

B 5z n LD :
is homeomorphic to R . The converse is immediate.

3.Proposition. Let M be an open (HML,n)-manifold (n>»4). If M has in-
finite many TOP-singular points, there no exists any polyhedron P such
thiabie P3¢ [O, 00 ) is an os —neighbourhood. In particular, M can not be

the interior of a compact (HML,n+1)-manifold with boundary. ‘



Proof. Let S be the TOP-singular set of M. If U is an oo —neighbourhood,
PEEat poliyhedront land® hit U ——————1P < [O, ©0 ) a homeomorphism, V =
= h_l(P X [O, o0)) will be an open oo -neighbourhood. Since the link of
x€ P X [0, 90 ) has the same homotopy type as the link of h—l(x) (see
Maunder |10;2.4.5|), every link in V is simply connected. So, V is a
TOP-manifold. Therefore, SV = ¢ and Sc M-V is finite.

162 ﬁ is a compact HML-manifold and h: M——.»intﬁ a homeomor-
phism, given a regular neighbourhood, N, of ?M the subspace N——I:I is
homeomorphic to M X [0, 00 ) and is a oco-neighbourhood. From the

first statement we get that the TOP-singular set of M cannotbe infinite.

4. Examples. 1) Let M3 be the Poincaré homology 3-sphere. From the
duality isomorphism HZI(M) o~ H3—q(M) (see Dominguez [3:8.1| or
Lefschetz [8;41.4|) it follows that M- {x} is a homological 3-space 1-

LC at ©©. but it has not the same proper homotopy type as R3 because
T, (M- o) AR

2) The Double Suspension Theorem (Cannon [1;3.7|) states that
XZMS kis homeomorphic to 85. Then ZZM3 —{*} is a homological 5-
space homeomorphic but not PL-isomorphic to IRS.

3) Let Gn be a Glaser contractible manifold (n>> 5) (see Glaser
|6]). Then Zie= Gn - 'EGn is a homological n-space by Propo;ition
1, but Z is not 1-LC at oo because TTl( acn) # 1. Then, by Proposi-
tion 2, Z has not the proper homotopy type of R although both mani-

fold are contractible.

AR S 21 06 — S gpist 3G - {v} is a homological

n-space with the same proper homotopy type as Rr" (Proposition 2).

Also V is PL-isomorphic to int( Zl aGn - OA ), where /\ is an n-
simplex with AN Zl = 52!

G mw Bl e 2C , let W the infinite connected sum W =
Hn# Hn# ..+, where W is constructed avoiding Zl in each copy of Has

It is easy to show that W is a contractible open HML-manifold 1-LC at
co. Then, W has the proper homotopy type of R" (Proposition 2) but
is not the interior of a compact HML-manifold with boundary (Proposi-

Giom % 3)%

Now, we are going to prove the following !"Proper Suspension




Theorem'":

5.Theorem. Let M be a homological n-space (n>1). Then M X R

is
homeomorphic to Rn+l if and only if M is contractible.
First we will need some definitions and results from Glaser [7] .
Let K be a locally finite simplicial complex. For each infinite
subcomplex LC K 1let c(K-L) be the set of connected components of |[K|[-
—|L|. Then the set of finite subcomplexes, directed by inclusion, gives

us an inverse limit A (K) = 1lim {c(K-L)} . A(K) is called the set of
Freudenthal's ends of K. Card(/\ (X)) is denoted by e(K).

Let C*(K) be the Z2—cochain complex of K. The subcomplex C’;(K)
is defined as

CAK) = {ceC*(K); ¢ = 0 except for a finite number of simplexes of K}

Then we have the exact sequence

0 Cx(K) C*(K) C*(K)/C (K) = C*(K)——=0
f it e

In the usual way we get the exact sequence

(*) 0 HO(K) #o(k) H (K) HE (K) B (K) —>
C e C

6. Lemma. a) e(K) = dim HS(K)

b) Let |K| and |L| be l-connected polyhedra with e(K) = e(L) =1.
Then |K|[X |L| is l-connected at oo .

c) If |K| is l-connected and e(K) = 1, |K|X R is connected at oo

Proof. a), b) and c) are respectively 1.9, 1.5 and 1.6 ffrom Glaser |7

7. Proposition. Let M = |K| be a homological n-space (n:> 2). Then
e (k) ==

Proof. From the duality relations (with coefficients in ZZ)

- 0. Also Hg(M) = 0 and

we get

1 ~ ~ n-1 ~ II
H (M) == »Hn-l(M) = 0 H (M)

using the sequence (*) and 6.a) we obtain e(K) = 1.




8.Corollary. Let M" = |K| and N = |L| be open HML-manifolds. Then,

iff M>X N is contractible and n + m>» 3, MX N is l-connected at oo .

Proof. If m,n> 2, e(K) = e(L) = 1 and it follows from 6.b). If m = 1,
M = R and n> 2; then e(L) = 1 by Proposition 7 and we conclude by
BRic)i
Now Theorem 5 is the case N = R in

9. Theorem. Let M = |[K| and N = |L| be open HML-manifolds with m,n>
=21. Then M x N is homeomorphic to 8™"™ if anad only if M and N are
contractible.

Proof. If n = m£ 2, M and N are homeomorphic to the respective eucli-
dean space R (see Christenson-Voxman |2;16.€.3|). The case m = 3,
n = 1 is Freedman [4;1.2|. If n + m >5, M>X N is a TOP-manifold

because the links are simply connected (Cannon [1;3.5|). Then we
conclude using Siebenmann [12;1.1|. Kinneth's formula and Whitehead

Theorem show the converse.

10. Remark. M XN can be homeomorphic to il although M and N have
not the same proper homotopy type as an euclidean space. Actuarlly,

M = N = Gn_ BGn verify the above condition (see Example 4.3))
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A NOTE ON F-SECTIONAL CURVATURES OF S-MANIFOLDS

L.M. FERNANDEZ

Departamento de Algebra, Computacioén, Geometria y Topologia.
Facultad de Matematicas. Universidad de Sevilla.

Tarifa, s/n. 41012 SEVILLA (Espafa) .

This paper presents some characterizations of S-manifolds

whose invariant f-sectional curvature is constant. The antiinva-

riant f-sectional curvature, the axiom of invariant f-planes
the axiom of antiinvariant f-planes are used in order to get

results.

0.- INTRODUCTION. For manifolds with an f-structure, David_E.
Blair (Blair, [1l]) has introduced the analogue of Kaehler
structure in the almost complex case and of quasi-Sasakian
structure in the almost contact case, thus defining S-mani-
folds. He has also proved that the invariant f-sectional cur-
vature determines the curvature of an S-manifold completely.
In this paper, we shall present some characterizations
of S-manifolds whose invariant f-sectional curvature is con-
stant. In section 1, we shall give a brief summary of basic
formulas on S-manifolds. In section 2, we shall use the anti-
invariant f-sectional curvature to characterize S-manifolds
with constant invariant f-sectional curvature. In the last
section, we shall prove that if an S-manifold satisfies the
axiom of invariant f-planes, then it is of constant invariant
f-sectional curvature. The same result is obtained, under cer-
tain restrictions on the dimension of the S-manifold, using

the axiom of antiinvariant f-planes.
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1.- PRELIMINARIES. Let M?"'S Le an S-manifold of dimension

2n+s, with structure tensors (f,El,...,CS,nl,...,n +9). Let
: : +
T(M) be the Lie Algebra of vector fields in M2n =% Then, the

structure tensors satisfy the following equations (Blair, [1]):

(1.1) ng(Eg) = 6,,5 £ = 0; n_(£X) = 0
2 S \W o
5 =T = é,g& X N,
g(Xx,Y) = g(£fXx,fy) + ¢(X,¥), X,YeT(M), o,Be{l,..., s},

)
where ¢ (X,Y) = 7 na(X)na(Y). Thus, the tensor f is an f-struc-
(¢}

ture (Yano, [7]) of rank 2n and the metric g is compatible

with £f. Moreover, f is normal and so:

(2 [£:0] 22 e —idn =0
where [£,f] is the ;ijenhuis torsion of f. The covariant dif-
ferentiation v of M2n+s satilsties ((Bladir, 88 e fixe Ve TI(M)E,
G iils s o6 503
(EIESER) Vs =-fX. ;
(G (i = 1 oG ad)BE o i () il -
Furthermore, oi an S-manifold we have F = dna,a =Ty S,
where F is the fundamental 2-form defined by F(X,Y) = g(X,£fY),

X,YeT (M) .

Let L denote the distribution determined by —f2 and\}tthe
complement distribution.\}Zis determined by f2 + I and spanned
by {£;,...,6,}. If Xef, then n (X) = 0 for any o and if xel,
then fX = 0.

Examples of S-manifolds are given in (Blair, [1]), (Blair,
[2]), (Blair, Ludden and Yano, [3]). Thus, the bundle space
of a principal toroidal bundle over a Kaehler manifold with
certain conditions is an S-manifold. In this way, a generali-
zation of the Hopf Fibration 7': S2n+l > BC" is intro-
duced as a canonical example of an S-manifold (playing the
role of complex space in Kaehler geometry and the odd-dimen-
sional sphere in Sasakian geometry) as follows:

Let A denote the diagonal map. We define a principal

toroidal bundle over PC- by the following diagram:




+
H2n+s A 2n+1 ; = S2n 1

m T e e st e AT
rc” A Pc” x ... x pC”
that is:
H2r1+s Z {(Plr---rps)552n+l S el S2n+l /
n'(pl) e e n'(ps)}.
By virtue of Theorem 3.1 in (Blair, [1]), H2n+s is an
S-manifold.
For later use, we recall the following (Blair, [1]):
1.1.- Lemma. On an S -manifold M2n+s:
((155) RIUGKT Ve, X0, o Ve) == R (XY YA & F SIPA(EXe SV SXERTYA) B2
(1.6) RE(EXS BV S EX aVA) S —— RE (0Xe - Yo, o X R Vi) B = S PI(GXE Ve X S aVa) &
(CIL570) R(X,fY,fZ,W) = R(X,Y,Z,W),
for any X,Y,Z,WeJ: where:
P(X,Y,Z2,W) = F(Y,Z)g(X,W) - F(X,Z)g(Y¥,W) =

—F(YIW)Q(X:Z) + F(er)g(le)-

2.- INVARIANT AND ANTIINVARIANT f-SECTIONAL CURVATURES OF AN
S-MANIFOLD. Let M2n+S be an S-manifold. By a plane section we
mean a 2-dimensional lineal subspace of a tangent space. A
plane section m is called an invariant f-section (resp. an
antiinvariant f-section) if fn = m (resp. if frm is perpendic-
ular to m). The sectional curvature for an invariant (resp.
antiinvariant) f-section is called an invariant (resp. anti-
invariant) f-sectional curvature.

An invariant f-section is determined by a unit vector
Xsl}p), peM2n+S such that {X,fX} is an orthonormal pair
spanning the section. On the other hand, it is easy to show
that orthonormal vectors X,Ysi}p), peM2n+S, span an anti-
invariant f-section if and only if X, ¥ and fX are orthonormal.

: +
We denote by K(X,Y) the sectional curvature of M2rl =

determined by orthonormal vectors X,Yeiﬁp), peM2n+S and by
H(X) the invariant f-sectional curvature of an invariant
f-section spanned by {X,fX}, that is, H(X) = K(X,fX).

The fact that the invariant f-sectional curvature deter-
mines the curvature of an S-manifold completely is well known,

(Blair, [1]). Moreover, in (Kobayashi and Tsuchiya, [5]) it is
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proved that if an S-manifold has constant invariant f-sec-

tional curvature k, then its curvature tensor has the form:

22350 RU(CXS, Y, Z W) = ) [g(fx,fw)na(Y)nB(Z) =
aB
= g(fX,fZ)na(Y)nB(W) t; g(fY,fZ)na(X)nB(W) =

= g(fY,fW)nu(X)nB(Z)] + % (k+3s)[g(X,W)g(£fY, f2) -

9(X,2)g(fY,fW) + gq(£Y,fW)e(X,2) -

g(fY,£2) ¢ (X,W)] + %(k-s)[F(X,W)F(Y,2) -

- F(X,Z)F(Y,W) - 2F(X,Y)F(Z2,W)], X,Y,Z,WeT(M).

Now, we can prove:

2.1.- Theorem. Let M2n+s be an S-manifold with n>2. If the

invariant f-sectional curvature at any point is independent
of the choice of the invariant f—section'at the point, then
it is constant on the manifold and the curvature tensor is
given by formula (2.1), where k is the constant invariant
f-sectional curvature.

Proof: By virtue of Theorem 2.6 in (Blair, [1]), it is
easy to see that the curvature tensor has the form of (2F19)

with k a function on the manifold. Then, the Ricci tensor S
2n+s

and the scalar curvature p of M are given by:
(2.2) S(X,Y) = 5(n(k+3s) + k-s)g(fX,fyY) +

+ 2nff n (X)n_(¥), X,YeT(M).

aa il B
(2.3) p = %(n(2n+l) (k+3s) + n(k-s)).
Now, from the second Bianchi identity:
2v_S? - v.o = 0,
<) J

where S? are the components of the Ricci tensor of type (1,1).
Making use of (2.2) and (2.3), we- have:
] _a

(n+1) (n-1)v.k + (n+l)] nggavak =0,
that is: i

(=Aels 48 Nz Ky = 0

H a (0]
Applying this t& 58, B = S, We get:

(n~l)(dk)€B + EBk 0
and so, 5Bk S0 R s e P hen L dk :'O, for n # 1 and the
proof is complete.

As an example, it is well known (Blair, [0, = (Blaim,* [2]])

and (Blair, Ludden and Yano, [3]) that H2n+S has constant

invariant f-sectional curvature 1 - 3s/4. In general, if M2n+s

14




is the bundle space of a principal toroidal bundle over a

Kaehler manifold of constant holomorphic scectional curvature
K, which is an S-manifold, then M2n+S has constant invariant
f-sectional curvature K - 3s/4.

With regard to the antiinvariant f-sectional curvature

of an S-manifold, we have:

2.2i5= Propesitionk Let M2n+s(k) be an S-manifold of constant

: : : +
invariant f-sectional curvature k. Then, M2n S(k) has constant

antiinvariant f-sectional curvature equal to %(k+3s).
Proof: By virtue of (2.1), if X,Ye f span a1 antiinvar-
iant f-section, then we have:
K(X,Y)=R(X,Y,Y,X) = %(k+3s)

as desired.

Now, we want to prove the converse. We need the following:

2.3.- Lemma. Let M2n+S be an S-manifold. If X,Yeliare ortho-
normal vectors, then:
(2.4) R (X)) =K (£XS, £Y0)5;
(52:5355) K(X,fY) = RK(£fX,Y).

Moreover, if X,Y span an antiinvariant f-section, then:
2:56)) RI(EXS XS, Y, i) =S K (X6, Y8 Bt K (XS V) SRS D S £

BrROOE (2 240 and (25 5 Folil ow it rom (15574 SN oW, EEXe Ve 10
span an antiinvariant f-section, from the first Bianchi iden-

tity, we get:

2 7) RI(EXe A X R Va) 8 == RUCX N X Ve P ERI (GRS RVE, SEXTVA)
and making use of (1.6), since g(X,fY) = 0 = g(Y¥,£fX) =
= g(X,fX) = g(Y¥,fY), we have:
RO N ey = RUEDKLIEE N SO NN IG) - o & =
=IO YD) 5 S
and
RICXS, B, -E X Y RE= RU(EXS WENE e S EYe) B = S = RS (PXe = FVa) B =S s
Then, replacing these into (2.7), we obtain the result.
2.4.- Theorem. Let M2rl+s be an S-manifold with n>3. If M2n+s

S q % +
has constant antiinvariant f-sectional curvature c, then M2r1 3

has constant invariant f-sectional curvature equal to 4c-3s.
Proof: Let X,Y be orthonormal vectors fields which span
an antiinvariant f-section. Then, (X+Y)//2 and (fX-fY)//2 span

an antiinvariant f-section too. Then, making use of Lemma 1.1

15




ey

and Lemma 2.3, we get:

c = %K(X+Y,EX-fY) = 4R(X+Y,EX-£fY,fX-FfY,X+Y) =
=" AEHER) AR UG = AROKNY) = AR(OGE0) HE G3]%
Since KX, YY) = k(X £V ="c, we obtain:
Hi(E) =L H () =8t ==6'S
Now, let p be an arbitrary point of M2n+S and let X,Y be
unit vectors in(i(p). Since n»3, we can choose a unit vector

Zei}p) orthogonal to the plane sections spanned by {X,fX}

and {Y,fY}. It is easy to show that the plane sections spanned
by {X,Z} and {Y,Z} are antiinvariant f-sections. Then we know
that H(X) + H(Z) = 8c-6s = H(Y) + H(Z). Thus, H(X) = H(Y).
Since X and Y are arbitrary vectors, the invariant f-sectional
curvature does not depend on the choice of the invariant f-sec-

3 ; 2 2n+
tion at p. But p is an arbitrary point of M 55 oo Now, from

+s . : : :
Theorem 2.1, M2r1 S is of constant invariant f-sectional cur-

vature equal to 4c-3s, by virtue of (2.8).

These results should be compared with the corresponding

results for Kaehler manifolds (s = 0), (Chen and Ogiue, [4]).

3.- THE AXIOM OF INVARIANT (ANTIINVARIANT) f-PLANES. An S-man-

: S : : - : :
ifold M2n ® is said to satisfy tha axiom of invariant (resp.

2 : ; + : ;

antiinvariant) f-planes if for each pstn ® and each invariant

(resp. antiinvariant) f-section m at p, there exists a 2-di-
2n+s

mensional totally geodesic submanifold N of M such that
peN and Tp(N) = 7.
3.1.- Theorem. Let M2r1+S be an S-manifold. Then, M2n+S sat- !

isfies the axiom of invariant f-planes if and only if M2n+s

of constant invariant f-sectional curvature.
The proof is a very lengthy computation, but similar to

that given by Ogiue (Ogiue, [6]), for Sasakian manifolds. Now,

we shall prove:

+
3.2.- Theorem. Let M2rl S be an S-manifold with n>»3 such that

+
M2n S

satisfies the axiom of antiinvariant f-planes. Then,
2n+s . : ; :
M is of constant invariant f-sectional curvature.

Proof: Let p be an arbitrary point of M2rl+S and let

X,Yei(p) be orthonormal vectors spanning an antiinvariant f-
section m. Let N be a 2-dimensional totally geodesic sub-

: +
manifold of M2n 2 such that peN and Tp(N) = m. Since m is an

antiinvariant f-section, fX is normal to N. Then, from

16




Weingarten's formula, we get:

R(X,Y,£X,X) = g(V,9,fX,X) - g(V 7 £X,X)
= 97y yTXX) = g7, D FX,X) - g(V,Dy£X,X) =
= g(DyD £X,X) - g(D D fX,X) = 0,

where we have used the fact that N is totally geodesic and so,
AV = 0, for any vector field V normal to N.

Now, since X and Y span an antiinvariant f-section at p,
then X+Y and fX-fY span an antiinvariant f-section too. Then:

RICXeEYSSEXE BV E XEE RV YOI =102

Using Lemma l.l1 and Lemma 2.3, a direct expansion gives:
(3519 H(X) = H(Y).

Now, let X and Y be unit arbitrary vectors in f}p). Itic
the section {X,Y} is an invariant f-section, then H(X) = H(Y).
If it is not an invariant f-section, since n>»3, we can choose
a unit vector 7% incﬁ(p), orthogonal to the sections {X,fX}
and {Y,fY}. Then, from (3.1), H(X) = H(Z) = H(Y). Since X and
Y are arbitrary vectors, the invariant f-sectional curvature
does not depend on the choice of the invariant f-section at p.
But p is arbitrary too. So, from Theorem 2.1, we complete the

proof.

This result should be compared with that in the case of
s = 0, (Chen and Ogiue, [4]).
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ON THE SOLUTION BY SERIES OF SOME NONLINEAR EQUATIONS

I.K. ARGYROS

Department of Mathematics. New Mexico State University.

Las Cruces, NM 88003.

A solution by series of nonlinear equation in Banach space
is presented. This approach greatly simplifies work already exis-

ting in the literature.

Key works and phrases. Quadratic equation, solution by series,

Banach space.

A.M.S. classification codes. 46(B15), 65.

Introduction. Consider the quadratic equation

X =y + AB(x,x) (1)

in a Banach space X , where y € X is fixed, A . is a real (or complex)
number and B is a bounded symmetric bilinear operator on X [5], [7].

The continued fraction approach [4], the solution by series [5], the
Newton-Kantorovich theorem [2], [6] and the contraction mapping principle [1]
are techniques that have already been applied to find a solution x of (1).

Here we study the convergence of the iteration

X =Y+ AB(xn,xn) e =15 ()] S Pai S (2)

for various X, € X to a solution x of (1).



Let L(X) denote the vector space of all linear operators on X .

Case 1. For Xg =Y in (2), we show that if the sequence of linear operators
{(B(y))k}, kim0, 15 2 e (B(y)0 = I), belong to a certain subspace of

L(X) and the following estimate holds
ANIB(y)Il < 1 (A >0) . (3)

Then there exists a solution x of (1) given by,

2 kel=3- oo (2k = 1) k k
x = ) 2 g et (4)
: k=0

Case 2. For Xg# Y o if the inverse of the linear operator I - ZB(xo)

exists, set

y = (I - 2B(x0))_1(y + AB(xg,%q) — Xg)

and
= -1
B=(I- ZB(xO)) BEr

If the rest of the hypotheses of Case 1 are satisfied for B and y , we

obtain a solution x of (1) given by

Rilod seo (IR = iD=k e =
e e G (5)

Proposition. Let A denote the set defined by

A={L€ L(X)//B(L(y)) = B(y)L , with B, y as in (1)}

Then A is a vector subspace of L(X)
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Proof. Obviously A # ¢ since the identity operator I € A . Let Cyr
“be arbitrary numbers in the field of X and assume that L1 and

)

L2 € A . Then

]

B[(c L, + c,L,)(y)] = B(c Ly (y) + c,Lo(y))

I

¢1B(L; (¥)) + c,B(L,(y))

czB(y)L1 + CZB(y)L2

B(y)(clL1 + c2L2) 0

so, ¢;L; + c,L, € A and the proof is complete. :

As in [5] we seek a solution expressed as

n
X =z, + Azl + ... + A Zo+ ... . (6)

Formal substitution of (6) into (1) and equation of like powers of A gives

z2y =Y
2y = B(zo,zo)
(7)
zy) = B(zo,zl) + B(zl,zo)
n-1
zZ. = z B(zj, zn—j—l)
3=0
We now state the theorem. The proof can be found in [5].
Theorem 1. The series (6) with coefficients given by (7) converges to a

solution x of (1) provided that

1
BTyl (8)

0 <A<



We now state the main result.

Theorem 2. Assume that the sequence {(B(y))k} €A, k=0,1, 2, ... and

(3) holds. Then there exists a solution x of (1) given by (4).

Proof. For Xg =Y . (2) becomes

2 n
Xei= 2 Azl + A 2y + ...t A z (9)
where,
n-1
Zii= z B(zj, Zn—j—l)
3=0
n-1
% §-3E L (24)) j n—j-1 1-3 ... [2(n=j=1)=1] n—j-1
) E e R, 2 S (B(y)) ™I (y)]
j=0
n-1
= on=l n 12350 (23=1) 1=3 . [2(n—j-1)-1]
o ) e EN RS o )
=0
- o 2 - B

(2n-1)

NElsS e n
B e YL

n 0
i ; k n
lim XA= lim ( z A zk) = } A zi. (10)
n-w n-o
~ k=0 n=0

The above series converges if the series (dominating)

©

n1-3 ... (2n-1) a
E 2% ) el (11)

n=0




converges. Applying the ratio test we can easily see that the series given by
(11) converges if (3) holds which is true by hypothesis. The proof is now

completed if we set

Remark. Under the hypotheses of theorem 2, since

IIB(y)Il < IBI « lyll

we see that:
(a) If both (3) and (8) hold then (3) allows a wider range for A than
(8),

(b) If (8) holds then (3) holds also, but the converse is not

necessarily true.

The evaluation of the zk’s kE=20 st e hin S ()is s difficulitein
practice. See for example [1], [3] and [5]. However, the same evaluation
under the hypotheses of theorem 2 becomes much easier.

Note that it will be easy, but pointless to construct a simple example to

show that theorem 2 succeeds where theorem 1 fails.

Finally for X, #Y , one can set x = Xy + h in (1) to obtain

h =y + B(h,h) ,

provided that the linear operator (I - 2B(xo))_l exists. If the rest of the

hypotheses of theorem 2 are satisfied for y and B a solution x of (1)

given by (5) is easily obtained.

Note that the hypotheses on X, Yy and B are similiar (but not the

same) to the hypotheses of Newton’s Kantorovich theorem [2] for the solution

@2 ()=
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SURVEY ON THE IDEALS OF THE SPACE OF BOUNDED LINEAR OPERATORS ON
A SEPARABLE HILBERT SPACE

I.K. ARGYROS

Department of Mathematics. New Mexico State University.

Las Cruces, NM 88003.

We give a survey of the properties of the ideals of the

space of bounded linear operators on a separable Hilbert space.

Introduction. Let H be a complex Hilbert space,

= 2Tt
Throughout, we assume H is separable, that is, Hia=6 for
some m € N, or H contains 3 Hilbert basis {un,n € N} such

tha ts=—H— Span{un,n € NI, thus H = 22(N,C).

Denote by B(H) the space of bounded linear operators on
H, which is thought to be equipped with the usual norm, i.e.,
if x € H then Hx"2 = {%,x2.

We identify the ideals of B(H) and discuss the properties
and the relationship between them. Some examples are also
prouvided. Parts of the results presented here can be found in
different references, [1]1, [21, [3], [517.

Finally in this exposition, we tried to simplify the

already existing proofs of most of the theorems:



Definition i. Let L € B(H), then ran L is obuiously 23
vector subspace. Define by rank (L)} the dimension of the

ran L and set
FOH) ==l E-Bi(H) l rank(L) is finitel.

For an example, fix b€ SHi S su e HY Then L : x — (x,w)b

is obviousluy Iinear and bounded since

HLxH = i(x,w)i-"b“ < lixhi-ltwli-libh, i.e., L < lhwii - libH .

Aiso ran(L) = {07} 1if b = 0O, otherwise ran L is spanned by
i{bl. So rank(L) = 0 or 1 and L € F(H). Denote this L as

w & b.

Fact 1. flw @ bli = llwil-Hlbll.

Proof. Trivial if wi—n0n so let w # 0; liw @ bii
u

= sup 0<&x,w>bll 2 B{——, w)bli = lwi-lbll > lw & bi.
e lTwi

Theorem 1. F(H) is an 1ideal in EB{H), proper if
‘dim{(H) = o.

Proof. Let E i

1 € TS SN IC G T then e lis GATL L CRT I
4L “

2

hence vector subspace. Let L € B(H);
(i) Fan(LlL) C ran(Ll) < o0 LiL C I CH

(11} dim(r-an(LL1

)) < dim(r-a.n(l_.l)) 3 Lige T,
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dim H

Let dim(H) # finite = I € B(H) with dim(ran(I))

# finite II4F(H), hence F(H) proper; otherwise F(H) B(H) .
Let H®@H denote the uvector subspace generated in B(H)

by all operators of form w @b (b E R H) =S Thus L € H@H

n
(=) 15 =58 0 gt s3ay, REGER NI w.,b. € H.

Theorem 2. H ® H = F(H).

Proof. We first show H ® H € F(H). If L € H®H
2 ran(L) £ ran(w1® bl) (PR oty ran(wn® bn) = rank(L) < n
.2 L € F(H),. hWe now show that F(H) € H @ H. Let L € F(H)
= ran(L) = [subspace = Cig = ran(L) has a completé orthonormal

basis {u -,un}, say = (¥ x € H)

G

n n n
*
Lx = } E?uk = E (L*,uk)uk = } {x,L uk>uk
k=1 k=1 k=1
n n = n
= E (x,wk)uk (say) = 2 (wk® uk)x =yl s E wk® bk
k=1 k=1 k=1
€ H® H.
Theorem 3. If J(H) is a nonzera ideal in B(H) then
F(H) & J(H) € B(H).
Proof. Trivial if dim(H) = finite GF =B then) . Let
dim(H) = oo, Take L € F(H)\{02}; then 3 x # 0 such that

Lx = 4y # 0. Take anu u,v € H and find some B € B(H) with




By =00 so B(Lx) = wu. Then (V=i EvH)
= (z,u)(BL{) = (BL)(<{(z,u)x) = (BL) o

= Bele(u ® x) 33 u ® v € F(H) (since

every generator u & v of F(H)

F(H) € G(H).

L € F(H)).

lies in

(u ® v)z = (z,udv

(u @ x)(z) 5 u ® v

Therefore

J(H) , S0

Corollary 1. F(H) is the smallest nonzero ideal in B(H).
Theorem 4. If dim(H) = o, then &(H), Il-llDp is not a
closed ideal.
Proof. Let {un,n € N3 be a Hilbert basis for H. Thus
00
v x € H, E {x, uo )u (&= H = span{un,n € N & Hxﬂ2
00
2
E I(x,un)l Parseval 's formula).
n=1
p
Define operator L = } Au @ u (N, € C), € F(H) so,
P n n k
P
JERR (S = E A {x,u du .,
P n n n
n=1
ptq ptq
WL -L =n§ Au @ u o< EIM.
p ptqg op nn n
n=p+1 n=p+1
S h i i ;
0 choose ()\n)nEN such that Elxn| is conwergent; then
v n
(Lp)pEN is Cauchy in complete B(H), “.“Gp; hence conuvergent
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to same L € B(H). We now set

p fen ]
==t m 2 Au @ u = 2 Au ®u
n n n n
F n=1 n=1
Now, Lp”—eL:Lp—PL»L, ie., (Vx€H Lxs=Lx But
p o P
L= ( } A E0 )= E (A u @ u Ix = 2 A (x,u du_.
P n n n nn n n non
n=1 n=1 n=1

oo
} A u. Q@ un]x as p 2 w,. This shows that

p
lim[ E [Xn(x,un)un]] also exists in H and we can define it to
foe)

be EASECxigvEvyusali == Lo
n n n
n=1
Plainly, if infinitely many xn 2 (0 then ran(L) has
infinite dimension sao L § F(H). Thus F(H) # F(H) (claosure
with respect to H:HIl ).
op

What is F(H) in B(H)? The ideal E(H)} of compact

operatars in B(H) , "'"op' Moreouver R(H) is the largest,
indeed the onluy, proper unifarmly clased ideal in B(H)}, "-HD

(provided H is separable), so K(H) is the only maximal
ideal. MWe are now going to describe EK(H) and eventually prouve

that E(H) = F(H).

Definition 2. Let L € B(H), then L is caompact (or

campletely cantinuous) if and only if far every bounded sequence

{xn}nGN in H, {an} cantains a convergent subsequence in H.



Fact 2. @(H) € K(H).

Proof. Let L € F(H) and £x be a bounded
———— n nEN

‘sequence in H.. Then {an} forms a bounded set in the

subspace ran L which lies in a subspace = g (some m € N)

; m =
but every bounded set in C contains a .convergent subseguence.

Obviously EK(H) is a vector subspace € B(H).

Theorem 4. K(H) is a uniformly closed ideal in B(H). It

is proper if dim(H) = co.

Proof. (1) Let L € K(H), B € B(H) and £y be a

_— : n nEN
bounded sequence. Then,

LB(x )» = L(Bx ) = LCy )
n n n
and {gn}nEN is a bounded seguence. So {Lgn} contains a
convergent subseguence, so LB is compact. Also, BL(xn)
= B( i : i
an) contains a convergent subsegquence {Bgm}mEN (since
an contains a convergent subseguence {gm} say), so BL
compact. Hence LB,BL € EK(H).

(2) If dim(H) = oo 3 I is not a compact operator since if
{un,n € N} is a Hilbert basis for H, then Hun—-umll2
= {(u - = = =

St um) (un,un) + (um,um) 2, so {un}nEN com
contain no convergent subsequence.

(3) EK(H) is NIl -closed.

op
“Diagenal proof™. Let ’Ln € K(H), (n € N), and L € B(H)

such that IILn—LIlDp Sl QMR (== oo We show L € K(H): Let
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at most finitely many terms, and relabelling the rest we have

HLum—u“, say for all m. Now
[ ¢Lu yu > - ¢xyu V| = |<Lum—x,um)l
< ILu -xlt-1 < & (¥ m).
m
Also,
f¢Lu_,u > - Ceyu 2| 2 [(Lum,um)| - logu .

Rearranging, and using (1), we get

l(x,um)l >8>0 (¥ m). 2

o«

But Bessel's inequality implies 2 l(x,um)lz £ Hx"z, which
n=1

contradicts (2).

(b) 3 (e): Given k € N, let S be the callection of all

sequences u in H (including u=6g¢ and finite
u = {ul,uz,---,um}) such that
(uw) >~ G itcm)
2 = 4k 3
Candition (b) implies each u € § must be a finite set. Since
the union of a strictly increasing (with respect to c)

sequence aof sets in s is again a member of s (and hence a
finite set), each such sequence terminates (if not, its unian

would contain infinitely many elements). Hence, § has a
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maximal element, W say. Let M be the finite dimensional
vector subspace generated by W; then |<(Lx,x>| < %I whenever
X € Nl and ixlh = 1 (otherwise S would contain W U {x3},
contradicting the maximality of W) . Hence I(Lx,x)l < X
whenever s (8 Nl and fixhh < 2. Hence, v z,w € Hl with
Nz, NI < 1,
1
I(Lz,w)l £ 2 I(L(z+w),z+w) = etc.---]
1 1 1
Stgla Py ey
(use Gen. Polarization roll, and liz+wll <€ lzll+ilwl < 2, etc.).
Thus
i
|¢Lz,wy| < = (V z,w € M ,lzll,llwll £ 1). (3)
Now let P H— M be the orhtogonal projection onto M, with
I-P the orthogonal projection onto Hl; and take =z = (I-P)x,
w=(I-P)y V¥V x,y € H with Ifixli,liyl £ 1. Then by (3),
[<CI-PYLCI-Pix,y>| = |<LCI-PIx,(I-P)y)|
= |«az,w | 5—11; (I-P is Hermitian).
Hence
1
NC(I-P)LCI-P)Ui Lgih
op k
So, put Fp = PL + LP - PLP, then Fp € F(H), since P has
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rank equal to the dim(M) < o, so P € F(H) and F(H) is an

ideal; and L—FK =R EES PR CES P

(c) 2 (a). We know that F(H) € K(H). Now,

&
fas)
N
=
o
I

K(H) (by Theorem 4).

Hence HL—FKH —3 0, L € F(H) so L € K(H).

Corollary 4. F(H)Y == RiCHD 5 (This is often taken to be the

definition of EK(H).)

Proof. Given L € K(H), by (c), L € F(H) S0

E(H) € F(H) € K(H) (by Theorem 4). Hence equality.

Fact 3. (w® b)" = b @ w.

Proof. {(w ® b)X,u} = {{x,w)b,y)> = <{x,w){b,y) = {x,<{(b,ylrw)

= (x,{y,bdw) = {x,(b ® wiy> (V¥ x,y € H), so (w @ b)" = b O w.
& n
Corollary 5. If F € F(H) such that F = } b, @ w,_,the
i=1

*
F € - F(H); i.e., &F(H) is a Hermitian (= self-adjoint) ideal

in C*-algebra B(H).

Theorem 6. R(H) is a Hermitian ideal in C*—algebra

B(H) .

Proof. Let L € K(H) & L = lim (F (F_ € $(H), so
n-3co
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HL—Fn“ — {0 (as n 3 ®), Hence HL*—F:H —> (0 (n 3 o)

=) L* € E(H) (since each F: € F(H)), by fact 3.

Lemma 1. Let L € B(H); let {un},{un} be any Hilbert

bases for H.

(1) If any one of the four real series below is

convergent, then all are, and all have the same sum:

EHLU IIQ,EHL*U uz,E §|(Lu LU >|2,§ }l(Lu Sy
Vn m n m n m

m m n m m n

(2) Then this sum is independent of the choice of bases,

i.e., it is an invariant of the operator L, so write it as
2
0 O
*
3 b = e
Proof. [1T: Use Parseval: (v n € N) lILunlI2
=§|(Lu ,u )|2<oo so }IILu 12 and EEI(LU ,u)]2 are both
n' n n n' m
m n - n om.

convergent (or not) together, and then their sums are equal.

Similar remarks apply to }Hﬁ*umuz and } }I(L*um,un)|2. Now
m n

m
using the fact that (¥ n,m) |[(Lu ,u )|2 = I(L*U yu )|2, and
n''m m’' n
o 00 0 o
the. fact that for positive real series = } E = } 2 "y
n=1 m=1 m=1 n=1

(1) follows.

(2): Choosing a thiry Hilbert basis {wn} for H we get

©o ] (5]
E HLunﬂz'_ s € © & } IIL*UmH2 = 5 £ o & 2 IILwnIl2 = 5 £ o,

n=1 m=1 n
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(32 Since choice of Hilbert bases is immaterial, use

{un} in place of {um} in proof of (2); this gives
oo o
E IILunI|2 - 2 IIL*unlI2 (when <€ ),
n=1 n=1

iceo, LIALLEZ = LA™ 1LI2.

Definition 3. Define by S(H) the set S(H) = {L € B(H) l

JlIL]]] ¢« =3, the so-called Hilbert-Schmidt operators.
Note (1): All integral operators L on H = CILo,11,
220011 oto.; with £--kernel k(s,t). such that. |[[alI1

1 ol
= I J Ik(s,t)lzdsdt < o are Hilbert-Schmidt operators. Hence
Qr20

their importance.

Note (2): S(H) is Hermitian (LESCH) & L* € S(H)) . by
(3) aboue.
2 2 2 5
Examples. (=) Let HE="S0a=- Gn = given by
infinite matrix a = [ark] such that
2 255 225
an® = E}hrkl = Euarn < oo
r k r
2 2
(ar row r in a € £)
2
via Lx = y X = (xk) € £
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to show thist!)

(Have

L= a - X, = (ar,x) (this is well defined since):

lu | = l€a_yx>| ¢ Wa_H-lixit < hall-Uxll 5 y_ € C
r r ) & 3 r

and

2

00
Lxll— = Hg“2 = E ngﬂz 2
e=1

(o]
< fixl Enaru2 = TRl
r=1

Soe L is linear and bounded, Ll £ lall. This L is Hilbert-

Schmidt because if {un = (0,0,---,ln,O,---)) is a standard

basis for 22, then Illﬁlllz dsf E El(LuF,uy)lz. But
TRk

(Lur,ui) = element a in matrix a representation for Jc»

rk
2 2  def 2
S0 FHIel =§ }Iarkl =" Hall® < o, Thus uLuDp < fall
r k

S
(2) w @ z: Rank © or 1 operator on H with Hilbert

basis {u .
n

llw ® zll = lwli<lizll.
op




oo

Now, twit? = } |(w,un)|2 (Parseval) E
n=1 | J‘?

1

|

S F

= ol 2z’ = E |<un,w)|2ﬂzﬂ2 4
n=1 i

]

)

: m £

=

= } “(un,w)zﬂz = E H(w @ z)unll2 = |||lw @ z]]lz. *’%

n=1 n=1 f

'

Hence liw © zll = [llw ® 2z|]|]. ‘ 3
We now provide a sketch of the proof of the theorem: ?
Theorem 7. S(H), RN is a Banach space, and {

nen < [jlL)]l v L e scH. :
; |

Proof. (sketch) (i) S(H) is a vector space. Use 3

y

Minkowski's inequality and get A-inequality for ]ll-ll!. i
¥

1

= 2 2 D) |
(ii) s < = E](Lx,un)l = §|<x,L u )| é
n n %

=

< nxn? EnLﬁnz = uxu?] L ]2 i

~ b

n

LI LR

ooy heazs ae e Al

(05D |||-||l is a norm

Use (3) to get

¢iv) If |[|[|:]]]|-Cauchy ==22=3 N.N-Cauchy in B(H) = H-lN-1im L,

= L € B(H). Now show

T P REER NSy YT MO

AT i s

s
o



L € S(H);

2
P 1

oy i o Ui A

Theorem 8. S(H) is a Hermitian ideal in B(H).
Proof . (i) EEEESICH I B € B(H), (un; n € N} a Hilbert
f P :
basis for H +then (¥ p € N) } HBLunH2 £ IIBII2 2 HLunﬂz, let
n=1 n=1
_ S i BeEl A SR Ll HE <, eel BL € SUD. Gand
Lpreeifl < wen- LLieiil < THBIEL-LHEelLD

(ii) B e Bam, L* € s(H) (by definition 3, note (2))

Hence, by (i), B'L® € san 3 (LB)* € S = LB € SGD  and

ue™L*n < uB®u- Ll = wBn- [ fL]l

REEARRERRRLIN AR

FHLB(]

n

A

The proof of the following theorem is similar to Theorem 3.

Il
£

Theorem 2. F(H) € S(H) proper if dim(H)

: Theorem 10. The following are true:
(i) S(H) € K(H).

4 (ii) S(H) is proper if dim(H) = oo.

{x, Uy )u § L € S(H) 2 Lx

(o]
Proof. (1) x = E {x,u Y (Lu )
— n n

1

”M

n

0o

3 p
5 = E (u @ Lu )x, so define "pth—cutoff operators” L = E u
n n p n
n=1 : =
Lu
n

€ F(H); observe (v m € N)

| @




o
2 WL-L e ||| E HeL-L Du n?

o0
2 fiLu -L u Il2
n pon

n=1

00

(o]
E IILun||2 — 0 (p 3 o) since H]L] l I2 E "LL\ ll is
n=p+1 n=1

convergent 2 L = lim Lp -n oy € F(H) = E(H).

(ii) Let . : be given by an

infinite diaganal matrix

1
1//2

s
e s s
r

a = (&) Cei# k), € B(ez) {fLx = (xi, -l—xz, 1—)(3_.--
/2 /2
2 2

rk
1 12 2 E = =
iaxil® = £ =[x | < Z|x |® = #0x1"; WL < 13. Define "cutoff
n n n

to be given by a with all rows equal, O beyond row p, s0

L, € F(e-) | and thence L, € sce?) ¢ g2, Hit . we
L ¢ $(22) whilst L € E(22):

Ile-prll2 =10,
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So, HCL-L dxl< <
p

1

il (v p 2> 1,

1
< — =0 CpE=3ico))
= HIL-L 1
pop Vp
% 2
= 36 e by B (T P e B 5 S ()
peo P ap
o
But |||L|||2 = } IlLu'H2 (Lun = nth row of matrix a)
=l
oo 2 Lo )
e
= === = ;:DO
n=1 /n n=1
3 L ¢ 3(22). Hence 3(22) ¢ K(Ez).

Summary: If H

o, then the fallowing

{02

is a separable Hilbert

space of dimensian

ideals are all distinct:

GES (HY S GERGCHY = GOR I CH)E

Bemarks. (1) It can be shown that the abouve ideals of
aoperators, correspand as normed Banach spaces ta the sequence
spaces

€01 c 2 c et cc- ce”
C £, 0 .
(2) It can alsao be shown that just as there are other

sequence spaces fp, 1

it
1 P p
o Cealc eS¢ € Cyc %

00

1A
o
A

oo, £




(L < p <p

Schatten ideals CP such that

F(H) ¢ clamy ¢ cPam ¢ cP (H) ¢ R(H) ¢ B(H)

(I pa < Ep = <00}

They are constructed via norms

o 1/p
el = [ )3 1eu,u01?]
r k

1

jJust as Hilhert-Schwartz operators were. The class C (H) is

thought to be even more impartant than CZ(H) =RERE(CH)E 1t

cansists of the so-called Nuclear or Trace-class aoperatars.
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UNE CLASSE DE METHODES NUMERIQUES POUR L'INTEGRATION
DIRECTE D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE y" = f(t,y,y")

Franco, J. M. et Palacios, M.
Departamento de Matemitica Aplicada.
Universidad de Zaragoza. 50009-Zaragoza. ESPAGNE.

1. INTRODUCTION,

Il y a divers problémes de mouvement dont leurs équations
différentielles sont de second ordre ol la derivée premiére se présente explicitement.
Par exemple, dansl'étude du probléme du satellite artificiel terrestre il faut resoudre une

équation différentielle du type
dr pLr
e = L

+ P(t,r,r) (1.2)

Nous sommes interesés 2 leur integration numérique dans le case o la velocité r' est
present ou non. Le procedé cldsique pour resoudre ces situations est, comme on -
connait, de réduire I'équations 2 un systéme différentielle du premier ordre équivalente
auquel nous pouvons appliquer plussieurs méthodes d'integration numérique. La
generalisation de ces méthodes pour équations d'ordre plus grand que un s'appelle
habituellement ( Hall & Suleiman ( 1)) méthodes d'integration directe. Plussieurs
auteurs (Herrick (2)) nous conseillent sur les stéréotypes et malconceptions qui existent
quand on integre numériquement des équations d ordre supérieur et ils recommendent
utilisser l'integration directe. Il'y a advantages claires de velocité et stockage ( Hall &
Suleiman (1) ) en les considérant, bien que Gear (3) suggére qu'il peut avoir certain
danger quand on fait application d'eux a ce qui concerne leur stabilité.

Dans ce papier nous étudions une généralization des méthodes de Cowell
sous la forme de pairs de formules 2 pas multiple ( PEML ), en étudiant les propietées
de consistence, stabilité et convergence des deux élémentes qui constituent les pairs tout
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emsamble; nous déduissons aussi d'une fagon recurrente les formules de la méthode de
Cowell; finalement, nous en faissont application a deux problémes particulieres, l'un
du type orbital et I'autre avec une perturbation proportionelle a la derivée; de méme,
nous avons développé quelques comparaisones avec des méthodes indirectes.

ZLLRQSSJLMLBRQB.LEME_DEEIN.HIQNS_ELNQ[AIIQN&

Le probléme 2 valeurs initials dont leur integration numérique nous allons
étudier dans ce travail peut se posser sous la forme suivant:
y'=f(ty,y) ., O0<tgT
y(0) = y, @210)
y'(©0) =y,
ou les fonctions y, y' sont définies dans l'intervalle [0, T] et fdans [0, T ] x R™ x
R™ et prenant valeurs dans R™ .

2.1 Définition.- Nous dirons que f est une fonction lipschitzienne par rapporta y et
y' dans [0, T],s'il existe une constante positive L telle que se vérifie:
Il ft, y, y)-f(t, z, 2) I<L (lly - zll +1ly'-2'Il)

pourtous te [0, T], y, z,y,z € R®, ou ||| estune normedans R™. Nous
notons par CL I'ensemble de toutes les fonctions lipschitziennes par rapport a2 y et
y'.

En avant nous utiliserons des fonctions f continues et lipschitziennes par
rapport 2 y et y', car ces sont des condictions suffisantes pour l'existence et 'unicité
de solutions du probléme possé.

Comme il est habituelle ( Henrici (4 ) ) 2 la construction de solutions
d'un PVI, nous introduisons une grille de points

{t. 3neN;t

n+j

€ [0,T],j=1(1)N }
N=max {n; nhe [0,T] } = max]J,

2.2 D¢éfinition, - Nous appellons pair de férmules linéaires 3 pas multiple (PFML )
aux pairs d'équations 2 différences ( Lambert ( 5 ) ) ayant la forme suivant:

k k
(Ol s 02 )R
j=0 j=0
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: €2 2

; .
e, Wiyt S = h 2 B W

§=0 j=0

1
n+j’ yn+j’ Y/ n+j )

ou k est un entier fixé, aj(z) 2 Bj(z), aj(l) : Bj(l), sont des constantes regles qui ne
dependent pas de n nide h et vérifie o,®, oD # 0 etdeplus | oy |+
B@1 >0, | o | +] B[ > 0.

2.3 Définition, - Nous appellons solution approchée du PVI (2.1) out pair de
suites { y,,¥', tae Jn tellesque y_ et y', sont des aproximations 2 la solution
exacte y (t) eta sa derivée, respectivement, dans le point t et construits au moyen de
PFML 2 k-pas definies ci-dessus.

11 est évident que pour spécifier une PEML a k-pas il faut utiliser un

algorithme d'initiation que nous améne les valeurs suivantes:

Yn Wy o 3= ) 2535
fn f(tn’y“!y'n)

Généralement cet algorithme d'initiation est une méthode d'un pas, bien que pour des
méthodes particulieres peut avoir des algorithmes d'initiation aussi particuliéres , p.e.,
la méthode d'initiation de Herrick ( Herrick (2 ), Fox (6)).

On dit que le PEML est explicite si B,® = B = 0 ; dans cecas, le
calcule des valeurs y, ., ne porte pas aucune difficulté. Si B,@® , BM = 0, le
PFML (2.2) estdit implicit ; dans ce cas, pour calculer les y_ ., il faut la resolution
d'un systeme d'équations linéaires qui a la forme

Yo 02 (e@UEBIORNRG(E Sy oy o) SIS (2.4)
yln+k - h (ak(l) / Bk(l) ) f (tn+k 2 yn+k ’ y.n+k) An(l) ( 2.5 )
par quelque procédé iteratif. Par hyppothese nous disposons de telle méthode nous

permitant de résoudre les équations ( 2.4 ) et ( 2.5 ) avec la précision et frais
computationel donnés.

2.4 Définition. - Nous definissons les polindmes caractéristiques associés a un PEML

au moyen de
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k k
Q=L . @ =2p
J=

=0

Evidentement, ces polindmes ensemble 2 l'algorithme d'initiation déterminent
comple-ément la méthode que noterons { (p® (£),o® ));i=1,2 }.

Sans aucune perte de généralité et pour éviter des indeterminations,
dorénavant rous possons 0@ = 1,i=1,2.

Nous introduisons ies opérateurs d'erreur Jocal { LM, L@ } de 1a méthode par

k
LOTy @, h] = X [ o® y(t+jh) - h2 B f(t+jh,y (t+jh),y'E+jh) ]
j=0

1= 15D

donc nous donnons la définition suivante

2.5 Définition, - Nous appéllerons grreur de truncation local dans le point t,  , pour
le PFML (2.2) au pair i

e® o =LO0y();h]l , i=1,2

2.6 Définition. - Nous dirons que le PEML est d'ordre p si p =max{q; qe Z*}
et telles que

EOTyi@ hi = 0Chyn)"i—1,2
quand h—— 0* pour tout y (t).

2.7 Proposition, - Une condition necessaire et suffisante pour q'une méthode {( p® ,
o); i=12} soitdordre p estque les constantes

k
ch = X [o®(jl/1r) - OG- a-ir], i=1,2 @7
j=0
vériffient
CYL 0 st 0l i ]
pour i=1ou?2 (2.8)
ci_ ., %0
Démonstration, : II suffit développer les operateurs d'erreur local en puissances de h
dans une voisinage du point t, pour obtenir

48

T T e e P Vo et

2 o e g




L® [y(@®);h] = > Cp(Z) he y® (t)
p=0 @299

LO [y(@®);h] = X C,® h? ye+D (1)
p=0
Les condictions ci-dessus sont independentes du point t ol l'on a
effectué les développements comme on le peut constater immédiatement.  F

2.8 Définition. - Nous appellerons constantes d'erreur de truncature local de la
méthode aux constantes C@ I c q avant definies, ol

l=min{p; CH +£0}, q=min{p;C? =0}
2.9 Proposition. - Les condictions ci-dessus sont équivalentes a ces autres

LD elshii=0 ,0<l<pl ,i-1,2
(2.10)
LO[tP*2;h] # 0 , pour i=1ou 2

Démonstration, : I suffit d'obtenir les expressions des opérateurs d'erreur local pour
les fonctions y (t) = t! et leur développement en puissances de t. I

Tout d'acord 2 ce resultat et 2 la relation entre les operateurs et les erreurs
locales, nous pouvons dire que pour tout PVI dont leur solution soit exactement un
polindme du degrée < p + 1, les erreurs locales s'annulent et, par consequance, pour
valeurs initials exactes, les solutions numériques et analitiques seraient les mémes.

2.10 Définition. - Nous dirons q'une méthode { (p® ,0®);i=12} est
consistente si
max { [le® I /hi} — 0
k<n<N
pour i=1,2
quand h tends verscero ( h —— 0% ).
Nous dirons q'une méthode est consistente d'ordre p si
max { [[e® |l /hi} = O(hP*i), (h—> 0%)
k<ngN
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pour i=1,2

D'apres la définition on deduit que consistence est equivalente 2 que l'ordre de la
méthode soit un, c'est a dire,
A = p@m =0, p@1) =262()
(2.11)
PO =0, p®a) = o)

Comme pour tous les méthodes que changent le pas d'integration d'acord
avec une estimation de l'erreur local, nous sommes interessés 2 trouver une borne pour
l'erreur local. Pour cela, nous n'avons que développer les fonctions y (t+jh),
y' (t+jh), y" (t+jh) en puissances de h et substituer a I'expresion des operateurs
erreur local en considerant le résidu 2 la forme integral, pour obtenir

k
EQ i) hil = (h et /(p+i—l)!)J’0 G;(7) y(P+2) (t+1h)dt(2.12)
i)
ou les fonctions

k
Gy(t) = Z[a® G-1)2*! - p(p+1)B@ (j-7),2 1]
=0 25135

k
G(t) =X [a® G-1),p - BO (j-1),p"]
j=0
sont appelées noyaux de Peano associées 2 la méthode.

A ce point, nous pouvons distinguer deux cases :

1) G(i) (T), i =1,2 nechangent pas leur signe dans [0,k ]. Dans ce cas, d'aprés
(2.12), le théoréme de Lagrange nous permet déduire les bornes suivantes:

; k
ILO9Ly®;hlll < (hP+i/(p+i-1)) ly®P+2) |, | .[0 G;(t)dr |
pour i=1,2

c'est a dire
LTy ®:h1ll <| C ;| hP*1Y , i=1,2 (2.14)

50

o | M i A N g Ay

g el i M

b e

A L S B AT ) B i Tl 5 A S

E |




sk e el =t

T

S e Ll S i o

o b S s

ORI TP = e PO .

S IERre—

NEe e

oY — sup e [lyalPaa2 o)l EH 0/ xi= ]

2) G(i) (t), i =1,2 changent leur signe dans [0, k ]. Ici, il n'est pas possible
d'appliquer le théoréme de Lagrage, mais on peut trouver une majoration plus grossiére
que (2.14)

3. STABILITE DE P.F.M.L.

Nous exposons une forme matricielle que fait équivalentes les PEML a pas
fixe aux méthodes d'un pas quand on étude I'stabilité des premieres et nous permetant la
caracterization de la stabilité d'une fagon trés élégant. D'ailleurs, nous pouvons
géneraliser trés facilement 1'étude au cas de PFML 2 pas variable.

Comme nous avons établie dej4, une PFML est fixé par (2.2), (2.3).
Compte tenue que chaque application de la méthode passe de la consideration des
valeurs

1 ] '
YooYn+12oYnak-1>Yn> Yns12 > Ynsk-1

a ces autres

Yn+1>Yns22 5 Ynsk > Yn+1>Yn+225Ynsk

nous introduisons les matrices suivantes ( Calvo y Montijano (7))

1 ] L} T
Yn+k = [yn+k’yn+k-l""’yn+l’hyu+k’hyn+k-l""'hyn+l] (3.1)
T] = [ n(Z)k_]_ ) TI(Z)k_2 3 ee0 Tl(z)o ’ hn(l)k- 12 hn(l)k-z 3 eee hn(l)() ] B
- 2 : =
ol e o
1 Oetsnsd 0
A = 0 0A 0
0 0 3:2)
X 1
QS 0

A= diag (A, A;)

et les vecteurs 51




e = if005 1.0, 5 05 &

k
(D(Z)n-.~k= (D(Z)n+k (Yn+k ’Yn+k-1) = (Z B’j(z) fn+j ) €
j=0

k
(D(l)n+k= (D(l)n+k (Yn+k ’Yn+k-l) = ( Z Bj(l) fn+j ) ek+1
j=0
o Y, .. M,€,¢,,,P?P ,, PV . appartienta RZ et A, sontdes
matrices de Mg (k).

Avec cette notation, nous pouvons écrire la méthode (2.2), (2.3) sous la

(3.3)

Y AY, + h2 [ @ L+ 0D . ], 0<sngN-k

n ks
Remarquons que si le PVI est s-vectoriel l1a formulation matricielle (3.3) est aussi
. . . 2
valable avec la seule consideration suivant, les vecteurs Y, ., ,M,€;,€ ¢ ,D( )D x
> @D, doiventétre des matrices avec s-colonnes

Ci-apres nous donnons une généralization de la notion de stabilité deja
connue pour des méthodes d'un pas.

3.1 Définition, - Nous dirons que la méthode (2.2), (2.3) est stable s'il existent des
constantes positives h,, K;, K, telles que pour toute fonction fe C; et tout he
(0, hy]les

solutions Y, de (3.3) et Y', du probléme

Y, =N+0
(3.4)
e AV a2 oD o) 0<n<N-k

ol ®; € RZX sont des perturbations arbitraires vérifiant

n+k?

n 5
1Y, - Y Il < (X;/h)+K,] X [loyll , k-1<n<N (3.5)
j=k-1
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Remarquons que 1'élection de la norme || - || dans RZ¥ est indifférent
pour les questions téoriques.

3.2 Théoreme. - La méthode (2.2) , (2.3) eststable pour toute fe C; sietseulement
si elle est stable pour f = 0.

Démonstration. :

===>) Trivial

<——)f=0 entraine ®M - 0, i=1,2 etnotons Z, = Y’ =Y, od Y, , Y
sont les solutions de (3.3) , (3.4) correspondantes; alors nous avons

Zy.1 = O,
(3.6)
Zoow =A Zyp Oy
et ainsi
-
1Z, Il < (K;/h)+K, 12 [loll , k-1<n<N (Ehh)

j=k-1

pourtout n > k-1

Maintenant, soient fe C; quelconque et Y,,Y', solutions des
équations (3.3), (3.4) et notant Z = Y' -Y_,nous obtenons

z +k = A Zn+k-l+ 5

n

O<n<gN-k

n+k 2
avec

8n+k = h? [((D* (2)n+k' (D(Z)n+k ) +( B (l)n +k (D(l)n+k )] + Oy,
qui est stable par hypothese, donc

I Z,ll< (Kb )+K, ] X || §l , k-1<n<N (3.8)

j=k-1

Compte tenue que

A0 < ey i+ 2R BL( IZI+1Z 1)
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ol B = max { Bj(z) ; Bj(l) }, soit h; tel que
0<j<k

hy” = 1-2hyBLK,;-2h22BLK, >0
et possant
K*=K /h', i=12 , B=4hpL (K  +K;' hy)

nous pouvons écrire pour tout he (0, h;]

n n-1
1Z, 1< (K /h)+K*1 X [loll+hBX || Z|

jek-1 je=k-1

et a induction :

12,1l < exp(TB) (K, /h)+K,°1 2 [l o

j=k-1

c'est A dire, la méthode est stable. F

3.3 Corollaire. - La méthode (2.2) , (2.3) est stable si et seulement s'ils existent des
constantes positives K;,i = 1,2 telles que

sup [A®]l < (K,/h)+K,, k-1<n<N (3.9)
Démostration, : D'apres le théoreme 3.2, la formule (3.9) entraine
Z = APl  +ATO 4.+ Oy

n+k —

et par consequence

2 n
1Zy, o/l < sup IAR] X || @ ||, pour tout n > k-1
k-1<n<N j=k-1

ce qui est équivalente &

sup [A]l < (K, /h)+K, %
k-1<ngN

3.4 Corollajre. - Si les submatrices A,,i=1,2 vérifient les majorations
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sup [| A < (Kl/h)+K2 , sup |A; %]l < K3 (3.10)
k-1<n<N k-1<ngN

K, , i =1, 2,3, étant constantes alors la méthode est stable.
Démostration, : Il suffit considérer 'inégalité
lA* <l AR+ 1lARI £

Ci-apres, nous souhaitons trouver des conditions simples nous permettant
construire des méthodes directes du type consideré dans ce papier . Le théoreme et
corolaire ci-dessous nous monstrent des resultats interesantes.

3.5 Théoreme, - Les propositions suivantes sont équivalentes:
1) IIs existent des constantes positives K, i = 1,2, 3 telles que
sup | A,% 1l < (K;/h)+K, , sup A"l < Ky
k-1<n<N k-1<n<N
2) Les valeurs propres de A, vérifient une des trois suivantes
propositions
a) |[A|l<1
b) |[A|=1 et A estune valeur propre simple de A,
c) |A|=1 et A estune valeur propre de A, 2 multiplicité pas plus
grande que deux
Démostration.
1) ===>2) Si §;, i=1,2 sontdes matrices complexes qui reduisent ,
respectivement, A;, i=1,2 2 saforme canonique de Jordan J;, i=1,2 , nous
avons :
AT—S ISl i 10D

ou bien ;
A=SJS!
avec
S = diag (S,,S;), J = diag(J,,J;)
et compte tenue de
Af—SursSsl i 1,2
J

. » 1=1,2 vérifient des majorations tout 2 fait analoges acesde A; , i=1,2.

" Maintennant, soit A une valeur propre de A, c'est 2 dire,de A, oude




A, oude tous les deux. La submatrice de Jordan associ€e sera :

Eiio o
0OAL10...0
5= e Y
1
i A
ce qui entraine 3 =)
AL @)mEl - |
0 A s
Lt = 3 : TR = (AI+M)" (3.11)
; (nl))‘n—l
0 s 0 A"

Par consequence, d'apres les hypothéses, on peut établir |A| < 1

Voyons plusieurs cases :

a) A valeurproprede A; et |A| = 1. Il faut que la multiplicité de A
soit 1, car, au contraire, J," n'aurait pas l'acotation dite, selon nous voyons d'apres
(3.11).

b) A valcur.proprc de A, et [A| = 1. Ilfaut que la multiplicité de A
soit plus pétite ou égal 2 2 (le méme raisonnement est valable ).

c) A quelconqueavec |A|< 1. Iln'ya pas des problémes.

2) ===>1). Trivial. F

Remarque, - La matrice A qui caractérise la méthode a une forme spéciale comme
somme diagonal de deux matrices de Frobenius A, , A; , avec polinéme
caractéristique

B (C) = p2(L)pT(E)

En outre, les vecteurs propres d'une matrice de Frobenius associées  une valeur propre
A sont c(Ak-1,2%k-2 _ 1)T | ( c = const.), donc les vecteurs propres de
A auraient la méme forme convenablement remplis avec ceros. Alors, le corolaire
suivant est immédiat.

3.6 Corollaire. - Siles racines {®, i=1,2 des polinémes caractéristiques p® ({)
d'une méthode {(p® (£),cD (), i=1,2} vérifient
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i) 1E®|<1, i=1,2
i) |[E®]=1, i=1,2 et multiplicité de A® pas plus grande que i

alors, la méthode {(p® (€),0® ({)), i=1,2} eststable.

Remarque. - C'est important souligner que pour stabilité nous impossons des
condictions moins restrictives que la stabilité des méthodes {(p® (©),c® (0))}, i=
1,2 separement. '

4. CONVERGENCE DE PFML.

Ensuite nous allons voir comment comparer la solution exacte du PVI
(2.1) avec Ia solution approchée obtenue par une des méthodes {(p® ({), o® (©)),
i=1,2} deja présentées.
4.1 Définition. - Nous dirons q'une telle. méthode est convergente si pour toute
fonction fe C; les solutions exacte et approchée du PVI (2.1) vérifient

lim || Y (t,)-Y,ll. =0, ksn<N=T/h (4.1)
h—> 0

tandis que les valeurs d'initiation satisfont

lim: CLEh) eG4 =0 (4.2)
h-> 0

Comme il est habituel, nous appelons erreur de discretization locale de la
méthode 2 1a quantité

;= ()Y
4.2 Définition. - Un PFML est convergente d'ordre p si
max ||d;|| = 0 (hP+!) (4.3)
k-1<ngN
quand h tends vers cero (h—— 0).

4.3 Théoréme. - Un PFML est convergente s'il est stable et consistente.

Démostration, : D'apres les hypothéses, la solution exacte vérifie
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YICE) =g (Y ()=, ) Y ()= n,+(y'()-n,) n=0(Dk

k k
Y @ y () =1 BO £ty (thy)h ¥ (tay))+ ePnpx (44)
i=0 i=0 n=0(1)N-k

k k
Y o® y(t) = h 2 B f (¥ ()Y (4,))+€P0 i

§=0 j=0

et si nous écrivons

Ye(t o) = [y(tm),...,y(tm>,hy'(t,,+k),...,hy'(t.,+1)]T

o, ; GG D) 0D )N RO GG ) =N 1) 1T
Oby S e® oy 0 he®ing 0y ot
les équations (4.4) devienent
Y(tk_l) =M + mk-l
(4.5)
Yt ) = AY(, , 1 )+h2 [N, y )Y 4y VROV )Y 1 )]

+('Qn+k
n=201..,N-k

qu'on peut considérer comme une version perturbée du probleme (3.3).
Les hypotheses de stabilité entrainent

1Y (t)-Y, Il < (X /m)+K] Z ol , k-1<nsN
j=k-1

N
< (K m)+K T LI Y ()Y g lle+2 (1@l +h]eD[) } (4.6)
j‘k

et ces de consistence

|e®:| < Cyh3, [eW| < C;h?

donc
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N
X (]e®|+hle®]) } < CTH
j=k

et par consequence

“ Y(tn)'Yn ”.,.,S [(Kl/h )+K2]{"Y(tk_1)'Yk_1||.¢+CTh2 }“-)0
h—> 0
k<n<N h s

Remarque. - Si les erreurs d'initiation sont telles que
[Ba -0t il = G002
et les erreurs locales sont d'ordre p ( > .1 ) telles que
| e(2)n| < kzhp+2’ | e(l)n| <K, hp-o;l

et en plus la méthode est stable, I'expression (4.6) nous permet d'afirmer que la
méthode est convergente d'ordre plus grande ou égala p.

S.QQN.SIRHCHQN_DLUNE_EAMILIE_DE_BEML.

Ensuite nous étudions la construction d'une famille de PFML qui est
simplement une généralization des formules classiques ( utilisées individullement )
d'Adams-Stormer et Adams-Cowell. Pour céla nous utilisons la méthode de Cowell, et
nous prenons au lieu de la fonction f leur polindme d'interpolation. Il faut rappeler
(Henrici (4 ) ) que si nous avons k + 1 points équidistantes

t=t+jh, j=0,1,..,k
h étant le pas, le polinéme d'interpolation de Newton pour la fonction f on peut écrire

k ==S
P(t):Z(-1)i(j )Vif Lt (5.1)
j=0

ol s =(t-t)/h,et Vif, estlaj-éme difference rétrogradeet f; = f(t;) (cest
la formule de Newton rétrograde ).
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Comme nous dej4 connaissons, notre équation différentielle a resoudre
est
y' = f(t,y,y') (5.2)

La technique classique de Cowell , rest sur deux points :
i) integrer I'équation (5.2) sur I'intervalle [ t , t + At ] pour obtenir :

t+A

v (t+At)-y' (t) = ) f(t,y(t),y(t)) dt (5.3)

ii ) développe la solution y (t) de (5.2) en série de Taylor pour t + At et
t - At, ce qui entraine ;

t+ A
y(t+At)-2y(t)+y(t+At) =), (t_+At-x)[f(x)+f(2t-x)]dx (5.3)

Si nous écrivons f, par £(t;,y (), (t,)), ¥y par y (&), ¥y pary ()
etnousprenons t =t et At = h et substituons f par leur polinbme d'interpolation
(5.1) dans les points t _y,t 4, g5t DOUS deduisons le suivant pair de
formules linéaires 2 pas multiple

k
yn+l',2yn+yn—l = h? Z’Y(z)j vif,

= (5.5)
k
Y'n+l'Y'n =h E‘Y(l)j ijn
j=0
1 -8 ., S
avec }(2)],=(-1)J'J.0 (1-s)[(j)+(j)]ds(56)

v“’,-=(-1>ijol (e

que nous pouvons calculer a l'aide des fonctions génératrices ( Henrici (6) ) par les
rélations recurrentes ci-dessous

D@yl

=9 (5. 7)

X (2/j+2)H, ¥Pn = 1

i=0
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BEOSERRIE - SR

e¢e H ,, =(1/m+1)+H , m>1
Compte tenue des relations ( Henrici (4 ) )
m
meq= i(-l)l(j ) a5
j=0
nous trouvons

k
Yael=2Vn Y01 = hz; B(Z)kj fn-j
= (5.8)

Yo =h ZB(I)I: f,

n-
j=0
donc les coefficients B, ; , i= 1,2 étant donnés par

1
(l) (‘l)li(-’- )’Y(l_|+l (5'9)

Remarquons que ces formules (5.8) sont explicites et par conséquece il ne
faut que 1a connaissance des valeurs f ,f ;,..,f .
1- Clest ainsi que quelques auteurs ( Herrick (4 ) ) appelent predicteurs ces formules

de Cowell .

 pour obtenir y_ ,,et y' .

Presque de la méme fagon, la substitution de la fonction f par leur
polinéme d'interpolation (5.1) dans les points t, 4 . 1>ty 255t 1 NOUS
donne les pairs de formules 2 pas multiple

*
Yo+1-2Yn*tYn-1 = hzz ﬁ(z) i

n +1-j
= (5.10)
*
yn+1 =h ZB(I) +l-j
j=0
ol les coefficients B®*, j» i= 1,2 sontexprimés par
: i+l :
ﬁ(')*k (-1)12( )'Y(’)*jn (5. 11)

et les coefficients ’y(i)*j , par des formules jumelles de (5.6)
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1 -8 s+2
'}(2)*1,=(_1)i-[0 (‘S)[( i )+(J )]ds

i - (5.12)
* : ;
'Y(l)j=(‘1)’-‘-o (J)ds
ou bien ils sont obtenues par les loies de recurrence suivantes
o~ %
G e S
. (5.13)

2 (2/§+2)H ¥ 0y = B
j=0

H,,;=(1/m+1)+H_, m>1 et d =deltade Kronecker

m m ?

Remarquons que, ces formules (5.10) sont implicites et par
coséquence il faut résoudre a chaque pas un systéme d'équations non linéaires, que

nous écrivons
A@)

* ;
Yool -DZPD of Y Y1)
(5.14)

1 : * 1
Yan+1 'hB(l) kOf(tn+l’yn+l’yn+l) = A

en utilisant un algorithme itératif qui doit départir des valeurs y©@_ _,,y@ _,
approchées. L'algorithme, par example des approximations succesives, si f est
lipschitzienne par rapport 2 y et y' avec constante L, nous munie une seule solution
de (5.14) si
%k *
Lhzmax{lﬁ(z) Q) |,|ﬁ(l) ko < It

Plussieurs auteurs appelent correcteurs ces formules de Cowell; habituellement on
utilise ces PFML (5.8) et (5.10) sous la forme prédicteur - correcteur en mode P (E
C)™E. Ces formules sont stables comme on peut vérifier simplement (voir corollaire
3.6).

6. APPLICATIONS PRACTIQUES.

Comme nous avons indiqué 2 l'introduction, le probléme dont
nous souhaitons l'integration est ce du satellite artificiel terrestre que nous pouvons
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mettre sous la forme

dr pr

dges s

+ P(t,r,r) (6.1)

Pour faire une épreuve de la validité des méthodes deduites au paragraphe cing, et de
leur comportement par rapport 2 notre probleéme général (6.1), nous en considerons
deux approximations : d'une partie, le probléme de deux corps (c'est a dire, P(t, 1, 1')
= 0 ) comme prémiere pas vers (6.1), et de l'autre , le probléme de deux corps

perturbée par une force proportionnelle 2 la velocité r' ( p.e., le frottemen

atmospherique ).

En avant a l'implementation des méthodes, nous avons fait une
normalization et une transformation de Levi-Civit4 ( Stiefel - Scheifele (8 ) ) définie
par

x| = “12 '“22
X; =2y W (6.2)
dt = rds (r=1u?+u?)

qui transforme le probléme de deux corps dans le probléme d'un oscilateur harmonique
bidimensionel :

u"+@?u=0 (6.3)
et l'autre déviens

v'+eu'+?u=0 (6.4)

ol o = \/( 1 -c)/ 2 , e ¢étantl'excentricité de la orbite et € une constante
d'ordre 10712 d'aprés Moore (9). Nous prendrons les condictions initials u (0) =
[LO1T , u'(0)=1[0,vg/2]F od vi? = (2/1)-(1/a) =1+e estla
 velocité initial cartesienne. '

Nous faisons la comparaison avec la solution exacte et avec la solution
approchée munie par une méthode classique d'Adams - Bashforth - Moulton ( Lambert
( 5-) )pour différentes valeurs de l'excentricité ( c'est A dire, de @ ) et pour plussieurs
valeurs du pas h apres 10 revolutions. Nous prennons ordre 8 pour les deux
méthodes, le mode P(EC)E et valeurs d'initiation les données par la solution exacte (que
nous n'écrivons pas ).

Les resultats obtenues dans un ordenateur VAX 11 - 780 sont montrés
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aux tableaux ci-dessous.

Les pas considerés =/ 10, m/20,n /30 sont des valeurs
recommendées 2 la literature. Les excentricités correspondent 2 des orbites circulaires
(e = 0) ou presque circulaires ( 0.001, 0.01 ), ou assez excentriques ( 0.1,0.2,0.5)
de satellites reels. ’

Nous tirons les suivantes consequences des tableaux adjoints :

12.- Les méthodes PFML marchent plux mieux quand 1' excentricité est
plus grande, ce qui est consequence de la regularization effectué ( Coffey and Alfriend

(10)).

2?. - Les méthodes PEML ddnnent meilleurs resultats que les obtenues
par les formules d'Adams - Bashforth - Moulton .

3%, - Les deux méthodes numériques travaillent mieux avec pas plus
petit. Remarquons que 7/ 30 est un pas qui se correspond 2 peut prés avec 100

seconds de temps.
4°, - Notre méthode marche trés bien tant pour € = 10" comme pour
€ = 1072, Notons que € = 10710 est trop grand pour les problemes re2ls.

METODO DE
EPSI H EXC STOR-COW-ADAMS  ADAMS-BAS-MOUL
0.000000000000 0.31416 0.0000 0.783D-08 0.452D-06
0. 000000000000 0.15708 0.0000 0.308D-10 0.183D-08
0. 000000000000 0.10472 0.0000 0.119D-11 0.723D-10
0. 000000000000 0.31416 0.0010 0.780D-08 0.451D-06
0.000000000000 0.15708 0.0010 0.307D-10 0. 183D-08
0. 000000000000 0.10472 0.0010 0.119D-11 0.720D-10 ‘
0. 000000000000 0.31416 0.0100 0.752D-08 0.435D-06
0. 000000000000 0.15708 0.0100 0.298D-10 0.177D-08
0. 000000000000 0.10472 0.0100 0.115D-11 0.698D-10
0. 000000000000 0.31416 0.1000 0.473D-08 0.284D-06
0.000000000000 0.15708 0.1000 0.197D-10 0.117D-08
0. 000000000000 0.10472 0.1000 0.774D-12 - 0.466D-10
0.000000000000 0.31416 0.2000 0.286D-08 0.177D-06
0. 000000000000 0.15708 0.2000 0.109D-10 0. 688D-09
0. 000000000000 0.10472 0.2000 0.417D-12 0.269D-10
0. 000000000000 0.31416 0.5000 0.337D-09 0.214D-07
0. 000000000000 0.15708 0.5000 0.131D-11 0.815D-10

0. 000000000000 0.10472 0.5000 0.454D-13 0.320D-11




METODO DE

EPSI H EXC STOR-COW-ADAMS  ADAMS-BAS-MOUL
0.000000000001 0.31416 0.0000 0.783D-08 0.452D-06
0.000000000001 0.15708 0.0000 0.308D-10 0.183D-08
0.000000000001 0.10472 0.0000 0.119D-11 0.723D-10
0.000000000100 0.31416 0.0000 0.783D-08 0.452D-06
0.000000000100 0.15708 0.0000 0.308D-10 0.183D-08
0. 000000000100 0.10472 0.0000 0.119D-11 0.723D-10
0. 000000000001 0.31416 0.0010 0.780D-08 0.451D-06
0. 000000000001 0.15708 0.0010 0.307D-10 0.183D-08
0. 000000000001 0.10472 0.0010 0.119D-11 0.720D-10
0. 000000000100 0.31416 0.0010 0.780D-08 0.451D-06
0.000000000100 0.15708 0.0010 0.307D-10 0.183D-08
0. 000000000100 0.10472 0.0010 0.119D-11 0.720D-10
0.000000000001 0.31416 0.0100 0.752D-08 0.435D-06
0. 000000000001 0.15708 0.0100 0.298D-10 0.177D-08
0. 000000000001 0.10472 0.0100 0.115D-11 0.698D-10
0. 000000000100 0.31416 0.0100 0.752D-08 0.435D-06 ¢
0. 000000000100 0.15708 0.0100 0.298D-10 0.177D-08
0. 000000000100 0.10472 0.0100 0.115D-11 0.698D-10
0. 000000000001 0.31416 0.1000 0.473D-08 0.284D-06
0. 000000000001 0.15708 0. 1000 0.197D-10 0.117D-08
0. 000000000001 0.10472 0.1000 0.774D-12 0.466D-10
0. 000000000100 0.31416 0. 1000 0.473D-08 0.284D-06
0. 000000000100 0.15708 0.1000 0.197D-10 0.117D-08
0. 000000000100 0.10472 0.1000 0.775D-12 0.466D-10
0. 000000000001 0.31416 0.2000 - 0.286D-08 0.177D-06
0. 000000000001 0.15708 0.2000 0.109D-10 0.688D-09
0. 000000000001 0.10472 0.2000 0.420D-12 0.269D-10
0. 000000000100 0.31416 0. 2000 0.286D-08 0.177D-06
0.000000000100 0.15708 0. 2000 0.109D-10 0.488D-09
0. 000000000100 0.10472 0.2000 0.418D-12 0.269D-10
0. 000000000001 0.31416 0.5000 0.337D-09 0.214D-07
0. 000000000001 0.15708 0.35000 0.131D-11 0.815D-10
0. 000000000001 0.10472 - 0.5000 0.424D-13 0.320D-11
0. 000000000100 0.31416 0. 5000 0.337D-09 0.214D-07
0. 000000000100 0.15708 0.5000 0.131D-11 0.815D-10
0. 000000000100 0.10472 0.5000 0.422D-13 0.320D-11

CONCLUSIONS,

Nous avons formulé une généralization des méthodes de Cowell pour
I'integration directe des équations différentielles du second ordre, derivée premiére etant
present ou non, sous la forme de pairs des formules linéaires A pas multiple ( PEML ),
au lieu des formules classiques de Cowell A différences centrales ou retrogrades. Nous




avons possé les définitions d'ordre, consistence et stabilité des PFML et étudié leur
 caractérisation d'apres une formulation matricielle trés €légant qui nous permet oftenir le
resultat (3.6).

De la méme fagon nous avons prouvé une condition suffisante pour la
convergence de PFML. Maintenant nous sommes en train d'étudier quelques propietés
de stabilité. :

Comme un cas particulier nous avons décrie la construction d'une famille
de PEML qui est simplement le pair predicteur - correcteur de Cowell - S6rmer - Adams
que quelques autres auteurs ( Herrick ( 2 ), Merson ( 11 ) ) ont deja presenté avec
différences centrales ou retrogrades, et qui est d'une plus facile implementation.

En fin, nous avons fait une épreuve pour deux problemes assez
representatives du probleéme général : le probleme de Kepler et le probléme de Kepler
perturbé par le frottement atmosphérique. La consequence tirée par nous sont que ces
PFML marchent trés bien quand on compare avec les méthodes d'Adams - Bashforth -
Moulton.
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Estudio cualitativo e integracion de las ecuaciones del
movimiento del "main problem" ecuatorial
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Resumen: En este trabajo estudiamos el movimiento de un satélite artificial
terrestre en una aproximacion de primer orden, sujeto a moverse en el plano
ecuatorial de la Tierra. Estudiamos cualitativamente las posibles trayectorias,
tratando el problema como un campo de fuerzas centrales. Finalmente integramos
analiticamente el problema, obteniendo la ecuacién de la 6rbita y la ley horaria del
movimiento en funcién de integrales y funciones elipticas.

1.Introduccion.

En este trabajo estudiamos el movimiento de un satélite artificial terrestre sujeto
a moverse en el plano ecuatorial. El movimiento consistird en un problema kepleriano
perturbado, con una perturbacién inversamente proporcional al cubo de la distancia y
cuya 6rbita tiene una inclinacién de 0°. La energia potencial de este modelo viene dada
por

v=-L_ g UL (1.1)
L

donde r es la distancia del centro de masas del sistema al satélite, € = J, (término debido al
achatamiento de la Tierra) y | es la constante gravitacional.

En la expresién (1.1) se observa que el potencial es una funcién que solo
depende de la distancia radial r y, en consecuencia, podemos considerar el movimiento
del satélite como el movimiento de una particula bajo la accién de un campo de fuerzas
centrales, donde la magnitud de la fuerza es

\Y%
d (r)=-L-g_3_u. ‘ 1.2)

f(r) = -
dr r2 21,4
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Por lo tanto, el movimiento tedrd lugar en un plano(plano ecuatorial terrestre) y para su

estudio utilizaremos coordenadas polares (r,0).
2. Ecuaciones del movimiento.

Las ecuaciones diferenciales del movimiento en coordenadas polares vienen

dadas por
2 2
&) @1
dt ;
d 2 d6
o (r r )=0 2.2)

siendo f(r) la magnitud de la fuerza de atraccién dada en (1.2). La ecuacién (2.2) nos da
la integral de las 4reas o del momento angular

2 d
—=h, : 2.
IS (2.3)
de manera que, si despejamos la velocidad angular y sustituimos en la ecuacién (2.2)
obtenemos
2 2
d 1h
= Po=—1] 2.4)
2 232
dt it

En la expresién (2.4) se refleja que nuestro problema de tipo bidimensional ha quedado
reducido a un problema unidimensional equivalente, donde la cantidad

2
1h
Vc=V(r)+§—2—

representa una energia potencial ficticia que serd muy util para poder estudiar
cualitativamente las posibles 6rbitas del movimiento.

Considerando la integral de la energia del movimiento
E7idr \2
E=§'(a‘) + V ()

y despejando la velocidad radial obtenemos formalmente la solucién en funcién del
tiempo
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dr
t-t,= j _— (2.5)

. JZE-V,0)
t
h
60-9=J > dt (2.6)
o (0
o en el caso de que nos interese la ecuacién de la érbita junto con la ley horaria
T
~( = h
O=° J . dr @7
7ol /2 [E-V. (@]
L)
r (0) :
t—to=J—h—d9 (2.8)
e0

3. Descripcion cualitativa de las orbitas.

Para una discusién cualitativa del caridcter de las 6rbitas, usaremos
representaciones gréficas de la energia potencial ficticia V_ para diferentes valores del
momento angular h. Derivando la energia potencial ficticia V (r) e igualando a 0,
obtenemos la siguiente ecuacién de segundo grado:

2ur?-2h?2+3ep=0,
de donde obtenemos los puntos extremos.
-Si h* > 6 p? g, la funcién V, tiene dos puntos extremos para
hzi‘/h4-6u21—:
2p

cuyo carécter se determina sin mis que tener en cuenta que V (r) — 0° cuandor — oo.
Por lo tanto,

V@)=V, i, <0

€,min
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V,()=V (>0,sih*>8p2e)y(<0,sih*<8p2e)

€, max

ver las figuras (1.2) y (1.b)
-Sih* <6 p? e, lafuncién V. (r) serd monétona (ver la figura (1.c) )
De las tres posibles graficas obtenidas para la energia potencial ficticia,

estudiaremos con detalle el caso de la figura (1.a), siendo anélogo el estudio de los

restantes casos.

min

Figura (1.a) Figura(1.b)
4
Vv

(]

Figura (1.c)

SilaenergiaE>V la particula procedente del infinito cae en el centro del

max >
potencial y la velocidad angular aumenta de acuerdo con la ecuacién d6/dt = h/r2 (ver las
figura 2.a y b). Para grandes distancias tales que € p/r> << pr , el término dominante en

la energia potencial es - pl/r y la érbita serd muy préxima a una hipérbola. En el caso en
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que la energia sea muy proxima a V., la particula pasa lentamente através del rango de
r, es decir, la particula gira alrededor del centro de fuerzas dando un gran nimero de

vueltas y luego cae hasta el centro (ver la figura 2.b).

Figura (2.b) : Figura (2.a)

SilaenergfaE =V ., laparticula se aproxima asintéticamente al punto r =t
en su movimiento radial. Si la particula se encuentra en la regién r > r_, la érbita serd
una espiral que se aproxima al circulo de radio r, y centro el centro de fuerzas, por el
exterior (ver la figura 3). En el caso en que la particula se mueva en laregiénr<r,_,la
particula parte del centro de fuerzas y se aproxima al circulo antes mencionado, por su
interior (ver la figura 3). Finalmente, el movimiento a lo largo del circulo r = I, es
posible, pero es muy inestable, de forma que, cualquier cambio producido en las

integrales E 6 h, har4 que la 6rbita deje de ser circular.

Figura 3

Si 0<E<V

particula,r <a 6 r>b. Sila particula se mueve en la regién r < a, la érbita tiene la

max » tenemos dos posibles regiones del movimiento para la
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forma de un trozo de espiral y la particula cae hacia el centro de fuerzas (vef la figura 4.a).
Si la particula se mueve en la regién r > b, la particula viene del infinito y es reflejada por
la barrera de potencial volviéndose de nuevo al infinito (ver las figuras 4.b y c). En el

casoenquer>b y E sea muy pr6ximaa V la particula viene del infinito, da una

max ’
serie de vueltas en la proximidad del circulo r = b y luego se vuelve al infinito (ver la

figura 4.c).
2
> r
T r
Figura(4.a) Figura(4.b) Figura (4.c)

Si V. <E<O0, la particula da lugar a oscilaciones rédpidas en el rango
c<r<d. Silaenergia es proxima a cero, la amplitud de las oscilaciones radiales ser4
grande y su periodo puede ser también grande, dando lugar a varias revoluciones durante
una oscilacién radial (figura 5.a). Cuando la energia E es proximaa V_. ,la 6rbita es

préxima a un circulo de radio r, y las oscilaciones radiales son pequenas (figura 5.b).

4,
!

Figura (5.a) Figura (5.b)

Si E=V_ . ,laparticula se mueve sobre el circulo de radior =r_.

En la siguiente seccién, estudiaremos con més detalle el movimiento de la

particula cuando la energfa E < 0 (movimiento acotado).
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4. Estudio del movimiento acotado.

Las ecuaciones diferenciales del movimiento, en nuestro caso, vienen dadas por

2 2 :
d_r_r(ﬁ)z-_u_-gl‘ @.1)
2 dt 2 4
dt T it
d 2 dO
a—(r E)’O 4.2)

y de la expresion (4.2) se obtiene inmediatamente la integral del momento angular dada en
la expresion (2.3) :

Para resolver el sistema de ecuaciones (4.1)-(4.2), podemos despejar la
velocidad angular de la integral del momento angular, sustituirla en la ecuacién (4.1) e
integrar la ecuacion resultante. Pero nosotros estamos interesados en la obtencién de la

ecuacién de la érbita y, por lo tanto, utilizaremos la expresién (2.7) de la seccién 1

h dr
e-eo=_[ , 4.3)
2
0

h
U 2(E +L- 2+J£§3-)
ey

Efectuando el cambio de variable dependiente

1 1
Ir=—, dr=-—2du
U u

la expresién (4.3) adoptaré la forma

du

0-0) =
o000

(4.4)

donde  y=-peh?s>0,

P(u) = ay+a, u + a,u? - w3,
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La parte de la derecha de la expresion (4.4) es una integral eliptica incompleta de primer
orden, sin embargo, antes de proceder a la resolucién formal de la ecuacién (4.4),
haremos un anélisis de la cibica P(u) y del rango de la variable u, desde el punto de
vista de 1a mecénica orbital.

Consideraremos orbitas de tipo eliptico que presenten puntos de mixima y

minima proximidad a la masa atrayente, que se designan con los nombres de apodbside y
peridbside, de radios T, y T, respectivamente. En estos puntos se verifica

dr

— O,

dt
y teniendo en cuenta la transformacién de variables efectuada, tenemos
I 'dr = 1dr

du_

dg § ;2dg " ndt

De donde deducimos que la condicién de 4bside vendré dada por

du 3

== =) 4.

TS (4.5)
De la expresién (4.5) se deduce que dos de las raices de la ciibica P(u) serdn los 4bsides
y, por lo tanto, tendrd dos raices reales positivas. Teniendo en cuenta que las raices
imaginarias deben aparecer en pares conjugados, concluimos que las raices de dicha
cibica son todas reales y al menos dos de ellas son positivas. Si designamos a estas

raices por u,, U,, Uy, y suponemos que las tenemos ordenadas en orden decreciente

como la variable u ha de estar acotada entre dos de estos valores sucesivos, los dos
posibles rangos para u son:

ul>u2>u>u3, ul>u>u2>u3

Teniendo en cuenta que P(u) = (u; - u) (u - u,) (u - uy), si suponemos que estamos en el

primer caso, P(u) <0, el argumento bajo el signo del radical serd negativo y llegamos a

una contradiccién (ya que en caso contrario la cibica tendria dos raices imaginarias
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conjugadas). Por lo tanto, el rango de u serd u; >u >u, > u; y las raices u; y u,
tendr4n un significado especial

1 1
e
P a

Ecuacion de la orbita.

Tomando condiciones iniciales 8(t,) = 8, en la época de paso del satélite por el
peridbside e integrando la ecuacién (4.4) (ver Byrd and Friedman[3] 236.00), resulta

VACE 90) = - —2— sn'1 (sen @, k) © (4.6)

Uyits

done k es el médulo de las funciones e integrales jacobianas elipticas, y en nuestro caso

tiene el valor
Uty

Uy

k= <1,

la variable argumento ¢ es concida como la amplitud de la integral eliptica de primer

orden, y en nuestro caso viene definida por

USe==U

¢ = arcsen 0<op<m2

UsEll

1

Invirtiendo la expresién (4.6) obtenemos la ecuacién de la érbita

1(0) = ] (4.7)

1-0” snz[y* /ul-u3 (9~60)]

donde las constantes o, B y 7y vienen dadas por

La funcién sn? es una funcién periédica de periodo 2 K, donde K es la integral
eliptica completa de primer orden definida por K = F(m/2,k). De acuerdo con esto, €l
radio vector es una funcién periédica de 8 con periodo

11




Sin embargo, T # 21 y la distancia radial es obtenida de nuevo cuando el radio vector gira
hasta T. Esto implica que, en general, la trayectoria del satélite no es cerrada, trazando
una curva esquematica como la dada en la figura 6.

figura 6.

Durante el tiempo transcurrido entre dos pasos sucesivos del satélite por el
peridbside, el radio vector del peridbside habré girado un 4ngulo

A¢, =T-2x

Para que la trayectoria del satélite sea cerrada, se ha de verificar que el nimero k = A ¢>p/ﬂ:
sea un numero racional, ya que en caso contrario, la trayectoria seria densa en el anillo
T St <r, (ver Puel[5]).

Ley horaria del movimiento.

La ley horaria del movimiento la deduciremos de la integral del momento
angular (2.3) y la expresién de la ecuacién de la 6rbita, resultando

t @
=~
EI)

b 8,

. (4.8)
(l-a sn 6(9 9))

donde &=7v* (u, - uy'?

Si hacemos el cambio de variable ¢=0(0-6;), dp=06d8 y comenzamos a contar
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dngulos desde el peridbside (8, = 0), la ecuacién (4.8) queda:
0) j (4.9)
0 (1 - sn ¢)
donde t; es la época de paso por el peridbside

Para resolver la ecuacion (2.9), utilizaremos la férmula 336.03 dada por Byrd and

Friedman[3], obteniendo la siguiente ley horaria (ecuacién de Kepler generalizada)

2 2
N (t-t)=C, T, k) + C, E@, k) + C, TI($, &%, k) + C, sen ¢ cos ¢/ 1-ksen’¢

D)
1-0%2sen " ¢

donde las constantes vienen dadas por

C =U1U3+U1U3+U2U3

3
2u2u

3
(ul = u2) (ul = U3)

4
2u2u

3

La ley horaria viene expresada en funcion de las integrales jacobianas elipticas
de primero, segundo y tercer orden y de la variable ¢ que a su vez es una funcién lineal
de 6. Hacemos notar que no es sencillo invertir esta ecuacién, andloga a la ecuacién de
Kepler, sin embargo la variable 6 puede ser computada , para un instante dado t,
mediante un algoritmo de tipo numérico como el método de Newton-Raphson. Una vez
calculada 6(t) el radio vector vendra dado por la ecuacién de la érbita (4.7), con lo cual

el problema queda totdlmente resuelto.
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METODO ESTROBOSCOPICO EN VARIABLES DE DELAUNAY. APLICACION A UN
RADIAL DEL SATELITE ARTIFICIAL.

A. ABAD, A, ELIPE Y M.L. SEIN-ECHALUCE

Departamento de Fisica Teorica. (Astronomia). Universidad de Za-

ragoza. 50009 Zaragoza (Spain).

The second order stroboscopic method is developed and an
application to the 2zonal Earth satellite formulated in Delaunay
variables is made. The advantages of these variables versus Hill

variables for this method are expossed.

1. INTRODUCCION.

El método estroboscépico, propuesto por Roth (1973), es un método semianalitico
que ha sido utilizado con muy buenos resultados en andlisis de mision, en prediccién de
vida de satélites, en construccién de ventanas de lanzamiento, etc.

Dicho método consiste esencialmente en rentringir la validez de la teorfa analitica a una
unica revolucién, y después de ésta, aplicar la misma teoria a los elementos actualizados en
la siguiente revolucion, y asi sucesivamente, de modo que se pueden calcular numerosas
orbitas.

Una de las principales ventajas de este método la constituye el hecho de que se obtiene
una gran velocidad de célculo, y como se ha comprobado, una buena precisién incluso
después de cientos de revoluciones (Janin, 1979).

El método estroboscdpico ha sido utilizado en diferentes conjuntos de variables:
elementos cldsicos (Roth, 1973, 78, 79), elementos equinocciales (Lecohier, 1985),
variables de Hill (Sein-Echaluce, Abad y Elipe, 1987), etc. En estas iltimas, se pierden
gran parte de las ventajas del método al aparecer términos de orden cero en las ecuaciones
diferenciales del movimiento.
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En el presente articulo, siguiendo la extensién de segundo orden obtenida por los
autores, formulamos el problema de movimiento de un intermediario correspondiente a un
satélite zonal en variables de Delaunay, con lo que se evitan las anteriores dificultades.
Légicamente, es de interés la utilizacién de las variables de Delaunay en el problema inicial
(antes de promediar), sin embargo, planteamos el intermediario radial para destacar la

ventaja de estas variables frente a las de Hill.
2. METODO ESTROBOSCOPICO DE SEGUNDO ORDEN.

Consideremos las ecuaciones del movimiento de una particula atraida por un potencial

Kepleriano perturbado:
dx 0 1 2
— = F + €F + €F
dt (1)
d 0 1 2
=Y _c+ec+ e

dt

siendo x=(X{,X,,...X)) €l sistema de variables, e y la variable angular rdpida (por ejemplo

anomalia verdadera, excéntrica, media, etc.).

De acuerdo con la estructura del método estroboscépico, se introduce la variable
répida y como la nueva variable independiente, con lo que el sistema (1) adopta la

siguiente forma
0 1 2 2
dax E i EE TS CCF

a 0 1 2
4 G + &G + €26

(2)
gt 1
=0 1 2
¥ G4 e+ el
La solucién de éste vendra dada por
0 at ) 2
X = EX B X
(3)

0 1 2.2
o=t E e CEEE ESE

(los superindices 0,1,2 corresponden a la perturbacién de orden 0,1,2).
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De acuerdo con las expresiones (3), los segundos miembros de la ecuacién (2)
pueden ser desarrollados en serie de Taylor. Derivando a continuacién (3) e identificando

los coeficientes de las potencias del pequefio pardmetro € en las ecuaciones (2), se tiene

0 0
dx F 0 (4)
= o =
e :
dx! i ik o) Dz 0 1 (jEs
d_y= % [F G+ G Fk-xk—FG
(G ) 2 (5)
0 0 1 1 0 1
- F. G %] = @ (x ,x,y)
2
dx 1 (0} (o) 22 0 S50 (o) il 2 0 2
= = === [ R E(GHI-"FGC e mE(C) T =
4 (G)
(00 it 1 00 0 0 1 0
=P G kak—FG Enizgs ar APE kak+
1
n
0 2 1 ]l 0 2 0 2 001 0
+ (G ) ZFkxk+(G) ZFkx—GG Fkxk—
1 1
n n (6)
1550 0 1 1 OOZZ 0 1
- FG kak—?FG ijxkxj+
1 1 1
n n
il 0=2 0 157 0 0 15552
= (@) ZZijxkx + F (G, x) -
at 1
n n
0 0 1 0 1 0 1 2
e (D x,J(ZGj x) = @(x,x ,x )
1 1

donde las funciones G!, F! se calculan en x° y las funciones Fy, ij son las derivadas con

respecto a las componentes x; y ij, ij las segundas respecto a x; y X;j.

Siguiendo el mismo proceso, el sistema correspondiente al tiempo t viene dado por
las expresiones

0

dat 1 0
e —o=\+"°(x,'Y)
= G

(7)

1
dat

e 0 2
o4 G )

(8)

1 - o1 10
[G+2kak]=w(x,x;y)
1




n n (9)

A continuacién se aplica el esquema del método estroboscdpico para integrar este
sistema, teniendo en cuenta que en general, la solucién de los sistemas diferenciales (4, 5,
6), no son un conjunto de cuadraturas como sucede con los elementos orbitales cldsicos

(Roth, 1979) o con las variables de Delaunay como se verd més adelante.

La solucién de segundo orden, después de n revoluciones, es de la forma

2 0 1 2
x, =x + Ax + Ax (10)
con
2n
1 1 (o} 1k
Ax_ = sJ'q> (x ,x ,y) dy
2T
2 Oy g )
Ax_ = ezj o (x ,x,x,y) dy

0

donde el simbolo integral debe entenderse como la solucién del sistema diferencial cuando

la variable rdpida sufre una variacién de 2 & .

Para mis detalles, véase Roth (1979).
3. INTERMEDIARIO RADIAL EN VARIABLES DE HILL.

Aunque el contenido de este epigrafe aparecié en Sein-Echaluce et al.(1987),
exponemos aqui brevemente la formulacién en variables de Hill, con objeto de resaltar el
inconveniente m4s importante que aparece en estas variables, que sin embargo queda

eliminado en otro conjunto como el de Delaunay.
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Consideremos un satélite moviéndose en un campo gravitatorio simétrico de la forma

ve-da- Y @ e, (sen 9) s

n=2
siendo a el radio ecuatorial, J, los arménicos zonales, P (sen ¢) el polinomio de Legendre
de grado n en sen ¢ y ¢ la declinacién del satélite.

Si la funcién Hamiltoniana la tenemos expresada en variables de Hill (r,0,v,R,®,N),
tras aplicar dos transformaciones canénicas de tipo Lie (ver Cid et al. 1985), se obtiene un

nuevo Hamiltoniano, promediado, de un grado de libertad en las variables (r, R), dado por
la expresion

12 i b I
H = — v, _ 4 N
2(R+ 7 r+53(2 4

= r

2 2 e a
2 & [35 (4s -3) z Y o 0
2

- 2 B, ] +
2 4 = 58
2r p 8 n=2 P (n-2)
2 2
2 2 3s (23s -16
= 922 7S [ ( )
32
2r p
i J'2n 0 nzl 2n-1 23 1 2§-2
. ) 2aidag oy V) ("2"e) ]
n=2 P 3=1

siendo todos los coeficientes que aparecen funciones exclusivas de los momentos (®,N),

que son constantes, de la variable r y de su momento conjugado R.

Aplicando la teoria expuesta en el apartado anterior, obtenemos para el orden cero

2 )
— =R (r) /O
dé

0
av (12)
—=0

do

dR=Q_L
do s o e

La integracién de este sistema es muy fécil, toda vez que coincide con el movimiento
85




no perturbado del problema de dos cuerpos, y por tanto, se conoce la expresién explicita de

las variables r y R en funcién de la variable 6.

Para el primer orden, se tiene

' 22 030!
dr1 = 2R0r0r1 " (ro)2 R1 " SHENITrR
doe ® ® 5 @5
ik
dv. 3uN (13)
3
d6 2r09
1 1 2 E=2: 2
drZ & 6r b 31 (2-3s ) ; 3UN 3UN
= 2 2 - 2
d6 ) 40 () 20" 20° (2

En este caso, aparecen tanto r! como R! mezclados, siendo por tanto necesario el
resolver dicho sistema mediante métodos numéricos, con lo que se pierden en gran parte las
ventajas inherentes al método estroboscépico. Algo andlogo sucede con las ecuaciones de
segundo orden. No obstante, parece 16gico pensar que una adecuada eleccién de la variable
rdpida (una anomalia intermedia) nos pueda solventar la mencionada dificultad. Dicho
estudio est4 en fase de realizacion.

4. INTERMEDIARIO EN VARIABLES DE DELAUNAY.

Vamos a considerar a continuacién el movimiento del satélite descrito anteriormente en

variables de Delaunay (1,g,h,L,®,N), (donde hemos puesto ®=G, N=H, para evitar
confusiones de notacién). Tras dos transformaciones de tipo Lie con objeto de eliminar las
variables angulares g y h, y utilizando los desarrollos de Hansen para el movimiento
eliptico, se obtiene el siguiente intermediario:

2 2
e U s e e
> 2 e (14)

2

6 2
3 1+ f 4 2
cesro A bhe COSE) g 8 o ity e4—(23 ST s

i o

donde la excentricidad e y la anomalia verdadera f son
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E = =

2
(C)
e = v f = £(1,6,N)

L
En este caso, consideramos la anomalfa media 1 como la variable angular répida, y
podemos aplicar el método estroboscépico tal como aparece en el parrafo 2, resultando los

siguientes sistemas de ecuaciones para los distintos érdenes (0,1,2) correspondientes a las
variables g, hy L:

i 8 ) 1
d1 d1 d 1 (1.5)

280 0 0
0 0  r (4N -®) (1+e cos f)
= s (L' + e cos f) [ >
® ®

il : 1 0
=y (3N2—®2) (1+eo cos fo)L] = Uil (0eE L)

1 0 3

d h 3N (L) 0 0.3 it (16)

T = (l+e cos f) =¢2(L;l)
g 2 6
dL1 3 2(LO)6

e 2= 0 0 4 150
= (3N -0) (1+ ecos £) = ¢.(L ;1)
d1 11 3
4 ©
y para el segundo,

2
dg 1 11 0 0_11 150 21 0
— = femc- et —wie-rc)]
clSELE 0 2 L L

(G)

2

d h 12 0 g 120 22 0
= [e- cE )iz 2B = F e (17)
otk 0.2 T
(G)
2
d L 13 0 os13 o 1350 23 0
= L @ e e e )

d i (G0)2 I T,

donde las funciones FJ, G* Fig, Glyp' estdn evaluadas en LY, y vienen dadas por las

expresiones:
11 -3 u2 2 4 N- O
E = (l+e cos f) [— (1+e cos f£) =
8 (S
C)
3N- @

= ——— (4 oo f)e]




6
S 3 L (l+e cos f) ks 5 (1+e cos f) + (l+e cos f)e]
8 810 (S)

2
Slaiei ey 32— 23 = 6 sl L

2

N 2 28 =080 2
+(1+ec:osf)‘[—3 [85—3+—es-4e]—
e
(CH 2
= 2(2354—163)}
4 L
3} : 3
F12= HB (1+e cos f)
2 O
3 6 2
22 = N
222 =Sl O

e 2
(licicosif) les— 30+ = s s g)|
8 @12 :

2 3
4
B -3—”—-% (3 N°- ©%) (1+e cos )

1
4 ©
3 : L3 3 2 'ez 2
F23=—-£-e—senf(1+ecosf) [85—3+—(23s—8)]
13 2
8 ®
siendo
2
2 0 L 2
(l+e cos f)9= = [cos f - — e sen f(2sen £ + —sen 2f)]
2 2 2
e L ®
: 2
@2

(1+e cos f)L =

L e
z [cos i — € sen f(2sen f+ ? sen 2f)]
esily

En esta ocasion, las ecuaciones (17) son cuadraturas, debido a que en cada orden
solamente aparecen las soluciones correspondientes a los 6rdenes anteriores, que
previamente son calculadas. Debido a este hecho, se obtiene una gran velocidad de célculo.

Las ecuaciones correspondientes a la variable temporal t, son:




1 0 6
dit = 3(L ) 3N2 @2 1+o 0 0
T = ( ) (1+e cos f ) (1+e cos f)L—

20 p
0 2
3(L ) 1
= ———
2
v
2
dt_ [oz =kl SR OpE 0/ Eue] L0 L )
e B —GG—GGLL—GGLL—?GGLL(L).].
(G )
L) L ot O
H (G + 2 66l L +(GLL)]
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MOVIMIENTO DE UN SOLIDO PESADO EN UN CONJUNTO SUPERABUNDANTE
DE VARIARLES

R. CID® Y M.E. SAN SATURIO'

*Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza.
tDepartamento de Matemdtica Aplicada a la Técnica. E.T.S.I.TI.

Universidad de Valladolid.

In this paper we study the rotational motion of a heavy rigid
body, formulate in a set of redundant and complex variables
(21,22,23,24) and their conjugate momenta (21,22,z3,24). These
variables are defined by means of the Euler angles (Vv ,8 ,6) and
their conjugate momenta (pw,pe,p¢).

In this conditions, explicit expressions for the fundamental
equations and first integrals are given. Our study is applied to
the case of Lagrange-Poisson, checking the involutory character
of the integrals. Besides, a close solution of the problem by

means of the Weierstrass elliptic functions is given.

1.- INTRODUCCION.

En recientes trabajos (M.E. San Saturio, 1986; R. Cid y M.E.
San Saturio, 1987) los autores demuestran un cierto ntimero de pro-
posiciones que definen las condiciones y propiedades inherentes
a transformaciones candnicas que aumentan el n@imero de variables.

De manera mds concreta, si se considera una transformacién,

definida por funciones de clase cl2)

d; = 95 (Q) Py = L p,; (39;/93Q4) (1.1)

donde (g,p) es un 2n-dimensional espacio (ql,qz,...,qn;pl,pz,...

pP,) ¥ (Q,P) un 2(n+l)-dimensional espacio (erer---rQn+17 P,
Pz,...,Pn+1), se demuestra que:

"Un sistema diferencial

q; = 9H/9p; p; = —0H/3q; (= ). (1.2)

con un hamiltoniano H(qg,p,t), de clase C(Z), puede ser transfor-

mado en un nuevo sistema




O, = dH*/3P, D= —OH*/30. f& (0=15,25m Soymitl)s {(@53)

de hamiltoniano H* = H[q(Q),p(Q,P),t] por medio de la trans-

formacibén canénica (1.1)".

Dicha proposicibén, combinada con otra anterior, demuestra
gque cada solucién Q(t), P(t), del sistema (1.3) determina una
solucibén g(t), p(t), del sistema (1.2).

2.— ECUACIONES QUE DEFINEN EL MOVIMIENTO DE UN SOLIDO RIGIDO.

Recordemos que el movimiento de un sélido rfgido, con un
punto fijo O, viene perfectamente definido por medio de los tres
angulos de Euler (y,6,¢), que determinan la posicibén de un sis-
tema mévil OX X, X, rigidamente unido al s6lido, con respecto a
un sistema fijo OX, X, X,.

En tales condiciones, si (Il'Iz'Ia) son los momentos prin-
cipales de inercia del s6lido, que determinan la orientacidbn
del sistema mévil Ox,X,X;, los momentos (pw,pe,p¢); conjugados
de las variables (¢,6,¢), quedan definidos por las igualdades

= I,w;senfbsen¢ + I,w,senfcos¢ + I wyCOS B
= Ilmlcos¢ - I,w,sen ¢

= Iiu;

q.)senﬁsenq; + écos¢
1Lsen6cos¢ - ésenq)

@cosﬁ + é

las componentes de la velocidad angular del sé6lido en el siste-
ma movil.

Identificando las variables (y,6,¢) con (q,,9,,9,) y los

momentos (pw,pe,p¢) con (p,,P,,P;), las ecuaciones diferencia-
les del movimiento coinciden con (1.2), siendo ahora

i

2
sen ¢
H = 8) + +
ZH [sene(pw P 4COS ) Pecos¢J

1 | cos¢ 2 e
= Ei: Sene(p¢ - p¢cose) — pesen¢} +




En el caso concreto del s6lido pesado, el potencial U adop-

ta la forma
u = x?sen gsen ¢ + xgsen gcos ¢ + xgcos 8 (2.4)

donde (x?,xg,xg) designan las coordenadas constantes del centro

de masas del s6lido en el sistema mbvil.

3.- EXTENSION CANONICA RELATIVA A UN CONJUNTO SUPERABUNDANTE DE
VARIABLES COMPLEJAS.

Consideremos el conjunto de cuatro variables

8 1 8 ==
sen;z-el‘5 sen—e 0

: 5F =il io
icos —e

: 0
-icos—e
2 2

it | =]l =
(o= {(w‘*"b) O = ;(‘b ¢’)

y calculemos sus productos binarios
) . s ; e
senzi %sene e = %sene e 2517
(13531

28 i i
—; seng e

cos “— z —i-sene el¢ v
2 2
Combinando adecuadamente estos productos, obtenemos las si-
guientes igualdades

+ 1 cos 0

isenf cos¢ senf sen¢d (3.4)

= senf seny isenf cosy

(B1.5)

férmulas (3.4) resultan facilmente las relaciones

27/ z,2,2,2, coS:HE =

2,2, + 2123 = ;
e Ccos
2'/2122232u




sen¢ 2,2, + 2,24 cos ¢ £ i(z,2, - 2z,2;)

sen g 42122232u sen 6 4zlzzz3zu

Por otra parte, derivando parcialmente las igualdades (3.5)

con respecto a las variables z; , obtenemos

i
e il e W e aaie
9z, 2z, - 0z5 Py Ban Z50 . ozZu 22z,
QD EnNE ol oIy A oo IO oy (3.7)
T e R R e e e o e Ry S e PR — o
92 Z, z, Z, 0Z 4 Z 4 9z, Z,
e 3 i 3p i adsiaaita i
9z, = 220 - 3z, 2750z 2z =0z 225
siendo o = /zlzzzazu

Entonces, de acuerdo con la definicibén (1.1) de los momentos

Z, = Py , y los valores (3.7) de las derivadas 23q;/dz, , tenemos
las igualdades

s ol =
Z12h 2. PysT.0Pg o Py
Z il = = ol SE (S0 = 1 P
252 0
2l 2o (3.8)
= —_ + =
Zads 7 Py ~ %Pg * 5 Py
2,2y = = 5Py -~ 0Py — 5P
7% =) 8 2 °¢
O sus inversas
P, = Lz 2.2 - 5.2 2,7 )
v S 1] 2159 3933 4oy
p-l(zz+ 7 Z 75)
Gl T T el 2ot Zalaniee 2 g
S (3.9)
=ia g =
By = 2(2121 2,%, + 2,27, 2,2,)
0 = 2,2, + 2,2, + 2325 + 2,2,

Observemos que, como consecuencia de esta Gltima igualdad,
la expresién de Py Se puede escribir en la forma

1

= A + =
Pg 5 f37525§51[232“(2171 2222) 2122(23Z3 + zbZH)J

(3.10)




Entefiectoliponiendeiia =z za S b =77t A — 21Z1+ ZZZZ'

1052 3%y
B = 2323+ z,2, , con A+B = 0 , se tiene
o [l bR i L[(—a'b_)(mg) s aBJ -
bl 2 oAbl 2
1
= (bA - aB)
2 / ab

que demuestra (3.10).

Como consecuencia de todas estas igualdades, se obtienen

sin mayor dificultad las relaciones

sen¢ i
(pw— p¢cose)Sene + pgcos¢ = %(zqzl— 232,= 2,Z,% 2,2,)
(3.11)
cosé 1
(pw— p¢cose);;;g = Pgsen¢ = 5("Zuzl_ Z32,+ 2,2,+ 2,2,)

que utilizaremos en lo que sigue.

4.- ECUACIONES FUNDAMENTALES E INTEGRALES PRIMERAS EN EL MOVI-
MIENTO DE UN SOLIDO PESADO.

Con objeto de expresar las ecuaciones del movimiento de un

s6lido pesado, comencemos introduciendo las siguientes notaciones

=t = =
W1 =5 5(2'*21 2322 2223+ ZlZLb) kl = le3+ zzzl‘
el :
W, 7(_Zuzl_ 232,% 2,2,+ 2,7,) Kb = 1(zzzq— zy2 ;)
i
Ws 3(-zlzl+ 2,2,= 2373+ 2,2,) ky = 2,2, - Ey )

De acuerdo con esto, el hamiltoniano del problema, dado en
(2.3), adopta la forma

W2 W2 W2
1
| Hii=—— =l + —Z + el + U (#4=252;)
2 I1 I2 I3
siendo ahora
= o o o
U = xlk1 + x2k2 + x3k3 (4.3)

y las ecuaciones diferenciales del movimiento, en el conjunto de

variables (z],22,23,2“;ZI,Z2,Z3,ZH) vendradn dadas por la igual-
dades siguientes:
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iZy o0
R _ (xl—lxz)z
20, 214

iZ3 L ALfAg
2T, 21,

3
o . o
(x1+1x2)zu
iz, ) iz
iz, S,

— W — W — (e
2T L 21, £

o . o
(xl—lxz)z1

. o
+1x2)z2

Es inmediato comprobar que, en todos los casos, dichas ecua-

ciones tienen las siguientes integrales primeras

H(z,Z) = h

Z2,2,+ 2,2, = 1
i—(z T =27 T R e e =)
DRCAE] Ees) 3%3 4%y 2y

siendo y c dos constantes reales de integracidn.

La primera es evidente por ser H independiente de t. En cuan-

to a la segunda y tercera basta comprobar la anulacién de las ex-
presiones

2122+ lez+ z3zq+ 2,2,
zlzl+ leI— 2222— 2222— 2323— 23Z3+ zqzu+ ZuZu

una vez sustituidos los valores de z, , Z, , por medio de las

ecuaciones (4.4) y (4.5).

De igual modo se comprueba que dichas integrales est&n en in-

volucidén, esto es que los paréntesis de Poisson {@i,¢j} e =152,3)
se anulan identicamente.




En efecto, teniendo en cuenta las ecuaciones de Hamilton

dz,/dt = 9H/3Z, , dzZ,/dt = -3H/3z, , resulta
{¢,,0,} = {H,0,} = -d?,/dt = 0
{e,,9,} = {H,8,} = -de¢,/dt = 0 (4.7)
{0,,0,} = ](80,/02,°303/32,) = %(lez' ZhZ sz s zten ) = 0

Recordemos (Whittaker, 1965) que "si n integrales distintas

¢k(z,Z,t) = de un sistema
dzk/dt = BH/BZk de/dt = -oH/9z, (k=1,2,...,n) (4.8)

estén en involucibén y despejamos los momentos en la forma

Zie = Zyp(zye,t) , la expresién IZ,dz, - Hdt es la diferencial
exacta de una cierta funcidén f£f(z,c,t) y las restantes integra-
les del sistema (4.8) vienen dadas por ecuaciones del tipo
3f/dc, = by = const."

Dicho de otra forma, el conocimiento de n integrales en invo-
lucibén de un sistema canénico de n grados de libertad, determina

su total integracién.

Segin esto, para la total integracidén del problema de movi-

miento de un sblido pesado, seré necesario obtener una cuarta in-

tegral que se encuentre en involucién con las tres anteriores da-
das en (4.6).

Como se sabe, la existencia de una nueva integral del pro-
blema solamente es conocida en determinados problemas, cuya pa-
ternidad ha sido asignada a los autores Euler-Poinsot, Lagrange-

Poisson y S. Kowalevsky, con independencia de la trivial solucién

del caso esférico (I1 SR = Ia)'

De hecho, S. Kowalevsky (1889) y A.M. Lyapunov (1894)' han
demostrado que si las constantes I,, I,, I,, X;, X, X3, son rea-
les y los momentos Il, Iz’ 13, distintos de cero, los cuatro ca-
sos clésicos son los Gnicos para los cuales los parémetros (2.2),
wy) (£), w,(E), wy(t), y los (4.1), k,(8), k,(t), k;(t), con valo-

res arbitrarios wi(O), ki(O), son funciones uniformes del tiempo.
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Observemos, sin embargo, que imponiendo restricciones sobre
los valores de las constantes h, ¢, I,, I,, I, x;, x;, xg, pue-
den existir soluciones particulares del problema, que son cita-
das en la literatura (Leimanis, 1965).

5.- OTRA FORMULACION DE LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES.

Derivando con respecto al tiempo t las igualdades (4.1) y
sustituyendo las expresiones de las derivadas zy, Zy, segln (4.4)
y (4.5), se llega facilmente a las ecuaciones

A

xok

= WoW, 2&3

o
x1k3

1
13
ik
T,
il
I,

que son semejantes a las de Euler y Poisson, aunque escritas en el
sistema de variables (z,2Z).

El sistema diferencial formado por las ecuaciones (5.1) y

(5.2), tiene las integrales primeras (4.6) y satisface, adem&s,
a la relacibén de ligadura

(5 5:38)

. Observemos que, con arreglo a este esquema de cdlculo, la in-
tegral ¢3 puede escribirse en la forma

b, = Wlk1 + W2k2 + W3k3 = c (5.4)

seglin se desprende del cilculo efectuado con las expresiones de

las funciones wl, wz, w3, kl, kz’ k3, dadas en (4.1), del mismo

modo que ¢, es eqguivalente a la integral

2
kf Lk ot k§ =1 (5.5)




6.- RESdLUCION DEL PROBLEMA DE MOVIMIENTO DE UN SOLIDO PESADO
EN EL CASO DE LAGRANGE-POISSON.

Las condiciones que definen el problema de Lagrange-Poisson,

son las siguientes
e TD (6.1)

Por tanto, si hacemos
5 1 1
13 TRl
I3 I,

las ecuaciones (5.1) y (5.2) se reducen, quedando

W
_1k3
1G31

3
— k 658
e ( )

1:
f?(‘w1k2+ wzkl)

La anulacidén de la derivada W; , determina una cuarta inte-
gral W, = Py = ¢, , siendo ¢, una constante real, por tanto, si
se introducen las notaciones

2
o - CO
CE="2T % >0 B o= 211{h- 213} (6.4)

las integrales del problema se pueden escribir

2 = %
w0 = hl_ clk3

2
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2 OSSR
+ k2 o k3 =1

Wlk1 + w2k2 = c - c°k3

De acuerdo con esto, si multiplicamos la primera integral
por l—k% = k%+ k% y elevamos al cuadrado la tercera, resultan
las siguientes relaciones

) 2259 7%, ) TR SoTTas ; 2
wlk1 + wzk2 + w2k1 + wlk2 = (h1' c1k3)(1 - k3)
2
1

2 2,2 = 2
wlk L Woks & 2w1w2klk2 = (c - c kj)




a las que podemos afiadir la Gltima ecuacibn (6.3) elevada al cua-
drado, esto es

2559, 0% ) )
Wiky + Wokj - 2W Wk k, = Ijky (6.8)

Sumando (6.7) y (6.8) y restando (6.6), se obtiene

22w 2 = ohf )
ks = Si(ch Sk i ailhy c,k;) (1 - k%)

2
= flka + f2k3 + f3

siendo f1 FRAL f

2 shaisiall
= Gkt hl £ = 2c,C i
£, = =2— 5 = '
Cl Ch

las constantes

Introduciendo las notaciones

£
! a ="/ xon, (6.11)

Ky (€)= ki) & -1

y multiplicando por 4 la ecuacién diferencial (6.9), resulta des-

pués de extraer la raiz cuadrada

dk

(6.12)

= G = / P (k)

2£4
g 4| - + —| (6.13)
Z ) 3 27

Integrando (6.12) en el intervalo (t_,t) al que corresponde-
rén los valores (k,,k), tendremos

k
dk

Aty = OEl e el (6.14)
Jk/ P (k)

en cuya igualdad solamente se ha considerado el signo (+) por su-
poner que k(t) crece con t y donde §(x) designa la funcibn de

Weierstrass (Schwarz H.A., Weierstrass K., 1893) que figura tabu-

lada en Proc. Roy. Artillery Inst., v 17, pp. 181-216, y que esté
definida por la serie 3




20 Y
1 g,X g,x
E=— + +

x2 20 28 1200 6160

2
gzx6 3g2q3x8
+

Finalmente, poniendo

= a[F - t,—- — @—l(ko)}

se obtiene

f3 £

Iy ) el =t P (u)

=L
3
El conocimiento de la funcidn

cos 8 (t) (6.18)

no s6lo nos proporciona el valor de 6(t) en su verdadero cuadran-
te, puesto que 0 < 6 < II , sino que nos permite calcular en todo
instante los productos z,z, , 2,2, , cuyo caracter real y posi-
tivo es evidente segln las dos primeras férmulas (3.3), teniéndo-
se por tanto

1

1
2,2z, = GL = k3) By = z(l + }(3) (6.19)

Para concluir el célculo de las funciones y(t) , ¢(t) , po-
demos introducir las funciones

222“

I
Log = 2i¢ + Log(-1) 2i (9 + > + nll)

Z.,2

V4
Log 2i0is Logl=l) = 21U+ g + nll)

siendo un nGmero entero y designando por Log el logaritmo nepe-
riano.
Derivando (6.20) con respecto a t, tendremos
i(wlkl + Wzkz)k3 + 21W3

2I12122232u I
)

de donde se deducen las expresiones de 6 % ) , sin mé&s que igua-

lar las fé6rmulas (6.21) con las derivadas de las (6.20). Se ob-
tienen asi las igualdades




- k
Sl I b e b
Ig I;(1-k3) 1-kgj
c - Cak3 Rt b i b
= (Gl 1-k, 1+k,
donde b y b' denotan las constantes
= ChtC
e Bl (6.23)
21 i,
Ahora bien, si tenemos en cuenta la igualdad (6.12) y defi-
nimos las integrales

Jk dk

koY P (k)

Ik dk
ko(k=8B)V P (k)

Jk dk
k,(k=B") / P (K)

siendo B y B' las constantes

£
3=k = =t
3
tendremos

¢-¢o

CoIla b
J, - —
a a

b e

L 8 Uy
Asi pues, el célculo de los &ngulos de Euler 6 (t), y(t),
¢ (t), viene dado por medio de integrales elipticas de Weiers-
trass, de primera especie (J,) y de tercera especie (J3, J

)
3 4
quedando el problema completamente resuelto.
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A study of the behaviour of the specific disipation coeffi-
cient of an anelastic medium is carried out from the analysis of
synthetic seismograms corresponding to dispersed seismic waves
contaminated by random noise. The analysis is made by means of
the frequency-domain Wiener filtering by using a modified Tukey
window. At any case, the phase velocity is less sensitive than
grcup velocity to the noise. The attenuation coefficient and the
quality factor of the medium are parameters which always show a
large unstability versus noise, this negative effect being very

obvious for short periods.

1. INTRODUCCION

La determinacidn de los rasgos estructurales de la litosfe-
ra y el manto superior, de las propiedades anelasticas de la tie-
rra y del mecanismo de la fuente sismica, pasa por el calculo de
magnitudes importantes, en funcién del periodo de las ondas sis-
micas dispersadas, tales como el tiempo de llegada de grupo, el
angulo de fase y la amplitud. Este calculo puede llevarse a cabo

usando métodos de una sola estacidén, o bien métodos de dos esta-

ciones. Con las reservas debidas, dentro del marco de los prime-

ros, el andlisis de ventana movil (Landisman et al., 1969) o la
técnica del filtro maltiple (Dziewonski et al., 1969) se pueden
utilizar para el calculo de velocidades de grupo y velocidades
de fase. La estructura Q de la corteza se puede deducir a partir
de las amplitudes de las ondas superficiales (Cheng y Mitchell,
1981). Pero estos métodos requieren el conocimiento previo del
mecanismo de la fuente sismica o la suposicidn de que sus efec-
tos son lo suficientemente pequefios como para ser ignorados.

Los métodos de dos estaciones no precisan de esta informa-
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cidén, pero requieren, en cambio, dos estaciones sismicas alinea-
das con el epicentro sismico sobre un mismo circulo maximo. Dos

estaciones se pueden usar para determinar el coeficiente de ate-
nuacidén entre estaciones.

Una deconvolucién por minimos cuadrados o deconvolucidn Wie-
ner (Wiener, 1949; Treitel y Robinson, 1966; Peacock y Treitel,
1969) ha sido utilizada por Taylor y Toksoz (1982) sobre ondas su-
perficiales para obtener la respuesta impulso del medio entre es-
taciones. Recientemente, Hwang y Mitchell (1986) han llevado a ca-
bo un analisis de ondas superficiales mediante una nueva técnica
gque combina el filtrado Wiener en el dominio frecuencia con las
técnicas de mejora de la relacidn sefial/ruido, como son las que
sirven para identificar y separar los distintos trenes de ondas

que componen la sefial, es decir, el filtrado en tiempo variable

(Cara, 1973) o el filtrado acoplado en fase (Herrin y Goforth,1977;

Goforth y Herrin, 1979). Este método da excelentes resultados en
cuanto a la determinacidén de velocidades de fase entre estaciones,
velocidades de grupo y coeficientes de atenuacidon. En realidad, es
una réplica del método utilizado por Taylor y Toksdz (1982), quie-
nes hacen uso del filtrado Wiener en el dominio tiempo.

Cierto que la deconvolucidn Wiener no es capaz de remover con
eficiencia interferencias modales, cuando los modos superiores se
sobreponen al modo fundamental en las funciones de correlacidn .
Precisamente, para paliar este efecto, se recurre al filtrado en
tiempo variable o al uso de filtros acoplados en fase, para ais-
lar un modo particular en cada una de las dos estaciones. Pero el
filtrado Wiener en el dominio frecuencia permite lograr una mayor
exactitud y estabilidad de los resultados al analizar datos con -
taminados por ruido.

En este articulo, nosotros empleamos esta técnica para estu-
diar el comportamiento del coeficiente de disipacidn especifica de
un medio aneldstico a partir del andlisis de sismogramas sintéti-
cos correspondientes a ondas sismicas superficiales contaminadas

por ruido aleatorio.




2. METODO

El filtrado Wiener en el dominio frecuencia se basa en el
cdlculo de la funcidén de correlacidén de los sismogramas regis-
trados en un par de estaciones y en el calculo de la funcidn de
autocorrelacidon de la sefial registrada en la estacidn a la que
primero llega la energia sismica. Ambas funciones se deben ven-
tanear por medio de sendas ventanas trapezoidales de distintas
longitudes. Estas longitudes se optimizan visualmente para con-
seguir la mayor reduccidén de ruido posible. Luego, las dos fun-
ciones de correlacidon ventaneadas se llevan al dominio frecuen-
cia por medio de la transformada de Fourier y asi se obtienen los
correspondientes espectros suavizados. El filtrado considera la
funcidén de Green en el dominio frecuencia, H(f), que es justamen-
te el cociente entre el espectro suavizado de la funcidn de corre-
lacién G(f) vy el espectro suavizado de la funcién de autocorre-
lacidn E(f);

H(f)

Las velocidades de grupo, U(f), entre estaciones se calculan
aplicando la MFT a la funcidn de Green. Las velocidades de fase,
c(f), se calculan a partir del espectro de fase de la funcidn de

transferencia usando la formula

EEA

cl(CE)i=

donde A es la distancia en km entre estaciones, Egl Y. &

02 los

tiempos origen de los sismogramas de partida, @(f) la fase de la

funcién de Green en ciclos y N un nimero entero a determinar.
Los ceoficientes de atenuacidén Y (f) caracteristicos del me-

dio entre estaciones se calculan de acuerdo con la férmula

In (|H(£)|VsenA,/senA7)
Y(E) =-
L

donde lll y &> , son las distancias epicentrales de las estaciones

1l y 2, respectivamente.




De acuerdo con Hwang y Mitchell (1986), el filtrado Wiener
en el dominio frecuencia es mas efectivo que el filtrado Wiener
en el dominio tiempo, porque hace uso de una longitud de ventana
mas pequefia, lo cual produce una funcidn de Green entre estacio-
nes mas suavizada. Esto conduce a una mayor exactitud y estabi-
1idad de los resultados al analizar datos contaminados por ruido.
La optimizacidén del filtrado Wiener en el dominio frecuen-
cia se consigue usando una ventana trapezoidal para ventanear la
funcién de correlacidn de las sefiales registradas en las dos es—
taciones y otra ventana similar de longitud menor para ventanear
la funcidén de autocorrelacidn de la sefial registrada en la prime-
ra estacidn. La ventaja de este método sobre la técnica de lara-
zén espectral es precisamente el ventaneo selectivo que deja al

ruido fuera de la ventana.

3. SISMOGRAMAS SINTETICOS Y PRIMEROS RESULTADOS

La generacidn de un sismograma sintético pasa por disponer
de un espectro de fase y de un espectro de amplitud determinados.
Asi, mediante la transformada de Fourier inversa, es posible cons-
truir una sefial en el dominio tiempo. El espectro de fase se pue-
de calcular a partir de una curva de dispersidén dada, por integra-
cidén de los tiempos de grupo correspondientes. En cuanto al es-
pectro de amplitud, debe seleccionarse un espectro obtenido a par-
tir de un sismograma real, convenientemente suavizado, para asi
reproducir un caso de interés. La figura 5 muestra la curva de
velocidades de grupo que nosotros hemos utilizado. Como espectro
de amplitud suavizado hemos considerado el representado en la fi-
gura 1. Con estos datos espectrales y de dispersidn, el resultado
obtenido es un sismograma sintético (no contaminado) como el re-
preéentado en la figura 2.

A partir de aqui, la generacidon de sismogramas Rayleigh sin-
téticos réplicas de los gue se registrarian en dos estaciones sis-
micas situadas sobre el mismo circulo mdximo que pasa por el epi-
centro, a distancias epicentrales una doble gue la otra, no es di-
ficil. La figura 3 muestra sismogramas Rayleigh sintéticos, a dis-

tancias de 733 y 1466 km de la fuente sismica, correspondientes al
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Figura 1. Espectro de amplitud suavizado correspondiente
a una onda Rayleigh observada, considerado para generar

Signal

Figura 2.

un sismograma sintético.

4 T T T T

T T T T T T
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Time (min)

Ejemplo de sismograma sintético correspondiente
a una onda sismica dispersada.
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paso de
guiendo
La

cidén de

una misma onda Rayleigh por dos estaciones sismicas si-
en su propagacidn un arco de circulo maximo.
deconvolucidn Wiener requiere el calculo de la correla-

ambas sefiales sintéticas y de la autocorrelacidn de la

sefial primeramente registrada. Estas funciones estan representa-
das en la figura 4.

Signal 2

T T T T T T

12.00 16.20 20. 08

Time (min) Time (min)

Figura 3. Sismogramas Kayleigh sintéticos generados a partir de datos
de dispersidn y espectrales reales, a distancias de 733 y 1466 km .de

la fuente sismica.

Rutocorr.

Cross-corr.

4

2
¢
g

's o8

Time (min) Time (min)

Figura 4. Funciones de correlacidén de las sefiales sintéticas
representadas en la fig. 3.




Como estamos manejando sefiales no contaminadas por ruido, el
ventaneo involucrado en el filtrado Wiener no produce ninguna me-
jora y no es necesario que sea riguroso. En cualquier caso se ha

utilizado una ventana Tukey modificada:

1 . 1t1€tg

%[l+cos(ﬁ(t -tg)/t,)] » toLltl€totty

0 » Itl€tg +t,

Aplicando la transformada de Fourier y pasando al dominio frecuen
cia, obtenemos los espectros suavizados de las funciones anterio-
res y por ende la funcidén de Green. El método propuesto permite
calcular velocidades de fase y coeficientes de atenuacidon. Estos
resultados pueden verse en las figuras 5 y 6, respectivamente. El

factor de calidad Q del medio puede calcularse mediante la formu-
la

s

Q(T) = 0——m———
Y(T) U(T) T

donde U(T) es la velocidad de grupo para el periodo T, que es un

dato inicial. El resultado puede verse en la figura 7.

VELOCYTY C(Km/s)

"‘A‘ " i 2‘-‘“ Y I-'- : Cllﬂ s 5..‘“ sa.'u
PERIOD (sec)
Figura 5. Velocidades de fase por deconvolucién Wiener en el dominio

frecuencia (linea a puntos). Velocidadesde grupo Rayleigh utilizadas
para generar un sismograma sintético (linea continua).
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Figura 6. Coeficientes de atenuacién (xlO_Z) calculados por medio del
filtrado Wiener en el dominio frecuencia.
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Figura 7. Factor de calidad (sin ruido).

112 i




Signal 1

8] 3
é -
p <
3 L2
- ~
g g
A
34 2
o 4
3 ~ 8]
| =)
)
J (= g
o
o
3] o 2
) )
4 4
] 8
1] v
4 3-
8 7
A g T T T T T T T AJ 1 T 1 LT T T T ar T =¥’
.00 409 8.09 1209 16. 09 2. 00 . 400 8. 09 12.99 16-90 .
Time (min) Time (min)

Figura 8. Sismogramas Rayleigh sintéticos contaminados por ruido de
alta frecuencia.
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Figura 9. Comparacidén de velocidades de fase obtenidas
mediante filtrado Wiener a partir de datos Sintéticos

sin ruido (linea continua) y datos sintéticos conruido
; (linea a puntos).
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El hecho de que el coeficiente de atenuacidn y el factor de
calidad de un medio exhiban siempre una mayor dispersidn que la
velocidad de fase es debido al logaritmo que aparece en la expre-
sidén de gamma.

La adicidon de ruido de alta frecuencia a los sismogramas sin-
téticos anteriores (figura 8) se traduce siempre en una mayor per-
turbacidon de la funcidn de correlacidon. Pequefios errores debidos
a la contaminacidén aparecen en la velocidad de grupo, pero la ve-
locidad de fase es aun menos sensible al ruido que ésta. El resul-
tado puede verse en la figura 9. Es obvio que la velocidad de fa-
se no se ve afectada por el ruido. En cambio, el coeficiente de
atenuacidén se muestra muy inestable frente al ruido aleatorio.

En lo que sigue nos ocuparemos solo de los parametros que
definen la disipacibn especifica (friccidn interna) de un medio

anelastico.

4. DATOS CONTAMINADOS POR RUIDO ALEATORIO Y RESULTADOS

Se genera ruido mediante una distribucidén de nGmeros aleato-

rios que obedece a la funcidn de probabilidad

L Qg seedil
P(x) = S

0 , en los demas casos
Esto significa que tales numeros, pertenecientes al intervalo (0,1),
tienen todos la misma probabilidad de ocurrencia. A estos nGmeros
se les resta 0.5 para tener una distribucidén de media cero. Des-
pués, los valores se rectifican adecuadamente con.el fin de con-
trolar el nivel de ruido. En la figura 10 esta dibujado el espec-
tro de amplitud del ruido aleatorio generado (en db). Para tener
una idea del orden de magnitud del ruido conviene comparar su es-
pectro con el de la sefial sintética no contaminada (figura 1).
Aproximadamente, el ruido aleatorio generado es mas de dos Orde-
nes de magnitud inferior en comparacidén con la sefial.

La figura 11 muestra sismogramas Rayleigh sintéticos conta-

minados obtenidos por la adicidn de ruido aleatorio a los anterio-

res. Las funciones de correlacidn requeridas por el método pueden
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Figura 10. Espectro de ruido aleatorio.

verse en la figura 12. Los resultados correspondientes al coefi-

ciente de atenuacidn y al factor de calidad, tras el filtrado

Wiener en el dominio frecuencia, son los que aparecen, respecti-

vamente, en las figuras 13 y 14.
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Figura 11. Sismogramas sintéticos perturbados por la adicidn
de ruido aleatorio.
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Figura 14. Factor de calidad (con ruido). i

Figura 13. Comparacidén de coeficientes de atenuacidn (x10~2)
calculados por medio del filtrado Wiener en el dominio fre- t
cuencia a partir de datos sintéticos sin ruido (linea conti-
nua y datos sintéticos con ruido (circulos).
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Figura 15. La misma descripcién que en la fig. 13.

Con mayor nivel de ruido se obtienen resultados similares.

La figura 15 es un fiel exponente de lo conseguido en este caso.

5. COMENTARIOS

De acuerdo con Hwang y Mitchell (1986), los coeficientes de
atenuacion determinados por el filtrado Wiener en el dominio fre-
cuencia son mas precisos y mas estables que los deducidos median-
te la técnica de la razdén espectral o el filtrado Wiener en el do-
minio tiempo. Y esto es asi porque el filtrado Wiener en el domi-
nio frecuencia se basa en una estimacidn mas suavizada y mas exac-
ta de la funcidn respuesta del medio entre estaciones y por con -
siguiente es mas capaz de reducir la contaminacidén por ruido.

Ahora bien, los resultados mostrados en las figuras 13 y 15
son bien elocuentes: el coeficiente de atenuacidén del medio exhi-
be una gran inestabilidad frente al ruido, siendo este efecto ne-
gativo muy evidente para los periodos cortos. En otras palabras :
la influencia del ruido sobre los parametros que definen la disi-
pacidén especifica o la friccidn interna de un medio anelastico,

pese al ventaneo selectivo que el filtrado Wiener en el dominio
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frecuencia introduce, es particularmente notable para las frecuen-
cias mis altas y da lugar 'a una indeseable dispersién de la in-
formacion.

Todo lo contrario sucede con los datos de dispersidn propia-
mente dichos, como son las velocidades de grupo y las velocidades
de fase. Sin duda, las técnicas de mejora de la relacidn sefial /
ruido contribuirdn a paliar en cierta medida la inestabilidad de
Y o de Q. En un prdximo trabajo se revisara el problema conside-
rando varios tipos de ruido aleatorio, por ejemplo, ruido gaus-

siano, ruido de Fermi, o ruido gamma.
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A COMPLETE DESCRIPTION OF THE OUTER PLETHYSM IN R(S).

G. OCHOA

.

Departamento de Matemdticas. Facultad de Ciencias. Universidad

de Zaragoza. 50000 ZARAGOZA (Spain).

A parcial description of the operation of R(S) called outer
plethysm was given by P. Hoffman. In this note we obtain a com-
plete description of that operation. Our result has been used to

suggest the "good" definition of the outer plethysm in the opera-

tor ring B(S)= ® B(Zn).
n20

The set A of all A-operations (natural transformations from
the underlying set functor, from the category of A-rings to the
category of sets, to itself) is a A-ring (see Knutson [3],Ch.I)

- The free A-ring in one generator, Z[ul,uz,...] where

A (u1)==uk for k21, and the graded ring R(S)==n§0R(Zn) (R(Zn)
is the representation ring of the symmetric group of degree n )
are \A-rings isomorphic to A (see Atiyah and Tall [1], Hoffman [2]
and Knutson [3]).

D. Knutson conjectures in [3] that the operation of R(S),
called outer plethysm, which corresponds with the composition of
A can be described through a suitable wreath product.Hoffman [2|
in pag. 28-29, proves that the behaviour of this operation, "v'"
for elements b e R(Zy) and a ER(ZQ) is

b va=0g[(t(a))(n*(b))]
where the group homomorphisms
Oi: Zk<22> = Zkl
s Zk<22> = Zk
are the inclusion and the projection, respctively, and the map

T R(El) A R(Zk<22>)
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acts on actual representations by (M) = M(ﬂ.k. eM with the

obvious action of Zk<Zl> (see [2], pag.12,...).

Our aim is to describe "b v a'" when a=:al+...+ar with aj
in R(le) for j=1,...,r. As far as we know, there is no descrip-
tion of "b v a" in this case; of course, no problem arises by
considering b, because the operation "v'" is left additive. We

will use the definitions and notations given in [2] pages 1-28.

.Theorem.- Let BE:R(Zk), ajs:R(ZQ.) for j=1,...,r. Then, one has
< 3] — i
b\f(al+...+ar) = E:(@a)*[( g Tij(aj))(ﬂa Ga(b))] (1)
where the summation is over all r-partitions a==(il,...,ig of k;
Ga is the composition:

i <Zy >X...XE: <Xy > —> 3.
11 2,1 al; R,r ok

i e

1%1 BT

s : y
ll£1+. 5 .+1rJLr

2 T. (a.) :=7T: (al)a...a?: (ar) is an element of

<z o R i IR R e
Ll ip "%y

TTa 2 le<221> Koo XZir<er> == Zilx. SEeX er

(Satzilx...x Zir — Zk

Proof: With the notations of Hoffman [2] we have to prove

bT(a1+...+ar):=Tc

T
being c¢ the second member of the equality (1).
First we will show that the following diagram commutes for

every t-ring K:

K I KP
i \:“r II cor
VET v

KP KPe.T . eKP KQe .T .eKQ

A(r) /E : 11T =
v v
gt @ K0
|

(r)

Gt 0y eee U o Gt el o )

sl A

.

S R PR =

=L

= o ol A

A1 Ll S

AN i




for every t in K , x. in R(Z:
J =g

l-) with j=1,...,r and
z=t@X1®...®xr. J
I and IT commute by iii) and iv), respectively, of the
definition of t-ring (see pag. 133 of [2]).
It is easy to (,:heck the commutativity of III.
Observe that O: is the composition
() (€3

Clymeylia b @ ) s s

Now, let K be a t-ring and x an element of K.
c = s = EE
T (x) = <1(x),c> §:<r(x),(@a)*[(§ le(aj))(naéa(b))]>
by Frobenius reciprocity
= (), (@ = S
= %<EJ AT rT(x), [(S?Tij(aj))(ﬂaéa(b))P
= — _®r — ¥ %
= %éu ST (), [(3? Tij(‘aj))(TTOLcSOL(b))]>
putting xj for the component in KeR(Z, ) of t(x)
J

o G 0hg= SRy O3 =N Gl e a)
feeli N 5

) 5boe e b
a Y Y A

- = ¥ J
Z AUy gy (x)e-- o8y g (1)), Z(e[Ty (apdmy(b)]>

1 = % 3
= > > ( IL <& (x.), T2 (a.)m.(b3)>)
S mr Ly Sy
applying Prop. (4.4) of [2]

= :
ST (IR Gy S e Tl
o vy j=1 gl Y
=5 = <or; <x.,a.>, ebd> = Z<er, <x.,a.>, 6 (b)>
T e e R Y @ el ed) o
by Frobenius reciprocity and putting x for the cross product
=§;<ril<xl,a1> XEex ‘rir<xr,ar>, b >

= <A1'k(<x1,al> S o baF <xr,ar>) , b>

Il

b T(a1+. 5 .+ar)

<rk(<T(x),(a1+...+ar)>),b>='r (5)) 5

So, the proof is finished.

A similar description of the outer plethysm was obtained
by the author in [4] for the ring B(S)= e B(Z_), where B(X_) is
n=0 g8 n
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the Burnside ring of the symmetric group of degree n, Z-
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CARACTERISTICAS DE LOS' RAFONIS Y ALVEOLOS DESARROLLADOS AL SUR
DE ZARAGOZA.

M.A. SORIANO

Departamento de Ciencias de la Tierra. Facultad de Ciencias.

Ciudad Universitaria. 50009 ZARAGOZA (Espafa).

We have observed tafoni's formation in the central Ebro Basin.

They are developed on the slopes of the "formaciobn Longares" and

facies Weald sandstones. 1Its external shape is generally elliptic
and its dimensions are variable. In general are in insolated ex-
posed rocks. There are several factors which contribute to tafo-

ni's development, the fractures in the sandstones, the moisture
inside the tafoni, their orientation with respecto to the sun and

finally the salt crystallization.

1.INTRODUCCION

La zona que hemos estudiado se encuentra localizada al sur de la provincia de
Zaragoza, en las proximidades de las poblaciones de Mezalocha y Villanueva de Huerva
que se sitdan a lo largo del cauce del rio Huerva. Desde un punto de vista geoldgico el drea
estd enclavada dentro de la Depresién del Ebro cerca de su contacto con la Cordillera
Ibérica (Fig. 1). Esta ultima se encuentra constituida en este sector por materiales
paleozoicos, mesozoicos y paleégenos, principalmente, mientras que la depresién estd
rellenada por depésitos de edad nedgena formados por alternancias de conglomerados y
areniscas en las zonas marginales (Formacién Longares de QUIRANTES, 1978) y hacia el
centro de la depresion disminuye el contenido en detriticos y aumenta el de materiales
evaporiticos (Formacién Zaragoza de QUIRANTES,1978).

Los alveolos y tafonis son formas cavernosas que se encuentran sobre vertientes
escarpadas. Se desarrollan sobre rocas granudas, tanto igneas como sedimentarias. Son
cavidades casi hemisféricas y externamente tienen forma circular o eliptica. Tanto unas
formas como las otras se han descrito en dreas diversas por gran numero de autores
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Fig. 1.

- Situacién geogrifico-geolégica de la zona estudiada. 1. Mesozoico. 2. Mioceno

detritico. 3. Mioceno yesifero. 4. Mioceno calcdreo. 5. Glacis pliocuaternarios. 6.
Terrazas cuaternarias. 7. Rellenos de valle de fondo plano (simplificado a partir de
Riba et al., 1970 a y b).
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(CALKIN y CAILLEUX, 1962; DRAGOVICH,1969; COOKE y WARREN,1973;
MABBUTT,1977; MARTINI,1978; SMITH,1978 y MUSTOE,1982). Dentro de la

Depresion del Ebro destacamos entre otros el estudio llevado a cabo por RODRIGUEZ y
NAVASCUES (1982) en las proximidades de Huesca.

Los alveolos y tafonis se desarrollan sobre la formacién Longares y sobre las
areniscas mesozoicas en facies Weald de la Cordillera Ibérica, si bien, los mejor
desarrollados son los que se generan sobre la primera. Con el estudio de estos modelados
pretendemos determinar cuales son los principales factores que influyen en su génesis. Para
ello, se han analizado las dimensiones y caracteristicas de estas dos formas basicamente en
dos estaciones situadas en las inmediaciones de Mezalocha, ambas sobre materiales de la
formacion Longares.

2. CARACTERISTICAS GENERALES.

La forma externa de estos modelados es, en general, eliptica, aunque se han
observado, asi mismo, algunos casi circulares. En muchos casos, la seccién que presentan
tiene mayor dimensi6n en la base que en el techo de la oquedad, siendo muy semejantes al
tipo que MARTINI (1978) denomina "Lisa" (Fig. 2). En los demds que se han reconocido,
tanto la base como el techo tienen igual longitud. También hemos observado, mayor
profundidad en uno de los lados del tafoni. Es del mismo modo importante sefialar que se
trata de formas activas hoy dia. Este hecho viene corroborado por la presencia de detritus

en la base de la cavidad, aprecidndose también descamaciones en las paredes y techo de la
misma.

Fig. 2.- Perfil transversal del tafoni de
pared tipo Lisa de MARTINI
(1978).

Como indicamos en el apartado anterior, hemos estudiado con mayor detenimiento las
formas que se desarrollan en dos afloramientos préximos a Mezalocha. En ambos se han
medido las direcciones que tienen las aperturas de estas oquedades. Como vemos en la Fig.
3A las orientaciones obtenidas a partir de 60 medidas, dan un maximo muy claro hacia el

SSE, mientras que en la Fig. 3B observamos mayor dispersion (los datos que se han
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Fig. 3.- Diagramas de rosas de las orientaciones de las aperturas de los tafonis. A.- En la
estacién 1. B. En la estacion 2.
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tomado en este caso son 69), aunque de un modo general podemos considerar un maximo
hacia el SW y otro hacia el E y ENE. En el caso del primer afloramiento, hay una clara
disposicién de las aperturas de estos modelados hacia solana, lo cual en principio, como
veremos, tiende a favorecer su desarrollo. El segundo de ellos, es un afloramiento situado a
ambos lados de un pequefio barranco cuya direccidn , en lineas generales en este tramo, es
de 1407; esto explica las diferencias tan fuertes que existen en los sentidos de apertura, ya
que dependen de que las depresiones se sitien a uno u otro lado del valle. A pesar de ello

vemos que el mayor nimero de formas se generan hacia la direccién donde reciben un
maximo de insolacion.

N? de oquedades del N® de oquedades del
afloramiento A afloramiento B
Longitud < 10 cm 2 10
" 10-30 cm 31 40
" 30-50 cm 19 15
" 50-70 cm i 4

>70 cm

CUADRO 1.- Distribucién de alveolos y tafonis a partir de la longitud que presentan.

Ademds de las direcciones que tienen estas formas, también hemos medido las tres
dimensiones principales que presentan, longitud, altura y profundidad, asi como la altitud
que tienen con respecto al suelo, estando comprendida ésta entre 1 y 2 m generalmente, a
excepcion de los tafonis orientados al SW del afloramiento B, que se encuentran a menos
de 1 m de altitud. A partir de cllaé, podemos ver que en ambos casos la longitud de estos
modelados, presenta un maximo importante en el intervalo comprendido entre 10 y 30 cm
mientras que son bastante escasas las formas que sobrepasan los 50 cm. Por lo tanto, mds
de la mitad de las oquedades estudiadas son alveolos atendiendo a la diferenciacién que

efectian muchos autores que han trabajado en este tema a partir del tamafio de las mismas.

Como podemos ver en el Cuadro 1, hay mayor nimero de cavidades con mayores
dimensiones en el afloramiento A (pese a que el nimero total de las mismas es menor en
€l), que en el B. Probablemente esto sea debido a la orientacién mds propicia que tienen los
alveolos y tafonis de la primera de las estaciones consideradas. Por otra parte, vemos que
un aumento o disminucién de cada una de las dimensiones que hemos medido, lleva

asociado el incremento o descenso, respectivamente, de las demds, como podemos ver en
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Fig. 4.- Relaciones lineales entre distintas dimensiones de los tafonis. L:Longitud.
A:Altura. P:Profundidad. Ej:Estacién 1. E5: Estaci6n 2. Las medidas estdn

expresadas en centimetros.
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la Fig 4A y B.

3. DISCUSION.

En general, se considera que el fenémeno de alveolinizacién y tafonizacién , se
produce como consecuencia de una desagregacién y descamacién de la roca. Estos
procesos se inician a partir de zonas de debilidad bien sea textural o estructural de la roca
(DRAGOVICH, 1969), de ahi que los encontremos asociados a planos de estratificacion
(horizontal o cruzada) y de diaclasas; también se desarrollan mejor sobre rocas granudas,
homogéneas y no muy cementadas (MAINGUET, 1972).

Las génesis que se han propuesto de estos  modelados son muy variadas. En un
principio, los mecanismos de los que se hablaba eran de meteorizacién fisica (chorros de
arena, gotas de lluvia, presién debida a la cristalizacién de sales, diferencias t€rmicas,
accién del viento y hielo-deshielo). Adem4s de todos estos mecanismos hay que considerar
también reacciones quimicas tales como hidrélisis, hidratacion y difusién (MARTINI,
1978).

En el caso que nos ocupa vemos que la distribucién morfoclimdtica de la Depresién
media del Ebro (RODRIGUEZ, 1982) asigna para esta zona una morfogénesis actual
semidrida que en los meses mds cdlidos incluso puede llegar a ser drida. Bajo este tipo de
clima y con la litologfa adecuada, los procesos que predominan son de meteorizacién
mecdnica (humectacién-secado y haloclastismo sobre todo). Ambos provocan una
desagregacion y descamacion de la roca, hechos que favorecen la formacién del tafoni
(EVANS, 1969-70).

La litologia existente es un factor basico en la génesis del tafoni. Las areniscas que
encontramos en esta zona, no son excesivamente compactas. Los relieves estructurales que
generan tienen vertientes de elevada pendiente y sin apenas vegetacion. Ademds presentan
zonas de debilidad (los propios planos de estratificacién y los planos de fractura tales como
diaclasas). Todo ello favorece la alteracion inicial de la roca. Incluso en algunas de estas
oquedades se observan, como ya dijimos, diferencias importantes en su profundidad

causadas por el mayor avance del tafoni o alveolo a favor de las diaclasas.

Pensamos que a continuacién hay factores decisivos que intervienen en la evolucién

de estas oquedades. Uno de ellos es la mayor humedad que existe en el interior de estas

129




formas (que en algunos casos proviene del ascenso capilar que tiene lugar en los periodos
m4s himedos). El segundo viene determinado por la orientacién a solana, que provoca que
existan diferencias morfocliméticas entre la parte interior y exterior de los tafonis y
alveolos. La temperatura y humedad es mds uniforme en el interior, donde se produce una
meteorizacién mas intensa (MARTINI, 1978). Este hecho se confirma a partir de los
resultados de las mediciones que realizamos (Fig. 3). El tercero es el haloclastismo. En
efecto, la composicion de la mayor parte de las areniscas nedgenas que estdn rellenando la
Depresion del Ebro es sédica, por lo tanto en periodos secos puede producirse facilmente la
recristalizacion de sales que habrian sido transportadas previamente disueltas en el agua en
las épocas mds hiimedas. Esta cristalizacion se manifiesta por la presencia de eflorescencias
salinas en el interior de las cavidades. Finalmente, la evacuacién del residuo que se produce
como consecuencia de la meteorizacion del tafoni y que se deposita en la base del mismo se
produce por el viento y el escurrimiento de agua, principalmente.
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PETROLOGICAL AND GEOCHEMICAL CONSIDERATIONS ON THE CABO ORTEGAL
COMPLEX (NW SPAIN).
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In this paper we want to present various geological, petrological and geo-

chemical data thet appear to question the petrogenetic theories established
% for the Cabo Ortegal Complex, mainly in relation to the metabasic rocks (amphi-
bolites, eclogites, serpentinites, etc.).

Many ultrabasic rocks defined as peridotites are in fact various chlori-
tic-sepentinic rocks associated,-in some cases, in concordance with rocks of
indubitable sedimentary origin.

The geological association between ultrabasites.with rocks of pelitic and
carbonate nature together with new petrological data and various deductions
and considerations appear to point out a new petrogenetic model where the host
sedimentary rocks played a great part in the origin and diversification of the

different igneous-metamorphic facies at Cabc Ortegal.

INTRODUCTION

The Cabo Ortegal Complex is formed by an igneous metamorphic series coinsisting of =
schists, amphibolites, granulites, eclogites, serpentinites, calc-silicate rocks and various
granitic rocks; the latter located in the nucleous of an anticlinorial structure, whose bor-
ders are formed by shales, phyllites and schists that intercalate some levels of serpentini-

te-chloritites, marbles, quartzites and some granitoids.

The whole Complex is affected by Hercynian metamorphic processes from a low to medium
degree and also by various igneous-granitization processes induced by underlying granitic -

masses that, in such zone, hardiy outcrop.

All the authors(l), who with different objetives have studied the Cabo Ortegal Complex,
consider the basic-ultrabasic rocks as of allocthonous character and mantlelic origin, which
during Hercynian times were affected by various metamorphism (Ml_4) and deformation (Dl—S) -

processes.

However, an objective analysis of the different works in such a zone indicates that ma
ny questions are not answered or are partially and differentially interpreted:
- Original materials which gave prigin to granulites, eclogites, amphibolites, serpen-
tinites, etc.
- Stratigraphy of the Complex with the location of the different rocks.

- Intensity of metamorphism in their various stages, etc.

(1) VOGEL, 1967; MAASKANT, 1970; ENGELS, 1972; OVERMEEREN VAN, 1975; KEASBERRY et al. 1976;
MEER VAN DER, 1976; FERNANDEZ & MONTESERIN, 1976; CALSTEREN VAN, 1977; FERNANDEZ & FER-
NANDEZ, 1977; ANTONIOZ & FERRAGNE, 1978; MATTE, 1968; TEX DEN, 198la,b; MEER VAN DER, et
al.,, 1981; VOGEL et al., 1983; GRIFFITHS et al., 1985, etc.
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In this study we wish to present new petrological and geochemical data which,together
other previous ones from geologic to geochemical types,appear to point out a new petrogenetic

model, very different from those considered today.

PETROGRAPHIC FEATURES

The most abundant rocks in the zone in question (Fig. 1) correspond to "metabasic'" rocks
(VOGEL & WARNAARS, 1967; ENGELS, 1972; FERNANDEZ & MONTESERIN, 1976; FERNANDEZ & FERNANDEZ, -
1977, etc.). Although these rocks were named with different words, (according to their geogra
phical situation), they mainly correspond to amphibolites, with a defined ‘foliation and with
a paragenesis of amphibol + clinopyroxene + clinozoisite + garnet + plagioclase, Rutile and -

sphene are some frequent accesory minerals.

This lithological group is unclear, so in levels from some centimetres to meters in -
width, various rocks such as: granatites, calc-silicate rocks, feldspar amphibolites, clinopy-
roxenites, etc. could be associated among them. Also within the amphibolite group some rocks
with garnet+ clinopyroxene + amphibol (eclogites) appear with an irregular distrib&tion. The-
se rocks also appear in contact with schistose formations and also intercalated within the am
phibolites. According to their rate of recrystallization these materials exhibit foliation or
not.

The second lithologic group, trough its importance corresponds to that defined as "parag
neisses of Chimparra and Carifio". These "paraderived rocks" are intercalated, with a clear -
concordance, within the previous and the most important formation constituted by amphibolites,

eclogites, and serpentinites (the "ultrabasic group").

This lithologic group outcrop in two bands located to the East and West of Cabo Ortegal
in approximately North-South direction. The materials of this group outcrop in levels from -
centimetrical to metrical scale within the serpentinites, amphibolites and granulites-eclogi-
tes. In the schistosed paragneisses the presence is also frequent of thin intercalations of -

amphibolites, granulites, etc.

These schistosed paragneisses are formed by quartz, plagioclase, garnet, biotite, musco
vite + staurolite and sometimes disthene and-sillimanite. The K-feldspar only appear near or
in contact with granitic rocks. We therefore fail to understand the cause as these rocks are
defined as gneisses; "plagioclase-schists" could be a more fitting name. In some points and -
near granitic rogks (Regoa) there exist lit-par-lit K-feldspars concordant with the schistosi

ty of the host rocks ("plagioclase-schist").

The third lithologic group, by its extension, corresponds to chose so called "peridoti-
tes" of Cabo Ortegal. This is, in fact, formed by various serpentinites and chloritites, main
ly located in three outcrops. Limo, Herbeira and Uzal (Fig. 1l). Very similar rocks also appear
intercalated within other formations, as occurs in the shale-schistose formation which sor-

rounds the ultrabasic serpentinic-chlorititic group ("peridotites").

These ultrabasic rocks in some places (Herbeira) exhibit a well defined stratificacion;
calc-silicate rocks and various schists are frequently found within them. In some points and

associated to "carbonate" rocks some fossilized rests can be observed.

The ultrabasic lithologic group is mainly formed by various serpentinites and chloriti
tes with more or less olivine + clinopyroxene + amphibol + spinel + carbonates + talc. The -
percentages of these subordinate minerals are variable. In many points the association chlo-

rite-serpentine almost form 100% of the rock. In many cases the abundance of chloritic mine-
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rals appears to be related to mylonitized zones.

£ Within the Complex and in the sorrounding shaly zone there exist some granitic rocks -

which outcrop in small dispersive masses. These, according to the zone, can respond to various

;-‘ aplites, pegmatites, granodiorites, adamellites and alkaline granites, either in the form of
dykes or in small stocks with elongated and oval forms. Because of its small size the carto-

w; graphy of these massesis very difficult. These granitic rocks, which we interpret as belon-

i ging, in various petrographic types, to one same underlying granitic unity, have been inter-
preted by many authors as rocks originated by anatexis of a host pelitic series. We therefo-
re find strange the names applied by those authors for these "granitic" rocks. So when they
outcrop within shales-phyllites they are named keratophyres or rhyolites, but when they out-

crop within schist or amphibolites they are named two mica-granites.

These granitic rocks also outcrop in a N-S long and a wide band at the west of the Com-
plex, apparently with a syntectonic character in contact with the regional shales. Curiously
it is close to the contacts where the porphyroblastic facies (e.g. "ollos de sapo") are more

frequent. These porphyroblastic rocks are interpreted by ourselves as a result of metasomatic

granitization processes induced by the underlying granitic masses in a dynamic environment -

(SANCHEZ CELA & APARICIO, 1982).

) These granites are formed by guartz, microcline, plagioclase, muscovite, biotite. Apati
te, zircon and opaques are some freguent accesory minerals. Garnet can also be found. These -
granites in the Beroa zone contain some enclaves of schists similar to the regional host es-
chistose rocks. In the contacts with the granites these schist exhibit frequent lit-par-lit
structures which can easily be interpreted as silica-feldspathization processes induced by

the granitic rocks.

Finally and surrounding the Complex abundant lutitic materials appear generally in low
metamorphic degrees (phyllites) with a very uniform composition. Within this monotonous se-
ries there exist some intercalations of amphibolites, serpentinites, marbles and gquartzites.
The illitic-muscovitic minerals are the most abundant components; quartz, chlorite and some-
times Na-plagioclases are subordinate minerals. These "lutitic" materials close to the Com-

4 plex sometimes contain some small cystals of chloritoid.

GEOCHEMISTRY

With the object of trying to find some petrogenetic relationship between the different

lithologic formations at Cabo Ortegal 42 chemical analysis (major and minor elements) were -
realized. From these 4 correspond to granites; 7 to serpentinites-chloritites; 13 to schists;

§ 7 to granulites-eclogites, and 11 to amphibolites (Table 1).

In the siSOz—oxides diagram interesting compositional relations can be observed (Fig. 2).
With relation to A1203 and P205 the amphibolitic and granulitic rocks exhibit oxide percenta-
ges very similar to the schist and granite ones.

§ MnO, TiOZ, ca0, FeO, Fe,)O3 show a gradual growth from schist-granites to amphibolites-
granulites-eclogites. KZO' on the contrary, shows an inverse behaviour, whereas Nazo is high

in amphibolites due to the abundant presence of plagioclases and amphiboles in such rocks. -

Chloritites-serpentinites exhibit low percentages in many chemical elements with the excep-
tion of MgO0, Fe203 and MnO which are high although some amphibolites are plotted in the sa-

me chemical field.
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As a synthesis it can be said that the chemical differences between the various rocks
are not as important in the way that they should be if they correspond to such different ty-

pes as schists, chloritites—sérpentinites, etc.

The same occurs in the Si02-minor element diagrams (Fig. 3) that show "encreasing in Rb,
Ba, Y, Zn (this latter partiallyi and a decrease in 2r, Ce, La. Other elements such as Sr and
Cu do not exhibit any variation from schists-granites to chloritites. These latter rocks exhi
bit higher contents in Ni due to their higher Mg content. The rest of the elements manifest a
normal behaviour in relation to the other lithologic types. So these rocks show similar con-
tents in 2r, Cu and Y to the schist-granitic types. On the contrary the Sr, Ce and Zn contents
are very close to the amphibolite-granulite ones. There exists a high correlation between Rb-

KZO; Ba—SiOZ; Ni-Mg and La-Ba.

On the assumption that all these rocks are magmatic from Mantle provenance later diffe-
rentiated, metamorphized and tectonized, several geologists have built CIPW norms in order to
find geochemical relationships (VOGEL et al., 1983; ARPS et al., 1977, etc.) (Table 2). It can
be seen how the amphibolites show large variations in "quartz" and "anorthite" that are a con-
sequence of their wide compositional variation. From 1l analysis only 4 have normative olivine
and 2 normative nepheline. The same occurs with the granulites-eclogites; 2 show quartz and -
olivine normatives; nevertheless these chemical features are only a consequence of the diffe-

rent mineral percentages in the rocks and not by the lack of crystallization of some of them.

In the chloritites-serpentinites their contents in normative corundum in surprisingly

similar to the granitic and schistose rocks.

Therefore the chemical data appear to indicate more the existence of a certain genetic
correlation among the different lithologic groups than a "breaking", as it would be if these
rocks were so different in their origins. So rocks of indubitable crustal origin (e.g. schist)
show a certain chemical overlapping with rocks considered to be from the Mantle provenance by

almost all geologists (e.g. metabasites).

CHEMICAL MINERALOGY

The main minerals and the more common in amphibolites (granulites-eclogites), schists,
granitic rocks and chloritites-serpentinites were analyzed: garnets, amphiboles, pyroxenes,

olivines, chlorites, serpentines and micas.

—- Garnets. These are very .frequent in all the lithologic groups, they are only lacking

in chloritites-serpentinites.

In the schists the garnets are of almandine type (Alm Gross

56-85¢ FY3_ 15/ 1-347% ESPy oy )i
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equally it occurs in granulites-eclogites (A1m50_57, Pyl7—21‘ Gross24-28’ Espl_l3) and grani

In amphibolites they are also of almandine type (Alm

€3 X S . x . - R
ic rocks (A1m61_73, Py3—6’ Grossl_zg, EsPl—Zl) with compositions that are overlapped among
them.

The chemical features are shown in the Al-Gross-Py triangle (Fig. 4), where the compo-
sitional field of the granites-schists is wide and overlaps the amphibolites one. In this -

triangle the garnets are plotted in the eclogite C field (COLEMAN et al., 1965).

There exists a relationship between the Ca0 contents in the garnets and those of the
whole rocks. This appears to indicate that the original composition of the rocks in the main

factor in the composition of the garnets during the metamorphic processes.
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In this way it is surprising that very different rocks such as schist-granites and "ul-

trabasites" contain very similar garnets, it is to say almandine-grossularite garnets.

- Pyroxenes. These minerals in amphiboliteé, granulites, eclogites and chloritités-ser-
pentinites were analyzed. According to the Ca-Mg-Fe triangle the pyroxenes can be classified
as diopside-salite types, although there also exist, to a lesser degree, endiopside, augite
and orthopyroxene. Nevertheless the wide compositional distribution does not fit the diffe-
rent lithologic defined groups. So pyroxenes in chloritites-serpentinites, in some cases, -
are plotted as enstatite, and in others as endiopside and diopside. Pyroxenes of amphiboli-
tes, granulites and eclogites are plotted in the same places as the chloritites-serpentini-

tes ones ( Fig. 5).

The jadeite contents of pyroxenes are also very variable and they do not depend on the
rock type. So pyroxenes of amphibolites and chloritites-serpentinites may or may. not contain
this component (from 22 to 91%). In granulites &nd eclogites the jadeite component can vary
from 76 to 91%; in amphibolites from 22-78%; and in chloritites-serpentinites the analyzed -

pyroxene contains 26% of jadeite.

- Amphiboles. These minerals, of course, are abundant in amphibolites; in lesser quanti

ties they also are frequent in granulites-eclogites.

According to Hawthorne's (1983) classification, Ca-amphiboles are mainly pargasites or
pargasitic hornblendes. In some calc-silicate rocks exist orthoamphiboles of anthophyllitic

types.

In general there exists a lineal whole rock-amphibol correlation. So an increase of Mg

in amphiboles is parallel to an increase of Mg in whole rock.

- Olivines. These minerals are only present in the ultrabasic rocks (serpentinites-chlo

ritites). Their composition is very constant (Fo ). It is to say thay are almost forste-

88-90
rites.

- Biotites. These were analyzed in those rocks where they are more abundant: granites
and some schists. They exhibit a uniform composition. So in the Al-K-(Fe+Mg+Mn) and Mg—(A16+

+Ti) - (Fe+Mg) triangles they are plotted in a small field (Fig. 6).

- - Chlorites. These minerals are very abundant in "ultrabasic" rocks (chloritites-ser-
pentinites). They are always rich in Mg contents with variable and less contents of FeO (Co-

rundumphyllite types).

~ Serpentinites. These minerals are curiously less abundant than the chloritic ones in
the rocks defined by geologists as ultrabasites or peridotites, which are in fact chlorititic-

serpentinic rocks. All these serpentines show high FeO contents.

- Feldspars. Some plagioclases from granitic, schistose and amphibolitic rocks were ana

lyzed, They show generally low An contents: An in amphibolites; An in granites, and

1-53 11-15

An5_7 in schist
The K-feldspar in granitic rocks and some schists corresponds to a microcline with -

Or¥90,

METAMORPHISM

The references of the different authors generally indicate the existence of 4 metamor-

phic stages (Ml—M4) and 5 fold ones (Fl—FS). (e.g. VOGEL, 1967; VOGEL et al., 1983). The M1
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metamorphic stage corresponds to the eclogite-granulite facies. The M_ is of granulitic type.

2

The M3 of amphibolitic type; and the M  would correspond to the greeschist facies.

4

Many geologists deduced those structural and metamorphic stages in basis to mineralogi
cal studies and considerations stablished on metamorphized ultrabasites. So various retrome-
tamorphic processes are cited, e.g. destabilization of pyroxenes (omphacite) and formation -

of amphiboles.

This petrostructural interpretation however originates many problems, mainly if we ta-
ke into account the existence of pelitic paragenesis intercalate, generally in concordance,
within ultrabasites and that curiously they strongly exhibit no retrometamorphic processes.
This important observation, in our opinion, appears to be in clear opposition to the exis-
tence of retrometamorphic phenomena that almost all geologists deduce in the metabasites:

eclogites, granulites, amphibolites and chloritites-serpentinites.

From an objetive view we can consider at Cabo Ortegal the existence of a wide zone af-
fected by a metamorphism in greenschists facies that corresponds to the surrounding phylli-
te-shaly area. These materials gradually transit towards an amphibolitic facies from a low

to medium degree at the same nucleous as Cabo Ortegal.

Within the Cabo Ortegal Complex the "pelitic" paragenesis with quartz + plagioclase +
+ biotite + muscovite + garnet + sillimanite + disthene + staurolite indicate medium degree
metamorphic conditions. Owing to this paragenesis which it would appears in gradual form in-
tercalated within the ultrabasites, appear to indicate that both rocks, pellitic and ultrabg

sites, have also been affected by similar metamorphic processes.

So the M1 metamorphic conditions established by some authors (VOGEL, 1967; VOGEL et al.,
1983, etc.) evolutioned from 900-600 °C and 14-19 Kb, through 750-700 °C and 6-10 Kb, to lo-

wer temperatures (according to X 0 as 500°C (VOGEL & GARLICK, 1970; ADDY & GARLICK, 1974).

18
These latter data are similar to those of KUIJPER (1979) (600 °C and 10-11 Kb). These latter
P-T conditions appear more to correspond to amphibolite facies than to the eclogite one , as

interpreted by some authors.

In order to establish P-T metamorphic conditions several geothermometers were used, -
mainly the biotite-garnet pair (PERCHUK, 1977; PERCHUK et al., 1981; FERRY & SPAR, 1978; GOLD
MAN & ALBEE, 1977) for pelitic rocks.

The pyroxene-amphibol pair (PERCHUK, 1977; PERCHUK et al., 1981) the garnet-amphibol -
pair (PERCHUK, 1970, 1971), and the plagioclase-amphibol pair (PERCHUK, 1977; PLYUSNI-

NA, 1982) for amphibolites, granulites-eclogites, were used.

In schists the data of PERCHUK (1977), PERCHUK et al. (198l), and WELLS & RICHARDSON
(1979) were used,and for amphibolites the BROWN (1977) data.

In general terms it can be said that the metamorphic conditions for schists, amphiboli
tes, granulites, eclogites and chloritites-serpentinites ("metabasites") are very similar to

the medium degree metamorphic ones.

On the other hand and at mineral scale the garnet-pyroxene pairs of the metabasites in
dicate very close formation-conditions for all these rocks (Fig. 7) (see COLEMAN et al., -
1965) . -

The existence of "relict" minerals attributed by various authors as from the "katazo-
nal origin" could not be stated by means of chemical criteria, although the analysis carried

out on various crystals of garnets and pyroxenes, that appear to exhibit some "relict featu-
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res", do not show that character. On the contrary they show a chemical identity with the other
minerals. On the other hand the composition of some minerals, such as olivines, is very simi-
lar to olivines originated by contact-metamorphism (metasomatism) of carbonate rocks. This -

origin can also explain the formation of amphibol minerals with pargasitic compositicns,.it

is to say that all of them were originated by transformation of carbonate-sedimentary rocks

in a suitable chemical and physical environment whose main cause must be found in the under-

lying granitic masses existent at Cabo Ortegal.

In this way the so called "relict textures" could, on the contrary, correspond to '"growth
textures" of pyroxenes, amphiboles, etc., in a medium degree metamorphic environment where

high metamorphic conditions were never reached (see SANCHEZ CELA & APARICIO, 1982).

The main stage could correspond to that defined, by some authors, as M It is evident

3°
that the shaly metamorphic zone (Ordovician-Silurian), that surrounds the Cabo Ortegal Com-
plex, indicates greenschist metamorphic conditions (paragenesis with quartz + plagioclase +
+ muscovite + chlorite + chloritoid). These petrographic facies are interpreted by various

authors as retrometamorphic ones and originated during the M, stage. In basis to the trans-

4
tional characters (structural, petrographic, etc.) that are evident from these surrounding
shales to the schists we prefer to include both materials, shales and schists, as belonging
to one same metamorphic cycle and both synchronically developed in two different geographi-

cal zones.

PREMETAMORPHIC ORIGINAL ROCKS AND SOME PETROGENETIC CONSIDERATIONS.

The geological, petrographic and geochemical data on the "metabasites" at Cabo Ortegal
Complex (amphibolites, granulites, eclogites and chloritites-serpentinites) indicate that -
they all belong to one same petrogenetic unity whose polyphasic character is closely related

with processes that took place in the Upper Continental c rus

ot

In our opinion the origin of these metabasites appear to be more as a consequence of
the assumption of that basic-ultrabasic rocks are from Mantle provenance independently if

many geological and petrological data question that origin.

There exist abundant data that indicates that all the lithological groups at Cabo Orte
gal had a partial sedimentary origin: a) pelitic and carbonatic rocks, sometimes fossilife-
rous, that alternate or intercalate within amphibolites and chloritites-serpentines; b) pre-
sence of foliation, schistosity and stratification in the metabasites (amphibolites, chlori-

tites-serpentinites, etc.), etc.

The geochronological data (WAN CARLSTEREN et al., 1979) together with stratigraphic -
considerations appear to place the Cabo Ortegal Complex énd the surrounding materials mainly
in the Lower-Paleozoic. Generally the surrounding materials are assigned to Ordovician-Silu-
rian (VAN DER MEER, 1975). As in many places there exists a gradual transition towards the
materials of the nucleous. In this way it is not absurd to suppose that these latter mate-
rials could correspond to Cambrian as some geological data appears to indicate (VAN CARLSTE-
REN, 1977).

It would be interesting therefore to try to correlate the materials at Cabo Ortegal -
with others of the Iberian Massif. In nearby zones, East Galicia and Asturias, there exist
thick and monotonous series of Cambrian materials that by their petrological features could
be considered the predecessors of the igneous-metamorphic ones at Cabo Ortegal. So in Astu-
rias (ZAMARRENO, 1983) there exist thick Cambrian stratigraphic sequences where the lutitc

materials are dominant (various phyllites and schists), but in lower-levels carbonate mate-
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rials are frequent: limestones, dolomites and sometimes magnesites, in many cases transformed
o o o ,
or alternating with marbles, calc-silicate rocks and also some basic-ultrabasic rocks very si

milar to the chloritites-serpentinites at Cabo Ortegal.

These sedimentary materials or other very similar ones were present at Cabo Ortegal be-
fore the various structural, metamorphic and mainly granitization processes took place. The -
result was the formation of a petrological polyphasic petrostructural unity nowadays formed
by various schists, amphibolites, granulites, eclogites and chlorites-serpentinites with scar
ce outcrops of granites or other rocks such as rhyolites, keratophyres, porphyries, etc. all
of which we interpretet as differential and superficial manifestations of underlying granitic
masses, principal cause of the various structural and petrological processes that too, place,

in a wide geological cycle, at Cabo Ortegal zone.
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Chemical composition of schists (Analyst M. Vallejo; CSIC)
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TABLE 1
Chemical composition of amphibolites (Analyst M. Vallejo; CSIC)
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TABLE 1
Chemical composition of amphibolites (Analyst M. Vallejo; CSIC)
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TABLE 1

Chemical composition of granulites-eclogites (Analyst M. Vallejo; CSIC)

Sample 1931 1950 1865 1876 1912 1997 1951
Si03 49.22 49.53 18.90 49.70 49.30 50.02 54.60
TiO2 112 0.39 0.43 0.21 0.40 0.97 0.35
A1203 14.82 155 8 15.75 35=117 15.66 13.73 13.16
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(e = = - = = = =
Den 17.97 24.59 12.18 46.56 12 .44 15.80 19.71
Dfs 6.54 5.09 5.98 3.52 4.94 11.34 T
En 10.90 10.21 155412 17.44 7.89 STH 12.08
Fs 4.55 2.42 8.51 1.51 3.59 4.70 5.14
Fo S 1.36 = 10.30 5.68 4.04 =
Fa = 0.49 = 1.03 2.85 3.67 =
Mt 6.74 4.36 4.41 4.09 5.34 2.61 2.97
Ilm 213 0.74 0.82 0.40 0.76 1.34 0.66
Ap 0% 32 0.12 0.30 0.05 0.46 0.44 0.37
D, 12.95 16.28 15.92 5.21 26

.07 24.51 24 .63

1931) Eclogite. Cota 483,

1950) Granulite. Sizmundi.

1365) Eclogite. Barreiras.

1376) Eclogite. Coto Amenciro.
1912) Eclogite. Cahs Ortegal.
1997) Eclogite. Cazcrio La Cruz,
1951) Granulite. Sizmundi.
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Sample
Si0p
TiO2
Al703
Fe203
FeO
MnO
MgO
Ccao
Na20
K20
P205
CO2
K20

TOTAL

Rb
Ba
Pb
Sr
La
Ce
Y

Th
Zn
Cu
Ni
Ga
Zr
Nb
v

Or
Ab
An

Den
Dfs
En
Fs
33(e)
Fa
Mt
Hm
Ilm
Ap

16505

1367)
1370)
1383)
1301)
1902)
1982)
1980)

Chemical composition of serpentinites (Analyst M. Vallejo; CSIC)

TABLE 1

1867 1870 1888 1901 1902 1982 1980
41.87 42.67 42 .51 43.97 41.25 44.23 42.43
0.09 0.12 0.04 - 0.07 0.01 0.02
3.44 3.41 3522 2.46 S5 259/ 3.81
5.04 3573) 4.48 4.38 4.20 4.23 4.57
2.43 3.48 1.85 3592 324157 3/:39 2,82
07512 0.12 0.12 0.14 0.12 0.11 0.11
33.74 335105 33.54 31.64 33.62 32.40 BB
1.64 2573 0.87 5.30 1552 1.56 15550
0.36 0.60 0.22 0.10 O35 0.33 0.37
0.50 0.10 0.01 - 0.05 0.05 0.09
0.03 0.03 0502 0.03 0.03 0.03 0.03
10.72 9.47 12.70 7.70 1:25(0C) 10.36 10.78
99.98 9915154 9i9515:8 99.64 99.58 99.42 99.76
64 50 64 36 64 59 60
.63 4 3 - 28 77 108
8 8 8 7 9 8 3
99 90 1517 80 100 64 72
14 16 15 9 16 16 10
49 43 45 23 4 56 53
42 40 44 26 47 44 43
1 1 1 1 1 2 2
85 82 86 70 4 85 96
12 12 12 27 11 11 11
2763 2344 2622 1291 2520 2578 2657
21 157, 18 14 23 22 23
191 156 203 123 208 186 182
26 21 28 15 29 25 23
33 35 36 22 32 41 40
25195 0.59 0.06 - 0.30 0.30 0.53
3.05 5.08 1.86 0.85 2.96 25579 3543
6.29 6.32 4.19 6.26 5570 589.9 25
- 5e:3il - - - 0.45
1.28 Shsil - 14.39 0.44 1.33 -
- 0.19 - 0.63 0.01 0.04 =
SHE25 27.24 48.09 31.60 33.67 46.32 38.48
0.14 1.10 - 1.54 05919 {15+16)7 0}%57/5)
36.57 36.86 24.84 23.24 34.94 23.66 31703
0.18 1.65 - {85552 fIRSE1IS 0.94 0.65
7534 5.41 6.24 6.35 6.09 6.13 6.53
- - 0.13 = = = -
0.17 0.23 0.03 vee 0.13 0.02 0.04
0.07 0.07 0.05 0.07 0.07 0.07 0:.07
6.00 5.67 B892 0 25 3.26 3.09 3.66
Serpcntinite. Basada das Mestas.

Serpentinite.
Serpentinite.
Serpentinite.
Serpentinite.
Serperntinite.

Serpentinite

Meizoso.

Cruceiro Los Carris.
Heubeira.

Cantiles del Cuadrs.
Jubia.

. Jubia.

153




TABLE 1
Chemical composition of granites (Analyst M. Vallejo; csIC)

OWi= OO0 OO0 OouU o

33
20.03
41.22
2is55
2.49

3

(058
OFSH!
0.1
0.1
0.4
22

5
2

Granite. Barrosas.

Granite. La Regoa-Nogueira.

Granite (plagioclasic) Penedsz-San Juan.
Granite. Fzgoa-Esriza.




TABLE 2

Chemical composition of garnets (Analyst J. de la Puente; CSIC)«x

1894 1897 1898 1910 1915 1909 1943 1999 1946

Bi=56 IS4 38.54 37.03 35.28 38.46 37.39 - 38.10 38.73
2415025082015 22.91 2415588247 5ERI23 S92 3 518 23551 287041
2928826/ 24.86 28.40 26.52 26.06 34.35 3220 B 6
25291/, 0. 1.16 el 1.80 1.74 1.63 2.89 2.43
3.84 0. 8.03 3lS09 08 8.94 1558 1.81 3.78
1.64 il 4.86 579 0.72 ijis32 1.50 1.36 0.76

100.43 100.45 100.09 100.38 100.59

i
0.
q.
34
0.
0.
0.

Alm.  56.86 58.41 73.60 61.09 64.72  85.90
Pyropo 13.59  3.62 10.85 15.19 6.23 ~ 5.88
Gross. 26.31 34.48  9.54 19.62 25.74°  4.43
Esp. 321 s A7 s g 4.09 312077

* Number of ions on the basis of 24(0).




TABLE 2
Chemical composition of biotites (Analyst J. de la Puente; CSIC)

Sample 1866 1942 1894 1909 1898 1889 1946 1910

Sio2 B280S 31.07 35.66 33.87 3280218 371522 35.46 BBEAT
A1203 212455240 19.50 18.46 22192 18.96 16.19 18.77 20.53
FeO 20.96 24 .27 15.84 21.96 22.86 16.42 18.18 24115153
MgO 14 .89 7.08 12.70 8.63 7.04 12.03 ) 5 555) OFNRY,
K,0 3.02 8.98 10.48 LSS 9.43 9.96 10:33 ) 7E)
MnO - - - - - = Lo 2

TiO2 a7 4.39 21615 1157k 4.74 4.14 3.90 21292,
H,0 4.06 3.80 3121919 4.01 3.87 4.01 B9 3.96

99.70 90IH12; 99131813 100.57 100.06 CIS)5EIC) 100.17 11039

4.980 51558 5.344

3.020 2.442 2.656

0.616 0.421 0.694

2059156 2.051 205295

16128 2161l 2.140

K 5 b 0 5 1.898 1.986

Mn o =

Ti 5 5 5 - E .465. 0.443
OH 4 4 4

*Humber of ions on the basis of 24(0), 4(0H).




TABLE 2

Chemical composition of pyroxenes* (Analyst J. de la Puente; CSIC)

1868 13867 18762  1876-3 1926 1931 1901 1902 1950 1940 1934

51.07 51.65 55.07 53315 51.73 53.73 53.24 56.40 54.59 2 SYAST0)

S 10.54 i 2.09 9.98 8/ {718 - 7.16 6.43
9.67 4.60 6.48 8,251 9.70 5.09 2RT2 7.70 8135 9.66
10.33 19.25 19.42 16.97 8.35 11.16 19.02 32.70 13.01 048
17.73 12.69 11.74 23.09 14.09 16.55 24.34 2.98 17.63 18925
2.90 1.20 - - 5.88 4.09 - - 3.66

= = - 5 0.16 - 0.14 0.10

99.58  100.47 100.21

1.958
0.042
0.240
0.299
0.524
0.724
0.180

Enst 87%

* Number of ionson the basis of 6(0).




TABLE 2
Chemical composition of plagioclases* (Analyst J. de la Puente; csICc)

Sample 1942 1943 19419 1885 1881 1949 193

510, 64.97 6743615 61.18 61.29 68.50 63.75
7\1203 D2EN]5; 20.95 24 .86 24.41 20.28 23.42
cao ! 2.98 1.35 581 5.86 0.18 4.01
Na,0 912152 10.12 8.03 8.64 10.11 9.58
K50 OF51Es) 0.62 - 0.24 - 0.08

TOTAL 100.43 100.71 100.46 100.87

192378 EIST76:5
4.719 4.315
072559 0.252
3233 3.415
0.044 0187

* Number of ions on the basis of




TABLE 2
Chemical composition of amphiboles* (Analyst J. de la Puente; CSIC)

18761139191 i 9311 {11034} SD3BI 19061 IET9261 18851 = 1na0; ©na40) divsiihasalihns st ilghs

40.05 44.91 54.56 40.19 42.50 38.22 44.98 40.24 40.04 39.99 46.48 44.10, 45.25 44.65 41.97 42.98
Al703 5 20.22 15.90 14.94 = 1.09 17.22 14.90 15.75 13.26 17.16 16.37 16.44 1252 61 6T O 4P 7/ 3R S SRS RTINS 8 6
Fed 2 9050 1570, = 8.73 111.79° 13.36 10,98 '17.61 13.57 17.04 ' 17.57 17.33 R AR R S S T 5 Uilae)
Mgl 5 11.23 17.03 15.94 31.84 11.69 15.25 10.58 12.03 .61 8.97 9.28 13.56 10.00 16.68 18.16 1279
Ca0. 5 12.39 10.97 10.48 0.35 10.22 10.55 11.19 12.10 ~A0RERORA AR 0877812/ 0 3188 09778881 024 ST 0B S 05
Na,0 5 1559 M9 IS D76 - 21531 2.83 IR95 1.31 SA5 RS S AT 86 X 0il (| ESIF7RR2H8 DS D75
K0 U720 9132 0,257 - 0.80° 0.65" " "1.37'  0.13 27BN 05 0RO R BTSS0S 3RS Q78850152 OB 0 4o
1O 5 - - = = OS15 OIS OB 0SS TO R 072410 <l OB 2 O | =022 S 01524 = -
TiOZ 5 0982 980174 - =40 EH0L69) 2203810156 .46 {150 GHIT S A 0 67T S8 ORIIE OS5 7 0556
ﬁZO 0 210988 20120 90 Mol 0 2R D 06 982505 02BN 250028 00 B2 0748280 6 i SISO T

TOTAL 100.34 100.76 100.48 100.06 101.84 99.35 100.56 100.82 100.13° 5 100.55 100.08 99.71 100.35 100.09

Si .018 -985 5.964 6.418 7.436 5.950 6.152 5.756 6.549 2978 #5990 16705 16-397 " 6..424
a1f 5 s 2.036 1.582 0.176 2.050 1.848 2.244 1.451 2.022 2.010 1.295 1.603 1.576
Als . -406  0.769 0.795 - 0.969 0.707 0.566 0.836 0.908 0.801 1.179 0.S40
Fe 4 -093  1.955 1.043 1.343 1.654 1.329 2.218 1.652 5 2 S 1E357 89 605808
Mg . 392 2.448 3.395 6.468 2.580 3.291 2.375 2.612 . 250738229116 8F2 7116203
Ca . . 1.751 1.605 0.051 1.621 1.636 1.806 1.887 . 1.729 1.859 1.706

0.622 0.766 — 0.665 0.794 0.572 0.371 . 0.540 0.284 0.331

0.255 0.068 - 0.151 0.120 0.263 0.024 5 0.156 0.024 0.199

- - - 0.014 0.012 0.012 0.012 S 0.014 0.027 0.026 -
0.744 0.076 - 0.156 0.075 0.230 0.061 0.163 0.073 0.142 5 0.098
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 g 3

* Number of ions on the basis of 24(0), 2(0H).




TABLE 2

Chemical composition of potassium feldspars* (Analyst J. de la Puente; CSIC)

Sample 1898 1943
Si02 S 62 .84
al,0
Cao

3

* Number of ions on the basis of 32 (0) .




TABLE 2

Chemical composition of chlorites and serpentines (Analyst J. de la Puente; CSIC)

Chlorites** Serpentine*
Sample 1870 1867 1888

Si0, 29.10 27.94 42 .54

A1203 /8554 2515505 0.77

FeO 4.01 3.98 6.16
MgO SBRAES) 32.44 312085
MnoO 05241 - -
TiO2 = - -

H,0 17.24

102.24

* Numbers of ions on the basis of 9(0), 4(OH).

** Numbers of ions on the basis of 36(0), 16 (OH).




TABLE 2

Chemical composition of olivines* (Analyst J. de la Puente; CISC)

Samole 1980 1902 1867 1982 1901 1870
SiO2 41.65 40.25 41.28 40.84 40.83 41.13
Fed 10.91 9.23 9.00 10.26 10.39 9.72
g0 47.92 50.21 49.66 48.67 48.21 49.50
TOTAL  100.49 100.36 991595 99.78 99.45 100.37
Si 1.016 0.984 1.006 1.003 1.006 1.002
Te 0.222 0.202 0.183 0.210 0.214 0.198
Mg 1.743 1.829 1.804 1.782 1.771 1.797
Fo 88.70 90.00 90.79 89.45 89.21 90.07
* Number of ions on the basis oi 4(0).
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METODOS ISOTOPICOS APLICADOS A LA PROSPECCION GEOTERMICA

L.F. AUQUE, J. FERNANDEZ CASCAN

Departamento de Petrologia y Geoquimica. Facultad de Ciencias.

Ciudad Universitaria. 50009 Zaragoza (Espafa).

In this paper, an expositon and revision on the isotopic me-
thods, applied to thermal waters, is made.

The amounts of tritium are used to define the age of the
thermal water and the mixing degree with the cold ones.

The 5D-6018 relation can indicate the rate of the isotopic
change (water-rock), the input charge and evolutionary state of
the system, and even the possible genesis of the geothermal area.

Finally, various isotopic geothermometers, with different

calibrates, advantages and inconvenients, etc are examined.

1. INTRODUCCION

La prospeccién de dreas geotérmicas requiere la utilizacidén de una metodologia en la
que se alnen una serie de técnicas generalmente complementarias (geoquimicas, geofisicas,
etc). Las técnicas geoquimicas han proliferado en los Gltimos afios y su utilizacidén ha lle-
éédo a ser indiscriminada y arbitraria. Este problema ya hg sido discutido en numerosos tra-
bajos de sintesis sobre los distintos métodos geotermométricos basados en el quimismo de las

aguas (MICHARD, 1979; FRITZ, 1981; AUQUE et al., 1986).

Los métodos isotdépicos constituyen otro grupo de técnicas de amplia utilizacidn en la
prospeccidn geotérmica. Su empleo presenta caracteres similares a los de la Hidrogeologia
cldsica, aunque con algunas caracteristicas especiales. La escasez de trabajos de recopila-
cidén sobre esta metodologia especifica nos ha inducido a la realizacidn de este estudio en

el qgue presentamos un somero repaso de las técnicas y fundamentos de esta metodologia.

Los is6topos de la molécula del agua utilizados son tanto radiactivos (tritio) como es-
tables (oxigeno-18 y deuterio). Con ellos pueden obtenerse datos sobre la posible mezcla de
los fluidos termales con otros mas frios, o la naturaleza litoldgica del almacén del siste-
ma geotermal. La aplicacidn de técnicas geotermométricas isotdpicas requiere andlisis mas
complejos, ya que involucran isétopos de oxigeno e hidrdgeno constituyentes de otras molécu-

las distintas de las del agua.

2. EL TRITIO

2.1. Generalidades.

El tritio (T) es un isétopo radiactivo con un periodo de semidesintegracidén de 12.26

afios y que puede constituir la molécula de agua HTO. Se produce en las capas superiores
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de la atmésfera gracias a la reaccidén con N14 de neutrones rapidos procedentes de la inte-
raccién de rayos césmicos con distintos atomos:
4y + n —————— T +12
Segin este proceso la produccién de tritio es de 15 a 45 &tomos por minuto y cm@ en la
superficie terrestre (GILETTI et al, 1958; LIBBY, 1961; SUESS, 1969), intervalo de variacidn

dependiente de la intensidad o importancia de la actividad solar.

Esta concentracidén de tritio natural ha aumentado importantemente como resultado de las
explosiones de bombas de hidrégeno desde 1952. La introduccidén de tritio artificial en la
atmésfera e hidrosfera:se ha usado como trazador en el estudio de aguas subterraneas (DIN-
CER & DAVIES, 1967) y especificamente, en el estudio de aguas termales, esta alteracién del
ciclo natural permite estimar: )

a) E1l tiempo de residencia del fluido termal en el interior del reservorio.
b) E1 grado de mezcla con aguas de infiltracién mas reciente.
Hechos que son de suma importancia a la hora de calcular la temperatura de base del sistema

gedtermal mediante métodos geogquimicos.

2.2. Metodologia.

La concentracidn natural media de tritio atmosférico para nuestra latitud, antes de la
primera explosién termonuclear, era de 15 U.T. (Unidad de Tritio = T/H-lO_B) segln los datos
sefialados por OLIVE (1970). Partiendo de esta concentracidn inicial podemos calcular la con-
centracién residual de las aguas en afios posteriores utilizando la expresidn:

( =0.693 ¢
Ct = Co-e (1)
donde C¢ y Cy son las concentraciones final e inicial respectivamente; T es el periodo de se-
midesintegracién y t es el tiempo transcurrido. La concentracién de tritio en las aguas para
1982 seria:
( -0.693 x 30)
C1982 =15.e 220 =S S75RULER (2)

Si en los analisis de aguas realizados en ese afio la concentracién de tritio es menor
de 2.75 U.T. querria decir que esas aguas se habrian infiltrado antes de 1952. Si las con-
centraciones obtenidas son mayores, las aguas se habrian infiltrado méds recientemenete o bien

el fluido termal estaria sometido a procesos de mezcla con aguas mas recientes.

En todo caso hay que considerar estos resultados con prudencia ya que como sugiere WIL-
SON (1963) la presencia de bajas concentraciones de tritio en aguas termales podria deberse

a una acumulacidn local de elementos radiactivos en un proceso de tipo hidrotermal.

2.3. Aplicacidén: las aguas de los balnearios de Panticosa y Benasgue.

En la campafia de 1982 realizada por el IGME se hicieron distintos andlisis isotépicos
de los balnearios de Benasque y Panticosa. En la tabla 1 se sefialan los resultados de estos

andlisis para el tritio junto con la temperatura de surgencia de cada fuente.

A la vista de esos datos estd claro que el Manantial de Tiberio es el que parece presen-—
tar una menor proporcidén de mezcla de aguas o bien un mayor tiempo de residencia del fluido
termal. Los manantiales del Higado, La Laguna y San Agustin presentan una alta proporcién de

tritio y por lo tanto han de interpretarse como aguas mads superficiales o bien con un menor
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TABLA 1. Contenidos de tritio y temperatura de surgencia de los manantiales

de Benasque y Panticosa (IGME, 1982).

TEMPERATURA (°C) TRITIO (U.T.)

Benasque:

Manantial de Las Pilas = ————-———— 36.0 1.4

Manantial de San Victoriano i 35.0 1.8

Manantial de Las Opiladas ————————— 32.5 s
Panticosa:

Manantial del Higado = = ————————- 25.0 7.0

Manantial de Tiberio = = ————-——- 52.0 0.7

Manantial del Estémago = --———-———- 30.5 2.0

Manantial de La Laguna = —-———————- 24.0 5752

Manantial de San Agustin —-———————— 27.0 10.1

Fuente del Gas  ——————o— 21.0 1.1

|
|
1
|
Il
|
|
I
|
I!
I
If
|
I
|
|
ll
|
I
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
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1
1
1
1
1
|
1
n
I

tiempo de residencia en el sistema.

Los caracteres geoquimicos de estas aguas parecen indicar que las diferencias de tempe-
ratura de surgencia y contenidos de tritio de los manatiales analizados pueder explicarse mas
coherentemente si pensamos en un fluido termal de alta temperatura que se mezcla con aguas

superficiales mas frias en proporciones distintas (AUQUE & FERNANDEZ, en preparacion).

3. ISOTOPOS ESTABLES. -
3.1. Generalidades.

Seglin datos de HOLDEN & WALKER (1972) las abundancias respectivas de los tres isétopos
estables del oxigeno son: 016-99.756%; 017=0.039%; 018-0.205%. El hidrégeno tiene dos iséto-
pos estables: H'=99.985% y R=0.015%.

Las composiciones isotépicas de hidrdgeno u oxigeno en una muestra de agua se expresan
como diferencias de relaciones 0l8/016 y D/H respecto a una muestra-tipo denominada SMOW
("Standard Mean Ocean Water') y definida por CRAIG (1961) con las siguientes proporciones mo-—
leculares: H,0%6= 10°%: Hp017=420: H018-2000: HDO=316. La expresién de la composicién isoté-

pica corresponde a:

dol8 - [[(ols/ols)ej.— (ols/olﬁ)smow] / (ols/ole)smow} - 10%%. (3)

6D = [[(D/H)ej. = (D/H)SMOWJ / (D/H)SMOW}.lOB%. o

Por lo tanto, valores positivos de estas ecuaciones indican un enriquecimiento de la

muestra o ejemplo respecto al SMOW.

Las relaciones isotépicas del SMOW frente al agua destilada vienen definidas por las
relaciones:

(D/H)suow = 1:050 (D/H)y o (5)

(018/0%8)gyoy = 1.608 (018/0%8)y,0 (6)
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3.2. Evolucién de 008 y 0D en el ciclo hidrolégico.

El reparto isotdépico entre la fase vapor y la fase liquida en un proceso de evaporacién
.esté controlado por la presién de vapor de las distintas moléculas de agua. Esta presidn de
vapor es inversamente proporcional a la masa de las moléculas y, por lo tanto, el agua del
océano remanente de un proceso evaporativo estara enriquecida en 018 y D, mientras que el va-
por que asciende a la atmésfera lo estara en 016 e H. Este reparto isotépico viene expresado
por el coeficiente de fraccionamiento isotdpico "', que para un procesc de evaporacién en
condiciones de equilibrio a 25° C es (CRAIG & GORDON, 1965):

08— (e18/010) o / (018/016)\,apor = 1.0092 (7)

<iDi= = (D/H)5 /(D7) o =112074 (8)

Como puede verse en la figura 1, el coeficiente de fraccionamiento isotdpico disminuye

al aumentar la temperatura.

En el proceso subsiguiente de condensacién del vapor atmosférico, la fase liqiuida se
enriquece en 018 y D, de manera que la primera precipitacién es isotdpicamente similar al
agua ocednica (fig. 2). Esta remocién preferencial de 0ES y D de las masas de aire causa el
enriquecimiento en O16 e H en la fase de vapor que queda, y por lo tanto las posteriores llu-

vias tendrédn valores negativos de 0018 y OD.

I ] | ] T | T I T I T
1.0140 — —1 1.140
\.

1.0120 r —1.120
o [ ®, =
=
=
=
= 1.0100(— Xig =100
=
g L . =
z

a
8 D
= 1.0080 | — x —1 1.080
=,
e
= 1=
= =
2 \
£ 1.0060— x o — 1.060
o
S |35 _
E X
S 1.0040 [— \ \— 1.040
x
\—;
10020 [ e e [ e i e e 1.020
—20 0 +20 +40 +60 +80 +100
TEMPERATURA

FIGURA 1. Variacién del coeficiente de fraccionamiento isotépico con

la temperatura.
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FIGURA 2. Evolucién de la composicién isotépica de las
aguas metedricas.

Utilizando numerosos ejemplos analiticos de aguas metedricas recogidas a distintas lati-
tudes, CRAIG (1961) demostré la existencia de una relacidén lineal entre dol8 Yy dp respecto al
SMOW, definida mediante la ecuacién (fig.2):

6p = 8608 + 10 (9)

Los tnicos ejemplos gue no cumplen esta relacién son los tomados en cuencas cerradas y
an ciertos rios y lagos de Africa. Las cuencas cerradas, afectadas por un desequilibrio eva-
porativo, caen fuera de la recta (fig. 2) aunque estan relacionadas con la composicién origi-

nal dé la precipitacidn ( 60%8, dDO) por la ecuacion:
6p = 5(60'8 - §0L8) +0p, (10)

En lineas generales puede apreciarse como conforme la masa de aire huimeda asciende a ma-
yores latitudes las precipitaciones adquieren*valores de 6018 Yy do progresivamente mas nega-
tivos, debido a:
1) El fraccionamiento isotépico causado por diferencias de presidén de vapor de las
moléculas de agua a una temperatura determinada.
2) La disminucién de la temperatura del aire que incrementa el coeficiente de frac-
cionamiento isotépico.

ol6

3) La evapotranspiracién de las plantas, que favorece un enriquecimiento en e

hidrégeno.
3.3. Contenido de dold y 6D en sistemas geotermales.

CRAIG (1963) determiné los valores de 6018 y 6b de numerosas fumarolas y surgencias ter-
males neutras o ligeramente bdsicas. Los resultados obtenidos sefialaban que para una misma
area geotermal los valores de 0018 son variables mientras que los de dD son constantes y simi-

lares a los de las aguas meteéricas de la zona.

Un estudio del mismo tipo es el realizado por WHITE (1973). Este autor representé los da-

tos de conocidos sistemas geotermales en un diagrama binario 6018— (o)) Jjunto con la recta de-
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finida por la ecuacién (9) como referencia (fig. 3). Los circulos coscuros corresponden a los
andlisis de aguas metedricas de cada zona y los circulos blancos a los de aguas termales. Los
resul tados obtenidos son similares a los deducidos por CRAIG (1963). De esta manera, el en-
riquecimiento en oxigeno es atribuido al equilibrio progresivc de este elemento en el agua
con rocas carbonatadas y silicatadas. Los valores de deutefio permanecen constantes ya que

el contenido de hidrdgeno de las rocas carbonatadas y silicatadas es muy bajo comparado con
el del agua; sin embargo, ELLIS & MAHON (1977) sefialan que puede haber un ligero enriqueci-
miento en deuterio en aquellos sistemas en los que aparece una importante proporcién de arci-

llas y minerales miciceos en las rocas (por ejemplo, la clorita tiene una relacién H/O de
4/9).

El grafico de WHITE (1973) puede servirnos para diferenciar los tres posibles comporta-
mientos definidos para sistemas geotermales en funcién de la génesis considerada:

1) Aguas termales de origen exclusivamente metedérico. Se disponen en lineas hori-
zontales, observandose variaciones en 0018 mientras que 0D no varia respecto al
valor del agua metedrica considérada en la zona (por ejemplo, los de Steamboat
Springs).
2) Aguas termales de origen metedérico con participacidén de aguas magmaticas. Exis-
ten cambios en los valores de OD y 6018 tendentes hacia los valores esperables
en aquéllas (Salton Sea, fig. 3).
3) Aguas termales de origen no metedérico. Se trataria de aguas juveniles de ori-
gen magmatico o metamérfico. Esta Gltima génesis es la invocada por WHITE (1973)
para el caso de Sulphur Bank, donde observamos una disparidad total entre las

aguas termales y las metedricas.

El problema sobre la participacién de aguas juveniles en sistemas geotermales es algo
todavia no resuelto, partiendo de la base del desconocimiento de las proporciones isotépicas
de un agua juvenil. Algunos métodos deductivos permiten estimar la dol8 de un agua juvenil
entre +6 y +12 (es la 6018 de las rocas igneas,en general, con las cuales tiene que estar
relacionada el agua juvenil); y la de 0D en -55.3% (es la proporcidén en el agua del volcan
Surtsey segin los datos de ARNASON & SIGURGEIRSSON, 1968). Los rangos considerados por WHI-
TE (1973) para las aguas juveniles o magmaticas pueden verse en la figura 3. En todo caso

son bastante raros los sistemas geotermales con aguas de origen exclusivamente magmatico. En

general, los sistemas geotermales parecen estar recargados por aguas metedricas mayoritaria-—
mente.

3.4. Evolucidn isotdpica en sistemas geotermales.

Estudios y trabajos del tipo de los realizados por CRAIG (1963) y WHITE (1973) han per-

mitido analizar las pautas evolutivas de los isOtopos en sistemas geotermales realimentados
por aguas metedricas.

En sistemas geotermales de este tipo debe existir un balance exacto entre un isétopo ga-—
nado por el agua y el mismo isétopo perdido por la roca. Por lo tanto un enriquecimeinto iso-

tépico en la zona de interaccidén puede darnos una idea de las masas reaccionantes de agua y
roca.

BLATTNER (1985) resume en el diagrama 608 dp de 1a figura 4 la evolucién isotdpica de
un sistema geotermal que comienza con una composicidén isotépica semejante en el agua y en la

roca del sistema. Las aguas, originalmente metedricas y por lo tanto con una composicién iso-
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tépica "normal' (recarga de agua, fig.4), reaccionan con las aguas y se van equilibrando en
el reservorio (a lo largo de la linea de trazos,(1)). Si este agua surge después de este in-
tercambio inicial tendremos la 'descarga temprana'" con una composicidén isotdpica, en espe-
cial respecto a(fols, totalmente modificada en relacién con la del agua metedrica inicial.
Esta primera recarga de agua del sistema presenta, pues, un claro enriquecimiento positivo
en 6b18. Sin embargo, dentro de la evolucidn histérica del sistema, las sucesivas recargas
de agua metedrica se encontraran con rocas cada vez mas empobrecidas por las anteriores re-
cargas, y por lo tanto el enriquecimiento en 6018 es cada vez menor, tendiéndose a alcanzar
los valores minimos originales del agua metedrica ('"descarga madura'). Los valores de 0D se
estabilizan mds rapidamente en la evolucién del sistema debido al exceso de hidrégeno en el

agua respecto a la roca (fragmento en forma de "L" de la fig.4).

Por lo tanto, tal y como sefialan ELLIS & MAHON (1977), en un modelo general, &reas que
presentan poco enriguecimiento en 6018 serian viejos sistemas con importante recarga de agua
cuya composicién isotépica se ha ajustado en equilibrio. Areas con enriquecimiento de 6018
importante corresponden a sistemas de poca recarga o bien a sistemas hidrotermales jévenes
cuyas aguas estan en contacto con rocas todavia no muy alteradas isotépicamente.

4. GEOTERMOMETRIAS ISOTOPICAS.

4.1. Introduccién.

Las temperaturas de base de un sistema geotérmico pueden calcularse mediante técnicas
geotermométricas quimicas (ver por ejemplo AUQUE et al, 1986). Un método de cuantificacidén

mds sofisticado lo constituyen las denominadas geotermometrias isotépicas.

| I | |
0 — «SMOW —
salmuera campo
Broadlands petrolifero
2 o
Wairakei e
= O0— —0 =
Larderello — 0—5—9% -0
=50 |- ———— o Z
aguas
magmaticas
- e s
= Salton Sea
. —0—0-090— — Lassen Park
-100 =]
<35 — —Steamboat Springs
-150 I I | |

-15 =10 -5 0 e

5%

FIGURA 3. Evolucidén de la composicién isotépica de dis-

tintos tipos de sistemas geotermales (ver texto).
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FIGURA &. Evolucién de la composicidn isotdpica de las aguas de

un sistema geotermal recargado por aguas metedricas (BLATTNER,

1985).

Como en las técnicas geotermométricas quimicas, existen varios métodos isotdpicos e in-
cluso distintos calibrados dentro de cada método. Todos ellos se basan en que el fracciona-
miento isotépico en determinados sistemas binarios es funcidén de la temperatura, lo cual per--
mite, conociendo la relacién isotépica de los dos constituyentes del sistema, deducir la tem--

peratura.

No pretendemos realizar un andlisis exhaustivo de la metodologia y fundamentos de cada
uno de ellos, lo que de por si constituiria motivo de un trabajo mucho mads amplio. Simplemen--
te nos limitaremos a realizar una recopilacién de los distintos tipos de geotermémetros iso-

tépicos en vista a posteriores trabajos mas exhaustivos.

4.2. Geotermémetros basados en la relacidn C13/C12.

Se aplica a sistemas binarios en los gue interviene la calcita, COp, grafito o CHg. E1
més usual es el que utiliza el fraccionamiento entre COp y CH, en gases naturales. El equi-
librio que se establece puede expresarse como (CRAIG, 1953) :

CHg4 + 2Hp0 =———————= CO2 + 4Hp (11)

La férmula geotermométrica (°K) vendrd definida por la ecuacién:
1000 lne¢= -9.01 + 15.301(103/T) + 2.361(10%/1%) (12)
donde o< es:

N s A G ot (13)

En la mayorfa de los casos las temperaturas deducidas por este geotermémetro son mayo-
res que las que existen realmente en el almacén geotérmico (CRAIG, 1975; HULSTON, 1975). La
ecuacién (11) es muy lenta, y los distintos intentos experimentales de alcanzar el equili-

brio isotdépico entre estos gases a temperaturas de 200-300° C han sido infructuosos. Por otrc
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lado, la composicidn isotdpica del carbono en él metano de sistemas geotermales suele ser
similar a la existente en el carbdn organico natural por lo que las temperaturas calculadas
pueden ser fortuitas (PANICHI, 1975). Por lo tanto la utilizacién de este geotermémetro ha

de realizarse con mucha prudencia.

Otro sistema binario susceptible de ser usado como geotermémetro segin la relacidén cl3/
cl2 es el basado en el fraccionamiento entre Hcog y CO2 (O'NEIL et al, 1975; TRUESDELL, 1975).
Los resulatdos obtenidos parecen ser mejores que los del CHy-CO5, aunque hemos de tener en
cuenta que el HCO3 de las aguas termaies tiende a descomponerse por reaccidn con otros aci-
dos débiles, y conforme los fluidos ascienden a la superficie, expulsando CO,. Esta situa-

cién puede falsear los resultados obtenidos (ELLIS & MAHON, 1977).

4.3. Geotermémetros basados en la relacidén 018/016.

Son muchas las reacciones que tienen lugar en sistemas hidrotermales y en las que se
produce intercambio isotépico de oxigeno. Una de las usadas con propésitos geotermométricos
es el intercambio isotépico producido gntre €Oy y Hp0 (vapor) :

16 18,16 18

H20 + CO™ "0

HACEs 02 (14)
La ecuacidén geotermométrica correspondiente es:
-1000 1nx= -10.55 + 9.289(10°/T) + 2.651(10°/1%) (15)
donde & es:

x = (018/018)0 /(01%/0"%)y (16)

Sin embargo, ELLIS & MAHON (1977) sefialan que en esta reaccidén el intercambio isotépico

es muy rapido y por lo tanto de reducido interés como indicadora de temperaturas.

Més adecuadas son las reacciones en las que el fraccionamiento isotdépico de oxigeno se

produce en el sistema sulfato-agua. Las ecuaciones basicas de este geotermémetro son del ti-

po:
16 18 16 18 16 (17)
H,0°° + HSO" 0" s————— H,0 = + HSO,
16 TaRENE R e 18 16
1/4 SO,” + H0 " sF/———= 1/4 SO, + H,0 (18)

En la figura 5 pueden verse los distintos calibrados de geotermémetros isotépicos en
los que intervienen los sulfatos, en funcién de las formas de estos Gltimos que se conside-

ren en el equilibrio (ROBINSON, 1977).

McKENZIE & TRUESDELL (1977) realizan otro calibrado basadndose en la ecuacién (18). La
férmula geotermométrica de este calibrado es:
1000 ln« = 2.88(106/T2) - 3.6 (19)
donde e es::
018/016

18, .16
)so= 4 (0=/0e) 50 (20)

Este calibrado se ha convertido en uno de los mas usados, poseyendo correciones segin que el

== (
enfriamiento del agua termal se produzca por conduccidén, vaporizacién brusca o vaporizacidén
continua.

La aplicacién de los geotermémetros isotépicos con soz da, en general, buenos resulta-
dos aunque en algunos casos proporcionan temperaturas ligeramente mas altas que las reales

(HULSTON, 1975; MITZUTANI, 1972).

171




350 300 250 200 180 150

T=a=; T

=)
T

1000 Ln o (/00 )

FIGURA 5. Distribucion de los isétopos de oxigeno entre agua

y distintas formas de sulfatos (ROBINSON, 1977).

4.4. Geotermémetros basados en la relacién D/H.

Existen, también dentro de este grupo, distintos calibrados segiin la reaccién de inter—
cambio isotépico cousiderada. Una de las mas usadas es:
HD + HZO H2 + HDO (21)
calibrada por BOTTINGA (1969) y estudiada experimentalmente por HULSTON (1975) y ARNASON
(1975). Los resultados obtenidos con este geotermdémetro no son excesivamente buenos ya que
estd condiconado por numerosos factores propios de cada sistema geotermal y la cinética de

la reaccidén no se conoce exactamente todavia (ELLIS & MAHON, 1977).

Otra reaccidén usada con fines geotermométricos es:

CH3D + H2 —— CH4 + HD (22)

calibrada experimentalemente por CRAIG (1975). La ecuacidén geotermométrica viene dada por:
1000 lne¢= -90.888 + 181.264(10°/T%) - 8.949(10%/1%)2 (23)

donde & es:
& = (D/H)CHA/(D/H)H2 (24)

Los resultados obtenidos al aplicar este geotermémetro parecen presentar dificultades

similares a los del calibrado anterior (TRUESDELL, 1975).

5. CONCLUSIONES.

Los métodos isotdpicos constituyen una imporatnte herramienta en la prospeccién geotér -
mica. Su utilizacidn, sin embargo, no deja de ser una solucién de compromiso entre el plan-
teamiento iniciai del problema, los resuitados que se deseen alcanzar y los recursos econé-
micos que se quieran o puedan utilizar. Las geotermometrias isotépicas son, en general, un

complemento al resto de técnicas geotermométricas y por lo tanto su utilizacién no se hace
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imprescindible salvo en casos muy concretos.

Mds imporatntes son las deducciones que se pueden obtener a partir de los contenidos

S 18 £ S - -
de tritio, dO y 6D. Tal y como se ha senialado en el apartado 2.1., los contenidos de tri-
tio nos van a indicar a grandes rasgos el tiempo de residencia del fluido termal en el sis-

tema y la posible existencia de fendmenos de mezcla.

Los andlisis de isétopos estables de oxigeno e hidrégeno del agua proporcionan asimis-

mo datos bastante interesantes:
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1) Limitan la zona de recarga del sistema mediante el estudio de la ecuaciones de
variabilidad isotépica que rigen la zona de estudio (ecuaciones del tipo de la (9))
2) Cuantifican los intercambios isotdpicos, especialmente los de 018, en el reser-
vorio, bien por interaccién con la roca o por fraccionamiento a causa de la vapori-
zacién. Con ello podemos obtener una idea de la naturaleza litolégica del almacén

o sobre la presencia de fase vapor en el sistema.

3) El enriquecimiento isotépico puede informar, asimismo, de las masas reaccionan-
tes de agua y roca, y del volumen de recarga del sistema.

4) Y por Gltimo, pueden suministrar informacién sobre la edad o periodo de funcio-

namiento del sistema geotermal.

Muchas de las informaciones suministradas por los métodos isotépicos pueden deducirse

mediante otras técnicas o estudios, generalmente mas laboriosos e inseguros, por lo que los

andlisis isotdpicos constituyen una técnica de primer orden en la prospeccién geotérmica fi-
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GRADO DE DIAGENESIS DE LAS ROCAS PELITICAS DEL PALEOZOICO EN LAS
SIERRAS DE VICORT Y ALGAIREN (CORDILLERA IBERICA).

A. NAVAS Y J. TENA

Departamento de Petrologia. Facultad de Ciencias. Universidad de

Zaragoza. 50009 Zaragoza (Espafia).

Mineralogical association and crystallochemical parameters
of illite have been used to approach the diagenesis degree under-
gone by Precambrian to Silurian (Ludlow) pelitic rocks from a
sector of the Iberian Range. Illitechlorite facies, and high
crystallinity of dillites (2M politype) seem to indicate that

anchizone-epizone was reached.

SITUACION GEOGRAFICA Y MARCO GEOLOGICO

La zona estudiada se encuentra situada al Suroeste de la provincia de Za-
ragoza, en la mitad occidental del cuadrante III de la hoja 410 (La Almunia de
Dofia Godina) del M.T.N. E: 1:50.000. Desde el punto de vista geolégico, se em_
plaza en el borde Nororiental de la Rama Aragonesa de la Cordillera Ibérica, -
en lo que constituye el nicleo hercinico principal (Figura 1). La superposicién
de las orogenias Hercinica y Alpina determina la compleja estructura tectdnica
que presentan los materiales aflorantes, con direcciones predominantes NO-SE y
NNO-SSE.

El perfil estudiado (Figura 1) abarca las formaciones comprendidas desde
el Precédmbrico al Silidrico (Ludlow superior). En él puede observarse que en
todas las formaciones existen niveles peliticos, incluso en las facies de pre-
cipitacién quimica como son las pertenecientes a la Dolomia de Ribota y a las

Calizas de Cistideos.
CARACTERES PETROLOGICOS DE LAS PELITAS

Dentro de las rocas peliticas se han estudiado limolitas s.l. y arcillitas
que presentan caracteres petroldgicos similares con diferencias en aspectos de
composicién mineralégica y tamafio cristalino. Respecto a este Gltimo, las limo-
litas s.l. presentan un tamafio promedio entre 15 y 40 micras, siendo de 3 a 12

micras el de las arcillitas.
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Figura 1.- Situacidén y marco geolégicb del area estudiada. Columna litoestra-
tigrafica sintesis de los materiales aflorantes. 1) Fm. Pizarras de Paracuellos;
2) Fm. Cuarcita de Bambola; 3) Fm. Embid; 4) Fm. Pizarras del Jalén; 5) Fm. Do-
lom;a de Ribota; 6) Fm. Pizarras de Huérmeda; 7) Fm. Arenisca de Daroca; 8) Fm.
Pizarras de Murero; 9) Serie Ibérica; 10) Fm. Cuarcita Armoricana; 11) Fm. Cas-
tillejo; 12) Fm. Fombuena; 13) Fm. Calizas de Cistideos; 14) Fm. Orea; 15) Fm.

Cuarcita Blanca; 16) Fm. Badenas.
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En cuanto a la composicién mineralédgica, en ambas litologias son muy abun-
dantes los minerales arcillosos y micaceos, especialmente en las arcillitas ,
acompafiados de un porcentaje variable de cuarzo, mas abundante en las limolitas.
Otros componentes minerales presentes en escasos porcentajes son : micas blan-
cas, feldespatos , accesorios (opacos, circén, turmalina, apatito y rutilo) y
6xidos de hierro; ocasionalmente hay calcedonia, plagioclasas, biotita, clori-
tas, pirita y materia organica transformada. Los cristales son mayoritariamente
alotriomorfos, algunos de cuarzo son subangulosos-subredondeados, estan recre-
cidos y los de mayor tamafio flotan en la matriz lutitica.

Es generalizada en ambas litologias la existencia de fracturacién ; las -
fracturas mas gruesas aparecen normalmente rellenas de cuarzo, mientras que las
] mas finas lo estan por 6xidos de hierro. Es caracteristica la existencia de pi-
i zarrosidad, y ademas existen otras estructuras: laminacién flaser, boudinage ,
microslumping, bandeado mineralégico, lineaciones de nédulos de cuarzo y tam-
bién ocasionalmente micropliegues.

ﬂ Tanto las limolitas s.l. como las arcillitas estdn muy afectadas por trans-
! formaciones diagenéticas, entre las que cabe destacar: a) La autigénesis mine-
! ral que afecta fundamentalmente al cuarzo (micro-criptocristalino, en cristales
? con formas variadas y como recrecimiento en continuidad 6ptica con granos pre-
existentes); a minerales arcillosos y micdceos (micas blancas), y también, oca-
sionalmente, a biotita, feldespatos, calcedonia, circén y pirita, b) la susti-
tucién de minerales arcillosos y micdceos por cuarzo microcristalino, c) la ce-
mentacidon, fundamentalmente con cuarzo microcristalino que evoluciona hacia mo-
saicos o incluso monocristales, d) otros procesos especificos de algunas mues-
tras son: la alteracidén de feldespatos a minerales de la arcilla, de piritas a

6xidos de hierro y la neoformacién de nédulos de cuarzo.

ESTUDIO MINERALOGICO POR DIFRACCION DE RAYOS X

Se ha realizado este estudio con el objeto fundamental de identificar los
I filosilicatos y obtener ademas la informacidén necesaria que permita establecer
‘ de forma aproximada, el grado de diagénesis o metamorfismo que han sufrido las
! rocas peliticas.

Mediante un equipo Philips PW 1710 de difraccién de rayos X con tubo de Cu
y filtro de Ni se ha determinado, por el método de polvo cristalino (roca total)
la composicién mineralégica cualitativa de 19 muestras, en tanto que el estudio
exclusivo de filosilicatos mediante agregado orientado (fraccién menor de 2 mi-
cras) se ha realizado en 23 muestras. Las muestras seleccionadas representan la

mayor parte de las formaciones presentes en el area, desde el Precambrico hasta

el Silidrico (Ludlow superior), que incluyen rocas peliticas en su litologia.

A PR P IT A AAEY) Bt £ e =

Los resultados difractométricos del analisis cualitativo de los minerales

existentes en roca total (difractogramas de polvo cristalino) y de los filosi-

i ymetyt.mon

licatos presentes en la fraccién menor de 2 micras (difractogramas de agregado

orientado) se recogen en el Cuadro 1.

La composicién mineralégica, como se puede observar en el citado cuadro,

s,

es bastante homogénea y responde a la asociacidén mineralégica siguiente: ilita
4 + cuarzo + clorita + feldespatos + plagioclasas + interestratificados + pirofi-

H lita + goethita + magnetita.
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Es caracteristica la presencia constante de ilita (moscovita), cuarzo, clo
rita (salvo en las muestras N-6, N1-3, N1-4, N1-6 y N1-17) y de feldespatos
(salvo en las muestras N1-4 y N1-17), siendo éstos especialmente abundantes en
las muestras N3-66, N3-56, N3-16, N3-46, N-3, N1-24, N1-14 y N-6. Hay plagio-
clasas en las muestras N3-16 y N-3, ademds de minerales interestratificados en
la muestra N3-43 y pirofilita en la N1-7. En cuanto a los minerales de hierro ,
hay magnetita (N3-16) y goethita (N3-43, N1-3 y N1-6). Es de destacar la eleva-
da cristalinidad de las ilitas en la practica totalidad de las muestras, asi co
mo de las cloritas, especialmente en las de la Formacidén Pizarras de Paracuellos
(Precambrico) .

El estudio de la cristalinidad de la ilita se ha realizado mediante la de-
terminacion de algunos parametros cristaloquimicos medidos en los difractogra-
mas de agregado orientado. Las condiciones de trabajo han sido las siguientes:
Constante de tiempo RTC:2. Velocidad del papel RSP: 22/minuto. Velocidad del
gonidémetro SPE: 0.032/minuto.

Se han determinado los siguientes parametros cristaloquimicos, para las
reflexiones d(001) y d(002): la altura del pico (cm), la anchura a mitad de la

altura (cm), el area del pico (cm2) y la relacién de la intensidad de las re-

flexiones I(002)/I(001). Ademds, para la reflexién d(001) se ha determinado el
o
tamafio de cristalito (A), siguiendo las indicaciones de WEBER et al. (1976). -

Las medidas de los parametros mencionados se recogen en el Cuadro 2.

Para la determinacién del grado de diagénesis y metamorfismo en base a la

T

medidad de la '"cristalinidad de la ilita", se ha utilizado el diagrama de ES-

QUEVIN (1969), en el gue se han proyectado los datos del pardmetro de la anchu-
ra a mitad de la altura en R (cristalinidad), como se recoge en la Figura 2. :
La visualizacidén del citado diagrama ofrece una situacién generalizada de las

ilitas en la epizona, con la excepcién de dos muestras (N1-14 y N1-4) que apa-

recen situadas en la anquizona.

Anchura del pico
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= s xe ol #» Fm, Capas De EmBID
2 ® % Fm. CuArRCITA DE BaMBOLA
FM. P1ZARRAS DE PARACUELLO
L 1(002) ¥ LLog
BIOTITA BIOTITAJMOSCOVITA FENGITAS KOSCOVITAS [(001)
| L I il il 1 L
0380 28 0 S ems 0 Rl 035 ek 0eb = 0 7E=5 058 : : i
Ac/Fe + g —8 8 X
f
: |
Figura 2.- Distribucién de las ilitas de las rocas peliticas del Precambrico- ?
Sildrico inferior en el diagrama de ESQUEVIN (1969). (Diagramas de agregado i

orientado).
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Cuadro 1.- Andlisis mineraldégico cualitativo por difrac- Cuadro 2.- Parametros cristaloquimicos de ilitas determina
tometria de rayos X. dos en difractogramas de agregado orientado.
FORMACION MUESTRA I Cl1 In Pi Q Fd Pg Mg Gt d(001) d(oo1) 2 d(002) d(002) > I(002)/ %(dOOD
Anchura cm Area cm< Anchura cm Area cm I(001 A
N3-61 X X - - X X - - - 0.25 L5186 0.25 0.86 0.460 320.91
PIEQRRAS N3-62 X X - - X X - = - 0.30 1.86 0.29 0.72 0.389 267.43
PARACUELLOS N3-63 X X - - X X = = - 0.28 1.42 0.25 0.52 0.367 286.53
N3-64 X X - - X X - - = 0.21 4.45 0.21 Tei91: 0.429 382.04
CUARCITA DE N3-66 X X - - X X - - - 0.28 4.48 0.28 1.94 0.434 286.53
BampOoLS N3-56 KX - - X X - - - 0.30 4.27 0.30 2.16 0.505 267.43
CAPAS DE N3-16 X X - - X X X X - 0.29 2.04 0.29 0.44 0.220 276.65
EMBED N3-46 X X - - X X - - - 0.30 3.63 0.29 ik b &8 0.367 267 .43
é i G L - = - (0) 2%} & . . . o
PIZARRAS DE N3-26 X X X X gaLil 0.22 151(0) 0.:353 348.82
HUERMEDA N3-43 X X X - X X - - X 0.30 2.44 0.26 0.80 0.330 267.43
PIZARRAS DE = N3-33 Xl ey e e R 006 &) 1.64 0.28 0.79 0.486 348.82
MURERO
N - 3 X X - - X X X - - 0.29 2.07 0.25 0.72 0.350 276 .65
N1-33 X X - - X X - - - 0.30 4.44 0.30 1755 0+ 3511 267.43
N1-34 X X - - X X - - - 0.30 31522, 0.28 18e12/6 0.390 267.43
SERIE
N1-24 X X - - X X - - - 0.30 2.67 0.30 0.96 0.359 267 .43
IBERICA N - 9 X X - - X X - = - 0.22 25107, 0.22 0.72 0.350 364.67
N - 6 X - - - X X - = = 0.30 3.70 0.25 1.00 0.270 267.43
Nl- 3 X ek e g ardl) el M R B 0.30 1.60 0.25 0.77 0.482 267.43
FOMBUENA N1- 4 X - - - X - - - - 0.50 0.85 0.20 0.08 0.094 164.45
N1- 6 Xaae— R X TR - - X 0.30 2.04 0.30 n.84 0.414 267.43
N1-14 X X - - X X - = - 0.38 1.98 0.30 0.60 0.303 ZASTNCARD
CASTILLEJO
Nl =147 X PR (X = - = w5 0.31 0.46 0.30 0.15 0.322 258.80
PIZARRAS DE L il 2 e L 2 = e 2 = 2 il !
OREA N 17 X X
BADENAS N1- 7 X X - - X X = - - 0.40 8878 0.30 0.66 0.370 200.57
X = Existencia; - = No existencia; I = Ilita; Cl = Clorita

In = Interestratificados; Pi = Pirofilita; Q = Cuarzo; Fd = Fel-

despatos; Pg = Plagioclasas; Mg = Magnetita; Gt = Goethita.




Dado que la medida de la '"cristalinidad de la ilita" para su utilizaciédn
en el diagrama de ESQUEVIN (1969), requiere la existencia de condiciones stan-
dard, se ha utilizado otra forma de expresién de la '"cristalinidad" basada en
la férmula delsCHERRER (1918) para la difraccién en los cristales muy pequefios,
conocida como el tamafio de cristalito, obteniéndose asi una expresidén de 1la
cristalinidad que resulta independiente de las condiciones experimentales. En
relacién con este parametro, WEBER et al. (1976) definen los limites de la an-
gquizona, que corresponden a espesores aparentes comprendidos entre 150 y 275 K,
de tal modo que los valores del tamafio de cristalito obtenidos por nosotros en

los agregados orientados sitian a la mayoria de las muestras en la anquizona.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Del estudio mineraldgico por difractometria de rayos X se pueden extraer
los siguientes resultados:

1) E1 andlisis mineraldgico cualitativo revela la existencia de una compo-
sicidén mineraldgica bastante homogénea en todas las rocas peliticas del Paleo-
zoico, constituida por la asociacién mineralégica siguiente: ilita + cuarzo +
clorita + feldespatos + plagioclasas + interestratificados + pirofilita + goe-
thita + magnetita. Es caracteristica la presencia constante de ilita y cuarzo,
siendo ademas bastante frecuente la presencia de clorita y feldespatos, mien-
tras que los minerales restantes estadn presentes de forma esporadica.

2) Por lo que respecta a los filosilicatos, principal objetivo de este es-
tudio, la ilita es el mineral predominante, presentando una elevada cristalini-
dad; la clorita aparece también con especial abundancia y elevada cristalinidad
en las muestras correspondientes a las formaciones del Precambrico y Céambrico
inferior y medio, faltando en algunas de la Serie Ibérica y en las Formaciones
Fombuena y Castillejo. Los interestratificaodos y la pirofilita aparecen sélo
de forma esporadica

3) La determinacidén de los parametros cristaloquimicos en las ilitas, in-
dica una elevada cristalinidad, de forma gue proyectadas en el diagrama de ES-
QUEVIN (1969) dan una situacidén generalizada en la epizona (ver Figura 2).

4) Los valores del tamafio de cristalito medidos en difractogramas de agre-
gado orientado oscilan entre 164.45 y 382.04 R, predominando el de 267.43 i
Estos valores de espesores aparentes relativamente altos, proyectados en el dia-
grama de WEBER et al. (1976), dan una situacién general de las ilitas compren-
dida en los limites de la anguizona (150-275 i), (ver Cuadro 2).

5) La identificacidén de los tipos de micas, establecida en funcién de la
relacién de intensidad de los picos (002) y (001) segin ESQUEVIN (1969), ha de-
mostrado un predominio de las fengitas y moscovitas. El politipo presente de la
ilita seria 2M. FERNANDEZ NIETO et al. (1985) determinan, en funcién de los va-
lores medios de b0 (inferior a 9.025 i), que el tipo de micas presentes en los
materiales peliticos de la zona de Santed, corresponde a moscovitas.

6) Las ilitas y cloritas presentan una elevada cristalinidad en las mues-—
tras correspondientes a las formaciones del Precambrico y Cambrico inferior y
medio, en tanto gque es menor en las rocas peliticas de edades posteriores.

A la vista de los resultados obtenidos, se considera que el origen de las

ilitas, que presentan una cristalinidad uniformemente elevada, responde a una
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recristalizacién diagenética fuerte y de trédnsito al metamorfismo. Igualmente,
cabe pensar que la génesis de las cloritas, gque en algunas muestras presentan
una elevada cristalinidad, responde a fendémenos de autigénesis por agradacidn
diagenética de los minerales de la arcilla ricos en hierro y magnesio.

La pirofilita, considerada frecuentemente como indicadora de ambiente me-
tamérfico, esta presente de forma minoritaria en una muestra de la Formacidén -
Badenas, y se ha podido originar en el curso de la diagénesis avanzada o del
anquimetamorfismo, ya que esta probada su existencia a temperaturas inferiores
a las del inicio del metamorfismo.

La presencia bastante constante de la paragénesis ilita-clorita, indica -
que las rocas han alcanzado unas condiciones termodindmicas situadas entre 1la
diagénesis profunda y el inicio del metamorfismo, es decir, de la anquizona -
epizona. Esta zona de transito definida por DUNOYER (1969) por la facies "ilita-
clorita'" estad caracterizada ademas, por la elevada cristalinidad de las ilitas,
por la existencia del politipo 2M y por la probable presencia de pirofilita.
Los materiales han soportado bajas presiones y temperaturas, como se puede de-
ducir a partir de los valores medios de bO y del espaciado basal de las micas
blancas, obtenidos por FERNANDEZ NIETO et al. (1985) que, ademads, aportan como
informacién adicional la existencia en la Formacidén Valconchan de acritarcos,

lo cual suponé que no se han rebasado temperaturas superiores a 180°.
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