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RESOLUCI ON DE SINGULARI DADES EN

CARACTERISTICA CUALQUIERA :

por

Concepci6n Romo Santo~.

Departamento de Al geb r a y Fundamentos .

Facultad de Ci en cias Matemati ca s

UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID .

Resoluci6n de singularidades en característica cualquiera

El problema de res~luci6n de s i~~ ~laridades planteado

en el lengua je actual consiste en demostrar 'o probar l á fal

sedad del teorema siguiente. '

Teorema 1 Para toda variedad algebraica X definida sobre un

cuerpo algebraicamente cerrado K, existe un morf ismo -/

n: y + X tal que ;

1) y es no singular

2) • es propio

3) n1n-1(U ): .21 (U) = U es un isomorfismo para un - /

cierto abierto U denso en X.

Hironaka prueba el teorema anterior s obre un cuerpo

de característica cero. Sus métodos d e trabajo son l o s d e

Zariski y su herrami enta fundamental la teoría de esquemas

elaborada por Grothendieck .
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En e l pr o c e so d e re solución d e s i ngu larida d e s de Hi r o

naka hay q u e separar dos ideas dis t in t a s:

i) Proc e so d e r e sol uc i ón l ocal

ii) Proceso de inducci 6n y g l obal i zac i6n

El p r oceso l o c a l d e Hironaka se basa e n un e studio de

tallado del comportamie nt o de las bases de ideales po r expl~

siones y la posibilidad de e n con t ra r una base, b ase standard

normalizada, con una cierta estabilidad respecto a dichas ­

explosiones. A la v e z s e desarrolla un método de control del

estado de la singularidad compuesto por dos series de fun­

ciones, la función de Hilbert-Samuel y los c aracteres V * .

Pero al pasar a la resoluci6n de singularidades en caracte­

rística positiva este proceso de resol~ción de Hironaka falla

en los puntos infinitamente próximos, es decir en los que _

se estabiliza la funci6n de Hilbert-Samuel. Este problema _

nosotros lo superaremos mediante el contacto maximal.

El trabajo de Hironaka completa entonces el problema

en el caso de ser X una variedad algebraica sobre un cuerpo

de característica cero.

Sobrevive aün el problema de desingularización en los

casos en que X no es una variedad algebraica sobre un cuer­

po de característica cero, veremos brevemente qué hay hecho

por el momento segün las distintas posibilidades:

X variedad algebraica sobre un cuerpo de característica po

sitiva

Hay multitud de resultados parciales entre los que _/

·de s t a c a r emo s los siguientes:
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1) Caso d e d i m X = 1.- El prob lema está t o ta l mente -

resuelto po r mul t itud d e matemáticos clás icos c omo

Noether y Walker.

2) Caso de dim X = 2 . - Abh yanka r e n su Tes i s de Har-

vad de 1954 demuestra e l teo r e ma de reso l ución s u­

\.
mergida. Hironaka demuestra tamb ién e s t e t e orema -

aplicando métodos derivados de una gene r a l iz a c ión

del pol ígono de Newton.

3) Caso de dim X = 3.- El resultado más importante -

es el de Abhyankar que prueba e l t e0.rema de res ol!::

ción para X variedad algebraica d e dimensión 3 so-

bre un cuerpo de caracterfstic a distinta de 2 , 3 Y

5.

4) Caso general.- Ekloff, Hironaka y Giraud han con-

seguido algunos resultados parciales. A~al i zaremos

el trabajo de Ekloff.

Trabajo de Ekloff.- Ekloff utilizando los t eor ema s de Hiro

naka y las técnicas de ultraproductos co nsigue demostra r un

teorema que permite resolver las s ingularidades de las va-

riedades algebraicas sobre cuerpos de característica prima.

La resolución es para todos los primos excepto un número f~

nito que depende de ciertos parámetros numéricos de l as va-

riedades.

Analizaremos brevemente este trabajo.

De~inición 2.- Una relación finita y en particular una re-

lacjón de rango n sobre un conjunto A es un subconjunto d e

An •
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rís t ica c ero.

, Ri , . .. , R , . .. > donde e l dominio - /p ,

{fl f "I ->- U A . , f (i) E A
i

}
i EI 1

11 A.
iE I 1

Te ore ma 6.- Se a P = {p lp n° primo },Cl un c uer po d e carac
, ", p -

t erística p para cada p r imo p y D ul t r a f il t r o no principal

tura de cuerpo s e obtiene :

Aplicando la t eoría de los ultr a p r oductos a la es truc

en el c onjunto de todos " los p rimos. Entonces con es t os d a ­

tos se v e r ifi ca que Q.= 11 o'P/D es u n cuerpo d e c a racte­
pE P

y la relación R se define por l a condic ión s igu ien tep

par a la relaci ó n d e equ ivalen c ia =D definida

f =D g +->-{ i I f (L) = g (i) } E D

= < A, Rl , ... , Rp " " > don d e A e s un c onjunto no vacio y ­

cada R es un a r ela ció n f i n ita s o b r e A.p

Nota 4 . - La importancia capi tal de los sistema r e l a c i o nal e s

8

Def i nic i 6 n 3.- Un sis tema r ela c i ona l e s una s ucesi6n CL=/

Se llama rá ultraproducto d e l a fami lia { Cli l i E I}

tos c on relacione s e n vez de conjuntos con operaciones .

e stri b a e n que l a s e structuras matemáticas se pueden consi -

derar como s istemas relacion a l e s y así se mane jarán c on jun-

De finición 5. - Sea { Clil i E I} una fami lia d e sis t ema s re

lacionales, Cli = < A ., Ri , . .. ,Ri, ... > . Sea D un ultra fil-
1 1 P

tro definido e n el conjunto 1.

r elativ o al ultra f il t r o D al siguie n t e sis tema r ela cional

i~I Ai/D es e l conj un to de l as c lases de equivalencia f /
D

'

,del pro d ucto cartesiano



Hironaka de resol uci6n e n car a c t e r í s t i c a cero .

110 local noetheriano, completo, e q u i c a r a c t e r í s t i c o y re-

guiente teorema.

-/

- /(i) (i-1) (O) .: X + X con X = X, O < ~ ~ p tal que

ducido, de d imensi6n de inmersi6n fini t a y cuerpo de coefi

simplemente variedad algebroide a Spec(O) siendo O un an~

Definici6n 8.- Llamamos variedad algebroide intrínseca o

x será un a variedad algebroide s ume~g ida en Kn cua n-

p~ra la demostraci6n de este teorema. En pr imer lugar da-

Sea X una variedad algebroide, e n t o nces resolver l a s

Pasaremos y a a l e s t ud io d e la r esoluci6n de singula-

9

Gracias a e ste teor ema Ekloff r esuelve las s ingul ar~

En este caso el problema d e r e s o luci6n de singul a r i-

HX~~ < HX dond~ .Hx es la funci6n de Hilbert-Samuel de X.

Analizaremos brevemente los pasos que hemos seguido

Teorema 7.- Sea X una variedad algeb roide. Existe un núme

remos otra definici6n de variedad a l geb r o i d e .

ro finito de transformaciones monoidales

de singularidades d e X nos v e nd r á d a d a al demostrar e l si-

De lo dicho anteriormente se desprend e que la resoluci6n -

po de característica cualquiera.

Resoluci6n de s ingular idades d e variedades a lgebro ides

n~ya su funci6n d e Hilbert-Samuel.

dades, se puede enfocar de la mane r a s iguie n te:

singularidades d e X s e r á lo mi smo que cons e g u i r que dismi -

dades en caracte r í stica prima basandose e n e l teorema de -

ridades de variedades a lgebroides d e f i n i da s sobre un cuer-

~ do X Spec(K[[ Zl""'ZnJJ/ r ) con r rad i cal y K un c ue r ­

po algebraicamen te cerrado de c aracte rís tica cualquiera.



de.

te .
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A ,
0 - /

cuadráti-

MA.

il A O [p/fJ con f l E P
I

iil N e s un ideal primo de A que contiene a

Si P = M diremos que "O ' e s un transformado

co d e O

mos t r a n s f o r ma d o monoidal f ormal de O c o n c entro P a

riedad algebroide pues no es completo. Deb ido a ello dare-

Se verifica que si O es el an~llo de coordenadas de

una var iedad a lgebroide y O' un transformado mon o i d a l de
" ,
(], entonces [1 no es el a n i l l o de coordenadas de una va-

\
complecci6n de (] respecto de la topología M' - á d i c a con M',
idea l maximal de (} . En el caso d e qu e P = M con M ideal

A ,
max i mal de O diremos que O es un t r a ns f o r ma do c uadrático

f ormal de O

mos la def inici6n siguiente :

Definici6n 1 0. - Sean tJ e l ani l lo de una variedad algebroi
. \ "

de, O u n t r a ns f o r ma do monoidal de O con centro P . Llamare

Definiremos ahora" los transformados monoidales y cu~

Aplicando el teor ema d e estr uc t ura d e l o s a n i l los l o

dráticos del anillo de coor denadas de una varie dad a lgebroi

Defin~ci6n 9 .- Sean O e l anillo de c oor dena d a s de una va­

r ied a d algebroide , M el ideal max imal de O y P un ide al - /

primo de tJ . Diremos que una l] -álgebra local .O ' es un - /

transformado mono idal d e O con c e n t ro P si y s olo si - /,
Q = A donde :

N

co n la definic ión de var iedad a lge b r oid e dada a n t e r iormen-

cientes algebraicamente cerrado.

cales completos se demues tra "q ue e s t a d e finici6 n co i nc i¿e



Se v e r i f i c a que s i [} e s e l an illo d e c o o r d e n a s de ­

"',
una variedad algebro ide y [1 un trans f ormado mono idal for -

/', "

mal de (] , entonce s tJ es también e l a ni l lo de un a v a rie -

dad algebroide.

Despué s d e e s tos preliminares pasa mos a u n aspec t o -

particular del problema que nos ocupa : l a resolución de -/

singularidades e n l as hipers u p e r f i c i e s algebro i des . Expon~

mos brevemente alguno s detalles.

Sea R = K [[ Z, W1 , · · · ,w n _ 1JJ ,
H = Spec(R/ "- una h i persupe r fi c i e a lge-

/ (f (Z,W1,.·· ,Wn_ 1) ) R)

broide, f(Z,W1, • . . ,w n_ 1) E R.

El teorema preparator i o de Wei e r s t r ars pe r mite es -

cribir la ecuación de la hipersuperficie H en la forma

v .» v-l
f(Z'Wl'· · ~'Wn_l) = Z + '1(W1,···,wn_ 1 ) Z + .. . +

+"f"_1(W1,·· ,,Wn_ l)Z +f~(Wl' .. "Wn _ l) = O,

i\(W1, ••• ,Wn_1) EK m·11, . .• ,wn_1JJ, v ~(f i ) ~ i.

Si la característica del cuerpo K no divi de a " siendo v -

la multipl icidad de la hipersuperfic i e e ntonce s con l a - /

transformaci6n

se puede considerar que la ecuación de la hipersuperfic i e

es de la forma

f(Z',W1; ••• ,w
n_1)

= Z'V + f'2(W
1",.,wn_ 1)

z , v-2 +

+ .•• + i ' " _ 1 (W1 , . ,, , wn_ 1 ) Z ' + i'~(Wl" '.'Wn_l) = O

Asi en el estudio que h~cemos de hip e rsuperficies ­

distinguimos dos casos:

1° caso .- La c a r a c t e r í stica de l c uerpo K no e s di-

visor de la mul.t i p l i c i dad de la hiper s u-

p e rf i c i e .
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2° caso .- La car a cte r i s tica del cuerpo K es div i-

s o r de la mu l t ip l icidad d e l a hipers upe~

f i c ie.

En el primer c aso pod emos supon e r q ue en l a ecua- /

ci6n de H no existe término en zv - 1 . Después d e estudi ar

con todo detalle l a v a r iac i ón del dia gr ama de Newt o n d e -

una hipersuperfic ie med i a n t e una tra n sfor mac i6n cuadráti­

ca formal demostramo s los dos t eoremas de desingulari za-

ci6n en el caso de hipersuperficies.

Teorema 11.- Sea f(Z,W
1,

... ,w
n_1 ) = O la ecuación

de la hipersuperficie H cuya forma inicial no es la pote~

cia v-esima· de' una forma lineal. Se verifica entonces que

' l a multiplicidad de H decrece mediante una transformación

cuadrática formal.

Teorema 12.- Sea f(Z,W
1,

... ,w
n _ 1 ) O l a ecuaci6n de l a ­

hipersuperficie H cuya forma inicial f
v(Z

,W
1,

... ,w
n

_1 ) s ea

la potencia v-ésima d e una forma l\neal . Se v e r i f i c a en ton

ces que la multiplicidad de la hipersuperficie H decrece en

un número finito de transformaciones cuadráticas formales.

La demostraci6n de estos resultado~ es muy laboriosa.

En la demostraci6n de cada uno de ellos t i e n e n que distin­

guirse los s iguientes posibles c asos, atendiendo a la carac

terística del cuerpo base. l° caso: la característica de K

no es divisor de v siendo v la multiplicidad de la hiper-/

superficie . 2° caso.-la característica de K es divisor de

.v , en esta caso tenemos a su v e z que d istinguir dos subc~

SQS: l°) v = ~.pm, ~ > 1, m ~ 1, P x (K) , 2 °) v = pm; m ~ 1.

Una vez resuel to el problema, e n e l caso de las hi­

persuperficies algebroides, pasamos a cons i de rar l o en el -

12



caso gene~al d e una variedad algebr oide . Par a e l l o , e n nue~

tro orden de ideas , hemos ne c e s ita do utili zar e l c o n c e p t o

de contacto ma x i mal .

Sea X una variedad algebroide de a n i l lo c oorde na d a s

O. Designamos

H
X

= HO

siendo HO la f unci6n d e Hilbert-Samuel del anillo 10ca l O .

El teorema de Ben ne t t a firma en e l c a 90 de ser K a l gebrai­

camente cerrado d e carac ter ís tica cero que la f unci6n de -

Hilbert-Samuel no crece median t e un a t r ansfo r ma ci6n monoi -

dal normalmente p lana . Hemos generalizado e l teorema de - /

~ennett a nuestro caso d e s e r K algebra icamente cerrado d e

característica a r b itraria . De acuerdo con el t e o r ema de - /

Bennett, HX es no crec iente , po r tanto 6 s e mantiene cons ­

tante 6 decrece . S i decrece , e l problema q ueda res ue l t o. -

En el caso de q ue H s e man tenga constante , para reso lver-. X

lo util i zaremos e l con tacto maximal pues s abe mos que s i X

posee contacto ma x i mal l a f unci6n de Hilbert-Samuel baja -

en un número fini t o de transformacion~s monoidales . . El pr~

blema,en nuestro c a so de s e r K de característica a rbitra-

ria es que el contacto max i ma l no exis t e siempre .

Analizaremos l as condiciones de , exi sten c ia d e d i c ho

~ontacto maximal.

Si consideramos K un c ue r po a lgeb raicamen t e ce rrado

de característica p y Huna hipersupe r fi c i e a lgebr oide su­

me!gida en Kn
d~ multiplicidad v , con v = pm, m ~ 1 . En ­

estas condi~iones n o exis t e siempre contacto ma ximal, es -

decir se puede encont rar un a h i pe r supe rf i c i e H d e manera ­

que para cualquier hipersupe rf i cie regular W, se ver ific a

13



sultados:

Hemos demostrado las siguientes proposiciones que -/

- /

K [[t]J con

hipersuperficie de ecuación Z = O, tal que el pr!

mer segmento del polígono de Ne wt o n de H
h

tiene -

ii) Existe huna funci6n de prueba de W, siendo W la

y.. solo si se verifican las dos condiciones siguientes:

i) v = .pm

14

nos dicen en qué condicio nes existe contacto maximal cuan­

do v =, pm.

f(Z,Wl, ... ,W
n_ l)

= O. Sea W la hipersuperf i c i e algebroide

regular sumergida en Kn, de ecuación Z = O. Si h es una fun

Indicamos previamente l a s no t a ciones q ue utilizamos.

Sea Huna h i persuper f i cie sumergida e n K
n

d e ecuac i ó n

Proposición 13.- Sean K un cuerpo de característica p y H

una ~ipersuperficie algebroide sumergida e n Kn de multipl!

cidad v. La hipersuperficie H no tiene contacto maximal si

e xistencia del contacto maximal para hipersuperficies alg~

broides en el c aso de que v ~ pm, m ~ l.

En e l caso v = pm, he mos obtenido lo s s ig u ientes re-

h(W1 ) = Wl(t), ..• ,h(Wn_ l) = Wn_l(t) y

Wl(O)=~ • •=Wn_l(O) = O Y K [[z,t J] es el anillo de series

de potencias formales e n las indeterminadas Z, t sobre el -

cuerpo ·K, entonces llamaremos H
h

a l a h ipe rsuperficie alg~

. 2
broide sumergida en K de ecuación - /

que W,no t iene contacto maxima l co n H.

Demos t r a mos sin embargo un t e o r e ma q ue nos d a l a - /

~ión de prueba d e N, e s decir una apli cación



solo do s p un t o s y en l o s ejes , puntos de coordena

das (O, \1 ) Y (~ \I, O), ~ ~ 1 .

Proposici6n 14.- Sea K un c uerpo de característica p . Sea

Huna hipersuperfic ie a l gebro i de sumergida en Kn de multi ­

plicidad \1, con

L) \1 = pm

ii) el primer segmento de l po l ígono de Newton de H - /

tiene solo do s pun t os yen los ejes . En t o n c e s la - /

hipersuperficie a lgebroide H no t i e n e con t acto ma

xima l .

Con esto, podemo s y a afron t a r e l r e sulta do genera l -

de la resoluéi6n de singularida d e s en varie dades a lgebroi -

des. Para ello estudiamos e l co n tacto ma ximal para varied~

des algebroides en general. El met6do que s eguiremos ser~

considerar la variedad como una intersecci6n t a ng encia l - /

adecuada de h ipers up e r fi c ies o l o q ue e s lo mi smo trabajar

con bases standard normalizadas . Sa b e mo s que s i X e s un a

variedad algebroide sumergida e n Kn , f 1, , f p una base - /

standard normalizada de la var i e dadJH1 , , Hp las hipers u-

perficies algebroides de ecuaciones f 1 = O, ,fp = O.

Entonces si las hipersuperficie s H1 , ,H p tienen - /

contacto maximal, es posible encontar una va r i e da d alge-

broide regula~que tenga contacto maximal c on la variedad

X. Luego el problema de~ contacto maximal e n variedades - /

~lgebroides y por lo tanto el de resoluci6n de singularid~

des queda resuelto con el teorema s i guiente q ue hem o s de-

mostrado.

Teorema 15.- Sea X una va r ieda d a l gebro ide y {f1 , ... ,fp }

una base standard normalizada d e l a variedad . Supong amo s -

15



que las h ipersuperficies Hi de ecuaciones f i = O, - /

1 ~ i .:¡; t, t < p t i e ne n contac to ma x i ma l y sin e mbargo las

hipersuperf ic i es d e ecuaciones f i = O, t + 1 ~ i ~ P no l o

tienen. En estas condiciones s e verifica que exi s te un nú-

mero finito de transforma ciones cuadr~ t icas f ormale s que -

transforman la ba s e {fl, ... , f } e n {f'l, ... , f' } de manera
" p p

que todas l a h ipersuperf icie s H'i de ecuaci6n f li O, - /

"i = l ... p tie ne n c on t a cto maximal .

16



reduces to the classical Newton-Kantorovich rnethod which has been studied

T(x) = x with T(x) = F(x) + G(x) (1)

17

iteration (2)G = O,for

Banach space, Newton-Kantorovich rnethod, majorant

with values in a Banach space E. We assume that F í sE

such that the closed ball with center Xo radí.us R , denoted by

The above authors showed that under certain ccnditions, iteration (2)

generates a sequence which converges to x*.

R > O

Frechet-differentiable on O , whereas G is noto Let Xo € O and choose

\~

Abstract. We provide sufficient conditions for the convergence of a

l. Introduction. Consider~the fixed point problem

ON SOME PROJECTlON METHODS FOR SOLVlNG NONLlNEAR

OPERATOR EQUATlONS WlTH A NONDlFFERENTlABLE TERM

IOANNIS K. ARGYROS
Cameron University

Oepartment of Mathematics
Lawton, OK 73505-6377, U. S. A.

Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza 46 (1 991)

Banach space

method.

Keywords and phrases.

where F, G are nonlinear operators defined on sorne convex subset O of a

U(XO' R) is inc1uded in O. Zabrejko-Nguen in [10] and others [9], [11] have

proposed the modified Newton-Kantoroyich iteration

-1
zn+1 = zn- (F'(Zn) - 1) (F(zn) + G(Zn) - Zn)' Zo = Xo ' n L O , (2)

*for approximating a fixed point x of equation (1).

certain ~ified Newton-Kantorovichmethod to the solution of an equation with

a nondifferentiable termo

(1980) A. M. S. Classification codes: 49015, 47H17, 65J15, 65B05.



[9], [10].

the iteration

and

If moreover Ep is a finite

can rarely be computed in

as well as error bounds on the distances IIxn+l - xnJl and*X

However the iterates

(3) to

extensively by several authors [1] - [7].

11. Convergence results.

We will need to introduce the constant

a = JI(I - PF' (XO))-l (xo - T(XO))JI

We will provide sufficient conditions for the convergence of iteration

18

It is easy to see that the solution of iteration (3) reduces -t o solving

for all Xl' x2 E U(XO' r) e U(XO' R) with Q = 1 - P , where

infinite-dimensional spaces, since it may be difficult or even impossible to

- -1
xn+l = xn - (1 - PF'(Xn)) (xn - T(Xn)) , n = 0,1,2, ... (3)

where P is a projection operator (P2
= P) on D.

Let us assume that the inverse of the operator 1 - PF'(X
O)

exists and

jl (I - PF'(XO))-l [PF'(Xl) - PF'(X
2

) ] 11 S Kl(r) IIxl - X2J1 , (4)

-1
JI(I - PF' (xO)) [(QF(Xl) + G(Xl)) - (QF(X2 ) + G(x

2
) ] JI S K

2(r)
Jlx

l
- x

2
J1 (5)

compute the inverses of the linear operators F' (zn) - 1, n ~ O.

In this paper we will make practical use of iteration (2), by considering

K2(r) are nonnegative, nondecreasing functions on [O, R] . We note that for

P = 1 the conditions (4)-(5) reduce to the Zabrejko-Nguen conditions given in

nonlinear integral equation.

equations of order at most N.

certain operator equations in the space E
p

dimensional space of dimension N, we obtain a system of linear algebraic

*Jlxn - X JI, n ~ O

Finally we illustrate our results by considering a nondifferentiable

and the functions
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unique zero of '(Ir). Exactlyas in proposition 3 in [10 p. 677] we can

in the

is the

(6)

(7)

and that . the sequence

* - *x E U(xO' s l ,

*has a unique zero s

*[0,5 ]

*s .

n ~ O

u(r) = -~ , So = O , n ~ O
. . op (r )

- s
n

op(r) = a + J:W(t)dt - r ,

'( I r ) =op(r) +.p(r).

* *is positive on [O, s J, since s

is negative on

* . *IIxn - x 11 ~ s

the equation (1) has a fixed point

Suppose that the function '( I r )

(al

Proof. .The function '( ( r)

show that the function op' (r l

is monotonically increasing and converges to

{sn}' n ~ O is monotonically increasing and converges to 5*.

We will only show (6), since (7) wi1l follow then immediately. We must

*show that the iterates {xn}, n ~ O belong to U(XO' 5n) e U(XO' s) and that

the inverses 1 - PF' (xn), n ~ O existo For h a O, (6) becomes

a = IIx1 - xOII = 51 - So = a .

where the sequence {sn}' n ~ O given by

x(sn) .
sn+1 = sn -~ = sn + u(sn) , with

. n

Then

and

*U(XO' s) for all n ~ O and satisfy

II x l .l- x 11 < s 1 - sn n ~ On+ n - n+

interva1 [O, R] and '( (R) ~ O

which is unique in U(XO' R) ;

(b) the iterates generated by (3) are we1l defined, remain in

Theorem l .

We can now prove the main theorem.



then

and

(8)

Hence, (6) is true for n = O • Suppose the (6) is true for N < k;

20

sk

~J KZ(t)dt = ~(sk) - ~(sk_1)
sk_1

with these majorizations, (9) becomes

<P(sk)-.p(sk_1)-.p' (sk_1)(sk-sk_1)~(sk) - ~(sk_l)

IIxk+1-xkll s - <p' (sk) = sk+1 -sk .(10)

Hence (6) is true for n = k. Since, the sequence (sn l , n ~ O

majorizes the sequence (xn), n ~ O, there exists X* E U(X
O'

s*) such

using the identity

x
k
+

1
- x

k
= [(1 - PF' (Xk»-l (1 - PF' (XO») ((1 - PF' (XO»-l

[(PF(Xk) - PF(xk_1) - PF'(xk_1) (xk - Xk_1»

+ (G(xk) + QF(Xk» - (G(Xk_1) + QF(xk_1»)I, (9)

(4), (5), and (8), we get

11 (1 - PF' (XO»-l[PF(Xk) - PF(xk_1) - PF' (xk_1) (xk - xk_111l
1 .

s LII(1 - PF'(XO»-l (PF'(1-t)xk_1 + txk) - PF'(xk_1»1I IIxk - xk_1l1dt

1

~ J(w«l-~) sk_l + tsk) - w(sk_l» (sk - sk_l)dt

O
sk

= J w(t)dt - w(sk_1)
sk_1

k k

IIxk - xOII ~ l IIx. - x·_111 ~ l (s . - s . 1) - sk •
j-1 ) ) j~l) )-

but by (4) and the resu1t on p. 676 in [10)

1 * *11(1 - PF' (x
O»-

(PF' (xk) - PF' (xO»1I ~ w(sk) < w(s ) = <p' (s ) + 1 ~ 1

By the Banach 1emma en invertible operaters (1 - PF' (Xk»-l exists and

, -1 1
11 (1 - PF (xk» (1 - PF' (XO» 11 ~ - <p' (sk)



set

(13) -

(U )

(12)

and

{~}, n ~ O i s

whe re as the sequence*s ,

For completion we wil l now

Without loss of generality, we may

r € [O ..

Let r = 11 x - xOIl , K ( r) = K1(rn + r )n _n n

for

of equation (1) , we get, by (13 ) tha t

Then by following exactly the same steps as the proof

* *By taking the limit in (3) we get x = T(x ).

b • (1 _ w(r ))-1
n n

* - *xl € U( XO' s)

assume that an > O

Then

Theorem 2. Suppose that the hypotheses of theorern 1 are true.

and

(a) the equation

r = an + bn I:{(r - t) Kn(t) + En(t )}dt

the theorem.

* *From (12) we get ~ y~ = X € U(XO' s) .If for Vo we choose the second

21

of theorem 2 in [9 p. 989J and theorern 2 in [10, p.680J we-can easily prove

solution

obtain sorne furthe r error bounds.

*{Pn}, n ~ O is monotonica1ly decreasing and converges to s a1so.

Exactly as we derived (10), we get

and

* * * *II x - xl II ~ Pn - ~ and hence x = xl

That completes the proof of the theorem.

monotonically increasing and converges to

Pn+1 = d(Pn) , n ~ O , Po = R .

Then it is simple calculus to show that the i t e rat i on

and

To show uniqueness we consider the sequences
-1 -

Yn+1 = Yn - (1 - PF' (xO)) (Yn - T(yn)) , n ~ O

-1 -vn+1 = vn - (1 - PF'(VO) ) (vn - t (vn)), n ~ O , "o € U( xO' R) ,

~+1 = d(~) , n ~ O , qo = O , d(r) = r + ~ ( r )



1

= JK(t, s, x(s))ds,
O

sorne convex subset

* *IIxn - x } ~ sn
*s (s - sn) arlAsn ' n ~ O

*s (s - sn) an_~/Asn_l , n ~ O ,
*~ s - sn , n ~ O

w(r) = '\ A(n )
n~O (r)

Furthennore, the following estimates are true:(e )

22

rr r . Applieat ions.

Consi der the i ntegral equation

K(t, s, x (s)) = ~ A.(t)B .(s, x(s))
i=l 1 1

1

x( t ) = J K(t, s, x(s))ds,

O

where the kernel K(t , s, x (s) ) is nondifferentiable on

1

D e E = C[O,l) . We set T(x) = LK(t ,s ,X(S))dS and F(x)

where K(t, s, x(s)) is differentiable on D. Then

1

PF'(x) = Jo¡x(t,s, X(S))dS,

where

*has a unique positive zero sn in the interval [O, R - r
n)

and

* * * *IIxn - x 11 ~ sn ' n ~ O , wi th So = s

(b) Moreover, the following estimates are true:

II xn+l - xnll ~ A(n) (a) = sn+l - sn ' n ~ O

and

where

and

We now complete this paper with an applieation.



k - th

if we

(14)

x (s)ds
n .

n

¿ Dk ·(X) Bk(S, xn(s))fn(s)ds
k=1 1 n

1

J Bi(s, xn(s)) xn+1(s)ds,
O

linear algebraic equations

1

xn(s)) Aj(s)d~IBi(s,xn(s)) xn+1(s)ds
O

1

JB:(S, x (s))f (s)ds
1 n n

O

the determinant of the aboye system and assume

Then,

= JlK(t, s, x (s))ds - J1¡ . (t, s, x (s))n x n
O O

1

+ J ¡, (t, s, x (s)) x 1(s)ds.x n n+
O

1

xn(s))ds - Jo¡~(t, s, xn(s)) xn(slds,

m

x 1(t) = f (t) + \ A.(t)
n+ n i~1 1

xn+1 ( t )

J
1 ~ ~ A.(t) Dk·(X ) Bk'(S, x (s))

= f (t) + L L 1 1 n n
n O i~l k~l D(Xn )

where D
ki

(x
n)

is the cofactor of the e1ement in the i - th row and

column of the determinant D(Xn)

and

Denote by ' D( xn)

D(Xn ) ~ O, n ~ OrBi (s , xn (s) )

O

23

Suppose now that the operators Kx(t, s x), Q(t, s, x), G(t, s , x) and

L(t, s, x), where

then iteration (14) can be written as

which can be solved to give a system of

J

1 m J1
B:(S, x (s)) x 1(s)ds - \ B:(s,

1 n n+ '~1 1
O 1- O

1

Let fn(t) = J K(t, s,
O

portion of the Taylor or Fourier series for the function K(t, s, x)

is a degenerate kernel approximating the functions K(t, s ,x), e.g., a

consider it as a function of t. The modified Newton-Kantorovich iteration

(3) can now be wri tten as
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Q(t, 5, X) = K(t, 5, X) - K(t, 5, x ) , G(t, 5, X) = K(t, 5, X) - K(t, 5, X)

m m

and L(t, 5, X) = D(l) \ \ A.(t)Dk .(x) Bk' (5, X), satisfy the conditions
X i~l k~l 1 1

where

IK~(t, 5, X) - K~(t, 5, y) I ~ c1 (t, 5) [x - yl

I (Q(t, 5, X) - Q(t,s, y)) + (G(t, 5, X) - G(t, 5, y)) I ~ c2(t, 5) [x - yl,

and IL(t, 5; X) I ~ r(t, 5) on D

For simplicity set K1(r) = K1 and K2(r) = K2 for all r = [O, R]

(4)-(5). Then the constants K1 and K2 can be computed as follows:

~1 J1
K1 s w sup J c1(y, s)ds r K2 s w sup c2(t, s)ds

tE[O,l] O · t €[ O, l ] O

1

Jr(t,
O
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I NTEGRAL EQUATIONS FOR TWO-POI NT
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by

two-point boundary value problems. The integral equation approach is

gases. Relevant work has been done i n [7 ], [8] and [10] .

science. For example they appear in astrophysics , kinetic theory of

quadratures . Integral equations appear i n many important fi el ds of

In this paper we define and analyze numerical

methods for the solution of the integral equations describing linear

Key words and phrases :

methods for the numerical solution of Fredholm int egral equations . .

I Introduction

due to Nystrom, who approximates the integral equations by numerical

solution of two-po int boundary value problems as well as quad rat u re

·(1980) A.M.S. classificasion cedes: 65J15 , 65HI0, 65B05.

.l\bstract



problems.

function over the given domain.

Symmetric separable kernels appear frequently as Green' s

(1.3)

(1.1)

(1.2)

(1.4)

26

from sorne class such as the continuous

L[u(t) 1 = ~(t)

uta) = a, u(b) = ~ .

~(t) - AU(t) + q(t).

b

u(t) = JG(t,T) ~(T) dr

a

~(t)

solution u(t ) satisfies

furictions for the two-point boundary value problems for ordinary

operator, constitute a linear ordinary differential operator where the

In this section we provide sorne collocation rnethods for the

We assume that the boundary-value problem has a unique solution

u(t) which can be represented as

which, together with derivatives of lower order than the order of the

numerical solution of two-point boundary value problems involving

differential operators ; More precisely, suppose that

operators wi th symmetric separable ke rne l s . This leads to a system of

algebraic ·equations whose solution is an approximation of the unknown

Ir. Collocation rrethod íor the numerical solution oí two-point value

for al.L functions

functions. Then G(t,T) is said to be the Green's function for (1.1)

corresponding to the given boundary conditions . Let us assume that

~(t) is of the forro



where

The method will be described for

gral FJquations.

(1.8)

bJG(t,T)[U(T) - u(t)]dr
a

27

b

f(t) = JG(t,T)q(T)dT, a s t s b , (1.6)

a

b

u(t) - AJ G(t,T)U(T)dr f(t), a s t ~ b (2.1)
a

b b

u(t)[l - AJ G(t,T)dr] - AJ G(t,T)[U(T) - u(t)]dr = f(t). (1..7)
a a

b

u(t) - AJG(t,T)U(T) dr f(t), a s t s b (1.5)

a

IlI. Quadrature ~thods for the Numerical solution of Fredholm Inte-

gives a better approximation than the integral in (1.5) when using a

quadrature formula (see [1]).

b

is known, the function JG(t,T)dr can be
a

determined as a function of t, say ~(t). The integral

Now, since G(t,T)

We replace (1.5) by

integral equation given by

Then the boundary value problem (1.1) is equivalent to the Fredholm



function and u(t) is the unknown function. We will assume that G

set of bounded linear operator from X into X with the norm

is sufficiently smooth. Many different quadrature rules can be used

andw.
J

(2.3)

(2.2)

(2.4)

weights

a ~ t . ~ b}.
J

(I + G)u = f,

lIull = max {Iu( t . ) I
J

bJu (t)dt =~ ¿n[U(t
j_l)

+ u(t
j)],

a 2 j = 1

If we use a quadrature formula with

i = 1,2, . •. ,n.

n
u(t.)[l- >lt(t.)] - '\ w .G(t .,t.)[u(t.) - u(t .») = f(t.),

J J LJ 1J J 1 1
j=1

expressed in the operator fonn

interpolation schernes can be used to approximate the solution.

We now list sorne well-known results. Let X be the Banach space

C[a,b ) together with the Chebyshev norm

We wish to approximate the solution of the integral equation (2.1),

where G i s a compact linear operator in BL(X) for which (I + G)

possess a bounded inverse (I + G)-1 in X. Here BL(X) defines the

28

trapezoid rule defined for t j = a + jh, h = (b-a)/n and j ~ n as

system

can be used.

to approximate the integral in (2.1). Thus for example a composite

points t j, j = 1,2, . . . ,n, to evaluate (1.8), then approximate

values of the function u(t .) may be detennined by solving the linear
J

where A is a regular value of the kernel, f(t) is a continuous

After obtaining the values at the grid points, several different



cauchy sequence in the Banach space BL(X) . Therefore, for some

L € BL(X) the sequence (~}O converges to L. Furthermore, s i nce

Theorem 2.

Let (X,II.II) be a Banach space. If G, G- 1, L € BL(X) then

If 11 GIl < 1,

co

{~} can be shown to be a
O

~(I - G) = 1.

29

~(I - G) 1 - cf+1

co

11 .~ 11 s 211 G 11 m s ( 1 - 11 G 11 )-1
m =0

11 L 11 = lim II~II s (1 - 11 G 11 )-1 .
N--+'"

11 GI l = sup (IIGxll x E X and IIxll = 1},

If we define ~ - f efl , then
m = O

BL(X) becomes a Banach spa ce.

Let (X,IHI) be a Banach space and G E BL(X).

then operat or (1 - G) is nonsingu1ar,

)-1
ce

(i ) (1 - G =¿ efl
m = O

and

( ii) 11 (1 - G )-1 11 s ( 1- IIGII - 1
) .

L( 1 - G ) = lim
N--+'"

then

we find

Theorem l. (Banach Lemma)

Proof.

Therefore L = ( 1 - G )-1. Since



Banach Lemma.

(2.5)

I é I ~ é O the operator

11 T-111 liT - 511

11 - IIT-111 115 - TII

x 11 = 1 }.sup ( 11 Tx 11

Prenter [9] showed that, for a11 n sufficient1y 1arge (2.5) has a

n
unique solution un E Xn for each .¡, E X. With a partition (ti}i=O

of [a,b] the equation (2.5) is equivalent to the system of linear

Te approximate the integral (1.5) we let un be the approximate

soiution chosen from the finite dimensional subspaces X
n

of X where

un converges to u and Pnu be the projection of u onto X
n•

We

then replace (1.5) by

30

(u + Gu )(t~) = .¡,(t~), i ~ O, 1, ..• , n,
n n 1 1

equations

'rtleorem 3. (Neumann' s theorem)

Let T,S and T-1 é BL(x). If IIT-111'IIS - TII < 1. Then 5-1

exists in BL(X) and

where 11 T 11

Proof. Since G is invertible we deduce

G + e L = G(I + éG-1L).

Therefore (1), (2) fo11ow since I + éG-1L
í s nonsingular by the

and

• • 11 G-lL 11-1 d 11for each pos í t íve "o < an a

G + éL is nonsingu1ar. Furthermore

(1) (G + éL)-l = (I + éG-1L)- l G- 1



'lheorem 5.

'lheorem 4.

theorems

(2.9)

(2.7)

Define the linear

Then

11 (1 + G)-l11 IIG - P Gil
n

1 - 11(1 + G)-lI1 G - P Gil
n

31

1

E(w) - fOW(t)H(t)~(t)dt

=f
1

(Lw)(s) K(s,t)~(t)w(t)dt

O

8(w,z)(S) = w(s) (Lz)(s) + z(s) (Lw) (s). (2.8)

-1 -111(1 - G) - (1 - PnG) 11 ~ ----------:;--....:.:..--

where H is the solution of Equation (2.6) .

functional E on a subset O of e[O,l] by

Denote by 8' (w) the Frechet derivative of 8.

and

proof. We use Theorem 1 and 3.

-1 -1
Let (1 + PnG) exist for all n ~ nO. Then {(1 + PnG) : n ~ nO}

is uniformly bounded.

As n --+ oo, 11(1 + G)-l 11 IIG - P
nG)1I

--+ O. Thus there is a constant

-1Let T = 1 + G and S = (1 + PnG) .

which we will solve with the pivot method. We list the following

11 PnG - G 11 --> O as n --+ oo.

The proof can be found in [9].



'1heorem 6.

We now state the foHowing lerrnnas.

.>

(Z.10)

then ¡} - ZU + R ="0.
"

( Z. 6 ) is a special case of

11 L1111

1 1- IIL
ZII

• IIL
1-

111

Equation

x = y + B(x,x)

Let z ~ O be fixed in X. Assume that the linear

Let L
1

and L
Z

be bounded linear operators on a Banach

We consider the quadratic equation

1 1

If u = JO H(t)~(t)dt and R = J~(t)dt,

LeIIIna 2.

32

operator B(z) is invertible, then B(x)is also invertible for aH

x € U(z,r) = (x € X : 11 x - z 11 < r}, where r € ( O , ro) and

rO = [11 B 11 • 11 B(z)-lll]-l.

space X where L
1

is invertib1e, and IIL1-
111. IILZII < 1. Then

-1(L
1

+ L
Z)

exists and

LeIIIna 1.

Let H = H(i',O) be any solution to equation (Z.4) wi~· , A = AO.

If Jl~(t)dt ~ O and ker(L) = (O} then B'(H(A
O

) ) is an invertible

O

linear operator on C(O,l] with bounded ínverse,

in a Banach space X, where y € X is fixed and B is a bounded

equation (Z.10) provided that AB = B, H = x, y = 1 and X = e[O,l].

additional theorerns proved in [3].

bilinear operator on X.

The proof can be found in Argyros [ 6 ) . We now introduce the two



'l11eorem 7.

Then the iteration

by

Let z # O be fixed in X. Assume that the linear

2g(r) = ar + br + e,

a' = IIBII • IIB(Z)-lll

b' = -21iBII • IIB(z)-1 11

e' = 1 - IIB(Z)-1 11 - IIBII • IIB(Z)-1 11 2 • IIz-yll

-1
a ~ rO

-1 ' .
b = IIB(z) (I - B(z))1I - 1

e = IIB(z)-1p(z)lI.

33

(e) there exists r > O sueh that f(r) > O and g(r) ~ O.

(a) e' > O

(b) b < O , b2 - 4ae > O, and

f(r) = a'r2 + b'r + e' ,

Let z € X be sueh that B(z) is invertib1e and that the

p(x) = B(x,x) + y - x,

T(x) = (B(X))-1(x - y)

following are true:

and the real polynomials f( r), g( r) on R by

operator B(z) is invertible. Define the operators P, T on u(z,r)

for r € ( O , rO ): The result now follows from Lemma 1 for

L
I

= B(z), L
2

= B(x-z) and x € U(z,r).

Definition 1.

Proof. We have

11 B(x-z) 11 • 11 B(z)-lll ~ B 11 • 11 x-z 11 • 11 B(z)-lll

~ 11 B 11· B(zi-lll. r
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que extiende posteriomente a funciones entre

Rev . Academia de Ciencias. Zaragoza 46 (1 991).

OPTIMIZACION DE FUNCIONES NO DERIVABLES

V. Novo

Departamento de Matemáti ca Apl icada

ETSI. Industriales.

Univ. Nac. Educ. Dist.

2S0S0-MADRID.

Abstract: Conditions both necessary and sufficient for e x­

trema of non-derivable functions are stated using a new genera­

lized derivative.

l. INTRODUCCION y NOTACIONES

La investigaci6n de técnicas matemáticas adecuadas al es-

tudio de ~roblemas de optimizaci6n de funciones no diferencia-

bles en el sentido clásico, ha llevado, en l o s últimos a~os,

al desarrollo de nuevas teorías de diferenciaci6n generaliza­

da, aplicables a este tipo de problemas. Rockafellar (12) tra­

ta el caso de las funciones convexas en un abierto de Rn e in-

troduce las definiciones de subgradiente y subdiferencial aRf .

Clarke (2) am~lía la clase de funciones utilizada por Rockafe­

llar y considera funciones reales localmente lipschitzianas en

un abierto de Rn, introduciendo la definici6n de gradiente ge-

neralizado a f
e

espacios de dimensi6n finita (3) y a funcionales reales sobre

un espacio de Banach (4). Los principales resultados obtenidos

puedeh verse en (1), [2], [3], (4), [6] r ' [a} y [12).
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IF(C,x) I !,; k para todo xEV

reducido V de c y una constante k>O tales

X,Xo,XnEI; (xn)-o.Conv(I),L(I) ,A(I) ,V(I) ,C(I) denotan

un entorno

que

Se denota por FC(l) la clase de funciones f.c. en cada punto

2.DEFINICIONES y PROPIEDADES.

lipschitzianas ,absolutamente continuas,de variación acotada y

continuas en l .co A denota la envoltura convexa de A.

Definición 2.1.f es fuertemente continua (f.c.) en c si existen

38 .

En todo lo que sigue utilizaremos las notaciones

L(I) cFC(I) cC(I)

de l.Es claro que

intervalo l abierto o cerrado con la topologia inducida .

en donde

respectivamente las clases de funciones convexas, localmente

siguientes.f es una función real de variable real definida en el

teorema de Stepanoff [5].

se dan las definiciones y los principales resultados sobre G-

derivadas,asi como sus aplicaciones al estudio de extremos de

funciones reales de variable ·r e a l . La utilización de G-derivadas

nos permite (teorema 3.6) dar una demostración sencilla del

Con objeto de ampliar la clase de funciones utilizada por

Clarke se introduce en [9] una derivada generalizada para

reduce a la derivada clásica si f es derivable.En este trabajo,

da. Esta derivada generalizada,a diferencia de la de Clarke, se

funciones reales de variable real que denominaremos G-deriva-



es un
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af(xo) = co (a-f(xo) U a+f(xo) )

Teorema 2.6.f es f.c. en l si y solo si f es G-derivable en cada

punto de l.

sin embargo no existe ninguna relación de contenido entre A(l)

y FC(l) ni entre V(l) y FC(l) siendo l cerrado.Además (FC(l) ,+,.)

es una subálgebra densa en C(l) y la composición de funciones

f.c. es f.c.

Definici6n 2.2. Una sucesión (xn ) cI convergente a X o , se llama

sucesi6n de G-derivabilidad de f en X o ,si existe y es

finito 1 (f,xo'xn ) .Se denota por S(f,xo) el conjunto de suce­

siones de G-derivabilidad de f en Xo

Definici6n 2.3. f es G-derivable en X o sí, toda sucesión

(xn ) - X o contiene al menos una subsucesi6n (xk ) E S(f,xo) .La G­

derivada de f en X o es el conjunto

N6tese que sif es G-derivable en Xo ¡entonces af(xo) es la

envoltura convexa de los números derivados de Dini.Análogamente

s e d e fin e n 1 + , S+, 1 - Y S- y 1 a s G - d e r i v a d a s

laterales a+f(xo) ya-f(xo) considerando respectivamente suce­

siones convergentes a Xo por la derecha o por la izquierda. A

partir de esta definici6n se obtienen los resultados siguientes

de los que únicamente se demuestra la regla de la cadena.

Proposici6n 2.4.si f es G-derivable en Xo ' af(xo)

subconjunto convexo y compacto de R.

Proposici6n 2.5. si f es G+ y G- . derivable en X o , entonces f es

G-derivable en X o y se tiene que



g(yo+kn) -g(yo) k n
k n h n

g(yo+kn) -g(yo)

hn

g(Yn) -g(yo) f(xn) -f(xo)
Yn-Yo xn-xo

g[f(xn)] -g[f(xo)]
xn-xo

de donde l(gof,xo'xn) € ag(Yo)af(xo) y en consecuencia

por ser el último conjunto convexo.
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Demostraci6n:Como la composición de funciones f.c. es f.c.,por

número natural n , kn=f(xn) -f(xo) , Yn=f(xn) y hn=xn-xo , se tiene

que

es G-derivable en X o y

2.6 gof es G-derivable en X o .Sea (Xn) e S(gof,xo) y para cada

derivable en Xo€I y 9 es G-derivable en yo=f(xo) , entonces gof

punto de I.

y las localmente lipschitzianas en I son G-derivables en cada

Como consecuencia inmediata se tiene que las funciones convexas

Teorema 2.8.Sean I y J intervalos abiertos de números reales,f

Teorema 2.7.si f y 9 son FC(I) y k es un número real, entonces se

de I en J y 9 de J en el conjunto de números !eales.Si f es G-

tiene que kf, f+g, fg Y f/g son G-derivables en cada Xo€I y además

se verifica que:

11

1I
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entonces exis-

lo

B[f(b)-f(a)] = A[g(b)-g(a)]

Teorema 2.11.Si f y g son f.c. en [a,b]

ten cE(a,b) ,AEaf(c) y BEag(C) tales que

h (x) = f(x) [g(b) -g(a) ] -g(x) [f(b) -f(a) ] •

luego a+f(xo) contiene al menos un número no negativo.De igual

forma se demuestra quea-f(xo) contiene al menos un número no

positivo y de 2.5 se deduce que OEaf (xo) • La demostración es

análoga si X o es un máximo relativo.

Teorema 2.10.si f es f.c. en [a,b] y f(a)=f(b),entonces existe

c de (a,b) tal que OEaf(c) .

Demostración:Como f es f.c. en [a,b],es continua en el compacto

[a,b] por lo que alcanza su máximo y su minimo absolutos en

[a,b].Aplicando 2.9 se tiene el resultado.

Demostración:Sea h la función real definida en [a,b] por

Demostración:Supongamos que X o es un minimo relativo de f,

existe ~ >O tal que f(x) -f(xo) ~O si Ix-xol<~ y dada (xn) ES' (f,xo)

existe ·n oEN tal que para todo n~no ' o<xn ':'xo <~ y en consecuen-

El teorema del valor medio se puede extender a este

contexto. Daremos previamente la condición necesaria de extremo

relativo y las generalizaciones del teorema de Rolle y de la

fórmula de Cauchy.

Teorema 2.9.Dados el intervalo abierto I de números reales y f

f.c. en I,si XoEI es ·un extremo relativo de f,entonces .
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Demostración:Basta considerar en el teorema anterior la función

la

que

todo

Existe

forma

para

tal

f el teorema 2.12

todo xE(h,k) ,af(x)cR+ .

a

paraque

aplicando

Ejemplo

derivada en el sentido clásico de f en cero y vale cero con lo

que por 3.1 la G-derivada de f en cero vale cero mientras que la

derivada en el sentido de Clarke de f en cero es el intervalo

f(xz) -f(x1) =A(xZ-x1) >0, con lo que f es estrictamente crecien­

te en (h,k) .si af(x)cR- el razonamiento es análogo.

Demostración: Supongamos

Sean "X1,xzE(h,k) , x1<XZ;

3.RELACION CON OTRAS TEORIAS DE DERlVACION

Supondremos que f es fuertemente continua en I y pondremos

por brevedad F(x,y)=[f(y)-f(x)]/[y-X] en donde x e y son

elementos de I con x distinto de y.

Proposición 3.1.La G-derivada de f en c se reduce a un punto si

y solo si f es derivable en c.

Demostración:Si existe fl(C) es claro que la G-derivada de f en

c se reduce a f'(c).Reciprocamente,si la G-derivada se reduce a

un punto, entonces coinciden los números derivados de Dini y en

consecuencia f es derivable en c.

XE(h,k) , af(x)cR+ (resp. af(x)cR- ) ,entonces f es estrictamente

creciente (resp. decreciente) en (h,k).

g(x)=x.

Aplicando el teorema anterior, por 2.7 se tiene el resultado.

Teorema 2.12.si f es f.c. en [a,b],entonces existen un punto c

de (a,b) y AEaf(c) tales que f(b)-f(a) = A(b-a)
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y por lo tanto

sup e , (ii) inf A = inf B = inf e.

f es derivable en Xo •

es continua en X o , entonces también es continua la otra y además

lim F(xo'xn ) > M
"....

f(x) = max of(x) (resp.f(x) = min of(x»

A={f (x) ;xEI} , B={f(x) ;xE.D , C=<F(x,y) ; X,YEI,x~y}

condiciones del teorema 2.10,luego

de puntos de r.La función g(x)=f(x)-Px definida en r está en las

luego sup A s sup e.Reciprocamente,sea F(x1 , X2 ) =P para algún par

Por 2.7, PEof (x3 ) , sup A ~ P y en consecuencia supA~supB . La

demostración de (ii) es análoga.

Teorema 3.5.

(i) f(x)=f(x) si y solo si f es derivable en x.

ten XoEI, (xn ) ES(f,xo) tales que

entonces se tiene

Lema3.4.si A,B Y e son los conjuntos dados por

a la función f (resp. f )de r en R definida por:

(ii) Si una de las funciones derivada superior o derivada inferior

[-l,lJ.

Definición 3.3.Se llama derivada superior (resp . inferior) de f

que sup B = sup e.En efecto,supongamos que sup A > M,exis-

Demostración :Veamos que sup A = sup e,análogamente se demuestra

(i) sup A = sup B
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La utilizaci6n de G-derivadas nos permite dar una sencilla

en X o •

demostración del teorema de stepanoff [5] en el caso de las

Demostraci6n:Al ser f f.c . en l,para cada XoEI ,existen k>O y un

entorno V(xo) tales que IF(xo' x) I:s;k para todo XEV(Xo) . Se define

en V(xo) lafunci6ng(x)=f(x)+2kx.Esclaroque af(xo)c[-k,k] ypor

todo punto de l.

Teorema 3.6.si f es f.c. en l,entonces f es derivable en casi

funciones reales de variable real.Se supone que l es cerrado.

2.7 ag(xo) =af(xo) +2 k cR+ ,luego por 2.13 existe un entorno U(x
o)

en

donde g es mon6tona y en consecuencia f es derivable en casi

lo que contradice el lema anterior .Si F(xo) " ! ' (x o) tambien se

contradice el lema,luego F(xo)=f'(xo) y por (i) f es derivable

entorno de Xo tales que

si f' no es continua en Xo ,existen e1 >o Y puntos x de cualquier

Demostraci6n :La demostraci6n de (i) es i nmed i a t a . Para (ii)

supongamos que F es continua en Xo ,entonces para todo e>O

existe ~ >O tal que para todo XE(Xo-~'xo+~) ,

Del lema 3.2 se deduce que F(-"2,X1)E(F(xo)-e,F(xo)+e) para

cualquier par de puntos de cualquier intervalo cerrado conte-



todo punto de

en consecuencia
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(véase [6]). Se demuestra que tanto

f(x) J x( e) dm( t)
te[o,x)

Como I es compacto,el recubrimiento abierto de I

{W(xo) ;XoED

la subdiferencial de Rockafellar [12]. Por otra parte, se de-

si f es convexa es · conocido [12] que existen las derivadas

Ejemplo 3.7. Sea m la medida de Lebesgue unidimensional. El ejemplo

laterales en el sentido clásico y que además

f'_ (x) ~f'. (x) para cada XEI

af(x) =[f'_ (x) ,f'. (x) 1=aRf(x)

números reales x e y con x<y se tiene

más reducida que la derivada de Clarke [2].El contenido anterior

muestra fácilmente que si f es localmente lipschitziana en

es decir,que para funciones convexas la G-derivada se reduce a

de manifiesto en el ejemplo siguiente.

contiene un subrecubrimiento finito y por lo tanto f es deri-

vable en casi todo punto de I.

B como su complementario son subconjuntos densos en R .Sea B un

Borel de este tipo y X la función caracteristica de B.Se define

se basa en la existencia de un Borel B tal que para todo segmento

no yacio I, O<m(BnI) <m(I)

f es continua en R y además es lipschitziana. En efecto, dados los

puede ser estricto no solo en puntos aislados del dominio de f

(ejemplo 3.2) sino incluso en cada punto del dominio como se pone

I,entonces af(x) e acf(x) lo qu~ significa que la G-derivada es



x¿ es un mlnimo

existe ~>o tal

para todo X€(xo-~,xo+~) ,entonces Xo es un

mlnimo (resp. m&ximo) relativo de f.
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Ts(x) '" sup {f(xo) +~ (x-xo)} (resp. TI (x) = inf {f(xo) +~ (x-xo)})~~at(~) ~~at(Xo)

f(y) -f(x) "'f x( t) dm( e) =y-x-m(R\B1 [x, y] ) <v-x
t~lx.yl

En toda la secci6n,supondremos que I es abierto y que f es

tangente de f en Xo y por 10 tanto Ts(x) ~f(xo) para todo x€R ,

Es claro que Ts es convexa (por ser el supremo de una familia de

Demostración:Como O€af(xo) ,la recta y=f(xo) pertenece a la G-

corresponder un subconjunto de números reales es monótona no

decreciente (resp. no creciente) en I si para todo par de

relativo de f.La demostración para el m&ximo es an&loga.

Definición 4 .3.La multifunción M que a cada elemento de I le hace

Se llama tangente superior (resp. inferior) de f en X o a la

función Ts (resp. TI ) real de variable real definida por

funciones afines) y que TI es cóncava.

en R , acf(X)"'[O,l] para todo x€R.

f.c. en I, xo€I

Definici6n 4.1.Se llama G-tangente de f en X o al haz de rectas

4.ESTUDIO DE EXTREMOS RELATIVOS.

(resp. f(x) STI(x)

Como X es medible, f admite en casi todo punto derivada que

coincide en c. t. punto con X, luego af (x) =(fl (x)} vale O o 1 en

c.t. R ,mientras que al ser B y su complementario densos



puntos x,y de l con x>y se tiene que inf M(x) ~ sup M(y) (resp.

inf M(y) ~ sup M(x».

Teorema 4.4.

(i) f es convexa en l si y solo si af es no decreciente en l.

(ii) f es cóncava en l si y solo si af es no creciente en l.

Demostración:(i) si f es convexa en l existen derivadas late-

rales de f en cada punto de l,ambas son no decrecientes en l y

tales que si x, zl' z2EI , Zl <X<Z2 se verifica (véase [12]) que

Como además af(x) =[f_/(x), f/(x)] resulta que af es no decreciente

en l.

Reclprocamente,supongamos que af es no decreciente en l.Sean

a,bEI , a<b y g(x) =f(a) + f(b) -fea) (x-a)
b-a

la recta secante a f en (a,f(a», (b,f(b» .Cada x de (a,b) se

puede expresar como x = a+t(b-a) para algún t de (0,1), luego

g(x)=tf(b)+(l-t)f(a). f es convexa en l si f(x)~g(x) para to-

do x€(a,b) con a,bEI ,10 que es equivalente a

tf(x)+(l-t)f(x)~tf(b)+(l-t)f(a)

o lo que es lo mismo

(l-t) [f(x) -f(a)] s t[f(b) -f(x)] (1)

Aplicando a f el teorema 2.12 en [a, x] y en [x,b] se tiene

respectivamente que

existen cE(a,x) y AEaf(c) tales que f(x) -fea) =A(x-a)

existen dE(X,b) y BEaf(d) tales que f(b) -f(x) =B(b-x)
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exis-

exis-

y .v e amos que

contrariocaso

existe X1*E(Xo-al.'Xo) tal

para todo XE (xO-a2,xO) se

para

contrario
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caso

y a+f(xo) cR+ (resp . a+f(xo) cR- ), entonces X o es un minimo (resp.

máximo) relativo de f.

tiene el resultado.

Como consecuencia inmediata se tiene el corolario siguiente.

Teorema 4.6.

Corolario 4.5. si OEaf(xo) y af es monótona no decreciente (resp . .

no creciente) en (xo-a,xo+a) para algún a>O , entonces Xo es un

minimo (resp. máximo) relativo de f.

En

en l.

(ii) Basta tener en cuenta que f es cóncava en l,si y solo si

-f es convexa en l y que a(-f) (x)=-af(x) , de donde por (i) se

luego (1) es equivalente a (l-t) (x-a)A ~ t(b-x)B Como

(l-t) (x-a)=t(b-x),la desigualdad anterior es cierta si A ~ B. Al

ser c<d y af no decreciente, A ~ B Y en consecuencia f es convexa

Demostración: (i) Supongamos el primer caso

existe a*>O tal que

VXE (xo-a*,xo+a*) cI , f(x) >f(xo) • .

(ii)si OEInt a+f (xo) U Int a-f(xo) ,entonces X o no es extremo re­

lativo de f.

te n*EN tal que para todo n>n* , F(xo'xn ) <o y por lo tan­

to f(xn ) >f(xo)

que f(x1*) ~f(xo). Sea a2 =1-"l*- x ol ,si

cumple f(x»f(xo) hacemos a=a
2

¡en
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Análogo razonamiento con o+f(xo) nos conduce a la existen-

[2] CLARKE, F. Generalized gradients and applications. Trans.

Amer. Math. Soco 305 (1975), 246-262.

máximo es análoga.

o bien no se obtiene ningún ~k que lo cumpla con lo que se pue-
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g(t", y(t") , y'(t")) = O.

G(t") = g(t" , vetO), y'U")) = O,

y'(t) = j (t , y(t )), t ~ to, Y E lRN
,

y(t o) = Yo,

Let us consider an initial value problem

(1.1)

(1.2)

and let Yn the approximation to y(t n), solution of (1. 1) at t n, be given by a numerical
method. Sornetimes the final point of the in tegration tend where we wan t to get the
solu tion, is unknown . For example, in the study of cycle limi ts in the analysis of period ic
solu t ions, it would be desirable that final poin ts were the intersecti on of the solution
with a Poin car e' secti on , The search for these sp ecial po ints can be formul ated in a
general manner as: to find the poi nts i " such that

IMPLICIT OUTPUT BY CONTINUOUS

RUNGE-KUTTA METHOnS

Departamento de Matem áti ca Aplicada.
Universidad de Zaragoza .

50009 Zaragoza

T . GRANDE, J. !. MONT IJANO, L. RÁNDE Z

is satisfied for a given funct ion g, where y(t) is the solution of (1.1) (Implicit output
problem) .

It takes a great computational effor t to locate such po ints if only a discrete solution
Yn is known b eca use sorne iterati ve met hod for searching roots of a funct ion must be used

(1)

Rev . Academi a de Ciencias . Zaragoza 46 (1991) .

Abstract. In this paper , con tinuous RK methods are applied to obtain points of
im pli cit output. Su ch poin ts t" are defined as the roots of

;oo~MS (MOS) Subjeet Classification: 65L07 , CR517
; ~;~-

for sorne given function g. These sit uations are commo n in problems such as the search
for periodic solutions , the est ima t ion of extremum values of the solution of a differential
equat ion , and so on. To solve (1), a damped Newton method is applied and the funct ion
y(t) and y'( t) are approximated by continuous R K methods. Finally, sorne numeri cal

0 0 -exam ples show a behaviour acco rding to the theoretical st udy carried out.
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y(i) being an approximation to the theoretical solut ion y(t(i») an d with

i = 0,1 , . . .

, oy oy
9 (t , y) = ,,(t, y) +~(t , y) jet, y).

oi uy
(2.2)

(2.1)

We suppose that sufficient conditions of convergence are satisfied so that the sucession
t (i) converges towards the root t*. It is clear that t(l ) is obtained easi ly from th e aboye
expression but to calcula te the fol1owing it eration t(i) we need to eval uate g(t(i) ,y(i»)
and g' (t (i) , y ( i») and the valu e of y ( i ) is not yet known. This value can be obtained by a
Runge-Kutta method from t (i -l) to t (i) , and the integrat ion code must be implemented
for positive or negative steps . Also, noti ce that a point t(i) may lie out of the interval

and it is necessary to prepare the integrat ion cod e for positive and negative stepsizes.
For this class of problems is almost essential to make use of a continuous solution that
can be got by sorne int erpolation process. Recently, Horn [4], Shampine [7), Enright et
al. [2), have introduced sorne RK methods that, by means of interpolatory techniques,
define a global numeri cal solut ion of class C(J ) with a sui table order of aproximation .
These methods ar e called cont inuous RK and th ey seem to be very efficient for th e
solution of impl icit output problems.

In the second paragraph, a general study of implicit output problems is carried ou t,
and it is proved that under sorne regularity conditions on the funetion G, the error in
the computation of t *. can be bounded .

In the third paragraph several implicit output problems are solved using for the
integration of (1.1) a embedded RK pair of orders 5 and 6 given by Calvo, Montijano and
Rández [1), which defines a 5th order continuous solut ion. Final1y, it must be po inted
out that th e nonl inear equat ion (1.2) is solved by means of a damped Newton method
[5).

2 . Continuous Runge- Kutta methods for implicit output

The implicit output problem consists basically on loca ting a zero t" of the given
funetion g. However, th e funetion y(t) must be obtained integrating the IVP (1.1) and
this fact makes very expensive the usual procedures for finding the roots of a funetion.

Thus, for exa mple, let's suppose that in the interval [t n , t n+1 ) a change in the sign
of the funetion 9 has been det eet ed , and th e process to locate the root st arts. 'vVe can
use the biseet ion procedure which is trustworthy but slow and very expensive. For this
method , we need t o calculate the sign of 9 at the midie point i = (t n +tn +1 )/ 2, but y(i)
must be obtained using the integration code from t« to i with ste psize h = i"- t n . If a
s st ages RK method is used , s - 1 evaluations of funetion j are necessary. Depending
on the sign of 9 at i, the root is in a serniinterval , and the process is iterated with the
midle point of the semiinterval,

It seems clear that this algorithm is not suitable du e to the great number of calcul a­
tio ns needed to achieve a specified tolerance becau se ],.1 x s evalua tions of the derivative
funetion j must be calculated if we need to apply M times the biseetion process.

It is more convenient to use the Newton algori thm to reduce consid erably the
number of itera tions. Starting from the initial approximat ion t (O ) = t« (or t (O) = t n+1 )

a sequen ce t(i ) is obtained from



where
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G(t) = g(t , Q(t )) = O.(2.3)

G(t) = g(t , Q(t), Ql (t ), ... , Qk(t)) ,

In view of the above proposition , we conclude that the higher is the ord er of the
derivatives , the lower is the approxima tion order in the case that the deri vatives of the
function are approximated by the derivatives of the inte rpo la ting polynomia1. However ,
it is possible to maintain the order p of approximation defin ed by t he continuous RK
even though the derivatives are presento This is shown in the:

Proposition 2 If the functions 9 and G satisfy the hypothesis of the proposition 1,
and if we consider the function

Ql (t ) = f ly=Q(t),

Q2(t ) = f'f ly=Q(t),

Q3(t) = (J' f' f + f"(J , f) )ly=Q(t),

G(t ) = g(t , y(t) , y' (t) , ... , y(k(t) ).

In the same way the more general implicit ou tput problem

G(t ) = g(t, Q(t ), Q'(t ), . . . , Q(k(t )).

The fact that the problem (1.2) can be approxim ated by (2.3) is justified by the
fol1owing:

Proposition 1 Let us suppose that the function G(t ) = g(t , y(t ), y'(t) , ... , y(k)(t )) is
of class C(l)[tn,tn+d , and that J(G'(t))-l l:S /3, for all t E [tn,t n+d with /3 > O and 9
is Lipschitz with resp ect to the variables y, y', . . . , y(k) uniformly on t. If G(t*) = O and
G(l) = Ofor t"; lE [tn, t n +1 ] then

can be substituted by

[tn , tn+d so that Newton's process instead of being faster than bi secti on method is more
hazardous anddoesn't guarantee the convergen ce. By this reason , it is conveni ent to "
use damped Newton's methods which increas e the domain of convergenc e [5].

Due to the fact that in each iteration it is necessary to cal culate (2.2) , it would
be appropriate to deploy of a continuous approximation to the solu tion y(t) and it s
derivatives. It is important to emphasize that wh en we are looking for the root in the
interval [tn, t n +1], as the continuous appoximation to the solution has been calculated,
the discrete RK method is not used and therefore no addit ional evaluat ion of f are
needed. In these terms, if Q(t ) is an order p cont inuous approx imation to the solution
assoc ia te to the RK method in the interval [tn, tn+d it can be show n (Shampine [6])
that

IQ (k)(t ) - y(k)(t )1 = O(hP- k),

and the problem (1.2) can be replaced by



According to this prop osi tion , to obtain orde r p, the derivatives of y(t ) up to order
k mu st be evaluated at Q(t ) for every iteration .

i = O, 1, ...

t E [0,20]

).i E (0,1],

YI(O )=I- e,

Y2(0) = O,

Y3(0) = O,

Y4(0) = J(1 + e)/ ( I - e) ,
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y'= y cos(t),

Ve O) = 1,

,
YI = Y3,,
Y2 = Y4 ,

y; = - y¡f(yi + yi)3J2,

y~ = -yd( yi + yi)3/2,

(i) (i)
t (i+I ) = t(i) _ ).. g(t , y )

1 g'(t (i),y(il ) '

. As a first problem we consider A3 from the DETE8T package [3],

Table 1
GI(t ) G2(t) G3(t)
max . ite. max. ite. max. it e.
erro numo erro numo err o numo

TOL = 10- 4 1.01 X 10-4 3 1.17 X 10-4 3 1.20 X 10- 3 3
TOL = 10-5 2.96 X 10- 5 3 2.38 X 10-5 2 3.35 X 10- 4 3
TOL = 10- 6 7.10 X 10- 7 3 2.92 X 10-6 2 6.78 X 10-5 3
TOL = 10-7 1.62 X 10-8 3 2.68 X 10- 7 2 1.70 X 10- 5 3
TOL = 10-8 4.00 X 10-9 3 6.73 X 10-8 2 3.23 X 10- 6 3

It must be noticed that the numerical results show a behaviour according to propo­
sit ion 1. From table 1, it is clear that t he best results are obtained for the function G I ,

which onl y dep ends on y, and the errors are bigger if higher deri vatives of y(t) are used .
The second test problem is the well kn own two b ody problem that belongs to class

D (orbital problems) of DETE8T package. We cons ider in the interval [0,20] the initial
value pr oblem

for the fun ctions G(t ) given by GI(t) = g(t, y(t )) = y(t) -1, G2(t) = g(t ,y(t),y'(t) ) =
y/(t ) and G3(t) = g(t ,y(t ),y'(t) ,yl/(t)) = yl/(t ).

In table 1 we show the max imum of the err ors It" - ti obtained in the location of
the roots for the functions G(t) aboye sp ecified , and the maximum number of Newton
iterations for differen t values of toler ance. A test of pure ab solute error has been applied.

3. Numerical Results

In the numeric al expe riments a RI<: pair of orders 6 and 5 with 8 stages [1] has
been usedas int egrator. This pair has a RI<: interpolant of order 5 costing one ext ra
eval uation per step. To solve the non linear equation, a damped Newton method, with
automatic selection of the damping paramet ers ). i has been chosen. Then , equation
(2.1) is replaced by

and G(t") = o, G(l) = owith t",t E [tn, t n+I] then

It* - ti = O(hP).



where e is the orbital eccentricity. As the fun ct ion G(t ) we take the second component of
the solution, G(t ) = Y2(t). It is impor tant to note that G(t ) van ishes when the satellit e
is at its apogee or perigee (which corresponds with t = kt: for sorne integer k). We have
chosen this problem because the common integrators must carry out a good stepsize
control, and therefore the difficulty of finding the roots of th e funct ion G is mixed
wit h the deg ree of difficulty of the numerical integration of this problem. In Table 2
is shown the maximum error in the process of locati ng the roots and the maximum
number of iter at ion by Newton methods for a range of tolerance values and for different
eccentricity values. In each case two res ults are shown; the aboye one corresponds to
the 6(5) integrator in [1], and t he below one, which gives worse outcomes corresponds
to the widely used DVERl<: 6(5) wit h a fifth order continuous method [3].

Table 2
e =.5 e = .7 e = .9
max . ite. max. ite. max. ite.
er ro numo erro numo erro nu mo

TaL = 10- 4 5.21 X 10-3 2 6.00 X 10- 3 2 5.80 X 10-3 2
2.08 X 10- 2 2 4.50 X 10-2 2 7.02 X 10-2 2

TaL = 10-5 4.77 X 10-4 2 4.05 X 10-4 2 7.35 X 10-5 2
1.61 X 10-3 2 ' 1.32 X 10-3 2 2.73 X 10- 3 2

TaL = 10-6 4.90 X 10- 5 2 2.42 X 10- 5 2 2.36 X 10- 6 2
1.42 X 10- 4 2 6.86 X 10-4 2 6.41 X 10- 4 2

TaL = 10-7 4.34 X 10- 6 2 1.58 X 10- 6 2 6.76 X 10-7 2
1.84 X 10-5 2 1.41 X lO-.j 2 1.66 X 10- 4 2

TaL = 10- 8 3.37 X 10- 7 2 1.02 X 10-7 2 6.14 X 10-8 2
3.53 X 10-6 2 2.06 X 10-5 2 2.94 X 10-5 2
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A NEW SMOOTHED-STEP FUNCTION

One of the cornmon uses of smoothed-step functions in Physics is the simulation of

A new smoothed-step function is presented. Several of its inte grals such as momenta,

form factor and Coulomb energy are given . The delta function obtained after deri vation is als o

discussed; its form in spherical coordin ates seems to be parúcularly useful.

is perhaps the most widely used . R is the half den sity radius, a the surface thickness, and,

when R is assumed to be much larger than a, no is the approximate density at the originoAs is

well known, the momenta and other integrals! involv ing (1) , and also its generalizations é,

admit expansions in powers of aIR.

For this job the Fermi function

density profiles of different saturating systems such as classicalliquid drop s, atomic nuclei, etc.



function.

(5)

(4)

(3c)

(2a)

(3a)

(2b)

(3b)

r> R

r::; R
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1
(fll)sZ f n(r) rmdr

z= sR

A = R [ 1 + ; ] e- Z ,

[
_ sinzh '.B=R cosh z

ntr) [ sinh (sr) ]
f(r) s - = 1 - A

no r

n(r) e-sr
f(r) s- = B -

no r

With respect 10 the momenta of f

Before addressing several integrals involving f, let us advance that series expansions are

not required in a number of comrnon cases; this is a clear advantage with respect to the Fermi

Obviously spherical coordinates are always assumed, and the number of independent

pararneters introduced is three: no, R, and s. The normalization condition is simply given by

with

topics of Condensed Matter but this new function can logically be applied to other physical

systems and in this sense can be an aitemative to (1). lt is given by

In this paper we first want to introduce a new type of smoothed-step function which has

appeared in the description of electron distributions of small metal clusters, in the jellium

approximation for the positive background, and assuming that the intrinsic chemical potential of

the electron cloud is proportional to the density' . Later, it has been also applied for the

description of small helium aggregates", As it is said, its origin and initial applications are sorne



(9)

(8c)

(8a)

(10)

(8b)

(7c)

(7b)

(7a)

3 ( s in x - x c os x )

x3 ( 1 + y2 )

q
y=­

s
x=qR ,

59

1 f .F(q)=Z e1qrn(r )dr

Go= e- z (z+l)

Eo= eZ (z-l ) + 1

The forrn factor, i.e. the Fourier transforrn of the distribution, has also a clo sed forrn,

namely

In eq. (10), the forrn factor of the step function is easily recovered by putting y=O.

given by

Equations (7) derive from the recursion relations fulfilled by integrals involving exponential s

and powers. As an example, in a well characterized case, the mean-square radius is simply

and their initial values are

where the functions Gm, Fmand Emfulfill

one easily obtains

(r"')=~m { m:3 + 2z~1+3 [ e- z (z+ l) (Gm+Fm-Em ) + e
Z

(z -l) Gm ] } ,

(6)



self-energy of the disuibution:
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(14)

(16)

(15)

(11)

(13)

(n=I,2,...)
sin n(x-x')

n(x-x')
Do (x-x ')

1
o(r-R) =~S o(r-R) 0(S-0) 0(11)-<1>)

r SIn

r [ sin n(r-R) sin n(r+R) ]
D (r-R) = - -

o R n(r-R) n(r+R)

. Z2 { Z z3 }
~ Ec=R" ¡ - 20 + . . .

Representation of the Delta Function

Finally, with regard to electrostatic properties of the system, let us compute the Coulomb

In eqs.(2), roughly speaking, R represents the radius of the distribution and l/s the "skin"

depth. Since at the limit of infinite s, f converts into the radial step function, the derivative of f

must lead to o . We obtain

and from (14) we can find a representation for the radial components o(r-R) ; the result is

cornmon representations that defines this disuibution in Cartesian coordinates is the sequence

After studying these integrals, let us now analyze the delta function emerging frorn the

derivative of the newly presented smoothed-step function. The usefulness of theDirac delta _

function, O, inPhysics and in particular in Quantum Mechanics? is well known . One of the

In spherical coordinates, o is defined as

Again, it adopts a closed analytical form:

There is no problem with this formulawhen z is very small; it tends to



TIte representation of /) in Cartesian coordinates related to eqs . (21) is the sequence

(2 1b)

(2 1a)

(17b)

(17 a)

(23a)

(23b)

(20)

(22)

(18)

(19)

r > R

r> R

x :5: x '

x > x '

r :5: R

r :5: R
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(R+ l/n)2T[ (nr_l)en(r-R) + (nr + l )e -n(r+R) 1

(nr+ l )2T[ (R_l/n)e-n(r-R) + (R+1/n)e-n(r+R) 1

(R+1/s)
--,- [ (sr-1)es(r-R) + (sr+ l)e-s(r+R) ]

2r-

(sr+ 1)
--[ (R _1/s)e -s(r-R) + (R+ 1/s )e- s(r+R) 1

2r2 .

, , {~en(x _ x ')
F (x-x)=

n n
- e -n(x.x')
2

(n=1,2,...)

f g(r) dr = R2 - ~ + ~ (1+~) e-SR
o s- s- sR

g(r) = f(r) [1

1im/)(r-R) = n~~ lFn (r-R)

with

Hence , after discretizing s, the representation of the radial component of the /)

is

which satisfies the following normalization condition:

We define a new function g, simply to extract the Jacobian factor 1/[1 :
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Our resuIts, for severaI characteristic cases such as monotonous or oscilIatory

the resuIts of eqs. (24a) and (24b), when x'=R=I , are plotted in Fig.l and Fig.2, respectively.

(25a)

(24a)

(25b)

(24b)

2

2
Y(r) = --:r3'""/2=--+-

+00

+00

f r , (x-x ') y(x) d x

y(x) = Ix13/2 + 1

f IF n (r -R) Y( r) dr
o

number of explicit analytical integrations invoIving them can be obtained. Besides , the fact that

the second derivative of f is discontinuous is a property, not present in other welI known

smoothed-step function s, which may have significant effects.

To conclude, we remark that as Fn and IFn are constructed using exponentiaIs, a

and

which is already nonnalized. In order to test the performance of these new sequences Fn and

IFn ' and to compare for example with Dn and Dn ' we have numerically calculated severaI

suppose the folIowing case :

to observe how fast they converge to y(x') and Y(R) respectiveIy, as n increases .

exampIes of integrals of the type

functions, indicate that the convergence obtained from D, is higher than that of Dn but this is

inverted for the polar coordinates case where IFn is far more efficient than Fn . As an exampIe

and
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Figure Captions

Fig. 1.- Convo1ution of the osequence in Cartesian coordinates (continuous line: D" ' broken

line: F" ) with (25a), at x = 1, as a function of n.

Fig. 2.- Convolution of the radial osequence (continuous line: D" ' broken line: IF" ) with

(25b), at r = 1, as a function of n.
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Abstract

In this paper the developement of the perturbation function in the thr ee body problem is

considered. We use the Poisson Series Processor PSPC in order to construct a set of routines

that help usoIn particular we obtain the Hansen's coefficients with easy recursive relations.

1. Introducción

En muchos de los problemas clásicos de la Mecánica Celeste aparece una función potencial que

puede expresarse como V = Va - R, donde Va corresponde al potencial del problema de dos

cuerpos _!!:., y R es la función de perturbación que se debe habitualmente, a la existe~cia de
r

más de dos cuerpos en el sistema o a la no esfericidad de los mismos.

En la teoría de la Luna de Euler (1753) aparece un nuevo método para el cálculo de la órbita

lunar, que es llamado método de variación de las constantes. Este método será posteriormente

desarrollado por Lagrange. El método de variación de las constantes se basa en la hipótesis de

que R es pequeño frente a Va y por tanto la perturbación sobre el probl ema de dos cuerpos es

pequeña en magnitud y el movimiento puede considerarse instantáneamente kepleriano , Esto

permite considerar que en cada instante la órbita viene definida por unos elementos orbitales

osculadores a, e, i,w, í!, T que varían con t.

La variación de los elementos orbitales viene dada por las ecuaciones de Lagrange cuya

obtención puede verse en cualquier libro clásico de Mecánica Celeste, por ejemplo [4], y dond e

cambiando la época de paso por el periastro por la anomalía media, pueden escribirse como

da 2 {)R
dt na {)M

de l-e2 {)R " ~{)R
dt na 2e {)M -~ lJw
di cosi {)R 1 {)R

di na2~ sin i {)w na2~ sin i {)í!
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(1)

dw ~ 8R cos i 8R
dt ~7k- na2~sini 8i
dO 1 8R

dt na2~ sin i 8i
dM 2 8R 1 - e2 8R
dt n - na 8a - na 2e 7k

En un reciente artículo [3] se describe como obtener, por ordenador, una integración analítica

de dichas ecuaciones utilizando el método estroboscópico. Esta integración se realiza utilizando

el procesador de series de Poisson PSPC [2] que está siendo construido por nosotros .

La anterior integración es realizada dando como única ent rada en el programa la función de

perturbación R expresada en función de los elementos orbitales. Sin embargo, la construcción

de esta función R requiere una gran canti dad de cálculos algebráicos, por lo que resulta muy

conveniente para su desarrollo el uso de un manipulador algebráico como PSPC.

.En general R viene expresado en función de T y f , por lo que antes de ab ordar el cálculo de

dicha función deben ser obteni dos los desarrollos de Hansen que nos dan la expresión de

Gr cos mf

G) n senmf

en fu~ción de los elementos orbitales.

2. D es a rrollos e n fu nció n de la anomalía m edia

Para la obtención de estos desarrollos hemos utilizado relaciones que resultan mucho más sen­

cillas de programar que las relaciones dadas por Giacaglia [8].

A partir de la Ecuación de Kepler

E - esenE = M

se obtendrá el desarrollo de la anomalía excéntrica, E, en función de la anomalía media, M .

Para ello, se utilizaran las conocidas fórmulas de recurrencia

E n+1 = M +esenEn = M +e sen(M +esenEn_I}

comenzando en Eo = M, Y efectuando el desarr ollo de Taylor en torno a M de la función

sen( M + e sen E n - 1 ) . De esta forma se obtiene hasta el orde n 4 en e

E = M

+{e- ~e3 +...} sin(M)

+{~e2 - ~é +...} sin(2M)

+{~é + } sin(3M)

+{~e4 + } sin(4M)

+...
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obtenida de la ecuación de Kepler, resultando

Para obtener el desarrollo del sen E, sustituiremos la expresión anterior en la fórmula

Por medio del desarrollo del cos E obtenernos el de !:. sin más que considerar la relación
a

{
1 2 1 4 }.1 - - e + - e +... slll(M)
8 192

{
1 1 1 3 } .()+ 2e - ¡¡e +. .. Slll 2M

{
3 2 27 4 } •+ - e - - e +... sm(3M)
8 128

+{~ e3 +...} sin(4M)

{
125 '4 } •+ - e +... slll(5M)
384

+...
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1 2
1 +2e +...

+ { - e + ~e3 + ...} cos(M)

{
1 21 4 }+ --:2e +3e +. .. cos(2M)

+{_~ e3 + } cos(3M)

+{ _~e4 + } cos(4M)

+...

1
sen E = - (E - M)

e .

!:. = I -ecosE
a

1- 2e +...

{
32 54} (+ 1 - - e + - e +... cos M)
8 192

{
1 1 1 3 } .+ 2e - 3e +... cos(2M)

{
3 2 45 4 }+ - e - - e +. .. cos(3M)
8 128

+{~e3 +...} cos(4M)

{
125 4 }+ +384e + ... cos(5M)

+...

r

a

senE =

cosE =

por tanto

El cos E lo construiremos susti tuyendo E por su desarrollo en serie y efectuando el desarrollo

de Taylor de la función cos(M + ll) en torno a M, lo que nos da



lo que nos da
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a
cos] = -(cosE - e)

r

(2)

1

+{e- ~e3 + } cos(M)

+{ e2 - ~ e4 + } cos(2M)

+{~e3 +...} cos(3M)

+{~é +..-}cos(4M)

+...

{
7 2 17 4 } •1 - - e + - e +... sm(M )
8 192

+{e - ~e3 +...} sin(2M )

{
9 2 207 4 } •+ - e - - e +... sm(3M)
8 128

+{~e3 +...} sin(4M)

{
625 4 } •+ - e +... sm(5M)
384

+...

a

r

sen !

(1+ 1)" = 1 +al + 0'(0' - 1)12 +...+ (~)Ik
2·1

eoe] - e

+{1 - ~e2 +~e4 +...} cos(M)
8 192

sen! = !:~ sen E
r

hasta el ord en k, siendo 1 una serie de Poisson . Est a función permi te calcular !: usando la
r

relación
a - 1- = (1 - ecosE)
r

(~) n se obtiene a partir del desarrollo de ~ calculando la pot encia de una serie de Poisson por

medio de la correspondiente rutina creada en el PSPC.

Una función de gran utilid ad definida en el PSPC nos permite efectuar la expansión binomial

Para el desarrollo del coseno de la anomalía verdadera, ! , en función de la anomalía media

bastará utilizar la expresión

obteniendo de esta forma

de esta forma

La misma funció n (2) permi te desarrollar .;f="e2, y por tanto, obtener el sen i a partir de la

expresión



siendo

como

(3)

[ í-¡ ( )í-I ]N . _ mOm¡m2 mo - - mi
,- (mo+m¡)í

siendo (T el coseno del ángulo formado por los vector es r, y r" y PíO el polinomio de Legend re

de orden i.
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donde

tfl r, 8(UI +R¡)
dt2 8r,

d2r , 8(U2 +R2)

dt2 8r,

cosj f = cos[(j - 1) + 1]f = cos(j - 1)f cosf - senü -1)f senf

G(mo +mI)
rl

G(mo +mI +m2)

T2

G(ml + m¡)m2 (mo _ mI )
mOm¡ r02 T¡2

G(m¡ + m¡ + m2) [_m-=..o_m::....¡ m--=2 ( 1 1) (1 1)]+ mo - - - + m¡ - - -
mo + m¡ T¡ T02 T2 TI2 T2

Expresando r o, y r" en función de r , y r, se llega a

senjf = sen[(j - 1) +1l! = sen(j -1) fcos f +cos(j - 1)fsen f

+{ e - ~e3 +...} cos(2M )

{92 2254 }+ -e - - e + ... cos(3M )8 128 .
+Ué + } cos(4M )

+{625é + } cos(5M )
384

+...

Si llamamos r " r, a los vectores que definen el movimiento de PI respecto a Po Yde P2 respecto

al centro de masas de Po ,PI, las ecuaciones del movimiento de este probl ema se expresarán

3. O bt ención de R en el p roblem a de tres cuer pos

Para obtener los desarrollos de Hansen basta efectuar los productos de las series de Poisson

correspondientes .

El cálculo de sin f y cos f en función de M nos permite calcular sinj f y cos j f . Para j > 1 pa ra

ello se utilizan las fórmulas de recurrencia



Las funciones R¡ , R 2 que corresponden a las perturbaciones de las órbitas de p¡ y P2 respec­

tivamente pueden ponerse como

R¡ .ri: [(mo+m¡)m2 +R]
mom¡ T2

R
2

J.l2 [mom¡ m~ R]
(mo +m¡)m2 T¡ +

El desarrollo de R puede ser usado en la integración de las 12 ecuaciones que se obtienen

aplicando (1) para cada una de las órbitas.

Para integrar las ecuaciones (1) es preciso expresar R en función de los elementos orbitales,

lo que puede resultar muy costoso según el orden de desarrollo al cual queremos llegar.

"El primer paso es expresar u, para lo cual debe tenerse en cuenta que

rlr~
u = cos(r.,r,) = - ­

T¡ T2

donde r i = (Xi,y¡,Z¡) siendo

Xi T¡ [cos n¡ cos(W¡ + J¡) - sen n¡ sen(Wi + Ji)cos i¡]

y¡ T¡ [sen n¡ cos(W¡ + J¡) + cos n¡ sen(w¡ + Ji)cos id

Z¡ T¡sen(w¡+Ji)seni¡

que"viene expresado en función de W¡ ,W2, n¡, n 2 , i¡, i2 Y f¡ , h . .
Posteriormente debe calcularse p¡(u) lo que supone obtener las correspondientes potencias

de u.

Finalmente, debe separarse de p¡(u) los términos que dependen de Ji para expr esarlos "en

función de ;os elementos orbitales junto con los términos (::) ¡ (;:) ¡+¡, lo que conduce al

desarrollo de las conocidas fórmulas de Hansen.

Para evitar un tiempo de computación excesivo, debido a la manipulación de un elevado

número de términos trigonométricos, se ha optado en la práctica por la sustitución directa

de los desarrollos de (::) ¡ (;:) i+¡ por un lado, y los de seni Ji,cos/ Ji por ot ro, tratando

estos últimos como variables polinómic as en lugar de usar diréctamente las fórmulas de Hansen.

Con este proceso , y desarrollando únicamente el primer sumando de R hasta el orden 3 en las

excentricidades e¡, e2, se ha obtenido una expresión de 18281 términos, t ras 3 horas y media de

cálculos en un Macintosh SE/3 0, lo que da idea del volumen de trabajo de estos desarrollos.
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MOTION OF A GYROSCOPE IN A SET OF
REDUNDANT VARIABLES

R.CID PALACIOS and M.C.FERNANDEZ QUIÑONES
Departamentos de FISrCA TEORICA <- ASTRONOMIA ) y MATEMATICA APLICADA

Facultad de Ciencias

Universidad de Zaragoza

ABSTRACT
In this paper, we study the rotational motion oí a gyroscope in a Cardan

suspension, íormulate in a set oí redundant variables and their conjugate
momenta.

Now, let 00 = POZ the angle that the vertical OP form with respect to
the axis OZ, belonging tó a right-hand rectangular trihedral system OYYZ
fixed in space. In the particular case 00 = O,we can introduce a set oí two
variables (qo, q¡) and their conjugate momenta (PO,Pl), for the resolution oí
the problem in function oí first integrals in involution.

1.- MüTION OF A GYROSCOPE IN A CARDAN SUSPEN­
SION

Schematically, the motion oí a gyroscope in a Cardan suspension is de­
fined (E,Leimanis,1965) with respect to a ortogonal fixed system OXY Z,
in such a way that the axis Ox oí the outer gimbal turn out around oí the
axis OZ, defining the angle 'ljJ = XOx. On the axis Ox a second ring (inner
gimb~ determine the new orthogonal system Oxyz, in such a way that ·
B= ZOz. .

Finally, about oí the Oz axis turn a rotor that define with respect to an
initial position a new angle <P
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(7)

(2)

(4)

y

--y--

WI = (), W2 = '¡;sin() , W3 = ,¡; cos ()

The kinetic energy oí revolution T2 , adopts the form

WI = (), W2 = .J;sinB 1 W3 = ~ + .J; cos ()

the kinetic energy oí revolution TI, will be:

Al·· CI · ·
TI = 2(()2 + 1/J2 sin2()) + 2(4)+ 1/JcOS())2 (5)

Consequently, the total kinetic energy oí the systemwill be:

z

x
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where

T2 = ~(A202 +B2;¡i sin2() +C2'¡;2 cos2 ()) (3)

where A2, B2, C2, are the corresponding moments oí inertia, Analogously,
given that the components oí the angular velocity oí the rotor are:

In these conditions, the kinetic energy oí revolution T3 , oí the outer ring
will be:

1 ·2
T3 = 2C31/J (1)

where C3 is the moment oí inertia about .OZ.
Furthermore, given that the components ~í the angular velocity oí the

interior ring are :
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(9)

(12)

(11)

(10)

(13)

(14)(a = 1,2, ...n + 1)

(i=1,2, ...n)P¡ = -8Hlaq¡q¡ = aHl8p¡

a:= 8H-lapa

V = mgs cos O= k cos O

Pt/1 = kl = cte

In the particular case 00 = O, the problem admit a third integral

H = h = cte,

2 (p )2 2 o-

H - l[PO '" - pc/>cosO Pc/>] V---+ +-+2 A B - C cos2 O CI

and the problem has always two evident integrals

since, now, we have

2.- MOTION OF A GYROSCOPE IN A SET OF REDUN­
DANT VARIABLES

R.Cid and M.E. San Saturio (1988) showed a proposition that we can
resume in the íollowing forrn:

"A canonical system

In order to calculate the potential energy V, we can suppose, without
loss oí gener~y, that the vertical OP lies in the O~Z - planeo Therefore,
being 00 = POZ, we obtain

v = mgs(cosOo cosO +sinOosin()sintp) (8)

where, m is the mass oí the rotor and the inner gimbal rlng, s thedístance
fromthe center oí mass to the origin O, and g the gravity acceleration.

It is known that the motion oí a gyroscope can be 'expressed in Hamil­
tonian form by means oí the Euler angles (tf;, 0,4» and their conjugate mo­
menta (p""po,Pc/». In this case, the hamiltonian H can be written

with a Hamiltonian H(q,p ,t) oí cIass C(2), can be transformed in a new
canonical system

oí Hamiltonian H* = H[q(Q),p(Q, P), t], by means oí the transíormation
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(18)

(15)

(16)

(17)

(19)

(20)

. (J t/J - </>
ql =sm- cos-2­

2 .
(J . t/J + </>

q3 = cos 2sm - 2-

sin(J = qo . cos (J = ql

H=h,

(J = arctan(qo/q¡)

q¡ = q¡(Qor),

PI (3; :0:
detM* =

P2 i!j; :O~
· = 0
· . .·

Pn+l aZ;+l ~...
n+1

(J 1/J + </>
qo = cos - cos - -

2 2
. (J . 1/J -</>

q2 = S1n-S1n- -
2 2

while, in the particular case ((Jo = O), it is sufficient to introduce two vari­
ables (qO ,q¡), since in this case exit three integrals

the transformation ((J,pe) -+ (qO,q¡,po,p¡) defined by the equalities (19)
and the conditions

3.- STATEMENT OF THE PROBLEM IN THE PARTICU­
LAR CASE.

The reduction oí the problem to quadratures, in the particular case ((Jo =
O), can now be accomplished as follows:

Putting

oí class C(2), that verifies the condition

In this case, every solution (Qa(t), Pa(t)] of the system (14), determines
a 'solution (q¡(t),Pi(t)] of the system (13)."

According t o this proposition, the motion oí a gyroscope in the general
Case ((Jo '1 O) can be studied in a set oí four variables (qo, q¡, q2, q~) defined
in: the form (R. Cid and M.C. Fernandez Qnes,1991)

or else



79

In these conditions, we have

(27)

(30)

(26)

(21)

(28)

(29)

(22)

(23)

(24)

(25)

. aH
Po=-­

aqO
. aH

PI = --o­
aqO

2 2 - 1qo + ql -
2 2 2

Po +PI = Po

qoPo + qlPI = O

. aH Po
qo=-=-

apo A
. aH PI
ql=-=-

apI A

d (2 2) (. .) 2a
2

( ). dt qo +ql = 2 qoqo +ql ql = 11 qoPo +q¡p¡ .= O

and the equations

that proves the integral character of theequation (23), so as the disppearance
of the variable qo in the H~miltonian (26). .

On the other hand , the derivative 'of the equality (23) with respect to
the time t assume the form

H énce, in this case, the motion oí the gyroscope is represented by the
Hamiltonian

. ao ql
Po =PO-a = PO 2 +' 2 =POqlqo qOql

ao qo .
PI =PO-a = -Po 2+ 2 = -Poqo

. ql qo ql

is a canonical transformation by virtue oí the proposition established in
paragraph 2.

According to this conditions, we shall write the relations



In our case, wehave

so

(34)

(35)

(36) .

(37)

(38)

Let us now see the involutory character of the integrals

where the constants Q¡, are given by the equalities

Po =o Po = ko = cte (31)

Pl = i~l~~~l)~ [k~(B - Cqi) - Cql(kl - k3q¡)] - k (32)

It is obvious that the relation (25) is not a first integral oí the system,
since in general we have

d
dt(qOPO + qlP¡) i= O (33)

Finally,substituting the moment Pl = Aql in the Hamiltonian (26) we
obtain the solution oí the system by means oí the hyperelliptic integral

H = h, Po = ko, q5 +qi = 1 (39)

According to Whittaker(1988): Ir n distinct integrals </>¡(q,p, t) = k; =
cte of a canoni cal system q¡ = 8H/8pi, P¡ = -aH/8qi , (i = 1,2, ... , n) are in
involution, Le. {</>Ot, </>{3} = O, then solving these integrals in the form Pi =
Ji(q,k, t) and substituting the functions Ji in the expression ¿Pidq¡ - Hdt
a perfect differential dV(q, k, t) is obtained. Thus in this case the remaining
integrals of the system are 8V/8ki = hi = cte.

In other words, the knowledge oí n integrals in involution oí a dynamical
system q¡ = aH/8Pi, Pi = -8H/8qi(i = 1,2, ...,n) is equivalent to its total
integration.
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Abstract

In this paper, the astronomical theory of the Ice Agesis expossed. Presently, there seems

to be a general consensus that the variations in the motion of the Earth on c1imate is real

enough, an inter-disciplinary effort is needed for a better modeling of the c1imate in past

epochs. In this note, we present an exposition of the discovery of the Ice Ages, the different

theories for its explanation, the geological test , and the keys for further development in

research for obtaining.a deeper knowledge of the c1imate in the past and in the future.

1. Descubrimiento de las Glaciaciones

La teoría, hoy en día, universalmente aceptada de que gran parte de los continentes est uvieron

cubiertos por capas de hielo de varios centenares de metros de espesor, es reciente y triunfó tr as

una serie de apasionadas batallas científicas entre los geólogos del pasado siglo. En efecto, de un

modo escueto, podemos decir que dicha teoría fue iniciada por Louis Agassiz al lanzar esta idea

en una Reunión de la Sociedad Suiza de Ciencias Naturales en Newchiitel el 26 de Julio de 1837.

El origen de tran atrevida opinión surgía principalmente de la locali zación de enormes bloqu es

de roca (boulders), distribuidos aleatoriamente por terrenos muy alejados de nieves perpetu as

y glaciares, con profundas incisiones y compuestos por mat erial que no se encontraba presente

en bastantes kilómetros a la redonda. Si bien la existencia de estos bloq ues era conocida , nadie

había osado formular en un contexto científico que su origen fuese glaciar, por el contrario, la idea

más generalmente extendida era que procedían de alguna gran inundación en épocas remotas,

sin desdeñar el Diluvio Universal (la teoría catastrofista era aceptada por un elevado número

de naturalistas) . Lyel1 [18], uno de los repr esentantes del actualismo, j unto con otros científicos

sugirieron que los bloqu es habían llegado por el efecto de grades olas marin as, o habían sido

desplazados' por icebergs, aunque no fueron capaces de explicar el que ap arecieran en lugares

como Suiza, y en sitios especialmente elevados.

El impulso definitivo de est a teoría se produjo con la conversión a ella de geólogos de gran

prestigio, como Buckland (Oxford) y el ya citado Lyell, y c.on la aparición de evidencias similares

en Norte-América, como por ejemplo, una morrena terminal , llegando a alcanzar hast a 40 m, de

altitud, extendiéndose desde Long-Island hasta el estado de Washington, aunque originada por .

varios focos de expansión. En general, podemos decir que esta idea fue defendida inicialmente
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por científicos de Escocia, Suiza, Escandinavia, y que fue rechazada por habitantes de zonas

llanas y costeras. A este respecto, conviene recordar que en aquellos momentos existía un gran

desconocimiento sobre glaciares, que fue en 1852 cuando se comprobó que Groenlandia estaba

cubierta por una gran capa de hielo, y que fue a finales del siglo pasado cuando se descubrió

la verdadera dimensión del continente Antártico. Tras 25 años de continuo debate, por fin fue

aceptada la existencia de una Glaciación (Ice Age).

Una cuestión que surgió desde el momento en que Agassiz expuso su teoría fue que, caso de

ser cierta ésta, para que la capa de hlelo cubriese parte de Suiza, debería tener un espesor de 1

Km., y corno la única fuente suministradora de agua era el océano, el nivel de las aguas debería

bajar unos 30 m, con la consiguiente modificación de la línea de costa. Sin embargo, aunque tal

cantidad de agua efectivamente fue sustraída del océano, registros geológicos afirman que no se

produjo una variación de tal magnitud en las costas, debido a que por el peso de la capa de hielo,

la corteza terreste se hundió. Por otra parte, cuando se produjo el deshielo, hubo dos tipos de

respuesta: una inmediata, que consistió en un aumento del nivel del mar, y otra gradual, que

produce una lenta elevación del terreno, fenómeno que todavía puede detectarse. Por ejemplo,

en los Grandes Lagos de Norte-América, el suelo se eleva unos 40 crns. por siglo.

Hacia 1875, se puede decir que se había cartografiado completamente la glaciación [11), al

mismo tiempo que se tenía evidencia de la existencia de diversas glaciaciones anteriores. Sin

embargo , se abría un amplio espectro de interrogantes, acerca del agente que las causó, porqué

cesaron y sobre si volverían a producirse. Entre las diversas teorías que intentan dar solución

a estas preguntas, es la Astronomía dinámica la que parece más plausible, aunque lógicamente,

tenga sus detractores.

2. Historia de las distintas teorías astronómicas

El pionero en dar una interpretación astronómica de las glaciaciones fue Adhémar [1], quien

reflexiona sobre el hecho de que la órbita de la Tierra es elíptica, y que el paso por el perihelio se

produce sobre el 3 de Enero, próximo al solsticio de invierno; por este motivo, en el hemisferio

Norte, la primavera y verano tienen 7 días más .9.ue el otoño y el invierno, sucediendo lo contrario

en el hemisferio Sur, por lo que en el hemisferio austral el número de horas de oscuridad supera

al de luminosidad, lo que hace que se vaya enfriando cada vez más. Esa sería la causa de una

glaciación en el hemisferio sur. Además, conocido ya por D' Alembert, el movimiento de la

precesión de los nodos junto con el movimiento del perihelio en la órbita forman un ciclo de

22.000 años, por lo que cada 11.000 años debería haber una glaciación, una correspondiente al

hemisferio norte y otra al hemisferio sur.

Por desgracia, junto a su.lógico razonamiento introdujo unas consecuencias que hicieron que

su teoría perdiese credibilidad. En efecto, supuso que la capa de hielo del Antártico absorbería

el agua del hemisferio Norte, originando un gran abultamiento en el antártico. Posteriormente,

cuando el agua se fuese deshelando, el fenómeno resultante sería una especie de hongo, hasta que

éste colapsase produciendo una gran ola hacia el hemisferio norte. Aparte de esta fantasía, el

84



85

método matemático fue criticado por algunos cient íficos, entre ellos van Humblot, quien señaló

que la idea principal (un hemisferio se calentaba mientras el otro se enfriaba) era incorrecta. En

efecto , ya se conocía desde D' Alembert, que la cantidad to tal de calor recibido por un hemisferio

durante un año es exac tamente igual al recibido por el ot ro. La verdadera razón por la que el

hemisferio Sur se encuent ra más frío se descubrió varios años después y es debido por una parte,

a la ausencia de las corrientes marinas que trasladan agua caliente y por otro, a que al reflejarse

la luz en las grandes capas de nieve y hielo aum enta el frío. Aunq ue falsa, const ituyó un gran e

importante paso enel camino para comprender el misterio de las glaciaciones.

Motivado por la obra de Adhémar, Croll decidió seguir en esta línea. Croll conocía los re­

cientes estudios de Leverrier (descubridor de Neptuno), donde se probab a que la excentricidad de

la órbita terrestre poseía un periodo muy grande y pensó que esta lenta variación en la excentri­

cidad podría ser una de las causas de las glaciaciones . Mediante las fórmulas de Leverrier , Croll

calculó la excentricidad orbi tal para un periodo de 3.000.000 años, y las repr esent ó gráficamente,

siendo el primer geólogo en estudiar la ~storia de la órbita de la Tierra. Un primer análisis

indicó que la excentricidad sufría grand es cambios en magnitud, así, mientr as que ahora es muy

pequeña, hace 100.000 años era muy elevad a, por lo que tendría que ser algún factor decisivo en

la génesis de las glaciaciones.

Su hipótesis fue que una disminución en la cantidad de luz recibida durante el invierno

favorece la acumulación de nieve, y además, cualqui er aumento en la superficie cubierta por

la nieve, resultará en una mayor pérdida de calor al reflejarse la luz, por lo cual , pequeños

cambios en la radiación solar serían ampliados "por los propios campos de nieve. Así pues,

su principal tarea consistía en determinar qué factores astronómicos controlan la cant idad de

luz solar recibida durante el invierno. El principal que encont ró, fue el de la precesión de los

equinoccios: si el invierno sucede cuando la tierra está cerca del Sol, los inviernos serán más

templados que usualmente y recíprocamente. Por razones diferentes, llegó al mismo ciclo de

11.000 años de Adh émar, pero teniendo en cuenta la excentricidad orbital . Si la órbit a fuese

circular, la precesión no afectaría al clima, puesto que las estaciones sucederían a la misma

distancia del Sol., Hoy en día la excentricidad es muy pequeña (1/100) , por lo que apenas tiene

efecto cualquiera que sea la posición en la órbita en que suceda el invierno . Sin embargo, en

épocas de excentricidad mayor (6/100), inviernos extraordinariament e templados tienen lugar

cuando el solsticio se produce cerca del perihelio, e inviernos extraordinariamente fríos en las

proximidades del afelio. Así pues, de acuerdo con Croll, un hemisferio sufre una glaciación

cuando dos condiciones se verifican simultáneamente: una órbita muy excéntrica y el solsticio

de invierno sucede muy lejos del Sol. Consecuentemente, a las épocas de excentricidad muy

elevada las denominó Epocas Glaciares y los intervalos entre ellas Epocas Interglaciares. La

última época' glaciar comenzó aproximadamente hace "250.000 años y acabó hace unos 80.000

años.

Sin embargo, Croll estaba realmente preocupado con la pregunta de si tan pequ eñas oscila­

ciones en la excentricidad, son capaces de explicar los registros geológicos, pues las masas de

hielo deberían cubrir gran parte de Europa y Norte-América. Para explicar esto, sugirió que los



factores astronómicos serían el detonante que ayudaría a las corrientes templadas del Océano

Atlántico, de tal modo, que cuando en un hemisferio se produce una glaciación, los vientos se

moverían en una dirección tal que contribuirían a enfriarlo más todavía. Posteriormente, Croll

añadió a su teoría la infl~encia de la variación de la oblicuidad de la eclíptica; sin embargo, al no

disponer de una buena teoría de ésta, no pudo aportar conclusiones definitivas. En 1875 publicó

Glimate and Time [8], compendio de su teoría.

El gran impulsor de la teoría astronómica de las glaciaciones y cuyo nombre va necesariamente

ligado a ésta es Milutin Milankovitch, Profesor de Matemática aplicada en la Universidad de

Belgrado, donde explicaba Mecánica y Astronomía. Su primer propósito fué el desarrollar una

teoría matemática capaz de describir los climas de la Tierra, Marte y Venus, tanto de hoy como

del pasado. Para ello procedió a calcular la temperatura en los distintos paralelos de la Tierra.

Así, de un modo teórico podría determinar la temperatura en el resto de los planetas, pues

en todos los casos la fuente calorífica era común . Además, si fuera posible ' calcular el clima

hoy en día, también lo sería el calcularlo en otras épocas más remotas, cuando las condiciones

orbitales y geométricas de la Tierra fueran diferentes. Es decir, obtendría información viajando

en distancia y en el tiempo. El desarrollar esta teoría le llevaría más de 30 años.

A! igual que Croll, encontró que la distribución de la radiación solar sobre las superficies de los

planetas estaba determinada por tres parámetros: la excentricidad de la órbita, la inclinación del

eje de rotación y la posición de los equinoccios en su ciclo precesional. Sin embargo, contaba con

un nuevo factor a su favor: una sustancial mejora en los desarrollos matemáticos de Leverrier,

llevados a cabo por el matemático alemán Pilgrim, lo que permitía extender los anteriores

parámetros al último millón de años.

Su segundo objetivo era calcular la cantidad de radiación solar que llega a cada planeta

durante una estación en un paralelo de latitud dada. Era conocido a partir de Newton que

la radiación incidente del Sol dependía de dos factores geométricos, la distancia al Sol, y el

ángulo con el que los rayos inciden en la superficie. Demostró que las variaciones en la órbita

y excentricidad eran lo suficientemente elevadas como para originar contracciones y extensiones

de las capas de hielo y que las oscilaciones en la oblicuidad de la eclíptica eran más importantes

de lo que Croll había estipulado. Su teoría matemática del clima terrestre actual, de Marte y

Venus [20], fue considerada como una de las principales contribuciones para la descripción del

clima moderno.

Esta obra causó gran impacto en Wladimir Kóppen, reconocido como uno de los mayores

climatólogos del mundo, que junto con su yerno Alfred Wegener, geólogo, se pusieron en con­

tacto con Milankovitch, resultando estas relaciones especialmente fructíferas para éste. Una

vez disponible el mecanismo necesario para calcular la radiación solar en cualquier latitud y

estación, el siguiente objetivo era proporcionar una descripción matemática del pasado clima­

tológico de la Tierra. Para ello, procedió a representar gráficamente las curvas de radiación para

ciertas latitudes, pero la cuestión era determinar cual de éstas era crucial para el desarrollo de

las capas de hielo. La hipótesis principal tanto de Adhémar como de Croll era que el factor

crítico había sido la radiación recibida en altas latitudes durante el invierno. Sin embargo, Mi-
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Figura l.-Curva de radiación de Milankovitch para una latitud de 55· Norte. Adaptado de Kóppen y

Wegener (1924)

lankovitch dudaba de que ésta fuese la causa real y Kóppen le sugirió que el factor decisivo sería

la disminución del calor durante el verano. En efecto, según Kóppen, los cambios en la

radiación en invierno apenas tendrían efecto en la cantidad de nieve, pues las temperaturas son

lo suficientemente bajas como para que se acumule. Sin embargo, durante el verano los glaciares

se funden y por tanto, cualquier disminución en la intensidad de la luz del sol recibida impedirá

la fusión, haciendo que la cantidad de nieve aumente y comience la expansión del glaciar.

Siguiendo este razonamiento, Milankovitch comenzó a calcular las curvas de la radiación

recibida durante el verano a latitudes 55°, 60°y 65°durante los pasados 650.000 años (Figura

1). Estas gráficas, tal como Kóppen comprobó, se ajustaban bastante bien a la historia de

los glaciares Alpinos. Publicó sus resultados como un capítulo del libro de Kiippen y Wegener

[15]"Climas del pasado geológico", lo que aseguró una amplia divulgación de su teoría entre

geólogos y meteorólogos. Posteriormente extendió sus tablas a ocho latitudes, situadas entre

5°y 75°N, publicando un volumen titulado "Mathematical Climatology and the Astronomical

Theory of Climatic Changes". Con estas curvas de radiación, quedaba clara por primera vez la

contribución de los ciclos astronómicos en la radiación solar. La influencia de la oscilación de

la oblicuidad (ciclo de 41.000 años) es mayor en los polos y menor en el ecuador, pero por el

contrario, la del ciclo de precesión (ciclo de 22.000 años) es menor en los polos y mayor en el

ecuador.

Con esto, comenzó a preparar su cuarto y último objetivo, calcular de qué modo las capas de

hielo podían responder a un cierto cambio en la radiación solar. Para ello, la principal dificultad

estribaba en determinar la importancia de la disminución de la temperatura por reflexión de la

luz, tal como ya había sugerido Croll. Milankovitch resolvió el problema estudiando la altitud

a la cual existe nieve perpetua. Esta difiere con la latitud, así en la zona ecuatorial está en

montañas muy elevadas, mientras que en las zonas polares está a nivel del mar. Milankovitch

encontró una formulación matemática de la relación entre la radiación recibida durante el verano,

y la altitud de la línea de nieve, publicando sus resultados en 1938. Con todo lo cual, quedaba

co~pleto el trabajo [21] y se podía calcular la latitud de las capas de hielo en cualquier época

dentro de los últimos 650.000 años.
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3. Registros geológicos

La apa rición de la teoría ast ronómica de Milanko vitch fue obj eto de atención inmediata, pues

se ofrecía por primera vez un modelo que explicaba la génesis de las diferentes glaciaciones

que se intuían. Sin embargo, para contrastar este modelo con la realidad surgía un obstáculo,

consistente en la dificultad de obtener una correcta datación de los registros geológicos , siendo el

método más frecuen te el de asignar edades por el grosor de las capas sedimentarias. No obstante,

a final es del siglo pasado, se llegó a afirmar la existencia de cuatro glaciaciones, separadas

por un periodo interglaciar similar al que ahora disfr utamos. En las curvas de Milankovitch,

se observaban mínimos en 25.000, 72.000 Y 115.000 años , con lo que algunos geólogos veían

confirmada la teoría ast ronómica , pero como las edades de los registros se conocían vagamente,

otros se mostraron en contra, sin llegar a ningún acuerdo.

Un método diferente fue empleado por Albrecht Pen ck [22] estudiando los valles alpinos.

En efecto, encontró en todos ellos tr es terrazas separadas por profundos escarpes, lo que le

sugirió que cada uno de éstos se formó en épocas frías , al comienzo de las épocas interglaciares.

Como encontró cuatro capas de gravas , dedujo que se habían producido cuat ro glaciaciones en el

Pleistoceno, que denominó por orden de antigüedad: Günz, Mindel, Riss y Wü rm. Analizando el

espeso r de los sedimentos postglaciares en los lagos alpinos y la velocid ad con que se depositan,

est imó que la última se había producido hace unos 20.000 años, la an terior hace 60.000, la

previa a ést a , que llamó Gran interglaciar, había durado 240.000 años y estimó una duración

del Pleisto ceno de 650.000 años .

Est os pe riodos coincidían con la teoría que Milankovitch obtuvo de modo independiente años

despu és, lo que hizo que las curvas de radiación solar de éste se empleasen du rante varios años

como método de datación . Sin embargo, hacia 1955 esta técnica fue abandonada al aparecer otra

más precisa , empleada en la datación de fósiles del Pleis toceno: el carbono radiactivo. Desar ro­

llado por Libby [17J, solamente era válido para un periodo de tiempo no superior a 40.000 años.

Con el radiocarbono, se llegó a la conclusión de que la última glaciación alcanzó su máximo hace

18.000 años, desapareciendo rápidament e hace 10.000 años. Además, se encont raron depósitos

correspondient es a épocas templadas de 25.000 años de edad, justamente en periodos en que

Milan kovitch predecía una glaciación . Por .ot ra parte, extendiendo el periodo de validez de los

40.000 años del carbono radiacti vo, apa recieron más épocas glaciares de las predichas por la

teoría ast ronómica.

Sin embargo, tod avía persistía el problema de que solam ent e habían sido considerados regis­

t ros tomados en la superficie te rrestre, por lo que se impouía el análisis de muestras del fondo

ma rino. En 1875, una corbe ta inglesa tomó muestras del fondo marino en una expedición alrede­

dor del mundo, con el resultado de que en aguas muy profundas (> 4.000 m) no existen registros

org ánicos pues sus esqueletos son disueltos, mientras que a profundidades menores de 4.000 m

había abundanci a de foraminíferos en aguas calientes, y en aguas frías se detectaban restos de ra­

diolarios y diatomeas . Sin embargo, para obtener mayor información era preciso realizar perfiles

de los sedimentos ma rinos mediante testi gos y los medios técnicos necesarios para conseguirlos

no fueron suficientemente buenos hasta los años 20 de este siglo. De este modo, con cortes de 40
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cm., se deteterminaron tr es capas. En la 1 y .3 aparecía Globorotalia menardii, correspondiente

a aguas cálidas , mientras que estaba ausente en la capa 2. En 1947 se logró un perfil de 15

m. En estos nuevos registros se descubrió que la concent ración de carbon ato cálcico variaba

drásticamente en las distinta capas . Una circulación de agua distinta en el Pacífico, según se

estuviese en et apa glacial o interglacial , explicaría este hecho. Esto, junto con la convicción de

que una variación en la abundancia de Globorotalia indicaba un cambio climático , le permitió

a Ericson [10] determinar la existencia de 9 glaciaciones durante el Pleistoceno.

Posteriormente se uiliza un nuevo método de dat ación basado en la composición isotópica

de los átomos de oxígeno en foraminíferos fósiles. Urey, había probado que la concentración de

0 18 depende de la temperatura de! agua . En aguas frías , la concent ración de 0 18 es mayor

que la de 0 16 , con lo que sería posible calcular la temperatura del agua mediante la relación

en las concentraciones 0 18/016 en los fósiles. Sin embargo, la temp eratura tambi én depend e

de la composición isotópica del agua. Emiliani [9] , tr as e! análisis de varias muestras marin as

concluyó que durante los últimos 300.000 años había habido 7 glaciaciones, y que durante éstas,

las aguas del. Caribe descendían unos 6° C. Las curvas que obtu vo, venían a apoya r la teoría

astronómica de Milankovitch .

Ante la discrepancia entre los resultados obtenidos por Ericson y Emiliani, Imbrie sugiere

la posibilidad de que otros factores diferentes a la temp eratura podían influir en e! contenido

de foraminíferos, por ejemplo, la concentración de sal o la cantid ad de alimento disponible para

los foraminíferos . Por una parte, Imbrie y Kipp [13], y por otra, Broecker y Jan van Donk [5J

analizan independientemente una misma muestra , prob ando que Ericson estaba equivocado, y

que Emiliani decía solamente una verdad a medias , pues donde Emiliani deducía temp eraturas

frías, ambos grupos encont raron aguas templadas. La tempera tu ra disminuía solamente 2° C y

no los 6 ° de Emiliani , por lo que la mayor parte de la variación isotópica era debida a cambios

en e! volumen de las capas de hielo, no a cambios en la temperatura.

Un fenómeno que contribuyó en e! proceso de datación, fue el de la inversión magnética.

Descubierta por Brunhes (1906), Matuyama también detectó que durante el Pleistoceno, al

menos una vez, se había invertido e! campo magnético terrestre. Posteriormente, Cox et al.[7] lo

confirman , y denominan al último periodo de polaridad normal Epoca de Brunh es, y a la previa

(de polaridad invertida) Epoca de Matuyama. Mediante la técnica de K-Ar se estimó con gran

precisión su duración en 700.000 años

En 1970 surge e! proyecto internacional CLIMAP, en el que participaron más de 100 científicos

de Dinamarca, Francia, Alemania, Inglaterra, Noruega, Suiza y Holand a con dos propósitos

. fundamentales:

• Elaborar un mapa de la superficie de la Tierra durante la última glaciación

• Medir las oscilaciones de! clima durante e! Pleistoceno.

En ·1976 e! grupo [6] publicó un mapa global mostrando las temperatu ras del Océano y la

distribución de glaciares a la altura de la últim a glaciación, hace 18.000 años( Figura 2). Para

ello, hubo que dividir la Epoca de Brunhes (700.000 años) de la última inversión magnética
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F igura 2.-Temperaturas en el nivel del mar, extensión de las capas de hielo, su elevación y albedo hace

18.000 años. Adaptado de CLIMAP (1976)
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en zonas estratigráficas, es decir , en estratos capaz de reconocerse y correlacionarse ent re los

diferentes testigos de sondeos . Con ello pudieron identificar se distorsiones locales, tales como

ausencia de erosión, corrientes de turbidez, etc. Esta tarea, ya comenzada por Eric son, tenía

que ser válida para todo el Océano.

De notable importancia fue el estudio ..,de una muestr a (V28-238) obte nida en aguas poco

profundas del Océano Pacífico . Correspondía a un periodo muy largo de tiempo, con lo que

también contenía evidencias de la última inversiÓn magn ética (Matuyama) y con métod os es­

pecialmente diseñados para este caso se consiguieron dos curvas isotó picas [25], que han sido

consideradas como la Piedra Rosetta de las glaciaciones [14].

La primera (Fig ura 3) reflej aba la variación en la composición isotópica de conchas de planc­

ton cerca de la superficie del agua . Los prime ros 17 estados correspondían exactamente a los

dados por Emiliani para el Caribe y todavía aparecían dos más has ta la base de la Epoca de

Brunhes. Faltaba por ver que estas fluctuaciones eran globalm ent e síncronas. Esto se comprobó

con su segunda curva, correspondiente a los foraminíferos del fondo del mar, pues coincidía con

los del plancton.

Como la temperatura en el fondo del Océano siemp re está muy fría , próxima a helarse,

no podría haberse enfriado demasiado en la glaciación, por lo que ambas curvas señalaban

cambios en la composición de isótopos ligeros en el Océano y no variaciones én la temp eratura

del agua; como ésta, mediante las corrientes, se mezcla rápid ament e, cualquier cambio químico

en una parte se reflejaría en cualquier lugar durante unos 1000 años. Cuando los glaciares

se extendieron, isótopos ligeros del Oxígeno pasaron del mar a las cap as de hielo alt erando la

proporción isotópica del oxígeno en el agua del mar. Cuando se fundió el hielo, los isótopos

volvieron al mar, recuperando éste su composición ini cial. El efecto en la temp eratura fue

demasiado pequeño como para que pudiese ser detectado.

Los límit es de los 19 estados isotópicos estaban muy bien definidos, al principio por medio de

la datación por radiocarbono y al final mediante la inversión magnéti ca. Int erpoland o se pudo

fijar las épocas de estos estados, lo que permitió una datación muy precisa de los fenómenos del

Pleistoceno. Así pudo observarse el ciclo de 100.000 años y tambi én oscilaciones de periodo s más

cortos, de 44.000 y de 22.000 años, pero estos últimos muy amortiguados. La explicación a este

amortiguamiento fue sugerido por Hays, quien pensó que cuando la velocidad de acumul ación

es menor de 2 mm .j'aiglo.Tas actividades de los animal es que viven en el fondo marino pueden

. enmascarar la frecuencias altas. 'Mediante el análisis de una nueva muestra de precipi tación

rápida (3 mm .jsiglo) se observó un ciclo largo (100.000 años) y sobreimpuesto s tres más corto s,

uno de 41.000 años, correspondiente a la oblicuidad de la eclíptica , y otros dos de 23.000 y

19.000 años respectivamente, debidos a la precesión de los equinoc cios. Result ados análogos se

obtuvieron con dos méto dos distintos median te el análisis espectral isotópico y el de la curva

radiolari os-temperatura, con lo cual , Hays, Imbrie y Shackleton concluyeron [12, p. 1131]: It

is concluded that changes in the earth 's orbital geomet¡y are the fundamental cause of the

succesion of Quaterna¡y ice ages .
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El problema de calcular la órbita y la rotación de la Tierra durante un periodo muy grande de

tiempo está relacionado directamente con la estabilidad el sistema Solar. Según una definición

de Weierstrass, el sistema solar es estable si los elementos orbitales de los planetas se pueden

expresar como sumas de términos periódicos. Los autores clásicos toman en las teorías unos

pequeños parámetros que suele ser el cociente entre la masa de un planeta y la del Sol (fL; =

mi/mo) . Lagrange ya demostró que hasta el primer orden en los parámetros, las ecuaciones

diferenciales de los semiejes mayores contienen solamente términos de corto periodo. Tisserand

[26] demuestra el mismo resultado hasta el segundo orden en fL. Sin embargo, los resultados

principales se deben a Poincaré [23],quien afirma que las series de las teorías de perturbación son

no convergentes en cualquier abierto del espacio fásico, y además, añade que las soluciones de las

ecuaciones de movimiento para el problema de n +1 cuerpos se pueden construir formalmente

hasta cualquier orden de los pequeños parámetros como series de Fourier, siempre que nos

olvidemos de la cuestión de la convergencia de dichas series. El problema radicaba en encontrar

estas series de un modo explícito. La aparición en los años 1960 de métodos de perturbaciones

basados en transformaciones de Lie ha permitido el obtener estas series de un modo más simple .

.Otro factor que ha posibilitado el avance en la dedución de teorías analíticas, ha sido la

introducción de los ordenadores en Mecánica Celeste . En efecto, hasta hace solamente unos

años, las teorías solamente podían contrastarse con las observaciones de los ' planetas, lo que

solamente daba garantías de la validez para un corto periodo de tiempo, pero con la aparición

Figura 3.-Curvas isotópicas y magnéticas realizadas por Shackleton y Opodyke (1973) en la muestra

V28-238. Adaptado de CLIMAP (1976)



5. Conclusiones
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de los ordenadores, se han podid o calcular numéri camente las órbi tas de los plan et as y comparar

los resul tados obtenidos con las efemérides dedu cidas analíticamen te, así corno obt ener dist intas

integraciones de la órbit a de la Tierra , válidas par a varios millones de años. ([19,24]).

Por otra parte, con el desarrollo de manipulador es algebrai cos ha sido posible el obt ener

teorías planetarias de orden mucho más elevado, con garantías de no introducir error es y en un

tiempo asombrosamente corto. Entre estos inten tos , podernos citar las teorías planet arias del

Bureau de Longitudes y del Observatorio de Par ís [4,16].

Muy somerament e, vamos a describir las ecuaciones diferenciales que apa recen en este pro­

blema. Suponiendo que cada plan eta es un punto de masa mi, y que su vector posición con

respecto a un sist ema heliocéntrico es r ¡ , su movimiento viene regido por la ecuación diferencial

dJw
-;¡:¡- = M ,

Se trata por lo tanto de un sistema diferencial de orden 54. Además, a estas ecuaciones hay que

añadir las correspondientes a la rot ación de la Tierr a:

La teoría astronómica de las Glaciaciones ha supuesto un esfuerzo mult idisciplinar (Geólogos,

Geoñsicos, Astrónomos, Matemáticos, Meteorólogos, Químicos, Biólogos, etc.) con el fin de

aportar luz sobre el origen de las distintas glaciaciones. Puede concluirse que hay una correlación

significativa entre las curvas de insolación y las geológicas, y que las variaciones en los parámetros

dela órbita terrestre son un factor determinante en el modelado del clima. P roporciona un reloj

absoluto con el que datar sedimentos del Cuaternario con una precisión varias veces mayor que

donde 1 es el momento de inercia terrestre, w es el vector velocid ad angula r , y M es el momento

resultante de las fuerzas externas (atracción de la Luna, Sol y demás planetas).

La precisión que se obtenga en la integración dependerá en gran medida de la exactitud con

que se tornen los valores incial es r ¡ , jo¡ , w , J, M , así como de la est imación de las masas m¡ y de

la constante de gravitación G., por lo que resultan imp rescibles las observaci ones ast rométricas

de gran precisión, así como los datos sumistrados por las sond as espaciales Pioneer y Voyager.

Con respecto al movimiento de rotación de la Tierra, en la act ualidad, no existe una teoría

analítica que permita calcular los elementos de la rotación par a varios millones de años con

.suficiente exactitud (~ 0.015 radianes en los movimientos medios por millón de años), debido

principalmente a la presencia de funcion es elípticas, muy compli cadas de man ejar . Con el

desarrollo de software específico, se abren nuevas perspectivas para la solución de este probl ema.

Una nueva dificultad se viene a añadir a las ya mencion adas y es el producir las cur vas de

insolación en las distintas latitudes a partir de los resultados de la integración, bien analítica,

bien numérica, o semi-analítica. Dignos de dest acar son los trab aj os de Berger [2,3] , quien

obtiene las curvas de insolación de Milankovitch para los últimos 5 millones de años.



la que ahor a es posible. Predice la variación climática natural en una escala de tiempo geológico

par a los próximos 100.000 años, un periodo de tiempo compatible con la evolución de elementos

radiactivos procedentes de residuos nucleares.
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During the past two decades the structure of the crust and upper mantle of the

Iberian Penin sula has been studied by means of surface wave dispersion analysis.

Several earth models have been obtained for different domain s, not only for those

of cont inenta l structure but also for those of oceanic struc ture near the nenin sula.

Key words: dispersion, inversion, surface waves.
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Modelli ng of layered earth structures based on the analysis of dispersed seismic

signals and 2D theoret ical earth models of shear wave velocity as a function of

depth , requi re phase and group velocity calc ula tions of 'surface waves and also

inversio n of the dispersion data obtained. Firstly, erro rs affecting surface wave

velocity measurement s are asse sse d. We discuss present-day cons traints in the

filtering and inversio n processes that we have used for both long- and short­

period seis mic data and we comment on the uncer tainty in int erpre tat ion .

Concerni ng the dete rmination of velocity data, different parameter s involved in

the techniques used for the filtering of dispersed sei smic signals in order to

minimi ze effec ts of modal contamina tion, are considere d. The choice of velocity

da ta fo r invers io n, ba sed on th e wave le ng th -dis ta nce "proportio na lity

relat ionship", is also discussed in relation to deep struc tures. Other factors taken

into acco unt are the characteristic parameters of the inversio n method used and

the initial earth model chose n for the inversion process . Finall y, sorne aspec ts

which constra in the interpreta tion of the invers ion results are examined.

CONSTRAINTS IN THE FILTERlNG AND INVERSION OF LONG- AND SHORT­

PERlOD SEISMIC DATA AND UNCERTAINTY IN INTERPRETATION



These model s have changed with time as the data and processing techniques 'have

improv ed (Corchete, Payo & Badal, 1991). Analysis of surface waves across the

Iberian Peninsula and adjacent zones (Payo, 1965 and 1970; Payo & Ruiz de la Parte ,

1974), even the most recent (Corchete et al., 1990; Badal et al., 1992a), have been

based on anal og data recorded at the long-period Iberian stations. Three years ago,

however, as part of the ILIHA Project (Paulssen, 1990), fourteen broadband

stations of the portable Network of Autonomously Recording Stati ons (NARS) were

installed in Spain and Portugal, Most of these stations operated for a period of one

year (February 1988-March 1989) and recorded body and surface waves generated

by distant and local earthquakes. The installation of the NARS array on Iberian

territory has provided a large set of digital data and substantially increased the

path co verage for sing le -sta t ion and two-station Rayleigh wave vel ocity

measurements, thus making poss ible a more detailed study of the crust and upper

mantle stucture than was previously possible. With the ILIHA data set now

available, it has been possible for instance to investigate the northern Iberian

region (Payo et al. , 1992), an area which was till now unexplored by long-period

data , and also the lithospheric elastic layer structure of the southern half of the

peninsula (Badal et al. , 1992b) , where such an important zone like the Betic

Cordillera is located which coincides with the region of convergence of the

African and Eurasian plates .

In previous work (Badal et al., 1992a and b; Payo et al., 1992), we have studied the

deep elastic structure of the Iberian Peninsula using digital fillering techniques

which provide a significant improvement in signal-to-noise ratio (Corchete et al .,

1989), and an inversion rnethod of seismi c wave velocities based on the stocha stic

'inverse operator (Badal, 1990). Digital fillering techniques are used to obtain

pha se and group vel ocity dispersiori curves of surfac e waves. The stochas tic

inverse is used to solve the inverse problem according to the generalized

inversion theory (Aki & Richards, 1980; Menk e, 1984; Tarantola, 1987), and so

obta in theoretical earth model s.

The techniques used to determine deep structures can also be used to determine

shallow structures (Russell , 1987). Several studies support this as sertion (Macbeth

& Burton, 1985 and 1986; Mokhtar, Herrmann & Russell , 1988). We have used the

multiple filler . technique and the stochastic inverse operator to filler and invert

short-period seismic data (0.2-2.5 s) in order to determine the shallow structure of

a small regio n . in northwestern Iberia (Sarrate et al ., 1992). In this study higher

Rayleigh mode s are analyzed for the first time to obtain the structure of the

98



sedirnentary layers. This research line based on observatio ns of high freq uency

Raylcigh waves . (0.4 -5.0 Hz) ge nera ted in the course of se is rnic refrae tion

exper íments, provides not only the fine S-velocity structure of the médi um at

sha llow dep th s, but also energy atte nuation mod el s showi ng th e anelast ic

properties of the sha llower earth rnaterials.

The aims of this paper are to discuss present-day constra ints in the filtering and

inversion proce sses that we have used for both long- and short-period seismic data

and to comment on the uneerta inty in interpretation.

ERRORS AFFECTING SURFACE WAVE VELOCITY MEASUREMENTS

Single-station group velo cit y rneasurernents are affected by random errors, like

uncertainties in surface wav e travel times, systematic errors, such as

instrumental err ors, and also errors due ro noise assoc iated with the se ismic

signal, such as those due to propagation effeets. Although we have almost alway s

performed two-station vel ocity measurements, an assessment of the se typ es of

error is given below.

Change of initial phase with f requency

Thi s effect may be negl ected if epice ntral distan ces are suff icie ntly larg e

(Kanamori & Abe, 1968).

Uncertainties in surface wave travel times

They are almost entirel y due to uncertainties in on gm time and source location.

The rms error arisin g from these effects is 5 s. For the error in origin time , an

upper bound of 4 or 5 s is quite acceptable (Nakanishi & Anderson, 1984; Hadiouche

& Jobert, 1988; Montagner & Tanimoto, 1990). For an average path 1ength of 650

km, this would correspond to .a mislocation of about 15 km (Mindevalli & Mitchell,

1989). For surface wave paths including the effects of source finiteness and ' of

digitizing error, the rms error is also 5 s (Forsyth, 1975). Those errors can be

assumed to be very small when using small events (mj, magnitude less than 4.8)

and digital data .

Instrumental errors
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These errors are negligible within the period range for which the instrumental

signal-to-noise ratio is optimum.

Error due to digittzatton

Non-existent with digital data.

Errors due to propagation effects

They are caused by interference with other phases, lateral refraction, or

incomplete separation of modes . The rms errors in group times are of the order of

3.0-3.5 s for Love waves and 3.5-4.0 s for Rayleigh waves (Mindevalli & Mitchell ,

1989).

Estimates of the total error in single-station velocity measurements

The total -error in group times is of the order of 8.0-8.5 s for Love waves. :and 8.5­

9.0 s for Rayleigh waves. Thus, for an average path length of 650 km and Love

wave group velocities of 2.9 to 3.9 km s-I, and Rayleigh wave group velocities of

2.7 to 3.3 km s-I, we have an error in Love wave group velocity of 0.11-0.21 km s-I

and an error in Rayleigh wave group velocity of 0.10-0.14 km s-l. Nevertheless,

these estimates of the error in single-station velocity measurements can be

substantially reduced through filtering of seismograms.

Two-station phase and group velocity measurements are also affected by errors

of this type. In order to estima te the total error in the phase and group velocities,

the factors listed below were taken into . account.

Error due to the origin time

This error arises from the source finiteness and the source time function. It is

small for seismic events that have mb magnitude .greater than 5.5. Most of the

earthquakes we have considered are of mb~5.5. Two-station measurements give

better results since they are not affected by source uncertainties, hence in our

case the uncertainty in the origin ,'time is not an error factor.

Error due to the mislocation of the earthquake

Mislocations of nuclear explosions provide an estimate of the uncertainty in

epicentral location of the order of 20 km. For a typical group velocity of 3.80 km

s-I , this would correspond to an error of 0.015 km s-l.
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Error due ro the seis mograph system

Instrum ent al erro rs are neglig ibl e with in the peri od range for which the

ins trumenta l sig na l-to- noise ratio is optimum. WWSS N stat ions have a goo d

response ove r the ra nge 10-100 s. Other sta tio ns with long-peri od instrum ent s,

also used by us, have a similar response over these periods. With in this period

range, we veri fied using a real seismic signal that the error due to the amplitudes

not being reduced to ground motion is negligible.

Error due ro digitization

It is present only when dealing with analog data. Elimination of the very high

frequencies and base-Iin e correc tions (James & Linde, 1971) can be appli ed in an

attempt to avoid scatter in the data . In order to estim ate this type. of error, an

analyticaI funct ion was digitized and the points so obta ined were then fitted step

by step by a polynomial function. The differences between the se two functions

were determined and thus the error in digitization was obtained. This error is not

significant and thus does not affect the pha se and group velocity rneasurements.

Error due to multipathing

Propagation effec ts, such as later al refractions, can be minim ized by mean s of a

rigoro us contro l of approach directi ons of wavefronts. We verified the paths

foll owed by the seis mic energy from an epice ntre to the pen insula . We chose

epicentres very close to the grea t circ1e determined by each pair of stations. In all

cas es the angle between the two great circ1es drawn fro m an epicentre to its

corresponding pair of stations was less than 2 degrees. As an additional control of

the line up of the two stations, we considered the angle formed by the line joi ning

those two stations and the longer of the two great circ1es and restricted this to be

less than 4 degrees.

Error due tp- higher mode interference

Effects of modal contamination can be minimized using digital filtering

techniques (Corchete et al. , 1989), such as the multiple-filter technique (MFT)

(Dziewonski, Bloch & Landisman, 1969; Dziewonski, MilIs & Bloch, 1972; Dziewonski

& Hales , 1972; Herrmann , 1973), a time -variable filt er (TVF) (Cara, 1973), or a

phase-matched filt er (PME) (Herr in & Goforth , 1977; Goforth & Herr in, 1979) . We

use the MFT and a TVF (Badal et al., 1990) to remove this kind of interference and to

isolate the fundamental mode from Rayl eigh wave tra ins.
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I'ARA METERS INVOLVED IN TIIE FILn:RING 01<' DISPERSED SEISMIC SIGNALS

We obtain group velocity dispersion using the MFT. A TVF allows us lo efficie ntly

remove high er mode interference. Once the signal is filt ered, the MFT is used

again to directly compute group arrival times at each station. From these times, the

inters tation group velocity can easily be calculated. We determine phase veloc ity

dispersion by apply ing a spectra l method lo the filtered seismograms that we have

previously obtained by mean s of multiple filtering analysi s and time variable

filtering , which . is the standard frequency-domain Wiener deconv olution (Hwang

& Mitchell , 1986). The inters tatio n Green's funct ion required by th is technique,

which is the ra tio of the smoothed cross-spectrum to the smoothed autospectrum of

the first station , is calculated by wind owing the correspo nding correlation

functions with trapezoidal windows of different lags. In this manner, the Wiener

filtering is optimized to achieve the greatest no ise reduction possible. The

interstation phase velocitiy is calculated from the phase spec trum of the tran sfer

function using the class ica l formula of the two- station meth od. Sorne unkn own

parameters involved in the filt ering process of long-period seismic data are worth

mentioning and will now be discussed.

The relative bandwidth 01 the Gaussian fi lter used in the MFT

As is well known, this technique rnakes use of a symmetric band -pass filt er

whose relative bandw idth is not fixed a priori. The value assigned to this fi ller

para meter ( lX-1I2) depends on the dispersion of the signal, the noise level and

possible modal contamination, such that a good frequency- time resolution is

obtained; for instance, lX=20 (Corchete et al., 1989), or lX=40 (Badal et al., 1990).

The time lag 01 the window used when applying a TVF

1'0 check the .smoothne ss and bias of the isolated spectrum, a Tukey window can

be ·used as it is best for signal s with a moderately peaked spectrum (Hwang &

Mitchell , 1986) . In accordance with Landi sman, Dziewonski & Sato (1969) and

Hwang & Mitchell (1986) , a Tukey window with a time lag of five times the period

considered is large enough for a correct spectral estimate (Badal et al ., 1990).

The lags 01 the windows applied in order 10 optimize Wiener filt ering

Trapezoidal wind ows of different lags are applied to correlation fun cti ons

calculated from . isolated seismograms. Their lags can be optimized visually in order

to achieve the largest possible noise redu ction . A modified Tukey window which
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A CONSTRAINT IN THE CHOICE OF VELOCITY DATA
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FACTORS AFFECTING THE INVERSION PROCESS OF SURFACE WAVE VELOCITY

DISPERSION DATA

Modern inversion theory has heen widely used in geophysics since its

development by Backus & Gilbert (1970). Several variations of the basic procedures

In the case of two-station measurements from ohservations of surface waves due

to teleseismic events, an upper limit for the period or wavelength of the waves

must he fixed. The reason for initially adopting such an upper limit is none other

than the "proportionality relationship" that exists hetween the wavelength and

the interstation distance travelled hy the waves, i. e. the greater the wavelength

the greater the interstation distance must he in order to obtain a reasonahle

accuracy (McEvilly, 1964) . The different trajectories hetween pairs of long-period

seismological stations in the Iherian Peninsula which the waves traverse

following nearly great-circle paths, cover a minimum distance of 351 km (Toledo­

Alicante, Toledo-Málaga) and a maximun distance of 760 km (Porto-Alicante, Porto­

Ehro). As a consequence, only periods up to lOO s should be considered (Badal et al.,

1992a) . With ILlHA data obtained using the broadband NARS stations, the distances

hetween stations vary considerably, a1though a representative interstation

distance is of the order of 500 km and therefore the periods considered should be

lower than 90-100 s (Payo el al., 1992).

takes into account the respective lags of a rectangular window and a Parzen

window, can also he used (Badal el al., 1990).

Pyrenees, it is not easy to have well-dispersed wave packets with c1ear amplitudes.

This is certainly a serious difficulty when trying to o obtain group velocities

corresponding to periods greater than 50 s. As far as studies of the crustal

structure hased on surface wave velocity calculations is concerned, a period of 35 s

is a real upper limit for operations.

Surface wave velocity dispersion data over an arhitrarily large period range

cannot he used for inversion. In the case of single-station measurements from

ohservations of surface waves due to earthquakes near the Iherian Peninsula ,

with epicentres either in the Atlantic Ocean or in North Africa, or in the



have since been devel oped. For instan ce , stochastic inversion is equivalent to the

damped least- squar es meth od and min imizes the magnitude of the solution and

error vector s (Franklin, 1970; Jackson, 1972; Wiggins, 1972). Differential inver sion

mini miz es the magnitude of the error vec tor plu s the differences bet ween

adjacent solution element s (Twomey, 1977). For the same set of dispersion data the

stochas tic inversion meth od and the differ ential inv ersion meth od yield near ly

the same models if a proper , inii1al model can he supplied. We have adopted an

inversion method based on the stochas tic , inverse opera tor (Badal, 1990) ' for the

determination of theore tical shear velocity rnodels. Numerical experiments show

however, that stoc hastic invers ion fail s to give a stable solution when start ing

frorn . a half-space model, wherea s differential inversion works well (Hwang &

Mitchell, 1987). We consider initially that the distribution of the elastic constants

in the earth is approximated hy a finite nurnber of plane-horizontal, homogeneous

layers over lying a hal f-spac e. Factors affecting the inversion proce ss ar e

examined below,

The dampin g fa ctor

In the stochastic inversion scheme, the Lavenberg-Marquardt para met er or

damping factor E2 (Lawso n & Hanson, 1974), defined as the rati o of the varian ce

associated with noise to the vari an ce assoc iate d with the model parameter s,

permits contro l of the inherent instability of the inversion process (Badal, 1990).

E2 degrades the resoluti on, but reduces the error in the solution and stabilizes it ,

thus reducing the cova ria nce . A small E2 va lue would cause the calc ulation to

diverge while a large valu e would cause the converge nce to he too slow. The

par ameter can be chosen such that mod els hav e the best possible resolution

within the co nstra int that the y he reali st ic, i. e. they do not contain large

fluctuat ions in velocity. A value near or equal to 30 for the damping constant can

be con sidered (Badal et al ., 1992a) , alth ough experience has dem onstrated the

necessity of reducing this valu e to lO or even 5, for problems inv olving joint

inversion of phase and group velocities (Corchete et al. , 1990).

Variances of the data vector elements

If the data vector is assumed to be composed of independent randorn var iables,

the variances associated with the solutio n vector are a funct ion of the varia nces

associated with the data vector. Appropri ate filt ering increases the signal-to- noise

ratio and reduces the scatter in the velocity data (Badal et al., 1990 and 1992a).
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The amount of inf ormation

In prev ious studies of surface wave propagation across the Iberian Península ,

simultaneous inversion of phase ve loc ities and group velocities has neve r been

carried out. Either phase ve loci ties or group velociti es have been inverted, but in

no case has the task of performing join t inversion of velocit y data been

undertaken. Joint inversion of Rayleigh wave phase and group velocities in Iberia

has been performed only recently (Corchete et al., 1990; Badal et al., 1992a and b;

Payo et al. , 1992). In these cases, it is obvio us that a great er quant ity of

information is handled , whic h co nsequent ly affects the co mputa tio n process.

Nevertheless, in spite of the added difficulties that the jo int inversion of phase and

group vel ocit ies involves, thi s typ e of inversion resul s in a more reali sti c earth

model due to the greater number of constra ints which must be adhered too

The numb er of param eters specifying the initial earth model

The a priori re lationship IX=[2( 1-0')/ (\ -2 0') 11/2~ betw een compressional wave

veloc ity IX and shear wave veloci ty ~, where O' is Poisson's ratio, can be used in

order to reduce the total number of model para mete rs via Poisson's ratio. Also, a

connec tio n bet ween den sity and shear ve loci ty can be es tablished via an

empir ica l relati on (Mac beth & Burton , 1985 and 1986). This reduction of the

model 's independent variables is justified as the Rayl eigh waves are in gen eral

more sensitive to changes in the shear constants than lo othe r st ruc tura l

parameters (Bloch, Hales & Landisman, 1969). At shallow depth s Pois son's ratio can

be assum ed to be known reasona bly we ll, thu s co ns tra ining compress iona l

velociti es whil e empirica l relations ca n constra in den sity va lues . Mindevall i &

Mitchell (\989) have assumed, for example, that Po i sso~' s rat io is 0.25 in the crust

and 0.27 in the upper mande, 'and have calcula ted densities using known rel ati ons

between density and compressional wave veloci ty in the crust (Talwani, Sutton &

Worzel, 1959) and mantle (Birch, 1964).

Two co¡I1ÍÍJon rock types have comparable P velo city at the temperature and

pressure at the Moho: the ultr aba sic rock peridotite, and eclogite which is the

high pressure form of the basic rock gabbr o. Observed seismic velocities suggest

that peridoti te is dominant in the topmosl mande. The valu es of Poisson' s ra tio

calculated from Po and So phases range from 0.24 ' to 0.27 which is consistent with

peridotit e (but fa lis short of the few experimentaly determined va lues for eclogite,

which exceed 0.30). So, we have constrained the compress ional veloci ties to a value

for Poisson's ra tio of 0.25 (Badal et al ., 1992a), and we have made a connect ion
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between den sity and shear velocity via an ernpir ical rel ati on by consider ing an

average mantle density of 3370 kg m-3 down to a depth of 200 km in aceo rdanee

with PREM model (Dziewonski & Anderson, 1981).

If the initial discrete earth model is defined by its struetural parameters, Iike the

layer thicknes ses and the eorresponding shear velocit y values in these layers , the

layer thiekne sses are fixed and the shear velocity in each layer is estimated from

the dispersion data.

The dimension or number 01 degrees 01 freedom . 01 the inverse problem

The most prudent form of action is lo fix a priori the number of layers in the

initial earth model bearing in mind that a trade-off exists between the number of

. degrees of freedom of the problem lo be solved and the structure lo be delermined.

An initial earth model having 20 layers has been considered al shallow depths

(Sarrate et al., 1992) in order to appreciate better the variations in shear veloeity

with depth at crustal depths . Al suberustal depth s, we have ehosen from the first

an initial diserete earth model having 25 layers (Badal et al. , 1990).

UNCERTAINTY I N ' INTERPRETATl ON

Interpretation of our inversion results is obviously constrained by several factors,

eaeh of a very different nature. They all contribute to uncertainties, whieh we

eomment below,

Uncertainty due to mixed-path velocity measurements

We perform surfaee wave dispersion analysis on mixed-pa th vetocity

measurements and not on pure-path measurements, thus strictly speaking the data

that are inverted are non-regionalized and so our ' theoretieal earth models might

not be accurate. However, the observed velocity variations over the relatively

short seismie paths travelled by the surfaee waves through the peninsula, are

srnall; therefore, we believe that regionalization based on the main geoteetonie

units of Iberia, is not absolutely neeessary.

Uncertainty due lo the model initially considered

The inversion proeedure requires a starting model. One should be cautious not to

influenee results with a priori assumptions, i. e. not to bias final models with any
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ass umptio ns co ncern ing the loca tio n of ve loci ty disco nt inu it ies in the initial

rnodel . We have previously referred to the ' elas tic pa ra rneters whic h define the

starting earth model as well as the numb er of layers in this init ial model, Discrete

distribut ions of co mpre ssiona l wave velocity and density as a functio n of dep th are

re stri cted by mean s of Poisson' s ratio and an empir ica l relat ionship , respecti vely.

The thi ckn esses of the main layer s and the positi on of so rne of the ve loci ty

discontinuities in the initial rnodel, and also the smoo th or sharp cha rac ter of

these di scon tinuit ies, co uld affec t the ear th rnode ls obta ined and be a cause of

uncert ainty in the interpretat ion of the fina l inversion result s. Unfo rtunate ly, in

relation to the shea r veloci ty struc ture of the Iberi an Pe nínsula at crusta l and

subc rustal depth s, th e qu est ion of wh eth er a ll these geome tric features are

re solved or not , ari ses.

Uncertainty due to the resolution 01 the problem

A srnoothed solution is obtained by stochas tic inversion , in the sense that eac h

parameter of the rnodel obtained is a 'wei ghted' mean of the parameters that define

the real ear th rnodel (Badal, 1990). Th e resolving kernels, which are nothing more

than the weights involved, give the resolution of the probl em as a rneasure of the

degr ee of ag reeme nt betw een the true and co rnputed so lutions. In fact , these

resolv ing ke rne ls, wh ich are usually represented graphically a s co nt inous

fun ctions of depth , inform on the exa ctn ess achi eved in ca lculating the solution

with re spect to depth . Thus differ ent resolving kern el s, for different reference

depths , due to the approximations mad e in the cal culation of models via

ge nera lized inve rs ion, mu st be ex amina d. In relation to the rec ent inve rs ion

result s obtained till now of the deep structure of the Iberi an Pen insula (Ba da l et

al., 1992a and b; Payo et al., 1992), we ca n conservative ly say that lhe theoreti cal

model s that we have obtained appear to be valid fo r depths ra nging betw een 20

and 200 km.

Uncertainty due to a violation 01 the linearity assumption in the inversion

Smooth starting models in the Iinearized inversion may introduce non -linear

effects. Our resolution calculations should therefore be int erpreted as a rough

order-o f- magni tude ca lculation. Experiments sho w that the thi ckness of the h igh­

velocity lid determines the resolution in the density ; a smaller lid thickness result s

in an improvement in re solution. Lid thickn ess can be subs tantially redu ced by

allo wing a tr an sverse isotropic paramet r izat ion of velocity .in the invers io n

(Lerner-Larn, 1985) . In our pres ent inversion this is not accounted foro
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Uncertaint y due ro (he possibte anisotropy of (he medium

A further issue is that of possible anisotropy of the medium. Possible anisotropy

based on the so-called Love-Rayleigh wave discrepan cy could take pla ce in the

. Iberian region . Thi s phenom enon is co nsi dered to be a typi cal effect of

anisotrop y, less likely to be influenced by the presence of lateral heterogeneities

than the polari zati ons of the surface waves or azimuthal variations of their

velocities. Preliminary results inferred froin ILIHA data , indicate than in a NW-SE

azimuth, Love and Rayleigh wave pha se : vel ocities appear co mpatible with an

isotropic model, whereas in a NE-SW direct ion, Love waves are slightly faster than

would be predict ed from an isotropic model derived from Rayle igh waves

(Paulssen, 1990). Another results als o inferred from ILIHA data, are the

anomalously low Rayleigh wave amplitudes observed in South Spain which, in

addit ion , appear to exhibit extremely large time- and frequency-dependent

polarization anomalies. The highly attenuated and distorted surface waves in the

South of Iberia suggest that, apart from anelast ic att enuation , multiple scatlering

and reverberat ion mechani sms are operative within a SW-NE trending zone at the

Betic Cordillera (Paulssen et al., 1990). Since there is at present no adequate Love

wave data set at hand for the whole Iberian region, we have interpreted our data

assuming an isotropic model. Nevertheless, a possible alt ernative explanation for a

Love/Rayleigh wave incomp atibility could be a laterally varying struc ture or a

failure to include a sufficient number of Iayers in the inversi on process (Mitchell,

1984). Models obta ined from the inversion of Rayleigh wave vel ocit ies that are

signifi cantly differ ent (by more than the mod el un certainties) from those

obtained from the inversion of Love wave velocit ies, is a result sometimes taken to

. imply polarizat ion anisotropy of the upper mand e material (McEvilly, 1964).

Polarization ani sotropy might be present throughout portions of the stru cture.

However, if the observations were expla ined equally well by combined inversion

of both dat asets after so lving the corresponding dir ect problems, polarizati on

anisotropy would not be required to explain the observed long-period seismic data

(Mindevalli & Mitchell, 1989).

Joint inversion of the data, erroneously assuming an isotropic · model, may

produce unrealistically high or low shear velocity values through sorne portions

of the models in an attempt to fit both sets of data, and so give systemati c errors

rather than rand om errors. The reason for this is that the maximum sensitivities

uf Rayleigh and Love wave s to elasti c propert ies, for a given peri od, ge nera lly

occur through different depth rang es. The se error s could be important at depths
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where resolut ion is very poor . Th is is a source of uncerta inty that should be

considered in the future .

In relation with the small lat eral vari ations of velocity observed at present in

the Ib er ian area, the fo llowing quest ion remains: are the obse rve d lat eral

variations of Rayleigh wave ve loc ity due to azimutha l aniso tro py or can they

rath er be explained by regional vari ations of velocit y? At the moment the rep ly

seems to be the latter . Clear evidence of azimuthal anisotropy based on differences

in Rayleigh wav e vel ocity , ha s not been reported ye t (G. Payo, prívat e

communication). Available geologic a l and geophy sical data (Banda, 1988) ar e more

consistent with the idea of regional variat ions in ve loc ity rather than with an

interpretation based on. ani sotropy . For inst an ce, heat flow values inferred from

the map compiled by Banda, Albert-Beltrán and Fernández ( 1989) show a rough

corre lation with surface wave velocity va lues, and since high heat f'low values

usually correspond to low velocity values and vicever sa , an interp retation based

on regional variations seems to be more appropriate.
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1. INTRODUCCION
Las técnicas empleadas en prospección geoquírnica, en sedimentos aluvionares' de

redes de drenaje, varían ampliamente en función de la naturaleza del objetivo, del tipo de
terreno, características del material de muestreo disponible y el costo relativo de métodos
alternativos (Govett, 1983). La elección de las técnicas y métodos de trabajo óptimos para
un programa determinado es, tras la elección del área, la decisión más crítica con vistas a una
deseada efectividad global de la campaña (Rose et al. , 1979).

En este marco, se consideró preceptivo el desarrollo de una campaña previa orientativa
como guía para valorar las distintas opciones metodológicas disponibles y diseñar un plan de
trabajo aplicable al desarrollo de una campaña de prospección geoquímica aluvionar en la red
de drenaje de la Cordillera Ibérica, que minimice la relación coste/efectividad.

Nuestro objetivo en esta campaña se concreta especialmente en tres aspectos: 1)
Elección de la fracción de muestra más favorable, 2) valoración de las técnicas de extracción
más apropiadas, y 3) planificación de una densidad de muestreo razonable en términos de la
relación coste/resultados.

El área muestreada, de unos 4.5 km", comprende el Barranco de la Tejera, Barranco
de Ontanat y el tramo final del Arroyo de Alpartir , situados en el sector noroccidental de la
Sierra de Algairén (provincia de Zaragoza), Se trata de arroyos con actividad más o menos
discontinua y, en algun caso, de curso activo sólo en épocas de tormenta, como el caso del
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Barranco de Ontanat. El interés de esta zona concreta para el desarrollo de la campaña previa
reside en la existencia en ella de una antigua explotación, próxima a la desembocadura del
Barranco de la Tejera (Casa de las Minas), que garantiza la existencia de una anomalía y su
dispersión, y una cata profunda con una importante escombrera en la zona alta del Barranco
del Ontanat.

2. METODOLOGIA DE MUESTREO
Las muestras se recogieron en el lecho activo de la red de drenaje (figura 1), y están

constituidas por material pobremente clasificado de procedencia local. Suelen presentar un
grado de edafización variable, con mezcla de material orgánico más o menos degradado y
material inorgánico, todo ello colonizado por raíces. No son infrecuentes los aportes
coluvionares laterales de importancia variable.

. El intervalo de muestreo inicial fue dede 200 m a lo largo del cauce, aumentando la
densidad de toma a 100 m en las proximidades de la Casa de las Minas, por considerarse una

. zona de especial interés. En la escombrera del cargadero de esta explotación, cerrada desde
hace décadas, se recogió una muestra para control analítico.
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Figura 1.- Esquema de situación de las muestras.
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Con el propósto de disminuir la variabilidad muestral, en cada punto se tomaron
diferentes fracciones del lecho vivo en un radio de 1 a 2 m, anotando en cada caso las
condiciones de muestreo y el posible aporte coluvionar (como agente de dilución de los
valores de concentración). En cada punto se recogieron aproximadamente 2 kg de muestra
y, en los casos en que la falta de humedad lo permitiese, se procedió al tamizado para
eliminar la fracción superior a 2 mm. El número total de muestras recogidas se cifra en 34,
lo que corresponde a una densidad de muestreo de 7.5 muestras por km",

Para la preparación de las muestras se procedió en primer lugar al secado del material
recogido en el campo en una estufa a 60° C. Posteriormente se tamizaron, separándose las
fracciones correspondientes al intervalo comprendido entre lmm y 0.16 mm, y el inferior
0.16 mm, desechándose el resto. La fracción 1-0.16 mm fue molida para conseguir un
tamaño inferior a 0.16 mm. Por último se prepararon por cuarteo dos submuestras de 50 gr
para ambas fracciones .

3. METODOLOGIA DE EXTRACCION
El objetivo principal de las técnicas de extracción consiste en pasar a disolución los

elementos traza contenidos en las muestras. No obstante, existen muchas variaciones en los
métodos de disolución que aportan además una valiosa información en cuanto a la forma de
presentación de los elementos en la muestra, en cuanto a la selección del medio de muestreo
(materia orgánica, oxihidróxidos secundarios, etc.) más apropiado para obtener un mayor
contraste de la anomalía, e, incluso, como medio de clasificación de anomalías según el
modelo de extracci ón obtenido (Djkstra ~ lli.,1987). En la bibliografía se registra una gran
cantidad de .técnicas de extracción aplicadas a prospección geoquímica, sintetizadas en los
trabajos de Chao (1984) y Fletcher (1981).

. Las técnicas de disgregación pueden reunirse en dos grandes grupos: totales y
parciales. Las extracciones parciales pueden ser selectivas o no (si únicamente atacan
determinadas fases minerales).

La elección de la técnica concreta a utilizar pasa, lógicamente, por un estudio
preliminar de las fases presentes en las muestras de sedimento aluvial de que se dispone.
Hemos empleado para ello los estudios de Rose (1975), Rose et al. (1979) y Chao y Theobald
(1976) sobre la estabilidad y comportamiento geoquímico de las fases presentes en las
muestras. .

Para este trabajo se optó por un método consistente en la aplicación de series de
extracción selectiva por separado, junto con una extracción parcial no selectiva mediante
ataque ácido en caliente. La razón de ello es la de poder valorar las concentraciones de
elementos traza asociados con oxihidróxidos de hierro-manganeso, minerales de la arcilla y
materia orgánica, obtenidas mediante las extracciones parciales selectivas, y comparar los
resultados con los procedentes de' una disgregación parcial, aunque enérgica, no selectiva.

Las extracciones selectivas practicadas fueron:
- Reactivo de Tamrn, oxalato amónico 0.275 M en medio clorhídrico a un pH de 3.3,

con una relación muestra/reactivo de 5 gr en 50 rnls y catalizado por luz natural. En estas
condiciones se asegura la disolución de oxihidróxidos de hierro (amorfos y cristalinos) y de
manganeso. Con este tipo de tratamiento no se analizaron Pb ni Ag, que forman compuestos
insolubles con el oxalato. '
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- MgCI2 , según el método de Cole y Rose (1984): 5 gr de muestra en 25 gr de MgCI2

1M y HCI hasta un pH de 5, ataque durante una hora, con agitación periódica, centrifugación
y enrase hasta 50 mI. Este método sirve para extraer los cationes intercapa de los minerales
de la arcilla. En estas condiciones de pH no se disgrega la red de estos minerales.

. - Método de Gibbs (1973), hipoclorito sódico en medio clorhídrico a un pH de 7 ±
1, con una relación muestra/reactivo de 5.gr en un volumen final de 200 mis. Mediante este
tratamiento se destruye la materia orgánica oxidable presente en la muestra y la mayoría de

. '.los sulfuros. . .
La extracción no selectiva se realizó con ácido nítrico concentrado, en las siguientes

condiciones: 5 gr de muestra, con 15 mi de HN03 y 5 mi de H202, sobre placa calefactora
y durante 90 minutos, al cabo de este tiempo se añadieron 5 mi más de HN03 y 1 mi de
H202, completando el volumen hasta 50 mi con agua destilada.

La aplicación de esta metodología comparada de extracción aportará una interesante
información a distintos niveles:

1- Servirá como criterio para escoger la extracción que ofrezca mejor contraste entre
anomalía y fondo geoquímico.

2- Podremos interpretar los resultados para valorar de forma cualitativa la distribución
de los elementos traza en las distintas fases mayoritarias que componen el sedimento.

3- Proporciona informacion sobre el mecanismo mayoritario de dispersión para los
distintos elementos relacionados con la anomalía .

En la valoración de los puntos 2 y 3 será preciso tener siempre en cuenta la influencia
de los distintos factores geológicos que conforman las distintas muestras: material fuente de
la anomalía, condiciones ambientales de meteorización, actividad de la red de drenaje , etc.

4. METODOLOGIA ANALITICA
Los métodos de análisis en prospección geoquímica han de ser elegidos dentro del

espectro de métodos rápidos y de bajo coste , dado el importante número de muestras que
usualmente se manipula. Por tanto, la precisión con que se trabaja es más pobre que la que
podría conseguirse con métodos más costosos. La razón implícita en la elección del método
es que, en prospección geoquímica, el objetivo primordial es descubrir tendencias regionales
dentro de materiales de muestreo con una composición generalmente muy variable incluso en
áreas locales. Cuando la variabilidad que genera el muestreo es grande , no es razonable
derrochar recursos para reducir notablemente el error de laboratorio mediante análisis más
lentos y costosos. En cualquier caso, es más útil emplear estos recursos en reducir (o cuando
menos, controlar) el error de muestreo. Comerapunta Miesch (1976), si el error de muestreo
constituye una parte dominante del error experimental total, incluso una técnica analítica
perfecta no sería útil para alcanzar la precisión experimental requerida; esto es, es más

. efectivo reducir el error experimental total mediante un método rápido de laboratorio con un
gran número de muestras que mediante un tratamiento costoso de sólo unas pocas.

En este sentido, los métodos analíticos espectrométricos gozan de gran difusión en
exploración geoquímica, en especial aquellos que permiten determinaciones multielementales,
como la espectroscopía en plasma de acoplamiento inducido (ICP) que, a pesar de sus
limitaciones analíticas con respecto a otros métodos (mayor límite de detección y menor
precisión), permite una rápida y menos costosa elaboración.
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En nuestro caso , los análisis fueron llevados a cabo mediante un espectómetro de
emisión atómica (ICP) Perkin Elmer, modelo 40 SP , del Servicio Central de Análisis de la
Universidad de Zaragoza, analizándose simultáneamente As, Sb, Zn , Cd, Co, Fe , Mn , Cu
y Ag. Las condiciones instrumentales de análisis y calibrado del equipo se recogen en
Villareal (1991).

5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS ANALITICOS
5.1 Valoración de la fracción de muestra más apropiada.

La granulometría de sedimento más apropiada para análisis se determinó a partir de
los datos obtenidos en cuatro muestras tomadas al azar. En cada una de ellas se analizaron
las fracciones 1-0.16 mm e inferior a 0.16 mm. Igualmente se analizó como muestra de
control la recogida en la escombrera del cargadero de la Casa de las Minas , ya que sus
valores dan una estimación de la concentración de los elementos estudiados en la fuente de
la anomalía.

A partir de los datos de la extracción nítrica , que es la técnica que proporciona valores
más elevados; se apreció la ausencia de diferencias importantes entre las dos fracciones para
los elementos traza , a excepción de Zn y Cd. Estos elementos tienden a concentrarse en la
fracción gruesa, en tanto que el Sb presenta una distribución por fracciones muy irregular.
El resto de los elementos traza (pb, Cu, As y Co) no muestran diferencias significativas, con
un valor ligeramente mayor para la
fracción más fina en la muestra de control CM. Si suponemos a esta muestra como indicadora
del comportamiento de estos elementos traza , cabe esperar ciertas ventajas analíticas
utilizando la fracción menor, por cuanto presenta en ella un cierto enriquecimiento en trazas .
A esta ventaja analítica se le añade otra de tipo metodológico, como es el ahorro de una
operación de molienda que supone.

5.2 Valoración de las extracciones.
El análisis de la totalidad de las muestras, para la fracción menor de 0,16 mm tras la

extracción con ácido nítrico, se recoge en la tabla 1.
El resto de. técnicas de extracción muestran contenidos mucho más bajos para la

mayoría de los elementos, situándose muchos de ellos por debajo del límite de detección. Se
comprueba así que estas extracciones tienen un efecto diferencial según el elemento traza en
cuestión: Zn, Cu y As aportan mayor cantidad de valores significativos con la extracción
nítrica; Sb, Cd y Co lo hacen para la extracción con oxalato , aunque en mucha menor
proporción. Para Pb y Ag sólo se empleó el ataque nítrico , puesto que ambos elementos
forman compuestos insolubles en la extracción con oxalato amónico .

La razón de estudiar los valores de Fe y Mn asociados a los elementos traza radica
en el importante control que los oxihidróxidos de ambos elementos pueden ejercer sobre la
concentración de muchos de los elementos traza . Los valores de Fe y Mn liberados mediante
los ataques nítrico y de oxalato presentan tendenc ias de evolución muy semejantes entre sí
y radicalmente distintas a las observadas en la extracción de MgCI2• En estas condiciones,
y asumiendo el comportamiento de las extracciónes aplicadas , podemos suponer que la mayor
parte del Fe y Mn analizados procede de la disolución parcial de sus oxihidróxidos.
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Los valores significativamente por ·debajo del limite de detección se indican
con

7.00

9.60
8.00
6.10

Cu

30.70
18.82
9.75

27.30
16.00
15.00
17.30
14.40
65.20

25.70

4.50
13.60
9.20

Mn

281. 80
206.00
223.80
153.40
267.70
214.80
237.30
137.70
343.30
197 .50
434.60
262.70

77.10
70.40

229.10
233.40
224.80
340.30
200.10
443.50
307.20
411.90
405.92
290.80
445.60
546.40
915.40
454.00
502.00
766.30
159.80
307.10
465.10
460.00

Fe

13460.0
12480.0
11863.0
13700.0
14798.0
13563. O
14789.0

9996.0
14462.0
12652.0
18548.0
17985 .0
14438.0
14098.0
16541. O
17910.0
15149.0
20368.0
18668.0
20957.0
18602.0
21577.0
16346.5
14293.0
19342.5
20191. O
19440.0
19156.8
19775.0
24526.5
11534. O
17239.0
19268.0
17966.0

19.10
31.80
18.30

3 .10

Pb

35.40
15.50
14.60
11.70
7.30

33.80
20.80
23.65
19.75
13.05
28.10
25.18
25 .90
29.95
53.00
66.55

0 .30

1.50

Zn

9.20
8.00

30.30
57.80
71.90
63.30

13.60
22.60
21.20
20.50
21.00
12.20
17.50
15.70
30.10
34 .70
20.70
24.90

19.80

sb

0.40

0.20

0.60
0.90

0.40

0.10
0.20

48.30

As

1.20

38.75
22.00
23.50
28.00
26.75
24.00
19.50
30.00
41.50

6.60
2.50

22.30

58.00
8.50

534.30
1.50
2.90

T001
T002
T003
T004
T005
T006
T007
T008
T009
TOlO
T011
T012
T013
T101
T102
T201
T202
T203
T204
T205
T206
A001
A002
A003
A004
A005
A006
A007
A008
A009
A010
A011
A012
A013

Los limites de detección especificados son:
Fe - 100 ppm
.Mn - .10 ppm
Ag - 5 ppm
As, Sb, Zn, Pb y Cu - 2 ppm

La extracción con MgCl2 tan sólo consigue valores significativos para Fe, Mn y Cu,
en tanto que el ataque con NaCIO lo hace para As y Cu.

Son abundantes los casos bibliográficos que registran este hecho. Rose y Suhr (1971)
estudiaron las fuentes de variación del fondo geoquímico sobre los sedimentos de 40 muestras
aluvionares en Pensilvania, comparando el contenido de elementos traza en óxidos de Fe, ·
materia orgánica y cationes de cambio de arcillas . Estos autores concluyeron que los mayores
contenidos de aquellos elementos se correspondían con altos contenidos en óxidos de Fe, fase
que explicaba la mayor parte de la variabilidad de los elementos traza. Brundin y Nairis
(1972) analizaron sedimentos aluvionares, material orgánico yaguas en una campaña

MUESTRA

TABLA 1.- Datos ana1iticos de la totalidad de las muestras, para la extracción
con ácido nitrico concentrado (valores expresados en ppm).



geoquímica en el NW de Suecia; realizaron un análisis factorial sobre los resultados obtenidos
en su campaña con el fin de interpretar las intercorrelaciones entre los elementos relacionados
en los tres ambientes y extrajeron dos factores dominantes: el primero (Mn-Ca- Zn-Fe-Sr-Ni)

. lo interpretaron como reflejo de la precipitación de oxihidróxidos de Fe y Mn (limonita); el
segundo factor (Ba-Ca-Mg- Cu-Zn-Pb-Mn-Fe-Ni) lo interpretaron como reflejo de la materia
orgánica presente.

Estas consideraciones sugieren una importante variación del fondo geoquímico en
relación con el ambiente de muestreo que conviene estudiar. Discerniremos para ello entre
el Arroyo de Alpartir por un lado, y el Barranco de la Tejera y del Ontanat por otro. El
Arroyo de Alpartir presenta un estado de evolución mayor, con un área de drenaje mucho
más amplia y un lecho más rico en finos, permaneciendo activo prácticamente durante todo
el año. El Barranco de la Tejera, de menor desarrollo y actividad, presenta un material de
relleno más heterométrico; su interés reside en el estudio de la posible anomalía y su
dispersión en tomo a la Casa de las Minas.

El análisis de los resultados de esta primera campaña lo vamos a centrar en las
extracciones con nítrico concentrado y oxalato amónico por ser, como ya .se vio
anteriormente, las únicas que ofrecen patrones comparativos para todos los elementos en que
estamos interesados.

En el Arroyo de Alpartir (figura 2), la extracción con oxalato no permite visualizar
anomalías para ningún elemento, y únicamente el Sb presenta valores mayores que los
obtenidos por ataque nítrico. Para este último ataque sí que es posible observar diferentes
comportamientos según el elemento en cuestión. Así, el Zn presenta una anomalía para la
extracción nítrica a partir de la muestra A009, no detectada por el ataque de oxalato, lo que
indujo a pensar que estaba relacionada con la presencia de minerales detríticos. Por su parte,
As, Cu y Pb muestran una tendencia similar a las pautas marcadas por Fe y Mn, con un
máximo marcado para la muestra A009 y un mínimo desarrollado a partir de la muestra
AOlO. En.especial, el Pb presenta una curva muy similar a la del Fe.

. Contrastando estos datos con las anotaciones de campo, hemos podido comprobar que
100 mts aguas arriba de la muestra A009 se localiza una pequeña represa sobre el arroyo que
altera lá carga de sedimentos. Parece claro, por tanto, que este tipo de acciones, que
conducen a alteraciones de la dinámica del arroyo, tienen una influencia notable sobre el
proceso de dispersión de los elementos. Las formas poco móviles, como el Zn asociado a
minerales detríticos, se concentran aguas arriba de la represa (hay que señalar que el Zn es
uno de los pocos elementos que presentan valores sensiblemente superiores en la fracción
gruesa que en la fina), en tanto que As y Cu, más móviles, pueden ser lavados y dispersarse
aguas abajo de la represa:

En el Barranco de la Tejera se obtienen, en. general, menores valores de concentración
para los elementos que en el Arroyo de Alpartir (figura 2). El Sb tan sólo ofrece valores
significativos con la extracción de oxalato, al igual que ocurría en el arroyo anterior, en tanto
que para el Pb no se registran concentraciones medibles. En este caso, puede detectarse una
anomalía mediante ambas extracciones, marcándose a partir de la muestra TOll, situada
aguas abajo de la Casa de las Minas. Esta anomalía presenta mejor contraste para Sb (con
extracción de oxalato) y para Cu (con ambas extracciones). Este resultado parece acorde con
el tipo de paragénesis registrado para este yacimiento, incluido en el tipo Sb-Cu(Ag) (Garcia
Gil et al.,1988; Osacar y Besteiro, 1988).
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Por otra parte, se comprobaron los resultados obtenidos puntualmente con las muestras
de campo para las que se suponía abundancia de materia orgánica, sin llegar a resultados
positivos. Si tenemos en cuenta los resultados obtenidos con la extracción con hipoclorito
sódico (para materia orgánica) en las muestras de control, parece indicarse que la extracción
sobre materia orgánica hubiera tenido más éxito con la fracción 1-0.16 mm, aunque los pocos
datos disponibles no permiten mayores aseveraciones.

La conclusión que parece desprenderse de estos datos es que la movilidad de estos
elementos está muy controlada por la presencia de óxihidróxidos de Fe y Mn, especialmente
el Pb (que es el elemento teóricamente menos móvil de los investigados). En cuanto al Zn,
con una movilidad relativamente alta, presenta ciertas anomalías que interpretamos
correspondientes a la presencia de minerales detríticos . As y Cu se presentan igualmente
asociados de forma patente a estos mismos óxidos.

5.3 Planificación de la red de muestreo.
Existen métodos estadísticos de tratamiento de datos que permiten tina cuantificación

objetiva para valorar la densidad de muestreo apropiada. Djkstra (1976) propone un método,
basado en la construcción de covariogramas, que informa sobre el intervalo de correlación
significativa para muestras sucesivas. Al aplicar esta técnica de autocorrelación para las
muestras de esta campaña obtuvimos resultados poco significativos , con reducida
intercorrelación entre las muestras, que en este caso es atribuible a la escasez de puntos de
muestreo disponibles en los distintos barrancos, lo que probablemente convierte a la
variabilidad analítica y de muestreo en un importante agente introductor de aleatoriedad.

Enfocando el problema desde otro punto de vista, planteamos la utilización de las
ideas de Hawkes (1976). Este autor propone un modelo teórico que relaciona el contenido de
una muestra aluvial anómala (CeJ y el área de drenaje aguas arriba (Aj, con el grado de
mineralización (CenJ y superficie expuesta a erosión (A.) del área mineralizada, suponiendo
un fondo geoquímico (Cef) conocido y constante. Propone la siguiente fórmula:

Este modelo da cuenta de la dilución en la concentración de un elemento aguas abajo
por aporte de material estéril, lo que se traduce en un progresivo menor contraste de la
anomalía (Cea - Cef), hasta que llega a confundirse con el fondo geoquímico.

Hawkes indica una interesante aplicación a su fórmula de dilución, como es la
planificación de la red de muestreo. Puede resolverse la ecuación anterior para Aa> el máximo
tamaño de la cuenca de drenaje en la cual todavía puede reconocerse la anomalía:

Teniendo en cuenta la mineralización de Cu de Alpartir como fuente de la anomalía,
estudiaremos la aplicación' de la fórmula para este elemento con la extracción nítrica, que en
el anterior apartado se reveló como la más significativa. Las condiciones locales de este
antiguo yacimiento sugieren que la escombrera de la mina es actualmente la principal fuente
de la anomalía, por lo cual utilizaremos el valor de la muestra de control CM como
parámetro Cem de la fórmula.
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El área mineralizada Am (escombrera) tiene unos 100 m2, con un contenido en Cu para
C.m = 3413.2 ppm. Tomando como fondo geoquímico del Cu en el Barranco de la Tejera
2 ppm, puede definirse, en una primera aproximación, como valor anómalo crítico dos veces
el fondo geoquímico local: Cea = 4 ppm. En estas condiciones:

A. = 10-4 (3413.2 - 2)/(4 - 2) = 0.17 km2

Un área de 0.17 km", en términos de distancia linear a lo largo del arroyo supone unos
340 m. Valor que debe interpretarse como límite superior aconsejable en la densidad de
muestreo para detectar anomalías con las indicaciones de contraste anteriormente supuestas.

Eligiendo unas condiciones de contraste mayores, por ejemplo, de 2 ppm como fondo
y 6 ppm como valor anómalo crítico, se obtiene un resultado A. = 0.08 km2 o, en términos
de longitud linear a lo largo del arro yo, 170 mts.

La elección del contraste investigado y, por tanto, la densidad de muestreo apropiada,
supone un compromiso entre la efectividad del método en términos de magnitud de los
contrastes discernibles y el coste en cuanto a cantidad de muestras necesarias. En este sentido,
la elección de un contraste crítico de dos veces el valor del fondo geoquímico (C. r = 2 ppm
y Cea = 4 ppm) supone un espaciado máximo de muestreo de 340 mts. Ambas condiciones
se estiman razonables dentro de los objetivos perseguidos en la campaña.

El resultado de 340 mts como máximo espaciado de muestreo es fiable en la medida
en que el caso que nos ocupa se acerque al modelo teórico de Hawkes. De entre las premisas
teóricas del modelo existe una que puede afectar particularmente a esta campaña, la
variabilidad analítica y de muestreo, y que ya se indicó al comienzo del apartado como
posible responsable de la escasa intercorrelación entre las muestras. Tales circunstancias
aconsejan valorar el anterior resultado como optimista y optar por una densidad algo menor
en la medida en que el coste presupuestario lo aconseje. De cualquier forma, y habida cuenta
que la elección del fondo geoquímico y contraste son en cierto modo subjetivos y locales, el
resultado es válido sólo como indicación aproximada.

"6. CONCLUSIONES
La aplicación de las extracciones selectivas sobre los sedimentos aluvionares ha

aportado resultados"que pueden interpretarse para valorar la forma de presentación de los
elementos dispersos, y la información precisa para la elección del método de extracción más
apropiado para la campaña global.

En cuanto a la granulometría de la fracción a investigar, se optó por la inferior a 0.16
mm por las ventajas analíticas (valores algo mayores para gran parte de los elementos) y
metodológicas (menor tiempo de preparación puesto que evita una molienda).

Los elementos investigados, presentes en la mineralización, en principio dan
suficientes valores significativos para As, Sb, Zn, Pb, Cu, Fe y Mn . Se desestimó el análisis
de Ag, Cd y Co, que en esta campaña previa no han aportado valores operativos, ya que el
fondo general de los mismos se encuentra situado por debajo del límite instrumental de
detección.

En lo que refiere a su forma de presentación , parecen encontrarse asociados
principalmente a oxihidróxidos de Fe y Mn, y en menor proporción al resto de las posibles
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formas apuntadas anteriormente. La fracción orgánica retiene sólamente pequeñas cantidades
de Cu y As, y de las superficies de cambio de las arcillas sólo es posible extraer, con la
metodología utilizada, reducidas cantidades de Fe , Mn y Cu. Se consideró por tanto
apropiado, ya que ninguna de las extracciones selectivas daba por sí sola valores
suficientemente significativos, emplear para la campaña global la extracción con ácido nítrico
concentrado, menos selectiva.

En cuanto a la densidad de muestreo , teniendo en cuenta las cosideraciones del
anterior apartado, se optó por un espaciado entre muestras entre 250-300 mts, apropiado en
cuanto a la relación coste/efectividad se refiere . En principio parece aconsejable mantener este
espaciado de muestreo lo más constante posible, siempre que las condiciones de accesibilidad
al lecho así lo permitan.

Además, se sugieren ciertas pautas de comportamiento para los elementos que, de
todas formas, son aún provisionales , habiéndose de comparar con los resultados obtenidos en
la campaña global. Los bajos valores obtenidos para el Sb se explican 'por su alta movilidad,
que propicia su lavado de los sedimentos del lecho. Por su parte , el Zn presenta un modelo
de dispersión relacionado en parte con la presencia de minerales detríticos. Este hecho
aconseja aplicar algún tipo de control analítico del submuestreo en la campaña global , con
el objeto de contrastar posibles inhomogeneidades en las muestras. En cuanto a As, Cu y Pb,
en especial este último , muestran valores de concentración muy relacionados con el contenido
en Fe y Mn. Además, el Fe parece controlar de forma más patente el contenido en elementos
traza que el Mn, hecho que probablemente se debe a que se presenta en mucha mayor
proporción.
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LAS SURGENCIAS TERMALFS DE LOS BAÑOS (TERUEL). I. CARACTERIZA­
CION FISICOQUIMICA y'APROXIMACION A LOS PROCFSOS DE INTERAC­
CION AGUA-ROCA.

Auqué, L.F.; Tena, J.; Gimeno, M.J.; Mandado, J. y Fernández, J .

. Departamento de Geología. Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza. 50009

. ZARAGOZA.

ABSTRACT

Springs of Los Baños (Teruel) are manifestations of a low enthalpy thermal system
(21°C of surface temperature) with sulfate-calcium type waters, associated with
carbonatic-evaporitic materials and residence time 30 years up.

Relationships between dissolved concentrations of Ca2+ , Mg2+ , and RCOJ- enable a
distinction to be made between the principal carbonate mineral reactions. Dissolution of
gypsum and/or anhydrite, and incongruent dissolution of dolomite are the main water-rock

. interaction processes deduced for the system.

Speciation-solubility calculations (with PHREEQE code) show that these waters are
near saturation (equilibrium) with calcite and undersaturared with dolomite and
gypsum/anhydrite, at surface conditions. These results are consistent with the disssolution
processes proposed earlier.

1. INTRODUCCION

El estudio de los recursos termales y mineromedicinales de la provincia de Teruel
ha sido objeto de distintos trabajos (IGME, 1982; Fernández, 1987; Fernández et al.,
1988) de ámbito general y normalmente enfocados hacia un análisis directo de prospección
y evaluación del potencial geotérmico.

Los resultados obtenidos en estos trabajos han puesto de manifiesto la existencia de
recursos y sistemas de baja/muy baja entalpía, sin delimitación específica de posibilidades
dentro de esta tipología. Además se ha comprobado que las técnicas geotermométricas
clásicas utilizadas en prospección geotérmica muestran numerosas deficiencias al ser
aplicadas a este tipo de aguas, de baja entalpía y asociadas a reservorios sedimentarios.

Cualquier intento de precisar el potencial geotérmico de estas surgencias pasa, por
tanto, por un análisis más detallado de sus rasgos geoquímicos y de los procesos de
interacción agua-roca que controlen el quimismo de estas soluciones. Ello se traduce en
la necesidad de definir las condiciones fisicoquímicas de las mismas, inicialmente en
condiciones de surgencia, para lo que resulta indispensable la utilización de técnicas de
modelización geoquímica.
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El objetivo de este trabajo se centra en la realización de un análisisdetanado de las
características geoquímicas y fisicoquímicas de los manantiales de,LOs Baños-deTeruel,
uno de los puntos termales-mineromedicinales de la provincia a priori·.máSJ ríteresantes.

Se hará una especial consideraci6n en la definici6n de los posibleS:procesos deínteracción
agua-roca responsables del quimismo de estos manantiales, asícomo en el cálculo de las
posibles relaciones de equilibrio entre las aguas y distintos minerales.

2. SITUACION GEOGRAFlCA y GEOLOGICA

A 6 km de Teruel, tomando la carretera de Alfambra; se encuentra la antigua
estación de ferrocarril de Los Baños (Hoja topográfica n? 567) y junto a ésta lo que en
tiempos fue el balneario de Los Baños de Teruel , actualmente en ruinas. Se trata de un
conjunto de manantiales con un caudal de SUs y una temperatura de 20.7 a 21.4°C. Las
coordenadas topográficas de estos manantiales son: latitud 40022' 48.6" , longitud 01° 05 '
49" W y altitud 920 m.

Geológicamente , los Baños de Teruel se sitúan en la convergencia de las fosas del
Jiloca y de Alfambra , ligados al accidente principal de la zona representado por la falla
de Concud , de dirección No-SE (fig. 1). Este accidente pone en contacto los materiales
del Muschelkalk con los del Rethiense-Hettangiense, y al Buntsandstein con sedimentos
miopliocenos. Los puntos de surgencia de estos manatiales, a escasos metros unos de
otros, se sitúan en el aluvial del 11:0 Alfambra, en las proximidades de materiales
carbonatados jurásicos afectados por la citada falla. . .

Los materiales terciarios y cuaternarios son los que alcanzan una mayor extensión
en esta zona, aunque es en las litologías del Triásico Superior y Jurásico aflorantes en el
bloque levantado de la Fosa del Jiloca (al N de las poblaciones de Concud y Caudé),
donde posiblemente se sitúa el acuífero de estos manantiales (Fernández, 1987). Estos
materiales forman un sinclinal de dirección NO-SE limitado en su flanco sur por la
mencionada falla de Concud, a favor de la cual parecen situarse las surgencias. Los
materiales impermeables, arcillas , margas y yesos del Keuper, no llegan a aflorar pero
previsiblemente pueden constituir la base de este acuífero.

No pueden realizarse mayores precisiones acerca de los materiales jurásicos que
constituyen en concreto el acuífero de los manantiales de Los Baños. Estas litologías
jurásicas, pese a presentar materiales con diferente comportamiento hidrol6gico (fig . 1),
pueden constituir un único acuífero indiferenciado debido a la previsible interconexi6n de
las distintas capas acuíferas individualizadas , a favor de la fracturación y carstificaci6n
existente.

Estudios previos realizados por IGME (1982) han puesto de manifiesto, mediante la
realización de análisis de tritio en la surgencia del balneario (con contenidos de 0.0 ± 2.1
U.T. 1 ), tiempos de residencia superiores a 35 años para estas soluciones en el acuífero,
además de señalar la inexistencia de procesos de mezcla de estas aguas con soluciones más
superficiales y frías .

IU.T., unidades de tritio.
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cortes geológicos de la zona- de Teruel. Mapa V. ación de Los Banas :Figura 1. Sltu IGME,1983).
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3. METODOLOGÍA ANALÍTICA YDE MUESTREO

Para la realización de este estudio se tomaron muestras en la antigua fuente del
balneario (muestra T-2) y en los tres manantiales localizados en las prox imidades de las
instalaciones (muestras T-I , T-3 Y T-4). En cada punto de muestreo se tomaron dos
submuestras: una, para el análisis de aniones, en recipientes de polietileno de 1000 mI; y
otra, también en recipientes de este material pero de 100 mI. de capacidad , para análisis
de cationes. Las botellas de polietileno utilizadas habían sido previamente lavadas con HCl
yagua destilada y posteriormente secadas en corriente de aire.

Los datos de pH y temperatura fueron tomados "in situ" en cada uno de los puntos
de muestreo. Las determinaciones analíticas de aniones fueron realizadas antes de
transcurridas 24 horas desde el momento del muestreo. Alcalinidad y Cl se determinaron
por volumetría en titrímetro Mettler con electrodo de punto final; el S04= fue analizado
mediante el método colorimétrico de Nemeth y el N03- por colorimetría con brucina. El
p- fue analizado mediante electrodo selectivo en titrímetro Mettler.

LOs cationes, salvo el K+ que fue determinado por fotometría de llama, fueron
analizados mediante Plasma de Acoplamiento Inducido (I.C.P.) con un espectrómetro de
emisión atómica de plasma JOVIN-YVON 38, en el laboratorio experimental de Aula Dei
(C.S.LC.) en Zaragoza .

4. CARACTERES GEOQUlMICOS GENERALES

Los resultados analíticos correspondientes a las surgencias descritas en el apartado
anterior pueden verse en la tabla l. Las características composicionales de los cuatro
manantiales son prácticamente idénticas, tanto en 10 que se refiere a los parámetros
determinados en campo (pH y temperatura) como en los analizados en laboratorio. Hecho
también reflejado en las similares conductividades medidas para las distintas muestras.

Respecto a los componentes mayoritarios, todas las muestras presentan una clara
afinidad sulfatado-cálcica y los similares contenidos de los elementos disueltos se traducen
lógicamente en relaciones Cl'/Na+, Ca2+/Mgz+, S04=/Ca2+ o HC03-+S04=/Caz++Mg2+,
prácticamente idénticas en los cuatro manantiales (tabla 2); dentro de esta similitud, la
muestra con valores más diferenciados es la T-I) . La igualdad en la composición química
se mantiene en los contenidos analizados de elementos menores y traza, siendo
significativa la escasa variación en SiOz, P-, Li+ y Sr'".

Todas estas circustancias son, lógicamente, indicativas de una procedencia común
de las soluciones surgentes en los cuatro manantiales. Las mínimas diferencias detectadas
en las concentraciones de algunos elementos (SiOz, K+, Ca2+; este último especialmente
en el caso de la muestra T-1) pueden ser inducidas por la actuación de procesos
secundarios de reequilibrio durante el ascenso de la solución, en función del camino segui­
do por ésta al ramificarse en la última parte del circuito hidrogeológico. No obstante, y
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'Expresada en pO"·cm". Determinada en laboratorio.
•• ------ No analizado.

Tabla 1: Análisis químicos de los manantia les de Los Baños de Teruel. Las
concentraciones están expresadas en mgr/1.

I MUESTRAS I T-' I T-2 I T-3 I T-4 I
Temp. (OC) 20.7 21.1 21.4 21 .4

pH campo 6.72 6.79 6.80 6.78

pH lab, 7.55 7.56 7.54 7.62

Conductividad" 1128.0 1135.0 1120.0 1113.0

HC0 3 ' 248.95 247 .73 247 .12 247 .73

CI' 29 .78 29.42 29.42 29.78

S04- 441.86 427.45 437.06 432.26
N0

3
' 16.31 17.17 17.17 16.74

F 0.55 1 0.551 0.551 0.551

Ca2+ 218.03 201 .60 198 .80 198 .80
Mg2+ 36.58 38.04 38.77 38.28

Na+ 17.01 17.01 16.55 16.55
K+ 1.37 1.84 1.37 1.56
Li+ 0 .019 0.0187 0.019 0.0184

Sr2+ 2.06 2.06 2.06 2.06
B"" ---- ---- 0.857 -- --

Si02 9.61 9.91 10.21 9.91

Tabla 2 : Relaciones composic ionales para los manantiales analizados .

T-1 T-2 T-3 T-4

Cr/Na+ 1.130 1.120 1.150 1.160

Mg2+ /Ca2+ 0 .276 0.3 11 0.32 1 0.3 17

S04- /Ca2+ 0. 840 0.880 0.9 10 0. 900

HC0 3'/Ca
2+ 0 .75 0 0. 800 0.816 0.818

HC03 '/Ca2+ +Mg2+ 0.587 0.610 0.617 0.620

S04 ~ + HC0 3 '/Ca2+ + Mg2+ 1.250 1.290 . 1.310 1.310



en la mayoría de los casos, las variaciones discernibles en las concentraciones analizadas
se encuentran dentro del propio rango de error analítico.

La homogeneidad química de estos manantiales, su parecida temperatura de surgencia
y sus similares valores de pR , sugieren la inexistencia de procesos secundarios de otro tipo
(mezcla con soluciones más frías, pérdida de COz, etc.) o al menos de efectos selectivos
(con distinta intensidad) durante el tramo final del circuito hidrogeológico de estas aguas.

Y, en general , estas características geoquímicas son indicativas de una circulación
de las soluciones a través de litologías predominantemente sulfatado-carbonatadas, hecho
que permite relacionarlas con los materiales jurásicos próximos a las surgencias.

5. PROCESOS DE INTERACCION: DELIMITACION y EVALUACION

Las caracterísiticas geoquímicas generales que acabamos de señalar delimitan,
implícitamente y a grandes rasgos, los procesos de interacción agua/roca responsables de
ese quimismo. Una discusión más detallada sobre esos procesos debe partir, necesariamen­
te, de una idealización de las fases minerales involucradas. Teniendo presente las
características litológicas de los materiales factiblemente relacionados con la circulación
de esas aguas, pueden incluirse en el análisis calcita, dolomita, yeso y/o anhidrita.

Los procesos de reacción de una solución con minerales carbonatados como los que
acabamos de mencionar están implícitamente reflejados en el pR y concentración de Ca2+,

Mg2+ YRC03' de esa solución. En el caso de los manantiales que nos ocupan, el evidente
proceso de disolución de yeso y/o anhidrita, responsable del carácter sulfatado de las
aguas, también contribuirá a la cantidad total de Ca2+ en disolución.

Admitiendo que la contribución en moles de Ca2+ procedente de la disolución de
yeso y/o anhidrita es la misma que la de S04=, puede calcularse la proporción de aquél
elemento derivada exclusivamente de la interacción con carbonatos restando la concentra­
ción de S04= de la de Ca2+ total en solución. En la tabla 3 se indican los resultados
obtenidos, en los que claramente se pone de manifiesto la mayor contribución de los
sulfatos (10 veces superior como término "medio) que la de los carbonatos al Ca2+ total
disuelto. "

Planteada esta corrección para el Ca2+, y suponiendo que las concentraciones de
Mg2+ y RC03' derivan directamente de la interacción de las aguas con materiales
carbonatados constituídos por calcita y dolomita, podemos utilizar las relaciones
Ca2+:Mg2+:RC0

3' de las soluciones para delimitar las características de esos procesos de
interacción. Las reacciones de disolución congruente de calcita y dolomita pueden
escribirse:

(1)
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mientras que la reacción de disolución incongruente de dolomita viene definida por:

(3) ,,'

(2)

MUESTRA mCa2+ 11 1 mMg 2+ mHC03- Ca2 + Mg2 + HC03 -

T-1 0.84.10-3 1.50.10-3 4.08.10-3 0 .50 1.00 2.72

T-2 0.58 .10-3 1_56.10-3 4.06 -10-3 0. 37 1.00 2.60

T-3 0.41 -10-3 1.59.10-3 4_05.10-3 0.26 1.00 2.54

T-4 0.46 .10-3 1.57.10-3 4.06.10-3 0.30 1.00 2.60

11 1 Concentración corregida sustrayendo los moles de S04· analizados en cada manantial.

. ,
Las concentraciones molales de estos elementos obtenidas en los manantiales de Los

Baños pueden verse en la tabla 3, en la que también se indican en cada caso los contenidos
normalizados de Ca2+, Mg2+ y RC03- respecto a la proporción de Mg2+ . Como puede
comprobarse estas últimas relaciones no se ajustan a ninguna de las proporciones. ',:,....
idealizadas derivadas de las reacciones (1), (2) o (3). ' ;:':.::.1'

Tabla 3: Concentraciones molales de Ca2+, M g2+ Y HCO a- para las muestras
consideradas y valores normalizados para la proporción de M g2+ correspondiente
(ver texto).

.~'"''' .:...:. .:'
La desproporción de Mg2+ frente a Ca2+ implica inicialmente un predominio de )¡( ::

interacción de estas aguas respecto a materiales dolomíticos; y atendiendo a las
estequiometrías definidas, nos situaríamos próximos a un proceso de disolución
incongruente de dolomita, aunque con una proporción de RC03: y Ca2+ ligeramente
superior a la deducida para el correspondiente proceso idealizado.

Según estas ecuaciones, la disolución congruente de calcita daría lugar a relaciones
mCa2+/mRC03- = 1 : 2 en la solución, mientras que para la disolución congruente e
incongruente de dolomita (reacciones 2 y 3) serían: mCa2+: mMg2+: mHC03- = 1:1:4 y
O: 1:2, respectivamente. .,: :o; ~.::;> ·
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Sin embargo, si suponemos que la proporción excedente de Ca2+ indicada procede
de la disolucióncongruente de calcita, según la estequiometría definida por la reacción (1)
deberemos concluir que la proporción de RC03- derivada de ese proceso es el doble que
la de calcio. .Si restamos esta proporción de RC03- a la determinada analíticamente,
obtendremos la teórica contribución -de un proceso de disolución de dolomita a la
concentración de este anión. Las relaciones mMg2+:mRC0

3- así obtenidas son de 1:2.2,
1:1.9; 1:2.0 y 1:2.0 para cada muestra , prácticamente coincidentes con las deducidas
teóricamente para el proceso de disolución incongruente de dolomita (reacción 3).

Las estequiometríasminerales utilizadas como referencia teórica en la identificación
de este proceso corresponden, tal como se advirtió al .principio de. este apartado, a
fórmulas idealizadas simples. Lógicamente, la intervención en el proceso de calcita
magnesiana o de dolomita de distinta estequiometría a la considerada supondría una
modificación de las relaciones obtenidas.

En el sistema estudiado no ha podido identificarse la estequiometría real de las fases
carbonatadas involucradas; no obstante, los resultados obtenidos parecen indicar que, en
cualquier caso, los posibles efectos debidos a la existencia de estequiometrías no ideales
se compensan, suministrando valores comparables a los de las reacciones teóricas utilizadas
para la 'discusi ón.

El proceso de disolución incongruente de dolomita identificado, debería producirse
teóricamente (Stumm & Morgan ,1981; Drever, 1986) en un sistema acuoso que hubiese
alcanzado la saturación respecto a la calcita y que, por tanto, se encontrara en un estado
de equilibrio termodinámico (o en un estado asimilable al de equilibrio termodinámico
como por ejemplo una situación de estado estacionario) respecto a este mineral. La
verificación de este hecho requiere la definición de las condiciones fisicoquímicas de la
solución mediante cálculos de especiación-solubil idad.

6. CARACTERIZACION TERMODINAMICA DE LAS SOLUCIONES: INDICES
DE SATURACION.

Los .modelos de especiación-solub ilidad permiten el cálculo de la distribución de
especies en disolución a través de su análisis químico y de los parámetros de temperatura
y pR , así como la determinación de su estado de saturación respecto a determinados
minerales. Este estado de saturación se expresa normalmente en función del parámetro
denominado Indice de Saturación (1.S.; por ej. Stumm & Morgan, 1981; Truesdell &
Jones, 1974), quees el utilizado en este trabajo .

En la tabla 4 se expresan los 1.S. obtenidos respecto a distintos minerales para los
cuatro manantiales analizados, calculados mediante el código PHREEQE (Parkhurst et al.,
1980). Como puede apreciarse, y pese al carácter dorninantemente sulfatado de estas
aguas, los 1.S. respecto a yeso y anhidrita indican la existencia de marcadas condiciones
de subsaturación . Ello , lógicamente, implica que la capacidad de estas aguas para disolver
las fases minerales señaladas no ha sido totalmente satisfecha.
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Puede concluirse , por tanto, que las aguas se encuentran en un estado de equilibrio '
respecto a la calcita y, por tanto se reafirma la existencia de un proceso de disolución
incongruente de dolomita como uno de los responsables del quimismo de estos manantia­
les.

El cuarzo es el único mineral delos indicados en la tabla 4 que presenta unas ligeras
condiciones de sobresaturación a la temperatura de surgencia, mientras que la calcedonia
(y obviamente también la sílice amorfa) se encuentra subsaturada. Los resultados obtenidos

. respecto a las sales solubles incluídas en la base de datos del PHREEQE indican

.condiciones de marcada subsaturación.

Los ligeros valores de subsaturación detectados respecto a la calcita pueden, no
obstante, representar una situación real de las condiciones de surgencia "y no únicamente
los rangos de error numéricos respecto a los que referir una situación de equilibrio ideal
(I.S. = 0.0). Si, como es previsible, la temperatura en el reservorio del sistema es mayor
que la de surgencia y la solución se encuentra en equilibrio respecto a la calcita en esas
condiciones, un enfriamiento por conducción durante el ascenso de las aguas provocará su
subsaturación respecto a la calcita (recuérdese que la solubilidad de este mineral aumenta
al disminuir la temperatura).

Respecto a los minerales carbonatados considerados en la modelización, se observan
claras diferencias en los I.S. obtenidos. Los valores para la calcita indican una situaci ón
de Íigera subsaturación, mientras que los de dolomita representan una situación más
marcada de subsaturación. Aceptando los rangos de error asimilables al cáculo de I.S .
respecto a estos minerales (± 0.25 Y ± 0.5 unidades de I.S. para calcita y dolomita
respectivamente) señalados en la bibliografía sobre el tema, obtenemos para la calcita un
estado prácticamente indistinguible de una situación de equilibrio (I.S . = 0.0 ± 0.25)
mientras que para la dolomita sigue manteniéndose una situación de subsaturación.

Tabla 4. Indices de saturación respect o a distintos minerales para las distintas
muestras co nsidera das (cálculos realizados co n el código PHREEQE).

Calc ita Arag. Dolomita Yeso Anhid . Cuarzo Calced.

T-1 -0 .27 1 -0 .418 -1. 0 11 -0 .700 -0. 96.6 0 .27 9 -0.221

T-2 -0 .1 97 -0.344 -0.806 -0. 738 -0. 999 0.286 -0 .2 12

T-3 ~0 .202 -0 .344 -0.798 -0 .736 -0.994 0.295 -0 .20 3

T-4 -0 .200 -0 .346 -0 .799 -0.740 -0 .997 0.281 -0 .216



Todos los procesos y situaciones descritos hasta el momento llevan a pensar en la
presencia de un fenómeno global de dedolomitización asociado al quimismo y circulación
de estas aguas. La disolución de sulfato en estas soluciones provocaría la precipitación de
calcita (y por tanto una situación de equilibrio o estado estacionario de la solución respecto
a este mineral) y disolución de dolomita, o lo que es lo mismo, el mencionado proceso de
disolución incongruente de dolomita.

Obviamente, la existencia de este proceso únicamente puede considerarse como
resultado de un balance general, deducido a partir de la composición final de los
manantiales. Una mejor delimitación del mismo requeriría obtener datos analíticos de la
solución en distintos puntos a lo largo de su recorrido por el acuífero para , de esta manera,
establecer balances más precisos.

En cualquier caso, la existencia de este proceso de dedolomitización justificaría las
buenas correlaciones obtenidas entre S04 = y Mg2+ para distintos manantiales de la
provincia (p. ej. Femández et al., 1988), sin necesidad de recurrir a la presencia de
hipotéticas fases sulfatado-magnésicas y cuya existencia es siempre de difícil justificación.

7. CONCLUSIONES

Las características geoquímicas de los manantiales de Teruel, de afinidad sulfatado­
cálcica, son indicativas de su circulación preponderante a través de materiales sulfatado­
carbonatados. Un análisis más detallado atendiendo a las estequiometrías idealizadas de los
principales minerales involucrados, pone de manifiesto la existencia de distintos procesos
de disolución como responsables del quimismo de estas aguas: por un lado, y de manera
dominante, el de disolución de sulfato cálcico y, por otro, un proceso de disolución
incongruente de dolomita.

Los índices de saturación calculados respecto a estos minerales concuerdan con los
procesos propuestos. La necesaria saturación en calcita de las aguas (para hacer efectivo
el proceso de disolución incongruente de dolomita) parece alcanzarse en los cuatro
manantiales analizados. Las ligeras subsaturaciones respecto a este mineral pueden
incluirse dentro del rango de error asimilable a una situación de equilibrio en este tipo de
cálculos, o bien puede corresponder realmente a un estado de equilibrio respecto a la
calcita pero a mayor temperatura, en profundidad.

El estado de subsaturación respecto a la dolomita en las surgencias analizadas puede
corresponder también a una situación de equilibrio en profundidad y a mayor temperatura
(la solubilidad de este mineral respecto a la temperatura sigue idéntica pauta a la señalada
para la calcita). La relación LS. - temperatura respecto a estos minerales puede utilizarse
como medio para calcular la teórica temperatura en profundidad de estas aguas (ver Tena
et al., 1991, en este mismo volumen).
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ABSTRACT

The exístence of a seismically layered lower crust has been, without any
doubt, the most interesting new aspect imaged by the deep seismic reflection
profiles . This layered character is visible in many profiles acquired all
around the world (Europe, United States, Austral ia , etc.), and contrasts
abruptly with the transparent appearance of the middle and upper crust and
also of the upper mantle. The question soon arose concerning the causes of the
reflectivity of the lower crust and the factors that influence its character.

, This paper deals with the present state of knowledge about the physical
causes of the reflectivity and the modulating factors of the final character
of the reflections in the seismic profiles. The first part rev iew the
geometric-descriptive technique of interpretation, which is made in three
levels: (i) reflection attributes, (ii) seismic fabrics, and (iii)
reflectivity patterns. The second part is a compilation of many of the factors
that affected the final aspect of the reflection field in the seismic
profiles. Finally a summary of the possible causes of the reflectivity in the
lower crust and a short comment on the importance ,of each one is made .

INTROOUCCION

Desde hace aproximadamente quince años se viene trabajando con bastante
intensidad en el estudio de la corteza inferior y el manto superior mediante
sísmica de reflexión profunda (Barazangi &Brown, 1986a y b, Matthews &Smith,
1987 y'Leven et al. , 1990). Esta técnica sísmica es una extensión de la que
se utiliza en la industria del petróleo para localizar y prospectar campos de
petróleo y gas. En primera instancia, la única diferencia con élla es el
tiempo de escucha de los receptores (geófonos o hidrófonos) , que en los
perfiles de prospección petrolífera es de unos 6 segundos y en los perfiles
de sísmica profunda suele ser de 20 s, aunque puede llegar hasta los 30 s .
Esto permite alcanzar profundidades del orden de los 80-100 km, suficientes
para investigar gran parte de la litosfera continental .

Hemos dicho que, en primera instancia , ésta es la única diferencia . Sin
embargo, más que una extensión de la técnica clásica de reflexión, se puede
hablar de una técnica nueva, tanto en lo que respecta a la adquisición y el
procesado de los datos como, sobre todo, en el método de interpretación de los
perfiles. La mayor parte de los perfiles para prospección petro 1ífera se
realizan sobre rocas sedimentarias (ya que son éstas las que contienen el
petroleo), y en este sentido se ha elaborado un complejo cuerpo de doctri na
sobre la manera de procesar e interpretar las reflexiones de las rocas
sedimentarias. Sin embargo, por debajo de los primeros 15 km de corteza (en
aIqunos lugares mucho menos), las rocas sedimentarias desaparecen y son
sustituídas por rocas ígneas y metamórficas (que reciben la denominación
conjunta de rocas cristalinas), para las cuales no .se tiene un conocimiento
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tan preciso de su comportamiento sísmico. Esto es especialmente válido para
la corteza inferior, donde se carece de un control geológico preciso de su
estructura, composición y estado físico . Todo ello dificulta, e incluso
imposi bi l i t a, la interpretación de las reflexiones generadas en esta parte de
la corteza.

Uno de los objet ivos básicos de la sísmica de ref lexión profunda en la
actualidad es precisamente el de identificar las causas de la reflectividad
de la corteza infer ior. En este artículo se pretende resumir el estado actual
de los conocimientos acerca de los factores que influyen en el carácter de las
ref lexiones de la corteza inferior y las causas físicas invocadas en la
literatura para explicar su reflectividad .

. REFLECTIVIDAD DE LA CORTEZA CRISTALINA

Ya desde los trabajos pioneros de Junger (1951), Shor(1955) y Dohr
(1957) se pudieron observar ciertas regularidades en la distribución de las
reflexiones en un perfil profundo: reflex iones coherentes y fuertes de las
formaciones sedimentarias superficiales, ausencia de reflexiones (salvo
algunas con buzamientos apreciables) en la corteza superior y media y
reflexiones fuertes , de poca continuidad lateral, en la corteza inferior. Las
reflexiones de las capas sedimentarias no eran difíciles de explicar, era algo
que los geólogos y geofísicos del petróleo llevaban investigando durante más
de 70 afios , pero se planteó el interrogante de ctiál era la causa de las
reflexiones en la corteza cristalina. ¿Por qué era transparente la corteza
superior?, ¿Qué eran las reflexiones inclinadas que de vez en cuando aparecían
en la parte superior de la corteza?, ¿Por qué era reflectora la corteza
inferior?

Las causas que influyen en la reflectividad de las formaciones
sedimentarias son bien conocidas (e .g . O'Doherty &Austery, 1971),·ya que han
sido el objetivo fundamental de la prospección sísmica llevada a cabo por la
industria del pet róleo durante los últimos 70 afios. Por el contrario, se sabe
muy poco acerca de los parámetros que influyen en la reflectividad de las
rocas cristalinas (ígneas y metamórficas) en la corteza terrestre. La
información estructural de los terrenos cristalinos es ~uy inferior a la de
las formaciones sedimentar ias, lo que influye decisivamente a la hora de
interpretar las reflexiones. El problema se ve agravado por el hecho . de que
las rocas sedimentarias suelen situarse cerca de la superficie, en los
primeros 5-10 km de los perfiles s ísmicos, mientras que las rocas ígneas y
metamórficas del basamento cristalino se sitúan por debajo de ellas. Esto
tiene una consecuencia inmediata , que es la degradación de las reflexiones
registradas al aumentar la profundidad del reflector .

En la calidad de una reflexión influyen una gran cantidad de factores
de índole muy diversa , algunos geológicos (características físicas del propio
reflector), no geológicos la mayor ía (dependientes de los sistemas de
adquisición y procesado de los datos). La interacción de todos estos factores
determína el aspecto final de una reflexión en el perfíl sísmico, lo que se
conoce como el carácter de una reflexión . Correlacionar el carácter de una
reflexión con las causas que lo han originado es una de las tareas pendientes
más prioritarias que tiene la sísmica de reflexión profunda en terrenos
cr istalinos. Reconocer y aislar cada una de las variables que influyen en el
carácter de una reflexión · permite luego operar a la inversa: dada una
refl exión en el perfil sísmico y conocidas las variables del sistema ,
reconocer la causa que la ha provocado.

Estudiar el carácter de las reflexiones aisladas es sólo el primer paso
en la comprensión de la reflectividad de la corteza cristalina. Una vez
expuestos los atributos de una reflexión, es necesario tener en cuenta las
relaciones entre reflex iones , entend idas éstas como disposiciones coherentes
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de reflectore s a una escala regional . Es 10 que A11mendinger et al. (1987a)
denominan f ábricas s is micas. Las fábricas sismicas nos servirán, a su vez,
para def in ir una seri e de modelos de reflectiYidad por superposición vertical
o la teral de di st intas fábri cas sísmicas en un perfil de toda la corteza
(incluyendo t al vez la parte más somer a del mant o superior) .

DESCRIPCIÓN DE LOS PERFI LES DE SÍSMICA DE REFLEXIÓN PROFUNDA

La mayor par t e de los resultados y conclusiones que se han obtenido del
estudio de la reflect iv idad de la cort eza cristalina han tenido como unidad
básica de trabajo los perf i1es de refl exión, que no son otra cosa que 1a
representación gráf ica final , según una coordenada espacial hor izont al y otra
temporal vert ical , del comportamiento s í smico de una región de la corteza
terrestre. Parece 'apropiado, por t anto, conocer las característ icas de los
perfiles que más se ut í1izan para caract erizar la ref1ectí vidad de la cor t eza
cristalina (con el objet ivo puesto en su inte rpret ación f inal en térmi nos de
estructuras y procesos geológicos). Dicha descripci ón se hace en vario s
niveles ; que podemos resumi r en tres princ ipal es :

l. Características definibles sobre una sol a ref lexión: elementos de la
refl exi ones.

2. Características defin ibles sobre un conjunto de ref lexiones de igual
orientación y caracter penetrativo: f ábrica s s ismicas.

3. Caracter ísticas definibles en una sección vert ical completa del
perfil: modelos de reflectiyidad .

Elementos de una reflexión.
Podemos caracterizar una ref lexión s ísmi ca por medio de los siguientes

atributos : (i) amplitud , ( ii) polar idad, (ii i) duraci ón, (iv ') f recuencia
dom inante , (v) continuidad y (vi) ori ent ación. Los cuatro primeros at r ibut os
describen la geometría de las def1exiones en una traza aislada del perfi l
sísmico y los dos restantes la manera en que estas def lexiones se
correlacionan de una traza a ot ra.

El conocimiento actual de la re f1ect ividad de la corteza crista lina (y
en especial de la cor tez a infer ior) , no permi te identi fi car por separado los
parámetros que influyen en cada uno de los at r ibuto s de las ref lexi ones, por
10 que es conven iente , desde un punto de vis ta descri pt i vo , reducir a tres los
atributos característ icos: (i) orientación , ( i i) ampl it ud y ( ii i) conti nuidad
lateral. Estos son los únicos atribu to s que permanecen en un line drawing
realizado a parti r de la sección -sismica. Un Une drawing es el dibujo
esquemático que resul ta de sust it ui r manual o automáticamente las refl exiones
de una sección s ísmica por trazos l ineales que reproducen únicament e la
longitud y la inclinación de las reflexiones más prominentes; normalmente se
añade la información referente a la ampl itud de las reflexiones en el perf il
original utilizando trazos de diferente grosor .

La orientación de una reflexión suele darse en términos cualitativos .
La di st inc ión más importante se hace entre reflex iones (sub) hori zonta les ,
características sobre todo de la capa sedimentar ia más superficial y de la
corteza inferior , y ref1ex íones inclinadas, más propías de la corteza superio r
crísta1ina y del manto superior. A su vez las reflexiones incl inadas se
subdividen de una forma grosera en función de la dirección del buzamiento , que
en una sección bidimensional como los perfiles s ísmicos se reduce a dos
posibles inclinaciones , una hacia cada lado del perf il. As í , s i el perfil
'l leva una dirección E-W, se distingue entre reflexiones que buzan hacia el
este y reflexiones que buzan hacia el oeste .
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. La ampljtud es una medida de la fuerza con que se recibe y registra una
reflexión en el perfil sísmico . Es un atributo que hay que tratar con más
cuidado, ya que no se preser va, en genera 1, durante muchos de los pasos
utilízados con el sof t ware comercial de procesado. En particular , el stack CDP
no conservará la información sobre la amplitud absoluta de las reflexiones si
existen cor recciones estát icas imperfectas " s i la corrección NMO ut il iza
curvas no hiperbólicas o si hay variaciones laterales en la amplitud , la
frecuencia o la forma de la reflexión. Otro paso habitual en el procesado de
los perfiles de reflexión es la equalización de amplitudes, que reduce el peso
de una traza en proporción inver sa a la amplitud del ruido que la degrada. Por
todo ello, cuando se estud ian cuantitativamente los coeficientes de reflexión
de la corteza cristalina se suele trabajar con perfiles de cobertura simple,
sin stack y no procesados , con la desventaja de que entonces sólo se pueden
invest igar las ref lexiones de mayor intensidad.

La longjtud de una reflexión es una medida de la continuidad lateral de
una reflexión correlacionable por fase ent re t razas adyacentes. Es un atributo
muy susceptible a las variaciones en la relación señal /ruido a lo largo de un
perfil, as í como a la calidad de las correcc iones estáticas . La longitud de
las reflexiones suele usarse como índice semicuantitativo de la reflectividad
de la corteza inferior, por lo que debe tener en cuenta las variaciones de la
re lación señal /ruido a lo largo de un perfil.

Fábricas sismjcas.
Allmendinger et al. (1987a) definen las fábricas sísmicas como

di sposiciones coherentes de reflexiones sobre un área determinada de un perfil
. sísmico. Pueden considerarse como la conjunción de dos conceptos: las

caracteristicas de las reflexiones aisladas (longitud, inclinación, etc.) y
el modo en que esas reflexiones se asocian. Según estos autores, las fábricas
sísmicas son similares a sus homónimas estructurales y metamórficas en el
sent ido de ser penetrativas (a la escala apropiada) con orientaciones
similares. Pero también advierten que no deben confundirse con ellas, es
decir, no hay que suponer que una fábrica sísmica determinada se debe siempre
a la presencia de una determinada fábrica estructural o metamórfica. Además,
aunque se han hecho muchos esfuerzos para el imi nar la i nfluenc ia de la
adquis ición y el procesado de los datos en el caracter de las reflexiones (ver
más abajo), parece probable que algunos de los constituyentes de las fábricas
sísmicas no se corresponden con estructuras reales en la Tierra o no se
loca lizan directamente debajo del perfil.

Pese a estas limitaciones , las fábricas sísmicas pueden ser un eslabón
importante para interpretar los perfiles de sísmica de reflexión profunda. Se
han propuesto varias clasificaciones con diferentes nomenclaturas (e.g.
Allmendinger et al., 1987a y b, DEKORP , 1990), pero los tipos de fábricas
identificados pueden resumirse en los siguientes (figura 1):

l . Fábrjca no reflectjva .
2. Fábrjca cruzada: reflexiones y/o difracciones con buzamientos hacia
ambos lados y ausencia de reflexiones horizontales de gran continuidad
lateral (los 'cocodrilos' en la nomenclatura de DEKORP, op. cit.) .
3. Fábrjca jncljnada: reflexiones con buzamientos predominantes en una
dirección .
4. Fábrjca estratjfjcada: reflexiones subhorizontales de longitud
variable (las 'lamelas ' de DEKORP, op. cit .)
5. qúmulos de djfraccjón.
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La inspección de gran cantidad de perfiles sismicos. ha proporcionado
además una idea de las zonas de la corteza donde es más habi t ual cada una de
las fábri cas sismicas descr itas . As i, la fábri ca no ref lectiva, aunque puede
encontrarse en cualquier punto de un perfil s ismico , aparece casi s iempre en
la corteza superior (si no bay rocas sedimentari as ) y el mant o superi or . La
fábrica de refl exiones cruzadas aparece sobre todo en la corte za media y en
la parte super ior de la corteza inferior . La fábrica incl inada unidirecc ional
es típica de la corteza superior (cuando se asocia a f al las de bajo ángulo) ,
pero t ambién puede afectar a toda la corteza. La f ábri ca est ra ti ficada tiene
dos zonas de aparición : la parte más super f icial de la corte za super ior
(cuencas sedimentarias) , en cUYO° caso la continuidad latera l de las
ref lexiones suele ser grande, y l a corteza inferior, ya sea abarc ando t oda su
ext ens ión ver t ical o concentrandose en bandas, en cuyo caso la cont inuidad
l atera l es pequeña.



ModeJos de refJectividad.
La identificación de modelos de reflectividad es otro intento más por

clasificar la respuesta sismica de los materiales de la corteza con el
objetivo de llegar a identificar sus características. Los modelos de
reflectividad se construyen a partir de las fábricas sísmicas, a las que se
añade la información referente a su distribución en los perfiles . Es decir,
un modelo de reflectividad incluye simultáneamente la información sobre las
características de la reflectividad y sobre su distribución vertical y
horizontal en los perfiles sísmicos.

Los modelos de reflectividad se pueden . construir sobre una base
cualitativa o cuantitativa . En el prímer caso se utiliza la información sobre
la continuidad lateral .y la amplitud de las reflexiones para realizar line
drawings esquemáticos que muestran tanto las características básicas de la
reflectividad como su distribución en profundidad. En el segundo caso se
construyen curvas de la frecuencia de las reflexiones en función de la
profundidad (tiempos dobles); la forma de la curva y otros índices deducidos
a partir de ellas sirven para clasificar los tipos de reflectividad.

Allmendinger et al. (1987b) proponen cuatro modelos cualitativos de
reflectividad basándose en el estudio de los perfiles de reflexión profunda
adquiridos por COCORP en una serie de 1íneas sísmicas que atraviesan las
Rocosas, la provincia Basin and Range y el Colorado Plateau, USA, a una
latitud de 4DN. Estos modelos son (figura 2):

l. Modelo cratónico, dominado por difracciones y reflexiones inclinadas
en la corteza media e inferior , pero sin un Moho de reflexión
prominente.
2. Modelo de deformación de I pie1 fina " con reflex iones someras
abundantes (debidas a la presencia de rocas sedimentarias y fallas
lístricas de bajo ángulo) y con una corteza media e inferior
prácticamente transparentes.
3. Modelo de rampa, con reflexiones que buzan en una sola dírección y
que se pueden seguir desde la superficie hasta la corteza inferior,
donde se pueden mezclar con reflexiones subhorizontales. El Moho de
reflexión puede existir o no . .
4. Modelo estratificado, con una corteza inferior altamente reflectora,
con predominio de las reflexiones subhorizontales de continuidad lateral
variable y un Moho de reflexión muy visible . La corteza superior y media
son transparentes , aunque puede haber reflexiones asociadas a cuencas
sedimentarias o fallas.

McGeary (1987) Y Wever et al. (1987) se centran únicamente en la
descripción de modelos de reflectividad de la corteza inferior. McGeary (op.
cit.) distingue seis modelos de reflectividad a partir del estudio de los
perfiles BIRPS en la plataforma continental que rodea las Islas Británicas.
Todos los modelos suponen una corteza superior transparente y se diferencian
en el modo en que se distribuye la reflectividad en la corteza inferior,
basándose en la posición vertical de las bandas de reflexiones, en el número
de bandas y en el tipo de transición entre ellas (brusco o gradual) (figura
3): .

Tipo 1. Corteza inferior reflectiva en toda su extensión.
Tipo 2. Corteza inferior también reflectiva en toda su extensión, pero
con un aumento de la densidad de 1as refl exiones en e1 Moho de
reflexión.
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Tipo 3. Corteza inferior debilmente reflectiva , pero con un Moho de
refl exión muy ref lectivo.
Tjpo 4. Corteza inferior con dos bandas reflect ivas , una a t echo de la
cor te za inferior reflectiva y otra en el Moho de ref lex ión.
Ti po 5.Tra ns ición lateral de una corte za inferi or reflectiva a ot ra
t ra nspare nte , según un l ínea oblícua .
Tj po 6.Cor t eza inferior reflectiva con variaciones en la profundidad del
t echo de las reflexiones.

~~~~~~d ~ñg~~d:ioaSl .d~e 19Bf.,~e,e.t1~;~~~e~~ ~~a f6;; ~~~ ~ s: mZoodnga,sO ~~Oa~~¿~~~ c\ ;;~g~~
'pie l fina ' . 3 : modelo e n r a m pa . 4 : model o e s t r at ific a do . Ex p l icac ió n e n e l
t e xto .



Por su lado, Wever et al. (1987) analizan los perfiles DEKORP adquiridos
sobre los or óqencs 'caled óntco y hercinico del centro y NW de Europa y
distinguen tres modelos de reflectividad (en áreas con un flujo térmico
constante de 60-70 mWjm') :

Tipo 1 o 'acampanado', con una corteza inferior reflectora en toda su
extensión.

·Ti po 2 o ' mul t idigitado' , con dos o más bandas de reflectividad,
separadas por zonas transparentes .
Tipo 3 o 'digitado simple', con una sola banda de reflexiones,
normalmente de poco espesor y situada a nivel del Moho de reflexión o
a techo de la corteza inferior reflectiva .

Se puede observar su similitud con la clasificación de McGeary (1987),
a pesar de que utilizan datos diferentes y de áreas que han sufrido historias
geológicas también diferentes .

FACTORES QUE CONDICIONAN EL CARÁCTER DE UNA REFLEXIÓN.

En el aspecto final de las reflexiones en los perfiles de sísmica de
reflexión profunda influyen una gran cantidad de factores, muchos de los
cuales son todavía mal conocidos. A efectos de la exposición, podemos agrupar
estos factores en cuatro categorías:

l. Sistema de adquisición de datos .
2. Sistema de procesado de datos.
3. Trayectoria de la señal sísmica entre el sistema de adquisición y la

región reflectora.
4. Región reflectora.

Los dos primeros grupos de factores son, ante todo, de índole técnico,
y las mejoras contínuas en los sistemas de adquisición y procesado de datos
permiten suponer que su influencia en el caracter de las reflexiones se irá
reduciendo paulatinamente. Además, la mayor parte de ellos son susceptibles
de modelización (ver más abajo) y, por tanto, de cuantificación.

El tercer grupo, por el contrario, incluye factores de índole físico,
que son, además, muy difíciles de cuantificar. La señal sísmica, en su
recorrido desde la fuente de ondas hasta la región reflectora y de regreso a
la superficie, debe atravesar una seríe de materiales y estructuras que distan
mucho de ser 'transparentes'. Durante el trayecto se produce una deformación
de la señal que se traduce luego en una imágen distorsionada de los
reflectores. Cuantificar este grado de distorsión es fundamental para
reconocer su influencia en el caracter final del campo de reflexiones, pero
es algo que todavía no se ha conseguido. Los factores incluídos en este grupo
son los que limitan de una forma más drástica la interpretación de la
reflectividad de la corteza cristalina (sobre todo de la corteza inferior).

La última categoría de factores, los intrínsecos a la región reflectora,
son los más importantes para llegar a interpretar la reflectividad en términos
geológicos . En un experimento sísmico ideal, en el que se tuviera un control
total de las distorsiones que introduce el sistema de adquisición (que luego
podrían el iminarse 'con un procesado adecuado de los datos) y en el que el
espacio comprendido entre la superficie del terreno y la región reflectora
estuviera ocupado por un material comp letamente transparente a las ondas
sísmicas , el caracter de las reflexiones en el perfil final sería función

"
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únicamente de las caracte r i sticas fi s ica s , qu imi cas y geométricas de la región
refl ectora. .

Sistema de adquisición de datos.
El sistema de adqu is ición de datos ( instrumentos y técnicas empleadas )

tiene una serie de limitaciones que en su conj unt o producen una distorsión de
la señal sismica; esta dis to r si ón afec ta · sobre todo a la forma (amplitud y
frecuencia) de las ref lexiones regis tradas y a la re lación señal/ ruido.

Podemos agrupar las car act eri sti cas del sistema de adquisición que
. influyen en el carácter de la s ref lexiones en dos grandes apartados : las que

son propias del intrumental ut il izado y las que dependen de la s condiciones
superficiales de regist ro. Entre la s primera s inclu imos el rango de
frecuencias regis trable por los recepto re s, la máx ima frec uencia registrable,
el intervalo de muestreo , la longitud de la palabra de máquina del s istema de
grabación digital , la sens ibilidad de los receptores , la direccio nabilidad de
la fuente y los receptores y el tipo y longitud ~e la traza utili zada. Entre
las segundas cabe citar el nivel de ru ido ambiental , el ruido generado por la
fuente, el acoplam iento fuente /terreno y receptores/terreno , la cobertura del
perfil, la topograf ia del área, etc .

Dado un instrumental fijo, la única manera de mejorar la cal idad de los
datos sismicos adquiridos es modificando las condiciones superf ic iales de
registro, en especial el acoplamiento de la fuente y los recept ores .

Peddy & Hobbs (1987) hacen un estudio muy inte re sante del efecto del
nive7 de ruido en la visibilidad de los reflectores subho rizon tales de la
corteza inferior en el perfil WAM de BIRPS realizado en la plataforma y el
borde continental al Wde las islas Scilly, Gran Bretaña(fig 4a). En la par t e
E del perfil las reflexiones de la corteza inferior son muy prominente s , pero
al avanzar hacia el oeste, es decir , hacia el borde conti nent al, las
reflexiones se vuelven parcheadas y finalmente desaparecen (figura 4b). En
primera instancia parece tentador aceptar que la pérdida de ref lecti vidad se
debe a causas geológica s , pero el anál i si s de la funci ón de atenuac ión de la
amplitud de dos regiones distintas del perfil , una de la zona con ref lexi ones
y la otra de la que carece de el la s , mues t ra que los niveles de ruido son muy
diferentes en ambas secciones (figura 4c) : en la sección con reflexi ones el
nivel de ruido es de -65dB a 15s TD y en la otra de -5DdB a 15s TD, es decir,
un aumento del nivel de ruido de un fa cto r 2.

Los autores concluyen que el empeoramien to de la .relación señal/ruido
puede ser la causa de la pérdida de reflect ividad de la cort eza inferi or,
aunque no descartan que esté acompañado de una pérdida real . Hobbs et a7.
(1987) hacen una llamada de atenc ión sobre la interpretac ión de los dato s
sismicos con un nivel de ruido variable a lo la rgo de un mi smo perfil, sobre
todo debido a que la s secciones sismicas procesadas comercialment e i ncl uyen
ent re los pasos·de procesado uno de equalización de amplitudes , que t iende a
promediar lateralmente las amplitudes, enmascarando por complet o .las area s con
diferentes relaciones señal/ruido. Smithson (1986) t ambién previene de los
posibles efectos del cambio en la calidad de los datos y en las condiciones
de registro sobre la cantidad de reflex iones de la corteza inferior . Este
autor encuentra un var iación muy grande en la reflectividad de la cor te za
inferior entre los perfiles tomados en la plataforma continental y los tomado s
en tierra en el norte de los Apa laches: los primeros muestran una cor t eza
inferior muy reflectiva y los segundos una corteza infer ior t ransparent e . Sin
embargo , como hace notar el propio auto r , el cambio de ref lect ividad puede
deberse en parte a la diferente orientac ión de los perfiles con respect o a la
dirección estructural dominante , ya que unos están tomados según esta
dirección y los otros perpendicularmente a ell a.
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Sistema de procesado de datos .
El procesado de un perfil sísmico comprende una serie de pasos que

tienden a elim inar de los registros sísmicos todas las reflexíones no
primarias y a presentar los reflectores en sus posiciones reales en el
subsuelo . Casi nunca se consigue este objetivo en los perfiles convencionales
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REGISTRO SISMICO DE CAMPO

Figura s. Fa~tores que i n t r o d uc e n ruido e n lo s p e rfi l e s sismicos y p a s o s d e
l a secue n cia de p r oce s a d o que tiende n a e l i mi na r l o ( s egún S her i ff ~ 1 9 7 7) .

Una secuencia básica de tratamiento comprende los pasos de
desmu 1t ip1exado , et iquetado de t razas , recuperaeión de amp 1itudes, el imi nación
de trazas defectuo sas , deconvo lución (y mute 1) , correcciones est át ícas ,
anális is de velocidades , correcciones dinámicas (y mute 2) , ajuste automát ico
de estáticas residuales , stack, filtrado de frecuencia s, igualación de
amplitudes , correcciones estáticas regionales , aumento de la coherencia
espacial y migración.

Claves para el carácter de las reflexiones en el perfil final son la s
correcciones estáticas , el análisis de velocidades y la migración.

En los últimos años se han desarrollado nuevos algoritmos de procesado,
encaminados precisamente a mejorar la fidelidad del perf il s ismico final .
Entre las lineas con más futuro podemos citar la s técnicas especiales de
reducción de ruido , como por ejemplo el filt rado de coherencia espacial , que
ha dado lugar a nuevos esquemas para suprimir el ruido no corre1acionable en
presencia de una señal coherente (Leven &Roy-Chowdhury, 1984, Kong et a7.,
1985); la deconvo1ución pre-stack; el fi ltrado FK ; las nuevas técni cas de
inversión de velocidad (Zhu &Brown , 1986); la aplicación de 'megaestá tica s '
(Smithson et a7., 1987), que consiste en aplicar correcciones estát icas de
gran magnitud con el objetivo de eliminar la s diferencias de tiempo ent re
trayectorias cercanas pero que atraviesan zonas con distinta estructu ra de
velocidad; o técnicas de migración pre-stack de las t razas asociadas con un

poco profundos , mucho menos en los de s i smica profunda, y cada uno de los
pasos de la secuencia de procesado influ ye positi va o negativamente en la
continuidad , la ampli tud y la or ienta ción de las reflexiones (figura 5).



mis mo punto de tiro(Peshef & Kosloff , 1986 , Milkereit , 1987, Lou ie et al. ,
1988), que t ienen la atractiva característica de permitir visualizar en el
perfi l final incluso las discontinuidades que forman ángulos muy grandes con
la hori zontal (Milkereit et al. , 1990).

Trayectoria entre el reflector y la superficie.
_Si quisieramos ver un objeto a través de un cristal , la fidelidad con

que lo describiésemos depender ía en gran medida de la calidad del vidrio
int er puest o. Un cr ista1 de1gado, homogéneo internamente y bien pu1ido en
superficie nos daría una imagen casi perfecta del objeto. Por el contrario ,un
cristal grueso , no homogéneo (con variac iones internas de densidad y opacidad)
y superf ici es deficientemente pulidas produciría una imagen distorsionada del
objeto que está detrás, más distorsinada cuanto mayores fuesen las
imper fecciones . Este es el caso de la s ísmica de ref lexión profunda:
intent amos ' ver ' unas estructura s en la corteza a -t ravés de un ' cr ist al ' (la
parte de la corteza s ituada por encima) que posee una gran cant idad de
imperfecciones y que ni siquiera es 'transparente' en mucho s casos . La imágen
que obtenemos de los reflectores profundos esta distors ionada, tanto que puede
llegar a hacerlos irreconocibles. .

El conjunto de factore s que distorsionan la imagen de un reflector como
consecuencia de la variación de la s propiedades de los materiales interpuestos
entre él y el si stema de adquisic ión se denominan pérdidas por transmisión y
ruido generado por la fuente. Las primeras aparecen por la mera presencia de
materiale s ent re el si st ema de adqu i sición y el reflector (aunque los
mate riales sean perfectamente homogéneos) y afec ta sólo a la forma de las
ref lexiones reg i stradas : son la atenuación anelá stica y la dispersión
geométrica. La s segundas tienen que ver directamente con las inhomogeneidades
de los materiales interpuesto s , en especial la de objetos menores que la
pr imera zona de Fresne l , e incl uyen la difracción , los efec tos de enfoque y
desenfoque debidos a la variación lateral de la velocidad de propagación de
las ondas sí smi cas (Reston, 1987 , Klemperer &BIRPS , 1987 , Warner , 1990a), los
f enómenos de int er f er enci a entre reflecto res y la dispe rsión elást ica en
refl ect ores especula res o en inhomogeneidades aleatorias (Warner, 1990a).

CAUSAS DE LA REFLECTIVIDAD

El papel de la región reflectora .
Para que se produzca una reflexión sísmica debe existir una superf icie

de separación entre dos medios de diferente impedancia acústica. La impedancia
acúst ica (definida como el producto de la velocidad sísmica por la densidad)
depende de las propiedades de los materiales, entre ellas (Blundell, 1990):
la composici ón mineralógica, la f ábrica cri stalina , la textura y ·la estructura
de la roca , la porosidad , el contenido en fluídos y el diaclasado (o cualquier
otra di slocación mecánica , como frac turas microcracks, etc.). La amplitud
rel ativa de la ref lexión de una discontinu idad recibe el nombre de coeficiente
de reflexión y depende del cambio fraccional de la impedanc ia acústica a
t ravés de la superf icie de separación . Un contraste de impedancia acústica
produce una reflexión, pero para que la ref lexión sea coherente la interfase
debe poseer una superficie mínima , que se conoce con el nombre de primera zona
de Fresnel. Esta superficie mínima depende de la longitud de onda de la señal
sísmica y de la distancia de la int erf ase a la fuente de las ondas. Las
superf ic ies reflectoras con un área i nferi or a la primera zona de Fresnel , o
con geometr ías cuya longitud de onda sea menor que la primera zona de
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Fresnel , no producen,reflexiones coher entes, s ino di f racciones , debido a su
capacidad para dispersar la energia inci dente .

El cont ra ste de impedancias acúst icas es, hablando en términos
matemáticos, la condición necesaria para que se produzca una reflexión , pero
no es condición sufi cien te p~ra ell o. Existe n ot ras causas que se encargan de
modular las reflexiones orig inadas en un contraste de impedancia acústica
(e .g . fenómeno s de int erfere nci a, anisot ropia , etc . ) , y que dependen en gran
medida de las caracter íst ica s de la r egión reflectora.

Podemos agrupar convenientemente los fact ores intrinsecos a la regi ón
reflectora 'que i nf luyen en el caráct er de la s ref lexi ones en tres grandes
apartados: (i) contra ste de impedancias acúst icas , ( i i i) or ienta c ión del
reflector, y (iii) geometr ía del reflector .

El contraste de impedancias acústicas es , como acabamos de expl icar , el
fenómeno físico básico que debe exis ti r para que se produzca cual quier tipo
de reflexión s ísmica , pero no todo contraste de impedancias acúst icas
producirá una reflexíón en el perf il s ís mico final. Exi ste un l ím ite de
resolución acústica por debajo del cual no es posible regis t rar la reflexión
de una discontinuidad. Este límite depende de la profundidad del refl ector ,
del ángulo de incidencia de la señal sísmica y de la sensibi l idad del s ist ema
de adquísición. Todo ello hace que un reflecto r cont ínuo pueda aparecer
discontínuo en un perfil s ísmico, sobre todo s i el propio reflector ti ene
variaciones laterales en el contra ste de impedancias acústica s.

La orientación del reflector influye en gran medida en la inten sidad de
la ref lexión f inal. La técnica de reflexión s í smica habitual de tiro a punt o
de profundidad común y el proceso de st ack posterior t ienden a resaltar las
reflexiones horizontal es y a anular las reflexiones de ref lectores muy
ínclinados , de t al modo que no es posible con una téc nica de adquis ición y
procesado convencional car act er izar en una secci ón sísmica los ref lectores con
buzamientos superi ores a unos 40 grados (M il kere it et al , 1990) . Esta puede
ser una de la s razones de que la corte za super ior apare zca casi si empre
transparente en los per f iles sí smicos: a pesar de que existen cont ra st es de
impedancía acúst ica capaces de producir ref lexiones, l a complejidad
estructu ral que car act eriza a los mater iales cristal inos de la corteza
'super ior , con or íentaciones muy variables de las inter fases que separan rocas
con díferentes propiedades acúst ica s , hace que el resultado f inal sea el de
una región t ransparente a la s ondas sí smicas .

La geomet ria de la región refl ect ora es el otro factor clave que
determína su ref lect ividad. Podemos dis t ingui r , por un lado , la s dímensiones
generales del cuerpo refl ect or (superficie hori zont al y espesor vert ical) y,
por otro , la forma. El pr imero determina el fenómeno de int erferencia , el
segundo el de enfoque/desenfoque y uno y otro el de difracci ón.

No se puede, sin embargo , desligar completamente la reg ión refl ect ora
del resto de factores que infl uyen en el caract er de la s refl exiones, en
especíal de los que dependen del s ist ema de adqu isi ción de datos y de la
trayectoria de'la señal sísmica. Exi ste un concepto muy importante que acopla
precisamente las características de la región reflectora (más 'concret ament e
sus dimens iones) y la s caracterí sticas del sistema de adquisic íón (longitud
de onda de la señal sí smica) y es el concepto de resolución. La re solución
espacial es una medida del tamaño mínimo de los objetos que una señal s ís mica
es capaz de detectar en forma de reflexíones coherente s. Este tama ño mínimo
no es igual en la vertical que en la horizontal y por ello se dis t ingue entre
resolucíón horizontal y resoluci ón vertical.

La resolución horizontal es la super f ici e mínima que debe tene r un
objeto para que de lugar a una reflexión coherente y se conoce con el nombre
de primera zona de Fresnel (Sheriff , 1977); depende de la longitud de onda de
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la señal sísmica y de la distancia de la interfase a la superficie. Para un
reflector situado en la corteza inferior y una frecuencia de 20 Hz, la primera
zona de Fresnel es del orden de 12 km' (equivalente a una longitud de 4 km para
el caso bidimensional). Las estructuras del subsuelo con áreas menores que
ésta o con geometrías cuya longitud de onda sea menor que ésta no producen
reflexiones coherentes, sino difracciones.

La resolución vertical mide la distancia mínima entre dos interfases
para que aparezcan como dos reflexiones distintas; depende de la longitud de
onda de la señal sísmica. Debido al proceso de atenuación anelástica, que como
hemos comentado más arriba afecta en mayor medida a las frecuencias altas
(longitudes de onda pequeñas), conforme una señal sísmica penetra en el
subsuelo va cambiando su contenido frecuencial por pérdida de las frecuencias
altas, lo que se traduce en una disminución de la resolución vertical con la
profundidad (a éllo contribuye también el aumento de la velocidad sísmica con
la profundidad). A la profundidad de la corteza inferior, la frecuencia más
alta que permanece en la señal es del orden de 20 Hz (Sheriff, 1977), que para
una velocidad de propagación de unos 5 km/s implica una longitud de onda de
unos 250 m (Lavergne, 1989, p. 62). La experiencia en formaciones
sedimentarias muestra que el espesor minimo de una capa en la que el techo y
el muro se ven como dos reflexiones distinguibles es del orden de 1/4 de la
longitud de onda dominante si la relación señal/ruido es alta y de 1/2 si es
baja. Esto significa que en la corteza inferior no es posible distinguir como
reflexiones individualizadas discontinuidades que esten a menos de 100 m de
distancia vertical. Por debajo de este umbral empiezan a jugar un papel
predominante los fenómenos de interferencia constructiva y destructiva.

La detección es otro concepto relacionado y se define como la
posibilidad de obtener reflexiones de capas delgadas (i.e. de discontinuidades
muy próximas) y el límíte de detección es el espesor mínimo de una capa
visible en sísmica de reflexión. Depende de la longitud de onda, la relación
señal/ruido y el contraste de velocídades (Lavergne, 1989). Teórícamente, con
re laciones señal/ru ido altas y contrastes de veloe idad fuertes es posib le
detectar capas con un espesor mayor o igual a 1/30 de ·la longitud de onda
dominante (Sheriff, 1980). En la práctica, sin embargo, este límite es de 1/4
de la longitud de onda. A profundidades del orden de 20 Km, donde predominan
longitudes de onda de unos 250 m, las interfases separadas menos de 60 m
interfieren destructivamente y no se detectan, mientras que si están separadas
por más de 60 m interfieren constructivamente y es posible que se traduzcan
en
reflexiones en el perfil sísmico final.

El origen de cualquier reflexión es un contraste de impedancia acústica
entre dos medios con distintas propiedades. Esto es cierto tanto para las
rocas sedimentarias como para las rocas cristalinas. Para las primeras
conocemos además su disposición estructural gracias a la presencia de planos
de estratificaci ón, que sirven a la vez de marcadores estructura les y de
discontinuidades entre materiales con diferentes propiedades acústicas. La
separación entre planos de estratificación, junto con la longitud de onda de
la señal sísmica, son las responsables de los fenómenos de interferencia
constructiva y destructiva que modulan el carácter de las reflexiones de las
rocas sedimentarias. Son los propios fenómenos de interferencia los que hacen
que no exista una correspondencia unívoca entre las reflexiones de un perfil
y los reflectores del subsuelo. Es decir, las reflexiones de las capas
sedimentarias son en rea 1idad ref7 exi ones compuestas, consecuencia de los
fenómeos de interferenc ia en suces iones de capas deIqadas (Sheriff, 1977). Los
sondeos mecánicos, las diagrafías y los sondeos sísmicos verticales (SSV) han
permitido precisar este cuadro de reflectividad en las rocas sedimentarias,
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por cor relación de la información proporcionada por est as téc nicas con la
inf ormación sismica de superficie .

Vemos pues que ha sido el conocimiento conjunto de los coef icient es de
ref lexi ón y de las caract er i st icas geomét ri cas de la región reflectora la s que
han permit ido profundizar en las causas de la refl ecti vidad de las rocas
sedimentar ia s. Si n embargo, para las rocas cr istalinas de la corte za, y en
especial para las de la corteza inf erior , carecemos de cualquier información
acerca de las carac te r ít icas de la reg ión ref lectora . Es to plantea una serie
de inter rogante s acerca de las refl exiones que observamo s en los perf iles :
zson estas reflexi ones pr imarias , debidas únicament e a cont rast es en la
impedancia acústi ca?, é son impor ta ntes , y en qué medida , los efecto s de
interferencia en e1 comportami ento ref lector de la corteza cri sta 1ina?,
¿influye decisivamente la geomet ria de la reg ión reflectora en el carác ter de
la reflect ividad? , ¿qué escalas de longi tud ver t ical y horizontal caract er izan
a los materiales de la cort eza inf er ior?, ¿exis te n o ri en ta ci o ~e s pr eferent es
que aumentan la reflectividad (anisot ropia) ? , ¿cual es la causa de que l a
mayor parte de la s reflexiones de la cort eza infer ior te ngan longitudes
menores que la primera zona de Fresnel?, é se debe la refl ectividad de l a
cortez~ inferior a causa f i sicas s i t uables en la propia cortez a inf erior , o
son consecuenc ia de ot ros factores ajenos a ella?, ¿pueden produci r se
ref l exiones en ausencia de contra stes impor t ant es en la impedancia acústi ca
de los materiales?, etc.

Tenemos ante nosot ros una ta rea doble, o mejor , una t area en dos
niveles. En pr imer lugar , hay que ident if icar y ai slar la s cara ct erí sticas de
la región reflecto ra que son importante s a la hora de inf luir en su
reflectividad ; en segundo lugar, hay que relac ionar dichas caracte r ísti cas con
estructuras geológicas dete rmi nadas . Para conseguir el primer obje t ivo el arma
más eficaz es la model izac ión s ismica ; para logra r el segundo no hay ot ra
opción que ext rapola r hasta la superfici e (o hasta algún sondeo) las
ref lexi ones que queramos carac te r izar . Aqu i sólo vamos a desar ro llar el primer
aspecto del problema , es decir, ident ificar las causas (físicas) de la
ref l ect ividad. La segunda parte del problema , el descubrir la s est ruct uras
geológicas que act uan de ref lectores en la corteza infer ior, el porqué de su
reflectividad en cada caso , y los procesos (geoquimi cos , petrológicos ,
tectónicos y geofísicos) que han or iginado dic has est ruct uras , se reserva para
un próximo art ículo.

Hodelización sismica .
En sismica de ref lexión, modelizar consi st e en constru ir sismogramas

sintét icos a parti r de un modelo geológico hi potético y compararlo luego con
los s ismogramas reales obtenidos sobre el t erreno.

La construcc ión de un s ismograma si ntético requiere de una ser ie
temporal de reflectividades que se convoluciona con una onda en fa se cero o
fase minima de la forma apropiada (Rickert, Butterwa r th etc. , o model izada a
su vez) y con una banda de frecuencias s imi lar a la de la sección s i smica . La
serie tempora l de reflectividades se puede obtener a partir de las diagraf ias
sónicas en un sondeo mecánico, por medio de un sondeo sísmi ca vertical , o
puede calcularse a partir de un modelo geológico hipotético. Este último caso
es el más común en la modelización s i sm ica de la corteza infer ior y la
construcción del modelo geológico se puede considera r el pr imer paso en la
modelización. El nivel de detalle del modelo es función de los rasgos que se
quieran modelizar y de la información geológica di sponible. Puede variar desde
una subdivisión del espacio del modelo en regiones s imples de veloc idad y
densidad constantes , separadas por di scontinuidades planas (e .g . Peddy , 1984 ,
fig ..3), hasta reproducciones más o menos fie le s de la geologia de un ár ea
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(e. g. Hurich .& Smithson , 1987 , fig.11), con limites multicapa de geometrias
compl icadas separando regiones con variaciones laterales de la velocidad y/o
la densidad.

Una vez const ruído el modelo geológico, éste se resuelve utilizando para
el lo un método de cálculo numér ico basado bien en la teoría de rayos s ísmicos
o en la resoluc ión comp leta de la ecuación de onda. El método de los rayos
consis te en el t razado de rayos sísmicos (mediante una técnica de ordenador
apropiada) a través del modelo, que se reflejan en los contactos reflectores
según una incidenc ia normal (Zawislak & Smithson, 1981). Los problemas
resueltos de este modo parten necesariamente de un modelo subdividido por
1ímites cont ínuos en regiones cerradas de impedancia acústica constante
(Blundell et al., 1985). Los modelos basados en la resolución de la ecuación
de onda no tienen esta limitación. También se puede optar por una solución
intermedia: definir primero, mediante el trazado de rayos, un número elevado
de puntos de control en las superficies reflectoras y aplicar luego a estos
puntos una simulación de la teoría de ondas (trazado de los rayos de
difracción que parten de los puntos de control) (Restan, 1987). La resolución
de la ecuación de onda puede abordarse mediante diferencias finitas (e.g.
Gibbson & Lavender, 1987), elementos finito s o técnicas espectrales (e.g.
Juhlin, 1990 , Sandmeier et al, 1987), e incluir los efectos de la
anelasticidad, heterogeneidad y anisotropía en una, dos o tres dimensiones.

La forma de construir los s ismogramas sintéticos dependera en cada caso
de las características que se deseen reproducir: puede optarse por reproducir
fi elment e la forma completa de una sola reflexión (e .g. Warner, 1990a, Hobbs ,
1990) , la amplitud de una o varias reflexiones (e.g. Hurich &Smithson, 1987),
la respuesta f recuencia1 de determinadas reflexiones (Juh1in, 1990), las
relaciones geométricas y de corte entre varios reflectores (e .g. McGeary,
1989, Peddy , 1984) o la ' apar iencia ' general de toda una sección s ísmica (e.g.
Blundell et al., 1985, Sandmeier et al. , 1987 , Fountain et al. , 1987, Restan,
1987 , Hurich & Sm ithson, 1987).

Causas de la reflectividad.
De los eje mplos descritos y de muchos ot ros que pueden encontrarse en

la l it erat ura, se puede extraer la conclusión de que no existe un acuerdo
sobre las causas que provocan la reflectividad de la corteza inferior. A pesar
de que la mode lización sísmica es el arma má s potente para restringir las
posi bles causas , los estudios realizados hasta la fecha no han hecho mas que
exponer una l ista de posibles causas, sin indicar la importancia relativa de
cada una de ellas en cada caso particular.

Podemos res umir de la s iguient e forma las causas propuestas para la
ref lect ividad de la corteza inferior (figura 6):

l . Efectos geométricos (en ausencia de contrastes importantes de
impedancia acústica). En especial:

1.1 . Fenómenos de interferencia. Se han descrito tres modalidades
principales:

1.1.1. en una capa delgada limitada superior e
inferiormente por materiales distintos (Blundell et al.,
1985) (figura 6a).
1.1.2. en una serie de capas delgadas (Hurich & Smithson,
1987) (figura 6b) .
1.1 .3. según modelos más complejos (Sandmeier et al., 1987,
Restan, 1987) (figura 6c,d). .

1.2. Fenómenos de difracción (Restan, 1987).
1.3. Continuidad lateral de los reflectores (Juhlin , 1990) .

•
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2. Contrastes de impedancia acústica . Est e contraste puede tener dos
or ígenes : -

2.1. Contrastes composicionales (Juhl in , 1990, Warner , 1990b,
Potter et al. , 1987) (figura 6e).
2.2. Contrastes fí sico s . Se han expuesto pr inci palment e dos:

2.2 .1 . ~ebidos a la anisotrop ia generada por la pre sencia
de fábrica s deformacionale s (Gree n et al . , 1990) (f igura
6f) . _
2.2.2 . debidos a la presencia de f luídos (f igura 6g) , ya
sean acuosos (Hall , 1986, Matthews , 1986 , Gough , 1986,
Hyndman , 1988) o magmas (Mayer & Brown , 1986 , Potter et
al . , 1987, deVoogd et al . , 1986) .
2.2.3. debidos a otras causas , como por ejemplo,
t ansformaciones pol imórf icas (Bois et al . , 1987).

~~~::~:t~;"a:a~~d ~ ~eef ,':C[ieti'deacdt ~"et,did~ ::ef~~Ó~~;:;~~ zde \nnft~r~O:r~~cOfau ~~t: ~ s :g c~ :
d e contra ste s de i m p e danc ia ac ú stica i mporta n t e s . e - g: ref lect i vi d a d d ebida
s ó l o a contra ste s d e i mpe d a ncia a c ú s ti c a . E xpl i c a c i ón e n e l texto .

En un epígra fe anterior ya se ha hablado ampliamente de la posibilidad
de que l os efectos geométrjcos, en ausencia de contrastes acústi cos
ímportant es , puedan ser la causa pr íncipal de la reflectivídad de la corteza



infer ior. Es una hipóte sis atractiva, ya que los efectos geométricos son
capaces de amplificar la intensidad de una reflexión por encima del valor
correspondiente al contraste de impedancias acústicas entre los materiales que
forman el reflector. Debido a que los coeficientes de reflexión de la corteza
inferior son muy altos, del orden de 0.1 (superiores a la mayor parte-de los
coeficientes de reflexión de las rocas sedimentarias) y son difíciles de
explicar por s ímples contrastes litológícos, se ha acudído a esta hípótesis
para no necesitar de contrastes tan bruscos para poder explicar la
reflectividad. De este modo, con contrastes de impedancia acústica mas
normales (como los existentes, por ejemplo, entre un gneiss ácido y otro
básico) , pero amplificados por interferencia constructiva, se pueden explicar
las refl exiones de la corteza inferior.

Otro de los motivos por los que la hipóteis de la interferencia es
atractiva, es la observación sistemática de que la mayor parte de las
reflexiones de la corteza inferior tienen una longitud inferior a la primera
zona de Fresnel. Reston (1987) cita cuatro factores que pueden acortar la
longitud de las reflexiones en un perfil no migrado: (i) la presencia de
ruido, (ii) el efecto de enfoque, (ii i) la reducción de la coherencia de una
ref lexión por variaciones laterales de la velocidad en la corteza
suprayacente, y (iv) la intersección de reflexiones (interferencia). El más
factible de todos ellos es la interferencia y la difracción entre cuerpos
complejos.

Fuchs (1969) propuso por primera vez la hipótesis de interferencia
apl icada a las reflexiones de la corteza cristalina , basandose en el hecho de
que la velocidad sísmica y la densidad no pod ían aumentar eñ cada reflector
y seguir dentro de unos límites físicamente razonables . Dedujo que las
reflexiones profundas debían proceder de la superposición de interfases muy
juntas que separasen alternativamente capas con impedancias acústicas altas
y baja s , pruduciéndose un aumento del coeficiente de reflexión por
interferencia constructiva.

Más rec ientemente , Reston (1987) y Sandmeier et al . (1987) han
profundizado en la hipótesi s de interferenc ia constructiva y sus modelos de
la corteza inferi or se apoyan en este fenómeno para expl icar la reflectivídad
que la caracteriza. Ambos autores suponen que el tipo' de reflectividad más
habitual de la corteza inferior , consistente en reflexiones cortas (muchas
veces menores que la primera zona de Fresnel), subhorizontales o según una
disposición cruzada, se puede explicar mediante una alternancia de materiales
de alta y baja velocidad de propagación con espesores tales que potencien los
efectos de las interferencias construct ivas .

Sandmeier et al. (1987) modelizan en dos dimensiones la corteza inferior
mediante láminas rectangulares de espesor y longitud variables distribuídas
aleatoriamente (figura 6c). Una lámina simple se define como un rectángulo de
al ta velocidad rodeado de un material de fondo de baja velocidad . Consiguen
reproduci r sat isfactor iamente la apariencia general de la reflectividad de
la corteza inferior mediante láminas de 120 m de espesor y 400-1200 m de
longitud . La cantidad de láminas debe ser tal que su superficie total sea
igual a la del material de baja velocidad que las rodea.

Reston (1987) utiliza en sus modelos cuerpos lenticulares en lugar de
láminas rectangulare s (figura 6d). Variando elempaquetamientd (dimensiones
y separación) y la forma (relación longitud/espesor) de los cuerpos
lenticulares, consigue reproducir la apariencia de los perfiles de reflexión
de la corteza inferior.

Hurich &Smithson (1~87), en un estudio de los coeficientes absolutos
de reflexión, ponen de manifiesto, med iante sismogramas sintéticos, que una
seri e de capas de espesor adecuado en la que alternen dos materia les de
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diferentes propiedades acústi cas, puede amplificar hasta en un factor 3 su
coeficiente de reflexión con respect o al de una disco ntinuidad simple entre
esos mismos materia le s (f igura 6b). ·Conceden mu cha importancia a los efectos
de int er f erenc ia const ruct iva a la hora de hacer visibles en los perfiles
s ísmicos reflexiones que de ot ra forma estar ían por debajo del umbral acústi co
de detección .

Sin embargo , exis te un número cre cient e de autores que rechazan la
hipótesis de que los efecto s geométricos (enfoque/desenfoque, difracción e
interferencia) sean capaces de expl icar la reflect iv idad de la corteza
inferior . En este sentido , Warner (1990a) critica los resul ta dos de Hurich &
Smithson (1987) por no tene r en cuenta las característ icas de fas e de la onda
incidente a la hora de calcular el coefic iente de amp l if icac ión. No rmalment e
las modelizaciones se llevan a cabo con una onda en fase cero (e .g. Hur ich &
Smithson, op.cit.) y s in embargo , el t ipo de señal usado en s is mica de
reflexión se aproxima a una onda en fase mínima. Utili zando este tipo de fase,
la máxima amplificación que se consigue del coeficiente de refl exión cuando
la interferencia constructiva es máxima es de 1.5X. Raynaud (1986) ha mostrado
que los efectos de interferencia constructiva en una secuencia estratifi cada
de capas puede producir , como má ximo , un aumento en un factor 2 en la amplitu d
de reflexión , pero que los modelos más reali stas sólo producen ampl ifi cac iones
del 50 %o menores . Warner (1990a) concluye que la interferencia construct iva
no es capaz de explicar por sí sola la intensidad de las ref lexiones de la
corteza inferior y que cualquier modelo geológico fact ible de la cort eza
inferior tiene que ser capaz de explicar la exi stencia de contrastes de
impedancia acústica del 20 %, que producen coefi cien tes de reflexión del orden
de 0.1, mucho mayores que en la s secuencias sediment ar ias .

Klemperer & BIRPS (1987) también se oponen a la concl usi ón de que la
interferencia constructiva es la responsable del carácter ref lect ivo de la
corteza inferior . Dan por válidos factores de amplificac ión de hasta 2X, pero
encuentran que los coeficientes de ref lexión de la corteza infe rior var ían en
un factor » 2, de modo que la presencia o ausencia de interf ere nci a en capas
delgadas no puede ser la única causa responsable de la ref lecti vidad y que
deben existi r contrastes sust anciales en las propiedades acúst icas de los
materiales . Según estos autore s , cualquier modelo geológico sat is f act orio de
la corteza infe rior debe incorpora r capas de decenas a centena res de met ros
de espesor, con exten sione s laterales a menudo mayores de 10 km y que se
diferencien en las propiedades acústicas de capas adyacentes en unas pocas
unidades porcentuale s ~

Para explicar la ref lect ividad de la corteza inferi or media nte
contrastes de impedancia acústica de origen composiciona7 (es deci r , para
explicar coeficientes de reflexión del orden de 0.1), se requiere que los
contrastes acústicos sean aproximadamente como los existentes ent re un gran it o
y un gabro, o entre un gabro y una peridotita. Por ejemplo, se pueden
conseguir con un cambio de velocidad de 6.3 a 7.1 km/ s combinado con un cambi o
de densidad de 2700 a 3000 kg/m' (Warner, 1990a) (figura 6e).

Si el contraste de impedancias acúst icas es de or igen fisico , debido a
los efectos de la anisotropía , por superposición de un mismo material pero
isótropo a un lado de la discontinuidad y anisótropo al otro (figura 6f) ,
entonces los coeficientes de reflexión medidos requieren un 40%de aniso trop ía
en el material inferior. Así, sería necasaria una roca is ótropa con una
velocidad de 6.6 km/s contra una roca ani sót ropa de la misma composi ción pero
con velocidades de 5.4 km/ s en la direcció n lenta y de 8.0 km/ s en la
dirección. rápida (Warner, 1990a). Esta es una anisotropía poco real is t a para
una roca deformada en condiciones naturales . En este sent ido, Hall (1986) cita
los resultados del análisis de veloc idad s ísmica según di recciones ortogonale s
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en un especi men de af ibol i t a del Lewi sian escoces y encuentra un valor de 6.64
km/s para la velocidad más baja y uno de 7.46 km/ s para la más alta , lo que
equivale a una anis otropía algo superior al 10%. Chri stensen (1989) recoge
muchos valores de ani sot rop ia sísmi ca en rocas ígneas y metamórficas y, salvo
una excepción (una labrador ita con un 43% de ani sot ropía), t odas las rocas
listadas t ienen anisotropías muy inferiores al 40%. Así por ejemplo, los
valore s para esqui sto s y anfibolita s (que en promedio son los más elevados),
quedan s iempre por debajo del 20% Y para el r esto de la s rocas ígneas y
metamórf icas la anis otropía es todavía mucho menor .

Por último, s i el contraste de impedancia acústica es debido a la
presencia de flu idos acuosos en rocas que han alcan zado el equil ibrio textural
(algo muy factible a las presiones y temperaturas de la cor t eza infe rior) ,
serí a necesario t ener en contacto una roca s in porosidad con otra con un 7%
de poros idad (suponiendo una composicion global igual para ambas roca s, figura
6g) (Warner, 1990a). Este valor de porosidad no es muy probable a las
profundidades de la corteza inferior.

CONSIDERACIONES FINALES

A modo de conclusi ón, en este apartado se pretenden subrayar una ser ie
de puntos di scutidos ya a través del artículo , pero que por tratarse de
conceptos emparentados pero di stinto s es importante matizar sus diferenc ias.

l . Un perfil sí smico no es una representaci ón exacta de la geología profunda
de un área . Es muy importante apreciar la diferenc ia ent re el carácter de las
reflexione s y las caracter isticas de los ref l ect ores. Entre ambos concept os
no exi ste una relación del tipo CR= f(RR), es decir , el carácter de las
refl exiones, CR , no es sólo funció n de las características de la región
refl ectora, RR , s ino que entran en j uego ot ras var iables, de modo que podemos
expresar dicha relac ión en la forma:

CR=f(aSA,BSP ,yT,óRR)
donde SA son los factores que dependen del s is t ema de adquisición de datos,
SP los que dependen del s istemas de procesado de dato s , T los que dependen de
la trayector ia seguida por la señal s ismica y RR los factores que dependen de
la s característi cas de la región ref lect ora . a, B, y Y ó son pesos que pueden
t ener cualquie r valor entre O y 1 sujetos a la re stricción a+B+y+ó=l. En cada
perfi l (e inclu so en cada porc ión de un. mi smo perfil) los pesos a, B, y Y ó
son diferent es y, por tanto, también es diferente la importancia de cada una
de las variab le s en el re sul tado final .

Esta es la raz ón por la que la prudencia ha s ido y es la norma general
a la hora de interpretar las reflexiones de la corteza cr ista1i na en 19S
perfi les de sísmi ca de ref lexi ón profunda. Y ésta es también la razón de la
intensa labor que se ha llevado a cabo para reducir al mínimo la impor t ancia
de los fa ctores extr ínsecos a la región ref l ect ora (SA, SP y T en la ec .5) en
el caráct er final de las ref lexiones. En la terminología de la ec o 5, esto se
traduce en hacer que a , B y Y tíendan a cero , mientras que ó tiende a l.

2. También se ha quer ido resal t ar a lo largo de este artículo la diferencia
que exis t e ent re la int er pret ación geométrico-descript iva y la interpretación
fisico-geológica de los perfiles. La primera se lleva a cabo en tres niveles:
elemento s de las reflexiones aisladas , fábricas sí smicas y modelos de
reflectividad , que conducen a una clasificación de la cor t eza en función de
su comportamient o sísmico. Para pasar de la descripción geométrica a la
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interpretación f isico-geol ógica es necesario un prof undo conocimiento de todos
los factores que afectan al caráct er del campo de ref lexi ones, asi como de
otra ser ie de parámetros geológicos , geoqu imi cos y geofisicos que entran en
la interpretación a modo de restr icciones adicional es a los posibles modelos
factibles .

3.El ot ro par de concepto s relacionados del que se han quer ido resaltar sus
diferencias es el de causas f ís icas de la ref lect ividad y estructuras
geológicas responsables de dicha reflect ividad. Se ha querido evitar en todo
momento una secuencia del t ipo

caracter de las refl exi ones ... estructura geo 1ógi ca responsabl e

y en cambio se ha utilizado otra del tipo

caracter de las refl exi ones...(·) causas de la refl ect iv idad...(') caracte ­
r i st i cas de la regi ón refl ectora...(C) estructura geo1ógi ca responsabl e .

E1 paso (a) , comentado ya en e1 punto 1 de este resumen f ina1,
presupone que la relación funcional expresada por la eco (5), cumpl e la
restricción adicional 6 » 0+8+y , es decir, que, en pr imera aproximación , el
caracter de las reflexiones se puede correlacionar directamente con la s
características de la región reflectora. El paso (b) implica reconocer , a
partir de las causas de la reflectividad , la s dimensiones, forma , orienta ci ón
y contraste de impedancias acústicas de la reg ión reflectora responsables del
carácter de las reflexiones. El paso (c) es el más compli cado, ya que requiere
del conocimiento de la hi storia geológica del área , deducida, en su mayor
parte, de los estudiós geológicos de superfic ie (geoqu imicos , petrológi cos ,
tectónicos , geodinámi cqs , etc) y los est udios geof is icos complemeta r ios
(gravimétricos, geomagnéticos, geotérmicos , reológicos, etc. ) . Los dat os
aportados por todas estas ramas de las Ciencia s de la Tierra , en conj unción
con los aportados por la sísmica de reflexión profunda, perm iten restr ingi r
los posibles modelos geológicos compatibles con la geometría , la orien t ación
y los contrastes de impedancia acústica de la reg ión ref lect ora .

Se puede extraer una conclusión inmediat a de este razonamiento :
identificar las causas de la reflectividad en un caso part icula r no sig nifica
reconocer la estructura geológica responsable de dicho campo de ref lexiones .
Una misma estructura geológica puede deber su ref lecti vidad a causas f isi cas
distintas en cada caso; y, al contrario , dos estructu ras geológicas di stin ta s
pueden ser reflectoras por la misma causa fí s ica . Por ejemplo , una zona de
falla puede ser reflectiva por una o varias de las s iguientes causas : ( i) el
contraste de impedancias acústicas que supone poner en cont act o dos materiales
distintos como consecuencia del desplazamiento de la falla; (ii) la formación
en el plano. de falla de una banda estr,echa de materiales con propiedades
acústicas diferentes como consecuenciá de los procesos de deformaci ón
cataclástica que tienen lugar en las inmediaciones del plano de falla ; (ii i)
·la presencia de una pelicula de fluidos que se desplazan por el plano de falla
y la banda deformada adyacente aprovechando sus caracteristicas de zona de
debilidad. La estructura geológica es en todos los casos la misma (una zona
de falla), pero la causa física que la hace reflectiva varia en cada caso.
También podemos poner un ejemplo del caso contrario: un contra ste de
impedancias acústicas de origen composicional puede encontrarse en una zona
de falla, en el contacto entre un cuerpo int rusivo y la roca encajante, entre
dos formac iones sedimentarias , etc. En todos los casos la causa de la
reflectividad es la misma , pero las estructuras geológicas responsable s de
dicha reflectividad son muy distintas. Hurich· & Smithson (1987) est án de
acuerdo en que identif icar las causas de las reflexiones corticales es
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esencial para obtener más información de carácter geológic o de los perfiles
de s ísmica ' de refl exión profunda. La interpretac ión de esto s perf iles es
difíci l prec is amente porque se car ece del cal ibrado geológico que se t iene en
la s rocas sed imentar ias. El si guient e paso que debe dar la sí smica de
ref lexión profunda es el que lleve a la identi ficación , no sólo de las
est ructuras geológicas que caract erizan a la corteza inferior , s ino de los
procesos r esponsables de la génesis de dichas estructu ra s.
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ABSTRACT

Springs of Los Baños (Teruel) are low enthalpy manifestations associated with a
carbonatic-evaporitic reservoir. Calculations of deep temperature and solution conditions
by means of empirical geothermometers are very difficult because of their equilibrium
basic assumptions, or their calibration condi tions, are not fulfilled in these geothermal
system types.

Geochemical modeling increasing water temperature, in closed system simulations
(using PHREEQE code) , allows a better determination and discussion of the solution deep
conditions. Results appear to indicate the existence , at depth, of equilibrium situations
among calcite, quartz (and even dolomite) and solution at 40-50 "C. Problems with
thermodynamic data, mainly refered to dolomite, and related to sorne assumption s in
modeling calculations are also shown.

1. INTRODUCCION

La aplicaci6n de técnicas geotermornétricas clásicas para la evaluaci6n de la
temperatura en profundidad de sistemas hidrotermales de baja-muy baja entalpía, en
especial si están asociados a materiales carbonatado-evaporíticos, presenta una serie de
problemas específicos dentro de la investigaci6n de sistemas geotermales.

Estas dificultades , referidas al estudio del potencial geotérmico de la provincia de
Teruel , han sido puestas de manifiesto en distintos trabajos previos (p. ej. Femán dez,
1987; Fernández et al., 1988) en los que se ha constatado la inaplicabilidad de muchos de
los geoterm6metros actualmente existentes. Esta situaci6n ha conducido, 16gicamente, a
indeterminaciones en la delimitación de la posible temperatura en profundidad de las aguas
consideradas.

La actual existencia de técnicas de modelizaci6n fisicoquímica permite el plantea­
miento de cálculos geotermométricos considerando la solución acuosa como sistema
multicomponente, a la vez que facilita la evaluación de los posibles equilibrios minerales
responsables del quimismo de las aguas . Estas técnicas , aunque no necesitan la realizaci6n
de supuestos iniciales sobre la existencia de determinados equilibrios (a diferencia de lo
que ocurre con los geoterm6metros clásicos), requieren el planteamiento de un estudio
fisicoquímico más detallado e, ineludiblemente, la introducci6n de otro tipo de supuestos.
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Las características geoquímicas y fisicoquímicas de Los Baños de Teruel (Femández,
1987; Femández et al. , 1988; Auqué et al., 1991) hacen de estos manantiales un adecuado
marco para la realización de una evaluación y discusión preliminar de estas metodologías,
incluyendo algunos geotermómetros no utilizados en los trabajos previos mencionados.

2. SITUACION y ANTECEDENTES

Los manantiales de Los Baños de Teruel se sitúan a 6 km de la ciudad de Teruel,
por la carretera de Alfambra, en las ruinas de lo que fue un antiguo balneario . Geológica­
mente estos manantiales se sitúan en la convergencia de las fosas del Jiloca y Alfambra,
asociadas a la falla de Concud, de dirección NO-SE. Las surgencias aparecen en el aluvial
del río Alfambra, a escasos metros de unos materiales carbonatados jurásicos que afloran
a favor de la citada falla.

Composicionalmente se trata de aguas de características sulfatado-cálcicas, con una
temperatura de surgencia y quimismo muy homogéneo en todos los manantiales analizados
(los análisis químicos, así como la exposición de la metodología analítica y de muestreo
seguida pueden verse en Auqué et al., 1991, en este mismo volumen) . Estos caracteres
geoquímicos generales ponen de manifiesto la circulación preferente de estas aguas a través
de materiales predominantemente sulfatado-carbonatados, litologías presentes en la zona
y correspondientes a materiales jurásicos .

Estudios isotópicos realizados por IGME (1982) indican un tiempo de residencia de
estas aguas en el acuífero superior a 30 años, siendo poco factible la presencia de procesos
de mezcla con aguas más frías durante el ascenso de las soluciones termales.

Un análisis fisicoquímico detallado pone de manifiesto la existencia de ligeros estados
de subsaturación de las soluciones respecto a calcita y una mayor subsaturación respecto
a dolomita , yeso y anhidrita. El cuarzo constituye la única forma alotrópica de la sílice que
presenta una situación de sobresaturación en estos manantiales.

Estos resultados son coherentes con la existencia de procesos de disolución de yeso
y/o anhidrita y de disolución incongruente de dolomita; procesos que implican, a su vez,
la necesidad de una precipitación (saturación) de calcita durante el transcurso de los
fenómenos de interacción heterogénea de estas soluciones.

3. APLICACION DE TECNICAS GEOTERMOMETRICAS CLASICAS. RESULTA­
DOS

En la tabla 1 se indican los resultados de algunos de los geotermómetros más
ampliamante utilizados en trabajos' de prospección geotérmica . Los geotermómetros
catiónicos Na-K y Na-K-Ca proporcionan temperaturas considerablemente elevadas (en el
caso de este último geotermómetro se ha utilizado el coeficiente {3 = 113 . Si se emplea el
otro coeficiente propuesto por los autores de este geotermómetro, {3 =4/3, las temperaturas

F'
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obtenidas todavía son mayores) y, obviamente, carentes de cualquier significado realista
en el contexto geológico en el que se encuadra el sistema estudiado .

Tabla 1: Resultados de temperatura (en OC) obtenidos por dist intos geotermóme­
tros para cua tro mues tras de los manant iales de Los Baños (Teruel).

·MUESTRAS T-1 T-2 T-3 T-4

Si02Iaq)-cuarzo (Fournier & Potter, 1982) 36.2 37.3 38.4 37 .3

White (1965) 164 195 167 180

Na-K Ellis (1970) 175 205 178 191

Michard (1990) 153 174 155 164

Na-K-Ca (Fournier & Truesdell , 1973)" 81 81 82 82

Na-K-Ca-Mg (Fournier & Potter, 1979) 79 72 72 72

K-Mg (Giggenbach et al., 1983) 16 21 16 18

Na-U (Fouillac & Michard , 1981) 81 81 82 82

• Calculado con fJ = 1/3 (Fourn ier & Truesdell, 1973).

El resto de geotermómetros catiónicos empleados proporciona una temperatura de
80 OC en el caso del Na-Li , entre 70 y 80 OC en el del geotermómetro Na-K-Ca-Mg e
inferiores a la propia temperatura de surgencia en el caso del geotermómetro K-Mg.

De los geotermómetros basados en la solubilidad de las distintas formas alotrópicas
de la sílice , ünicamente el Si02(aq)-cuarzo proporciona temperaturas en el reservori o por
encima de la de surgencia (tabla 1). Los geotermómetros Si02(aq)-calcedonia YSi02(aq)-sílice

'amorfa señalan temperaturas por debajo de las de surgencia o negativas, hecho
perfectamente lógico si consideramos los estados de subsaturación de estas aguas (Auqué
et al., 1991) respecto a estos dos minerales en condiciones de surgencia.

Por último , se debe señalar que la aplicación del geotermómetro calcita-dolomita,
basado en la existencia de una situación de equilibrio en profundiad entre estos dos
minerales (no incluído en la tabla 1) y desarrollado por Marini et al. (1987), proporciona
valores en torno a los 80-90 OC.
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Como puede apreciarse, los resultados obtenidos por este tipo de técnicas son
tremendamente variables y con frecuencia aberrantes (por ejemplo cuando al temperatura
obtenida en el reservorio es menor que en surgencia) o irreales por excesivamente
elevados. En este último caso se encuentran los obtenidos por el geotermómetro Na-K
(mediante cualquiera de los calibrados presentados en la tabla 1). El supuesto de aplicación
de este geotermómetro se basa en la existencia de un equilibrio entre feldespatos en
profundidad (o al menos a una asignación conceptual de los calibrados obtenidos
empíricamente con este equilibrio'); y este supuesto no parece adecuarse a las condiciones
del sistema analizado , en el que las concentraciones de Na" y K+ no están tamponadas por
un equilibrio mineral de este tipo. La obtención de temperaturas excesivamente elevadas
al aplicar este geotermómetro a sistemas de baja entalpía es un hecho frecuentemente
constatado (p. ej. Henley et al., 1984) en la bibliografía sobre el tema.

Similares problemas presenta el geotermómetro Na-K-Ca, que además ha sido
calibrado con aguas de temperaturas comprendidas entre 100 y 300 "C (Foumier &
Truesdell, 1973) y, por tanto, de difícil extrapolación a sistemas con temperaturas
inferiores a 100 "C. Por otra parte, es un geoterrnómetro especialmente sensible a los
contenidos de Mg2+ de las aguas .

Eliminando los resultados de los geotermómetros ya señalados, quedan los definidos
'por el Si02(.q)-cuarzo, Na-Li, Na-K-Ca-Mg y calcita-dolomita, en los que el rango de
temperaturas obtenido oscila entre los 40 "C definidos por el primero y los 80 "C
proporcionados por los otros tres. De todos estos geotermómetros, únicamente el Si02('q)­
cuarzo y calcita-dolomita tienen una base termodinámica perfectamente definida por una
situación de equilibrio concreto; los otros dos son geotermómetros empíricos, no
estrictamente definidos en cuanto a las reacciones de equilibrio descriptivas de su
comportamiento. E incluso el geotermómetro Na-Li posiblemente responda a reacciones
de intercambio catiónico con minerales arcillosos (Fouillac & Michard, 1981).

Los resultados del geotermómetro Si02(.q)-cuarzo se encuentran limitados por las
bajas concentraciones de Si02 de las aguas , hecho que constituye uno de los principales
problemas de este geotermómetro (p. ej. D'Amore et al., 1987). Por otro lado, el
geotermómetro calcita-dolomita presenta una excesiva dependencia de los datos
termodinámicos utilizados para su calibrado, tal como indican sus propios autores (Marini
et al., 1987).

En definitiva, los rangos de incertidumbre obtenidos ' al aplicar las técnicas
geotermométricas clásicas a sistemas de baja entalpía como el que nos ocupa son
considerables. En nuestro caso, el rango de temperaturas que proprocionan los geotermó­
metros que pueden considerarse como más plausibles oscila entre 40 y 80 "C, y aunque

1 Los calibrados de este geotermómetro son normalmente empíricos y las aguas utilizadas para
su realización no.suelen corresponder a sistemas de caracterísiticas análogas a las del aquí estudiado. Por
ejemplo, el calibrado de Michard (1990) ha sido realizado a partir de sistemas geotennales instalados
exclusivamente en sistemas graníticos y de aguas alcalinas .
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existe una mayoría de geotermómetros que apuntan hacia el extremo superior de este
rango, también es cierto que la mayoría de ellos presentan importantes incertidumbres
acerca de la fiabilidad de sus resultados.

4. MODELIZACION GEOTERMOMETRICA

4.1. Supuestos básicos.

La utilización de metodologías de modelización geoquímica para el cálculo de la
temperatura en profundidad constituye uno de los tipos de simulación termodinámica
realizable mediante códigos de pautas de reacción. Este tipo de cálculo supone considerar
el aumento de temperatura como proceso irreversible desencadenante de la evolución
(pauta de reacción) del estado fisicoquímico de la solución.

El planteamiento consiste en que, a partir de la especiaci ón de la solución a la
temperatura y pH de surgencia y en pasos sucesivos de incremento de T, se calcule una
nueva especiación y el cambio de pH (producido por la interdependencia entre las
constantes de equilibrio de disociación de ácidos y bases débiles y la temperatura; Merino,
1975; Michard & Fouillac, 1980; Auqué et al., 1989). Los resultados de estos cálculos
pueden expresarse como una evolución de los índices de saturación (I.S.) respecto a
distintos minerales, definiendo para cada uno de ellos la temperatura a la que se alcanza
un estado de equilibrio (I.S . = O).

Una descripción más detallada de los fundamentos de este tipo de técnicas puede
verse en los trabajos de los autores que acabamos de mencionar. No obstante, conviene
tener presente que un cálculo en las condiciones que acabamos de definir está implícita­
mente asumiendo una serie de supuestos sobre el funcionamiento del sistema. Estos
supuestos son comunes al resto de técnicas geotermométricas utilizadas y asumen la
inexistencia de procesos de reequilibrio durante el ascenso de las soluciones (procesos de
reequilibrio que hacen referencia tanto a fenómenos de disolución/precipitación como
gasificación/desgasificación de las soluciones) . Esta serie de asunciones implican la
realización del cálculo de modelización en condiciones de sistema cerrado según el
concepto de Michard & Fouillac (1980) .

Respecto al sistema natural estudiado, estos supuestos implican que no existen
cambios de quimismo desde el reservorio a la surgencia y tampoco hay modificaciones
sustanciales del pH debido a procesos de pérdida de CO2•

4.2. Aplicación a los manantiales de Los Baños.

Según estos supuestos y utilizando el código PHREEQE (Parkhurst et al ., 1980),
se ha procedido al cálculo de la evolución de las soluciones acuosas analizadas frente a
aumentos progresivos de temperatura. En la figura 1 A se representa la evolución de
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distintos 1.S. frente a la temperatura para la muestra T-1 (Auqué et al., 1991). Y en la
tabla 2 se presentan k'~ valores numéricos correspondientes a este cálculo.

Como puede constatarse, la calcedonia, mineral con 1.S. negativo en condiciones de .
surgencia, evoluciona hacia valores todavía más subsaturados al aumentar la temperatura-.
Tanto el yeso como la anhidrita, también subsaturados .en condiciones de surgencia ,
presentan una tendencia opuesta disminuyendo el estado de subsaturación al aumentar la
temperatura; no obstante, a 100 "C todavía presentan importantes grados de subsaturac ión,
siendo necesario aumentar la temperatura hasta valores irreales para alcanzar una situación
de equilibrio.

Tabla 2: Modelizac ión geotermométrica de una de las muestras tomadas en los
mananti ales de Los Baños de Teruel. Evolución de los índ ices de saturación
frente a la temperatura de distintos minerales .

Temp (OC) 20.7 40.0 60 .0 80.0 100.0

pH 6 .720 6.614 6.611 6 .638 6.709

Calcita -0.271 -0 .108 0.114 0.376 0.664

Aragonito -0.418 -0.242 -0 .0 0 7 0.266 0 .563

Dolomita -1 .011 -0.495 -0.013 0.403 0 .735

Yeso -0 .700 -0.719 -0 .69 1 -0 .625 -0 .53 5

Anhidrita -0.966 -0 .80 3 -0 .657 -0 .532 -0.427

Fluorita -0.837 -1.0 99 -1 .352 -1 .59 1 -1.8 23

Cuarzo 0.279 -0. 00 6 -0 .267 -0 .4 99 -0.707

Calcedonia -0.221 -0 .433 -0 .627 -0 .799 -0 .9 54

Los únicos minerales que alcanzan una situación de equilibrio en el rango de
temperaturas de 20 a 100 "C son calcita, aragonito, dolomita y cuarzo. Y a ellos nos
referiremos específicamente al comentar los resultados de la modelización geotermométrica
(los correspondientes resultados pueden verse en las figuras 1 y 2).

Las temperaturas a las que las soluciones consideradas alcanzan el equilibrio con
calcita oscilan entre 40 y 50 "C, la dolomita entre 50 y 55 "C y el cuarzo en torno a los
40 "C. Los rangos obtenidos son, a priori, más estrechos que los definidos por las técnicas
geotermométricas clásicas, coincidiendo además con los resultados del geotermómetro
Si02-cuarzo .
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Figura 1. Evolución de los índices de saturación frente a la temperatura para las aguas de
los manantiales de Teruel y correspondientes a las muestras presentadas por Auqué et al.
(1991). A.- Muestra T-l. B.-Muestra T-2. .
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4.3. Consideraciones.

169

No obstante, .si consideramos el proceso de disolución incongruente de dolomita
como un fenómeno de dedolornitizaci ón catalizado por la adición de sulfato cálcico a las
aguas, esta situación también sería coherente con la existencia de un cuasi-equilibrio
calcita-dolomita en profundidad (equilibrio en estado estaéionario) .

Por tanto, y aunque la temperatura a la que se alcanza una situación de equilibrio
respecto a la dolomita (al menos para esta fase de ordenación media) no supone una
variabilidad mayor a la asimilable al rango de incertidumbre de este tipo de cálculos
(rangos de ± '1O "C), consideraremos como más fiables los valores suministrados por la
calcita.

El calibrado termodinámico de la dolomita incluída en el PHREEQE corresponde a
una dolomita de orden medio , utilizado con aparente éxito en la modelización de otros
sistemas hidrogeológicos carbonatado-sulfatados. Sin embargo, la variabilidad de las
propiedades termodinámicas de este mineral en función de la ordenación de su estructura
mineral (Helgeson et al., 1978), así como el desconocimiento de su grado de ordenación
en el sistema que nos ocupa, hacen inviable un seguimiento más detallado de esta cuestión.

Los resultados obtenidos para este último mineral están obviamente condicionados
por el supuesto de que el pH de surgencia únicamente ha sido modificado, respecto al de
profundidad, por la disminución de temperatura y no por una pérdida de CO2 durante el
ascenso de la solución . La homogeneidad del pH determinado en estas surgencias (Auqué
et al., 1991; tabla 1) no parece indicar la existencia de un proceso de pérdida de CO2, al
menos de manera selectiva para las distintas surgencias. En cualquier caso, pérdidas de
CO2 que supusieran un aumento del pH en surgencia de 0.2 unidades sobre el existente en .
profundidad supondría un aumento de 12 "C sobre los 40 "C inicialmente obtenidos para
una situación de equilibrio con calcita, 10 que no supone una excesiva variación sobre el
rango de 40-50 "C propuestos al principio.

Los resultados obtenidos parecen apoyar la existencia de una situación de equilibrio
de las soluciones estudiadas respecto a cuarzo y calcita y en tomo a una temperatura de
40-50 "C. Estrictamente y en este rango de temperaturas, la dolomita se encuentra
subsaturada (figs . 1 y 2). Esta situación sería coherente con el proceso de disolución
incongruente de dolomita propuesto por Auqué et al . (1991) como uno de los responsables
del quimismo de estas aguas ya que, para que exista un proceso de disolución de este
mineral, debe existir un estado de subsaturación respecto al mismo.

Las ·temperaturas de equilibrio para la calcita (figs. 1 y 2) son prácticamente
coincidentes con las definidas para el cuarzo, hecho significativo si tenemos en cuenta que
además el estado de equilibrio respecto a la calcita corresponde a una situación
aparentemente muy factible en el sistema estudiado (Auqué et al., 1991).



CONCLUSIONES

La aplicación de las técnicas geotermométricas clásicas a sistemas geotermales de
baja-muy baja entalpía presenta numerosos problemas, fundamentalemente referidos a 'la
.inexistencia de los equilibrios solución-mineral apropiados en estos sistemas de baja
tempera tura, y/o a la inadecuación de los calibrados planteados para los distintos
geotermómetros en este tipo de sistemas.

La utilización de técnicas de modelización geotermométrica permite una mejor
definición en el análisis de las posibles condiciones de la solución en profundidad. En el
caso de Los Baños de Teruel se obtiene una situación factible de equilibrio entre calcita ,
cuarzo e incluso dolomita, a una temperatura de 40~50 "C.

No obstante , también se han puesto de manifiesto las dificultades producidas por los
calibrados termodinámicos, especialmente en el caso de la dolomita; dificultades que se
reflejan igualmente en el propio calibrado del geotermómetro calcita-dolomita clásico.

La definición de las condiciones de temperatura en profundidad para estos
manantiales descansa en una serie de supuestos factibles pero necesitados de una más
amplia testificación. Son necesarios análisis de modelización más detallados (actualmente
en fase de realización) incluyendo elementos y sistemas composicionales no utilizados en
este trabajo.
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