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RESOLUCION DE SINGULARIDADES EN

CARACTERISTICA CUALQUIERA.

por

Concepcibén Romo Santos.

Departamento de Algebra y Fundamentos.
Facultad de Ciencias Matemdticas

UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID.

Resolucibn de singularidades en caracteristica cualquiera

El problema de rescluci6én de s:zc:laridades planteado

en el lenguaje actual consiste en demostrar o probar la fal

sedad del teorema siguiente.

Teorema 1 Para toda variedad algebraica X definida sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado K, existe un morfismo —//
me Y > X tal que:

1) Y es no singular

2) w es propio

3) “ln—l(U): m=l(U) = U es un isomorfismo para un -/

cierto abierto U denso en X.

Hironaka prueba el teorema anterior sobre un cuerpo -
de caracteristica cero. Sus métodos de trabajo son los de -
Zariski y su herramienta fundamental la teoria de esquemas

elaborada por Grothendieck.




naka hay que separar dos ideas distintas:
i) Proceso de resoluci6n local

ii) Proceso de induccién y globalizacién

El proceso local de Hironaka se basa en un estudio de
tallado del comportamiento de las bases de ideales por explo

siones y la posibilidad de encontrar una base, base standard

normalizada, con una cierta estabilidad respecto a dichas -

explosiones. A la vez se desarrolla un método de control del

estado de la singularidad compuesto por dos series de fun-
ciones, la funcién de Hilbert-Samuel y los caracteres V*.

Pero al pasar a la resolucién de singularidades en caracte-

ristica positiva este proceso de resolucién de Hironaka falla

en los puntos infinitamente préximos, es decir en los que -
se estabiliza la funcién de Hilbert-Samuel. Este problema -
nosotros lo superaremos mediante el contacto maximal.

El trabajo de Hironaka completa entonces el problema
en el caso de ser X una variedad algebraica sobre un cuerpo
de caracteristica cero.

Sobrevive aGin el problema de desingularizaci6n en los
Ccasos en que X no es una variedad algebraica sobre un cuer—
po de caracteristica cero, veremos brevemente qué hay hecho

por el momento segfin las distintas posibilidades:

X variedad algebraica sobre un cuerpo de caracteristica po-

sitiva

Hay multitud de resultados parciales entre los que -/

destacaremos los siguientes:

el proceso de resoluci6n de singularidades de Hiro




1) Caso de dim X = 1.— El problema estd totalmente -

resuelto por multitud de matemdticos cl&@sicos como
Noether y Walker.

2) Caso de dim X = 2.— Abhyankar en su Tesis de Har-

vad de 1954 demuestra el teorema de resolucién su-
mergida. Hironaka demuestra también este teorema -
aplicando métodos derivados de una generalizacidn
del poligono de Newton.

3) Caso de dim X = 3.- El resultado mds importante -

es el de Abhyankar que prueba el teorema de resolu
cibén para X variedad algebraica de dimensibén 3 so-
bre un cuerpo de caracteristica distinta de 2, 3 y

5

4) Caso general.- Ekloff, Hironaka y Giraud han con-
seguido algunos resultados parciales. Analizaremos

el trabajo de Ekloff.

Trabajo de Ekloff.- Ekloff utilizando los teoremas de Hiro

naka y las técnicas de ultraproductos consigue demostrar un
teorema que permite resolver las singularidades de las va-

riedades algebraicas sobre cuerpos de caracteristica prima.
La resolucibn es para todos los primos excepto un nfimero fi
nito que depende de ciertos pardmetros numéricos de las va-
riedades.

. Analizaremos brevemente este trabajo.

Definicibn 2.- Una relaci6én finita y en particular una re-

laci6bn de rango n sobre un conjunto A es un subconjunto de

A




Definicién 3.- Un sistema relacional es una sucesi6én O .=/
= < A, Rl,...,Rp,...> donde A es un conjunto no vacio Nit=

cada Rp es una relacibén finita sobre A.

Nota 4.- La importancia capital de los sistema relacionales

estriba en que las estructuras matemdticas se pueden consi-

derar como sistemas relacionales y asi se manejar&n conjun-

tos con relaciones en vez de conjuntos con operaciones.

Definicién 5.- Sea {O;| i e I} una familia de sistemas re
lacionales,Cli = < Ai, Ri,...,Ri,...>. Sea D un ultrafil-
P

tro definido en el conjunto I.
Se llamard ultraproducto de la familia {CLiI iel )

relativo al ultrafiltro D al siguiente sistema relacional

iEICLi/D = 2 iEIAi/D ¥ Rl,...,Rp,...> donde el dominio -/

igIA%/D es el conjunto de las clases de equivalencia 9D’

+del producto cartesiano

e At = (S | = S e e ) Bl e S|

- i ; i i

Tel el

para la relacién de equivalencia ED definida
Ee=naigie (1| L E(D)i==g(i) }eD

y la relacién Rp se define por la condici6én siguiente
< fllD,...,fnlD > Rp+»{i[< £,E) .. f (1) > € R;} e D

Aplicando la teoria de los ultraproductos a la estruc

tura de cuerpo se obtiene:

Teorema 6.—- Sea P = {p|p nS primo},(lp un cuerpo de carac

teristica p para cada primo p y D ultrafiltro no principal
en el conjunto de todos los primos. Entonces con estos da-
tos se verifica que (L= m Ckp p ©S un cuerpo de caracte-

peP
ristica cero.




Gracias a este teorema Ekloff resuelve las singulari
dades en caracteristica prima basandose en el teorema de -
Hironaka de resolucibén en caracteristica cero.

Pasaremos ya al estudio de la resolucién de singula-
ridades de variedades algebroides definidas sobre un cuer-

po de caracteristica cualquiera.

Resolucién de singularidades de variedades algebroides

En este caso el problema de resoluci6én de singulari-
dades, se puede enfocar de la manera siguiente:

Sea X una variedad algebroide, entonces resolver las
singularidades de X serd lo mismo que conseguir que dismi-

nuya su funci6én de Hilbert-Samuel.

X serd una variedad algebroide sumergida en k" cuan-

.do X = Spec(K[[ Zl,...,Zn]]/I) con I radical y K un cuer-—

po algebraicamente cerrado de caracteristica cualquiera.
De lo dicho anteriormente se desprende que la resolucibén -
de singularidades de X nos vendrd dada al demostrar el si-

guiente teorema.

Teorema 7.- Sea X una variedad algebroide. Existe un nGme
ro finito de transformaciones monoidales -/
v(l) 3 X(l) -+ X(l_l) con X(O) =X i G pEEalicue -/

HX““‘ < HX dondg HX es la funciébn de Hilbert-Samuel de X.
Analizaremos brevemente los pasos que hemos seguido

para la demostracibn de este teorema. En primer lugar da-

remos otra definicién de variedad algebroide.

Definici6n 8.- Llamamos vafiedad algebroide intrinseca o

simplemente variedad algebroide a Spec({l) siendo U un ani

llo local noetheriano, completo, equicaracteristico y re-

ducido, de dimensién de inmersién finita y cuerpo de coefi




cientes algebraicamente cerrado.

Aplicando el teorema de estructura de los anillos lo
cales completos se demuestra que esta definicibén coincide
con la definici6n de variedad algebroide dada anteriormen-
te.

Definiremos ahora los transformados monoidales y cua
drédticos del anillo de coordenad;as de una variedad algebroi
de.

Definicién 9.- Sean [ el anillo de coordenadas de una va-
riedad algebroide, M el ideal maximal de 0] y P un ide»al -/
primo de 1 . Diremos que una U -&dlgebra local O es un -/
transformado monoidal de 0 con centro P si y solo si -/

\

El== AN donde:

i) a =0 [P/flj coni & flelR
ii) N es un ideal primo de A que contiene a MA.

Si P = M diremos que D‘ es un transformado cuadrati-
co de O .

Se verifica que si O es el anillo de coordenadas de
una variedad algebroide y D‘ un transformado monoidal de
[ , entonces D‘ no es el anillo de coordenadas de una va-
riedad algebroide pues no es completo. Debido a.ello dare-
mos la definicibén siguiente:

Definici6n 10.- Sean Elel anillo de una variedad algebroi
de, D\ un transformado monoidal de Ul con centro P. Llamare
mos transformado monoidal formal de U con centro P a /ﬁ‘-/
compleccibén de D\ respecto de la topologia M'-&dica con M'
ideal maximal de D‘ - En el caso de que P = M con M ideal

A
maximal de 0 diremos que U es un transformado cuadratico

formal de D .




Se verifica que si 0 es el anillo de coordenas de -
A
una variedad algebroide y 1 un transformado monoidal for-
Fa

mal de a , entonces 0O es también el anillo de una varie-
dad algebroide.

Después de estos preliminares pasamos a un aspecto -
particular del problema que nos ocupa: la resoluci6n de =/

singularidades en las hipersuperficies algebroides. Expone

mos brevemente algunos detalles.

sea R = K [[z,W,,...,w 17,
H = Spec (R T una hipersuperficie alge-
DECURAE (2, b il i SR I
broide, f(Z,wl,...,wn_l) € R.

El teorema preparatorio de Weierstrars permite es-—

¢ribir la ecuaci6n de la hipersuperficie H en la forma

V=il

£(Z,W W) =2’ +f W e i

ety 1) Jade-ci —il
+~ev_l(wl,...,wn_l)z + fv(wl,...,wn_l) =H0)

P (WpeeoW _4) eK HIZZPRR A vgﬂi)zL

Si la caracteristica del cuerpo K no divide a v siendo v -
la multiplicidad de la hipersuperficie entonces con la -/

transformacién

s P, ey )
V

%=

se puede considerar que la ecuacién de la hipersuperficie
es de la forma
Z,v—2

£ (@M e D= A (W oW

n 1) i

Pt W L b ) =0

1ttty
Asi en el estudio que hacemos de hipersuperficies -
distinguimos dos casos:
1° caso.- La caracteristica del cuerpo K no es di-

visor de la multiplicidad de la hipersu-

perficie.

11




2° caso.— La caracteristica del cuerpo K es divi-
sor de la multiplicidad de la hipersuper
ficie.

En el primer caso podemos suponer que en la ecua- /
ci6én de H no existe término en Zv_l. Después de éstudiar
con todo detalle la variacibén del diagrama de Newton de -
una hipersuperficie mediante una transformacidén cuadré&ti-
ca formal demostramos los dos teoremas de desingulariza-
cién en el caso de hipersuperficies.

Teorema 1ll.- Sea f(Z,W ) = 0 la ecuacibn

e e
de la hipersuperficie H cuya forma inicial no es la poten

cia v-esima de’ una forma lineal. Se verifica entonces que

'la multiplicidad de H decrece mediante una transformacién
cuadridtica formal.
Teorema 12.- Sea f(Z,wl,...,wn_l) = 0 la ecuacibn de la -

hipersuperficie H cuya forma inicial fv(Z,w ) sea

preee W
la potencia v—é;ima de una forma l{peal. Se verifica enton
ces que la multiplicidad de la hipersuperficie H decrece en
un nimero finito de transformaciones cuadridticas formales.
La demostracién de estos resultado; es muy laboriosa.
En la demostracién de cada uno de ellos tienen que distin-
guirse los siguientes posibles casos, atendiendo a la carac
teristica del cuerpo base. 1° caso: la caracterfstica de K
no es divisor de v siendo v la multiplicidad de la hiper-/
superficie. 2° caso.-la caracteristica de K es divisor de
V, en esta caso tenemos a su vez que distinguir dos subca
sas: 1°) v = {.pm, ¥> 1, m é 1L jo =pR(09) 7 2D e pm; me> el
Una vez resuelto el problema, en el caso de las hi-

persuperficies algebroides, pasamos a considerarlo en el -




m—

caso general de una variedad algebroide. Para ello, en nues
tro orden de ideas, hemos necesitado utilizar el concepto
de contacto maximal.

Sea.X una variedad algebroide de anillo coordenadas

. Designamos

siendo HD la funcién de Hilbert-Samuel del anillo local U.
El teorema de Bennett afirma en el caso de ser K algebrai-
camente cerrado de caracteristica cero que la funci6én de -
Hilbert-Samuel no crece mediante una transformacién monoi-

dal normalmente plana. Hemos generalizado el teorema de -/

Behnett a nuestro caso de ser K algebraicamente cerrado de
caracteristica arbitraria. De acuerdo con el teorema de -/
Bennett, HX es no creciente, por tanto 6 se mantiene cons-
tante 6 decrece. Si decrece, el problema queda resuelto. -
En el caso de que HX se mantenga constante, para resolver-—
lo utilizaremos el contacto maximal pues sabemos que si X
posee contacto maximal la funcién de Hilbert-Samuel baja -
en un nimero finito de transformaciones monoidales. El pro
blema,en nuestro caso de ser K de caracteristica arbitra-
ria es que el contacto maximal no existe siempre.

: Analizaremos las condiciones de ¢ existencia de dicho
contacto maximal.

Si consideramos K un cuerpo algebraicamente cerrado

de caracteristica p y H una hipersuperficie algebroide su-

mergida en K" de multiplicidad v, con v = pm, ke Al tel o

estas condilciones no existe siempre contacto maximal, es -

decir se puede encontrar una hipersuperficie H de manera -

que para cualquier hipersuperficie regular W, se verifica

13




que W.no tiene contacto maximal con H.
Demostramos sin embargo un teorema que nos da la -/
existencia del contacto maximal para hipersuperficies alge
broides en el caso de que v # pm, mie> s
Ent elficasomvi= pm, hemos obtenido los siguientes re-
sultados:
Indicamos previamente las notaciones que utilizamos.
.Sea H una hipersuperficie sumergida en k" de ecuaci6n
£(Z,wW

.- W ) = 0. Sea W la hipersuperficie algebroide

157

regular sumergida en K", de ecuaci6n Z = 0. Si h es una fun

n=A

‘cién de prueba de W, es decir una aplicacién =/

K [Wyr...o0 ;11 =+  [[t]] con
h(Wl) = Wl(t),...,h(wn_l) = Wn_l(t) y
Wl(0)=...=wn_l(0) =0y K [[Z,t ]] es el‘anillo de series
de potencias formales en las indeterminadas Z,t sobre el -
cuerpo ‘K, entonces llamaremos Hh a la hipersuperficie alge
broide sumergida en K2 de ecuacibn =/
£ (Z’wl(t)""'wn—l(t)) = 0.

Hemos demostrado las siguientes proposiciones que -/
nos dicen en qué.condiciones existe contacto maximal cuan-

m

do v =p.

Proposici6én 13.- Sean K un cuerpo de caracteristica p y H

una hipersuperficie algebroide sumergida en K" de multipli
cigad V. La hipersuperficie H no tiene contacto maximal si
¥ solo si se verifican las dos condiciones siguientes:

SH)E S =
ii) Existe h una funcién de prueba de W, siendo W la

hipersuperficie de ecuaci6n Z = 0, tal que el pri

mer segmento del poligono de Newton de H tiene -




Eepe— pa————

re={'_ pe

solo dos puntos y en los ejes, puntos de coordena
das (0,v) y (Rv,0), ¥z 1.

Proposicibn 14.- Sea K un cuerpo de caracteristica p. Sea

H una hipersuperficie algebroide sumergida en K" de multi-
plicidad v, con
i) v = pm

ii) el primer segmento del poligono de Newton de H -/

tiene solo dos puntos yen los ejes.Entonces la -/

hipersuperficie algebroide H no tiene contacto ma

ximal.

Con esto, podemos ya afrontar el resultado general -
de la resolucibn de singularidades en variedades algebroi-
des. Para ello estudiamos el contacto maximal para varieda
des algebroides en general. El met6édo que seguiremos serd
considerar la variedad como una intersecci6én tangencial -/
adecuada de hipersuperficies o lo que es lo mismo trabajar
con bases standard normalizadas . Sabemos que si X es una

variedad algebroide sumergida en Kn, f: ,fp una base -/

1

standard normalizada de la variedad,H ,...,Hp las hipersu-

1
perficies algebroides de ecuaciones fl = 0,...,fp = 0.
Entonces si las hipersuperficies Hl""'H tienen -/

- contacto maximal, es posible encontar una variedad alge-—

broide regular que tenga contacto maximal con la variedad
X. Luego el problema del contacto maximal en variedades -/
glgebroides y por 1lo tanto el de resolucibn de singularida
des queda resuelto con el teorema siguiente que hemos de-
mostrado.

Teorema 15.- Sea X una variedad algebroide y {fl,...,fp}

una base standard normalizada de la variedad. Supongamos -

15




que las hipersuperficies Hi de ecuaciones fi =0, -/
1 <1igt, t<p tienen contacto maximal y sin embargo las
hipersuperficies de ecuaciones fi =205t b S S pEnoEllo
tienen. En estas condiciones se verifica que existe un ntG-

mero finito de transformaciones cuadrédticas formales que -

transforman la base {fl,...,fp} en {f'l,...,f'p} de manera
que todas la hipersuperficies H'i de ecuacidn f'i =m0t
i=1...p tienen contacto maximal.

16
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ON SOME PROJECTION METHODS FOR SOLVING NONLINEAR
OPERATOR EQUATIONS WITH A NONDIFFERENTIABLE TERM

IOANNIS K. ARGYROS
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Department of Mathematics
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Abstract. We provide sufficient conditions for the convergence of a
certain modified Newton-Kantorovich method to the solution of an equation with

a nondifferentiable term.

Keywords and phrases. Banach space, Newton-Kantorovich method, majorant

method.

(1980) A. M. S. Classification codes: 49D15, 47H17, 65J15, 65B05.

I. Introduction. Consider the fixed point problem
: T(x) = x with T(x) = F(x) + G(x) (1)
where F, G are nonlinear operators defined on some convex subset D of a
Banach space E with values in a Banach space E. We assume that F is

Frechet—differentiable on D ., whereas G is not. Let X € D and choose

R> O such that the closed ball with center X radius R , denoted by

ﬁ(xo, R) is included in D. Zabrejko-Nguen in [10] and others [9], [11] have
proposed the modified Newton-Kantorovich iteration

21 = % (Flz) - DTN (B(z) + 6z ) —2), zg=x5 020, (2)

n+l
*
for approximating a fixed point x of equation (1).
The above authors showed that under certain cenditions, iteration (2)
generates a sequence which converges to x*. for G=0, iteration (2)

to the classical Newton-Kantorovich method which has been studied

reduces




extensively by several authors [1] - [7].
However thé iterates {zn}, n>o can rarely be computed in
infinite-dimensional spaces, since it may be difficult or even impossible to
compute the inverses of the linear operators F'(zn) =T D=0
> In this paper we will make practical use of iteration (2), by considering
the iteration

X —1 55
X4 T %o (@ - PEUx )RS (x))epeni= 0, 1, 2, oo (3)
where P 1is a projection operator (P2 =P) on D.
Let us assume that the inverse of the operator I - PF'(xo) exists and

(T - PE" (x,)) " [BF" (x;) = BE'(x;,)] Il < Kj(r) lixy - %0l , (4)

(I - PF'(XO))_l [(QF(xl) + G(xl)) = (QF(xz) + G(XZ)] < Kz(r) llx1 = x2H (5)

for all X1, Xy € 6(x0, L)EE ﬁ(xo, R) withQ =1I - P , where Kl(r) and
Kz(r) are nonnegative, nondecreasing functions on [0, R] . We note that for
P =TI the conditions (4)-(5) reduce to the Zabrejko-Nguen conditions given in
[O1=E100S

It is easy to see that the solution of iteration (3) reduces to solving

certain operator equations in the space E If moreover E_ is a finite

B3 P
dimensional space of dimension N, we obtain a system of linear algebraic
equations of order at most N.

We will provide sufficient conditions for the convergence of iteration
(3) ito x as well as error bounds on the distances IlIx - an and

n+l
*
lIxse=="x8|l=n=>*0
n

Finally we illustrate our results by considering a nondifferentiable

nonlinear integral equation.

II. Convergence results.

We will need to introduce the constant
5 SRciets -1
a=II(I PF (xo)) (x0 - T(xo))H

and the functions




L S
[ K, (t)dt , eo(r) = a + }‘ w(t)dt - ¢ ,

w(r) =
0 0
T

y(r) = J Kz(t)dt 5 x(r) = ¢(r) + ¥(r) .
0

We can now prove the main theorem.
Theorem 1. Suppose that the function x(r) has a unique zero s* in the
interval [0, R] and x(R) < 0 .
Then
(a) the equation (1) has a fixed point x € T(xq: s
which is unique in U(x,, R) ;
(b) the iterates generated by (3) are well defined, remain in

G(xo, s*) forall n) 0 and satisfy

L =
"xn+1 xnll < Sp41 ~Spr D 20 (6)
and
* *
lx. —xll <'s —-s_,n>0 (7)
n n
where the sequence {sn}, n > 0 given by
x(sn) : x(r)
sn+1=sn—7-(?r;)—=sn+u(sn),w1th u(r)=-¢.(r),so=0,n20

is monotonically increasing and converges to s*.
*
Proof. The function x(r) is positive on [0, s ], since s"r is the
unique zero of x(r). Exactly as in proposition 3 in [10 p. 677] we can
show that the function ¢'(r) is negative on [0,5*] and that the sequence

{sn}, n > 0 is monotonically increasing and converges to s*.

We will only show (6), since (7) will follow then immediately. We must

= — *
show that the iterates {xn}, n > 0 belong to U(xo, sn) C U(xo, s ) and that
the inverses I - PF‘(xn), n> 0 exist. For n=0, (6) becomes

a=llxl—xoll=sl—so=a.

19




Hence, (6) is true for n =0 . Suppose the (6) is true for N < k;

then

k k
Ix, - x,ll < Ix. — x. Il < (s —s: ,) =5
k 0 jzl j =1 jzl j j-1 k

but by (4) and the result on p. 676 in [10]
Nz - PE"(xo))_1 (PF'(xk) - PF'(xO))H & w(sk) < w(s*) = ¢'(S*) +1<1

By the Banach lemma on invertible operators (I - PF"(xk))_1 exists and

1
¢'(sk)

§ -1 5
(I — PF (xk)) (L —2PE: (xO))H & = (8)

Using the identity

; -1 A ; -1
X - % = [(T - PF'(x))) (I - PF'(x4))] (Tl =APE: (xo))

k
[ (PF(x

k+1
e ER G il g RO i) e Ty <))

+ ((Glx) + QF(x,)) = (G(x_;) + QF(x, D1}, (9)
(4), (5), and (8), we get

(T = BF (x0)) T[PE(x,) = PE(x,_1) = BF (% 1) (X = % _]i

rl
. -1 ; ; 2
< | M@ - PE(x))T (PR ((1-t)x, _; + tx) = PF'(x ;) Ix = x _jlidt
Y0
rl
< (w((1-t) Sp_q t tsk) - w(sk_l)) (sk - sk_l)dt
Y0
Sk
= I w(t)dt —w(s, ;) (s — s ;)
k-1
and
. -1
(I — PF (xo)) [(G(xk) + QFSxk)) = (G(xk—l) + QF(xk_l))]"
Sk
< Kz(t)dt = ¢(Sk) = ¢(sk_1)
Sk-1
With these majorizations, (9) becomes
o(s) )—p(s, )—'(s, .)(s,—s, _)+p(s, ) - ¥(s, ;)
5 5 k k-1 k-1 k k-1 k k-1
il S o (5,) = S 10

Hence (6) is true for n = k. Since, the sequence {sn}, n 0

majorizes the sequence {xn}, n > 0, there exists x* € G(xo, s*) such




that x = lig x . By taking the limit in (3) we get X = T(x).
To show uniqueness we consider the sequences

: 3
Yo = Y= (TESPEEGe iy e (g, Ini> a0y

Vo = Ve~ (1= PP (vg) ™t (v, - t(v)), n 2 0, vy € Tixg, R,
qQr = d(qn) IR0 9y = 0, d(r) = + x(r)
and
Pis d(pn) SRS Pp =R - (11)
Then it is simple calculus to show that the iteration {qn}, D RO RS
monotonically increasing and converges to s*, whereas the sequence

{pn}, n > 0 is monotonically decreasing and converges to s* also.
Exactly as we derived (10), we get

s ivlleiar s g en 20 )

and
Hyn - Vn" < P,-9, 10 (o) (13)

From (12) we get limy = x* € U(xn, s*) .If for v, we choose the second
s In 0 0

*

solution Xy € G(xo, s*) of equation (1), we get, by (13) that

*

* * *
Ix - xlu < ol Gl and hence x = x

1 -

That completes the proof of the theorem. For completion we will now

obtain some further error bounds. Let r =Illx - x|, K (r) = K, (r_+ r)
n n 0 n 1Sen

and En(r) = Kz(rn + r) for r € [C; R - rn] and set

ana=illx cnsi b e = fi(185 w(l.'n))_l . Without loss of generality, we may
assume that a > 0 . Then by following exactly the same steps as the proof
of theorem 2 in [9 p. 989] and theorem 2 in [10, p.680] we can easily prove
the theorem. -

Theorem 2. Suppose that the hypotheses of theorem 1 are true.
Then

(a) the equation

r
L=a bn J {(r - t) Kn(t) + En(t)}dt
0
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*
has a unique positive zero sn in the interval [0, R - rn] and

* *
02 0, with Sp=s -

(b) Moreover, the following estimates are true:

I sl
X = S,
n ST

=il A e e

lx 19 nr 20
and
len - x*H < w(A(n)(a)) =s-s_ ,n 2]

where

MR Mgy R i

(n)
and w(r) =) A
nZO ()

(c) Furthermore, the following estimates are true:

*

*
| - x
Ixn x } < S,

*
< (s = sn) an/Asn ,n>0

*
g (S n sn) an"l/Asﬂ—l , 2 0 ’
< ol S, »n20 .

We now complete this paper with an application.

ITI. Applications.

Consider the integral equation

1
x(t) = J K(t, s, x(s))ds,
0
where the kernel K(t, s, x(s)) is nondifferentiable on some convex subset
1 1
DCE = C[0,1]. We set T(x) = J K(t,s,x(s))ds and F(x) = J R(t, s, x(s))ds,

0 0

where K(t, s, x(s)) is differentiable on D. Then

1

PF' (x) = J Ex(t,s,x(s) )ds,
0

where

K(t, s, x(s)) =§ A, (t)B; (s, x(s))
i1




is a degenerate kernel approximating the functions K(t, s ,x), e.g., a

portion of the Taylor or Fourier series for the function K(t, s, x) if we
consider it as a function of t. The modified Newton-Kantorovich iteration

(3) can now be written as

1 1
xm_l(t) = J K(EPRS? xn(s))ds —Jix‘(t, s, xn(s)) xn(s)ds
0 0
l_
+ J K)'{(t, s, xn(s)) xm_l(s)ds. (14)
0
1 1y
Let £ (t) = J R(t, s, x_(s))ds - J i}'{(t, s, x_(s)) x_(s)ds,
0 0

then iteration (14) can be written as
m 1
% ()= (E) +'121 A, (t) Ja'i(s, x_(s)) x_;(s)ds,
= 0

which can be solved to give a system of linear algebraic equations

1 m ol 1
JBi(s, xn(S)) xml(s)ds —izl J B'i(s, xn(s)) Aj(s)ds J B'i(s,xn(s)) xn+l(s>ds =
0 = 0 0

1
JBi(s, xn(s))fn(s)ds
0

Denote by D(xn) the determinant of the above system and assume

D(xn) # 0, n > 0SS Then
1 1l n
; il X
JBi(s, xn(s)) xm_l(s)ds = D) J Z Dki(xn) Bk(s, xn(s))fn(s)ds
n k=1
0 0
and
DA me o m
A.(t) D, .(x_) B/ (s, x (s))
x_ () = £(t) + ) 1 ki'n k' 0 ¢(s)ds
L “ o 151 k=1 D(x,)

where Dki(xn) is the cofactor of the element in the i - th row and k — th

column of the determinant D(xn)

Suppose now that the operators Ex(t, s x), Q(t, s, x), G(t, s, x) and

L(t, s; x), where
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Q(t, S, x) = R(t, S, x) - i(t' S, X), G(tl S, x) = K(tr s, X) - K(tl S, X)
m

m
and L(t, s, X) = D(i) '21 k§1 Ai(t)Dki(x) Bk(s, x), satisfy the conditions

= == : 3
[K (t, s, x) -~ K (t, s, )| < (L, s) [x -yl
lQ(t, s, x) - Q(t,s, y)) + (G(t, s, x) - G(t, s, ¥))| < cy(t, 5) |x - yl,
and ||E(t; siEx)|E<Siit; s) fonE Dl
For simplicity set Kl(r) = Kl and Kz(r) = K2 for ‘all “iri==[0;5R] in
(4)—(5). Then the constants Kl and K2 can be computed as follows:
ol 1
Klvg W Sup cl(y, s)ds , K2 { w sup J cz(t, s)ds
t€(0,1] 0 -t€[0,1] 0

where 1

w=1+ sup J r(t, s)ds
te[0,1] 0
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Abstract We present some collocation methods for the numerical
solution of two-point boundary value problems as well as quadrature

methods for the numerical solution of Fredholm integral equations.
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I Introduction In this paper we define and analyze numerical

methods for the solution of the integral equations describing linear
two-point boundary value problems. The integral equation approach is
due to Nystrom, who approximates the integral equations by numerical

quadratures. Integral equations appear in many important fields of
science. For example they appear in astrophysics, kinetic theory of

gases. Relevant work has been done in [7],(8] and [10].
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II. Collocation method for the numerical solution of two-point value

problems.

In this section we provide some collocation methods for the
numerical solution of two-point boundary value problems involving
operators with symmetric separable kernels. This leads to a system of
algebraic ‘equations whose solution is an approximation of the unknown
fuﬂction over the given domain.

Symmetric separable kernels appear frequently as Green’s
functions for the two-point boundary value problems for ordinary

differential operators. More precisely, suppose that

Llu(t)] = ¢(t) (1.1)

which, together with derivatives of lower order than the order of the
operator, constitute a linear ordinary differential operator where the

solution u(t) satisfies

u(a) = a, u(b) = B. (1.2)

We assume that the boundary-value problem has a unique solution

u(t) which can be represented as

b
u(t) = J G(t,T) o(T) dr (1.3)
a

for all functions ¢(t) from some class such as the continuous
functions. Then G(t,r) is said to be the Green’s function for (1.1)
corresponding to the given boundary conditions. Let us assume that
¢(t) 1is of the form

o(t) = Au(t) + q(t).




Then the boundary value problem (1.1) is equivalent to the Fredholm

integral equation given by

b
u(t) - ?\J G(t,m)u(r) dar = £(t), ag t<b (1%5)
a
where
b
f(t) = J G(t,7)g(r)dr, a< t < b. (1.6)
a
We replace (1.5) by
b b
u(t)[1 - KJ G(t,m)dr] - ?\J G(t,r)[u(r) - u(t)ldr = £(t). (1.7)
a a
b
Now, since G(t,r) is known, the function JG(t,r)d'r can be
a

determined as a function of t, say ¥(t). The integral

b

JG(t,T)[u(T) - u(t)lar (1.8)
a

gives a better approximation than the integral in (1.5) when using a

quadrature formula (see [1]).

TII. Quadrature Methods for the Numerical Solution of Fredholm Inte-

gral Equations.
The method will be described for

b
u(e)i= ?\I G(t,7)u(r)dr = £(t), ag t<b (2.1)
a
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where A is a regular value of the kernel, £(t) is a continuous
function and u(t) is the unknown function. We will assume that G
is sufficiently smooth. Many different quadrature rules can be used
to approximate the integral in (2.1). Thus for example a composite

trapezoid rule defined for tj =a+ jh, h=(ba)/n and j < n as

b
sthey)
J;(t)dt: —ZZ [u(:j_l) +u(t))], (2.2)
J =

can be used. If we use a quadrature formula with weights . and
points tj' ] = | Sy to evaluate (1.8), then approximate

values of the function u(tj) may be determined by solving the linear

system
n
u(EIL - ¥ty =) s e,
J:

= e s
After ‘obtaining the values at the grid points, several different
interpolation schemes can be used to approximate the solution.
We now list some well-known results. Let X be the Banach space

Cla,b] together with the Chebyshev norm

llull = max {Iu(tj)l :ag tj < b}.

We wish to approximate the solution of the integral equation (2.1),

expressed in the operator form
(I + Gu = £, (2.4)
where G is a compact linear operator in BL(X) for which (I + G)

possess a bounded inverse (I + G)—l in X. Here BL(X) defines the

set of bounded linear operator from X into X with the norm
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et e a4

il s

IGIl = supf{liGxll : x e X and lxll = 1},

BL(X) becomes a Banach space.

Theorem 1. (Banach Lemma)

Let (X,ll-ll) be a Banach space and G e BL(X). If Gl < 1,
then operator (I — G) is nonsingular,

(1) (x-c)t=) &
and
RN (o =@ e e

)

N
Proof. If we define LN = E Ge , then {LN} can be shown to be a
m=0 0

Cauchy sequence in the Banach space BL(X). Therefore, for some

0
L € BL(X) the sequence {LN}0 converges to L. Furthermore, since

LN(I—G)=I—GN+1

we find

L( I-G) =1lim LN(I -G) = I.

N>

Therefore L= (I -G )—1. Since

Ly I < ENII G R (1= e it

m =0
then
LIl =1lim Ll < (1 -1 G u)'l.
N-
Theorem 2.

Let (X,ll.ll) be a Banach space. If G, G_l, L € BL(X) then

29




1 1

for each positive e, < I Gk i and ralilisH| S e | ¢ ey the operator

G + eL. is nonsingular. Furthermore

(1) (Gl c1)Es (T Yecion )G

and

(2) I (G + eL)_lll <= enG‘lLu)'lnc;‘lu.

Proof. Since G is invertible we deduce

G + el = G(L + eG’lL).

Therefore (1),(2) follow since I + eG—lL is nonsingular by the

Banach Lemma.

Theorem 3. (Neumann’s theorem)

1

Let T,S and i BL(x). If IIT “ll-lIS — T < 1. Then o

exists in BL(X) and
1

IIS_l % T_lll < Tl E'f — Sl -
11 — T “1 s - T
where | Tl =sup { Il Tl : Il x Il =1 }.

To approximate the integral (1.5) we let u be the approximate
solution chosen from the finite dimensional subspaces X of X where
u ~converges to u and pu be the projection of u onto Xn. We

then replace (1.5) by

(I+ ol )url = pn\lJ. (2.5)

Prenter [9] showed that, for all n sufficiently large (2.5) has a

n

unique solution u, € Xn for each ¥ € X. With a partition {ti}i=0

of [a,b] the equation (2.5) is equivalent to the system of linear

equations

(w, + Gu )(t]) =¥(t]), i =0, 1,..., n,




which we will solve with the pivot method. We 1list the following

theorems

Theorem 4.
Il pG-Gll — 0 as n — =,

The proof can be found in [9].

Theorem 5.

Let (I + pnG)—l exist for all n > ny. Then {(I + pnG)_l: n)n

> ng}
is uniformly bounded.

Proof. - We use Theorem 1 and 3.

Let T=I+G and S = (I + pnG)’l. Then

(I + G)-lll IG - P Gl

er —G) = (= p.G Yl ¢ -
1 - I(I +G) "IIG - p Gl
As n— o, lI(I + G)—ln G - PnG)H — 0 . Thus there is a constant
1
(Lw)(s) =J K(s,t)¥(t)w(t)dt (2.7)
0
and
B(w,z)(s) = w(s)(Lz)(s) + z(s)(Iw)(s). (2.8)

Denote by B’(w) the Frechet derivative of B. Define the linear

functional E on a subset D of C[0,1] by

1
E(w) = J w(t)H(t)¥(t)dt (2.9)
0

where H is the solution of Equation (2.6).
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If U= [ H(t)¥(t)dt and R = J w(t)dt,  then: U2 — 2U + R =
0 0

The proof can be found in Argyros ([6]. We now introduce the two

additional theorems proved in [3].

Theorem 6.
Let H = H(AO) be any solution to equation (2.4) with A = AO.
1

If J ¥(t)dt # 0 and ker(L) = {0} then E'(H(Ko)) is an invertible

0

linear operator on C[0,1] with bounded inverse.

We consider the quadratic equation

x =y + B(x,x) (2.10)
in a Banach space X, where y € X is fixed and B is a bounded
bilinear operator on X. Equation (2.6) is a special case of
equation (2.10) provided that AB =B, H=x, y=1 and X =C[0,1].
We now state the following lemmas.

Lemma 1. Let L. and L, be bounded linear operators on a Banach

1 2
space X where Ly is invertible, and HLl_lu - HLZH < 1. Then
-1 s
(L1 + Lz) exists and
o anlu
(L; + L)) ~ < =
1 1- "LZH ) "Ll Il

Lemma 2. Let 2z # 0 be fixed in X. Assume that the linear
operator B(z) is invertible, then B(x) is also invertible for all
X € U(z,r) ={x€X:Ilx-2ll <r}, where r€ (0, I ) and

= [ BME-il Blz)inl

o
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Proof . We have
Il B(x-z) Il .1l B(z)—lll CHBI <t x=z 1l -1 B(z)_lll
B 1Bzl o

for € (G105 Iy ). The result now follows from Lemma 1 for

Ll = B(z), L2 = B(x-z) and x € U(z,r).

Definition 1. Let =z # 0 be fixed in X. Assume that the linear
operator B(z) is invertible. Define the operators P, T on U(z,r)

by

P(x)

B(x,x)+y = X,

T(x) = (B(x)) *(x - y)

and the real polynomials £(r), g(r) on R by

2

f(r) a’'r” +b'r +c’,

g(r) = ar2 + br + c,

IBIl - IIB(z)_lll

a’' =
b’ = —21iBIl - NB(z) N
¢’ =1 — uB(z)"2n - usn - IlB(z)—lllz - Nz-yil
a= L
0
b = IB(z) 2(I = B(z))ll - 1
c = 1B(z) te(2)N.

Theorem 7.
Let 2z € X be such that B(z) 1is invertible and that the
following are true:
(a) cZ ST05;
(b) b<0,b®-dac>0, and
(c) there exists r > 0 such that £(r) > 0 and g(r) < O.

Then the iteration
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X

=il 2
i B(xn) (xn — V) ani=i05 1R 2R SsT (2.11)

is well defined and it converges to a unique solution x in U(z,r)
of (2.10) for any x, € U(z,r). The proof can be found in [8].

We now introduce the iteration
-1

(H

L =i1-B(

Lo hEE e = (2012)

Convergence of the above iteration is a consequence of Theorems 6 and

{73
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Abstract: Conditions both necessary and sufficient for ex-
trema of non-derivable functions are stated using a new genera-

lized derivative.

1. INTRODUCCION Y NOTACIONES

La investigacibén de técnicas matemdticas adecuadas al es-
tudio de problemas de optimizacién de funciones no diferencia-
bles en el sentido clésico, ha llevado, en los Gltimos anos,
al desarrollo de nuevas teorias de diferenciacibén generaliza-—
da, aplicables a este tivo de problemas. Rockafellar [12] tra-
ta el caso de las funciones convexas en un abierto de R" e in-
troduce las definiciones de subaradiente y subdiferencial BRf.
Clarke [2] ampnlfa la clase de funciones utilizada por Rockafe-
llar y considera funciones reales localmente lipschitzianas en
un abierto de R, introduciendo la definicién de gradiente ge-
neralizado acf que extiende posteriomente a funciones entre
espacios de dimensibén finita [3] y a funcionales reales sobre

un espacio de Banach [4]. Los principales resultados obtenidos

puedeh verse en [l], [2], [3], [4], [6], [8] y [12].
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con objeto de ampliar la clase de funciones utilizada por
Clarke se introduce en [9] una derivada generalizada para
funciones reales de variable real que denominaremos G-deriva-
da.Esta derivada generalizada,a diferencia de la de Clarke, se
reduce a la derivada clasica si f es derivable.En este trabajo,
se dan las definiciones y los principales resultados sobre G-
derivadas,asi como sus aplicaciones al estudio de extremos de
funciones reales de variable real.La utilizacién de G-derivadas
nos permite (teorema 3.6) dar una demostracidén sencilla del
teorema de Stepanoff [5].

En todo lo que sigue utilizaremos 1las notaciones
siguientes.f es una funcién real de variable real definida en el
intervalo I abierto o cerrado con la topologia inducida.

et e ) - e

F(xy,x) =
X-X, D

en donde X, Xy, X,€TI; (x,)~0.Conv(I),L(I),A(I),V(I),C(I) denotan
respectivamente las clases de funciones convexas,localmente
lipschitzianas,absolutamente continuas,de variacién acotada y
continuas en I.co A denota la envoltura convexa de A.

2 .DEFINICIONES Y PROPIEDADES.

Definicidén 2.1.f es fuertemente continua (f.c.) en c si existen
un entorno reducido V de c y una constante k>0 tales

que
|F(c,x)| < k para todo xev

Se denota por FC(I) la clase de funciones f.c. en cada punto

de I.Es claro que

L(I)cFC(I)<C(I)




sin embargo no existe ninguna relacién de contenido entre A(I)
y FC(I) ni entre V(I) y FC(I) siendo I cerrado.Ademéas (FC(I),+,.)
es una subdlgebra densa en C(I) y la composicién de funciones

f.c. es f.c.

Definicién 2.2.Una sucesién (x,)cI convergente a x, ,se llama
sucesiébn de G-derivabilidad de f en x, ,si existe y es
finito I(f,x,,x,) .Se denota por S(f,x,) el conjunto de suce-
siones de G-derivabilidad de f en Xx; .

Definicién 2.3.f es G-derivable &en x, si toda sucesidn

(x,) = x, contiene al menos una subsucesién (x,) € S(f,x,) .La G-

derivada de f en x, es el conjunto
OF (e = ol ( Ty nac )i (s )i e (S )il

Nétese que si f es G-derivable en X, ,entonces df(x,) es la
envoltura convexa de los nimeros derivados de Dini.Andlogamente
s e dief i mie nt il ESiH Ul sty SEy. las G-derivadas
laterales 9°f(x,) y 0 f(x,) considerando respectivamente suce-
siones convergentes a X, por la derecha o por la izquierda. A
partir de esta definicién se obtienen ios resultados siguientes
de los que Gnicamente se demuestra la regla de la cadena.
Proposicién 2.4.Si f es G-derivable en X, , 9f(x,) es un
subconjunto convexo y compacto de R.

Proposicién 2.5.Si £ es G' y G derivable en x, , entonces f es

G-derivable en x, y se tiene que

9f(x,) = co (37 f(x,) Ud*fix,))

Teorema 2.6.f es f.c. en I si y solo si £ es G-derivable en cada

punto de I.
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Como consecuencia inmediata se tiene que las funciones convexas
y las localmente lipschitzianas en I son G-derivables en cada
punto de I.

Teorema 2.7.Si £ y g son FC(I) y k es un nGmero real,entonces se
tiene que kf,f+g,fg y £/g son G-derivables en cada X,EI y ademas

se verifica que:

A(KE) (x,) = kIf(x,) ; 3(f+g) (x,) < df(x,) U dg(x,)
d(£g) (x,) < g(x,)9f(x,) + £(x,)3g(x,)

g(x,) 9f (x,) -£(x,) dg(x,)
[g(x,)]12

A(£/g) (x,) < si g(x,)#0

Teorema 2.8.Sean I y J intervalos abiertos de nimeros reales,f
de I en J y g de J en el conjunto de nimeros reales.Si f es G-
derivable en x,€I y g es G-derivable en y,=f(x,) , entonces gof

es G-derivable en X, y

d(gef) (x,) < dg(y,) df (x,)

Demostracién:Como la composicién de funciones f.c. es f.c.,por
2.6 gof es G-derivable en x, .Sea (x,) € S(g°f,x,) y para cada

nimero natural n, k, =f(x,)-f(x,) , yn=f(x'n) Yy h=x-x, , se tiene
que
glf(x,)1-glf(x)] _ glytky) -g(ye) _ g(y,+k,) -g(y,) k

= =B =
Xp=Xo hn k h

n n

. 9y —gly,) f(x,) -£(x,)
Yn=Yo Xn—Xo

de donde 1(gof,x,,x,) € 3g(y,)df(x,) y en consecuencia

d(gof) (x,) < dg(y,)of(x,)

por ser el Gltimo conjunto convexo.
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El teorema del valor medio se puede extender a este
contexto.Daremos previamente la condicidn necesaria de extremo
relativo y las generalizaciones del teorema de Rolle y de la
férmula de Cauchy.

Teorema 2.9.Dados el intervalo abierto I de nGmeros reales y f

f.c. en I,si x,€I es un extremo relativo de f,entonces.
0 € 9f(xy)

Demostracién:Supongamos que X, es un minimo relativo de e
existe 8>0 tal que f(x)-f(x,)20 si |x-x,|<8 y dada (x,)€S"(f,x,)

existe 'noeN tal que para todo n2n, , 0<x,-x,<0 y en consecuen-
cia f(x,)-f(x,)20 .Por lo tanto F(x,,x,)20 y 1*(f,x,,x,)20 ,
luego 0°f(x,) contiene al menos un nimero no negativo.De igual

forma se demuestra que 90 f(x,) contiene al menos un nimero no
positivo y de 2.5 se deduce que 0€0f(x,) .La demostracién es

andloga si x, es un madximo relativo.

Teorema 2.10.Si f es f.c. en [a,b] y f(a)=f(b),entonces existe

c de (a,b) tal que 0€df(c).

Demostracién:Como f es f.c. en [a,b],es continua en el compacto
[a,b] por lo que alcanza su maximo y su minimo absolutos en

[a,b].Aplicando 2.9 se tiene el resultado.

Teorema 2.11.Si f y g son f.c. en [a,b] , entonces exis-

ten ce(a,b) ,A€0f(c) y Bedg(c) tales que

Blf(b)-f(a)] = Alg(b)-g(a)]

Demostracién:Sea h la funcién real definida en [a,b] por

h(x) = £(x) [g(b) -g(a)]l-g(x) [£(b)-f(a)].
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Aplicando el teorema anterior,por 2.7 se tiene el resultado.

Teorema 2.12.Si f es f.c. en [a,b],entonces existen un punto c

de (a,b) y A€df(c) tales que f(b)-f(a) = A(b-a)
Demostracién:Basta considerar en el teorema anterior la funcién
g(x)=x.

Teorema 2.13.Dada feFC(a,b) y (h,k)c(a,b) ,si para todo
x€(h, k) , 0f(x)cR* (resp. 0f(x)<R™ ),entonces f es estrictamente

creciente (resp. decreciente) en (h, k).

Demostracién: Supongamos que para todo x€(h,k),0f(x)cR* .
Sean x,,x,€(h, k) , xXx,; aplicando a f el teorema 2.12
en [x,,x,] ,existen ce(x,,x,) y Aedf(c) de tal forma que

£(x,) -f(x,) =A(x,-x;) >0, con lo que f es estrictamente crecien-

te en (h,k).Si J0f(x)cR” el razonamiento es andlogo.

3.RELACION CON OTRAS TEORIAS DE DERIVACION

Supondremos que f es fuertemente continua en I y pondremos
por brevedad F(x,y)=[f(y)-f(x)]/[y-X] en donde xXx e y son
elementos de I con x distinto de y.
Proposicién 3.1.La G-derivada de f en c se reduce a un punto si
y solo si f es derivable en c.
Demostracién:Si existe f'(c) es claro que la G-derivada de f en
c se reduce a f'(c).Reciprocamente,si la G-derivada se reduce a

un punto,entonces coinciden los ntGmeros derivados de Dini y en

consecuencia f es derivable en c.

Ejemglo_ 3.2.Sea f(x)=x?sen[1/x] si x*0 ;£(0)=0. Existe la
derivada en el sentido clésico de f en cero y vale cero con lo

que por 3.1 la G-derivada de f en cero vale cero mientras que la

derivada en el sentido de Clarke de f en cero es el intervalo
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[-1,1].

Definicién 3.3.Se llama derivada superior(resp. inferior) de f

a la funcién F (resp. f/ )de I en R definida por:

F(x) = max 0f(x) (resp.f'(x) = min 9f(x))
Lema3.4.Si A,B y C son los conjuntos dados por
A=(f (x) ;xen} , B={f(x) ;xen} , c={F(x,y) ;x,y€I, x*y}

entonces se tiene

(i) sup A = sup B = sup € , (ii) inf A = inf B = inf C.
Demostracién:Veamos que sup A = sup C,andlogamente se demuestra
que sup B = sup C.En efecto,supongamos que sup A > M,exis-

ten x,€I , (x,)€S(f,x,) tales que

lim F(x,,x,) > M

e

Yy por lo tanto

3n,eN tal que F(x,,x,) > M Vn>n,

luego sup A < sup C.Reciprocamente,sea F(x,,X,) =P para algin par

de puntos de I.La funcidn g(x)=f(x)-Px definida en I esté en las

condiciones del teorema 2.10,luego

Ix,€(x,,x,) tal que 0€dg(x,)

Por 2.7, Pedf(x;), sup A 2 P y en consecuencia supA2supB . La
demostracién de (ii) es anédloga.

Teorema 3.5.

(i) Z(x) =f’(x) si y solo si f es derivable en x.

(ii)Si una de las funciones derivada superior o derivada inferior

es continua en X, ,entonces también es continua la otra y ademas

f es derivable en X, .




Demostfacién:La demostracién de (i) es inmediata.Para (ii)
supongamos que f es continua en X, ,entonces para todo >0 ,
existe 86>0 tal que para todo x€(x,-8,x,+8) ,

F(x)e(F(x,) ¢, F(x,)+€) .

Del lema 3.2 se deduce que F(x,,x)€(Ff(x,)-¢,f(x,)+e) para

cualquier pa‘r de puntos de cualquier intervalo cerrado conte-

nido en (x,-8,x,+8) y por lo tanto

£ (x,) €(F (x,) ¢, £ (x,) +€)

Si f/ no es continua en x, ,existen €,>0 y puntos x de cualquier

entorno de x, tales que

(%) €(F (x,) -, £ (x,) +¢)

lo que contradice el lema anterior.Si f(x,)+*f/(x,) tambien se

contradice el lema,luego ?(xo) =f/(x,) y por (i) f es derivable

en x,

La utilizacién de G-derivadas nos permite dar una sencilla
demostracidén del teorema de Stepanoff[5] en el caso de las
funciones reales de variable real.Se supone que I es cerrado.

Teorema 3.6.Si f es f.c. en I,entonces f es derivable en casi
todo punto de I.

Demostracién:Al ser £ f.c. en I,para cada x,€I ,existen k>0 Yy un
entorno V(x,) tales que |F(x,,x)|sk para todo x€V(x,) .Se define
en V(x,) la funcién g(x)=f(x)+2kx.Es claro que 0f(x,)c[-k,k] y por

2.7 0g(x,) =0f (x,) +2k<R* ,1luego por 2.13 existe un entorno U(x,) en

donde g es monétona y en consecuencia f es derivable en casi
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todo punto de
W(x,) = Ulx)NV(x,)

Como I es compacto,el recubrimiento abierto de I
: W(x,) ; x,€1}
contiene un subrecubrimiento finito y por lo tanto f es deri-
vable en casi todo punto de I.
Si f es convexa es conocido [12] que existen las derivadas
laterales en el sentido cléasico y que ademés

f'_(x)<f/,(x) para cada x€I

en consecuencia
Of (x) =[£'_(x) , £/, (%) ] =0,F (x)

es decir,que para funciones convexas la G-derivada se reduce a
la subdiferencial de Rockafellar [12].Por otra parte,se de-
muestra f&acilmente que si f es localmente 1lipschitziana en
I,entonces 0f(x) c 9.f(x) lo que significa que la G-derivada es
mis reducida que la derivada de Clarke [2].El contenido anterior
puede ser estricto no solo en puntos aislados del dominio de f
(ejemplo 3.2) sino incluso en cada punto del dominio como se pone

de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.7.Sea m la medida de Lebesgue unidimensional.El ejemplo

se basa en la existencia de un Borel B tal que para todo segmento

no vacio I, 0<m(BNI)<m(I) (véase [6]). Se demuestra que tanto

B como su complementario son subconjuntos densos en R .Sea B un

Borel de este tipo y X la funcién caracteristica de B.Se define

flx) = f X(t)dm(¢t)

te[o0,x]

f es continua en R y ademés es lipschitziana.En efecto, dados los

nGmeros reales x e y con x<y se tiene
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fy)-£(x)= _fmx X0 dn () =y-x-m(B\HM[x, 7] ) <y-x

Como X es medible,f admite en casi todo punto derivada que

coincide en c.t. punto con X,luego 9f(x)={f/(x)} vale 0 o 1 en
c.t. R ,mientras que al ser B y su complementario densos

en R , d.f(x)=[0,1] para todo xeR.

4.ESTUDIO DE EXTREMOS8 RELATIVOS.

En toda 1la seccién,supondremos que I es abierto y que f es
f.c. en I, Xx,€T .
Definicién 4.1.Se llama G-tangente de f en X, al haz de rectas

GTf (x,) = y-£f(x,) =k (x-x,) ; E€0f(x,)}.

Se llama tangente superior (resp. inferior) de f en x, a la

funcién T; (resp. T; ) real de variable real definida por

182 = - = } V -
=(59) :eai%le) {f(x,) +§ (x-x,)} (resp. T;(x) 612)1;) (£ (x,) +E (x-x,) })

£ed

Es claro que T; es convexa (por ser el supremo de una familia de
funciones afines) y que T, es concava.

Teorema 4.2.5i 0€df(x,) y existe 8>0 tal que f(x)2T4(x)
(resp. f(x)sT;(x) ) para todo x€(x,-8,x,+8) ,entonces x, es un

minimo (resp. ma&ximo) relativo de f.

Demostracién:Como 0€9f(x,) ,la recta y=f(x,) pertenece a la G-

tangente de f en x, y por lo tanto Ts(x) 2f(x,) para todo xeR

'
luegg f(x)2£f(x,) para todo x€(x,-8,x,+8) y X, e un minimo
relativo de f.La demostracién para el miximo es andloga.

Definicién 4.3.La multifuncién M que a cada elemento de I le hace
corresponder un subconjunto de nGmeros reales es mondétona no

decreciente (resp. no creciente) en I si para todo par de
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e

puntos x,y de I con x>y se tiene que inf M(x) 2 sup M(y) (resp.

inf M(y) 2 sup M(x)).

Teorema 4.4.

(i) £ es convexa en I si y solo si Jf es no decreciente en I.

(ii) £ es coéncava en I si y solo si 0f es no creciente en I.

Demostracién: (i) Si f es convexa en I existen derivadas late-

rales de £ en cada punto de I,ambas son no decrecientes en I y

tales que si x,z,,2z,€I , z,<x<z, se verifica (véase [12]) que
£z s il (o) < B () S B, ((22)

Como ademas 9f(x)=[f./(x),£f,/(x)] resulta que 0f es no decreciente

en I.

Reciprocamente, supongamos que Jf es no decreciente en I.Sean

f(b) ’f(a) (x-a)

,beI , a« =
a, be a<b y g(x)=f(a)+ o

la recta secante a f en (a,f(a)),(b,f(b)) .Cada x de (a,b) se
puede expresar como x = a+t(b-a) para algin t de (0,1), luego
g(x)=tf(b)+(1-t)f(a). £ es convexa en I si f(x) <g(x) para to-
do x€(a,b) con a,bel ,lo que es équivalente a

tf(x)+(1-t) f(x)<stf(b)+(1-t) f(a)

o lo que es lo mismo
(1-t) [f(x)-f(a)] < tlf(D)-£(x)] (1)

Aplicando a f el teorema 2.12 en [a,x] Y en [x,b] se tiene

respectivamente que
existen ce(a,x) y A€df(c) tales que f(x)-f(a) =A(x-a)

existen de(x,b) y Bedf(d) tales que f£f(b)-f(x)=B(b-x)
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luego (1) es equivalente a (1-t)(x-a)A < t(b-x)B . Como

(1-t) (x-a)=t (b-x),la desigualdad anterior es cierta si A < B. Al
ser c<d y 9f no decreciente, A < B y en consecuencia f es convexa
en I.

(ii) Basta tener en cuenta que f es céncava en I,si y solo si
-f es convexa en I y que 9(-f) (x)=-3f(x) , de donde por (i) se
tiene el resultado.

Como consecuencia inmediata se tiene el corolario siguiente.

Corolario 4.5.Si 0€0f(x,) y Of es monbtona no decreciente (resp.

no creciente) en (x,-3,x,+8) para algin $>0 , entonces X, es un

minimo (resp. méximo) relativo de f.

Teorema 4.6.

(1) Si 0€9f(x,) \(0*f(x,) Uofix,)) , 9 f(x,)cR” (resp. 9 f(x,)cR* )

y 90'f(x,) cR* (resp. 0'f(x,) cR™ ) ,entonces X, es un minimo (resp.

maximo) relativo de f.

(11)Si 0eInt 9'f(x,) U Int f(x,) ,entonces X, no es extremo re-

lativo de f.

Demostracién:(i) Supongamos el primer caso Y Veamos que

existe 8*>0 tal que

Vxe (x,-8*, x,+8*) cI , £(x)>f(x,) .
En efecto,dada (x,)€s (f,x,) , 17 (£, %y, %,) <0 ,1luego exis-

te n*eN tal que para todo n>n* » F(X,,%,)<0 y por 1lo tan-

to f(x,)>f(x,) .

Sea 3,=|x,.-x,|. si para todo x€(x,-8,,x,) , £(x)>f(x,) hace-

mos 8=8, ;en caso contrario existe x,*e(x,-3,,x,) tal

que f(x,*)<f(x,). Sea 8,=|%*-x,| ,si para todo X€(x,-8,,x,) se

cumple f(x)>f(x,) hacemos 3=3, ;en caso contrario exis-
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te x,*€(x,-8,,%,) tal que f(x*)<f(x,) .Reiterando este proceso, al

cabo de un nimero finito k de veces,se obtiene

8=8, tal que Vxe(x,-3,x,) ., £(x)>f(x,)

o bien no se obtiene ningtn 8; que lo cumpla con lo que se pue-
de construir una sucesién (x,*)-~0" tal que para todo neN , se
verifica que f(x,*)-f(x,)<0 .En este caso,al ser f G-derivable
en x, existe una subsucesién (x,*) c(x,*) tal que 1(f,x,,x.*)20 , 1o
que contradice la hipé6tesis.

Andlogo razonamiento con 9'f(x,) nos conduce a la existen-
cia de un 350 tal que f(x)>f(x,) para todo x€(x,,x,+3) y consi-
derando &$*=minf8,8’) se tiene el resultado.La demostracién para el

mé&ximo es an&dloga.

(ii) Supongamos que 0€Int 9'f(x,) ,existen (x,), (x,)€S*(£f,x,)
tales que 1*(f,x,,X%,)>0 y 1*(f,X%,,%,)<0 y por 1lo tanto exis-

ten N, PEN de forma que

L06) ) o oy 2R T e
X,-X, ST

de donde se deduce que x, no es extremo relativo de f.
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Abstract. In this paper, continuous RK methods are applied to obtain points of
implicit output. Such points t* are defined as the roots of

(1) g(t™,y(t"), y'(¢")) = 0.

for some given function g. These situations are common in problems such as the search
for periodic solutions, the estimation of extremum values of the solution of a differential
equation, and so on. To solve (1), a damped Newton method is applied and the function
y(t) and y'(t) are approximated by continuous RK methods. Finally, some numerical
examples show a behaviour according to the theoretical study carried out.

“AMS (MOS) Subject Classification: 65L07, CR517

1. Introduction

Let us consider an initial value problem

y'(t) = f(t,y(t), t>t,, yeR",
y(to) = Yo,

(1.1)

and let y, the approximation to y(t,), solution of (1.1) at t,, be given by a numerical
method. Sometimes the final point of the integration t.,s where we want to get the
solution, is unknown. For example, in the study of cycle limits in the analysis of periodic
solutions, it would be desirable that final points were the intersection of the solution
with a Poincare’ section. The search for these special points can be formulated in a
general manner as: to find the points t* such that

(1.2) G(t") = g(t",y(t"),y'(t")) = 0,

is satisfied for a given function g, where y(%) is the solution of (1.1) (Implicit output
problem).

It takes a great computational effort to locate such points if only a discrete solution
Yn is known because some iterative method for searching roots of a function must be used

Partially supported by C.Y.C.I.T. PS90/0121
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and it is necessary to prepare the integration code for positive and negative stepsizes.
For this class of problems is almost essential to make use of a continuous solution that
can be got by some interpolation process. Recently, Horn [4], Shampine [7], Enright et
al. [2], have introduced some RK methods that, by means of interpolatory techniques,
define a global numerical solution of class C™) with a suitable order of aproximation.
These methods are called continuous RK and they seem to be very efficient for the
solution of implicit output problems.

In the second paragraph, a general study of implicit output problems is carried out,
and it is proved that under some regularity conditions on the function G, the error in
the computation of t*. can be bounded.

In the third paragraph several implicit output problems are solved using for the
integration of (1.1) a embedded RK pair of orders 5 and 6 given by Calvo, Montijano and
Réndez [1], which defines a 5th order continuous solution. Finally, it must be pointed
out that the nonlinear equation (1.2) is solved by means of a damped Newton method

[5]-

2. Continuous Runge—Kutta methods for implicit output

The implicit output problem consists basically on locating a zero t* of the given
function g. However, the function y(t) must be obtained integrating the IVP (1.1) and
this fact makes very expensive the usual procedures for finding the roots of a function.

Thus, for example, let’s suppose that in the interval [t,,t,+1] a change in the sign
of the function g has been detected, and the process to locate the root starts. We can
use the bisection procedure which is trustworthy but slow and very expensive. For this
method, we need to calculate the sign of g at the midle point t = (tn +tn+1)/2, but y(t)
must be obtained using the integration code from t, to ¢ with stepsize h =% —t,. If a
s stages RK method is used, s — 1 evaluations of function f are necessary. Depending
on the sign of g at £, the root is in a semiinterval, and the process is iterated with the
midle point of the semiinterval.

It seems clear that this algorithm is not suitable due to the great number of calcula-
tions needed to achieve a specified tolerance because M X s evaluations of the derivative
function f must be calculated if we need to apply M times the bisection process.

It is more convenient to use the Newton algorithm to reduce considerably the
number of iterations. Starting from the initial approximation t(®) =t,, (or t(®) =t¢,,,)
a sequence t(?) is obtained from

(21) t(H‘U = t(i) = G(t(i)»y(i)) e
g'(t@,y@) SRR

y) being an approximation to the theoretical solution y(t)) and with

9
(22) o/(tv) = S5(0,0) + 52(4,9) F(t,0)

We suppose that sufficient conditions of convergence are satisfied so that the sucession
() converges towards the root ¢*. It is clear that ¢(1) is obtained easily from the above
expression but to calculate the following iteration #(*) we need to evaluate g(t(),y()
and ¢'(¢(Y,y®) and the value of ¥ is not yet known. This value can be obtained by a
RungeKutta method from =1 to #(!)| and the integration code must be implemented
for positive or negative steps. Also, notice that a point ¢(*) may lie out of the interval
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[tn,tn+1] so that Newton’s process instead of being faster than bisection method is more
hazardous and doesn’t guarantee the convergence. By this reason, it is convenient to
use damped Newton’s methods which increase the domain of convergence [5].

Due to the fact that in each iteration it is necessary to calculate (2.2), it would
be appropriate to deploy of a continuous approximation to the solution y(¢) and its
derivatives. It is important to emphasize that when we are looking for the root in the
interval [t,,%,+1], as the continuous appoximation to the solution has been calculated,
the discrete RK method is not used and therefore no additional evaluation of f are
needed. In these terms, if Q(t) is an order p continuous approximation to the solution
associate to the RK method in the interval [t,,%,+1] it can be shown (Shampine [6])
that

1@Q®P(@) =y B (D) = O(P7F),  t € [tn,tntal,
and the problem (1.2) can be replaced by
(2.3) G(t) = 9(t, Q1)) = 0.

In the same way the more general implicit output problem

G(t) = g(t,9(2), ¥/ (1), .- -, y*(2))-

can be substituted by

G(t) = 9(t,Q(®),Q'(2),...,Q%*(1)).

The fact that the problem (1.2) can be approximated by (2.3) is justified by the
following;:

Proposition 1 Let us suppose that the function G(t) = g(t,y(t),y'(t),. ..,y *(2)) is
of class CO[t,, tn41], and that |(G'())~| < B, for all t € [tn,tnt1] With 8> 0 and g
is Lipschitz with respect to the variables y,7/,...,y*) uniformly on ¢. If G(t*) = 0 and
G(#) = 0 for t*, € [tn,tn41] then

|t* —i| = O(hP7F).

In view of the above proposition, we conclude that the higher is the order of the
derivatives, the lower is the approximation order in the case that the derivatives of the
function are approximated by the derivatives of the interpolating polynomial. However,
it is possible to maintain the order p of approximation defined by the continuous RK
even though the derivatives are present. This is shown in the:

Proposition 2 If the functions g and G satisfy the hypothesis of the proposition 1,
and if we consider the function

G(t) = 9(t,Q(1), Q1(2), - - -, Qk(2)),

where

@Q1(t) = fly=0()>
Q2(t) = f' fly=qe)»
Qs(t) = (F'f'f+ (£, F)ly=qw>




and G(t*) = 0, G(?) = 0 with t*,% € [tn,tn41] then
|t* — | = O(RP).

According to this proposition, to obtain order p, the derivatives of y(t) up to order
k must be evaluated at Q(¢) for every iteration.

3. Numerical Results

In the numerical experiments a RI pair of orders 6 and 5 with 8 stages [1] has
been usedas integrator. This pair has a RK interpolant of order 5 costing one extra
evaluation per step. To solve the non linear equation, a damped Newton method, with
automatic selection of the damping parameters A; has been chosen. Then, equation
(2.1) is replaced by

; ; (1) ()
(6D _ 4G) . %)T Niel@1] =0l
g 'Y

As a first problem we consider A3 from the DETEST package [3],

y' =y cos(t), t € [0,20]
y(0) =1,

for the functions G(t) given by G1(t) = g(t,y(t)) = y(t) — 1, G2(t) = g(t,y(t),v'(?)) =
y'(t) and Gs(t) = g(t,y(t),y'(1),y" (1)) = y"(2).

In table 1 we show the maximum of the errors [t* — | obtained in the locat1on of
the roots for the functions G(t) above specified, and the maximum number of Newton
iterations for different values of tolerance. A test of pure absolute error has been applied.

Table 1

G (2) _ Gat) Gs(t)

max. ite. max. 1te. max. ite.

€err. num. €err. num. €err. num.
TOL=10"%* 1.0l x107* 3 B0 sl Ot i3 120 x 1072 3
TOL =10"° 296x107° 3 IO FEAD) 335x107* 3
TOL =10"% 7.10x10=7 3 21995 T0mS D) 6.78 x 10> 3
TOL =107 162x107% 3 2.68 x 1077 2 1.70 x 1075 3
TOL=10=% 4.00x10=2 3 6.73 x10=8 2 3.231x 10=5% 3

It must be noticed that the numerical results show a behaviour according to propo-
sition 1. From table 1, it is clear that the best results are obtained for the function Gy,
which only depends on y, and the errors are bigger if higher derivatives of y(t) are used.

The second test problem is the well known two body problem that belongs to class
D (orbital problems) of DETEST package. We consider in the interval [0,20] the initial
value problem

YL =y, y1(0)=1—c¢,
Yy = Ya, y2(0) = 0,
s = —u1/(y; +v3)*/2, y3(0) = 0,

vs =~ /(W2 +¥3)*?, y4(0) = /(1 +e)/(1—e),
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where e is the orbital eccentricity. As the function G(t) we take the second component of
the solution, G(t) = y,(t). It is important to note that G(¢) vanishes when the satellite
is at its apogee or perigee (which corresponds with ¢ = k7 for some integer k). We have
chosen this problem because the common integrators must carry out a good stepsize
control, and therefore the difficulty of finding the roots of the function G is mixed
with the degree of difficulty of the numerical integration of this problem. In Table 2
is shown the maximum error in the process of locating the roots and the maximum
number of iteration by Newton methods for a range of tolerance values and for different
eccentricity values. In each case two results are shown; the above one corresponds to
the 6(5) integrator in [1], and the below one, which gives worse outcomes corresponds

to the widely used DVERK 6(5) with a fifth order continuous method [3].

Table 2
e=.5 : e —7 ] e=.9 !
max. te. max. ite. max. ite.
err. num. err. num. €err. num.
TOL =105 52151053 2 6.00 x 1073 2 5.80 x 102 2
i 2.08 x 1072 2 4.50 x 1072 2 7.02 x 1072 2
ROT = 107284 T O 2 4.05 x 104 2 35 < 0= 2
1.61 x 1073 2 1395102 2 ISl 2
TOL =10"% 4.90 x 10~° 2 2.42 x 1072 2 2:36ci10=S 2
1.42 x 10~* 2 16:86 <105 2 6.41 x 10~* 2
ROL=10g" 4315108 2 5 Rl 0’ 2 BE76 Sl TS
1.84 x 107° 2 A0S 2 1.66 x 10—* 2
MOl 0555335 10w 2 1.02 x 10~ 7 2 6.14 x 10-8 2
35301 0mS 2 2.06 x 102 2 2.94 x 10~° 2
Acknowledgement

The authors wish to thank Professor J. R. Dormand for his careful reading of the
manuscript.

REFERENCES

[1] Calvo, M., Montijano, J. I., Randez, L.; A New embedded pair of Runge-Kutta
formulas of orders 5 and 6. Computers and Mathematics with Applications. Vol.
20, N° 1, (1990), pp. 15-24.

[2] Enright, W. H., Jackson, K. R., Norsett, S. P., Thomsen, P. G.; Interpolants for
Runge-Kutta formulas. ACM transactions on Mathematical Software, 12, N° 3,
(1986), pp. 193-218.

[3] Enright, W. H., Pryce J. D.; Two FORTRAN packages for assessing initial value
methods. ACM TOMS, Vol. 13,N° 1, (1987), pp. 1-27.

[4] Horn, M. K.; Fourth and fifth-order, scaled Runge-IKutta algorithms for treating
dense output. SIAM J. Numer. Anal. 20, (1983), pp. 558-568.

[5] Ortega, J. M., Rheinboldt, W. C.; Iterative Solution of Non-linear Equations in
Several Variables. New York: Academic Press 1970.

[6] Shampine, L. F.; Interpolation for Runge-Kutta methods. STAM J. Numer. Anal.
N° 22, 5, (1985) pp. 1014-1027.

[7] Shampine, L. F.; Some Practical Runge-Kutta Formulas. Math. of Comp. N° 173
(1986), pp- 135-150. :

55




Rev. Academia de Ciencias. Zaragoza 46 (1991).

A NEW SMOOTHED-STEP FUNCTION

M. Membrado !, A. E. Pacheco ! and J. Safiudo 2

1 Consejo Superior de Investigaciones Cientificas (I.C.M.A.) and
Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza. 50009 Zaragoza. Spain.

2 Departamento de Fisica. Facultad de Ciencias.
Universidad de Extremadura. 06071 Badajoz. Spain.

Abstract

A new smoothed-step function is presented. Several of its integrals such as momenta,
form factor and Coulomb energy are given. The delta function obtained after derivation is also

discussed; its form in spheriéal coordinates seems to be particularly useful.

Introduction and Properties

One of the common uses of smoothed-step functions in Physics is the simulation of
density profiles of different saturating systems such as classical liquid drops, atomic nuclei, etc.

For this job the Fermi function

G
hp e i (R : @
is perhaps the most widely used. R is the half density radius, a the surface thickness, and,
when R is assumed to be much larger than a, ng is the approximate density at the origin. As is

well known, the momenta and other integrals! involving (1), and also its generalizations?,

admit expansions in powers of a/R.




In this paper we first want to introduce a new type of smoothed-step function which has
appeared in the description of electron distributions of small metal clusters, in the jellium
approximation for the positive background, and assuming that the intrinsic chemical potential of
the electron cloud is proportional to the density®. Later, it has been also applied for the
description of small helium aggregates®. As it is said, its origin and initial applications are some
topics of Condensed Matter but this new function can logically be applied to other physical

systems and in this sense can be an alternative to (1). It is given by

n(r) [ e sinhr(sr) }

A== r<R , (2a)
Ng
n(r) erh
f(r) = Smai— Bl LRt (2b)
1’10 T
with
1
A=R[1+;]e‘z ; - (39)
sinh z
B=R [coshz - 5 ] : (3b)
Zi— SR&= (3c)

Obviously spherical coordinates are always assumed, and the number of independent

parameters introduced is three: ng, R, and s. The normalization condition is simply given by

4
Z—[ndr - 3R, . @)

Before addressing several integrals involving f, let us advance that series expansions are
not required in a number of common cases; this is a clear advantage with respect to the Fermi

function.

With respect to the momenta of f

1
(r"‘)z—z'-[n(r) rmdr )
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one easily obtains

3 3
(rm)=Rm{ + zm+3 [ e’ (Z+1) (zel+Fxxl'E1n ) + e? (Z'l) Gm ] } >

m+3 2
©)
where the functions G, F, and E,, fulfill
B =z"ler (m+)Eny ; (72)
Ral= = malierZ i (m R IDIEME . (7b)
Gli=Zn i eZ E(mE) GG (7c)
and their initial values are
Ep= e (z1)+1 (8a)
Fp= -e2@tD)+1 (8b)
Gy= e % (z+l) . (8c)

Equations (7) derive from the recursion relations fulfilled by integrals involving exponentials
and powers. As an example, in a well characterized case, the mean-square radius is simply

given by
RS 6
(r2)=R-[§ + 2—2] ; ©)

The form factor, i.e. the Fourier transform of the distribution, has also a closed form,

namely

1 : 3 (sinx - X CoOSX)
F(q)szjc’q"n(r)dr e : (10)

g
x=qR , ys;

In eq. (10), the form factor of the step function is easily recovered by putting y=0.
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Finally, with regard to electrostatic properties of the system, let us compute the Coulomb

self-energy of the distribution:

dr;dr, . (11)

1 (n(r) n(ry)
o

Irp-ryl

Again, it adopts a closed analytical form:

Zif3 345 60 s o 90 S 81 oa 63
EERs D 42 T 82 P4t T 8P =)

There is no problem with this formula when z is very small; it tends to

lim 72 [z 73
=mep EC=E Z - % e ; (13)

Representation of the Delta Function

After studying these integrals, let us now analyze the delta function emerging from the
derivative of the newly presented smoothed-step function. The usefulness of the Dirac delta
function, 8, in Physics and in particular in Quantum Mechanics’ is well known . One of the

common representations that defines this distribution in Cartesian coordinates is the sequence

o niney) 5
2 (xx) = R (n=1,2,...) (14)
In spherical coordinates, § is defined as
S(r-R) = 2sin® 3(-R) 35(0-O) 5(¢-D) (15)

and from (14) we can find a representation for the radial components &(r-R) ; the result is

r [ sin n(r-R) sin n(r+R) } 16)

BUR el e T(r+R)

In egs.(2), roughly speaking, R represents the radius of the distribution and 1/s the "skin"
depth. Since at the limit of infinite s, f converts into the radial step function, the derivative of f

must lead to & . We obtain
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(R+1/s)

2 [ (st-1)esCR) 4 (sr+1)esC+R) r <R
fi(r) =
sr+1
(_2r2 : [ (R-1/5)es0R) + (R+1/s)es+R) ] r >R

We define a new function g, simply to extract the Jacobian factor 1/r2 :
gn) = (@
which satisfies the following normalization condition:

oo

5 2 3 E- l— -sR
0Jg(r)d1=R —SZ+S?‘ 1 +SR €

Hence, after discretizing s, the representation of the radial component of the &

8¢-R) = I F_(-R)

is
R+1/n
1 ( 21'2 ) [ (nr'l)en(r—R) itz (nr+1)e-n(l‘+R) ] r <R
FOR=N] @)
22 [ (R-1/n)e™R) 4 (R+1/n)e+R)] r >R
(n=1,2,...)
with
22 1
v el el e
=k n2+n2(l o nRJe

The representation of d in Cartesian coordinates related to egs. (21) is the sequence

n
— an(x-x")
) €

F, xx') =

_e-n(x»x')
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(18)

19)

(20)

(21a)

(21b)

(22)

(23a)

(23b)




which is already normalized. In order to test the performance of these new sequences F, and
F, , and to compare for example with D, and D, , we have numerically calculated several

examples of integrals of the type

+oo
J F, (x-x") y(x) dx (24a)
and
+oo
[ B @-R) Y() dr (24b)
0

to observe how fast they converge to y(x') and Y(R) respectively, as n increases.

Our results, for several characteristic cases such as monotonous or oscillatory
functions, indicate that the convergence obtained from D, is higher than that of D, but this is
inverted for the polar coordinates case where F, is far more efficient than F . As an example

suppose the following case:
2 2,
YO =5p2 4 (252)
and
2
(D)= rT/Z—_;_l S : (25b)

the results of egs. (24a) and (24b), when x'=R=1, are plotted in Fig.1 and Fig.2, respectively.

To conclude, we remark that as F, and F, are constructed using exponentials, a
number of explicit analytical integrations involving them can be obtained. Besides, the fact that
the second derivative of f is discontinuous is a property, not present in other well known

smoothed-step functions, which may have significant effects.

62




Acknowledgements
Discussions with J.G. Esteve and J. Sesma are acknowledged. This work was
supported by the DGICYT (PB 90-0916).
References

1.- See for example: A. Bohr and B. Mottelson. "Nuclear Structure" Vol. 1. Benjamin

(1961), pag. 160.

2.- H. Krivine and J. Treiner. J. Math. Phys. 22 (11) 2484 (1981).
D.K. Srivastava. Phys. Lett. 112B 289 (1982).

3.- M. Membrado, A.F. Pacheco and J. Safiudo. Phys. Rev. B41, 5643 (1990).

4.- L.C. Balbés, A. Mafianes, M. Membrado, A.F. Pacheco and J. Safiudo. J. Chem. Phys.
94, 7335 (1991).

5.- See for example: A. Messiah. "Mécanique Quantique". Dunod. Paris (1959).

Figure Captions

Fig. 1.- Convolution of the & sequence in Cartesian coordinates (continuous line: D, , broken

line: F, ) with (252), at x = 1, as a function of n.

Fig. 2.- Convolution of the radial & sequence (continuous line: D, , broken line: F, ) with

(25b), at r =1, as a function of n.
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Abstract

In this paper the developement of the perturbation function in the three body problem is
considered. We use the Poisson Series Processor PSPC in order to construct a set of routines

that help us. In particular we obtain the Hansen’s coefficients with easy recursive relations.

1. Introduccién

En muchos de los problemas cldsicos de la Mecanica Celeste aparece una funcién potencial que
puede expresarse como V = V; — R, donde V; corresponde al potencial del problema de dos
cuerpos —E, ¥y R es la funcién de perturbacién que se debe habitualmente, a la existeﬁcia de
mas de dosrcuerpos en el sistema o a la no esfericidad de los mismos.

En la teorfa de la Luna de Euler (1753) aparece un nuevo método para el cilculo de la érbita
lunar, que es ltamado método de variacion de las constantes. Este método serd posteriormente
desarrollado por Lagrange. El método de variacion de las constantes se basa en la hipétesis de
que R es pequeio frente a V y por tanto la ;;erturba,cién sobre el problema de dos cuerpos es
pequena en magnitud y el movimiento puede considerarse instantaneamente kepleriano. Esto
permite considerar que en cada instante la érbita viene definida por unos elementos orbitales
osculadores a,e,i,w,Q, T que varian con t.

La variacién de los elementos orbitales viene dada por las ecuaciones de Lagrange cuya
obtencion puede verse en cualquier libro cldsico de Mecanica Celeste, por ejemplo [4], y donde

cambiando la época de paso por el periastro por la anomalfa media, pueden escribirse como

da 28R

dt = nadM

de  1-€e9R 1-€*0R

dt ~ na’e OM  na’e 0w

di cos i OR 1 OR
4@ T naNT—elsni 0w na?y/1 — e? sin i OQ
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dw V1—e2dR cos i OR

dt =~ nale Oe na%/l—e"’siniﬁ

a0y il o OB @)
dt ~ na?/1-elsini O

v _ o 2oR_1-E0R

d = " naoa na’e Oe

En un reciente articulo [3] se describe como obtener, por ordenador, una integracién analitica
de dichas ecuaciones utilizando el método estroboscépico. Esta integracion se realiza utilizando
el procesador de series de Poisson PSPC [2] que esta siendo construido por nosotros.

La anterior integracion es realizada dando como inica entrada en el programa la funcién de
perturbacién R expresada en funcién de los elementos orbitales. Sin embargo, la construccién
de esta funcién R requiere una gran cantidad de calculos algebraicos, por lo que resulta muy
conveniente para su desarrollo el uso de un manipulador algebrdico como PSPC.

En general R viene expresado en funcién de 7 y f, por lo que antes de abordar el célculo de

dicha funcién deben ser obtenidos los desarrollos de Hansen que nos dan la expresién de
T n
(—) cosmf
a
T n
(—) senm f
a
en funcién de los elementos orbitales.

2. Desarrollos en funcién de la anomalia media

Para la obtencién de estos desarrollos hemos utilizado relaciones que resultan mucho mas sen-
cillas de programar que las relaciones dadas por Giacaglia [8].

A partir de la Ecuacién de Kepler
E—esenE=M

se obtendra el desarrollo de la anomalia excéntrica, E, en funcién de la anomalfa media, M.

Para ello, se utilizaran las conocidas férmulas de recurrencia
Eny1 =M +esenE, = M +esen(M +esenE,_;)

comenzando en Eg = M, y efectuando el desarrollo de Taylor en torno a M de la funcién

sen(M + esen E,,_;). De esta forma se obtiene hasta el orden 4 en e

E =M
+ e—%es—{»-u}sin(M)
1
+ e2—6e4+---}sin(2M)

1
2
3
8
1
3

e+ } sin(3M)

e+ - } sin(4M)




Para obtener el desarrollo del sen E, sustituiremos la expresién anterior en la férmula
1
senE=—(E-M)
e
obtenida de la ecuacién de Kepler, resultando

sen B = { —§e +@e +- }sm(M)

= %ea +-- } sin(2M)

27 4 } ;
o +--- > sin(3M)

e+ } sin(4M)

+

»

Sk
| = 0ol | =
[}

—
]
CJ\

.t-

384° + } sin(5M)

.+..
2 r—Aﬂf—Hr—’Hf—M

+ +

El cos E lo. construiremos sustituyendo E por su desarrollo en serie y efectuando el desarrollo

de Taylor de la funcién cos(M + A) en torno a M, lo que nos da

cosE =

+
H

e +- } cos(M)

+

e —e +- }cos(QM)

45
2 4
128° + - }cos(3M)

} cos(4M)
125 ,

+@e + - } COS(5M)

4]

+
w

=
/—H/—"ﬂf—’&sr—-"—\/—’hw“‘

| = 0o w |-
(v}

. VT Z . 73
Por medio del desarrollo del cos E obtenemos el de — sin mds que considerar la relacién
a
o
—=1-—ecosE
a
por tanto

= 1+%eZ+

el

+{_e+§33+---}cos(M)

+ {—§e + = } cos(2M)
+ { % 3 } cos(3M)
{ % : } cos(4M)

a5
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n
T - e :
(1> se obtiene a partir del desarrollo de — calculando la potencia de una serie de Poisson por
a a
medio de la correspondiente rutina creada en el PSPC.

Una funcién de gran utilidad definida en el PSPC nos permite efectuar la expansién binomial

(1+1)°=1+a1+—‘%ﬂ+...+(f)1" (2)

. . 3 .2 . a
hasta el orden k, siendo I una serie de Poisson. Esta funcién permite calcular — usando la
; T

relacién
% =(l—ecosE)~!
obteniendo de esta forma
S
=
+ {e — %ea + - } cos(M)
+ {62 — %e“ +-- } cos(2M)
+ {ge3 + } cos(3M)
4
+ {584 +-- } cos(4M)
L

La misma funcién (2) permite desarrollar /1 — €2, y por tanto, obtener el sen f a partir de la

expresion
a
sen f = —v/1—e?sen E
T

de esta forma

Hilge s lb il }
sen f = {1 8e +192e + sin(M)
+{e——ea+---}sin(2M)
9, 207 , } ;
+{Se 193¢ + sin(3M)
4
+{§e3+ }sin(4M)
{%Ze‘-}- }sin(5M)

Para el desarrollo del coseno de la anomalfa verdadera, f, en funcién de la anomalfa media

bastard utilizar la expresién
: a
cosf = ;(cosE —e)

lo que nos da




+{e—§e3+--~}cos(2M)
g oa5l }
Zplimgian M
+{8€ 1286 + cos(3M)
+{§es+ --}cos(4M)
{625

El cilculo de sin f y cos f en funcién de M nos permite calcular sinjf y cosjf. Para j > 1 para

ello se utilizan las férmulas de recurrencia
senjf = sen[(j — 1) + 1]f = sen(j — 1) fcos f + cos(j — 1)f sen f

cosjf = cos[(j — 1) + 1]f = cos(j — 1) f cos f — sen(j — 1)f sen f

Para obtener los desarrollos de Hansen basta efectuar los productos de las series de Poisson

correspondientes.

3. Obtencién de R en el problema de tres cuerpos

Si llamamos 7, , 7, a los vectores que definen el movimiento de P; respecto a Py y de P respecto

al centro de masas de Py, P, las ecuaciones del movimiento de este problema se expresaran

como
dr, (Ui +Ri)
di2EaE or,
d’r, _ 0(Uz+ Ry)
A2 or,
siendo
v = __G(m°: m1)
U, = Glmotmi+ms)
e et O LV L)
T2
Rt G(my + my)my (ﬂ_ ﬂ)
S5 momy Toz T12
1 1
w G(my + my + my) [momlmz e (L & _) o (_ il i)]
mo + my T1 Toz T2 T2 T2

Expresando 7., y 7,5 en funcién de =, y r; se llega a

a1 T2
donde = ;
N momima[my " — (=ma1)'""]
: (mo + m1 )’
siendo o el coseno del dngulo formado por los vectores 7, y 75, y P;() el polinomio de Legendre

de orden 1.
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Las funciones Ry, R; que corresponden a las perturbaciones de las érbitas de P; y P, respec-

tivamente pueden ponerse como

o [(mo+m1)mz +R]
momy T2
2
K2 momimy
R, = +R
2 (mo + my)m, [ T1 }

El desarrollo de R puede ser usado en la integracion de las 12 ecuaciones que se obtienen
aplicando (1) para cada una de las érbitas.
Para integrar las ecuaciones (1) es preciso expresar R en funcién de los elementos orbitales,
lo que puede resultar muy costoso segiin el orden de desarrollo al cual queremos llegar.
.El primér paso es expresar o, para lo cual debe tenerse en cuenta que
o = cos(r,,r;) = :;—::
donde r; = (z;,yi,2i) siendo

z; = ri[cosQ;cos(w;+ fi) —senQ;sen(w; + f;)cosi;]
yi = ri[senQ;cos(w;+ f;)+ cosQ; sen(w; + f;)cosi;]
z; = risen(w; + fi)seni;

que viene expresado en funcién de wy,ws, 0 ,Qs,%1,%2 ¥ f1, fa. -
Posteriormente debe calcularse P;(o) lo que supone obtener las correspondientes potencias

de o.

Finalmente, debe separarse de P;(0) los términos que dependen de f; para expresarlos en

- : : - 1\’ /a
funcién de los elementos orbitales junto con los términos (—l) ( 2

i+1
) , lo que conduce al
a

T2
desarrollo de las conocidas férmulas de Hansen.
Para evitar un tiempo de computacién excesivo, debido a la manipulacién de un elevado

nimero de términos trigonométricos, se ha optado en la practica por la sustitucién directa

de los desarrollos de (r—l)' (2) e por un lado, y los de sen’ f;,cos’ f; por otro, tratando
estos iltimos como va.ri::llﬂes pglziném.ica.s en lugar de usar diréctamente las férmulas de Hansen.
Con este proceso, y desarrollando tinicamente el primer sumando de R hasta el orden 3 en las
excentricidades e, €3, se ha obtenido una expresién de 18281 términos, tras 3 horas y media de

cdlculos en un Macintosh SE/30, lo que da idea del volumen de trabajo de estos desarrollos.
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MOTION OF A GYROSCOPE IN A SET OF
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ABSTRACT

In this paper, we study the rotational motion of a gyroscope in a Cardan
suspension, formulate in a set of redundant variables and their conjugate
momenta.

Now, let §o = POZ the angle that the vertical O P form with respect to
the axis OZ, belonging to a right-hand rectangular trihedral system QY'Y Z
fixed in space. In the particular case 8o = 0,we can introduce a set of two
variables (go,¢1) and their conjugate momenta (po,p;), for the resolution of
the problem in function of first integrals in involution.

1.- MOTION OF A GYROSCOPE IN A CARDAN SUSPEN-
SION

Schematically, the motion of a gyroscope in a Cardan suspension is de-
fined (E,Leimanis,1965) with respect to a ortogonal fixed system OXY Z,
in such a way that the axis Oz of the outer gimbal turn out around of the
axis OZ, defining the angle ¥ = XOz. On the axis Oz a second ring (inner
gimbal) determine the new orthogonal system Ozyz, in such a way that
0 =70z _

Finally, about of the Oz axis turn a rotor that define with respect to an
initial position a new angle ¢

S



v/

X

In these conditions, the kinetic energy of revolution 73, of the outer ring
will be:
102 es
Ts= ’2-Cs¢ (1)

where C3 is the moment of inertia about OZ. ;
Furthermore, given that the components of the angular velocity of the
interior ring are:

wy =9, ws = Psind, w3 = 1 cos (2)
The kinetic energy of revolution 75, adopts the form
T, = %(Azé2 + Byp?sin?0 + Catp? cos? 6) (3)

where A,, By, Cs, are the corresponding moments of inertia. Analogously,
given that the components of the angular velocity of the rotor are:

w; =40, wy = Psinb, w3 =@+ pcosh (4)
the kinetic energy of revolution Tj, will be:
mod A O st
Ty = 71(02 + h?sin?@) + 31-(¢ + 9 cos §)? (5)
Consequently, the total kinetic energy of the system will be:
e BEGL SiE & :
= §[A92 + (B — Ccos? 0]9p* + C1( + 1 cos 8)?] (6)
where

A=A + A, B = A; + By + C3, C=A41+B,-C, (7)




In order to calculate the potential energy V, we can suppose, without
loss of generality, that the vertical OP lies in the OX Z — plane. Therefore,
being 6y = POZ, we obtain

V = mgs(cos b cos 0 + sinfysinfsiny) (8)

where, m is the mass of the rotor and the inner gimbal ring, s the distance
from the center of mass to the origin O, and g the gravity acceleration.

It is known that the motion of a gyroscope can be expressed in Hamil-
tonian form by means of the Euler angles (1,6, ¢) and their conjugate mo-
menta (py,pe,ps). In this case, the hamiltonian H can be written

He—

1 p:  (py — pycosb)? 232*; :
§[Z+ B — Ccos?8 +C'1]+V ©)

and the problem has always two evident integrals

H—h —cte, Ds = k3 =cte (10)
In the particular case 6y = 0, the problem admit a third integral
Dy —"k1 = cle (11)

since, now, we have

V = mgscosf = k cosf (12)

2.- MOTION OF A GYROSCOPE IN A SET OF REDUN-
DANT VARIABLES

R.Cid and M.E. San Saturio (1988) showed a proposition that we can
resume in the following form:
”A canonical system

¢ =0H/[0p; pi=—-0H[0¢; (i=1,2,..n) (13)

with a Hamiltonian H(q,p,t) of class C@) can be transformed in a new
canonical system

Oh— GHHIOE, e Pi— 0800, o 12 nil) N4

of Hamiltonian H* = H[¢(Q),p(Q, P),t], by means of the transformation




6= 6@ Po= Yra) (15)

of class C(®), that verifies the condition

el 9¢n
P, -88—311- Ll %-6-1-
P, ds
detM* = . E_& _ 3-5_2 =0
P - a . L] a : .
ntl 30,41 FER 3Qnt1
In this case, every solution [Q4(t), Px(t)] of the system (14), determines
a solution [g;(t),pi(t)] of the system (13).”
According to this proposition, the motion of a gyroscope in the general

case (6o # 0) can be studied in a set of four variables (o, ¢1, 92, ¢3) defined
in the form (R.Cid and M.C. Fernandez Qnes,1991)

3

5 Y+é _ .0 Y-9

go = cos 5 cos — gl st con e (16)
2oy e 0 v

g2 = singsin—p g3 = cos 5 sin—p (17)

while, in the particular case (6o = 0), it is sufficient to introduce two vari-
ables (go,q1), since in this case exit three integrals

H = h, p¢ = kl, P¢ = k3 (18)

3.- STATEMENT OF THE PROBLEM IN THE PARTICU-
LAR CASE.

The reduction of the problem to quadratures, in the particular case (6o =
0), can now be accomplished as follows:
Putting

sinf = qo cosd = q (19)
or else

0 = arctan(go/q1) @ +gi=1 (20)

the transformation (8,ps) — (qo0,41,P0,p1) defined by the equalities (19)
and the conditions




=- o— = Do =Ppod1 21
Po=pog - =P + z (21)
a0 %@
P1=Po7— = —Pos—5——— = —Peg0 (22)
g @+q

is a canonical transformation by virtue of the proposition established in
paragraph 2.
According to this conditions, we shall write the relations-

@B+g=1 (23)

2 93l =9)
po + 1 = Ph (24)
gopo + ¢1p1 =0 (25)

Hence, in this case, the motion of the gyroscope is represented by the
Hamiltonian

1 (5+p1) | (k= stl)

o 3
and the equations

5 6H Po = 6H

90 = apo I Po = _5{0 (27)
- aH p1 : 8H

£1 LT e 28
qiv= apl A P1 3q0 ( )
(29)

On the other hand, the derivative of the equality (23) with respect to
the time t assume the form

d ! 7 2a?
E(q{‘j +¢%) = 2(q0do + a161) = — (%P0 + @1p1) = 0 (30)

that proves the integral character of the equation (23) so as the disppearance
of the variable go in the Hamiltonian (26).

In these conditions, we have
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Po=0  po=ko=cte (31)

. = (k1= ksq) [k3(B — Cq?) — Cqu(k1 — kaq1)] — k (32)

HTm—car

It is obvious that the relation (25) is not a first integral of the system,
since in general we have

d
E(‘Iopo +qip1) #0 (33)

Finally, substituting the moment p; = Ag; in the Hamiltonian (26) we
obtain the solution of the system by means of the hyperelliptic integral

’ B-Cg
e \/Z\/Qo + Q1¢1 + Q24 + Q3‘1‘13dq1 9

where the constants Q;, are given by the equalities

(35)
(36)
37)
(38)

Let us now see the involutory character of the integrals

H = ha Po = k01 qg P qlz. =1 (39)

According to Whittaker(1988): If n distinct integrals ¢:(q,p,t) = k; =
cte of a canonical system ¢; = dH /dp;, p; = —0H/dq;, (i = 1,2, ..., n) are in
involution, i.e. {¢a,¢p} = 0, then solving these integrals in the form Dii—
fi(g,k,t) and substituting the functions f; in the expression ) p;dq; — Hdt
a perfect differential dV (g, k,t) is obtained. Thus in this case the remaining
integrals of the system are 8V /0k; = h; = cte.

In other words, the knowledge of n integrals in involution of a dynamical
system ¢; = 0H/0pi, p; = —9H [0qi(i = 1,2, ...,n) is equivalent to its total
integration.

In our case, we have




d
{H,po} = gptg =0 (40)

d
{B.d+a} =@ +d)=0 (41)

{po.a5 + qf} =—2¢0 # 0 (42)
(43)

So, we have two integrals in involution (H,po), or (H, g3 +¢?) that proves
the integrability of the system. ’
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Abstract

In this paper, the astronomical theory of the Ice Ages is expossed. Presently, there seems

to be a general consensus that the variations in the motion of the Earth on climate is real

enough, an inter—disciplinary effort is needed for a better modeling of the climate in past

epochs. In this note, we present an exposition of the discovery of the Ice Ages, the different

theories for its explanation, the geological test, and the keys for further development in

research for obtaining.a deeper knowledge of the climate in the past and in the future.

1. Descubrimiento de las Glaciaciones

La teoria, hoy en dia, universalmente aceptada de que gran parte de los continentes estuvieron

cubiertos por capas de hielo de varios centenares de metros de espesor, es reciente y triunfé tras

una serie de apasionadas batallas cientificas entre los gedlogos del pasado siglo. En efecto, de un

modo escueto, podemos decir que dicha teoria fue iniciada por Louis Agassiz al lanzar esta idea

en una Reunién de la Sociedad Suiza de Ciencias Naturales en Newchatel el 26 de Julio de 1837.

El origen de tran atrevida opinién surgia principalmente de la localizacién de enormes bloques

de roca (boulders), distribuidos aleatoriamente por terrenos muy alejados de nieves perpetuas

y glaciares, con profundas incisiones y compuestos por material que no se encontraba presente

en bastantes kilémetros a la redonda. Si bien la existencia de estos bloques era conocida, nadie

habia osado formular en un contexto cientifico que su origen fuese glaciar, por el contrario, laidea

mas generalmente extendida era que procedian de alguna gran inundacion en épocas remotas,

sin desdefiar el Diluvio Universal (la teoria catastrofista era aceptada por un elevado nimero

de naturalistas). Lyell [18], uno de los representantes del actualismo, junto con otros cientificos

sugirieron que los bloques habian llegado por el efecto de grades olas marinas, o habifan sido

desplazados-por icebergs, aunque no fueron capaces de explicar el que aparecieran en lugares

como Suiza, y en sitios especialmente elevados.

El impulso definitivo de esta teorfa se produjo con la conversion a ella de gedlogos de gran

prestigio, como Buckland (Oxford) y el ya citado Lyell, y con la aparicién de evidencias similares

en Norte-América, como por ejemplo, una morrena terminal, llegando a alcanzar hasta 40 m, de

altitud, extendiéndose desde Long-Island hasta el estado de Washington, aunque originada por

varios focos de expansién. En general, podemos decir que esta idea fue defendida inicialmente
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por cientificos de Escocia, Suiza, Escandinavia, y que fue rechazada por habitantes de zonas
llanas y costeras. A este respecto, conviene recordar que en aquellos momentos existia un gran
desconocimiento sobre glaciares, que fue en 1852 cuando se comprobé que Groenlandia estaba
cubierta por una gran capa de hielo, y que fue a finales del siglo pasado cuando se descubrié
la verdadera dimensién del continente Antdrtico. Tras 25 afios de continuo debate, por fin fue

aceptada la existencia de una Glaciacién (Ice Age).

Una cuestion que surgié desde el momento en que Agassiz expuso su teoria fue que, caso de
ser cierta ésta, para que la capa de hielo cubriese parte de Suiza, deberia tener un espesor de 1
Km., y como la tnica fuente suministradora de agua era el océano, el nivel de las aguas deberia
bajar unos 30 m, con la consiguiente modificacion de la linea de costa. Sin embargo, aunque tal
cantidad de agua efectivamente fue sustraida del océano, registros geoldgicos afirman que no se
produjo una variacién de tal magnitud en las costas, debido a que por el peso de la capa de hielo,
la corteza terreste se hundié. Por otra parte, cuando se produjo el deshielo, hubo dos tipos de
respuesta: una inmediata, que consistié en un aumento del nivel del mar, y otra gra.dual, que
produce una lenta elevacién del terreno, fenémeno que todavia puede detectarse. Por ejemplo,

en los Grandes Lagos de Norte-América, el suelo se eleva unos 40 cms. por siglo.

Hacia 1875, se puede decir que se habia cartografiado completamente la glaciacién [11], al
mismo tiempo que se tenfa evidencia de la existencia de diversas glaciaciones anteriores. Sin
embargo, se abrfa un amplio espectro de interrogantes, acerca del agente que las causé, porqué
cesaron y sobre si volverian a producirse. Entre las diversas teorias que intentan dar solucién
a estas preguntas, es la Astronomia dindmica la que parece mas plausible, aunque légicamente,

tenga sus detractores.

2. Historia de las distintas teorias astronémicas

El pionero en dar una interpretacién astronémica de las glaciaciones fue Adhémar [1], quien
reflexiona sobre el hecho de que la érbita de la Tierra es eliptica, y que el paso por el perihelio se
produce sobre el 3 de Enero, préximo al solsticio de invierno; por este motivo, en el hemisferio
Norte, la primavera y verano tienen 7 dfas més que el otofio y el invierno, sucediendo lo contrario
en el hemisferio Sur, por lo que en el hemisferio austral el nimero de horas de oscuridad supera
al de luminosidad, lo que hace que se vaya enfriando cada vez mds. Esa serfa la causa de una
glaciacién en el hemisferio sur. Ademds, conocido ya por D’ Alembert, el movimiento de la
precesién de los nodos junto con el movimiento del perihelio en la érbita forman un ciclo de
22.000 afios, por lo que cada 11.000 afios deberfa haber una glaciacién, una correspondiente al
hemisferio norte y otra al hemisferio sur.

Por desgracia, junto a su.légico razonamiento introdujo unas consecuencias que hicieron que
su teoria perdiese credibilidad. En efecto, supuso que la capa de hielo del Antértico absorberfa
el agua del hemisferio Norte, originando un gran abultamiento en el antértico. Posteriormente,

cuando el agua se fuese deshelando, el fenémeno resultante serfa una especie de hongo, hasta que

éste colapsase produciendo una gran ola hacia el hemisferio norte. Aparte de esta fantasia, el




método matematico fue criticado por algunos cientificos, entre ellos von Humblot, quien sefialé
que la idea principal (un hemisferio se calentaba mientras el otro se enfriaba) era incorrecta. En
efecto, ya se conocia desde D’ Alembert, que la cantidad total de calor recibido por un hemisferio
durante un afio es exactamente igual al recibido por el otro. La verdadera razén por la que el
hemisferio Sur se encuentra mas frio se descubri6 varios afios después y es debido por una parte,
a la ausencia de las corrientes marinas que trasladan agua caliente y por otro, a que al reflejarse
la luz en las grandes capas de nieve y hielo aumenta el frio. Aunque falsa, constituyé un gran e

importante paso en el camino para comprender el misterio de las glaciaciones.

Motivado por la obra de Adhémar, Croll decidié seguir en esta linea. Croll conocia los re-
cientes estudios de Leverrier (descubridor de Neptuno), donde se probaba que la excentricidad de
la 6rbita terrestre posefa un periodo muy grande y pensé que esta lenta variacion en la excentri-

cidad podria ser una de las causas de las glaciaciones. Mediante las formulas de Leverrier, Croll

calculé la excentricidad orbital para un periodo de 3.000.000 afios, y las represent6 graficamente,

siendo el primer gedlogo en estudiar la historia de la 6rbita de la Tierra. Un primer andlisis
indicé que la excentricidad sufria grandes> cambios en magnitud, asi, mientras que ahora es muy
pequeiia, hace 100.000 aiios era muy elevada, por lo que tendria que ser algin factor decisivo en
la génesis de las glaciaciones.

Su hipétesis fue que una disminucién en la cantidad de luz recibida durante el invierno
favorece la acumulacién de nieve, y ademds, cualquier aumento en la superficie cubierta por
la nieve, resultard en una mayor pérdida de calor al reflejarse la luz, por lo cual, pequefios
cambios en la radiacién solar serfan ampliados por los propios campos de nieve. Asi pues,
su principal tarea consistia en determinar qué factores astronémicos controlan la cantidad de
luz solar recibida durante el invierno. El principal que encontrd, fue el de la precesién de los
equinoccios: si el invierno sucede cuando la tierra estd cerca del Sol, los inviernos seran mds
templados que usualmente y reciprocamente. Por razones diferentes, llegé al mismo ciclo de
11.000 afios de Adhémar, pero teniendo en cuenta la excentricidad orbital. Si la orbita fuese
circular, la precesién no afectaria al clima, puesto que las estaciones sucederian a la misma
distancia del Sol. Hoy en dia la excentricidad es muy pequenia (1/100), por lo que apenas tiene
efecto cualquiera que sea la posicién en la orbita en que suceda el invierno. Sin embargo, en
épocas de excentricidad mayor (6/100), inviernos extraordinariamente templados tienen lugar
cuando el solsticio se produce cerca del perihelio, e inviernos extraordinariamente frios en las
proximidades del afelio. Asi pues, de acuerdo con Croll, un hemisferio sufre una glaciacién
cuando dos condiciones se verifican simultdneamente: una érbita muy excéntrica y el solsticio
de invierno sucede muy lejos del Sol. Consecuentemente, a las épocas de excentricidad muy
elevada las denominé Epocas Glaciares y los intervalos entre ellas Epocas Interglaciares. La
idltima época’ glaciar comenzé aproximadamente hace 250.000 afios y acabé hace unos 80.000
afios.

Sin embargo, Croll estaba realmente preocupado con la pregunta de si tan pequeiias oscila-
ciones en la excentricidad, son capaces de explicar los registros geologicos, pues las masas de

hielo deberian cubrir gran parte de Europa y Norte-América. Para explicar esto, sugirié que los




factores astronémicos serian el detonante que ayudaria a las corrientes templadas del Océano

Atlantico, de tal modo, que cuando en un hemisferio se produce una glaciacién, los vientos se

moverian en una direccién tal que contribuirian a enfriarlo mas todavia. Posteriormente, Croll

afiadié a su teoria la influencia de la variacién de la oblicuidad de la ecliptica; sin embargo, al no

disponer de una buena teoria de ésta, no pudo aportar conclusiones definitivas. En 1875 publicé

Climate and Time [8], compendio de su teorfa.

El gran impulsor de la teoria astronémica de las glaciaciones y cuyo nombre va necesariamente

ligado a ésta es Milutin Milankovitch, Profesor de Matematica aplicada en la Universidad de

Belgrado, donde explicaba Mecanica y Astronomia. Su primer propésito fué el desarrollar una
teoria matemadtica capaz de describir los climas de la Tierra, Marte y Venus, tanto de hoy como

del pasado. Para ello procedi6 a calcular la temperatura en los distintos paralelos de la Tierra.

Asi, de un modo tedrico podria determinar la temperatura en el resto de los planetas, pues

en todos los casos la fuente calorifica era comin. Ademds, si fuera posible calcular el clima

hoy en dia, también lo seria el calcularlo en otras épocas mas remotas, cuando las condiciones

orbitales y geométricas de la Tierra fueran diferentes. Es decir, obtendria informacion viajando

en distancia y en el tiempo. El desarrollar esta teoria le llevaria mas de 30 afos.

Al igual que Croll, encontré que la distribucién de la radiacién solar sobre las superficies de los

planetas estaba determinada por tres pardmetros: la ezcentricidad de la orbita, la inclinacion del

eje de rotacion y la posicion de los equinoccios en su ciclo precesional. Sin embargo, contaba con

un nuevo factor a su favor: una sustancial mejora en los desarrollos matematicos de Leverrier,

llevados a cabo por el matemadtico aleman Pilgrim, lo que permitia extender los anteriores

pardmetros al dltimo millén de afios.

Su segundo objetivo era calcular la cantidad de radiacién solar que llega a cada planeta

durante una estacién en un paralelo de latitud dada. Era conocido a partir de Newton que

la radiacién incidente del Sol dependia de dos factores geométricos, la distancia al Sol, y el

angulo con el que los rayos inciden en la superficie. Demostré que las variaciones en la érbita

y excentricidad eran lo suficientemente elevadas como para originar contracciones y extensiones

de las capas de hielo y que las oscilaciones en la oblicuidad de la ecliptica eran mas importantes

de lo que Croll habia estipulado. Su teoria matemaitica del clima terrestre actual, de Marte y

Venus [20], fue considerada como una de las principales contribuciones para la descripcién del
clima moderno.

5
Esta obra causé gran impacto en Wladimir Képpen, reconocido como uno de los mayores
climatélogos del mundo, que junto con su yerno Alfred Wegener, gelogo, se pusieron en con-

tacto con Milankovitch, resultando estas relaciones especialmente fructiferas para éste. Una

vez disponible el mecanismo necesario para calcular la radiacién solar en cualquier latitud y

estacién, el siguiente objetivo era proporcionar una descripcién matematica del pasado clima-

tolégico de la Tierra. Para ello, procedié a representar graficamente las curvas de radiacién para

ciertas latitudes, pero la cuestién era determinar cual de éstas era crucial para el desarrollo de
las capas de hielo. La hipétesis principal tanto de Adhémar como de Croll era que el factor

critico habfa sido la radiacién recibida en altas latitudes durante el invierno. Sin embargo, Mi-
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Figura 1.—Curva de radiaciéon de Milankovitch para una latitud de 65°Norte. Adaptado de Koppen y
Wegener (1924)

lankovitch dudaba de que ésta fuese la causa real y Koppen le sugirié que el factor decisivo seria
la disminucién del calor durante el verano. En efecto, segin Koppen, los cambios en la
radiacién en invierno apenas tendrian efecto en la cantidad de nieve, pues las temperaturas son
lo suficientemente bajas como para que se acumule. Sin embargo, durante el verano los glaciares
se funden y por tanto, cualquier disminucién en la intensidad de la luz del sol recibida impedird
la fusién, haciendo que la cantidad de nieve aumente y comience la expansién del glaciar.

Siguiendo este razonamiento, Milankovitch comenzé a calcular las curvas de la radiacién
recibida durante el verano a latitudes 55°, 60°y 65°durante los pasados 650.000 afos (Figura
1). Estas graficas, tal como Koppen comprobd, se ajustaban bastante bien a la historia de
los glaciares Alpinos. Publicé sus resultados como un capitulo del libro de K6ppen y Wegener
[15]“Climas del pasado geoldgico”, lo que aseguré una amplia divulgacién de su teorfa entre
geodlogos y meteordlogos. Posteriormente extendi6 sus tablas a ocho latitudes, situadas entre
5% 75°N, publicando un volumen titulado “Mathematical Climatology and the Astronomical
Theory of Climatic Changes”. Con estas curvas de radiacién, quedaba clara por primera vez la
contribucién de los ciclos astrondmicos en la radiacién solar. La influencia de la oscilacién de
la oblicuidad (ciclo de 41.000 afios) es mayor en los polos y menor en el ecuador, pero por el
contrario, la del ciclo de precesién (ciclo de 22.000 afios) es menor en los polos y mayor en el
ecuador.

Con esto, comenz6 a preparar su cuarto y dltimo objetivo, calcular de qué modo las capas de
hielo podfan responder a un cierto cambio en la radiacién solar. Para ello, la principal dificultad
estribaba en determinar la importancia de la disminucién de la temperatura por reflexién de la
luz, tal como ya habia sugerido Croll. Milankovitch resolvié el problema estudiando la altitud
a la cual existe nieve perpetua. Esta difiere con la latitud, asi en la zona ecuatorial estd en
montanas muy elevadas, mientras que en las zonas polares estd a nivel del mar. Milankovitch
encontré una formulacién matematica de la relacion entre la radiacion recibida durante el verano,

y la altitud de la linea de nieve, publicando sus resultados en 1938. Con todo lo cual, quedaba

completo el trabajo [21] y se podia calcular la latitud de las capas de hielo en cualquier época
dentro de los tltimos 650.000 afios.




3. Registros geologicos

La aparicién de la teoria astronémica de Milankovitch fue objeto de atencién inmediata, pues
se ofrecfa por primera vez un modelo que explicaba la génesis de las diferentes glaciaciones
que se intufan. Sin embargo, para contrastar este modelo con la realidad surgfa un obstéculo,
consistente en la dificultad de obtener una correcta datacién de los registros geolégicos, siendo el
método més frecuente el de asignar edades por el grosor de las capas sedimentarias. No obstante,
a finales del siglo pasado, se llegé a afirmar la existencia de cuatro glaciaciones, separadas
por un periodo interglaciar similar al que ahora disfrutamos. En las curvas de Milankovitch,
se observaban minimos en 25.000, 72.000 y 115.000 afios , con lo que algunos gedlogos vefan
confirmada la teoria astronémica, pero como las edades de los registros se conocian vagamente,
otros se mostraron en contra, sin llegar a ningiin acuerdo.

Un método diferente fue empleado por Albrecht Penck [22] estudiando los valles alpinos.
En efecto, encontré en todos ellos tres terrazas separadas por profundos escarpes, lo que le
sugiri6 que cada uno de éstos se formé en épocas frias, al comienzo de las épocas interglaciares.
Como encontré cuatro capas de gravas, dedujo que se habian producido cuatro glaciaciones en el
Pleistoceno, que denominé por orden de antigiiedad: Giinz, Mindel, Riss y Wiirm. Analizando el
espesor de los sedimentos postglaciares en los lagos alpinos y la velocidad con que se depositan,
estimd que la tltima se habia producido hace unos 20.000 afios, la anterior hace 60.000, la
previa a ésta, que llamé Gran interglaciar, habia durado 240.000 afios y estimé una duracién
del Pleistoceno de 650.000 afios.

Estos periodos coincidian con la teoria que Milankovitch obtuvo de modo independiente afios
después, lo que hizo que las curvas de radiacién solar de éste se empleasen durante varios afios
como método de datacién. Sin embargo, hacia 1955 esta técnica fue abandonada al aparecer otra
mas precisa, empleada en la datacién de fésiles del Pleistoceno: el carbono radiactivo. Desarro-
llado por Libby [17], solamente era valido para un periodo de tiempo no superior a 40.000 afios.
Con el radiocarbono, se llegé a la conclusién de que la tltima glaciacién alcanzé su maximo hace
18.000 afios, desapareciendo rapidamente hace 10.000 afios. Ademds, se encontraron depésitos
correspondientes a épocas templadas de 25.000 afios de edad, justamente en periodos en que
Milankovitch predecia una glaciacién. Por otra parte, extendiendo el periodo de validez de los
40.000 afios del carbono radiactivo, aparecieron més épocas glaciares de las predichas por la
teoria astronémica.

Sin embargo, todavia persistia el problema de que solamente habian sido considerados regis-
tros tomados en la superficie terrestre, por lo que se imponfa el andlisis de muestras del fondo

marino. En 1875, una corbeta inglesa tomé muestras del fondo marino en una expedicién alrede-

dor del mundo, con el resultado de que en aguas muy profundas (> 4.000 m) no existen registros

organicos pues sus esqueletos son disueltos, mientras que a profundidades menores de 4.000 m

habfa abundancia de foraminiferos en aguas calientes, y en aguas frias se detectaban restos de ra-
diolarios y diatomeas. Sin embargo, para obtener mayor informacién era preciso realizar perfiles
de los sedimentos marinos mediante testigos y los medios técnicos necesarios para conseguirlos

no fueron suficientemente buenos hasta los afios 20 de este siglo. De este modo, con cortes de 40
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cm., se deteterminaron tres capas. En la 1 y 3 aparecia Globorotalia menardii, correspondiente
a aguas calidas, mientras que estaba ausente en la capa 2. En 1947 se logré un perfil de 15
m. En estos nuevos registros se descubrié que la concentracién de carbonato célcico variaba
dristicamente en las distinta capas. Una circulacién de agua distinta en el Pacifico, segin se
estuviese en etapa glacial o interglacial, explicaria este hecho. Esto, junto con la conviccién de
que una variacién en la abundancia de Globorotalia indicaba un cambio climdtico, le permitié
a Ericson [10] determinar la existencia de 9 glaciaciones durante el Pleistoceno.

Posteriormente se uiliza un nuevo método de datacién basado en la composicién isotépica
de los dtomos de oxigeno en foraminiferos fésiles. Urey, habia probado que la concentracién de
0!% depende de la temperatura del agua. En aguas frias, la concentracién de O'® es mayor
que la de 08, con lo que serfa posible calcular la temperatura del agua mediante la relacién
en las concentraciones 0!8 /0!® en los fésiles. Sin embargo, la temperatura también depende
de la composicién isotépica del agua. Emiliani [9], tras el andlisis de varias muestras marinas
concluyé que durante los 1iltimos 300.000 afios habia habido 7 glaciaciones, y que durante éstas,
las aguas del Caribe descendian unos 6° C. Las curvas que obtuvo, venian a apoyar la teorfa
astronémica de Milankovitch.

Ante la discrepancia entre los resultados obtenidos por Ericson y Emiliani, Imbrie sugiere
la posibilidad de que otros factores diferentes a la temperatura podian influir en el contenido
de foraminiferos, por ejemplo, la concentracién de sal o la cantidad de alimento disponible para
los foraminiferos. Por una parte, Imbrie y Kipp [13], y por otra, Broecker y Jan van Donk [5]
analizan independientemente una misma muestra, probando que Ericson estaba equivocado, y
que Emiliani decia solamente una verdad a medias, pues donde Emiliani deducia temperaturas
frias, ambos grupos encontraron aguas templadas. La temperatura disminufa solamente 2° C y
10 los 6 ° de Emiliani, por lo que la mayor parte de la variacién isotépica era debida a cambios

en el volumen de las capas de hielo, no a cambios en la temperatura.

Un fenémeno que contribuyé en el proceso de datacion, fue el de la inversién magnética.
Descubierta por Brunhes (1906), Mé.tuyama. también detecté que durante el Pleistoceno, al
menos una vez, se habia invertido el campo magnético terrestre. Posteriormente, Cox et al.[7] lo
confirman, y denominan al iltimo periodo de polaridad normal Epoca de Brunhes, y ala previa
(de polaridad invertida) Epoca de Matuyama. Mediante la técnica de K-Ar se estimé con gran

precisién su duracién en 700.000 afios

En 1970 surge el proyecto internacional CLIMAP, en el que participaron mds de 100 cientificos

de Dinamarca, Francia, Alemania, Inglaterra, Noruega, Suiza y Holanda con dos propdsitos

fundamentales:
e Elaborar un mapa de la superficie de la Tierra durante la iltima glaciacién
e Medir las oscilaciones del clima durante el Pleistoceno.

En 1976 el grupo [6] publicé un mapa global mostrando las temperaturas del Océano y la
distribucién de glaciares a la altura de la tltima glaciacién, hace 18.000 aiios(Figura 2). Para

ello, hubo que dividir la Epoca de Brunhes (700.000 afios) de la dltima inversién magnética
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Figura 2.—Temperaturas en el nivel del mar, extensién de las capas de hielo, su elevacién y albedo hace
18.000 afios. Adaptado de CLIMAP (1976)




en zonas estratigraficas, es decir, en estratos capaz de reconocerse y correlacionarse entre los
diferentes testigos de sondeos. Con ello pudieron identificarse distorsiones locales, tales como
ausencia de erosién, corrientes de turbidez, etc. Esta tarea, ya comenzada por Ericson, tenfa

que ser valida para todo el Océano.

De notable importancia fue el estudio de una muestra (V28-238) obtenida en aguas poco

profundas del Océano Pacifico. Correspondfa a un periodo muy largo de tiempo, con lo que
también contenia evidencias de la iltima inversién magnética (Matuyama) y con métodos es-
pecialmente disefiados para este caso se consiguieron dos curvas isotdpicas [25], que han sido
consideradas como la Piedra Rosetta de las glaciaciones [14].

La primera (Figura 3) reflejaba la variaci6n en la composicién isotépica de conchas de planc-
ton cerca de la superficie del agua. Los primeros 17 estados correspondian exactamente a los
dados por Emiliani para el Caribe y todavia aparecian dos mds hasta la base de la Epoca de
Brunhes. Faltaba por ver que estas fluctuaciones eran globalmente sincronas. Esto se comprobé
con su segunda curva, correspondiente a los foraminiferos del fondo del mar, pues coincidia con
los del plancton.

Como la temperatura en el fondo del Océano siempre estd muy fria, proxima a helarse,
no podria haberse enfriado demasiado en la glaciacién, por lo que ambas curvas senalaban
cambios en la composicién de isétopos ligeros en el Océano y no variaciones en la temperatura
del agua; como ésta, mediante las corrientes, se mezcla rapidamente, cualquier cambio quimico
en una parte se reflejaria en cualquier lugar durante unos 1000 afios. Cuando los glaciares
se extendieron, isétopos ligeros del Oxigeno pasaron del mar a las capas de hielo alterando la
proporcién isotépica del oxigeno en el agua del mar. Cuando se fundié el hielo, los isétopos
volvieron al mar, recuperando éste su composicion inicial. El efecto en la temperatura fue
demasiado pequeiio como para que pudiese ser detectado.

Loé limites de los 19 estados isotépicos estaban muy bien definidos, al principio por medio de
la datacién por radiocarbono y al final mediante la inversion magnética. Interpolando se pudo
fijar las épocas de estos estados, lo que permitié una datacién muy precisa de los fenémenos del
Pleistoceno. Asi pudo observarse el ciclo de 100.000 afios y también oscilaciones de periodos mds
cortos, de 44.000 y de 22.000 afios, pero estos ultimos muy amortiguados. La explicacion a este
amortiguamiento fue sugerido por Hays, quien pens6 que cuando la velocidad de acumulacién
es menor de 2 mm./siglo, las actividades de los animales que viven en el fondo marino pueden

_ enmascarar la frecuencias altas. Mediante el andlisis de una nueva muestra de precipitacién
rapida (3 mm./siglo) se observé un ciclo largo (100.000 afios) y sobreimpuestos tres mas cortos,
uno de 41.000 afios, correspondiente a la oblicuidad de la ecliptica, y otros dos de 23.000 y
19.000 afios respectivamente, debidos a la precesion de los equinoccios. Resultados andlogos se
obtuvieron con dos métodos distintos mediante el andlisis espectral isotépico y el de la curva
radiolarios-temperatura, con lo cual, Hays, Imbrie y Shackleton concluyeron [12, p. 1131]: It
is concluded that changes in the earth’s orbital geometry are the fundamental cause of the

succesion of Quaternary ice ages .
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Figura 3.—Curvas isotdpicas y magnéticas realizadas por Shackleton y Opodyke (1973) en la muestra

V28-238. Adaptado de CLIMAP (1976)

4. Elementos orbitales terrestres

El problema de calcular la érbita y la rotacién de la Tierra durante un periodo muy grande de
tiempo estd relacionado directamente con la estabilidad el sistema Solar. Segin una definicién
de Weierstrass, el sistema solar es estable si los elementos orbitales de los planetas se pueden
expresar como sumas de términos periédicos. Los autores cldsicos toman en las teorias unos
pequeiios parametros que suele ser el cociente entre la masa de un planeta y la del Sol (u; =
m;i/mg). Lagrange ya demostré que hasta el primer orden en los parametros, las ecuaciones
diferenciales de los semiejes mayores contienen solamente términos de corto periodo. Tisserand
[26] demuestra el mismo resultado hasta el segundo orden en p. Sin embargo, los resultados
principales se deben a Poincaré [23], quien afirma que las series de las teorfas de perturbacién son
no convergentes en cualquier abierto del espacio fasico, y ademds, afiade que las soluciones de las
ecuaciones de movimiento para el problema de n + 1 cuerpos se pueden construir formalmente
hasta cualquier orden de los pequefios parametros como series de Fourier, siempre que nos
olvidemos de la cuestién de la convergencia de dichas series. El problema radicaba en encontrar
estas series de un modo explicito. La aparicién en los afios 1960 de métodos de perturbaciones
basados en transformaciones de Lie ha permitido el obtener estas series de un modo mas simple.

Otro factor que ha posibilitado el avance en la deducién de teorfas analiticas, ha sido la
introduccién de los ordenadores en Mecanica Celeste. En efecto, hasta hace solamente unos
afios, las teorfas solamente podian contrastarse con las observaciones de los planetas, lo que

solamente daba garantias de la validez para un corto periodo de tiempo, pero con la aparicién




de los ordenadores, se han podido calcular numéricamente las érbitas de los planetas y comparar
los resultados obtenidos con las efemérides deducidas analiticamente, asi como obtener distintas
integraciones de la érbita de la Tierra, validas para varios millones de afos. ([19,24]).

Por otra parte, con el desarrollo de manipuladores algebraicos ha sido posible el obtener
teorias planetarias de orden mucho mas elevado, con garantias de no introducir errores y en un
tiempo asombrosamente corto. Entre estos intentos, podemos citar las teorias planetarias del
Bureau de Longitudes y del Observatorio de Paris [4,16].

Muy someramente, vamos a describir las ecuaciones diferenciales que aparecen en este pro-
blema. Suponiendo que cada planeta es un punto de masa m;, y que su vector posicién con

respecto a un sistema heliocéntrico es r;, su movimiento viene regido por la ecuacién diferencial

2.0, 9
Gt 0 G(mo+m,)r +Z “er, (e Z le]

753 &

dt? lIl® 75l

Se trata por lo tanto de un sistema diferencial de orden 54. Ademads, a estas ecuaciones hay que
afiadir las correspondientes a la rotacién de la Tierra:

dlo _
dt

donde I es el momento de inercia terrestre, w es el vector velocidad angular, y M es el momento

resultante de las fuerzas externas (atraccién de la Luna, Sol y demds planetas).

La precisién que se obtenga en la integracién dependera en gran medida de la exactitud con
que se tomen los valores inciales r;, 7;, w, I, M, asi como de la estimacion de las masas m; y de
la constante de gravitacién G., por lo que resultan imprescibles las observaciones astrométricas
de gran precision, asi como los datos sumistrados por las sondas espaciales Pioneer y Voyager.

Con respecto al movimiento de rotacién de la Tierra, en la actualidad, no existe una teoria
analitica que permita calcular los elementos de la rotacién para varios millones de afios con
suficiente exactitud (=~ 0.015 radianes en los movimientos medios por millén de afios), debido
principalmente a la presencia de funciones elipticas, muy complicadas de manejar. Con el
desarrollo de software especifico, se abren nuevas perspectivas para la solucién de este problema.

Una nueva dificultad se viene a anadir a las ya mencionadas y es el producir las curvas de
insolacién en las distintas latitudes a partir de los resultados de la integracién, bien analitica,
bien numérica, o semi-analitica. Dignos de destacar son los trabajos de Berger [2,3], quien

obtiene las curvas de insolacién de Milankovitch para los dltimos 5 millones de afios.

5. Conclusiones

La teoria astronémica de las Glaciaciones ha supuesto un esfuerzo multidisciplinar (Gedlogos,
Geofisicos, Astrénomos, Matematicos, Meteorélogos, Quimicos, Bidlogos, etc.) con el fin de
aportar luz sobre el origen de las distintas glaciaciones. Puede concluirse que hay una correlacién
significativa entre las curvas de insolacién y las geoldgicas, y que las variaciones en los pardmetros
dela 6rbita terrestre son un factor determinante en el modelado del clima. Proporciona un reloj

absoluto con el que datar sedimentos del Cuaternario con una precisién varias veces mayor que
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la que ahora es posible. Predice la variacién climatica natural en una escala de tiempo geolégico
para los préximos 100.000 afios, un periodo de tiempo compatible con la evolucién de elementos

radiactivos procedentes de residuos nucleares.
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ABSTRACT

Modelling of layered earth structures based on the analysis of dispersed seismic
signals and 2D theoretical earth models of shear wave velocity as a function of
depth, require phase and group velocity calculations of surface waves and also
inversion of the dispersion data obtained. Firstly, errors affecting surface wave
velocity measurements are assessed. We discuss present-day constraints in the
filtering and inversion processes that we have used for both long- and short-
period seismic data and we comment on the uncertainty in interpretation.
Concerning the determination of velocity data, different parameters involved in
the techniques used for the filtering of dispersed seismic signals in order to
minimize effects of modal contamination, are considered. The choice of velocity
data for inversion, based on the wavelength-distance "proportionality
relationship”, is also discussed in relation to deep structures. Other factors taken
into account are the characteristic parameters of the inversion method used and
the initial earth model chosen for the inversion process. Finally, some aspects

which constrain the interpretation of the inversion results are examined.

Key words: dispersion, inversion, surface waves.

INTRODUCTION

During the past two decades the structure of the crust and upper mantle of the
Iberian Peninsula has been studied by means of surface wave dispersion analysis.
Several earth models have been obtained for different domains, not only for those

of continental structure but also for those of oceanic structure near the peninsula.
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These models have changed with time as the data and processing techniques have
improved (Corchete, Payo & Badal, 1991). Analysis of surface waves across the
Iberian Peninsula and adjacent zones (Payo, 1965 and 1970; Payo & Ruiz de la Parte,
1974), even the most recent (Corchete er al., 1990; Badal er al., 1992a), have been
based on analog data recorded at the long-period Iberian stations. Three years ago,
however, as part of the ILIHA Project (Paulssen, 1990), fourteen broadband
stations of the portable Network of Autonomously Recording Stations (NARS) were
installed in Spain and Portugal. Most of these stations operated for a period of one
year (February 1988-March 1989) and recorded body and surface waves generated
by distant and local earthquakes. The installation of the NARS array on Iberian
territory has provided a large set of digital data and substantially increased the
path coverage for single-station and two-station Rayleigh wave velocity
measurements, thus making possible a more detailed study of the crust and upper
mantle stucture than was previously possible. With the ILIHA data set now
available, it has been possible for instance to investigate the northern Iberian
region (Payo et al.,, 1992), an area which was till now unexplored by long-period
data, and also the lithospheric elastic layer structure of the southern half of the
peninsula (Badal er al., 1992b), where such an important zone like the Betic
Cordillera is located which coincides with the region of convergence of the

African and Eurasian plates.

In previous work (Badal et al., 1992a and b; Payo er al., 1992), we have studied the
deep elastic structure of the Iberian Peninsula using digital filtering techniques
which provide a significant improvement in signal-to-noise ratio (Corchete er al.,
1989), and an inversion method of seismic wave velocities based on the stochastic
inverse operator (Badal, 1990). Digital filtering techniques are used to obtain
phase and group velocity dispersion curves of surface waves. The stochastic
inverse is used to solve the inverse problem according to the generalized
inversion theory (Aki & Richards, 1980; Menke, 1984; Tarantola, 1987), and so
obtain theoretical earth models.

The techniques used to determine deep structures can also be used to determine
shallow structures (Russell, 1987). Several studies support this assertion (Macbeth
& Burton, 1985 and 1986; Mokhtar, Herrmann & Russell, 1988). We have used the
multiple filter technique and the stochastic inverse operator to filter and invert
short-period seismic data (0.2-2.5 s) in order to determine the shallow structure of
a small region in northwestern Iberia (Sarrate er al., 1992). In this study higher

Rayleigh modes are analyzed for the first time to obtain the structure of the




sedimentary layers. This research line based on observations of high frequency
Rayleigh waves. (0.4-5.0 Hz) generated in the course of seismic refraction
experiments, provides not only the fine S-velocity structure of the medium at
shallow depths, but also energy attenuation models showing the anelastic

properties of the shallower earth materials.

The aims of this paper are to discuss present-day constraints in the filtering and
inversion processes that we have used for both long- and short-period seismic data

and to comment on the uncertainty in interpretation.

ERRORS AFFECTING SURFACE WAVE VELOCITY MEASUREMENTS

Single-station group velocity measurements are affected by random errors, like
uncertaiﬁties in surface wave travel times, systematic errors, such as
instrumental errors, and also errors due to noise associated with the seismic
signal, such as those due to propagation effects. Although we have almost always
performed two-station velocity measurements, an assessment of these types of

error is given below.
Change of initial phase with frequency

This effect may be neglected if epicentral distances are sufficiently large
(Kanamori & Abe, 1968).

Uncertainties in surface wave travel times

They are almost entirely due to uncertainties in origin time and source location.
The rms error arising from these effects is 5 s. For the error in origin time, an
upper bound of 4 or 5 s is quite acceptable (Nakanishi & Anderson, 1984; Hadiouche
& Jobert, 1988; Montagner & Tanimoto, 1990). For an average path length of 650
km, this would correspond to -a mislocation of about 15 km (Mindevalli & Mitchell,
1989). For surface wave paths including the effects of source finiteness and’ of
digitizing error, the rms error is also 5 s (Forsyth, 1975). Those errors can be
assumed to be very small when using small events (mp magnitude less than 4.8)

and digital data.

Instrumental errors
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These errors are negligible within the period range for which the instrumental

signal-to-noise ratio is optimum.

Error due to digitization
Non-existent with digital data.

Errors due to propagation effects

They are caused by interference with other phases, lateral refraction, or
incomplete separation of modes. The rms errors in group times are of the order of
3.0-3.5 s for Love waves and 3.5-4.0 s for Rayleigh waves (Mindevalli & Mitchell,
1989).

Estimates of the total error in single-station velocity measurements

The total -error in group times is of the order of 8.0-8.5 s for Love waves, and 8.5-
9.0 s for Rayleigh waves. Thus, for an average path length of 650 km and Love
wave group velocities of 2.9 to 3.9 km s!, and Rayleigh wave group velocities of
2.7 to 3.3 km s!, we have an error in Love wave group velocity of 0.11-0.21 km s!
and an error in Rayleigh wave group velocity of 0.10-0.14 km s'l. Nevertheless,
these estimates of the error in single-station velocity measurements can be

substantially reduced through filtering of seismograms.

Two-station phase and group velocity measurements are also affected by errors
of this type. In order to estimate the total error in the phase and group velocities,

the factors listed below were taken into. account.
Error due to the origin time

This error arises from the source finiteness and the source time function. It is
small for seismic events that have mp magnitude greater than 5.5. Most of the
earthquakes we have considered are of mp>5.5. Two-station measurements give
better results since they are not affected by source uncertainties, hence in our

case the uncertainty in the origin:time is not an error factor.
Error due to the mislocation of the earthquake

Mislocations of nuclear explosions provide an estimate of the uncertainty in
epicentral location of the order of 20 km. For a typical group velocity of 3.80 km

s-1, this would correspond to an error of 0.015 km s-L.




Error due to the seismograph system

Instrumental errors are negligible within the period range for which the
instrumental signal-to-noise ratio is optimum. WWSSN stations have a good
response over the range 10-100 s. Other stations with long-period instruments,
also used by us, have a similar response over these periods. Within this period
range, we verified using a real seismic signal that the error due to the amplitudes

not being reduced to ground motion is negligible.
Error due to digitization

It is present only when dealing with analog data. Elimination of the very high
frequencies and base-line corrections (James & Linde, 1971) can be applied in an
attempt to avoid scatter in the data. In order to estimate this type of error, an
analytical function was digitized and the points so obtained were then fitted step
by step by a polynomial function. The differences between these two functions
were determined and thus the error in digitization was obtained. This error is not

significant and thus does not affect the phase and group velocity measurements.
Error due to multipathing

Propagation effects, such as lateral refractions, can be minimized by means of a
rigorous control of approach directions of wavefronts. We verified the paths
followed by the seismic energy from an epicentre to the peninsula. We chose
epicentres very close to the great circle determined by each pair of stations. In all
cases the angle between the two great circles drawn from an epicentre to its
corresponding pair of stations was less than 2 degrees. As an additional control of
the line up of the two stations, we considered the angle formed by the line joining
those two stations and the longer of the two great circles and restricted this to be

less than 4 degrees.
Error due to- higher mode interference

Effects of modal contamination can be minimized using digital filtering
techniques (Corchete et al., 1989), such as the multiple-filter technique (MFT)
(Dziewonski, Bloch & Landisman, 1969; Dziewonski, Mills & Bloch, 1972; Dziewonski
& Hales, 1972; Herrmann, 1973), a time-variable filter (TVF) (Cara, 1973), or a
phase-matched filter (PMF) (Herrin & Goforth, 1977; Goforth & Herrin, 1979). We
use the MFT and a TVF (Badal er al, 1990) to remove this kind of interference and to

isolate the fundamental mode from Rayleigh wavetrains.
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PARAMETERS INVOLVED IN THE FILTERING OF DISPERSED SEISMIC SIGNALS

We obtain group velocity dispersion using the MFT. A TVF allows us to efficiently
remove higher mode interference. Once the signal is filtered, the MFT is used
again to directly compute group arrival times at each station. From these times, the
interstation group velocity can easily be calculated. We determine phase velocity
dispersion by applying a spectral method to the filtered seismograms that we have
previously obtained by means of multiple filtering analysis and time variable
filtering, which is the standard frequency-domain Wiener deconvolution (Hwang
& Mitchell, 1986). The interstation Green's function required by this technique,
which is the ratio of the smoothed cross-spectrum to the smoothed autospectrum of
the first station, is calculated by windowing the corresponding correlation
functions with trapezoidal windows of different lags. In this manner, the Wiener
filtering is optimized to achieve the greatest noise reduction possible. The
interstation phase velocitiy is calculated from the phase spectrum of the transfer
function using the classical formula of the two-station method. Some unknown
parameters involved in the filtering process of long-period seismic data are worth

mentioning and will now be discussed.
The relative bandwidth of the Gaussian filter used in the MFT

As is well known, this technique makes use of a symmetric band-pass filter
whose relative bandwidth is not fixed a priori. The value assigned to this filter
parameter (a-l/2) depends on the dispersion of the signal, the noise level and
possible modal contamination, such that a good frequency-time resolution is
obtained; for instance, a=20 (Corchete er al., 1989), or a=40 (Badal et al., 1990).

The time lag of the window used when applying a TVF

To check the smoothness and bias of the isolated spectrum, a Tukey window can
be wused as it is best for signals with a moderately peaked spectrum (Hwang &
Mitchell, 1986). In accordance with Landisman, Dziewonski & Sato (1969) and
Hwang & Mitchell (1986), a Tukey window with a time lag of five times the period

considered is large enough for a correct spectral estimate (Badal er al., 1990).
The lags of the windows applied in order to optimize Wiener filtering

Trapezoidal windows of different lags are applied to correlation functions
calculated from isolated seismograms. Their lags can be optimized visually in order

to achieve the largest possible noise reduction. A modified Tukey window which




takes into account the respective lags of a rectangular window and a Parzen

window, can also_ be used (Badal er al, 1990).

A CONSTRAINT IN THE CHOICE OF VELOCITY DATA

Surface wave velocity dispersion data over an arbitrarily large period range
cannot be wused for inversion. In the case of single-station measurements from
observations of surface waves due to earthquakes near the Iberian Peninsula,
with epicentres either in the Atlantic Ocean or in North Africa, or in the
Pyrenees, it is not easy to have well-dispersed wave packets with clear amplitudes.
This is certainly a serious difficulty when trying to. obtain group velocities
corresponding to periods greater than 50 s. As far as studies of the crustal
structure based on surface wave velocity calculations is concerned, a period of 35 s

is a real upper limit for operations.

In the case of two-station measurements from observations of surface waves due
to teleseismic events, an upper limit for the period or wavelength of the waves
must be fixed. The reason for initially adopting such an upper limit is none other
than the ‘"proportionality relationship" that exists between the wavelength and
the interstation distance travelled by the waves, i. e. the greater the wavelength
the greater the interstation distance must be in order to obtain a reasonable
accuracy (McEvilly, 1964). The different trajectories between pairs of long-period
seismological stations in the Iberian Peninsula which the waves traverse
following nearly great-circle paths, cover a minimum distance of 351 km (Toledo-
Alicante, Toledo-Mélaga) and a maximun distance of 760 km (Porto-Alicante, Porto-
Ebro). As a consequence, only periods up to 100 s should be considered (Badal et al.,
1992a). With ILIHA data obtained using the broadband NARS stations, the distances
between stations vary considerably, although a representative interstation
distance is of the order of 500 km and therefore the periods considered should be
lower than 90-100 s (Payo er al., 1992).

FACTORS AFFECTING THE INVERSION PROCESS OF SURFACE WAVE VELOCITY
DISPERSION DATA

Modern inversion theory has been widely used in geophysics since its

development by Backus & Gilbert (1970). Several variations of the basic procedures
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have since been developed. For instance, stochastic inversion is equivalent to the
damped least-squares method and minimizes the magnitude of the solution and
error vectors (Franklin, 1970; Jackson, 1972; Wiggins, 1972). Differential inversion
minimizes the magnitude of the error vector plus the differences between
adjacent solution elements (Twomey, 1977). For the same set of dispersion data the
stochastic inversion method and the differential inversion method yield nearly
the same models if a proper inifial model can be supplied. We have adopted an
inversion method based on the stochastic inverse operator (Badal, 1990) for the
determination of theoretical shear velocity models. Numerical experiments show
however, that stochastic inversion fails to give a stable solution when starting
from a half-space model, whereas differential inversion works well (Hwang &
Mitchell, 1987). We consider initially that the distribution of the elastic constants
in the earth is approximated by a finite number of plane-horizontal, homogeneous
layers overlying a half-space. Factors affecting the inversion process are

examined below.
The damping factor

In the stochastic inversion scheme, the Lavenberg-Marquardt parameter or
damping factor €2 (Lawson & Hanson, 1974), defined as the ratio of the variance
associated with noise to the variance associated with the model parameters,
permits control of the inherent instability of the inversion process (Badal, 1990).
2 degrades the resolution, but reduces the error in the solution and stabilizes it,
thus reducing the covariance. A small €2 value would cause the calculation to
diverge while a large value would cause the convergence to be too slow. The
parameter can be chosen such that models have the best possible resolution
within the constraint that they be realistic, i. e. they do not contain large
fluctuations in velocity. A value near or equal to 30 for the damping constant can
be considered (Badal er al., 1992a), although experience has demonstrated the
necessity of reducing this value to 10 or even 5, for problems involving joint

inversion of phase and group velocities (Corchete et al, 1990).
Variances of the data vector elements

If the data vector is assumed to be composed of independent random variables,
the variances associated with the solution vector are a function of the variances
associated with the data vector. Appropriate filtering increases the signal-to-noise

ratio and reduces the scatter in the velocity data (Badal et al, 1990 and 1992a).




The amount of information

In previous studies of surface wave propagation across the Iberian Peninsula,
simultaneous inversion of phase velocities and group velocities has never been
carried out. Either phase velocities or group velocities have been inverted, but in
no case has the task of performing joint inversion of velocity data been
undertaken. Joint inversion of Rayleigh wave phase and group velocities in Iberia
has been performed only recently (Corchete er al., 1990; Badal er al, 1992a and b;
Payo er al., 1992). In these cases, it is obvious that a greater quantity of
information is handled, which consequently affects the computation process.
Nevertheless, in spite of the added difficulties that the joint inversion of phase and
group velocities involves, this type of inversion resuls in a more realistic earth

model due to the greater number of constraints which must be adhered to.
The number of parameters specifying the initial earth model

The a priori relationship a=[2(1—c)/(1-2o)]”2ﬁ between compressional wave
velocity o and shear wave velocity B, where ¢ is Poisson's ratio, can be used in
order to reduce the total number of model parameters via Poisson's ratio. Also, a
connection between density and shear velocity can be established via an
empirical relation (Macbeth & Burton, 1985 and 1986). This reduction of the
model's independent variables is justified as the Rayleigh waves are in general
more sensitive to changes in the shear constants than to other structural
parameters (Bloch, Hales & Landisman, 1969). At shallow depths Poisson's ratio can
be assumed to be known reasonably well, thus constraining compressional
velocities while empirical relations can constrain density values. Mindevalli &
Mitchell (1989) have assumed, for example, that Poisson's ratio is 0.25 in the crust
and 0.27 in the upper mantle, 'and have calculated densities using known relations
between density and compressional wave velocity in the crust (Talwani, Sutton &
Worzel, 1959) and mantle (Birch, 1964).

Two comfmon rock types have comparable P velocity at the temperature and
pressure at the Moho: the ultrabasic rock peridotite, and eclogite which is the
high pressure form of the basic rock gabbro. Observed seismic velocities suggest
that peridotite is dominant in the topmost mantle. The values of Poisson's ratio
calculated from Pn and Sn phases range from 0.24  to 0.27 which is consistent with
peridotite (but falls short of the few experimentaly determined values for eclogite,
which exceed 0.30). Sé, we have constrained the compressional velocities to a value

for Poisson's ratio of 0.25 (Badal et al.,, 1992a), and we have made a connection
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between density and shear velocity via an empirical relation by considering an
average mantle density of 3370 kg m3 down to a depth of 200 km in accordance
with PREM model (Dziewonski & Anderson, 1981).

If the initial discrete earth model is defined by its structural parameters, like the
layer thicknesses and the corresponding shear velocity values in these layers, the
layer thicknesses are fixed and the shear velocity in each layer is estimated from

the dispersion data.
The dimension or number of degrees of freedom -of the inverse problem

The most prudent form of action is to fix a priori the number of layers in the
initial earth model bearing in mind that a trade-off exists between the number of
degrees of freedom of the problem to be solved and the structure to be determined.
An initial earth model having 20 layers has been considered at shallow depths
(Sarrate et al., 1992) in order to appreciate better the variations in shear velocity
with depth at crustal depths. At subcrustal depths, we have chosen from the first
an initial discrete earth model having 25 layers (Badal er al., 1990).

UNCERTAINTY IN INTERPRETATION

Interpretation of our inversion results is obviously constrained by several factors,
each of a very different nature. They all contribute to uncertainties, which we

comment below.
Uncertainty due to mixed-path velocity measurements

We perform surface wave dispersion analysis on mixed-path velocity
measurements and not on pure-path measurements, thus strictly speaking the data
that are inverted are non-regionalized and so our theoretical earth models might
not be accurate. However, the observed velocity variations over the relatively
short seismic paths travelled by the surface waves through the peninsula, are
small; therefore, we believe that regionalization based on the main geotectonic

units of Iberia, is not absolutely necessary.
Uncertainty due to the model initially considered

The inversion procedure requires a starting model. One should be cautious not to

influence results with a priori assumptions, i. e. not to bias final models with any
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assumptions concerning the location of velocity discontinuities in the initial
model. We have previously referred to the elastic parameters which define the
starting earth model as well as the number of layers in this initial model. Discrete
distributions of compressional wave velocity and density as a function of depth are
restricted by means of Poisson's ratio and an empirical relationship, respectively.
The thicknesses of the main layers and the position of some of the velocity
discontinuities in the initial model, and also the smooth or sharp character of
these discontinuities, could affect the earth models obtained and be a cause of
uncertainty in the interpretation of the final inversion results. Unfortunately, in
relation to the shear velocity structure of the Iberian Peninsula at crustal and
subcrustal depths, the question of whether all these geometric features are

resolved or not, arises.
Uncertainty due to the resolution of the problem

A smoothed solution is obtained by stochastic inversion, in the sense that each
parameter of the model obtained is a 'weighted' mean of the parameters that define
the real earth model (Badal, 1990). The resolving kernels, which are nothing more
than the weights involved, give the resolution of the problem as a measure of the
degree of agreement between the true and computed solutions. In fact, these
resolving kernels, which are wusually represented graphically as continous
functions of depth, inform on the exactness achieved in calculating the solution
with respect to depth. Thus different resolving kernels, for different reference
depths, due to the approximations made in the calculation of models via
generalized inversion, must be examined. In relation to the recent inversion
results obtained till now of the deep structure of the Iberian Peninsula (Badal er
al., 1992a and b; Payo er al, 1992), we can conservatively say that the theoretical
models that we have obtained appear to be valid for depths ranging between 20
and 200 km.

Uncertainty due to a violation of the linearity assumption in the inversion

Smooth starting models in the linearized inversion may introduce non-linear
effects. Our resolution calculations should therefore be interpreted as a rough
order-of-magnitude calculation. Experiments show that the thickness of the high-
velocity lid determines the resolution in the density; a smaller lid thickness results
in an improvement in resolution. Lid thickness can be substantially reduced by
allowing a transverse isotropic parametrization of velocity in the inversion

(Lerner-Lam, 1985). In our present inversion this is not accounted for.
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Uncertainty due to the possible anisotropy of the medium

A further issue is that of possible anisotropy of the medium. Possible anisotropy
based on the so-called Love-Rayleigh wave discrepancy could take place in the
Iberian region. This phenomenon is considered to be a typical effect of
anisotropy, less likely to be influenced by the presence of lateral heterogeneities
than the polarizations of the surface waves or azimuthal variations of their
velocities. Preliminary results inferred from ILIHA data, indicate than in a NW-SE
azimuth, Love and Rayleigh wave phase velocities appear compatible with an
isotropic model, whereas in a NE-SW direction, Love waves are slightly faster than
would be predicted from an isotropic model derived from Rayleigh waves
(Paulssen, 1990). Another results also inferred from ILIHA data, are the
anomalously low Rayleigh wave amplitudes observed in South Spain which, in
addition, appear to exhibit extremely large time- and frequency-dependent
polarization anomalies. The highly attenuated and distorted surface waves in the
South of Iberia suggest that, apart from anelastic attenuation, multiple scattering
and reverberation mechanisms are operative within a SW-NE trending zone at the
Betic Cordillera (Paulssen et al, 1990). Since there is at present no adequate Love
wave data set at hand for the whole Iberian region, we have interpreted our data
assuming an isotropic model. Nevertheless, a possible alternative explanation for a
Love/Rayleigh wave incompatibility could be a laterally varying structure or a
failure to include a sufficient number of layers in the inversion process (Mitchell,
1984). Models obtained from the inversion of Rayleigh wave velocities that are
significantly different (by more than the model uncertainties) from those
obtained from the inversion of Love wave velocities, is a result sometimes taken to
imply polarization anisotropy of the upper mantle material (McEvilly, 1964).
Polarization anisotropy might be present throughout portions of the structure.
However, if the observations were explained equally well by combined inversion
of both datasets after solving the corresponding direct problems, polarization

anisotropy would not be required to explain the observed long-period seismic data
(Mindevalli & Mitchell, 1989).

Joint inversion of the data, erroneously assuming an isotropic - model, may
produce unrealistically high or low shear velocity values through some portions
of the models in an attempt to fit both sets of data, and so give systematic errors
rather than random errors. The reason for this is that the maximum sensitivities
of Rayleigh and Love waves to elastic properties, for a given period, generally

occur through different depth ranges. These errors could be important at depths
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where resolution is very poor. This is a source of uncertainty that should be

considered in the future.

In relation with the small lateral variations of velocity observed at present in
the Iberian area, the following question remains: are the observed lateral
variations of Rayleigh wave velocity due to azimuthal anisotropy or can they
rather be explained by regional variations of velocity? At the moment the reply
seems to be the latter. Clear evidence of azimuthal anisotropy based on differences
in Rayleigh wave velocity, has not been reported yet (G. Payo, private
communication). Available geological and geophysical data (Banda, 1988) are more
consistent with the idea of regional variations in velocity rather than with an
interpretation based on. anisotropy. For instance, heat flow values inferred from
the map compiled by Banda, Albert-Beltrin and Fernindez (1989) show a rough
correlation with surface wave velocity values, and since high heat flow values
usually correspond to low velocity values and viceversa, an interpretation based

on regional variations seems to be more appropriate.
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ABSTRACT

Statment of any multielemental geochemical exploration program needs previous
delimitation of the more suitable methodological conditions. Material sampled, geological
environment and program objetives must be evaluated from a cost/efficacy point of view.

" Study of a reduced zone in Paleozoic materials of Eastern Iberian Chain allows to
evaluate the importance of several factors (granulometric character of aluvial materials,
chemical extracting techniques and dimensions of sampling net) in order to define the
dispersion aureoles.

The more suitable methodological conditions can be summarised as follows: sample,
< 0,16 mm fraction of aluvial sediments; extracting techniques, warm acid attack with nitric;
sampling density, one sample every 300 m.

Study of selective extracting techniques allows to stablish the surficial dispersion
pattern and the better elements to characterize them in the zone.

1. INTRODUCCION

Las técnicas empleadas en prospeccién geoquimica, en sedimentos aluvionares de
redes de drenaje, varian ampliamente en funcién de la naturaleza del objetivo, del tipo de
terreno, caracteristicas del material de muestreo disponible y el costo relativo de métodos
alternativos (Govett, 1983). La elecci6n de las técnicas y métodos de trabajo 6ptimos para
un programa determinado es, tras la eleccién del drea, la decisién més critica con vistas a una
deseada efectividad global de la campafia (Rose et al., 1979).

En este marco, se consider6 preceptivo el desarrollo de una campaiia previa orientativa
como gufa para valorar las distintas opciones metodoldgicas disponibles y disefiar un plan de
trabajo aplicable al desarrollo de una campaiia de prospeccién geoquimica aluvionar en la red
de drenaje de la Cordillera Ibérica, que minimice la relacién coste/efectividad.

Nuestro objetivo en esta campafia se concreta especialmente en tres aspectos: 1)
Eleccién de la fraccién de muestra mds favorable, 2) valoracién de las técnicas de extraccién
mds apropiadas, y 3) planificacién de una densidad de muestreo razonable en términos de la
relacién coste/resultados.

El 4rea muestreada, de unos 4.5 km?, comprende el Barranco de la Tejera, Barranco
de Ontanat y el tramo final del Arroyo de Alpartir, situados en el sector noroccidental de la
Sierra de Algairén (provincia de Zaragoza). Se trata de arroyos con actividad mé4s o menos
discontinua y, en algun caso, de curso activo sélo en épocas de tormenta, como el caso del
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Barranco de Ontanat. El interés de esta zona concreta para el desarrollo de la campaiia previa
reside en la existencia en ella de una antigua explotacién, préxima a la desembocadura del
Barranco de la Tejera (Casa de las Minas), que garantiza la existencia de una anomalia y su
dispersién, y una cata profunda con una importante escombrera en la zona alta del Barranco
del Ontanat.

2. METODOLOGIA DE MUESTREO

Las muestras se recogieron en el lecho activo de la red de drenaje (figura 1), y estdn
constituidas por material pobremente clasificado de procedencia local. Suelen presentar un
grado de edafizacién variable, con mezcla de material orgdnico m4s o menos degradado y
material inorgdnico, todo ello colonizado por raices. No son infrecuentes los aportes
coluvionares laterales de importancia variable.

El intervalo de muestreo inicial fue de de 200 m a lo largo del cauce, aumentando la
densidad de toma a 100 m en las proximidades de la Casa de las Minas, por considerarse una
zona de especial interés. En la escombrera del cargadero de esta explotacién, cerrada desde
hace décadas, se recogié una muestra para control analitico.

TOO01 T002

Casa de
o las _Minas
TOO!

Figura 1.- Esquema de situacién de las muestras.




Con el propdsto de disminuir la variabilidad muestral, en cada punto se tomaron
diferentes fracciones del lecho vivo en un radio de 1 a 2 m, anotando en cada caso las
condiciones de muestreo y el posible aporte coluvionar (como agente de dilucién de los
valores de concentracién). En cada punto se recogieron aproximadamente 2 kg de muestra
y, en los casos en que la falta de humedad lo permitiese, se procedié al tamizado para
eliminar la fraccién superior a 2 mm. El nimero total de muestras recogidas se cifra en 34,
lo que corresponde a una densidad de muestreo de 7.5 muestras por km?.

Para la preparacién de las muestras se procedié en primer lugar al secado del material
recogido en el campo en una estufa a 60° C. Posteriormente se tamizaron, separdndose las
fracciones correspondientes al intervalo comprendido entre 1mm y 0.16 mm, y el inferior
0.16 mm, desechdndose el resto. La fraccién 1-0.16 mm fue molida para conseguir un
tamafio inferior a 0.16 mm. Por iiltimo se prepararon por cuarteo dos submuestras de 50 gr
para ambas fracciones.

3. METODOLOGIA DE EXTRACCION

El objetivo principal de las técnicas de extraccion consiste en pasar a disolucion los
elementos traza contenidos en las muestras. No obstante, existen muchas variaciones en los
métodos de disolucién que aportan ademds una valiosa informacién en cuanto a la forma de
presentacion de los elementos en la muestra, en cuanto a la seleccién del medio de muestreo
(materia organica, oxihidréxidos secundarios, etc.) mds apropiado para obtener un mayor
contraste de la anomalia, e, incluso, como medio de clasificacién de anomalias segiin el
modelo de extraccién obtenido (Djkstra et al.,1987). En la bibliograffa se registra una gran
cantidad de técnicas de extraccion aplicadas a prospeccién geoquimica, sintetizadas en los
trabajos de Chao (1984) y Fletcher (1981).

Las técnicas de disgregacion pueden reunirse en dos grandes grupos: totales y
parciales. Las extracciones parciales pueden ser selectivas o no (si tnicamente atacan
determinadas fases minerales).

La eleccién de la técnica concreta a utilizar pasa, légicamente, por un estudio
preliminar de las fases presentes en las muestras de sedimento aluvial de que se dispone.
Hemos empleado para ello los estudios de Rose (1975), Rose et al. (1979) y Chao y Theobald
(1976) sobre la estabilidad y comportamiento geoquimico de las fases presentes en las
muestras.

Para este trabajo se opté por un método consistente en la aplicacién de series de
extraccién selectiva por separado, junto con una extraccion parcial no selectiva mediante
ataque 4cido en caliente. La razén de ello es la de poder valorar las concentraciones de
elementos traza asociados con oxihidréxidos de hierro-manganeso, minerales de la arcilla y
materia orgdnica, obtenidas mediante las extracciones parciales selectivas, y comparar los
resultados con los procedentes de una disgregacion parcial, aunque enérgica, no selectiva.

Las extracciones selectivas practicadas fueron:

- Reactivo de Tamm, oxalato aménico 0.275 M en medio clorhidrico a un pH de 3.3,
con una relacién muestra/reactivo de 5 gr en 50 mls y catalizado por luz natural. En estas
condiciones se asegura la disolucién de oxihidréxidos de hierro (amorfos y cristalinos) y de
manganeso. Con este tipo de tratamiento no se analizaron Pb ni Ag, que forman compuestos
insolubles con el oxalato.




- MgCl,, segin el método de Cole y Rose (1984): 5 gr de muestra en 25 gr de MgCl,
1M y HCI hasta un pH de 5, ataque durante una hora, con agitacién periddica, centrifugacién
y enrase hasta 50 ml. Este método sirve para extraer los cationes intercapa de los minerales
de la arcilla. En estas condiciones de pH no se disgrega la red de estos minerales.

- Método de Gibbs (1973), hipoclorito sédico en medio clorhidrico a un pH de 7 +
1, con una relacién muestra/reactivo de L gr en un volumen final de 200 mls. Mediante este
tratamiento se destruye la materia orgénica oxidable presente en la muestra y la mayoria de
los sulfuros. , J

La extraccién no selectiva se realizé con 4cido nitrico concentrado, en las siguientes
condiciones: 5 gr de muestra, con 15 ml de HNO; y 5 ml de H,0,, sobre placa calefactora
y durante 90 minutos, al cabo de este tiempo se afiadieron 5 ml mds de HNO; y 1 ml de
H,0,, completando el volumen hasta 50 ml con agua destilada.

La aplicacién de esta metodologia comparada de extraccién aportard una interesante
informacién a distintos niveles:

1- Servird como criterio para escoger la extraccién que ofrezca mejor contraste entre
anomalia y fondo geoquimico.

2- Podremos interpretar los resultados para valorar de forma cualitativa la distribucién
de los elementos traza en las distintas fases mayoritarias que componen el sedimento.

3- Proporciona informacion sobre el mecanismo mayoritario de dispersién para los
distintos elementos relacionados con la anomalia.

En la valoracién de los puntos 2 y 3 serd preciso tener siempre en cuenta la influencia
de los distintos factores geoldgicos que conforman las distintas muestras: material fuente de
la anomalfa, condiciones ambientales de meteorizacidn, actividad de la red de drenaje, etc.

4. METODOLOGIA ANALITICA

Los métodos de andlisis en prospeccién geoquimica han de ser elegidos dentro del
espectro de métodos répidos y de bajo coste, dado el importante nimero de muestras que
usualmente se manipula. Por tanto, la precisién con que se trabaja es mds pobre que la que
podria conseguirse con métodos mds costosos. La razén implicita en la eleccién del método
€s que, en prospeccién geoquimica, el objetivo primordial es descubrir tendencias regionales
dentro de materiales de muestreo con una composicién generalmente muy variable incluso en
dreas locales. Cuando la variabilidad que genera el muestreo es grande, no es razonable
derrochar recursos para reducir notablemente el error de laboratorio mediante anélisis m4s
lentos y costosos. En cualquier caso, es mds titil emplear estos recursos en reducir (o cuando
menos, controlar) el error de muestreo. Come apunta Miesch (1976), si el error de muestreo
constituye una parte dominante del error experimental total, incluso una técnica analitica
perfecta no serfa \til para alcanzar la precisién experimental requerida; esto es, es m4s

. efectivo reducir el error experimental total mediante un método rdpido de laboratorio con un
gran nimero de muestras que mediante un tratamiento costoso de sélo unas pocas.

En este sentido, los métodos analiticos espectrométricos gozan de gran difusién en
exploracién geoquimica, en especial aquellos que permiten determinaciones multielementales,
como la espectroscopfa en plasma de acoplamiento inducido (ICP) que, a pesar de sus
limitaciones analiticas con respecto a otros métodos (mayor limite de deteccién y menor
precisién), permite una rdpida y menos costosa elaboracién.




En nuestro caso, los andlisis fueron llevados a cabo mediante un espectémetro de
emisién atémica (ICP) Perkin Elmer, modelo 40 SP, del Servicio Central de Andlisis de la
Universidad de Zaragoza, analizdndose simultdneamente As, Sb, Zn, Cd, Co, Fe, Mn, Cu
y Ag. Las condiciones instrumentales de andlisis y calibrado del equipo se recogen en
Villareal (1991).

5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS ANALITICOS
5.1 Valoracion de la fraccion de muestra mds apropiada.

La granulometria de sedimento mds apropiada para andlisis se determind a partir de
los datos obtenidos en cuatro muestras tomadas al azar. En cada una de ellas se analizaron
las fracciones 1-0.16 mm e inferior a 0.16 mm. Igualmente se analiz6 como muestra de
control la recogida en la escombrera del cargadero de la Casa de las Minas, ya que sus
valores dan una estimacién de la concentracién de los elementos estudiados en la fuente de
la anomalia. :

A partir de los datos de la extraccion nitrica, que es la técnica que proporciona valores
mds elevados, se apreci6 la ausencia de diferencias importantes entre las dos fracciones para
los elementos traza, a excepcién de Zn y Cd. Estos elementos tienden a concentrarse en la
fraccién gruesa, en tanto que el Sb presenta una distribucién por fracciones muy irregular.
El resto de los elementos traza (Pb, Cu, As y Co) no muestran diferencias significativas, con
un valor ligeramente mayor para la
fraccién mds fina en la muestra de control CM. Si suponemos a esta muestra como indicadora
del comportamiento de estos elementos traza, cabe esperar ciertas ventajas analiticas
utilizando la fraccién menor, por cuanto presenta en ella un cierto enriquecimiento en trazas.
A esta ventaja analitica se le afiade otra de tipo metodoldgico, como es el ahorro de una
operacion de molienda que supone.

5.2 Valoracion de las extracciones.

El andlisis de la totalidad de las muestras, para la fraccién menor de 0,16 mm tras la
extraccion con 4cido nitrico, se recoge en la tabla 1.

El resto de técnicas de extraccién muestran contenidos mucho mds bajos para la
mayoria de los elementos, situdndose muchos de ellos por debajo del limite de deteccién. Se
comprueba asi que estas extracciones tienen un efecto diferencial segiin el elemento traza en
cuestién: Zn, Cu y As aportan mayor cantidad de valores significativos con la extraccién
nitrica; Sb, Cd y Co lo hacen para la extraccién con oxalato, aunque en mucha menor
proporcién. Para Pb y Ag sélo se empled el ataque nitrico, puesto que ambos elementos
forman compuestos insolubles en la extraccion con oxalato aménico.

La razén de estudiar los valores de Fe y Mn asociados a los elementos traza radica
en el importante control que los oxihidréxidos de ambos elementos pueden ejercer sobre la
concentracién de muchos de los elementos traza. Los valores de Fe y Mn liberados mediante
los ataques nitrico y de oxalato presentan tendencias de evolucién muy semejantes entre si
y radicalmente distintas a las observadas en la extraccién de MgCl,. En estas condiciones,
y asumiendo el comportamiento de las extraccidnes aplicadas, podemos suponer que la mayor
parte del Fe y Mn analizados procede de la disolucién parcial de sus oxihidréxidos.
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TABLA 1.- Datos analiticos de la totalidad de las muestras, para la extraccién
con Acido nitrico concentrado (valores expresados en ppm).

MUESTRA As Sb Zn Pb Fe Mn

TOO01 = 13460.0 281.80

T002 3.10 12480.0 206.00

T003 = 11863.0 223.80

TO04 == 13700.0 153.40

TOOS e 14798.0 267.70 =
T006 S 13563.0 214.80 =
TO07 S 14789.0 237.30 ===
TOO08 S 9996/.:0/1113770 Tme
TO0S = 14462.0 343.30 oS
T010 S 12652.0 197.50 S
TO1l1 = 18548.0 434.60 4.50
TO12 o 17985.0 262.70 13.60
TO13 F) 14438.0 77.10 9.20
T101 e 14098.0 70.40 ===
T102 35.40 16541.0 229.10 SEES
T201 15.50 17910.0 233.40 =D
T202 14.60 15149.0 224.80 S
T203 S 11.70 20368.0 340.30 ey
T204 = 7.30 18668.0 200.10 e
T205 1.50 33.80 20957.0 443.50 25.70
T206 == 20.80 18602.0 307.20 o=
AQ001 S 23.65 21577.0 411.90 30.70
A002 e 19.75 16346.5 405.92 18.82
A0O03 ESES 13.05 14293.0 290.80 9575
A004 o 28.10 19342.5 445.60 27.30
A0O05 S=e— 25.18 20191.0 546.40 16.00
A006 0.30 25.90 19440.0 915.40 15.00
A007 == 29.95 19156.8 454.00 17.30
A008 9.20 53.00 19775.0 502.00 14.40
A00S 8.00 66.55 24526.5 766.30 65.20
A010 30.30 === 11534.0 159.80 ===
A011 57.80 19.10 17239.0 307.10 9.60
A012 71.90 31.80 19268.0 465.10 8.00
A013 63.30 18.30 17966.0 460.00 6.10

Los valores significativamente por debajo del limite de deteccidén se indican
con —=-. .

Los limites de deteccidn especificados son:

Fe - 100 ppm

Mn - 10 ppm

Ag - 5 ppm

As, Sb, Zn, Pb y Cu - 2 ppm

La extraccién con MgCl, tan sélo consigue valores significativos para Fe, Mn y Cu,
en tanto que el ataque con NaClO lo hace para As y Cu.

Son abundantes los casos bibliogréficos que registran este hecho. Rose y Suhr (1971)
estudiaron las fuentes de variacién del fondo geoquimico sobre los sedimentos de 40 muestras
aluvionares en Pensilvania, comparando el contenido de elementos traza en 6xidos de Fe,:
materia orgénica y cationes de cambio de arcillas. Estos autores concluyeron que los mayores
contenidos de aquellos elementos se correspondian con altos contenidos en 6xidos de Fe, fase
que explicaba la mayor parte de la variabilidad de los elementos traza. Brundin y Nairis
(1972) analizaron sedimentos aluvionares, material orgdnico y aguas en una campafia




geoquimica en el NW de Suecia; realizaron un andlisis factorial sobre los resultados obtenidos
en su campana con el fin de interpretar las intercorrelaciones entre los elementos relacionados
en los tres ambientes y extrajeron dos factores dominantes: el primero (Mn-Ca- Zn-Fe-Sr-Ni)
lo interpretaron como reflejo de la precipitacién de oxihidréxidos de Fe y Mn (limonita); el
segundo factor (Ba-Ca-Mg- Cu-Zn-Pb-Mn-Fe-Ni) lo interpretaron como reflejo de la materia
orgdnica presente.

Estas consideraciones sugieren una importante variacién del fondo geoquimico en
relacién con el ambiente de muestreo que conviene estudiar. Discerniremos para ello entre
el Arroyo de Alpartir por un lado, y el Barranco de la Tejera y del Ontanat por otro. El
Arroyo de Alpartir presenta un estado de evolucién mayor, con un drea de drenaje mucho
mds amplia y un lecho mds rico en finos, permaneciendo activo pricticamente durante todo
el afio. El Barranco de la Tejera, de menor desarrollo y actividad, presenta un material de
relleno mds heterométrico; su interés reside en el estudio de la p031b1e anomalfa y su
dispersion en torno a la Casa de las Minas.

El andlisis de los resultados de esta primera campafna lo vamos a centrar en las
extracciones con nitrico concentrado y oxalato aménico por ser, como ya se Vio
anteriormente, las tinicas que ofrecen patrones comparativos para todos los elementos en que
estamos interesados.

En el Arroyo de Alpartir (figura 2), la extraccién con oxalato no permite visualizar
anomalias para ningin elemento, y tnicamente el Sb presenta valores mayores que los
obtenidos por ataque nitrico. Para este tltimo ataque si que es posible observar diferentes
comportamientos segtin el elemento en cuestion. Asi, el Zn presenta una anomalfa para la
extraccién nitrica a partir de la muestra A009, no detectada por el ataque de oxalato, lo que
indujo a pensar que estaba relacionada con la presencia de minerales detriticos. Por su parte,
As, Cu y Pb muestran una tendencia similar a las pautas marcadas por Fe y Mn, con un
maximo marcado para la muestra AO09 y un minimo desarrollado a partir de la muestra
A010. En especial, el Pb presenta una curva muy similar a la del Fe.

Contrastando estos datos con las anotaciones de campo, hemos podido comprobar que
100 mts aguas arriba de la muestra AOO9 se localiza una pequefia represa sobre el arroyo que
altera la carga de sedimentos. Parece claro, por tanto, que este tipo de acciones, que
conducen a alteraciones de la dindmica del arroyo, tienen una influencia notable sobre el
proceso de dispersion de los elementos. Las formas poco mdviles, como el Zn asociado a
minerales detriticos, se concentran aguas arriba de la represa (hay que sefialar que el Zn es
uno de los pocos elementos que presentan valores sensiblemente superiores en la fraccién
gruesa que en la fina), en tanto que As y Cu, mds mdviles, pueden ser lavados y dispersarse
aguas abajo de la represa.

En el Barranco de la Tejera se obtienen, en general, menores valores de concentracién
para los elementos que en el Arroyo de Alpartir (figura 2). El Sb tan s6lo ofrece valores
significativos con la extraccién de oxalato, al igual que ocurria en el arroyo anterior, en tanto
que para el Pb no se registran concentraciones medibles. En este caso, puede detectarse una
anomalfa mediante ambas extracciones, marcdndose a partir de la muestra TO11, situada
aguas abajo de la Casa de las Minas. Esta anomalia presenta mejor contraste para Sb (con
extraccion de oxalato) y para Cu (con ambas extracciones). Este resultado parece acorde con
el tipo de paragénesis registrado para este yacimiento, incluido en el tipo Sb-Cu(Ag) (Garcia
Gil et al.,1988; Osacar y Besteiro, 1988).




Figura 2.- Representacién de
los valores analfticos obtenidos
mediante las  extracciones
nftrica y ox4lica, para las
muestras del A® de Alpartir y
del B* de la Tejera.

Fe-Mn

5 ppm x 1000

——Fe (NO3) —Mn (NO3) —¥Fe (oxil) —S-Mn (oxal)

P IR " .
it

LI H B e o LA e o e

AQO1 A004 A0O7 A010 AO13 TO03 TO08 TO09 TO12
Muestras

As-Cu-Pb

PPM

80 —— As (NO3)
80 —5- As (oxal)

—+— cu (NO3)
—*= Cu (ox4l)

—= Pb (NO3)

70
80
50
40
30
20
10

0 } %
A001 AQ04 A007 AOI0 AOI3 T003 TOO8 TO0®
Muestras

Sb-Zn

8b (NO3)
Zn (NO3)
8b (ox4l)
Zn (ox4l)

1 L t =
A004 A007 AO010 AOI3 T003
Muestras




Por otra parte, se comprobaron los resultados obtenidos puntualmente con las muestras
de campo para las que se suponfa abundancia de materia orgdnica, sin llegar a resultados
positivos. Si tenemos en cuenta los resultados obtenidos con la extraccién con hipoclorito
sédico (para materia orgédnica) en las muestras de control, parece indicarse que la extraccién
sobre materia orgdnica hubiera tenido mds éxito con la fraccién 1-0.16 mm, aunque los pocos
datos disponibles no permiten mayores aseveraciones.

La conclusién que parece desprenderse de estos datos es que la movilidad de estos
elementos estd muy controlada por la presencia de éxihidréxidos de Fe y Mn, especialmente
el Pb (que es el elemento tedricamente menos mdvil de los investigados). En cuanto al Zn,
con una movilidad relativamente alta, presenta ciertas anomalias que interpretamos
correspondientes a la presencia de minerales detriticos. As y Cu se presentan igualmente
asociados de forma patente a estos mismos 6xidos.

5.3 Planificacion de la red de muestreo.

Existen métodos estadisticos de tratamiento de datos que permiten una cuantificacién
objetiva para valorar la densidad de muestreo apropiada. Djkstra (1976) propone un método,
basado en la construccién de covariogramas, que informa sobre el intervalo de correlacién
significativa para muestras sucesivas. Al aplicar esta técnica de autocorrelacién para las
muestras de esta campafia obtuvimos resultados poco significativos, con reducida
intercorrelacién entre las muestras, que en este caso es atribuible a la escasez de puntos de
muestreo disponibles en los distintos barrancos, lo que probablemente convierte a la
variabilidad analitica y de muestreo en un importante agente introductor de aleatoriedad.

Enfocando el problema desde otro punto de vista, planteamos la utilizacién de las
ideas de Hawkes (1976). Este autor propone un modelo teérico que relaciona el contenido de
una muestra aluvial anémala (C.,) y el drea de drenaje aguas arriba (A,), con el grado de
mineralizacién (C,,) y superficie expuesta a erosién (A,,) del drea mineralizada, suponiendo
un fondo geoquimico (C.;) conocido y constante. Propone la siguiente férmula:

Ccm Am = Al (Cca 3 Ccf) + Am Cef

Este modelo da cuenta de la dilucién en la concentracién de un elemento aguas abajo
por aporte de material estéril, lo que se traduce en un progresivo menor contraste de la
anomalia (C,, - C,), hasta que llega a confundirse con el fondo geoquimico.

Hawkes indica una interesante aplicacién a su férmula de dilucién, como es la
planificacién de la red de muestreo. Puede resolverse la ecuacién anterior para A,, el maximo
tamafio de la cuenca de drenaje en la cual todavia puede reconocerse la anomalfa:

Aa = Am (Cem = Ccf)/(cu i Cef)

Teniendo en cuenta la mineralizacién de Cu de Alpartir como fuente de la anomalia,
estudiaremos la aplicacién de la férmula para este elemento con la extraccién nitrica, que en
el anterior apartados se revelé como la mds significativa. Las condiciones locales de este
antiguo yacimiento sugieren que la escombrera de la mina es actualmente la principal fuente
de la anomalia, por lo cual utilizaremos el valor de la muestra de control CM como
pardmetro C,, de la férmula.




El 4rea mineralizada A, (escombrera) tiene unos 100 m?, con un contenido en Cu para
C.. = 3413.2 ppm. Tomando como fondo geoquimico del Cu en el Barranco de la Tejera
2 ppm, puede definirse, en una primera aproximacién, como valor anémalo critico dos veces
el fondo geoquimico local: C.,, = 4 ppm. En estas condiciones:

A, = 10* (3413.2 - 2)/(4 - 2) = 0.17 km?

Un 4rea de 0.17 km?, en términos de distancia linear a lo largo del arroyo supone unos
340 m. Valor que debe interpretarse como limite superior aconsejable en la densidad de
muestreo para detectar anomalias con las indicaciones de contraste anteriormente supuestas.

Eligiendo unas condiciones de contraste mayores, por ejemplo, de 2 ppm como fondo
y 6 ppm como valor anémalo critico, se obtiene un resultado A, = 0.08 km2 o, en términos
de longitud linear a lo largo del arroyo, 170 mts.

La eleccién del contraste investigado y, por tanto, la densidad de muestreo apropiada,
supone un compromiso entre la efectividad del método en términos de magnitud de los
contrastes discernibles y el coste en cuanto a cantidad de muestras necesarias. En este sentido,
la eleccién de un contraste critico de dos veces el valor del fondo geoquimico (C = 2 ppm
y C.. = 4 ppm) supone un espaciado maximo de muestreo de 340 mts. Ambas condiciones
se estiman razonables dentro de los objetivos perseguidos en la campafa.

El resultado de 340 mts como mdximo espaciado de muestreo es fiable en la medida
en que el caso que nos ocupa se acerque al modelo teérico de Hawkes. De entre las premisas
teéricas del modelo existe una que puede afectar particularmente a esta campaiia, la
variabilidad analitica y de muestreo, y que ya se indicé al comienzo del apartado como
posible responsable de la escasa intercorrelacion entre las muestras. Tales circunstancias
aconsejan valorar el anterior resultado como optimista y optar por una densidad algo menor
en la medida en que el coste presupuestario lo aconseje. De cualquier forma, y habida cuenta
que la eleccién del fondo geoquimico y contraste son en cierto modo subjetivos y locales, el
resultado es vélido sélo como indicacién aproximada.

6. CONCLUSIONES

La aplicacién de las extracciones selectivas sobre los sedimentos aluvionares ha
aportado resultados'que pueden interpretarse para valorar la forma de presentacién de los
elementos dispersos, y la informacién precisa para la eleccién del método de extraccién mds
apropiado para la campaiia global.

En cuanto a la granulometria de la fraccién a investigar, se opté por la inferior a 0.16
mm por las ventajas analiticas (valores algo mayores para gran parte de los elementos) y
metodoldgicas (menor tiempo de preparacién puesto que evita una molienda).

Los elementos investigados, presentes en la mineralizacién, en principio dan
suficientes valores significativos para As, Sb, Zn, Pb, Cu, Fe y Mn. Se desestimé el andlisis
de Ag, Cd y Co, que en esta campaiia previa no han aportado valores operativos, ya que el
fondo general de los mismos se encuentra situado por debajo del limite instrumental de
deteccion.

En lo que refiere a su forma de presentacién, parecen encontrarse asociados
principalmente a oxihidréxidos de Fe y Mn, y en menor proporcién al resto de las posibles




formas apuntadas anteriormente. La fraccin orgdnica retiene s6lamente pequenas cantidades
de Cu y As, y de las superficies de cambio de las arcillas sélo es posible extraer, con la
metodologfa utilizada, reducidas cantidades de Fe, Mn y Cu. Se consideré por tanto
apropiado, ya que ninguna de las extracciones selectivas daba por si sola valores -
suficientemente significativos, emplear para la campaiia global la extraccién con 4cido nitrico
concentrado, menos selectiva.

En cuanto a la densidad de muestreo, teniendo en cuenta las cosideraciones del
anterior apartado, se optd por un espaciado entre muestras entre 250-300 mts, apropiado en -
cuanto a la relacién coste/efectividad se refiere. En principio parece aconsejable mantener este
espaciado de muestreo lo mds constante posible, siempre que las condiciones de accesibilidad
al lecho asi lo permitan.

Ademds, se sugieren ciertas pautas de comportamiento para los elementos que, de
todas formas, son atin provisionales, habiéndose de comparar con los resultados obtenidos en
la campaiia global. Los bajos valores obtenidos para el Sb se explican por su alta movilidad,
que propicia su lavado de los sedimentos del lecho. Por su parte, el Zn presenta un modelo
de dispersion relacionado en parte con la presencia de minerales detriticos. Este hecho
aconseja aplicar algin tipo de control analitico del submuestreo en la campaiia global, con
el objeto de contrastar posibles inhomogeneidades en las muestras. En cuanto a As, Cu y Pb,
en especial este ultimo, muestran valores de concentracién muy relacionados con el contenido
en Fe y Mn. Ademds, el Fe parece controlar de forma mds patente el contenido en elementos
traza que el Mn, hecho que probablemente se debe a que se presenta en mucha mayor
proporcion.
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ABSTRACT

Springs of Los Bafios (Teruel) are manifestations of a low enthalpy thermal system
(21 °C of surface temperature) with sulfate-calcium type waters, associated with
carbonatic-evaporitic materials and residence time 30 years up.

Relationships between dissolved concentrations of Ca**, Mg?*, and HCO; enable a
- distinction to be made between the principal carbonate mineral reactions. Dissolution of
gypsum and/or anhydrite, and incongruent dissolution of dolomite are the main water-rock
interaction processes deduced for the system.

Speciation-solubility calculations (with PHREEQE code) show that these waters are
near saturation (equilibrium) with calcite and undersaturared with dolomite and
gypsum/anhydrite, at surface conditions. These results are consistent with the disssolution
processes proposed earlier.

1. INTRODUCCION

El estudio de los recursos termales y mineromedicinales de la provincia de Teruel
ha sido objeto de distintos trabajos (IGME, 1982; Ferndndez, 1987; Ferndndez et al.,
1988) de d4mbito general y normalmente enfocados hacia un andlisis directo de prospeccién
y evaluacién del potencial geotérmico.

Los resultados obtenidos en estos trabajos han puesto de manifiesto la existencia de
recursos y sistemas de baja/muy baja entalpia, sin delimitacién especifica de posibilidades
dentro de esta tipologfa. Adem4s se ha comprobado que las técnicas geotermométricas
cldsicas utilizadas en prospeccién geotérmica muestran numerosas deficiencias al ser
aplicadas a este tipo de aguas, de baja entalpia y asociadas a reservorios sedimentarios.

Cualquier intento de precisar el potencial geotérmico de estas surgencias pasa, por
tanto, por un andlisis més detallado de sus rasgos geoquimicos y de los procesos de
interaccién agua-roca que controlen el quimismo de estas soluciones. Ello se traduce en
la necesidad de definir las condiciones fisicoquimicas de las mismas, inicialmente en
condiciones de surgencia, para lo que resulta indispensable la utilizacién de técnicas de
modelizacién geoquimica.
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El objetivo de este trabajo se centra en la realizacién de un andlisis detallado de las
caracteristicas geoquimicas y fisicoquimicas de los manantiales de Los Baiios de Teruel,
uno de los puntos termales-mineromedicinales de la provincia a priori m4s. interesantes.
Se har4 una especial consideracién en la definicién de los posibles-procesos de interaccién
agua-roca responsables del quimismo de estos manantiales, asi como en el célculo de las
posibles relaciones de equilibrio entre las aguas y distintos minerales.

2. SITUACION GEOGRAFICA Y GEOLOGICA

A 6 km de Teruel, tomando la carretera de Alfambra, se encuentra la antigua
estacién de ferrocarril de Los Bafios (Hoja topogréfica n® 567) y junto a ésta lo que en
tiempos fue el balneario de Los Baiios de Teruel, actualmente en ruinas. Se trata de un
conjunto de manantiales con un caudal de 8 I/s y una temperatura de 20.7 a 21.4°C. Las
coordenadas topogréficas de estos manantiales son: latitud 40° 22’ 48.6"’, longitud 01° 05’
49’ W y altitud 920 m.

GeolGgicamente, los Bafios de Teruel se sitian en la convergencia de las fosas del
Jiloca y de Alfambra, ligados al accidente principal de la zona representado por la falla
de Concud, de direccién NO-SE (fig. 1). Este accidente pone en contacto los materiales
del Muschelkalk con los del Rethiense-Hettangiense, y al Buntsandstein con sedimentos
miopliocenos. Los puntos de surgencia de estos manatiales, a escasos metros unos de
otros, se sitdan en el aluvial del fo Alfambra, en las proximidades de materiales
carbonatados jurdsicos afectados por la citada falla.

Los materiales terciarios y cuaternarios son los que alcanzan una mayor extension
en esta zona, aunque es en las litologias del Tridsico Superior y Jurésico aflorantes en el
bloque levantado de la Fosa del Jiloca (al N de las poblaciones de Concud y Caudé),
donde posiblemente se sitia el acuifero de estos manantiales (Ferndndez, 1987). Estos
materiales forman un sinclinal de direccién NO-SE limitado en su flanco sur por la
mencionada falla de Concud, a favor de la cual parecen situarse las surgencias. Los
materiales impermeables, arcillas, margas y yesos del Keuper, no llegan a aflorar pero
previsiblemente pueden constituir la base de este acuifero.

No pueden realizarse mayores precisiones acerca de los materiales jurdsicos que
constituyen en concreto el acuifero de los manantiales de Los Bafios. Estas litologias
jurésicas, pese a presentar materiales con diferente comportamiento hidrolégico (fig. 1),
pueden constituir un tinico acuifero indiferenciado debido a la previsible interconexi6n de
las distintas capas acuiferas individualizadas, a favor de la fracturacién y carstificacién
existente.

Estudios previos realizados por IGME (1982) han puesto de manifiesto, mediante la
realizacién de andlisis de tritio en la surgencia del balneario (con contenidos de 0.0 + 2.1
U.T.!), tiempos de residencia superiores a 35 afios para estas soluciones en el acuifero,
ademds de sefalar la inexistencia de procesos de mezcla de estas aguas con soluciones mé4s
superficiales y frias.

U.T., unidades de tritio.
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Figura 1. Situaci6én de Los Bafios de Teruel. Mapa y cortes geol6gicos de la zona
(modificado de IGME, 1983).




3. METODOLOGIA ANALITICA Y DE MUESTREO

Para la realizacién de este estudio se tomaron muestras en la antigua fuente del
balneario (muestra T-2) y en los tres manantiales localizados en las proximidades de las
instalaciones (muestras T-1, T-3 y T-4). En cada punto de muestreo se tomaron dos
submuestras: una, para el andlisis de aniones, en recipientes de polietileno de 1000 ml; y
otra, también en recipientes de este material pero de 100 ml. de capacidad, para andlisis
de cationes. Las botellas de polietileno utilizadas habian sido previamente lavadas con HCI
y agua destilada y posteriormente secadas en corriente de aire.

Los datos de pH y temperatura fueron tomados "in situ" en cada uno de los puntos
de muestreo. Las determinaciones analiticas de aniones fueron realizadas antes de
transcurridas 24 horas desde el momento del muestreo. Alcalinidad y CI" se determinaron
por volumetria en titrimetro Mettler con electrodo de punto final; el SO,~ fue analizado
mediante el método colorimétrico de Nemeth y el NO; por colorimetria con brucina. El
F- fue analizado mediante electrodo selectivo en titrimetro Mettler.

Los cationes, salvo el K* que fue determinado por fotometria de llama, fueron
analizados mediante Plasma de Acoplamiento Inducido (I.C.P.) con un espectrémetro de
emisién atémica de plasma JOVIN-YVON 38, en el laboratorio experimental de Aula Dei
(C.S.1.C.) en Zaragoza.

4. CARACTERES GEOQUIMICOS GENERALES

Los resultados analiticos correspondientes a las surgencias descritas en el apartado
anterior pueden verse en la tabla 1. Las caracteristicas composicionales de los cuatro
manantiales son pricticamente idénticas, tanto en lo que se refiere a los pardmetros
determinados en campo (pH y temperatura) como en los analizados en laboratorio. Hecho
también reflejado en las similares conductividades medidas para las distintas muestras.

Respecto a los componentes mayoritarios, todas las muestras presentan una clara
afinidad sulfatado-célcica y los similares contenidos de los elementos disueltos se traducen
l6gicamente en relaciones CI/Na*, Ca?*/Mg?*, SO,~/Ca’* 0o HCO;+S0,~/Ca** +Mg?*,
préicticamente idénticas en los cuatro manantiales (tabla 2); dentro de esta similitud, la
muestra con valores més diferenciados es la T-1). La igualdad en la composicién quimica
se mantiene en los contenidos analizados de elementos menores y traza, siendo
significativa la escasa variacién en SiO,, F, Li* y Sr**.

Todas estas circustancias son, l6gicamente, indicativas de una procedencia comin
de las soluciones surgentes en los cuatro manantiales. Las minimas diferencias detectadas
en las concentraciones de algunos elementos (SiO,, K*, Ca’*; este tltimo especialmente
en el caso de la muestra T-1) pueden ser inducidas por la actuacién de procesos
secundarios de reequilibrio durante el ascenso de la solucién, en funcién del camino segui-
do por ésta al ramificarse en la iltima parte del circuito hidrogeolégico. No obstante, y




Tabla 1: Andlisis quimicos de los manantiales de Los Banos de Teruel. Las
concentraciones estdn expresadas en mgr/I.

MUESTRAS T-1 T-2

Temp. (°C) 20.7 21.1
pH campo 6.72 6.79
pH lab. /55 7.56
Conductividad” 1128.0 1135.0

HCO, 248.95 247.73
cr 29.78 29.42
S0, 441.86 427.45
NO, 16.31 17.17
F 0.551 0.551
Ca?* : 218.03 201.60
Mg?*t . 36.58 38.04
Na* 17.01 17.01
K* 1.37 1.84
Li* 0.019 0.0187
Sr2t 2.06 2.06
B" Ll do
Si0, 9.61 9.91

‘Expresada en yQ'-cm’'. Determinada en laboratorio.
12 No analizado.

Tabla 2: Relaciones composicionales para los manantiales analizados.

T T-2 T-3
Cl'/Na* 1.120 1.150
Mg?*/Ca?* 0.311 0.321
$0,~/Ca** 0.880 0.910
HCO,/Ca?* 0.800 0.816
HCO,/Ca®* + Mg?* 0.610 0.617
S0, + HCO,/Ca?* + Mg?* 1.290 1.310




en la mayoria de los casos, las variaciones discernibles en las concentraciones analizadas
se encuentran dentro del propio rango de error analitico.

La homogeneidad quimica de estos manantiales, su parecida temperatura de surgencia
y sus similares valores de pH, sugieren la inexistencia de procesos secundarios de otro tipo
(mezcla con soluciones mds frias, pérdida de CO,, etc.) o al menos de efectos selectivos
(con distinta intensidad) durante el tramo final del circuito hidrogeoldgico de estas aguas.

Y, en general, estas caracteristicas geoquimicas son indicativas de una circulacién
de las soluciones a través de litologfas predominantemente sulfatado-carbonatadas, hecho
que permite relacionarlas con los materiales jurdsicos préximos a las surgencias.

5. PROCESOS DE INTERACCION: DELIMITACION Y EVALUACION

Las caracterisiticas geoquimicas generales que acabamos de sefnalar delimitan,
implicitamente y a grandes rasgos, los procesos de interaccién agua/roca responsables de
ese quimismo. Una discusién mds detallada sobre esos procesos debe partir, necesariamen-
te, de una idealizacién de las fases minerales involucradas. Teniendo presente las
caracteristicas litoldgicas de los materiales factiblemente relacionados con la circulacién
de esas aguas, pueden incluirse en el andlisis calcita, dolomita, yeso y/o anhidrita.

Los procesos de reaccién de una solucién con minerales carbonatados como los que
acabamos de mencionar estdn implicitamente reflejados en el pH y concentracién de Ca?*,
Mg?* y HCO; de esa solucién. En el caso de los manantiales que nos ocupan, el evidente
proceso de disolucién de yeso y/o anhidrita, responsable del cardcter sulfatado de las
aguas, también contribuird a la cantidad total de Ca?* en disolucién.

Admitiendo que la contribucién en moles de Ca®>* procedente de la disolucién de
yeso y/o anhidrita es la misma que la de SO,~, puede calcularse la proporcién de aquél
elemento derivada exclusivamente de la interaccién con carbonatos restando la concentra-
ci6n de SO,~ de la de Ca** total en solucién. En la tabla 3 se indican los resultados
obtenidos, en los que claramente se pone de manifiesto la mayor contribucién de los

sulfatos (10 veces superior como término medio) que la de los carbonatos al Ca?* total
disuelto.

Planteada esta correcci6én para el Ca?*, y suponiendo que las concentraciones de
Mg?* y HCO; derivan directamente de la interaccién de las aguas con materiales
carbonatados constituidos por calcita y dolomita, podemos utilizar las relaciones
Ca’*:Mg?*:HCO5 de las soluciones para delimitar las caracteristicas de esos procesos de

interaccién. Las reacciones de disolucién congruente de calcita y dolomita pueden
escribirse:

1
CaCO, + H,CO, ~---- ~Ca* +2HCO; -




CaMg(CO,), +2H,CO, - Ca* + Mg** +4HCO; @
mientras que la reaccién de disolucién incongruente de dolomita viene definida por:

CaMg(CO,), + H,CO, ~ CaCo, + Mg** +2HCO; ©)

Segiin estas ecuaciones, la disolucién congruente de calcita darfa lugar a relaciones
mCa?*/mHCO; = 1 : 2 en la solucién, mientras que para la disolucién congruente e
incongruente de dolomita (reacciones 2 y 3) serfan: mCa’*: mMg?**: mHCO; = 1:1:4 y
0:1:2, respectivamente. '

Las concentraciones molales de estos elementos obtenidas en los manantiales de Los
Bafios pueden verse en la tabla 3, en la que también se indican en cada caso los contenidos
normalizados de Ca**, Mg?* y HCO; respecto a la proporcién de Mg?*. Como puede
comprobarse estas ultimas relaciones no se ajustan a ninguna de las proporciones
idealizadas derivadas de las reacciones (1), (2) o (3). 3

La desproporcién de Mg?* frente a Ca?* implica inicialmente un predominio de la
interaccién de estas aguas respecto a materiales dolomiticos; y atendiendo a las
estequiometrias definidas, nos situarfamos préximos a un proceso de disolucién
incongruente de dolomita, aunque con una proporcién de HCO, y Ca?* ligeramente
superior a la deducida para el correspondiente proceso idealizado. ;

Tabla 3: Concentraciones molales de Ca?*, Mg?* y HCO, para las muestras
consideradas y valores normalizados para la proporcién de Mg?* correspondiente
(ver texto).

MUESTRA  mCa?* " mMg?* mHCO, Ca%t Mg?* HCO,

T-1 0.84:10° 1.50-10° 4.08:10° 0.50 1.00 2.72
T-2 0.568:10° 1.56-10° 4.06:10° 0.37 1.00 2.60
T3 0.41-10° 1.59-10° 4.05-10° 0.26 1.00 2.54
T-4 0.46:10° 1.57-10° 4.06-10° 0.30 1.00 2.60

M Concentracién corregida sustrayendo los moles de SO,~ analizados en cada manantial.




Sin embargo, si suponemos que la proporcion excedente de Ca’* indicada procede
de la disoluci6n congruente de calcita, segiin la estequiometria definida por la reaccién (1)
deberemos concluir que la proporcién de HCO; derivada de ese proceso es €l doble que
la de calcio. Si restamos esta proporcién de HCO; a la determinada analiticamente,
obtendremos la tedrica contribucién de un proceso de disolucién de dolomita a la
concentracién de este anién. Las relaciones mMg?*:mHCO; asi obtenidas son de 1:2.2,
1:1.9, 1:2.0 y 1:2.0 para cada muestra, practicamente coincidentes con las deducidas
teéricamente para el proceso de disolucién incongruente de dolomita (reaccién 3).

Las estequiometrias minerales utilizadas como referencia tedrica en la identificacién
de este proceso corresponden, tal como se advirtié al principio de este apartado, a
férmulas idealizadas simples. Légicamente, la intervencién en el proceso de calcita
magnesiana o de dolomita de distinta estequiometria a la considerada supondria una
modificacién de las relaciones obtenidas.

En el sistema estudiado no ha podido identificarse la estequiometria real de las fases
carbonatadas involucradas; no obstante, los resultados obtenidos parecen indicar que, en
cualquier caso, los posibles efectos debidos a la existencia de estequiometrias no ideales
se compensan, suministrando valores comparables a los de las reacciones tedricas utilizadas
para la discusién.

El proceso de disolucién incongruente de dolomita identificado, deberia producirse
tedricamente (Stumm & Morgan ,1981; Drever, 1986) en un sistema acuoso que hubiese -
alcanzado la saturaci6n respecto a la calcita y que, por tanto, se encontrara en un estado
de equilibrio termodindmico (o en un estado asimilable al de equilibrio termodindmico
como por ejemplo una situacién de estado estacionario) respecto a este mineral. La
verificacién de este hecho requiere la definicién de las condiciones fisicoquimicas de la
solucién mediante cdlculos de especiacién-solubilidad.

6. CARACTERIZACION TERMODINAMICA DE LAS SOLUCIONES: INDICES
DE SATURACION.

Los modelos de especiacién-solubilidad permiten el cdlculo de la distribucién de
especies en disolucién a través de su andlisis quimico y de los pardmetros de temperatura
y PH, asi como la determinacién de su estado de saturacién respecto a determinados
minerales. Este estado de saturacién se expresa normalmente en funcién del pardmetro
denominado Indice de Saturacion (1.S.; por ej. Stumm & Morgan, 1981; Truesdell &
Jones, 1974), que es el utilizado en este trabajo.

En la tabla 4 se expresan los I.S. obtenidos respecto a distintos minerales para los
cuatro manantiales analizados, calculados mediante el c6digo PHREEQE (Parkhurst et al.,
1980). Como puede apreciarse, y pese al caricter dominantemente sulfatado de estas
aguas, los I.S. respecto a yeso y anhidrita indican la existencia de marcadas condiciones
de subsaturacién. Ello, 16gicamente, implica que la capacidad de estas aguas para disolver
las fases minerales sefialadas no ha sido totalmente satisfecha.




El cuarzo es el tinico mineral de los indicados en la tabla 4 que presenta unas ligeras
condiciones de sobresaturacién a la temperatura de surgencia, mientras que la calcedonia
(y obviamente también la silice amorfa) se encuentra subsaturada. Los resultados obtenidos

.respecto a las sales solubles incluidas en la base de datos del PHREEQE indican
condiciones de marcada subsaturacién.

Tabla 4. Indices de saturacién respecto a distintos minerales para las distintas
muestras consideradas (célculos realizados con el c6digo PHREEQE).

Calcita Arag. Dolomita Yeso Anhid. Cuarzo Calced.

-0.271  -0.418 -1.011 -0.700 -0.966 0.279 -0.221
-0.197 -0.344 -0.806 -0.738 -0.999 0.286 -0.212
-0.202 -0.344 -0.798 -0.736 -0.994 0.295 -0.203
-0.200 -0.346 -0.799 -0.740 -0.997 0.281 -0.216

Respecto a los minerales carbonatados considerados en la modelizacion, se observan
claras diferencias en los I.S. obtenidos. Los valores para la calcita indican una situacion
de ligera subsaturacién, mientras que los de dolomita representan una situacién mds
marcada de subsaturacion. Aceptando los rangos de error asimilables al cdculo de I.S.
respecto a estos minerales (+ 0.25 y + 0.5 unidades de I.S. para calcita y dolomita
respectivamente) sefialados en la bibliografia sobre el tema, obtenemos para la calcita un
estado précticamente indistinguible de una situacién de equilibrio (I.S. = 0.0 + 0.25)
mientras que para la dolomita sigue manteniéndose una situacién de subsaturacién.

Los ligeros valores de subsaturacién detectados respecto a la calcita pueden, no
obstante, representar una situacion real de las condiciones de surgencia y no unicamente
los rangos de error numéricos respecto a los que referir una situacién de equilibrio ideal
(I1.S. = 0.0). Si, como es previsible, la temperatura en el reservorio del sistema es mayor
que la de surgencia y la solucién se encuentra en equilibrio respecto a la calcita en esas
condiciones, un enfriamiento por conduccién durante el ascenso de las aguas provocard su
subsaturacién respecto a la calcita (recuérdese que la solubilidad de este mineral aumenta
al disminuir la temperatura).

Puede concluirse, por tanto, que las aguas se encuentran en un estado de equilibrio
respecto a la calcita y, por tanto se reafirma la existencia de un proceso de disolucién
incongruente de dolomita como uno de los responsables del quimismo de estos manantia-
les.




Todos los procesos y situaciones descritos hasta el momento llevan a pensar en la
presencia de un fenémeno global de dedolomitizacién asociado al quimismo y circulacién
de estas aguas. La disolucién de sulfato en estas soluciones provocaria la precipitacién de
calcita (y por tanto una situacién de equilibrio o estado estacionario de la solucién respecto
a este mineral) y disolucién de dolomita, o lo que es lo mismo, el mencionado proceso de
disolucion incongruente de dolomita.

Obviamente, la existencia de este proceso tnicamente puede considerarse como
resultado de un balance general, deducido a partir de la composicién final de los
manantiales. Una mejor delimitacién del mismo requerirfa obtener datos analiticos de la
solucidn en distintos puntos a lo largo de su recorrido por el acuifero para, de esta manera,
establecer balances mds precisos.

En cualquier caso, la existencia de este proceso de dedolomitizacién justificaria las
buenas correlaciones obtenidas entre SO,~ y Mg?* para distintos manantiales de la
provincia (p. ej. Ferndndez et al., 1988), sin necesidad de recurrir a la presencia de
hipotéticas fases sulfatado-magnésicas y cuya existencia es siempre de dificil justificacién.

7. CONCLUSIONES

Las caracteristicas geoquimicas de los manantiales de Teruel, de afinidad sulfatado-
célcica, son indicativas de su circulacién preponderante a través de materiales sulfatado-
carbonatados. Un andlisis mds detallado atendiendo a las estequiometrias idealizadas de los
principales minerales involucrados, pone de manifiesto la existencia de distintos procesos
de disolucién como responsables del quimismo de estas aguas: por un lado, y de manera
dominante, el de disolucién de sulfato célcico y, por otro, un proceso de disolucién
incongruente de dolomita.

Los indices de saturacién calculados respecto a estos minerales concuerdan con los
procesos propuestos. La necesaria saturacion en calcita de las aguas (para hacer efectivo
el proceso de disolucién incongruente de dolomita) parece alcanzarse en los cuatro
manantiales analizados. Las ligeras subsaturaciones respecto a este mineral pueden
incluirse dentro del rango de error asimilable a una situacién de equilibrio en este tipo de
cdlculos, o bien puede corresponder realmente a un estado de equilibrio respecto a la
calcita pero a mayor temperatura, en profundidad.

El estado de subsaturacién respecto a la dolomita en las surgencias analizadas puede
corresponder también a una situacién de equilibrio en profundidad y a mayor temperatura
(I1a solubilidad de este mineral respecto a la temperatura sigue idéntica pauta a la sefialada
para la calcita). La relacién I.S. - temperatura respecto a estos minerales puede utilizarse

como medio para calcular la tedrica temperatura en profundidad de estas aguas (ver Tena
et al., 1991, en este mismo volumen).




La proporcién de Ca’* y HCOjy, que en principio se ha asociado a un proceso de
disolucién de calcita en el andlisis estequiométrico, no tiene por qué representar un
efectivo proceso de disolucion. Probablemente corresponda al producto de actividad iénica
necesario para delimitar un estado de equilibrio que haya requerido, a su vez, la presencia
activa de un proceso de precipitacién de calcita. El efecto de ién comiin producido por la
disolucién de yeso y/o anhidrita en estas aguas deberfa provocar, en algun momento, su
sobresaturacién respecto a la calcita. Légicamente, la situacion de equilibrio detectada
respecto a este mineral en las surgencias implicaria la existencia de un proceso de
precipitacion.

Estas caracteristicas definirian la existencia de un posible proceso global de
dedolomitizacién asociado a la circulacion de estas aguas; proceso que justificaria la
estrecha relacién SO,~-Mg?* detectada para distintos manatiales de Teruel, sin recurrir a
hipotéticas fases sulfatado-magnésicas para justificarla.
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ABSTRACT

The existence of a seismically layered lower crust has been, without any
doubt, the most interesting new aspect imaged by the deep seismic reflection
profiles. This layered character is visible in many profiles acquired all
around the world (Europe, United States, Australia, etc.), and contrasts
abruptly with the transparent appearance of the middle and upper crust and
also of the upper mantle. The question soon arose concerning the causes of the
reflectivity of the Tower crust and the factors that influence its character.

This paper deals with the present state of knowledge abaut the physical
causes of the reflectivity and the modulating factors of the final character
of the reflections in the seismic profiles. The first part review the
geometric-descriptive technique of interpretation, which is made in three
levels: (i) reflection attributes, (ii) seismic fabrics, and (iii)
reflectivity patterns. The second part is a compilation of many of the factors
that affected the final aspect of the reflection field in the seismic
profiles. Finally a summary of the possible causes of the reflectivity in the
lower crust and a short comment on the importance of each one is made.

INTRODUCCION

Desde hace aproximadamente quince afios se viene trabajando con bastante
intensidad en el estudio de la corteza inferior y el manto superior mediante
sismica de reflexion profunda (Barazangi & Brown, 1986a y b, Matthews & Smith,
1987 y-Leven et al., 1990). Esta técnica sismica es una extension de la que
se utiliza en la industria del petrdleo para localizar y prospectar campos de
petréleo y gas. En primera instancia, la dnica diferencia con élla es el
tiempo de escucha de Tlos receptores (gedfonos o hidrdéfonos), que en Tlos
perfiles de prospeccion petrolifera es de unos 6 segundos y en los perfiles
de sismica profunda suele ser de 20 s, aunque puede 1legar hasta los 30 s.
Esto permite alcanzar profundidades del orden de los 80-100 km, suficientes
para investigar gran parte de la litosfera continental.

Hemos dicho que, en primera instancia, ésta es la tnica diferencia. Sin
embargo, mds que una extension de la técnica cldsica de reflexidn, se puede
hablar de una técnica nueva, tanto en lo que respecta a la adquisicidon y el
procesado de los datos como, sobre todo, en el método de interpretacion de los
perfiles. La mayor parte de Tos perfiles para prospeccidn petrolifera se
realizan sobre rocas sedimentarias (ya que son éstas las que contienen el
petroleo), y en este sentido se ha elaborado un complejo cuerpo de doctrina
sobre la manera de procesar e interpretar las reflexiones de las rocas
sedimentarias. Sin embargo, por debajo de los primeros 15 km de corteza (en
algunos Tugares mucho menos), Tlas rocas sedimentarias desaparecen y son
sustituidas por rocas igneas y metamérficas (que reciben Tla denominacidn
conjunta de rocas cristalinas), para las cuales no se tiene un conocimiento
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tan preciso de su comportamiento sismico. Esto es especialmente vé]ido para
la corteza inferior, donde se carece de un control geo]pg1co preciso de su
estructura, composicién y estado fisico. Todo ello dificulta, e incluso

imposibilita, la interpretacién de las reflexiones generadas en esta parte de
la corteza.

Uno de los objetivos bdsicos de la sismica de reflexién profunda en la
actualidad es precisamente el de identificar las causas de 1la reflectividad
de la corteza inferior. En este articulo se pretende resumir el estado actual
de Tos conocimientos acerca de los factores que influyen en el cardcter de las
reflexiones de la corteza inferior y las causas fisicas invocadas en la
literatura para explicar su reflectividad.

REFLECTIVIDAD DE LA CORTEZA CRISTALINA

Ya desde los trabajos pioneros de Junger (1951), Shor(1955) y Dohr
(1957) se pudieron observar ciertas regularidades en la distribucién de las
reflexiones en un perfil profundo: reflexiones coherentes y fuertes de las
formaciones sedimentarias superficiales, ausencia de reflexiones (salvo
algunas con buzamientos apreciables) en la corteza superior y media y
reflexiones fuertes, de poca continuidad lateral, en la corteza inferior. Las
reflexiones de las capas sedimentarias no eran dificiles de explicar, era algo
que los geélogos y geofisicos del petréleo 1levaban investigando durante mds
de 70 afos, pero se planteé el interrogante de cudl era la causa de Tlas
reflexiones en la corteza cristalina. éPor qué era transparente la corteza
superior?, ¢Qué eran las reflexiones inclinadas que de vez en cuando aparecian
en la parte superior de la corteza?, éPor qué era reflectora la corteza
inferior?

Las causas que influyen en 1la reflectividad de Tlas formaciones
sedimentarias son bien conocidas (e.g. 0’Doherty & Austery, 1971), ya que han
sido el objetivo fundamental de la prospeccidn sismica 1levada a cabo por la
industria del petr6leo durante los G1timos 70 afos. Por el contrario, se sabe
muy poco acerca de los parametros que influyen en la reflectividad de las
rocas cristalinas (igneas y metamdérficas) en la corteza terrestre. La
informacién estructural de los terrenos cristalinos es muy inferior a la de
las formaciones sedimentarias, lo que influye decisivamente a la hora de
interpretar las reflexiones. E1 problema se ve agravado por el hecho de que
las rocas sedimentarias suelen situarse cerca de la superficie, en Tlos
primeros 5-10 km de Tlos perfiles sismicos, mientras que las rocas igneas y
metamérficas del basamento cristalino se sitian por debajo de ellas. Esto
tiene una consecuencia inmediata, que es la degradacién de las reflexiones
registradas al aumentar la profundidad del reflector.

En la calidad de una reflexién influyen una gran cantidad de factores
de indole muy diversa, algunos geoldgicos (caracteristicas fisicas del propio
reflector), no geoldgicos Tla mayoria (dependientes de Tlos sistemas de
adquisicién y procesado de los datos). La interaccion de todos estos factores
determina el aspecto final de una reflexidon en el perfil sismico, 1o que se
conoce como el cardcter de una reflexidn. Correlacionar el cardcter de una
reflexion con las causas que lo han originado es una de las tareas pendientes
mds prioritarias que tiene 1la sismica de reflexion profunda en terrenos
cristalinos. Reconocer y aislar cada una de las variables que influyen en el
cardcter de una reflexién  permite Tuego operar a Ta inversa: dada una
reflexion en el perfil sismico y conocidas 1las variables del sistema,
reconocer la causa que la ha provocado.

Estudiar el cardcter de las reflexiones aisladas es s6lo el primer paso
en la comprension de la reflectividad de la corteza cristalina. Una vez
expuestos los atributos de una reflexidn, es necesario tener en cuenta Tas
relaciones entre reflexiones, entendidas éstas como disposiciones coherentes




de reflectores a una escala regional. Es To que Allmendinger et al. (1987a)
denominan fdbricas sismicas. Las fdbricas sismicas nos servirdn, a su vez,
para definir una serie de modelos de reflectividad por superposicién vertical
o Tlateral de distintas fabricas sismicas en un perfil de toda la corteza
(incluyendo tal vez 1a parte mds somera del manto superior).

DESCRIPCION DE LOS PERFILES DE SISMICA DE REFLEXION PROFUNDA

La mayor parte de los resultados y conclusiones que se han obtenido del
estudio de la reflectividad de la corteza cristalina han tenido como unidad
bdsica de trabajo los perfiles de reflexidn, que no son otra cosa que la
representacién grdfica final, segin una coordenada espacial horizontal y otra
temporal vertical, del comportamiento sismico de una region de la corteza
terrestre. Parece -apropiado, por tanto, conocer las caracteristicas de Tlos
perfiles que mds se utilizan para caracterizar la reflectividad de la corteza
cristalina (con el objetivo puesto en su interpretacion final en términos de
estructuras y procesos geoldgicos). Dicha descripcion se hace en varios
niveles; que podemos resumir en tres principales:

1. Caracteristicas definibles sobre una sola reflexion: elementos de la
- reflexiones.
2. Caracteristicas definibles sobre un conjunto de reflexiones de igual
orientacion y caracter penetrativo: fdbricas sismicas.
3. Caracteristicas definibles en una seccidén vertical completa del
perfil: modelos de reflectividad.

Elementos de una reflexion.

Podemos caracterizar una reflexidon sismica por medio de los siguientes
atributos: (i) amplitud, (ii) polaridad, (iii) duracidn, (iv) frecuencia
dominante, (v) continuidad y (vi) orientacién. Los cuatro primeros atributos
describen la geometria de las deflexiones en una traza aislada del perfil
sismico y 1los dos restantes 1la manera en que estas deflexiones se
correlacionan de una traza a otra.

ET conocimiento actual de la reflectividad de la corteza cristalina (y
en especial de la corteza inferior), no permite identificar por separado los
pardmetros que influyen en cada uno de los atributos de las reflexiones, por
lo que es conveniente, desde un punto de vista descriptivo, reducir a tres los
atributos caracteristicos: (i) orientacion, (ii) amplitud y (iii) continuidad
lateral. Estos son los unicos atributos que permanecen en un Iine drawing
realizado a partir de la seccion -sismica. Un Tine drawing es el dibujo
esquemdtico que resulta de sustituir manual o automdticamente las reflexiones
de una seccidén sismica por trazos lineales que reproducen unicamente Ta
longitud y la inclinacion de las reflexiones mds prominentes; normalmente se
afiade la informacidn referente a la amplitud de las reflexiones en el perfil
original utilizando trazos de diferente grosor.

La orientacidn de una reflexion suele darse en términos cualitativos.
La distincion mds importante se hace entre reflexiones (sub)horizontales,
caracteristicas sobre todo de la capa sedimentaria mds superficial y de la
corteza inferior, y reflexiones inclinadas, mds propias de la corteza superior
cristalina y del manto superior. A su vez las reflexiones inclinadas se
subdividen de una forma grosera en funcidn de la direccidén del buzamiento, que
en una seccién bidimensional como Tos perfiles sismicos se reduce a dos
posibles inclinaciones, una hacia cada lado del perfil. Asi, si el perfil
1leva una direccidén E-W, se distingue entre reflexiones que buzan hacia el
este y reflexiones que buzan hacia el oeste.




La amplitud es una medida de la fuerza con que se recibe y registra una
reflexion en el perfil sismico. Es un atributo que hay que tratar con mds
cuidado, ya que no se preserva, en general, durante muchos de Tos pasos
utilizados con el software comercial de procesado. En particular, el stack CDP
no conservard la informacion sobre la amplitud absoluta de las reflexiones si
existen correcciones estdticas imperfectas, si la correccién NMO utiliza
curvas no hiperbdlicas o si hay variaciones laterales en la amplitud, la
frecuencia o la forma de la reflexidn. Otro paso habitual en el procesado de
los perfiles de reflexion es la equalizacién de amplitudes, que reduce el peso
de una traza en proporcidn inversa a la amplitud del ruido que la degrada. Por
todo ello, cuando se estudian cuantitativamente los coeficientes de reflexidn
de la corteza cristalina se suele trabajar con perfiles de cobertura simple,
sin stack y no procesados, con la desventaja de que entonces sélo se pueden
investigar las reflexiones de mayor intensidad.

La Tongitud de una reflexidn es una medida de la continuidad lateral de
una reflexion correlacionable por fase entre trazas adyacentes. Es un atributo
muy susceptible a las variaciones en la relacién sehal/ruido a lo largo de un
perfil, asi como a la calidad de las correcciones estdticas. La longitud de
las reflexiones suele usarse como indice semicuantitativo de la reflectividad
de Ta corteza inferior, por lo que debe tener en cuenta las variaciones de la
relacién sefal/ruido a 1o largo de un perfil.

Fabricas sismicas.

Allmendinger et al. (1987a) definen 1las fdbricas sismicas como
disposiciones coherentes de reflexiones sobre un drea determinada de un perfil
" sismico. Pueden considerarse como la conjuncién de dos conceptos: Tlas
caracteristicas de las reflexiones aisladas (longitud, inclinacidn, etc.) y
el modo en que esas reflexiones se asocian. Segln estos autores, las fdbricas
sismicas son similares a sus homdénimas estructurales y metamérficas en el
sentido de ser penetrativas (a Tla escala apropiada) con orientaciones
similares. Pero también advierten que no deben confundirse con ellas, es
decir, no hay que suponer que una fdbrica sismica determinada se debe siempre
a la presencia de una determinada fdbrica estructural o metamérfica. Ademds,
aunque se han hecho muchos esfuerzos para eliminar la influencia de Ta
adquisicion y el procesado de los datos en el caracter de las reflexiones (ver
mds abajo), parece probable que algunos de los constituyentes de las fabricas
sismicas no se corresponden con estructuras reales en la Tierra o no se
localizan directamente debajo del perfil.

Pese a estas limitaciones, las fdbricas sismicas pueden ser un eslabdn
importante para interpretar Tlos perfiles de sismica de reflexidén profunda. Se
han propuesto varias clasificaciones con diferentes nomenclaturas (e.g.
Allmendinger et al., 1987a y b, DEKORP, 1990), pero los tipos de fébricas
identificados pueden resumirse en los siguientes (figura 1): :

1. Fébrica no reflectiva.

2. Fédbrica cruzada: reflexiones y/o difracciones con buzamientos hacia
ambos lados y ausencia de reflexiones horizontales de gran continuidad
lateral (los ‘cocodrilos’ en la nomenclatura de DEKORP, op. cit.).

3. Fabrica inclinada: reflexiones con buzamientos predominantes en una
direccion.

4. Fdbrica estratificada: reflexiones subhorizontales de 1longitud
variable (Tlas ’lamelas’ de DEKORP, op. cit.)

5. Cdmulos de difraccion.




La inspeccion de gran cantidad de perfiles sismicos ha proporcionado
ademds una idea de las zonas de la corteza donde es mds habitual cada una de
las fdbricas sismicas descritas. Asi, la fabrica no reflectiva, aunque puede
encontrarse en cualquier punto de un perfil sismico, aparece casi siempre en
la corteza superior (si no hay rocas sedimentarias) y el manto superior. La
fdbrica de reflexiones cruzadas aparece sobre todo en la corteza media y en
la parte superior de la corteza inferior. La fdbrica inclinada unidireccional
es tipica de la corteza superior (cuando se asocia a fallas de bajo dngulo),
pero también puede afectar a toda la corteza. La fdbrica estratificada tiene
dos zonas de aparicién: la parte mds superficial de la corteza superior
(cuencas sedimentarias), en cuyo caso la continuidad Tateral de Tlas
reflexiones suele ser grande, y la corteza inferior, ya sea abarcando toda su
extension vertical o concentrandose en bandas, en cuyo caso la continuidad
lateral es pequefia.

FABRICAS SISMICAS
EJEMPLOS

NO REFLECTIVA

CRUZADA

INCLINADA

ESTRATIFICADA

CUMULOS DE
DIFRACCION

Figura 1. Tipos de fdbricas sismicas y ejemplos de cada una de ellas. a:
perfil 2T, segun Tomek et a7. (1 87). b: perfil DRUM, segun McGeary & Warner
1985) . C‘ perfil SWATS, seglin Matthews (1987 d: vl GLIMPCE, segun
ehrendt et a7. (1990). e: per‘f11 wINCH 2A, segun Matthews (1986). f: perfil
ECORS-Alpes, seglin Bois & ECORS (1990 g: perfil ECORS-Francia Norte, segun
Bois & ECORS (1990) h: perfil SWAT » seglin Bois et a7. (1987) i: perfil
?EKORP 2S, segldn Meissner et al7. (1987). J: perfil 2T, segun Tomek et al.
1987) .




Modelos de reflectividad.

La identificacion de modelos de reflectividad es otro intento mds por
clasificar la respuesta sismica de Tos materiales de 1la corteza con el
objetivo de 1legar a identificar sus caracteristicas. Los modelos de
reflectividad se construyen a partir de las fabricas sismicas, a las que se
anade la informacidén referente a su distribucidn en los perfiles. Es decir,
un modelo de reflectividad incluye simultdneamente la informacion sobre las
caracteristicas de la reflectividad y sobre su distribucién vertical y
horizontal en los perfiles sismicos.

Los modelos de reflectividad se pueden construir sobre una base
cualitativa o cuantitativa. En el primer caso se utiliza la informacion sobre
la continuidad lateral y Tla amplitud de las reflexiones para realizar line
drawings esquemdticos que muestran tanto las caracteristicas bdsicas de la
reflectividad como su distribucién en profundidad. En el segundo caso se
construyen curvas de la frecuencia de las reflexiones en funcion de Ta
profundidad (tiempos dobles); la forma de la curva y otros indices deducidos
a partir de ellas sirven para clasificar los tipos de reflectividad.

Allmendinger et al. (1987b) proponen cuatro modelos cualitativos de
reflectividad basdndose en el estudio de los perfiles de reflexion profunda
adquiridos por COCORP en una serie de lineas sismicas que atraviesan las
Rocosas, 1la provincia Basin and Range y el Colorado Plateau, USA, a una
latitud de 40N. Estos modelos son (figura 2):

1. Modelo cratdnico, dominado por difracciones y reflexiones inclinadas
en la corteza media e inferior, pero sin un Moho de reflexidn
prominente.

2. Modelo de deformacion de ’piel fina’, con reflexiones someras
abundantes (debidas a la presencia de rocas sedimentarias y fallas
listricas de bajo dngulo) y con una corteza media e inferior
prdcticamente transparentes.

3. Modelo de rampa, con reflexiones que buzan en una sola direccién y
que se pueden seguir desde la superficie hasta la corteza inferior,
donde se pueden mezclar con reflexiones subhorizontales. E1 Moho de
reflexion puede existir o no.

4. Modelo estratificado, con una corteza inferior altamente reflectora,
con predominio de las reflexiones subhorizontales de continuidad lateral
variable y un Moho de reflexidon muy visible. La corteza superior y media
son transparentes, aunque puede haber reflexiones asociadas a cuencas
sedimentarias o fallas.

McGeary (1987) y Wever et al. (1987) se centran Unicamente en la
descripcion de modelos de reflectividad de la corteza inferior. McGeary (op.
cit.) distingue seis modelos de reflectividad a partir del estudio de Tlos
perfiles BIRPS en la plataforma continental que rodea las Islas Britdnicas.
Todos los modelos suponen una corteza superior transparente y se diferencian
en el modo en que se distribuye la reflectividad en la corteza inferior,
basdndose en 1a posicidén vertical de las bandas de reflexiones, en el nimero

d§ bandas y en el tipo de transicion entre ellas (brusco o gradual) (figura
3

Tipo 1. Corteza inferior reflectiva en toda su extensidn.
Tipo 2. Corteza inferior también reflectiva en toda su extensién, pero

con un aumento de Ta densidad de Tlas reflexiones en el Moho de
reflexion.




Tipo 3. Corteza inferior debilmente reflectiva, pero con un Moho de
reflexién muy reflectivo.

Tipo 4. Corteza inferior con dos bandas reflectivas, una a techo de la
corteza inferior reflectiva y otra en el Moho de reflexion.

Tipo 5.Transicién Tateral de una corteza inferior reflectiva a otra
transparente, segin un linea oblicua.

Tipo 6.Corteza inferior reflectiva con variaciones en la profundidad del
techo de las reflexiones.

MODELOS de REFLECTIVIDAD

i

Fi?ura 2. Modelos de reflectividad de la corteza en zonas orogénicas sagun
AlTmendinger et al., 1987a). 1: modelo craténico. 2: modelo de deformac 6n de
‘piel fina’. 3: modelo en rampa. 4: modelo estratificado. Explicacién en el
texto.

MODELOS de REFLECTIVIDAD
de |a CORTEZA INFERIOR

TIPO 1

Figura 3. Modelos de reflectividad de 1a corteza infeitior en dreas
extensionales recientes y ejemplos de perfiles BIRPS representativos de cada
una de las fabricas (segin McGeary & Warner, 1987). Explicacién en el texto.
1: perfil WINCH. 2: perfil SWAT. 3: perfil SALT. 4: perfil SHET. 5: perfil
DRUM.




Por su lado, Wever et al. (1987) analizan los perfiles DEKORP adquiridos
sobre Tlos ordgenos caledénico y hercinico del centro y NW de Europa y
distinguen tres modelos de reflectividad (en dreas con un flujo térmico
constante de 60-70 mW/m’):

Tipo 1 o ’acampanado’, con una corteza inferior reflectora en toda su
extension.

Tipo 2 o ’‘multidigitado’, con dos o mds bandas de reflectividad,
separadas por zonas transparentes.

Tipo 3 o ’digitado simple’, con una sola banda de reflexiones,
normalmente de poco espesor y situada a nivel del Moho de reflexién o
a techo de la corteza inferior reflectiva.

Se puede observar su similitud con la clasificacion de McGeary (1987),
a pesar de que utilizan datos diferentes y de dreas que han sufrido historias
geoldgicas también diferentes.

FACTORES QUE CONDICIONAN EL CARACTER DE UNA REFLEXION.

En el aspecto final de las reflexiones en los perfiles de sismica de
reflexion profunda influyen una gran cantidad de factores, muchos de los
cuales son todavia mal conocidos. A efectos de la exposicién, podemos agrupar
estos factores en cuatro categorias:

1. Sistema de adquisicion de datos.

2. Sistema de procesado de datos.

3. Trayectoria de la sefial sismica entre el sistema de adquisicidon y 1a
region reflectora.

4. Region reflectora.

Los dos primeros grupos de factores son, ante todo, de indole técnico,
y las mejoras continuas en los sistemas de adquisicion y procesado de datos
permiten suponer que su influencia en el caracter de las reflexiones se ird
reduciendo paulatinamente. Ademds, la mayor parte de ellos son susceptibles
de modelizacion (ver mds abajo) y, por tanto, de cuantificacidn.

E1 tercer grupo , por el contrario, incluye factores de indole fisico,
que son, ademds, muy dificiles de cuantificar. La sefal sismica, en su
recorrido desde la fuente de ondas hasta la regidn reflectora y de regreso a
la superficie, debe atravesar una serie de materiales y estructuras que distan
mucho de ser ’transparentes’. Durante el trayecto se produce una deformacidn
de la sefal que se traduce Tluego en una imdgen distorsionada de Tos
reflectores. Cuantificar este grado de distorsion es fundamental para
reconocer su influencia en el caracter final del campo de reflexiones, pero
es algo que todavia no se ha conseguido. Los factores incluidos en este grupo
son los que limitan de una forma mds drdstica la interpretacién de Ta
reflectividad de la corteza cristalina (sobre todo de la corteza inferior).

La d1tima categoria de factores, los intrinsecos a la regién reflectora,
son los mds importantes para 1legar a interpretar la reflectividad en términos
geologicos. En un experimento sismico ideal, en el que se tuviera un control
total de las distorsiones que introduce el sistema de adquisicién (que luego
podrian eliminarse con un procesado adecuado de los datos) y en el que el
espacio comprendido entre 1la superficie del terreno y la regidn reflectora
estuviera ocupado por un material completamente transparente a las ondas
sismicas, el caracter de las reflexiones en el perfil final seria funcién




tinicamente de Tas caracteristicas fisicas, quimicas y geométricas de la region
reflectora.

Sistema de adquisicidn de datos.

ET sistema de adquisicion de datos (instrumentos y técnicas empleadas)
tiene una serie de limitaciones que en su conjunto producen una distorsién de
la sefial sismica; esta distorsion afecta sobre todo a la forma (amplitud y
frecuencia) de Tlas reflexiones registradas y a la relacién sefal/ruido.

Podemos agrupar las caracteristicas del sistema de adquisicion que

_influyen en el cardcter de las reflexiones en dos grandes apartados: las que
son propias del intrumental utilizado y las que dependen de Tlas condiciones
superficiales de registro. Entre 1las primeras incluimos el rango de
frecuencias registrable por los receptores, la mixima frecuencia registrable,
el intervalo de muestreo, la longitud de la palabra de mdquina del sistema de
grabacidn digital, la sensibilidad de los receptores, la direccionabilidad de
la fuente y los receptores y el tipo y longitud de la traza utilizada. Entre
las segundas cabe citar el nivel de ruido ambiental, el ruido generado por la
fuente, el acoplamiento fuente/terreno y receptores/terreno, la cobertura del
perfil, la topografia del drea, etc.

Dado un instrumental fijo, la Gnica manera de mejorar la calidad de los
datos sismicos adquiridos es modificando las condiciones superficiales de
registro, en especial el acoplamiento de la fuente y los receptores.

Peddy & Hobbs (1987) hacen un estudio muy interesante del efecto del
nivel de ruido en la visibilidad de los reflectores subhorizontales de la
corteza inferior en el perfil WAM de BIRPS realizado en la plataforma y el
borde continental al W de las islas Scilly, Gran Bretana(fig 4a). En la parte
E del perfil las reflexiones de la corteza inferior son muy prominentes, pero
al avanzar hacia el oeste, es decir, hacia el borde continental, 1las
reflexiones se vuelven parcheadas y finalmente desaparecen (figura 4b). En
primera instancia parece tentador aceptar que la pérdida de reflectividad se
debe a causas geoldégicas, pero el andlisis de la funcidn de atenuacién de la
amplitud de dos regiones distintas del perfil, una de la zona con reflexiones
y la otra de 1a que carece de ellas, muestra que los niveles de ruido son muy
diferentes en ambas secciones (figura 4c): en la seccion con reflexiones el
nivel de ruido es de -65dB a 15s TD y en 1la otra de -50dB a 15s TD, es decir,
un aumento del nivel de ruido de un factor 2.

Los autores concluyen que el empeoramiento de Tla relacién sefial/ruido
puede ser 1la causa de la pérdida de reflectividad de la corteza inferior,
aunque no descartan que esté acompafado de una pérdida real. Hobbs et al.
(1987) hacen una 1lamada de atencidn sobre la interpretacion de Tos datos
sismicos con un nivel de ruido variable a lo largo de un mismo perfil, sobre
todo debido a que las secciones sismicas procesadas comercialmente incluyen
entre los pasos de procesado uno de equalizacidon de amplitudes, que tiende a
promediar lateralmente las amplitudes, enmascarando por completo las areas con
diferentes relaciones sefal/ruido. Smithson (1986) también previene de 1los
posibles efectos del cambio en la calidad de los datos y en las condiciones
de registro sobre la cantidad de reflexiones de la corteza inferior. Este
autor encuentra un variacidon muy grande en la reflectividad de la corteza
inferior entre los perfiles tomados en 1a plataforma continental y los tomados
en tierra en el norte de los Apalaches: Tlos primeros muestran una corteza
inferior muy reflectiva y los segundos una corteza inferior transparente. Sin
embargo, como hace notar el propio autor, el cambio de reflectividad puede
deberse en parte a la diferente orientacién de los perfiles con respecto a la
direccién estructural dominante, ya que unos estdn tomados segin esta
direccién y los otros perpendicularmente a ella.
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Sistema de procesado de datos.

E1 procesado de un perfil sismico comprende una serie de pasos que
tienden a eliminar de 7Tos registros sismicos todas las reflexiones no
primarias y a presentar los reflectores en sus posiciones reales en el
subsuelo. Casi nunca se consigue este objetivo en los perfiles convencionales




poco profundos, mucho menos en los de sismica profunda, y cada uno de los
pasos de la secuencia de procesado influye positiva o negativamente en la
continuidad, la amplitud y la orientacién de las reflexiones (figura 5).

PROPIEDADES DE LA TIERRA

Velocidad x Densidad = Impedancia acustica

CONVOLUCIONAR CON CORRECCION DE SENAL
PULSO FOCAL DECONVOLUCION

\

ANADIR MULTIPLES DECONVOLUCION PREDICTIVA

STACKC.D.P

FACTORES QUE MODIFICAN
" LAS AMPUTUDES RECUPERACION DE AMPLITUDES

' DECONVOLUCION
FILTRADO TERRESTRE FILTRADO DE FRECUENCIAS

ANADIR RUIDO
DE FONDO FILTRADO DE FRECUENCIAS

y

ANADIR RUIDO OCASIONAL STACK

STACK

ANADIR RUDOICORERENTE FILTRADO DE BUZAMIENTOS

PASAR A TRAVES DE LA CORRECCIONES ESTATICAS
CAPA SUPERFICIAL AJUSTE DE AMPLITUDES

INSTRUMENTACION EDICION

li REGISTRO SISMICO DE CAMPO

Figura 5. Factores que introducen ruido en los perfiles sismicos y pasos de
1a secuencia de procesado que tienden a eliminarlo (segun Shevriff, 1977)-

Una secuencia bdsica de tratamiento comprende Tos pasos de
desmultiplexado, etiquetado de trazas, recuperacion de amplitudes, eliminacion
de trazas defectuosas, deconvolucién (y mute 1), correcciones estdticas,
andlisis de velocidades, correcciones dinamicas (y mute 2), ajuste automdtico
de estdticas residuales, stack, filtrado de frecuencias, igualacion de
amplitudes, correcciones estdticas regionales, aumento de 1la coherencia
espacial y migracién. :

Claves para el cardcter de las reflexiones en el perfil final son las
correcciones estdticas, el andlisis de velocidades y la migracion.

En Tos G1timos afios se han desarrollado nuevos algoritmos de procesado,
encaminados precisamente a mejorar la fidelidad del perfil sismico final.
Entre las lineas con mds futuro podemos citar las técnicas especiales de
reduccién de ruido, como por ejemplo el filtrado de coherencia espacial, que
ha dado lugar a nuevos esquemas para suprimir el ruido no correlacionable en
presencia de una sefial coherente (Leven & Roy-Chowdhury, 1984, Kong et al.,
1985); Tla deconvolucion pre-stack; el filtrado FK; Tlas nuevas técnicas de
inversion de velocidad (Zhu & Brown, 1986); la aplicacién de ‘megaestdticas’
(Smithson et al., 1987), que consiste en aplicar correcciones estdticas de
gran magnitud con el objetivo de eliminar las diferencias de tiempo entre
trayectorias cercanas pero que atraviesan zonas con distinta estructura de
velocidad; o técnicas de migracién pre-stack de las trazas asociadas con un




mismo punto de tiro(Peshef & Kosloff, 1986, Milkereit, 1987, Louie et al.,
1988), que tienen la atractiva caracteristica de permitir visualizar en el
perfil final incluso las discontinuidades que forman dngulos muy grandes con
la horizontal (Milkereit et al., 1990).

Trayectoria entre el reflector y la superficie.

Si quisieramos ver un objeto a través de un cristal, la fidelidad con
que lo describiésemos dependeria en gran medida de la calidad del vidrio
interpuesto. Un cristal delgado, homogéneo internamente y bien pulido en
superficie nos daria una imagen casi perfecta del objeto. Por el contrario ,un
cristal grueso, no homogéneo (con variaciones internas de densidad y opacidad)
y superficies deficientemente pulidas produciria una imagen distorsionada del
objeto que estd detrds, mds distorsinada cuanto mayores fuesen Tlas
imperfecciones. Este es el caso de la sismica de reflexion profunda:
intentamos ‘ver’ unas estructuras en la corteza a través de un ‘cristal’ (la
parte de Tla corteza situada por encima) que posee una gran cantidad de
imperfecciones y que ni siquiera es ’transparente’ en muchos casos. La imdgen
que obtenemos de los reflectores profundos esta distorsionada, tanto que puede
1legar a hacerlos irreconocibles.

E1 conjunto de factores que distorsionan la imagen de un reflector como
consecuencia de la variacidn de las propiedades de los materiales interpuestos
entre é1 y el sistema de adquisicidon se denominan pérdidas por transmisidn y
ruido generado por la fuente. Las primeras aparecen por la mera presencia de
materiales entre el sistema de adquisicion y el reflector (aunque 1los
materiales sean perfectamente homogéneos) y afecta sélo a la forma de las
reflexiones registradas: son 1la atenuacion aneldstica y Tla dispersion
geométrica. Las segundas tienen que ver directamente con las inhomogeneidades
de los materiales interpuestos, en especial la de objetos menores que la
primera zona de Fresnel, e incluyen la difraccidon, los efectos de enfoque y
desenfoque debidos a la variacidon lateral de la velocidad de propagacién de
las ondas sismicas (Reston, 1987, Klemperer & BIRPS, 1987, Warner, 1990a), los
fendémenos de interferencia entre reflectores y la dispersion eldstica en

reflectores especulares o en inhomogeneidades aleatorias (Warner, 1990a).

CAUSAS DE LA REFLECTIVIDAD

E1 papel de la region reflectora.

Para que se produzca una reflexion sismica debe existir una superficie
de separacion entre dos medios de diferente impedancia acustica. La impedancia
aclistica (definida como el producto de la velocidad sismica por la densidad)
depende de Tlas propiedades de los materiales, entre ellas (Blundell, 1990):
la composicion mineraldgica, la fabrica cristalina, la textura y la estructura
de la roca, la porosidad, el contenido en fluidos y el diaclasado (o cualquier
otra dislocacién mecdnica, como fracturas microcracks, etc.). La amplitud
relativa de la reflexion de una discontinuidad recibe el nombre de coeficiente
de reflexion y depende del cambio fraccional de Tla impedancia aclstica a
través de la superficie de separacidn. Un contraste de impedancia acistica
produce una reflexion, pero para que la reflexidn sea coherente la interfase
debe poseer una superficie minima, que se conoce con el nombre de primera zona
de Fresnel. Esta superficie minima depende de la longitud de onda de la sefial
sismica y de la distancia de la interfase a la fuente de las ondas. Las
superficies reflectoras con un drea inferior a la primera zona de Fresnel, o
con geometrias cuya longitud de onda sea menor que la primera zona de




Fresnel, no producen reflexiones coherentes, sino difracciones, debido a su
capacidad para dispersar la energia incidente.

E1 contraste de impedancias aclsticas es, hablando en términos
matemdticos, la condicién necesaria para que se produzca una reflexion, pero
no es condicién suficiente para ello. Existen otras causas que se encargan de
modular las reflexiones originadas en un contraste de impedancia acustica
(e.g. fendmenos de interferencia, anisotropia, etc.), y que dependen en gran
medida de las caracteristicas de la regidn reflectora.

Podemos agrupar convenientemente los factores intrinsecos a la region
reflectora que influyen en el cardcter de las reflexiones en tres grandes
apartados: (i) contraste de impedancias aclisticas, (iii) orientacion del
reflector, y (iii) geometria del reflector.

E1 contraste de impedancias aciusticas es, como acabamos de explicar, el
fendmeno fisico bdsico que debe existir para que se produzca cualquier tipo
de reflexién sismica, pero no todo contraste de impedancias aclsticas
producird una reflexién en el perfil sismico final. Existe un limite de
resolucidn aclstica por debajo del cual no es posible registrar la reflexidn
de una discontinuidad. Este limite depende de la profundidad del reflector,
del dngulo de incidencia de la sefial sismica y de la sensibilidad del sistema
de adquisicién. Todo ello hace que un reflector continuo pueda aparecer
discontinuo en un perfil sismico, sobre todo si el propio reflector tiene
variaciones laterales en el contraste de impedancias acusticas.

La orientacidn del reflector influye en gran medida en la intensidad de
la reflexion final. La técnica de reflexidn sismica habitual de tiro a punto
de profundidad comin y el proceso de stack posterior tienden a resaltar las
reflexiones horizontales y a anular las reflexiones de reflectores muy
inclinados, de tal modo que no es posible con una técnica de adquisicion y
procesado convencional caracterizar en una seccidn sismica los reflectores con
buzamientos superiores a unos 40 grados (Milkereit et al, 1990). Esta puede
ser una de las razones de que la corteza superior aparezca casi siempre
transparente en los perfiles sismicos: a pesar de que existen contrastes de
impedancia aclstica capaces de producir reflexiones, 1a complejidad
estructural que caracteriza a los materiales cristalinos de 1la corteza
superior, con orientaciones muy variables de las interfases que separan rocas
con diferentes propiedades aclsticas, hace que el resultado final sea el de
una regidn transparente a las ondas sismicas.

La geometria de 1la region reflectora es el otro factor clave que
determina su reflectividad. Podemos distinguir, por un lado, las dimensiones
generales del cuerpo reflector (superficie horizontal y espesor vertical) y,
por otro, la forma. E1 primero determina el fendmeno de interferencia, el
segundo el de enfoque/desenfoque y uno y otro el de difraccidn.

No se puede, sin embargo, desligar completamente la region reflectora
del resto de factores que influyen en el caracter de las reflexiones, en
especial de los que dependen del sistema de adquisicién de datos y de la
trayectoria de la sefial sismica. Existe un concepto muy importante que acopla
precisamente las caracteristicas de 1la region reflectora (mds concretamente
sus dimensiones) y las caracteristicas del sistema de adquisicion (longitud
de onda de la sefnal sismica) y es el concepto de resolucidn. La resolucion
espacial es una medida del tamafio minimo de los objetos que una sefial sismica
es capaz de detectar en forma de reflexiones coherentes. Este tamano minimo
no es igual en la vertical que en Tla horizontal y por ello se distingue entre
resolucién horizontal y resolucién vertical.

La resolucidon horizontal es la superficie minima que debe tener un
objeto para que de lugar a una reflexion coherente y se conoce con el nombre
de primera zona de Fresnel (Sheriff, 1977); depende de la longitud de onda de




la sefial sismica y de la distancia de la interfase a la superficie. Para un
reflector situado en la corteza inferior y una frecuencia de 20 Hz, la primera
zona de Fresnel es del orden de 12 km’ (equivalente a una longitud de 4 km para
el caso bidimensional). Las estructuras del subsuelo con dreas menores que
ésta o con geometrias cuya longitud de onda sea menor que ésta no producen
reflexiones coherentes, sino difraccicnes.

La resolucidn vertical mide la distancia minima entre dos interfases
para que aparezcan como dos reflexiones distintas; depende de la Tongitud de
onda de la sefial sismica. Debido al proceso de atenuacién aneldstica, que como
hemos comentado mds arriba afecta en mayor medida a las frecuencias altas
(Tongitudes de onda pequefas), conforme una sefial sismica penetra en el
subsuelo va cambiando su contenido frecuencial por pérdida de las frecuencias
altas, lo que se traduce en una disminucién de la resolucidn vertical con la
profundidad (a é11o contribuye también el aumento de la velocidad sismica con
la profundidad). A la profundidad de la corteza inferior, la frecuencia mds
alta que permanece en la sefial es del orden de 20 Hz (Sheriff, 1977), que para
una velocidad de propagacidn de unos 5 km/s implica una Tlongitud de onda de
unos 250 m (Lavergne, 1989, p. 62). La experiencia en formaciones
sedimentarias muestra que el espesor minimo de una capa en la que el techo y
el muro se ven como dos reflexiones distinguibles es del orden de 1/4 de 1la
longitud de onda dominante si la relacidn senal/ruido es alta y de 1/2 si es
baja. Esto significa que en la corteza inferior no es posible distinguir como
reflexiones individualizadas discontinuidades que esten a menos de 100 m de
distancia vertical. Por debajo de este umbral empiezan a jugar un papel
predominante Tos fenémenos de interferencia constructiva y destructiva.

La deteccion es otro concepto relacionado y se define como Ta
posibilidad de obtener reflexiones de capas delgadas (i.e. de discontinuidades
muy proximas) y el limite de deteccidén es el espesor minimo de una capa
visible en sismica de reflexidn. Depende de la Tongitud de onda, la relacién
sefial/ruido y el contraste de velocidades (Lavergne, 1989). Tedricamente, con
relaciones sefial/ruido altas y contrastes de velocidad fuertes es posible
detectar capas con un espesor mayor o igual a 1/30 de la longitud de onda
dominante (Sheriff, 1980). En la prdctica, sin embargo, este limite es de 1/4
de la longitud de onda. A profundidades del orden de 20 Km, donde predominan
longitudes de onda de unos 250 m, Tlas interfases separadas menos de 60 m
interfieren destructivamente y no se detectan, mientras que si estdn separadas
por mds de 60 m interfieren constructivamente y es posible que se traduzcan
en
reflexiones en el perfil sismico final.

E1 origen de cualquier reflexidén es un contraste de impedancia aclstica
entre dos medios con distintas propiedades. Esto es cierto tanto para las
rocas sedimentarias como para las rocas cristalinas. Para las primeras
conocemos ademds su disposicion estructural gracias a la presencia de planos
de estratificacidn, que sirven a la vez de marcadores estructurales y de
discontinuidades entre materiales con diferentes propiedades acdsticas. La
separacion entre planos de estratificacidn, junto con la longitud de onda de
la sefial sismica, son las responsables de los fenémenos de interferencia
constructiva y destructiva que modulan el cardcter de las reflexiones de las
rocas sedimentarias. Son los propios fendmenos de interferencia los que hacen
que no exista una correspondencia univoca entre las reflexiones de un perfil
y Tlos reflectores del subsuelo. Es decir, las reflexiones de las capas
sedimentarias son en realidad reflexiones compuestas, consecuencia de los
fendmeos de interferencia en sucesiones de capas delgadas (Sheriff, 1977). Los
sondeos mecdnicos, las diagrafias y los sondeos sismicos verticales (SSV) han
permitido precisar este cuadro de reflectividad en las rocas sedimentarias,




por correlacién de la informacién proporcionada por estas técnicas con la
informacion sismica de superficie.

Vemos pues que ha sido el conocimiento conjunto de los coeficientes de
reflexion y de las caracteristicas geométricas de la region reflectora las que
han permitido profundizar en las causas de la reflectividad de las rocas
sedimentarias. Sin embargo, para las rocas cristalinas de la corteza, y en
especial para las de la corteza inferior, carecemos de cualquier informacion
acerca de las caracteriticas de la regidon reflectora. Esto plantea una serie
de interrogantes acerca de las reflexiones que observamos en Tlos perfiles:
ison estas reflexiones primarias, debidas dnicamente a contrastes en la
impedancia actistica?, éson importantes, y en qué medida, los efectos de
interferencia en el comportamiento reflector de 1la corteza cristalina?,
¢influye decisivamente la geometria de la region reflectora en el cardcter de
la reflectividad?, équé escalas de Tongitud vertical y horizontal caracterizan
a los materiales de la corteza inferior?, ¢existen orientaciones preferentes
que aumentan la reflectividad (anisotropia)?, écual es la causa de que Ta
mayor parte de las reflexiones de la corteza inferior tengan Tlongitudes
menores que la primera zona de Fresnel?, ¢(se debe la reflectividad de 1la
corteza inferior a causa fisicas situables en la propia corteza inferior, o
son consecuencia de otros factores ajenos a ella?, ¢pueden producirse
reflexiones en ausencia de contrastes importantes en la impedancia aclstica
de los materiales?, etc.

Tenemos ante nosotros una tarea doble, o mejor, una tarea en dos
niveles. En primer lugar, hay que identificar y aislar las caracteristicas de
la regién reflectora que son importantes a la hora de influir en su
reflectividad; en segundo lugar, hay que relacionar dichas caracteristicas con
estructuras geolégicas determinadas. Para conseguir el primer objetivo el arma
mas eficaz es la modelizacidn sismica; para lograr el segundo no hay otra
opcion que extrapolar hasta la superficie (o hasta algin sondeo) Tlas
reflexiones que queramos caracterizar. Aqui sdlo vamos a desarrollar el primer
aspecto del problema, es decir, identificar las causas (fisicas) de la
reflectividad. La segunda parte del problema, el descubrir las estructuras
geoldgicas que actuan de reflectores en la corteza inferior, el porqué de su
reflectividad en cada caso, y los procesos (geoquimicos, petroldgicos,
tecténicos y geofisicos) que han originado dichas estructuras, se reserva para
un préximo articulo.

Modelizacion sismica.

En sismica de reflexidén, modelizar consiste en construir sismogramas
sintéticos a partir de un modelo geoldgico hipotético y compararlo luego con
los sismogramas reales obtenidos sobre el terreno.

La construccién de un sismograma sintético requiere de una serie
temporal de reflectividades que se convoluciona con una onda en fase cero o
fase minima de la forma apropiada (Rickert, Butterwarth etc., o modelizada a
su vez) y con una banda de frecuencias similar a la de la seccidn sismica. La
serie temporal de reflectividades se puede obtener a partir de las diagrafias
sénicas en un sondeo mecdnico, por medio de un sondeo sismica vertical, o
puede calcularse a partir de un modelo geolégico hipotético. Este G1timo caso
es el mds comin en la modelizacién sismica de la corteza inferior y la
construccion del modelo geoldgico se puede considerar el primer paso en la
modelizacién. E1 nivel de detalle del modelo es funcion de los rasgos que se
quieran modelizar y de 1a informacién geolégica disponible. Puede variar desde
una subdivisién del espacio del modelo en regiones simples de velocidad y
densidad constantes, separadas por discontinuidades planas (e.g. Peddy, 1984,
fig.3), hasta reproducciones mds o menos fieles de Ta geologia de un drea




(e.g. Hurich & Smithson, 1987, fig.11), con limites multicapa de geometrias
complicadas separando regiones con variaciones laterales de la velocidad y/o
la densidad.

Una vez construido el modelo geoldégico, éste se resuelve utilizando para
ello un método de cdlculo numérico basado bien en la teoria de rayos sismicos
0 en Ta resolucién completa de la ecuacién de onda. E1 método de Tos rayos
consiste en el trazado de rayos sismicos (mediante una técnica de ordenador
apropiada) a través del modelo, que se reflejan en los contactos reflectores
segin una incidencia normal (Zawislak & Smithson, 1981). Los problemas
resueltos de este modo parten necesariamente de un modelo subdividido por
limites continuos en regiones cerradas de impedancia acdstica constante
(Blundell et al., 1985). Los modelos basados en la resolucién de la ecuacidn
de onda no tienen esta limitacién. También se puede optar por una solucién
intermedia: definir primero, mediante el trazado de rayos, un nimero elevado
de puntos de control en las superficies reflectoras y aplicar luego a estos
puntos una simulacién de Tla teoria de ondas (trazado de 1los rayos de
difraccion que parten de Tlos puntos de control) (Reston, 1987). La resolucién
de la ecuacion de onda puede abordarse mediante diferencias finitas (e.q.
Gibbson & Lavender, 1987), elementos finitos o técnicas espectrales (e.g.
Juhlin, 1990, Sandmeier et al, 1987), e incluir Tlos efectos de la
anelasticidad, heterogeneidad ¥ anisotropia en una, dos o tres dimensiones.

La forma de construir los sismogramas sintéticos dependera en cada caso
de Tas caracteristicas que se deseen reproducir: puede optarse por reproducir
fielmente 1a forma completa de una sola reflexién (e.g. Warner, 1990a, Hobbs,
1990), Ta amplitud de una o varias reflexiones (e.g. Hurich & Smithson, 1987)
la respuesta frecuencial de determinadas reflexiones (Juhlin, 1990),
relaciones geométricas y de corte entre varios reflectores (e.g. McGeary,
1989, Peddy, 1984) o la “apariencia’ general de toda una seccién sismica (e.q.
Blundell et al., 1985, Sandmeier et al., 1987, Fountain et al., 1987, Reston,
1987, Hurich & Smithson, 1987).

?

Causas de la reflectividad.

De los ejemplos descritos y_de muchos otros que pueden encontrarse en
la Tliteratura, se puede extraer la conclusién de que no existe un acuerdo
sobre las causas que provocan la reflectividad de 1a corteza inferior. A pesar
de que Ta modelizacién sismica es e] arma mds potente para restringir las
posibles causas, los estudios realizados hasta la fecha no han hecho mas que
exponer una lista de posibles causas, sin indicar la importancia relativa de
cada una de ellas en cada caso particular.

Podemos resumir de 1la siguiente forma las causas propuestas para Tla
reflectividad de la corteza inferior (figura 6):

1. Efectos geométricos (en ausencia de contrastes importantes de
impedancia acdstica). En especial: 3
1.1. Fendémenos de interferencia. Se han descrito tres modalidades
principales:
1.1.1. en una capa delgada Timitada superior e
inferiormente por materiales distintos (Blundell et afl.,
1985) (figura 6a).
1.1.2. en una serie de capas delgadas (Hurich & Smithson,
1987) (figura 6b).
1.1.3. segin modelos mds complejos (Sandmeier et al., 1987,
Reston, 1987) (figura 6c,d).
1.2. Fendmenos de difraccicn (Reston, 1987).
1.3. Continuidad lateral de los reflectores (Juhlin, 1990).




2. Contrastes de impedancia actstica. Este contraste puede tener dos
origenes:

2.1. Contrastes composicionales (Juhlin, 1990, Warner, 1990b,

Potter et al., 1987) (figura 6e).

2.2. Contrastes fisicos. Se han expuesto principalmente dos:
2.2.1. debidos a la anisotropia generada por la presencia
de fabricas deformacionales (Green et al., 1990) (figura
6f). _

2.2.2. debidos a la presencia de fluidos (figura 6g), ya
sean acuosos (Hall, 1986, Matthews, 1986, Gough, 1986,
Hyndman, 1988) o magmas (Mayer & Brown, 1986, Potter et
al., 1987, deVoogd et al., 1986).

2.2.3. debidos a otras causas, como por ejemplo,
tansformaciones polimérficas (Bois et al., 1987).

CAUSAS DE LA REFLECTIVIDAD
DE LA CORTEZA INFERIOR

INTERFERENCIA

b

f
material de baja velocidad
material de alta velocidad
anisotropia
porosidad con fluidos

Figura 6. Causas de la reflectividad de_ la corteza inferior propuestas en Tla
Titeratura. a-d: reflectividad debida a fendmenos de interferencia en ausencia
de contrastes de +impedancia acustica importantes. e-g: reflectividad debida
s61o a contrastes de impedancia acustica. Explicacién en el texto.

En un epigrafe anterior ya se ha hablado ampliamente de Ta posibilidad
de que los efectos geométricos, en ausencia de contrastes aclisticos
jmportantes, puedan ser la causa principal de la reflectividad de Ta corteza




inferior. Es una hipdtesis atractiva, ya que los efectos geométricos son
capaces de amplificar la intensidad de una reflexién por encima del valor
correspondiente al contraste de impedancias aclsticas entre los materiales que
forman el reflector. Debido a que los coeficientes de reflexién de la corteza
inferior son muy altos, del orden de 0.1 (superiores a la mayor parte de los
coeficientes de reflexion de las rocas sedimentarias) y son dificiles de
explicar por simples contrastes litolégicos, se ha acudido a esta hipétesis
para no necesitar de contrastes tan bruscos para poder explicar Tla
reflectividad. De este modo, con contrastes de impedancia aclstica mas
normales (como los existentes, por ejemplo, entre un gneiss dcido y otro
bdsico), pero amplificados por interferencia constructiva, se pueden explicar
las reflexiones de la corteza inferior.

Otro de los motivos por los que Tla hipéteis de la interferencia es
atractiva, es 1la observacion sistemdtica de que 1la mayor parte de las
reflexiones de la corteza inferior tienen una Tongitud inferior a la primera
zona de Fresnel. Reston (1987) cita cuatro factores que pueden acortar Tla
longitud de las reflexiones en un perfil no migrado: (i) la presencia de
ruido, (ii) el efecto de enfoque, (iii) l1a reduccion de la coherencia de una
reflexion por variaciones laterales de 1la velocidad en 71la corteza
suprayacente, y (iv) la interseccion de reflexiones (interferencia). E1 mds
factible de todos ellos es 1la interferencia y la difraccién entre cuerpos
complejos.

Fuchs (1969) propuso por primera vez la hipétesis de interferencia
aplicada a las reflexiones de la corteza cristalina, basandose en el hecho de
que la velocidad sismica y la densidad no podian aumentar en cada reflector
y sequir dentro de unos limites fisicamente razonables. Dedujo que Tlas
reflexiones profundas debian proceder de la superposicion de interfases muy
Jjuntas que separasen alternativamente capas con impedancias aclsticas altas
y bajas, pruduciéndose un aumento del coeficiente de reflexion por
interferencia constructiva.

Mds recientemente, Reston (1987) y Sandmeier et al. (1987) han
profundizado en la hipdtesis de interferencia constructiva y sus modelos de
la corteza inferior se apoyan en este fenémeno para explicar la reflectividad
que la caracteriza. Ambos autores suponen que el tipo:de reflectividad mds
habitual de la corteza inferior, consistente en reflexiones cortas (muchas
veces menores que la primera zona de Fresnel), subhorizontales o segin una
disposicion cruzada, se puede explicar mediante una alternancia de materiales
de alta y baja velocidad de propagacidon con espesores tales que potencien los
efectos de las interferencias constructivas.

Sandmeier et al. (1987) modelizan en dos dimensiones la corteza inferior
mediante Tdminas rectangulares de espesor y longitud variables distribuidas
aleatoriamente (figura 6¢c). Una ldmina simple se define como un rectdngulo de
alta velocidad rodeado de un material de fondo de baja velocidad. Consiguen
reproducir satisfactoriamente 7la apariencia general de la reflectividad de
la corteza inferior mediante ldminas de 120 m de espesor y 400-1200 m de
longitud. La cantidad de l1dminas debe ser tal que su superficie total sea
igual a la del material de baja velocidad que las rodea.

Reston (1987) utiliza en sus modelos cuerpos lenticulares en lugar de
ldminas rectangulares (figura 6d). Variando el empaquetamiento (dimensiones
y separacion) y la forma (relacion longitud/espesor) de Tlos cuerpos
lenticulares, consigue reproducir la apariencia de los perfiles de reflexidn
de Ta corteza inferior.

Hurich & Smithson (1987), en un estudio de los coeficientes absolutos
de reflexidn, ponen de manifiesto, mediante sismogramas sintéticos, que una
serie de capas de espesor adecuado en la que alternen dos materiales de
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diferentes propiedades aclsticas, puede amplificar hasta en un factor 3 su
coeficiente de reflexidn con respecto al de una discontinuidad simple entre
esos mismos materiales (figura 6b). Conceden mucha importancia a los efectos
de interferencia constructiva a la hora de hacer visibles en los perfiles
sismicos reflexiones que de otra forma estarian por debajo del umbral actstico
de deteccion.

Sin embargo, existe un nimero creciente de autores que rechazan Tla
hipétesis de que los efectos geométricos (enfoque/desenfoque, difraccidn e
interferencia) sean capaces de explicar la reflectividad de la corteza
inferior. En este sentido, Warner (1990a) critica los resultados de Hurich &
Smithson (1987) por no tener en cuenta las caracteristicas de fase de la onda
incidente a la hora de calcular el coeficiente de amplificacion. Normalmente
las modelizaciones se 1levan a cabo con una onda en fase cero (e.g. Hurich &
Smithson, op.cit.) y sin embargo, el tipo de sefal usado en sismica de
reflexién se aproxima a una onda en fase minima. Utilizando este tipo de fase,
la mdxima amplificacion que se consigue del coeficiente de reflexidn cuando
la interferencia constructiva es maxima es de 1.5X. Raynaud (1986) ha mostrado
que los efectos de interferencia constructiva en una secuencia estratificada
de capds puede producir, como mdximo, un aumento en un factor 2 en la amplitud
de reflexidn, pero que Tos modelos mds realistas sélo producen amplificaciones
del 50 % o menores. Warner (1990a) concluye que la interferencia constructiva
no es capaz de explicar por si sola la intensidad de las reflexiones de la
corteza inferior y que cualquier modelo geolégico factible de la corteza
inferior tiene que ser capaz de explicar la existencia de contrastes de
impedancia acistica del 20 %, que producen coeficientes de reflexion del orden
de 0.1, mucho mayores que en las secuencias sedimentarias.

Klemperer & BIRPS (1987) también se oponen a la conclusion de que la
interferencia constructiva es Tla responsable del cardcter reflectivo de 1la
corteza inferior. Dan por vdlidos factores de amplificacion de hasta 2X, pero
encuentran que los coeficientes de reflexidon de la corteza inferior varian en
un factor >>2, de modo que la presencia o ausencia de interferencia en capas
delgadas no puede ser la Unica causa responsable de la reflectividad y que
deben existir contrastes sustanciales en las propiedades aclsticas de Tos
materiales. Segln estos autores, cualquier modelo geolégico satisfactorio de
la corteza inferior debe incorporar capas de decenas a centenares de metros
de espesor, con extensiones laterales a menudo mayores de 10 km y que se
diferencien en las propiedades aclsticas de capas adyacentes en unas pocas
unidades porcentuales.

Para explicar 1la reflectividad de 1la corteza inferior mediante
contrastes de impedancia aclstica de origen composicional (es decir, para
explicar coeficientes de reflexion del orden de 0.1), se requiere que Tlos
contrastes aclisticos sean aproximadamente como los existentes entre un granito
y un gabro, o entre un gabro y una peridotita. Por ejemplo, se pueden
conseguir con un cambio de velocidad de 6.3 a 7.1 km/s combinado con un cambio
de densidad de 2700 a 3000 kg/m’ (Warner, 1990a) (figura 6e).

Si el contraste de impedancias aclsticas es de origen fisico, debido a
los efectos de la anisotropia, por superposicion de un mismo material pero
isétropo a un Tlado de 1la discontinuidad y anisétropo al otro (figura 6f),
entonces los coeficientes de reflexion medidos requieren un 40% de anisotropia
en el material inferior. Asi, seria necasaria una roca isétropa con una
velocidad de 6.6 km/s contra una roca anisdtropa de la misma composicidn pero
con velocidades de 5.4 km/s en la direcciéon lenta y de 8.0 km/s en 1la
direccidn rdpida (Warner, 1990a). Esta es una anisotropia poco realista para
una roca deformada en condiciones naturales. En este sentido, Hall (1986) cita
los resultados del andlisis de velocidad sismica segln direcciones ortogonales




en un especimen de afibolita del Lewisian escoces y encuentra un valor de 6.64
km/s para la velocidad mds baja y uno de 7.46 km/s para la mds alta, lo que
equivale a una anisotropia algo superior al 10%. Christensen (1989) recoge
muchos valores de anisotropia sismica en rocas igneas y metamérficas y, salvo
una excepcién (una labradorita con un 43% de anisotropia), todas las rocas
listadas tienen anisotropias muy inferiores al 40%. Asi por ejemplo, Tos
valores para esquistos y anfibolitas (que en promedio son los mds elevados),
quedan siempre por debajo del 20% y para el resto de las rocas igneas y
metamérficas la anisotropia es todavia mucho menor.

Por Gltimo, si el contraste de impedancia aclstica es debido a la
presencia de fluidos acuosos en rocas que han alcanzado el equilibrio textural
(algo muy factible a las presiones y temperaturas de la corteza inferior),
seria necesario tener en contacto una roca sin porosidad con otra con un 7%
de porosidad (suponiendo una composicion global igual para ambas rocas, figura
6g) (Warner, 1990a). Este valor de porosidad no es muy probable a Tas
profundidades de la corteza inferior.

CONSIDERACIONES FINALES

A modo de conclusién, en este apartado se pretenden subrayar una serie
de puntos discutidos ya a través del articulo, pero que por tratarse de
conceptos emparentados pero distintos es importante matizar sus diferencias.

1. Un perfil sismico no es una representacion exacta de la geologia profunda
de un drea. Es muy importante apreciar la diferencia entre el cardcter de Tas
reflexiones y las caracteristicas de los reflectores. Entre ambos conceptos
no existe una relacion del tipo CR= f(RR), es decir, el cardcter de las
reflexiones, CR, no es sd6lo funcién de las caracteristicas de la regidn
reflectora, RR, sino que entran en juego otras variables, de modo que podemos
expresar dicha relacidén en la forma:

CR=f (aSA,BSP,yT,6RR)

donde SA son Tlos factores que dependen del sistema de adquisicion de datos,
SP los que dependen del sistemas de procesado de datos, T los que dependen de
la trayectoria seguida por la sefial sismica y RR los factores que dependen de
las caracteristicas de la regidn reflectora. a, B, y y 6 son pesos que pueden
tener cualquier valor entre 0 y 1 sujetos a la restriccidn a+B+y+6=1. En cada
perfil (e incluso en cada porcién de un mismo perfil) los pesos a, B, y y §
son diferentes y, por tanto, también es diferente la importancia de cada una
de Tlas variables en el resultado final.

Esta es la razon por la que la prudencia ha sido y es la norma general
a la hora de interpretar las reflexiones de la corteza cristalina en Tos
perfiles de sismica de reflexidon profunda. Y ésta es también la razén de la
intensa Tabor que se ha 1levado a cabo para reducir al minimo la importancia
de los factores extrinsecos a 1a regidn reflectora (SA, SP y T en la ec.5) en
el cardcter final de las reflexiones. En la terminologia de la ec. 5, esto se
traduce en hacer que @, B y y tiendan a cero, mientras que § tiende a 1.

2. También se ha querido resaltar a lo largo de este articulo la diferencia
que existe entre la interpretacién geométrico-descriptiva y la interpretacién
fisico-geoldgica de los perfiles. La primera se 1leva a cabo en tres niveles:
elementos de 1las reflexiones aisladas, fdbricas sismicas y modelos de
reflectividad, que conducen a una clasificacién de la corteza en funcién de
su comportamiento sismico. Para pasar de la descripcién geométrica a la




interpretacidn fisico-geolégica es necesario un profundo conocimiento de todos
los factores que afectan al cardcter del campo de reflexiones, asi como de
otra serie de pardmetros geolégicos, geoquimicos y geofisicos que entran en
}a inE?rpretacién a modo de restricciones adicionales a los posibles modelos
actibles.

3.E1 otro par de conceptos relacionados del que se han querido resaltar sus
diferencias es el de causas fisicas de la reflectividad y estructuras
geoldgicas responsables de dicha reflectividad. Se ha querido evitar en todo
momento una secuencia del tipo

caracter de ]as reflexiones- estructura geoldgica responsable
y en cambio se ha utilizado otra del tipo

caracter de las reflexiones~'" causas de lareflectividad-"" caracte-
risticasdé laregidnreflectoras estructurageoldgica responsable.

E1 paso (a) , comentado ya en el punto 1 de este resumen final,
presupone que la relacion funcional expresada por la ec. (5), cumple Tla
restriccion adicional § >>a+B+y, es decir, que, en primera aproximacion, el
caracter de Tlas reflexiones se puede correlacionar directamente con las
caracteristicas de la regidon reflectora. E1 paso (b) implica reconocer, a
partir de las causas de la reflectividad, las dimensiones, forma, orientacidn
y contraste de impedancias acisticas de la regidn reflectora responsables del
cardcter de las reflexiones. ET1 paso (c) es el mds complicado, ya que requiere
del conocimiento de la historia geoldégica del drea, deducida, en su mayor
parte, de los estudiés geoldgicos de superficie (geoquimicos, petroldgicos,
tectdénicos, geodindmicos, etc) y Tlos estudios geofisicos complemetarios
(gravimétricos, geomagnéticos, geotérmicos, reoldgicos, etc.). Los datos
aportados por todas estas ramas de las Ciencias de la Tierra, en conjuncion
con los aportados por la sismica de reflexidn profunda, permiten restringir
los posibles modelos geolégicos compatibles con la geometria, la orientacion
y los contrastes de impedancia aclstica de la region reflectora.

Se puede extraer una conclusion inmediata de este razonamiento:
identificar las causas de la reflectividad en un caso particular no significa
reconocer la estructura geoldégica responsable de dicho campo de reflexiones.
Una misma estructura geoldgica puede deber su reflectividad a causas fisicas
distintas en cada caso; y, al contrario, dos estructuras geoldgicas distintas
pueden ser reflectoras por la misma causa fisica. Por ejemplo, una zona de
falla puede ser reflectiva por una o varias de las siguientes causas: (i) el
contraste de impedancias actsticas que supone poner en contacto dos materiales
distintos como consecuencia del desplazamiento de la falla; (ii) Ta formacidn
en el plano. de falla de una banda estrecha de materiales con propiedades
aclisticas diferentes como consecuencia de 1los procesos de deformacién
catacldstica que tienen Tugar en las inmediaciones del plano de falla; (iii)
-1a presencia de una pelicula de fluidos que se desplazan por el plano de falla
y la banda deformada adyacente aprovechando sus caracteristicas de zona de
debilidad. La estructura geolégica es en todos Tos casos la misma (una zona
de falla), pero la causa fisica que la hace reflectiva varia en cada caso.
También podemos poner un ejemplo del caso contrario: un contraste de
impedancias aclsticas de origen composicional puede encontrarse en una zona
de falla, en el contacto entre un cuerpo intrusivo y la roca encajante, entre
dos formaciones sedimentarias, etc. En todos Tos casos la causa de Tla
reflectividad es la misma, pero las estructuras geoldgicas responsables de
dicha reflectividad son muy distintas. Hurich & Smithson (1987) estdn de
acuerdo en que identificar Tlas causas de las reflexiones corticales es




esencial para obtener mds informacion de cardcter geoldgico de los perfiles
de sismica de reflexién profunda. La interpretacion de estos perfiles es
dificil precisamente porque se carece del calibrado geoldgico que se tiene en
las rocas sedimentarias. E1 siguiente paso que debe dar 1la sismica de
reflexion profunda es el que 1lleve a la identificacién, no sélo de Tas
estructuras geoldgicas que caracterizan a la corteza inferior, sino de los
procesos responsables de la génesis de dichas estructuras.
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ABSTRACT

Springs of Los Bafios (Teruel) are low enthalpy manifestations associated with a
carbonatic-evaporitic reservoir. Calculations of deep temperature and solution conditions
by means of empirical geothermometers are very difficult because of their equilibrium
basic assumptions, or their calibration conditions, are not fulfilled in these geothermal
system types.

Geochemical modeling increasing water temperature, in closed system simulations
(using PHREEQE code), allows a better determination and discussion of the solution deep
conditions. Results appear to indicate the existence, at depth, of equilibrium situations
among calcite, quartz (and even dolomite) and solution at 40-50 °C. Problems with
thermodynamic data, mainly refered to dolomite, and related to some assumptions in
modeling calculations are also shown.

1. INTRODUCCION

La aplicacién de técnicas geotermométricas cldsicas para la evaluacién de la
temperatura en profundidad de sistemas hidrotermales de baja-muy baja entalpfa, en
especial si estdn asociados a materiales carbonatado-evaporiticos, presenta una serie de
problemas especificos dentro de la investigacion de sistemas geotermales.

Estas dificultades, referidas al estudio del potencial geotérmico de la provincia de
Teruel, han sido puestas de manifiesto en distintos trabajos previos (p. €j. Ferndndez,
1987; Ferndndez et al., 1988) en los que se ha constatado la inaplicabilidad de muchos de
los geotermémetros actualmente existentes. Esta situacién ha conducido, 16gicamente, a
indeterminaciones en la delimitacién de la posible temperatura en profundidad de las aguas
consideradas.

La actual existencia de técnicas de modelizacién fisicoquimica permite el plantea-
miento de cédlculos geotermométricos considerando la solucién acuosa como sistema
multicomponente, a la vez que facilita la evaluacién de los posibles equilibrios minerales
responsables del quimismo de las aguas. Estas técnicas, aunque no necesitan la realizacién
de supuestos iniciales sobre la existencia de determinados equilibrios (a diferencia de lo
que ocurre con los geotermdémetros clédsicos), requieren el planteamiento de un estudio
fisicoquimico m4s detallado e, ineludiblemente, la introduccién de otro tipo de supuestos.
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Las caracteristicas geoquimicas y fisicoquimicas de Los Bafios de Teruel (Ferndndez,
1987; Ferndndez et al., 1988; Auqué et al., 1991) hacen de estos manantiales un adecuado
marco para la realizacién de una evaluacién y discusién preliminar de estas metodologias,
incluyendo algunos geotermdmetros no utilizados en los trabajos previos mencionados.

2. SITUACION Y ANTECEDENTES

Los manantiales de Los Banos de Teruel se sitian a 6 km de la ciudad de Teruel,
por la carretera de Alfambra, en las ruinas de lo que fue un antiguo balneario. Geoldgica-
mente estos manantiales se sitian en la convergencia de las fosas del Jiloca y Alfambra,
asociadas a la falla de Concud, de direccién NO-SE. Las surgencias aparecen en el aluvial
del rio Alfambra, a escasos metros de unos materiales carbonatados jurdsicos que afloran
a favor de la citada falla.

Composicionalmente se trata de aguas de caracteristicas sulfatado-célcicas, con una
temperatura de surgencia y quimismo muy homogéneo en todos los manantiales analizados
(los andlisis quimicos, asi como la exposicién de la metodologia analitica y de muestreo
seguida pueden verse en Auqué et al., 1991, en este mismo volumen). Estos caracteres
geoquimicos generales ponen de manifiesto la circulacion preferente de estas aguas a través
de materiales predominantemente sulfatado-carbonatados, litologias presentes en la zona
y correspondientes a materiales jurdsicos.

Estudios isotépicos realizados por IGME (1982) indican un tiempo de residencia de
estas aguas en el acuifero superior a 30 afios, siendo poco factible la presencia de procesos
de mezcla con aguas mds frias durante el ascenso de las soluciones termales.

Un andlisis fisicoquimico detallado pone de manifiesto la existencia de ligeros estados
de subsaturacién de las soluciones respecto a calcita y una mayor subsaturacién respecto
a dolomita, yeso y anhidrita. El cuarzo constituye la tinica forma alotrépica de la silice que
presenta una situacion de sobresaturacion en estos manantiales.

Estos resultados son coherentes con la existencia de procesos de disolucién de yeso
y/o anhidrita y de disolucién incongruente de dolomita; procesos que implican, a su vez,
la necesidad de una precipitacién (saturacién) de calcita durante el transcurso de los
fenémenos de interaccién heterogénea de estas soluciones.

3. APLICACION DE TECNICAS GEOTERMOMETRICAS CLASICAS. RESULTA-
DOS

En la tabla 1 se indican los resultados de algunos de los geotermémetros mds
ampliamante utilizados en trabajos de prospeccién geotérmica. Los geotermémetros
catiénicos Na-K y Na-K-Ca proporcionan temperaturas considerablemente elevadas (en el
caso de este ultimo geotermémetro se ha utilizado el coeficiente 3=1/3. Si se emplea el
otro coeficiente propuesto por los autores de este geotermémetro, 8=4/3, las temperaturas
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obtenidas todavia son mayores) y, obviamente, carentes de cualquier significado realista
en el contexto geoldgico en el que se encuadra el sistema estudiado.

Tabla 1: Resultados de temperatura (en °C) obtenidos por distintos geoterméme-
tros para cuatro muestras de los manantiales de Los Bafos (Teruel).

‘MUESTRAS T-1 T-2 T-3 T-4
Si0,,,-cuarzo (Fournier & Potter, 1982) | 36.2 | 37.3 38.4 37:3
White (1965) 164 195 167 180

Nk Ellis (1970) 175 | 205 | 178 | 191
Michard (1990) 153 174 155 164

Na-K-Ca (Fournier & Truesdell, 1973)° 81 81 82 82
Na-K-Ca-Mg (Fournier & Potter, 1979) 79 7.2 72 2.
K-Mg (Giggenbach et al., 1983) 16 21 16 18
Na-Li (Fouillac & Michard, 1981) 81 81 82 82

* Calculado con B=1/3 (Fournier & Truesdell, 1973).

El resto de geotermdémetros catiénicos empleados proporciona una temperatura de
80 °C en el caso del Na-Li, entre 70 y 80 °C en el del geotermémetro Na-K-Ca-Mg e
inferiores a la propia temperatura de surgencia en el caso del geotermémetro K-Mg.

De los geotermémetros basados en la solubilidad de las distintas formas alotrépicas
de la silice, tinicamente el SiO,,-cuarzo proporciona temperaturas en el reservorio por
encima de la de surgencia (tabla 1). Los geotermémetros SiO,,q-calcedonia y SiO,,,-silice

‘amorfa sefialan temperaturas por debajo de las de surgencia o negativas, hecho

perfectamente 16gico si consideramos los estados de subsaturacién de estas aguas (Auqué
et al., 1991) respecto a estos dos minerales en condiciones de surgencia.

Por tiltimo, se debe sefialar que la aplicacién del geotermémetro calcita-dolomita,
basado en la existencia de una situacién de equilibrio en profundiad entre estos dos
minerales (no incluido en la tabla 1) y desarrollado por Marini et al. (1987), proporciona
valores en torno a los 80-90 °C.
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Como puede apreciarse, los resultados obtenidos por este tipo de técnicas son
tremendamente variables y con frecuencia aberrantes (por ejemplo cuando al temperatura
obtenida en el reservorio es menor que en surgencia) o irreales por excesivamente
elevados. En este ultimo caso se encuentran los obtenidos por el geotermémetro Na-K
(mediante cualquiera de los calibrados presentados en la tabla 1). El supuesto de aplicacion
de este geotermémetro se basa en la existencia de un equilibrio entre feldespatos en
profundidad (o al menos a una asignacién conceptual de los calibrados obtenidos
empiricamente con este equilibrio'); y este supuesto no parece adecuarse a las condiciones
del sistema analizado, en el que las concentraciones de Na* y K* no estin tamponadas por
un equilibrio mineral de este tipo. La obtencién de temperaturas excesivamente elevadas
al aplicar este geotermémetro a sistemas de baja entalpia es un hecho frecuentemente
constatado (p. €j. Henley et al., 1984) en la bibliograffa sobre el tema.

Similares problemas presenta el geotermémetro Na-K-Ca, que ademds ha sido
calibrado con aguas de temperaturas comprendidas entre 100 y 300 °C (Fournier &
Truesdell, 1973) y, por tanto, de dificil extrapolacion a sistemas con temperaturas
inferiores a 100 °C. Por otra parte, es un geotermdmetro especialmente sensible a los
contenidos de Mg?* de las aguas.

Eliminando los resultados de los geotermémetros ya sefialados, quedan los definidos
por el SiO,,-cuarzo, Na-Li, Na-K-Ca-Mg y calcita-dolomita, en los que el rango de
temperaturas obtenido oscila entre los 40 °C definidos por el primero y los 80 °C
proporcionados por los otros tres. De todos estos geotermémetros, tnicamente €l SiO,q-
cuarzo y calcita-dolomita tienen una base termodindmica perfectamente definida por una
situacién de equilibrio concreto; los otros dos son geotermémetros empiricos, no
estrictamente definidos en cuanto a las reacciones de equilibrio descriptivas de su
comportamiento. E incluso el geotermémetro Na-Li posiblemente responda a reacciones
de intercambio catiénico con minerales arcillosos (Fouillac & Michard, 1981).

Los resultados del geotermémetro SiO,,,-cuarzo se encuentran limitados por las
bajas concentraciones de SiO, de las aguas, hecho que constituye uno de los principales
problemas de este geotermémetro (p. €j. D’Amore et al., 1987). Por otro lado, el
geotermémetro calcita-dolomita presenta una excesiva dependencia de los datos
termodindmicos utilizados para su calibrado, tal como indican sus propios autores (Marini
et al., 1987).

En definitiva, los rangos de incertidumbre obtenidos® al aplicar las técnicas
geotermométricas cldsicas a sistemas de baja entalpia como el que nos ocupa son
considerables. En nuestro caso, el rango de temperaturas que proprocionan los geotermé-
metros que pueden considerarse como mds plausibles oscila entre 40 y 80 °C, y aunque

! Los calibrados de este geotermémetro son normalmente empiricos y las aguas utilizadas para

su realizacién no.suelen corresponder a sistemas de caracterisiticas andlogas a las del aqui estudiado. Por
ejemplo, el calibrado de Michard (1990) ha sido realizado a partir de sistemas geotermales instalados

exclusivamente en sistemas graniticos y de aguas alcalinas.




existe una mayorfa de geotermémetros que apuntan hacia el extremo superior de este
rango, también es cierto que la mayoria de ellos presentan importantes incertidumbres
acerca de Ia fiabilidad de sus resultados.

4. MODELIZACION GEOTERMOMETRICA
4.1. Supuestos bdsicos.

La utilizacién de metodologifas de modelizacién geoquimica para el cdlculo de la
temperatura en profundidad constituye uno de los tipos de simulacién termodindmica
realizable mediante c6digos de pautas de reaccién. Este tipo de célculo supone considerar
el aumento de temperatura como proceso irreversible desencadenante de la evolucién
(pauta de reaccidn) del estado fisicoquimico de la solucién.

El planteamiento consiste en que, a partir de la especiacién de la solucién a la
temperatura y pH de surgencia y en pasos sucesivos de incremento de T, se calcule una
nueva especiacién y el cambio de pH (producido por la interdependencia entre las
constantes de equilibrio de disociacién de dcidos y bases débiles y la temperatura; Merino,
1975; Michard & Fouillac, 1980; Auqué et al., 1989). Los resultados de estos célculos
pueden expresarse como una evolucién de los indices de saturacién (I.S.) respecto a
distintos minerales, definiendo para cada uno de ellos la temperatura a la que se alcanza
un estado de equilibrio (I.S. = 0).

Una descripcién mds detallada de los fundamentos de este tipo de técnicas puede
verse en los trabajos de los autores que acabamos de mencionar. No obstante, conviene
tener presente que un cdlculo en las condiciones que acabamos de definir estd implicita-
mente asumiendo una serie de supuestos sobre el funcionamiento del sistema. Estos
supuestos son comunes al resto de técnicas geotermométricas utilizadas y asumen la
inexistencia de procesos de reequilibrio durante el ascenso de las soluciones (procesos de
reequilibrio que hacen referencia tanto a fendmenos de disolucién/precipitacién como
gasificacién/desgasificacién de las soluciones). Esta serie de asunciones implican la
realizacién del cdlculo- de modelizacién en condiciones de sistema cerrado segilin el
concepto de Michard & Fouillac (1980).

Respecto al sistema natural estudiado, estos supuestos implican que no existen
cambios de quimismo desde el reservorio a la surgencia y tampoco hay modificaciones
sustanciales del pH debido a procesos de pérdida de CO,.

4.2. Aplicacion a los manantiales de Los Barios.

Segtin estos supuestos y utilizando el cédigo PHREEQE (Parkhurst et al., 1980),

se ha procedido al cédlculo de la evolucidn de las soluciones acuosas analizadas frente a
aumentos progresivos de temperatura. En la figura 1 A se representa la evolucién de
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distintos I.S. frente a la temperatura para la muestra T-1 (Auqué et al., 1991). Y en la
tabla 2 se presentan loc valores numéricos correspondientes a este cdlculo.

Como puede constatarse, la calcedonia, mineral con I.S. negativo en condiciones de
surgencia, evoluciona hacia valores todavia mds subsaturados al aumentar la temperatura.
Tanto el yeso como la anhidrita, también subsaturados en condiciones de surgencia,
presentan una tendencia opuesta disminuyendo el estado de subsaturacién al aumentar la
temperatura; no obstante, a 100 °C todavia presentan importantes grados de subsaturacién,
siendo necesario aumentar la temperatura hasta valores irreales para alcanzar una situacién
de equilibrio.

Tabla 2: Modelizacién geotermométrica de una de las muestras tomadas en los
manantiales de Los Banos de Teruel. Evolucion de los indices de saturacion
frente a la temperatura de distintos minerales.

Temp (°C) 20.7 40.0 60.0 80.0 100.0
pH 6.720 6.614 6.611 6.638 6.709
Calcita -0.271 -0.108 0.114 0.376 0.664
Aragonito -0.418 -0.242 -0.007 0.266 0.563
Dolomita -1.011 -0.495 -0.013 0.403 0.735
Yeso -0.700 -0.719 -0.691 -0.625 -0.535
Anbhidrita -0.966 -0.803 -0.657 -0.532 -0.427
Fluorita -0.837 -1.099 -1.352 -1.591 -1.823
Cuarzo 0.279 -0.006 -0.267 -0.499 -0.707
Calcedonia -0.221 -0.433 -0.627 -0.799 -0.954

Los unicos minerales que alcanzan una situacién de equilibrio en el rango de
temperaturas de 20 a 100 °C son calcita, aragonito, dolomita y cuarzo. Y a ellos nos
referiremos especificamente al comentar los resultados de la modelizacién geotermométrica
(los correspondientes resultados pueden verse en las figuras 1 y 2).

Las temperaturas a las que las soluciones consideradas alcanzan el equilibrio con
calcita oscilan entre 40 y 50 °C, la dolomita entre 50 y 55 °C y el cuarzo en torno a los
40 °C. Los rangos obtenidos son, a priori, mds estrechos que los definidos por las técnicas
geotermomeétricas cldsicas, coincidiendo ademds con los resultados del geotermémetro
SiO,-cuarzo. ‘ ;
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Figura 1. Evolucién de los indices de saturaci6n frente a la temperatura para las aguas de
los manantiales de Teruel y correspondientes a las muestras presentadas por Auqué et al.
(1991). A.- Muestra T-1. B.-Muestra T-2.
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Las temperaturas de equilibrio para la calcita (figs. 1 y 2) son précticamente
coincidentes con las definidas para el cuarzo, hecho significativo si tenemos en cuenta que
ademds el estado de equilibrio respecto a la calcita corresponde a una situacién
aparentemente muy factible en el sistema estudiado (Auqué et al., 1991).

4.3. Consideraciones.

Los resultados obtenidos parecen apoyar la existencia de una situacién de equilibrio
de las soluciones estudiadas respecto a cuarzo y calcita y en torno a una temperatura de
40-50 °C. Estrictamente y en este rango de temperaturas, la dolomita se encuentra
subsaturada (figs. 1 y 2). Esta situacién serfa coherente con el proceso de disolucién
incongruente de dolomita propuesto por Auqué et al. (1991) como uno de los responsables
del quimismo de estas aguas ya que, para que exista un proceso de disolucién de este
mineral, debe existir un estado de subsaturacién respecto al mismo.

No obstante, .si consideramos el proceso de disolucién incongruente de dolomita
como un fenémeno de dedolomitizacién catalizado por la adicién de sulfato cdlcico a las
aguas, esta situacién también serfa coherente con la existencia de un cuasi-equilibrio
calcita-dolomita en profundidad (equilibrio en estado estacionario).

El calibrado termodindmico de la dolomita incluida en el PHREEQE corresponde a
una dolomita de orden medio, utilizado con aparente éxito en la modelizacién de otros
sistemas hidrogeoldgicos carbonatado-sulfatados. Sin embargo, la variabilidad de las
propiedades termodindmicas de este mineral en funcién de la ordenacién de su estructura
mineral (Helgeson et al., 1978), asi como el desconocimiento de su grado de ordenacién
en el sistema que nos ocupa, hacen inviable un seguimiento més detallado de esta cuestion.

Por tanto, y aunque la temperatura a la que se alcanza una situacién de equilibrio
respecto a la dolomita (al menos para esta fase de ordenacién media) no supone una
variabilidad mayor a la asimilable al rango de incertidumbre de este tipo de cdlculos
(rangos de + 10 °C), consideraremos como més fiables los valores suministrados por la
calcita.

Los resultados obtenidos para este ultimo mineral estdn obviamente condicionados
por el supuesto de que el pH de surgencia tnicamente ha sido modificado, respecto al de
profundidad, por la disminucién de temperatura y no por una pérdida de CO, durante el
ascenso de la solucién. La homogeneidad del pH determinado en estas surgencias (Auqué
et al., 1991; tabla 1) no parece indicar la existencia de un proceso de pérdida de CO,, al
menos de manera selectiva para las distintas surgencias. En cualquier caso, pérdidas de
CO, que supusieran un aumento del pH en surgencia de 0.2 unidades sobre el existente en
profundidad supondria un aumento de 12 °C sobre los 40 °C inicialmente obtenidos para
una situacién de equilibrio con calcita, lo que no supone una excesiva variacion sobre el
rango de 40-50 °C propuestos al principio.
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CONCLUSIONES

La aplicacién de las técnicas geotermométricas cldsicas a sistemas geotermales de
baja-muy baja entalpia presenta numerosos problemas, fundamentalemente referidos a la
inexistencia de los equilibrios solucién-mineral apropiados en estos sistemas de baja
temperatura, y/o a la inadecuacién de los calibrados planteados para los distintos
geotermOmetros en este tipo de sistemas.

La utilizacién de técnicas de modelizacién geotermométrica permite una mejor
definicién en el andlisis de las posibles condiciones de la solucién en profundidad. En el
caso de Los Bafios de Teruel se obtiene una situacién factible de equilibrio entre calcita,
cuarzo e incluso dolomita, a una temperatura de 40-50 °C.

No obstante, también se han puesto de manifiesto las dificultades producidas por los
calibrados termodindmicos, especialmente en el caso de la dolomita; dificultades que se
reflejan igualmente en el propio calibrado del geotermémetro calcita-dolomita cldsico.

La definicién de las condiciones de temperatura en profundidad para estos
manantiales descansa en una serie de supuestos factibles pero necesitados de una mds
amplia testificacién. Son necesarios andlisis de modelizacién mds detallados (actualmente
en fase de realizacion) incluyendo elementos y sistemas composicionales no utilizados en
este trabajo.
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