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CONTINUA WITIlOUT SETS

Prof. F. Gonzalez Asenjo
Pittsburgh University

Department oí Mathematics
Pittsburgh, PA 15260, USA

1.- MOTIVATION AND PURPOSE.

1. FROM THE PHENOMENOLOGY OF THE CONTINUUM.

I~itially, we perceive an indefinite extension imprecisely, a spread .f;

this perception can be visual, aural, or tactile. Next we perceive in ~ an

uncertain number of aspects fr,fs • .. . ; these aspects provide f with the begin-

ning of a structure. Then in each of these aspects we perceive regions

~r.yr,~s, ... • which give the aspects their internal composition. Yet it would

be an error to as sume that because we label these regions with distinct

letters, each is a fully separated entity. To think thus is to succumb to the

insidious atomism induced by written language, a prejudice we must avoid at

all costs if we are ever to understand the nature of a concrete continuum as

we really perceive it, that is, free of the characteristics injected by our

inherited preconceptions , preconceptions as prevalent as they are inadequate .

We need a binary predicate of distinguishability to represent the fact that ~r

is distinguishable from yS but not necessarily vice versa: each distinction

implies a direction. Subsequently, we perceive that some regions and aspects

are united to one another; some noto Then we see tha~ some regions and

aspects are part of other regions and aspects; some noto And finally, we per-

ceive that some regions and aspects lie between other regions and aspects,

which represents a fundamental ternary relation of betweenness that is

together with the two binary relations of unity and being a part of
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essential to the constitution of any concrete continuum and especially to its

topological structure.

~ . THE I NADEQUACY OF CONTINUA BUILT ON SET THEORY.

The current mathematical theory of the continuum is Dedekind's , based on

sets. In this theory, the co ntinuum is built from the bottom up, with deceiv­

ing looseness. In fact, it is so weakly put together that using nonstandard

analysis it Ls not; difficult ro totally unglue it and fUl its uncountable

holes with equally uncountable infinitesimals and infinites . These so easily

created openings in the continuum then become interspersed with an unlimited

number of variably sized monads , that is, monads, and monads within monads ,

and so on ad infinitum , all of which makes the original continuum impossible

to r ecapture wi t h further Dedekind cuts . In themselves, these a~ditions and

i n t e rp ol a t i ons are a positive feature in that, phenomenologically speaking ,

.many continua are indeed 50ft , penetrable, and amenable to unlimited

interspersion. The key shortcomings of Dedekind's theory are unity's feeble

role among the parts as well as the way the theory· overlooks the fact that

continua are genetically prior to sets, prior to any abstract gathering and

separating. A surprising failure given the historical fact that there was

geo metry for centuries before there were sets.

The irony of Dedekind's approach lies in its characterization of the con­

tinuum ~hrough the least absolute and least important of its properties,

divisibility, when actually what characterizes the continuum is its indivisi­

bility, the encroachment of parts on one another, and the unbreakable link­

a ges . This is why Dedekind's continuum is so unreal , and why it cannot

tinguishable aspects, not cuts; (ii) that some of its regions form a unity

whil e others do not , un ion being a true or false predicate and not a set­

theoretic operation that has no exceptions; (iii) that it has no holes -- no

emp t y r eg i ons -- and itself is never a universal depository of aspects and

regions but is always open to endless downward analysis and upward synthesis;
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(iv) that some of its regions i n t erpene t rat e mutually while other s do not;

and finally (v) that there are always regions and more regions be t ween

regions.

~. WHAT 15 ~ CONTINUUM?

A continuum is an extension with distinguishable and of t en overl app ing

aspects, aspects in which. in turno overlapping and nonoverlapping regions can

be distinguished. In this ext ens i on each distinction discloses an i n -between :

every division engenders its own bridge. A continuum that is abs ol u t e ly

separable is not a continuum at all. The continuum mends its own tearings

like flesh that heals its own wounds. In the continuum . holes are abstract

illusions, somewhat like the black holes that current cosmology i nte rpre ts as

not really holes but as a kind of in-between, a link between two worlds that

establishes the continuity of one into the ot her. When we consider an a spect

as an intermediate--provisional--universal continuum all by itself, i t becomes

a "black hole" through which to travel from one "universal" level to another.

A theory for a concrete continuum - - a continuous continuum -- mus t

reflect several fundamental characteristics: (i) its primitiveness ~- the

fact that the continuum is an ultimate aspect of reality to be described, not

a building to be formally e r ec t ed on a base rooted in set theory ; (ii) t he

fact that the continuum does not gather regions i n a s et-theoretic fashion - ­

an axiom of compr ehension would distort the unlimited openness, both upward

and downward, with which a continuum presents itse lf in the middle of a va s t

expanse ; ( i i i ) the fact that each "universal " continuum is only an aspect

t emporar i l y taken as a universe, an "intermed i ate un iversal cont i nuum, " t o use

technically the paradoxical expression already employed (this expression well

conveys the antinomic situation in which we find ourselves, perceiving as we

must only a l imited portion of reality that f ade s indefinitely t oward t h e ve ry

big and the very small, despite our obsessive attempts to describe the world

i n its entirety as though it were a closed aggregate).
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~. Mi NGLI NG VERSUS GATHERING.

Dedekind's continuum, being an upwardly directed construction, m1sses the ·

po int t ha t i n the real wor l d wholes and parts exchange roles more freely than

our habit of "col l ecting.int o a whol e " allows us to perceive . !bis ·t endency

to gather , to collect and enclose . 1s a major source of fallacious descrip ­

tions of reality . Wholes do not necessarily gather the1r parts; instead, the

relations between parts and wholes are often like a mingling together. Our

technical use of the word mingling will convey that a part .often extends

beyond many of its wholes. M1ngling is of course compatible with gathering,

but it generally transcends gathering and erases all stratif1cations of the

part-whole relation. !be pred1cate "being a part of" will be used techn1cally

i n this sense of mingling, not in that of a set-theoretic gathering of ele­

ments or of an i nc l us i on of one set into another.

Fr anz Kafka noted t ha t thi ngs n ev er present .themselves "by their roots "

nor in their to t al i t y , we must add -- "bu t by some po int or other situated

t oward the mi ddl e ." !bis is an accurate description of man's perceptive pred­

i cament . We can only appr oa ch r eality a t its middle, a reality which in

ef f ec t may well have no r oot s and be utterly uncollectable in its entirety .

!bé i~termediate un iversal continuum f i s a t the middle of all i t s

aspects, and each aspect fr is a t the middle of all its regions !r,yr,~r

Only set-theoretic preconceptions make us fail to see how entities are

observed in direct experience . Yet f itself i s only an aspect of a vas ter

expans e , an aspect that can itself be "hor i zon t a l l y " analyzed into further

as pec ts and ·r egi ons that are at a lower level than the vaster expanse . !bis

level structure is reminiscent of Hao Wang's theory of pos1t1ve and negat1ve

types - - which also excludes i nit i a l levels - - except for two considerations :

(i) type s are closed to one another , while levels share ~he same aspects,
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taken alternatively a s aspects or universes . and ( i i ) types are arranged in

linear suscess ion . wher eas l evels r amify nonl inearly upwa r d and downward .

~. UNI ON AS ~ PREDICATE .

Some objects cannot unite even if one puts them in the same box i n per -

petuitY. The moment that uniting entities becomes synonymous with collect ing

them into the same set, unification loses its c oncr e t e meaning and becomes an

abstract o trivialized operation. In what follows. union is to be cons idered a

binary predicate that holds if and only if two continua are truly unified ,

that is. if there is a definite coalescence be t ween them, be they co~tinguous

or mediated by other continua. Thus the intermediate universal continuum ~

coalesces with each of i t s aspe c t s ~r. fs • .. . • unifies with each of them - ­

which is why they are its aspec t s, not becaus e of any membership r e l a tion .

S · ' 1 l ' h Cr 1 . 'h h f ' . r r r1m1 ar y , eac aspect _ c oa e see s W1t eac o 1tS r~g1ons ~ ,Y I ~ , ••• ,

unifi es wi t h each of i t s r egions -- which is why they are its r eg ions. C and

its aspects f r.fs • .. . are t her efor e e s sentially amalgamated .

l. BETITEENNESS .

The intermediate universal continuum ~ interj ec t s itse l f between any two

of i t s aspects ; in symboLs , É!. (~r ,~. ~s ) . . Similarly. each aspe c t i nter j ects

itself between any two of its regions . É!.(~r . ~r .yr). Betweenness is no t an

external relation. for ~(fr.f. fr) and ~(~r,~r,~r) a r e va l id special cases of

the two symbolic expressions just given; here. betweenness parallels t h e i nti-

mate coalescence of unification. as well as the intimate meaning of presence

that "being a part -of" provides . Further . because between two different

regions of a given aspect a third can always be interjected , betweenness

satisfies a density property similar to the one that r ational number s satis f y

i n their usual ordering. For this reason it i s i mpos s i b l e to produce f inite

models of continua. Finally . betweenness like distinguishabity -- i s a
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one-directional relation ; i .e ., yr may lie between ~r and ~r but not between

zr and ~r

Our ordinary conception of the space-time continuum, even the relativis­

tic one with its overlapping poirits of view, is a misleading model of the real

continuum: it still relies on points as ultimates and converts separation

into an -absolute. Actually, there are no perceived points, only aspects and

regions, and these can overlap just as the different perspectives provided by

each system of reference overlap, which is impossible for points. To say that

there are no points but only aspects and regions means that the continuum has

no ultimate components, neither points nor elements of any _ki nd -- in particu­

lar , no atomic regions . The terms for all predicate formulas , then, must be

places , regions , or aspects bút never points, places that are provisional'

units of discourse in the same way that any partially disengaged object of our

perception is a un it of discourse . Given that there is not the slightest evi­

dence to support the existence of a bottom or a top in our cosmos , we shall

operate on the more adequate assumption that there is no truly indivisible

atom , just as there is no complete universe , and that, further, it is in the

na ture of things to be irremediably caught in the middle ; i.e., there is only

the middle -- an ontological as well as a perceptual fact, in accordance with

the principle that places are concrete while points are incurably unreal.

Aspects differ from regions in that they themselves can be temporarily

taken as universes; regions cannot. Also, aspects are in the middle of each

of their regions as well as between any two of them, that is, aspects are a

kind of floating medium for their regions; yet a region is not necessarily in

the middle of any two other regions. Aspects, like phases, are snapshots of a

transcendent reality , the temporary visitation of a far-reaching entity , i.e. ,

a higher-level continuum whose origin is perhaps remotely located .-- just -as

light visits us daily from afar. This unfolding of aspects within an aspect
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takes place at all levels in t h e ne ver- ending upward an d downward ramifica­

tions of continua , each aspect a lways relating to h igher and l owe r aspects .

This parallels the macroscopic amplification of microscop ic s truc ture s and

processes that Pascual Jordan considered the essence of lif e . lt also par a l­

lels the unlimited self-similarity of fractals without r e gard f or t he up or

down scale in which they 'are considered, that is , the frac t al's ent ire

geometric pattern reappears without ch ange wha t ever t he size and s cope of

observation ; Benoit Mandelbro t found this ch aracteris tic dominant in most

natural forms and processes . Regions, since they are patch es of aspects , do

not have thi s abi li ty to move from one level to another.

2. . RELATIONS OF THE PRIMITI VE PREDICATES.

Since uni ty , being a part of , and b e t weenness are independe ntly i ntro ­

duced predicates , it ' is des irable to di fferentiate between t he followi ng

cas es . (i ) Each aspect co alesces with every one of its r egions and i s at t he

mi ddl e of any of them. ( ii ) Many regions intersect becaus e they have anot he r

region as a common part without the latter coalescing with any of the fo r mer . .

(ii i) Regions are always mediated by other regions but none of these regions

need necessarily coalesce. (iv) An aspect is part of many of its regions

without thei r necessarily coalescing. Whenever a region i s part of an a spect

an d v i ce ve r s a, we say that the whol e i s part of the part . , To s ee a f amily

trait in a f ace is an example of an aspect being part of a region, as i s t he

case when parsley gives flavor to ataste -- parsley giving something of

itself but not a l l of itself , staying on the outside yet 1nside. The obstacle

to perceiving these standard facts 1s that our thinking is overwhelmingly con­

trolled by atomism, a prejudice that is exceedingly difficult to escape

because the moment we put down symbols on paper we are already automatically

committing ourselves to simple location; and yet , we constantly perceive

regions that are "larger" than the aspects of which they are a region.
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'10 . THE 'INCOMPLETENESS OF ANY ANALYSIS OF THE CONTINUUM.

We must differentiate between the following: (i) distinguishability,

i.e ., given two regions , a third one is unified with the first but not with

the second, a nonsymmetric fact; (ii) nonintersection, i .e. , two regions have

no third region as a common part; (iii) disunity, i.e., two regions do not

coalesce; plus (iv) combinations of all of these . It is possible for a

region to be part of ' another without either one being distinguishable from the

other. Further, unity is a form of connection even for nonintersecting

regions, regions seemingly disconnected at first sight; indeed, it is common

for regions to be united despite a wide breadth of in-between -- painters

demonstrate this when they distribute color on a canvass . Finally, disunited

regions can have parts in common.

Pereeptively we may concentrate on an aspect and exclude its source, but

this should not make us forget that any continuum can become a stage at a

given level, a pháse . Parts 11 and 111 will present a horizontal analysis of

such stages, an analysis that can be repeated at all levels, keeping in mind

that these levels have no linear ordering and no beginning and no end.

Because of the infinite ramification of levels up and down at whatever aspect

our mind starts, no description of the continuum can ever be complete nor be

completed without violating its true nature.

The intermediate universal continuum~, then, not only is not a universal

class but also is not a product graph or a complete universal-algebraic ­

object . Rather, it is a universal-aigebraic fragment taken at the midd1e of

things, as it must be ; as such, it contains a11 the interna1 transformations

relative to e -- the tearings and joinings between its aspects, for examp1e.

And, again, e can only be a fragment because it is itself an aspect of many

higher-leve1 continua, just as each of ~'s aspects can in turn be taken as a

universe : this i s the inevitable principIe of the re1ativity of a11 continua.

When attempting to comprehend this fragmentation, this purely re1ative articu-
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lation of any intermediate universal continuum , t he buil t - in atomis m of se t

theory is a serious óbstacle ; in fact, it de stroys our ability to conceive

continuity correctly .

11 . TOPOLOGY OF CONTINUA \lITHOUT SETS :

Ordinary topology is so dependent on one-directional part-whole relation­

ships, and it so weakens the role of the relations of unity and betweenness in

the structure of extension, that it is not capable of dealing with the

phenomenology of space . Coalescence, two-way part-whole r e l a t i onsh i ps , and

mediation of regions and aspects are the essential features of continua . \le

need a topology based on direct perception, not on abstraction, that is , not

on our tendency to collect isolated items . \le must always bear in mL.d that

wholes do not necessarily gather parts, and that they often mingle with their

parts.

In ordinary topology, closed simple boundaries enclose a region. Con­

crete boundaries, however, have direction, and .may be impenetrable in one

direction but open in another. Even Gestalt psychology commits the mistake of

holding that a '"good Gestalt" is necessarily a form that implies a closed

boundary. But an "unfinished" drawing made with an open line should not be

judged as demanding that we imagine the completion of a closed contour for our

theoretical satisfaction. We can see faces in a cloud surrounded bv unfin­

ished, soft, penetrable contours, and these diffuse properties are essential

to the face we perceive, inseparable from the perception's quality; in other

words, the contours are not only open but must be so described theoretically.

The existence of soft, one-directional boundaries implies that not every

simple closed boundary divides an inside from an outside. Actually, some

boundaries are their own inside. Only our obsession with univocity makes this

difficult to accept, even if it is a usual characteristic of percep tion. \le

believe that wé draw a l{ne made of points even if we know that we can neither
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draw nor perceive a point . And yet, that boundaries can be their own interior

should not be surprising when we know that Peano curves f ill aplane, that

Lebesgue curves have positive area, and that there are surfaces with positive

volume o

In his "Topol ogy without Points" Karl Menger outlines a system in which

the ultimate objects are "lumps" rather than points. · He ends the paper w-ith

the following recommendation: "By a lump, we mean something with a well

defined boundary . But well defined boundaries are themselves results of lim­

iting processes rather than objects of direct observation. Thus, instead of

lumps , we might use at the start something still more vague -- something

perhaps which has various degrees of density or at least admits a gradual

trans ition to its complement o Such a theory might be of use for wave mechan­

i c s o" l But what is a curve in a topology of lumps ? In Part 111 we shall

offer an answ er to this question, " l umps " for us meaning e ither regions or

aspects , regions ~r,yr, . . . and aspects ~r,~s , o.. being local continua, and the

. intermediate universal continua ~ ' ,~' , , .. . being global ones - - a purely rela­

tive distinction .

If we can manage not to succumb to prevalent formal-ontologic prejudices,

i t is easy to see that a boundary do~s not provide a razor-sharp division,

that it often overlaps both its inside and outside -- if it has them - - and is

frequently a kind of no -man's-land between, and encroaching upon, the regions

immediately beside it .

12. IN SYNTHESIS.

To recapitulate briefly , a multiplicity of regions and aspects -- one

constituting a boundary, say -- cannot be gathered in a set-theoretic manner.

We distinguish continua partially before we can divide them , and even then new

r egions kee p appearing between regions . Hence , to distinguish is to add ; to

divide i s to mul t i pl y the number of viewpoints, to create further possible

i n terpene tra t i ons and coalescences: each· act of distinction reveals an in-
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between . To sever is too final to be r ea l i s tically concrete , f or t here is

ofte~ a gradual trans ition from a region to its complements. Di s t ingu i shab i l ­

ity of entities , again, implies their giving some thing of thems elves but not

all.

There is a never endi n g descent and a never ending ascent in the analysis

of the continuum. There i s no empty continuum, and there is no ·abs ol u t e l y

universal continuum. Further , the distinction between local and global

transformations is blurred. Every local change has global implications , an d

every glob~l change affects local relations.

Unity, being a part of, and betweenness ate primitive and irreducible

relations, each contributing differently to the constitution of continua. I t

is a mistake to think that this proliferation of predicates makes the contin­

uum a less exact structure. Although Whitehead said that "exactness is an

. ideal of thought and is only realized in experience by the selection of a

route of approximation," it is misleading to identify exactness with clear­

cut , razor-sharp definition . There is a stage in the description of reali t y

beyond which sharpness becomes synonymous with inexactness. In a realm of

diffuse entities, exactness demands diffuseness . This is a routine paradox of

scientific thinking that we must simply accept. Exactness in the sense of

full adequacy often requires moving away from our mos t cherished , most habit -

soothing notions, notions which -- like those of set and membe r sh i p onl y

function as barriers after a po int, preventing us from graspi ng the concrete

structure of space as it really is.
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13 . THE PRlMlTlVE SYMBOLS.

regions of an aspect fr . also occasionally denoted

is of course possible for the variable superindex E to be identical

to~. i .e .• for ~ to be ~s.

r r r
.!: .1 .;. r· ·· ,(Ui)

t he upwar d direction . Or s till . we can take an aspect ~r of a gi ven universe

We take an aspect •. any aspect at the middle of things .. and consider

any kind. for each of them may itself be taken as a universe) . lt

. as pec t s ) .

perhaps more appropriate. since ~ is not a closed whole of all its

as pec t s t aken provisionally as un iverses (multiverses would be

(i ) ~.~' ,~" , . .. to ranga over intermediate universal continua ; i.e .•

tinuum f ; i .e . , partial continua of a universal continuum (these

( i i) ~.~ .~t •. . . to represent aspects of an intermediate universal con-

A t hr ee - s or t ed classical predicate 'calculus is assumed . The three sorts

aspects are not to be taken as elements or "finished" products of

~; and consider it . in turn o as a universe ~ ' in itself. with i t s own aspects

t ure . But we can t ake any univ er s e ~ and observe that it is merely an aspect

of a mor e sweeping universe ~ ' . actually , of many universes ~' ,~• • ,~ •• , • .. . ;

that is. f can be taken as .a ~'r. a ~· ,s , a ~"'t, etc .; this is analysis in

it provis ionally as a universe~ . Then we find that~. in turno displays

aspects fr.fs •... , and that each of these .aspects then displays regions

r r x s e
~ .y • ... .~ .y .. . .. This constitutes the horizontal an~lysis of 's struc·

11.- A FORMAL LANGUAGE.

of individual v ar i ables are



· r "sf .f .... ; this is downward analys is . The upward and downward di r ections of

analysis can be pursued limitlessly along a~l their ramified paths; i . e . • we

are unavo í dabLy "in the middle of things." There is no way to reach a bottom

or a ceiling because neither exists; there is nO ,empty continuum. no abso-

lutely universal continuum . We cannot collect all aspects but can only

analyze their structure in a fragmentary way, that is, at a given horizontal

level 'or . in a limited way, at some of their neighboring ievels. There is.

then, no essential difference between ~ and ~r insofar as their structure is

concerned; ~ is merely the irreducible multiplicity of all its aspects .

Whereas Cantor sets collect elements, universal continua spread aspects. The

~.~, . . . are the internal composition of f . The intermediate universal con-

tinua f' .f" .. . . , of which f is an aspecto establish the external relations of

~.

In addition we have:

(iv) Three undefined binary predicates • u. "urrí.on ; " 11'. "being a part

of," and !i(~r ,yr). "yr is a neighborhood of ~r ." (Union is not an

operation . )

(v) A ternary predicate • ~, "betweenness ."

Intermediate universal continua. aspects. and regions are all continua;

they differ in some of their formal properties as specified by the axioms that

follow. Intuitively, these various continua emerge in the order of their suc-

cessive discernibility. As we concentrate on an aspect f, arbitrarily chosen,

and take it as a world in itself, we should not have the illusion that it is

anything more than a patch in the middle of vaster spreads, just as f's

aspects and regions are patches in f's midst.

14. FOUR DEFINED PREDICATES.
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(i ) - eguality.

DEFINITION 14.1: ~r _ yr if and only if (iff) (~r)(U ~r~r _ u yr~r) &

(~r ) (~r7rf:.r _ ~r1rYr) & (~r)(~r7C~r • yr7C~rr.

DEFINITION l4 .~: ~r _ yS iff (~r)(~s)«U ~r~r • u ys~r) & (U ~r~s • U yS~s» &

(~r)«~r7rf:.r • ~r1rYs) & (~r7C~r • ys~r» & (~s)«~s7rf:.r • ~s1rYs) &

(~r~s • yS~s» .

Since xr, er , and e ar~ different sorts of variables, xr _ er , xr - e,-- - - ---

and (r _ f are never the case. However, regions of one aspect can be part of

other aspec t s . Note further that ~r ,. yr implies (E~r) «U ~r~r & 1 U yr~r) y

<l U ~r~r & U yr~r» V ( E~r ) «~r1r~r & 1 (~rtiyr» V (1 (~r~r) & ~r7Cyr»

V ( E~r) «~r7C~r & 1 ( yr7C~r» V (1 (~r7C~r) & yr7C~r».

( ii) Two complements , U-Comp and K-Gomp .

DEFI NI TI ON l4 .~ : 7C-Gomp(~r,yr) iff (~r)(~r7Cyr • 1 (~r7C~r» &

(~r )(yr7C~r • 1 (~r7C~r» . Both complements are relative to a given aspect fr ,

bu t neith~r gathers or fills regions .

(iii) ~ , distinguishability.

DEFINITION 14 .1: ~r~ys iff (E~t) (u ~t~r & 1 U ~tys). ~ is not symmetric . The

definition extends to aspects as follows: f.r~fs iff (E~t)(U ~t!f ~ 1 U ~t~s).

18
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Unity of regions i s no t universal .r r l r rAXIOM 15'.2 : (~ )(Ey ) U ~ Y .

form a union.

regions exist o

Further, unity is independent of simple location ; regions which may not b e

Note that two aspects ~r and ~s may not be united , and that the i n t e r ­

mediate universal continuum e and a region ~r may not be united either.

cons idered contiguous or even near to one another i n a sup erficial sense may

r r r
AXIOM SCHEME 15 . ~ : For each i - 2 ,3, . . . , Axiom 15 · ~·i means (~1) (~2) " '(~i)

r r r r r . r
(~l ~ ~2 & ~l ~ ~3 & . • • & ~i-l ~ ~i ~

r r r r r r r r r ' ~ .
(E~i+l) (~l ~ ~i+l & . • • & ~i ~ ~i+l & u ~l~i+l & . . • s U ~i ~i+1)~This axí.om

i mpl i es the ex i s tence of an i nfinity of regions provided that two dis t i nc t

AXIOM 15 .~: (~r) u ~r~ . Every aspect is un ited with all its regions and the

i n t e rmedi a t e universal continuum is united wi th all i t s as pects. This is the

c ont inuum' s firs t bas ic structural principIe.

' no t necessarily transitive .



~r.1ryr r ea ds n xr is a part of yr n or, alternatively, "yr is a whole of

r "x .

r r r r r r ' r r r
AXIOM 16.~: (~ )(y )(~ )(~ 1rY. & Y 1r~ ~ ~ 1r~). Transitivity of 1r; ~ is nei-

ther necessarily symmetric , nor necessarily asymmetric or antisymmetric, i .e. ,

it i s possible t o have ~r .. y r and ~r1rY.r & yr~r. Being a part of is a form

of presence, not a~ inclusion .

asc ent i mpl ied by t hese t wo axioms means that each region i s the whole of

other parts and a part of other wholes. No region i s an atom or a co mplete

whole. This property of being unlimitedly analyzable and synthesizable is the

c ont i nuum' s second bas ic structural principle. The continuum has no points ,

only places t ha t have places , and i t cannot be boxed i nt o a set o

AXIOM 16 .~ : (~r) (~r1rS! V . f:.r1r~r) . This i s a nonexclusive disjunction .

Fur ther, f:.r 1rf:.s is poss ible, aspects can be part of other aspects; also, fr1r~r,

~r1r~s , .~s1rf:.r , ~r1rl. f.~r , ~r1r~, f.r1rf., and C1rCr are aH possible (examples are

given in Part IV) .

s umes two regions into a third one.

17. AXI OMS FOR BETWEENNESS.

20



The only

A t hird r egion is

tu ,.

21

That each aspect ~r is at the center of all i t s r egi ons and ~ is at t he

tutivity of betweenness -- invariance with respect to aspects :

transitivity of betweenness, which holds in particular i f r - s - t - ~ - ~ .

AXIOM 17.~ : (~r ) (yr)(~r ~ yr ,. ( E~r)~(~r,~r, yr» . Dens ity of be t weenness i n

the r egions of a given as pec t, even i f ~r~r , or U ~ryr, or both. This i s the

continuum's third basic struct ur a l principIe .

ate between all its aspects, as well as the center of each of them , that is,

necessary for l inka ge between regions.

r r lB r r r 1 0 8 r r rAXIOM 17.~: (~)(y ) ( _(~,~ ,y ) & _(~ ,y ,y » .

regi~n stands between any region ~r and ~r .

AXIOM 17.~ : (~r)(ys)ª(~r,f,Ys) . e is the intermediate of all its regions ; in

particular, ~(~r,f,~r).

center of all its aspects and all its regions is a form of multiple location
o



uum.

Aspects, therefore.

fi is clearly irreflexive, nonsymmetric, and nontransitive.

22

even though regions are indistinguishable from their aspect o Regions may also

AXIOM 19.1: (!r)frfi!r. An aspect is distinguishable from any ·of its regions

be distinguishable from the intermediate universal continuum.

even if it involves spilling over o

19 . AXIOMS FOR DISTINGUISHABILITY.

can be a gradual transition from a region to each of its complements, a tran-

sition that Karl Menger mentioned as desirable . ·Ac t ual l y , more than one

region may be part of !r and its u-eomplement ; to complement is to fill up

~_Comp (!r, yr) is compatible with U !ryr, and U-Comp(!r,yr) is compatible with

~r~r & ~rqr, !r~~r & yr~~r, !r~fr & yr~!/ , and f-,::~!r & fr~yr; Le., there

18. AXIOMS FOR COMPLEMENTATION.

are not necessarily fully separated : they can link and be linked by regions

and other aspects , and are always linked by the intermediate universal contin-

B(~r,!s,!t), ª (!r ,!s,ft) , ª (!r ,fs.!t), and ª(!r.!s,!t).

fS contributes to the exte~nal continui~y of !r and !t .

which bet~eenness provides . Not e also that ª(!r,yr,~r) is compatible with

1 ~(~r,yr,!r); betweenness is not symmetric, and has to be thought of as hav­

ing direction . Further, ª(fr,fs,ft) is poss~ble, and so are [(~r,!s ,ft),



AXIOM 19 .I : (3r)(Eyr)(3rÓyr). If 3 r Óyr and 3r~yr chen we say tha t 3 r is di s ­

t inguishable in yr . Distinguishability i s not a c l ea r- cu t s epar a t i on , for

3 rl!.yr i s co mpatible with yró~r and l (3rl!.~r) .

AXIOM 19 .1: ~róf. For each aspect Cr there exists at least a region 3 s uni t ed

' r
with ~ but not with f .

AXIOM 19.~: ~ó~r. No aspect ~r is united with all' the regions of all the

other aspects of ~.

Regi?ns behave as all aspects do whenever 3 rl!.ys . Further, ~(3r,ys , ~t ) is

consistent with 1 U 3 r
ys, l U yS~t, and l U 3r~t , and therefore consis t ent

with 3rl!.yS,
ySó~t , 3ró~t or their negations . In other wor ds , betweenness i s

independent of unity .

20. REIJI.TIONAL AXIOMS.

united to a given region.

parts and wholes of a given region.

mediates between the wholes it is a part of .

23



rr rr r r r r r r
AXI OM 20 . ~ : .! q & ~ "Y & .! .. Y & ~ .. y & x .. z

whol e mediates be tween any two of i t s parts .

Note that r egi ons -- .!r and 1.r , and 1.r and ~r, say -- can be contiguous

in the sense of ª(.!r,1.r,~r) without .!r and 1.r on the one hand , and 1.r and ~r

on t he other, having.any part in common.

AXIOM 20 .~ : (.!r)({)(E~r) (~r)('l,,~r V ~r~r. (~rK{ V .!r~r) & U ~ryr).

Axiom of u-comprehension : zr is the mingling of all parts and all wholes of

xr united to 'yr .

The following additional definitions are now in order to differentiate

between' the various kinds of separation obtainable.

DEFI NITION 20 .1: Two regions xr and yr are called cohesive iff

U .!r1.r & (.!r Kyr y yrK.!r) .

DEFINITION 20.~ : .!r and yr are called dis10int iff

U .!ryr & l (.!rqr y yrK.!r).

DEFINIT~ON 20 .l: .!r and 1.r are called detached iff

l U .!ryr & (.!rqr y yr".!r).

DEFINITION 20 .~ : .!r and yr a re called severed iff

l U .!r1.r & l (.!rqr V yrK.!r) . Note that even severance is not complete

because it is compatible with the existence of a common part ~r , i.e.,

~rK.!r & ~rqr.

24



region being part of disuni ted regions.

25

of a region being united witl\ non intersecting regions, and (ii) that of a

in symbo1s , n ~ryr -- i f f

DEFINITION 20.12 : ~r has mu1tip1e ~-location in ~r and yr iff

-, u ~ryr & (~r~r & ~r~yr). Mu1tip1e location has two meanings: (i) that

DEFINITION 20 .~ : yr is an interna1 irnmediate constituent of ~r i ff ª(~r ,yr , ~r)

& n ~ryr '(or a1te~ative1y of ~r iff ª-(~r,yr.~r) & n yr~r) .

l rr rr rr
n ~ y & (u ~ ~ & u ~ y ).

DEFINITION 20 .11: ~r has mu1tip1e U-1ocation in xr and yr iff

DEFINITION 20 .10: yS is an externa1 i mmedia t e constituent of ~r i f f

E ~ ~.& ](~r,ys ,~t) & n ~rys (or a1ternative1y of ~t i f f ~ ~ ~ & ~(~r , ys , ~t) &

n yS~t).

DEFINITION 20.Z: yr is a wound between ~r and yr iff

~(~r.yr,~r) & 1 (u ~ryr V u yr~r).

DEFINITION 20.~ : ~r and yr int ers ec t

( E ~r)(~r~~r &~r~yr).

DEFINITION 20.~: yr is an incision between ~r and yr iff ](~r.yr,~r) &

1 ( rorxr V xr r V yr~_zr V _zr~yr).y - , - ~



IlI.- TOPOLOGY WITHOUT SETS.

21 . NEIGHBORHOODS.

Associated with each region ~r there are other regions yr ca11ed "

~r-neighborhoods; t he 1atter are not necessari1y who1es or parts of ~r . Ihis

re1ation i s denoted ~(~r .yr).

DEFINITION 21. "1: An aspect fr i s called a topo1ogica1 continuum iff the fo1-

lowing six axioms are satisfied .

AXI OM 21. 1 : (~r) ~(~r.~r). Every region is a neighborhood of itse1f.

ne ighbor hood other than i t se1f .

AXIOM 21 .1 : (~r)(yr)(~(~r. yr) ~ u ~ryr) . Each region is united to a11 its

ne ighborhoods.

AXIOM 21.~ : ~(~r .yr) & ~(~r .~r) ~ (E~l)(~l .. yr & '!.r .. ~r & ~(~r.'!.r) &

('!.r"Yr V yr 'K'!.r ) & ('!.r1f~r V ~r'K'!.r». Given two neighborhoods of the same

region . there is a1ways a third that ming1es with the other two.

AXIOM 21.2: ~r .. yr ~ (E~r)(~(~r,~r) & "l ~(yr.~r». Ihe first separation

property .

AXIOM 21 .~ : ~(~r . yr) ~ (~r"Yr ~ ( E'!.r ) (~ (~r , '!.r) & ~('!.r,yr») &

(yr1f~r ~ (E'!.r ) (~('!.r . ~r ) & ~(yr . '!.r»).

26



,.
DEFI NITI ON 21 .1 : A region ~- is a t opo1ogica1 c ontinuum iff the six preceding

axioms obtain r e1a t ivized t o a11 the parts and who1es of ~r .

Not e that , in contrast to ordi nary setCtheore t i c topo1ogy , t here is no

empty neighborhood ( Axiom 21 . 4 invo1ves a ming l ing, no t an intersect ion of

n~ighborhoods). Not e also that gi ven that anoaspect can be part of s ome of

i t s neighborhoods ( a s can a topological region ~r to whi ch we relat i vize

Definition 21.1), we cannot talk about ~r (or respectively ~r ) as being the

"entire" topological space or the "en t i r e " topological cont i nuum. Even topo -

logically speaking, topological continua are "at the middle of things ."

Further, note once more that !!(~r,:{) is compatible with l(~r1ry'r) & l(y'r~r)

-- a neighborhood i s not necessarily contiguous in the part-whole sense to the

region for ·which it is a neighborhood.

22. SEPARATION PROPERTIES.

In addition to Axiom 21 .5 , some topological continua may have on e or both

of the following separation properties.

Note that in keeping with the general motivation, the s eparation proper-

ties given by Axioms 21.5, 22.1 , and 22 .2 do not imply absolute div ision : two

united regions may be separated by distinct neighborhoods just as two disun -

ited regions may be separated by distinct neighborhoods, and yet i n both cas es

one region may be part of the other. There is, then , no as sur ance of complete

divisibi1i ty i n the sense of a Dedek ind cut--which ac t ually cuts nothing t hat

was not a1ready cut t o begin with.

27



23. CLUSTER REGIONS: INTERIOR AND EXTERIOR.

DEFINITION 23.1: A region yr is a cluster region of ~r -- in "symbols ct(~r,yr)

. r r r r r r r r y . r r ., r r
~ff (~ )~(y , ~ ) = «E~ ) (~ ~~ & (~~ ~ ~ ) & I(~ ~ »)

y «E~r)(~r~r & (~r~r Y ~r~r) & l (yr~r»). That is, given a neighbor ­

hood of a cluster region yr of ~r, either (i) this neighborhood has a part

that is either a part or a whole of ~r but is not a part of the cl us t er region"

itself , or (ii) it is the part of a region ~r that is either a part or a

whole of xr but is not itself a whole of the c l us t er region yr.

DEFINITI ON 23 .~ : A region ~r is open iff every cluster region of ~r is a part

of ~r .

DEFINITION 23.l: A region ~r is closed iff every cluster region of x
r

is a

whol e of ~r .

A r egion ca n be both open and closed because regions can be both part and

who l e of ano ther r egion.

A region can be both interior and 'exterior t o another one .

24 , BOUNDARIES.

Since we have no points, the topology that is being described here is in

line wi t h Karl Menger' s geometry of lumps . An obvious question ensues: What

is a line in a geometry of lumps? The following definition answers this ques -

t lon .
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sided closed line o

closed line can even be its own í.ns í de ,.

is
r

zThe re¡¡; ion

al t hough , gi ven t he dens i t y of betweenness. be t ween any two regions in a line

Note that a finite number of regions suffices t o determine a closed l ine,

r r r r
DEFINITION 24·l: The sequence ~l' !2" " '~'~l is cal led a two-sided clos ed

. r r r r
line iff it is a one -sided closed l~ne and ~l'~'~-l"" ' !l i s also a one -

an infini t y of regions i s always interspersed . One- s i ded closed lines which

. r r r r r
DEFINITI ON 24.1 : A sequence of regions .. .•~k • . .. •~l.~ .!l • . .. •~ • . . . is

called a one-sided line i ff all the following express ions hold :

rr r rrr r rr ) i h
. . " ~ (~k '~k+l '~k+2 ) " " ' ~ (~'!l'!2 )" " ' ~(~-l '~'~+l •• . •. L nes . av e

direction and can O! course have two direc.t ions (cl~o-sided lines ) .

a r e not t wo-sided are s imilar to Mobius strips i n t h a t they can never enc i r cle

an inside; only two-sided l ines can (s ee the f ol l owi ng def ini t ions). These

one-sided closed lines are "soft" in the sense that they can be travelled in

r r r r
DEFINITION 24.1: A sequence of regions !l'~2""'~' ~l is called a ~-sided

closed line iff the following expression holds:

B r r r Br rr Brrr
-(~l'~2'~3) & .. . &-(~-l'~'~l) & (~'~1'~2)'

one direction but have holes i n the other direction . In contrast o a two - s ided

29

r r r
DEFINITION 24.~: Let ~l"" '~ '~l be a two-sided closed l ineo this line i s

called a boundary of ~r iff

DEFINITION 24 .~ : The region yr constitutes by itself a ~-sided boundary of

~r iff (~r)(ª(~r.~r.~r) ~ ~r _ yr) . If. in addition.

(~r)(~(~r.~r.!r) ~ ~r _ yr) . then yr is called a boundary of ~r.



25. DEGREES OF TRANSITION.

t he closed line are the i ns i de o f other bound ar i es.

r r r
.!l' t • r ,;'~l' and

30

the density of betweenness , such trans ition i s al ways infinitely gradual.

Menger calls na gradual transition" of a region to its complement . . Because of

dary, and a boundary more than one inside .

four domains may overlap; further, a region ~r may have more than one boun-

Jordan'~ Theor em revisited. Every boundary of a region ~r articulates the

topological continuum f r into four domains : (i ) the inside ~r of the boun­

dary, ( ii) the boundary i tself , (iii). the u-complement of ~r . and (iv) the

~-complement of ~r . the latter two being the two corresponding outsides of the

boundary . If the boundary is its own inside, then it has no outside . The

Let u-Comp <!r,yr) or ~-Comp (!r,vr) . According to the density property

of betweenness, ( E~r )~<!r,~r ,vr ) in either case; t his region ~r provides what

ite number of r egions.

Not e t hat a kind of compac t nes s , a Heine -Bor e l type of property , obtains

i n that de spite the dens ity of betweenness a boundary is determined by a fin-

r r r is a universal boundary iff it is aDEFINITION 24·2 : A boundary !l ' · ·· ' !n '! l _

boundary of every r egion zr of ~r.

DEFINITION 24 . ~ : A region ! r i s called a medium of a one -sided line iff

r r r r r r B r r r '. 1
. . . 'ª(Y-k'! 'Y-k+l) , .. " ª (Yo'! ' VI) ' · · · ' -(Vk ' ! ' Vk+l ) .·· · all ho d. In this

case , the regio~s of the one-sided line are "immersed" in !r.

called t he ins ide of the boundary, Tf there is no r eg ion zr which i s the

i nside of the cl osed line

r r r r r r r r r r B r r r
(Ey )(§.<'3~-l'~2 'y ) & -ª'(~2 '~3'y) & , •• & -ª'~_1';'.Y ) & -~'~l'y », then we

say t hat t he closed line is i t s own inside, even if some or all the regions of



In general , we can now define degrees of tran sition i n t erms of neighbor-

hoods as follows.

OEFI NITI ON 25.1: The deg r ee of t ransi t i on from a tegion ~r t o a region yr is

finite and equal to _k iff a finite number ~f _xr-ne ighborhoods r r3:1 '··· ·3:k

B r r r B r r r S r rrsatisfy _(~ ' 3:1'3:2) & -(~l '~2~~3 ) & . . . & -(~k-l ' ~k'y ) , and ~ i s the least

number of neighborhoods with such property. The degree of transition f r om yr

to ~r may be different .or nonexistent .

1..6.. TEARINGS ANO JOININGS.

OEFINITION 26 .1: I(~r ,ys , ~s) __ read nyS ,~S are a tearing 'of ~rn -- iff

U ~rys & u ~r~s &l u yS~S & l n yS~s .

OEFINITION 26.l: l(~r, yr ,~s ) __ read n~s is a jo ining of ~r and yrn - - iff

l u ~ryr &l n ~ryr & U ~r~s & U yr~s . Tearings and joinings take place inter

and intra aspects - - the l atter when E - s -- and for each .region and pai r of

regions there are, respect i vely, at least as many tearings and joinings as

aspects , as the following axioms state .

27. HOMEOMORPHISMS .

OEFINITION 27.1: A funct ion between two aspec ts or on an aspect into itself i s

a relation f(~r ,ys ) that satisfies f(~r ,ys) & f(~r ,~s) ", yS _ ~s. Not e t hat

f(~r ,ys) is compatible wi t h f(~r ,yt) provided that s ~ t and yS ~ yt. A
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a s pe c t o

general location that are compatible with some tearings and joinings, proper-

logical structure of continua, this structure being determined by the neigh-

r r
x - z

32

of unions or part-whole relationships.

between. Topology in this sense does not necessarily imply the pr~servation

borhood, being a cluster region, and, most fundamental of all, being in

ties such as being the inside of a boundary , being a boundary, being a neigh-

topology in the concrete sense that we are giving it deals with properties of

space invariant under "stretchings and bendings without tearings or joinings , "

plements. Rather than studying those qualitative, intrinsic properties of

homeomorphisms -- are those of boundary and inside, for example, not the com-

topological properties of a topological continuum - - the ones preserved by

ings are not complete fusions. Tearings and joinings may not alter the topo-

joining ; not surprising, since tearings are not absolute separations and join-

. Note that homeomorphic ·regions are compatible with their tearing and

borhood systems, the cluster regions , and the relations of betweenness . The

DEFINITION 27.1: A biunivocal· function between fr and fS is a function

function can have many values but no more than one distinct one for each

DEFINITION 27.1 : Let us indi~ate by ~S,yS, . . . the respective images of

~r ,yr, .. . under a function I(~r,~s) . Given a biunivocal function I(~r,~s),

this function is a homeomorphism from ~r to ~s iff (~r)(ª(~r,~r) • ª(~s,~s)) &

r rr ss · r rSrrr BSSS
(~ )(Cl(~ ,~ ) • Cl(~ ,~ )) & (~ )(y )(_(~ ,y ,~ ) • _(~ ,y ,~ )) &

r r r r r s s s r r B r r r B s s s
(~ )(y )(ª(y ,~ ,~ ) • ª(y ,~ ,~ )) & (~ )(y)(-(y , ~ ,~ ) • -(y ,~ ,~ )).

Hom~omorphisms preserve the nelghborhoods and cluster regions of ~r as well as

its relations of betweenness ; ~r and ~s are then callad homeomorphic regions .



28'. DIMENSION.

DEFINITION 28.1: The dimension of ~ boundary is the numbe r of . i t s r egions .

DEFINITION 28.1: The inner dimension of an aspect fr at ~ region ~r is the

least dimension (greater than one) of all boundaries of 'which ~r is an inside .

Inner dimension is a local property of aspects. and va r i es from region to

region.

DEFINITION 28.1: The outer dimension of ~r is the supremum of all its inner

dimensions at each of its regions, if such supremum (a natural number) exists .

DEFINITION 28 .~: If all aspects fr.fs •... of ~ have an outer dimension , t he

supremum of these dimensio~s. if it exists. is the dimens ion of C.

DEFINITION 28.~: The dimension of ~ region xr is the degree of trans ition of

~r to lts u-complement .

Except for this last definition . all other dimensions are defined in

terms of the B-predicate . and are. therefore . homeomorphic invariants. Not e

also that inner and outer do not bear the usual connotations of simple

location. This i s in l ine with the fact that the u-complement of a region ~r .

for example. may have as parts. parts of ~r . The difficulty in comprehending

al1 this originates i n the v i s ua l fallacy that a boundary absolutely severs a

two-dimensional continuum . a fallacy induced . sayo by simply drawing a line on

pap ero This leads us to believe unconsciously that any l ine, c losed or not ,

s t ands out as if detached . figure against a clearly and absqlutel y separa ted

background. For this reas on . the graphic structure of writing -- wh i ch is t he
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way formal logic is usually presented - - immediately prejudices our thinking

and deforms our perception to make it fit the nature of our visual symbols and

the well-ordered theories derived from them . Thus, we are always surprised by

the stubborn resistance that reality has to being described in neat linear

order. Like it or noto a boundary ~~, ;",~,~~ is compatible with ~(~~,~~,~~)

a fact of nature.

IV.- TOWARD A CONTINUOS GRAMMAR.

29 . INTERPRETATIONS AND · MODELS .

Although interpretations are syntactic when based on functions that map

the obj ects of one formal theory into those of another . they still have an

essentially semantic char ac t e r because the values of the funct ion -- the for-

mal objects of the second theory - - give meaning to the formal objects .of the

first theory. This is the case also when a concrete object of any nature -- a

road signo a souvenir trinket - - refers to another concrete object. the latter

providing the meaning of the former. These and other examples should be suf -

fic ient reminders that logic's current set-theoretic approach to interpreta-

t ions and models is not only relatively recent but of a special kind as well .

The se t -theoretic approach imposes grave restrictions on the nature and struc-

t ur e of models. and makes semantics too much a servant of set theory, hence

f a r removed from the infinite variety of concrete meanings. meanings always

imbued with overlappings, inconclusiveness, gradual fadings. multiple loca-

tions , and continuous connotations . The following interpretations and models

are continua as specified by the definitions of this section. (Note that the

standard logical definition of satisfiability does not necessarily require

that the values of t he interpreted formal va r i abl es be members of a set .)

Let ~ be a concrete intermediate universal continuum having aspects

- ¡
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belongs to an g-ary relation. Holding is a primitive correspondence that

son to attach to "hol di ng" the meaning of an !!-tuple of individuals that

For com-

C and not in...

C.

( Cr ,Cr ) , (C, C) indicate a
- - --

and this holding proper t y is given

. r r
Thus, (~ '~ ) ,

v a l ua t i on (~~'Z~) ' (~r ,Er ) , then we say that this va l ua t i on satisfies the fo r-

rs . rs rr ss rs
mula ~lrr~2 ~ff ~l~2 holds in C. In symbols (~l' ~l) , (~2 '~2) 1= ~lrr~2 . S i mi -

DE.' · ~.LN ITION 29.1 : Given a conc re t e i n t e rmedi a t e uni v ersal continuum C and a
i --
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-X-X sSl-rs rs
larly , (~ ,S), (~l'~h)'" f ~l iff f. ~l holds in

Further, let us a gr ee to distinguish the formal italicized symbols of t he

as composing the s cruccure of .s, and denoted by 1= . (Agai n , t here i s no r ea -

entities of ~ . Given the correct number of appropr i ate enti t ies of C f or

not hold fcr such entitie s - - not both

e ach predicate, the concrete relations u , rr, and ~ a lway s e i t her hold or do

~,~s , . . . , which i n turn h ave regi ons ;r,~s , . . . , all sat i s f y i ng t he axioms of

Part 11 , i .e ., u, rr, and ~ each refer s to a s pec ific rela t i on be t ween t he

sr_~Lfic valuation of the formal symbols ~r, ~r , and~, a va l ua t i on which

assigns to the latter the concrete continua;r ~r , and C respect i vely .

wr i t i n g the latter in bold face .

obta~ns for some interpreted f orma l entities in some structures

language in Part 11 from t he corresponding interpreti ve ent i t ies of ~ by

others.)

pound expressions, satisfiability is defined as usual in terms of a valuation

r r r r r r r
(~i'~i)' (f '~ ) where for a given ~i '~i is a fixed region of ~ , and for a

given [;,r, r;/ is a fixed aspect of C.



DEFINITION 29 .~: We call a concre te intermedia t e un i v ers a l continuum e a

model of ~ f ormula ~ i n the formal languag e of Part 11 iff f or all valuat ions

of t he variables t hat oc cur in ~ , ~ is satis~ied by each of t hese val uations.

Al l mode ls of formulas with continua a s variab les must, OI course, be

infinite . The densi t y propert y of betweenness r equires this .

30 . CONTINUITY OF CONCRETE LANGUAGES VS. DISCRETENESS OF ABSTRACT ONES.

There are aspects of a dr awi ng which cannot be fully conveyed by words -­

the gaze in a portrait , say, or the figure's attitude . There are also aspects

of reality t hat canno t be conveyed by either a drawing or by words - - the

a tmos phe r e of a situation, a scent, and t h e many other nonvisual qualities

t hat l i e c lose t o the bo undary of our s enses. Even making allowances for a l l

th i s, our usual concep t i on of l anguage a s a t ool continues to gi ve us an

exceedingly di s t or t ed and l imited v i ew of how language r eal l y func tions .· We

must · eradicate our f irmly establ ished misconception that wor ds are merely fin­

ite stri ngs of s ep ar a t ed symbols ready-made to b e f ed to a digital computer ;

these rigid s tr i ngs a re only the wor ds' skeleton. Karl Bühler and Jost Trier,

examining t he semantic a spec ts of l anguage , int r oduced the expression nf i e l d

of a word, " a continuous f i e l d of mean ing wh ich overlaps other words' fields

and which varies substantially according to the company that a given word

keeps . Parallel , then . to the conventionally conceived syntactic object

the word , the sentence, the paragraph -- we have , concretely speaking, a realm

of continuous realities of various kinds. ·St ruc t ur a l semanticists present the

following essential characteristics of a semantic field : totality, orderli­

ness (ramifi ed , not linear) , reciprocal de termination of its parts , absence

of gaps, i ncomplete distinguishability . In the wor ds of H. Schwarz: nThe

rel a tions ·of conce pt s wi t hin a fi eld can be of different types : one must con­

sider subordinations , supraor dinations , and coord i nat i ons, as weli as, of·
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course , the interferences of conceptual spher es (even up to multiple s uperpo ­

s ition) . Frequently , i t i s much less impor~ant t o de t e rmi ne t he exact ex ter­

nal limits of a field . .. than to establish the c enters of gravi t y and their

rec~procal disposition. n4 A word as a syntacti~ obj ec t is i n t erpreted by a

continuous region of mean ing; a sentence by an aspect; and a parag r aph by

e i t h e r an aspect or an intermediate universal continuum, depending on the

paragiaph's context or lack of it . Semantic reality, tben, consists of

continua of various kinds, ·con t i nua subj ec t to a variety of "subordinations,

supraordinations, and coordinations. " It is this reality we sha l l now exam­

ine, keeping in mind that a discrete syntax is only an appr ox i mat i on of the

kind of continuous syntax that concrete continuous semantics demands :

To understand that semantically words are r egions i n the continuum of

mean i ng is the first s t ep i n building a grammar c lose to t h e ac t ua l use of

language . Discrete written language is a crystallization of continuous

r egions of -thought, not thought the product of discont inuous l anguage . But

the moment we become aware that t he concrete sentence i s not the printed on e ,

all our semantic models necessarily become infinite; words c an no longer be

interpreted by isolated objects because words are an inextricable part of t he

sentences in which they occur, sentences which constantly modify the words'

f ield of meaning: the gentence i s routinely part of the word. This coordina­

tion of continuous semantic real i t iesopens our mind to s imple facts that oth­

erwise would pass unrecorded ; in particular, that a concept wh i ch emerges in

the middle of a text incorporates the sequence of sentences that converge on

it, as we shall now make clear.

31. RICKERT'~ THEORY OF DEFINITION.

In his Zur Lehre ~ der Definition , Heinrich Rickert provides a cogent

look into the concrete nature of the concept as a semantic entity . Some quo­

t a t i on s are appropria te here to do justice to thi s disregarded but i mportant

wor k. Rickert points out that a concept depends on the t h ough t processes t hat
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sentences . .

Rickert's approach to the way concepts are constituted in the mind also
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We can then compare the con-

This approach has important logical and phenomenological consequences.

To begin with it is concrete, for it conveys the true facts of the mind, and

as Rickert says, "the concépt of gravitation is identical with the law of

gravitation; and laws are always judgments." To consider concepts as composed

of judgments -- sentences -- is a more realistic and promising phenomenologi­

cal point of departure than the usual one of seeing in the concept the incar­

nation of a single Platonic Idea forever identical to itself. We should not

" l ook in a word for the 'essence' of a thing which the concept must express . ,,5

Words are devices to express complexes of judgments taken as aspects present

in a semantic region. A concept is more than the limit of a convergent

sequence of sentences in the manner of a Kantian idea; in effect, the concept

has as parts the sentences that converge on it, in accordance with the princi­

pIe that in a any field the whole is part of the part o Concepts are indepen­

dent only to the extent to which they flre composed of different streams of

tent of our knowledge with a spread of threads in which nodal fixed points are

the concepts , while the threads that go from one no de to anotherwould

represent the relations between concepts, . t h a t i5, the judgments. If we con­

ceive the threads in their direction toward the nodes, we have an analogy of

the synthetic definition, for he re the judgments meet in the concept." "The

concept divides into its judgments." "In a strict sense, thought only

moves ... in the level of judgments, and this fact throws light on the theory of

the concept o,,5

cep t formation, expressing. it in a sentence ...

precede it. "Ordinarily the concept is considered as a preli';'inary stage to

thought, and a judgment as a relation between two concepts." Yet "the content

of a concept.. . is a series of judgments . We do not realize this very

clearly because we never have occasion to complete verbally such act ~f con-



forces us to realize t ha t e ssen t ial i s m i s a c r i ppl i ng ph en omenological err or ,

an antiphenomenalistic er r or t hat obscures t hé way meaning evolves in our

consciousness . J ust as regions can be par t of as pe cts and vice versa , co n ­

cepts are the mingl i ng of sentences . A co ncept emerges from though ts t hat it

preserves -as parts, and then become s the constituent of othe r thoughts . Te r ms

ab s or b a continuous -stream of sentenc e s to be come pa rt of new sentenc es .

"Th í s is to some ext en t Ta rski' s approach in his paper "Methodological

investigations on the definability of concepts." Here concep t s a r e defined in

relation to two collections of sentences, the first being an immediate pa r t of

the explicit definition of the concept and the second a broader collection

that provides a general frame of r e f e r ence within which the definition i s t o

function . No concept can be defined logically wi t hou t sen t enc es being given

prior to the definition . In this, logic reflects the concrete fact that con ­

cepts are sentences , sentences that routinely converge on a nodal point where

they then change s emantic direction. Hence, concepts can even be incons i s t e n t

when they embr ace con t r ad i c t ory sent ences, just a s s en t ences can be incon­

sistent whe n they embrace co ntradi c t ory parag r aphs . The t ruth and f a l s i t y of

opposing s entences is simpl y proj ected into t he an t i nomic concep t that abs or b s

and coordinates t he m, wi t h t he resul t that the f ie l d of mean i ng acquires t he

richest possible polarization.

32. CONTINUOUS SYNTAX.

Not only do concepts incorporate s e n t ences and sentences paragraphs -- or

even entire volumes -- but sentences can also be part of one another. If

these concrete relationships are to be explicitly described by grammar, we

must find a way to blend the formal sjmbols with the area in wh i ch they are

placed, with their specific neighborhoods . This area would become the immedi ­

ate syntactic context of the symbol , part of the symbol, and a place where

alien mean ings could occur and wh i ch could accommodate t he overspill of neigh -
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of the convergence of aspects into the concept being discerned is like the

'Symbol s , then, are inevitably variable; they are a function of context

that must be emphasized if the semantic continuum is to be captured and sys-

also the habit of essentialist

move constantly along. There is a syntactic 'continuum in grammar

once more, in our linguistic habit

phenomenology -- of not being able to articulate theoretically that the whole

keep looking for essences where there is only process, expecting to identify,

without any aspects - - and the defined one. In the latter case, the ·analysis

A major obstacle in developing the rules of a continuous syntax lies,

is part of the part, a factor we must consistently learn to reco~ize. We

either the defined or undefined concept is that, syntactically speaking, the

computation of the sum of an infinite series. However, the key point with

blank surrounding a word is not a blank but a failure to perceive the in­

between. To see the blank as a blank only reveals a blank in our thoughts.
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area of a word should distinguish between the undefined concept -- a region

tematically registered. In this syntactic continuum, to read a word means: I

all judgments have subjects and predicates consisting of defined concepts,

chat; i s , of judgments. ,,5 Therefore, the analysis of presences in the context

cepts .into judgments cannot be continued indefinitely and .. . , therefore , not

"threads"

the word is placed, an area in which neighboring statements dominate but where

discern a complex of sentences converging toward the particular area in which

discernment is a process, usually subconscious and normally submerged or even

cally, the blank that appears between the letters of a word, or between the

words of a sentence, is the channel in which currents of meaning ~ - Rickert's

tactic whole in which it is inserted has been incorporated by it. Specifi-

superseded by further reading and thinking, for often "the resolution of con-

carry-overs from previous reading and thinking are freely presento Hence,

and, as such , continuous linguistic realities .de sp i t e their detached appear-

ance . Every word is many words, for a symbol is not complete until the syn-

boring as well as distant symbols.



the I dea where we should be perceiv i ng the ~sum of a s equence of mingl i ngs .

One advantage of continua without sets is that t hey al l ow us t o avoid t he

post-Ca~tor obsession with the principle of comprehension , that i s, the set­

theoretic compulsion to collect and seal . to gather, always gather (an "anal

obsession," Freud would claim) . From the v i ewpo i n t of continua without s ets

it is impossible to collect all regions which satisfy a gi ven propert y, f or

something is always l eft out in any act of collecting. From the same

viewpoint . it is easy to understand that no continuous sentence can be int er ­

preted forever by a fixed aspect - - have a f ixed meaning. Even i n scient i f i c

wr iting concretely understood , t he most one can say i s t hat the interpre ta ­

,t i ons of a s entence converge toward a clear ly discernable c lus ter of a s pe cts .

Thus, the true model of all expr ess i on is the unfinished work t hat r ema ins

foreve r uncoagulated and f l owing in open- ended cont i nu i ty . This means t hat

even the position of a word i s ne ver a matter of simple location , s inc e each

word spreads over the entire page, without regard for distance. Regre t tably,

an expert linguist l ike A. J. Gre imas give s distance a dominant r~le in h is

topological studies of grammar ; ignoring nonmetrical properties. l t is not

distance that matters when one is trying to express something, but r a ther

unity, mingling , and betweenness. Given the ceaseless cross-references t o

which thinking -- articulate and inarticulate - - is cons tantly subject , mean­

ing is always mean ing in statu nascendi. And yet there i s truth, as t here is

truth in saying that a portrait express~s a person despite our ch anging per­

ceptions . Atomism, which hides co nt inuity and cuts the threads that a r e the

flesh and blood of language, i s the greatest obstacle t o our understanding of

this fluid truth.
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NOTES

1. Menger , K, "Topol ogy without points ," Ri ce I nstitute Pamphlet 27, 1,
19 40, p. 107 .

2 . 1t is interesting that Frege said, in connection with the empty set,
"Ther e cannot be an empty class if "le take a class to be a collection or
totality of individuals ." Frege , G., ' ''A critical eIuc í.dat í.on of sorne
points in E. Schroeder' s Vorlesungen ueber die Algebra der Logik," Trans­
lations from the Philosophical Writings of Gottlob Frege, Blackwell,
1960, p .. 102. Zermelo, in turn, "r e f us ed to take as sets collections
that are too 'big,' that of all 'things' or that of all ordinals, for
exarnple. " Van Heijenoort , J . , From Frege to Gadel, Harvard University
Press , 1967, p. 200 .

3. Whitehead , A. N., The Concept of Nature, Cambridge University Press,
1920 , p. 59 .

4. See Geckeler , H., Strukturelle Semantik und Wortfeldtheorie, W. Fink Ver­
lag, 1971, III-B .

5. Rickert , H., Zur Lehre von der Definition, J. Mohr Verlag , 1929 ~ All
quotations fr~Chapter-rrI-.--
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Concepción Romo Santos
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MADRID.

INTRODUCCION :

DeIS de Octubre de 1991 al 6 de enero de 1992, los viajeros

que se han detenido en Zaragoza, han podido d isfrutar de una excelente

exposic i ón titulada "El espe jo de nuestra historia".

La expos i c ión antes citada es fruto de la colaboración en t r e

el Arzobispado y e l Ayuntami ento de Zaragoza y ha sido pos ible grac ias a l

trabajo desarrollado por más de cien especialis tas perten ecientes a diversos

ámbitos c i entíf icos . Este esfuerzo co l ec tivo confluye en un sólo ob j e tivo:

ofrecer al vi s itante una am~ i c i osa muestra de lo que ha s ido la histor i a de

la d iócesis zaragozana desde s us orígenes hasta nuestros días.

La historia de la diócesis cesaraugus tana ha estado unida de

manera ind isoluble a la historia de la c i udad . Según la tradicción, sus

orígenes se remontan a tiempos apos t ó l i cos y nacen de un acontecimien to

excepcional sucedido haci a el año 40 : la aparición de la Virgen al apóstol

Santiago a orillas del río Ebro.

La cristiandad zaragozana , c i t ada por primera ve z en un

manuscrito de San Cipriano del S. III, atravesó una profunda crisis como

consecuencia de las persecuciones llevadas a cabo por los emperador es

romanos. Santa Engracia y sus dieciocho compañe r os , San Lorenzo y. San

Vicente sufrieron ma r t ir i o y Vale r o (San .Va l e r o , ob ispo de Zaragoza y pa trón

de la ciudad) murió, según la ve r sión más acep t ada , en su exil io de Roda de
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.l sábena. De forma paralela s e fue or-gau í zando .l a s ed e ep iscopal, que tras l a

paz de la Iglesia comenzó una l enta recuperación , a lcanzando su máximo

esplendor en época v i s igó t ica - y co nc r e tament e en e: siglo VII- gracias a la

contribución de los ob ispos Br au lio y Tajón. Esta etapa expans ionista ,

car.acterizada por el establecimiento de los primeros contactos con la Santa

. Sede y por Una importante actividad política e intelectual, quedó

interrumpida con la ocupación musulmana. Pese a ello, la permisividad de los

invasores hizo posible el mantenimiento de una mozarabía activa, únicamente

anulada durante el siglo X y parte del XI .

La toma de la ciudad por las tro~as de Alfonso 1 el Batallador en

1118 tuvo como consecuencia la restauración de la sede epíscopal. Al mismo

tiempo , la situación estratég ica de la c i udad fue convi r tiendo a ésta en

cabecera diocesan a y en capi tal del reino a r agoné s : Los contactos con l a

Santa Sede se intensificaron, y se establec i e r on l os lími tes diocesanoS, con

los sigui en tes conflic t os jur isd icc i ona l es , a és tos se sumaron otros

der ivados de la e levación de l a sed e a arzobis pado por Juan XX I I en 1318,

hecho que s i gn i fi có l a emanc i pac ión de la me t r opo li t ana de Tarragona , los

causados por l as vinculaciones pol í ticas de la iglesia zaragozana y por el

enf rentami ento entre las i gles i as de La Seo (Catedral de El Salvador) y

.. ... Santa María la Mayor (Basílica del Pí Lar l , que se solventó con su unión en

1675. Todos es t os acontecimientos, esenciales pa r a explicar la historia de

un pueblo , y muchos otros ligados a tradiciones y devociones locales ,

aparecen "reflejados" en "El espejo de nuestra historia" .

Como objetivo de nuestro trabajo nos proponemos el conocer un poco

mejor a los grandes c ientíficos aragoneses. Para ello 'haremos un estudio de

los libros expuestos en "El espejo de nuestra his toria" .

1.:... LOS GRANDES MATEMATICOS ARAGONESES HASTA EL SIGLO XVIII

En e l siglo XI Zaragoza será refugio de escritores y

científicos musulmanes .y judíos: hubo un ambiente de tolerancia que acoge a
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Abra ham ibn Ezrá f ué un cient ífico d e esta é poca , nació e n Tudela

en 1809 y murió e n Calaho r ra e n 1167 . Cul t ivó sobre todo e l campo

matemá tico, e n e s pecia l e l a s t r onómico . Su obra p r inc ipa l son l as tablas

astronómicas conocidas como Tabulae pisanae , redactadas e n 1145 para el

merídiano de Pisa y que no s e han conservado; pero é l mismo las adaptó para

los meridianos de Angers (1154) y de Winchester (1164), aunque solo han

subsistido los cánones, de los que hay una recensión muy amplia escrita e n

1154 en Dreux en latín y conocida como De rationibus tabularum. En hebreo

escribió (1146) un tratado sobre el astrolabio.

En la Baja Edad Media (1250-1492) la s ituación difiere bastante de

la Alta Edad Media. Terminadas ya las épocas de asimilación y d e

transmisión, precisamente entonces se produce la gran labor creadora que se

manifiesta primordialmente en el campo de l a ast ronomía. Estudiaremos los

avances conseguidos en este campo en la Corona de Ar agón, en l a cor te de

Pedro I V e l Ce r e mon ioso .

cultivadores de las cie ncias . AI-Muqtadir y su h i jo Almutamín f ueron muy

buenos astrónomos . matemáticos y filósofos . Se h i zo famo s a una obra del

segundo, "Libro d e la per fec c i ón ", e log iada 'por un discípu l o de Ma i món i d e s .

El zaragozano Avenpace (1 070- 1138 ) será el primer comenta r is t a entre los

musulmanes españoles de las obras de Aris tó t e les , lo que hace compatible con

escribir un tratado de botáni ca.

Destacaremos l a buena situación en e s t e siglo de l a ta i fa

aragonesa de los Banu Hud, pues e n la ciudad de Hue s ca quizá nacieron y s e

formaron Moisés Sefardí y Abraham bar Hiyá, aunque su concreción cultural s e

realizara en territorio cristi ano .

Moisés Sefardi fué méd i c o y astrónomo. Fué médico d e Alfons o 1 de

Aragón. Escribió un opúscu l o en l atín pa ra d e terminar los eclipses y

probablemente , una traduc ción l at ina d e l a s tab las d e ~lJuari smi, que

algunos manusc r itos le a tribuyen ; e sas tab l a s f ue r on u t il i z adas po r

Ade l ardo d e Bath .

e n t us i a s t a ss o nmonarcasmismosl ose migrados;sab í o s cordobeses



Es prec iso señala r l a l abor de los judíos fabri cantes de

i ns t r umentos de cálc u l o (as t rolabios), a s í como de r elojes auxiliares .

Ci t a r e mos t a mbi én la crí tica de Hasday Cresques (Barcelona

1340-Zaragoza 1411) a la f í sica aris to t élica, que abrió nuevos horizontes

c ientíficos : e s conocida su influencia en Pico della Mirandola y en Spinoza.

y llegamos ya al siglo XVI. El zaragozano mosen Juan Andrés ,

escribió "Aritmét ica práctica", escrita para hacerse buen contador sin

necesidad de maestro.

Son años a bunda n t e s en impresiones de tratados de astrología , como

el "Tractatus astronomiae" de Guido Bonatti de Forlivio, exhibido .

. En 1521 , Gaspar Lax estando en Zaragoza escribió "Tractatus

summularum magis tri", exh i bido . Lax fué un destacado fUósofo , matemático y

l iterato na c ido e n Sa fi ñe na (Huesca)en 1487. Doctor en Teología y

ca t edr áti co e n la Un i versidad de Par ís , siendo uno de sus discípulos el

famoso Lu is Vives, qu ien as í lo reconoc e e n su Tratado contra los

d i aléct i cos , y ens eña ndo filosofía a San Francisco de Borja .

En Za ragoza fué regente de la Rac ión de la Mensa de Maestro

Mayor de l a cat edral del Salvador (La Seo), luego tuvo dicha dignidad en

propiedad y pres idió s u e s c ue l a hasta 1559 ; falleciendo el 23 de febrero de

1560. Fué enterrado e n . la iglesia ' parroquial de San Nicolás de Bari.

Tambi én en . 1521 Pedro Sanchez Ciruelo escribió su Apotelesmata

Astrologiae Chr istianae . En ella , siguiendo las teorías de Pto Iomeo y los

conocimientos f ísicos de Aristóteles, Ci ruelo matiza el libre albedrío del

individuo frente a una posible influencia de los astros sobre los seres.

Pedro Sanchez Ciruelo es uno de los humanistas espaf'ioles más

sobresalientes . Nacido en Daroca (Zaragoza) en 1470 se formará en la

Unive r sidad de Salamanca donde aprendará astrología y matemáticas. Fué

catedrát ico de la Univers idad de Alcalá de Henares y canónigo magistral de

la cated r a l de Sa l amanca . Muere en 1548 Salamanca.

En este es t udio de los grandes científicos aragoneses no nos
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pode~os olvidar de Ramón Pignatelli (1734-1793). Pi gna t ell i f ué canónigo del

cabildo catedralicio , Rector de la Univers idad de Zaragoza en varias

ocasiones, Protector del Canal Imper ial de Aragón (1772-1793) que é l llevó a

cabo, fundador y director de la Real Sociedad Económica de Amigos del País

(1782), además de ser "e l autor de la construcción de la Plaza de Toro s en

1764, bautizada con el nombre de Coso de la Misericordia, "pues su f i na l i dad

fué recaudar dinero para mantener la Real Casa de la Misericord i a, el

Hospicio de los niños cuyas mejoras apoyó el arzobispo Juan Sáenz de Buruaga

(1768-1777) permitiendo trabajar a todos los que quisieran en dicha obra los

días de fiesta de guardar "con tal que no lleven estipendio alguno por su

trabajo" ,

" Ramón de Pignatell í fué el gran aragonés del siglo XVIII.

En "El espejo de nuestra historia" se exponen dos l ibros impresos

en 1796 . "El ogi o de Ramón de Pfgnate l l í : por la Real Sociedad Económica

Arogonesa de Amigos del Pais" , escrito por el conde de Sástago y el "Elogio

fúnebre del señor D. Ramón Pignatelli" escrito por Juan Agustín García , los

ejemplares expuestos son propiedad del palacio arzobispal de Zaragoza aunqu e

proceden de la iglesia parroquial de San Miguel.

k LIBROS DE MATEMATICAS EN LA CATEDRAL DE LA SEO DE ZARAGOZA

Haremos un breve comentario de los principales libros de

Matemáticas que se exhiben en la exposición "El espejo de nuestra

historia" .

DECEM CONTIENENS TRACTATUS ASTRONOMIAE

GUIDO BONATTI DE FORLIVIO

1506

Libro impreso

Zaragoza. Catedral de La Seo , Biblioteca Capitular. Perteneció a O.B.

Laurentis, canónigo de Santa María del Pilar."
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Presenta capitulares grabados . Impreso en Venecia por Jacobum

Pentiuz. Portada orlada. grabada en madera .

alargadohubieranquepruebas"sin"disputasdeinclusiónla

La presente edición veneciana. impresa a expensas de Melchor Sesse

bajo el reinado del principe Leonardo Lauretano. destaca por· su abundante y

bella iconografía.

considerablemente la extensión del texto.

Dante hizo aparecer a Bonatti como inquilino del infierno pero

esta circunstancia no impidió el éxito alcanzado por el Tractatus

astronomiae. Abundantes copias manuscritas circularon por Europa durante la

etapa anterior a la aparición de la imprenta. una de las cuales,

extraordinariamente lujosa . perteneció a Enrique VII de Inglaterra. Los

reyes de España también dispusieron de un códice. copiado en el siglo XIV y

conservado en la Biblioteca del Escorial.

Astronomiae Tractatus decem de Guido Bonatti de Forlivio ha sido

considerada tradicionalmente como el texto más importante de astrología

escrito en el siglo XIII y presenta excepcional interés no sólo para la

historia de la astrología sino también para la historia de la astronomía.

Según reflejó en el prólogo. escribió su tratado que definió como

largo y prol ijo. para uso de un sobrino y con intención de recopilar las

teorías formuladas por autores anteriores y exponerlas de forma que pudieran

ser comprendidas por quienes carecieran de amplios conocimientos

científicos . Utilizó en consecuencia frecuentes · alusiones y referencias á

numerosos astrónomos y astrólogos de la antiguedad, evitando en lo posible

Bonatti fué un gran astrónomo que vivió en el siglo XIII,

estableció distinciones claras entre astronomía y astrología, separando esta

última de otras formas de adivinación. Como astrónomo se mostró partidario

de la teoría de las excéntricas para explicar los movimientos solares y

lunares.



TRACTAlUS SUMMULARUM MAGISTRI

GASPARIS LAX ARAGONENSIS

Gaspar Lax

1521

31 x 20 cm

Libro Impr-eso

Zaragoza. Seo . Bibl íoteca Cap i t u lar . Impreso en Zaragoza por J orge Cocc i

Portada con armas de Arzob ispo Don Juan de Aragón Gra bado de la Cruc i f i x i ón .

La obra está dedicada por su autor, Gaspar Lax, al arzobispo de

Zaragoza Don Juan de Arag ón , y parece ser un libro usado por escolar es que

escuchaban al propio aut or en 1527 .

Lax fué un destaca do f ilós of o, mat emá t i co y lite rato nacido en

Sariñena (Huesca) en 1487 . Sus obras escri t as e i mpresas hacen un número de

di ecinueve , y en t r e ellas e s t án el Tractatus Summular um y e l Tractatus

Par vor um Logicalium, obra esta segunda dedicada asimismo a l arzobi spo Don

J uan de Aragón e impresa po r J orge Cocci t ambién en 1521 .

DE RE AEDIFICATORIA. LIBRI DECEM LEON BAUTISTA ALBERT I

1541

20,S x 16 cm

Tinta sobre papel

Zaragoza, Catedral de La Seo, Bibl iotecaa del Cabildo

Impreso en Basilea (Suiza)

En el estilo de l os Diez Libros de Arqui tectura de Marco Vitrubio

Polion, el arquitecto del empe r ador Augusto, descubierto por aquellos años ,

y de los que circulan numerosas copias manuscr itas por la Roma humanista de

Nicolás ,V , a la espera de su i mpresión, que no t i ene lugar hasta 1483 por

Giovanni Sulpicio da . Ve r o l e ; y con la pre t ensión de actulizarlos y

ampliarlos, escr ibe León Bat t ista Alberti su "De Re Aedif ica toria Decem

Libris" .
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Alberti nace en Géno va e n 1403 , y f allece en Roma en 1472 ,

apareciendo la edición principe del Re Aedificatoria en 1485, e s pues , l a

obra de una vida , donde Alberti vierte todas sus exper iencias , no s o l o de l

campo de la arquitectura sino de la filosofía y poesí a .

La obra comprende una sistematización de los edifici os c lásicos ,

extraida de la observación directa de las ruinas, dibujada s y medidas por el

pr op io autor, tal co mo t amb i én hac í an en Roma Br unelles chi, Donatello y

Massacio.

Por su f ormación hu mani s ta , Alb erti es polifacetico; conoce la

pintura , sobre la que escr i be también un t r atado cont empor áne o al de

Leonardo da ·Vi nc i , l a escu l tura y el grabado, aunque considera a la

arqui t e c tura " la j oya en que se inse rtan l as de más piedr a s preciosas , que

acrecientan s u valor y be l l e za" .

Alberti es fundamentalmente teórico , considera que la obra . de

arquitectura perfecta es la que se desarrolla solamente en el proye cto, ya

que el proceso constructivo, con sus limi taciones, la empobrece. Así, la

mayor parte de su obra arquitectónica s e realiza sin s u di recc i ón, sobre l os

planos que redacta . Excepciones son el Templo Malates ti an o , r eforma de un

antiguo convento de f ranciscanos para su conversión en panteón de Segismondo

Pando lfo Malates ta, Señor de Rímini y su amada Isotta, y las i g l e s i as de San

Seb as tián y San Andr és de Mantua, en l as que ma ter i a liza el modelo de

i gles ia descrito en su Re Aed if i catoria , rematado en fachada por un arco

triun f a l 'a lo r omano.
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1 . INTRODUCCION

(1 .1)

2
-X

(m+l; -4-lF
O 1

m
X

m+n
X

3m
+

n r(m+l) r(n+ll

J (x)
m

J (x)
m,n

donde oF
2

designa la función hipergeométrica triconfluente de tercer orden,

fórmula que consti tuye una obvia generalización . de la conocida

representación [16] :

Rev, Academia de Ciencias . Zara goza ...1L(19~ 2)

REPREsENTACIONES INTEGRALES DE LAS FUNCIONES

51

N. Hayek Calil
Departamento de Análisis Matemático

Facultad de Matemáticas
Universidad de La Laguna

38271 - La Laguna (Tenerife)

Las J (x ) serían posteriormente investigadas en varios trabajos por
m,n

el propio Humbert ([9], l Iü l , [11], [12)), así como por otros autores, entre

ellos R.S . Varma [15), N.W. MacLachlan [141, P . Agarwall l t l , P . Delerue

,
DE BESSEL-CLIFFORD DE lERCER ORDEN

Las funciones C (x) de Bessel-Clifford de tercer orden fue r on
m,n

introducidas por N. Hayek en [6]. Dichas funciones r epresentan un a clase de

naturaleza análoga a las de Bessel de igual orden, inicialmente e s t ud iadas

por P . Humbert [8], quién las definió mediante la fórmula :

V.Hernández Suárez
Departamento de Matemáticas

Universidad de Las Palmas de Gran Canaria

e) Abstract:

In this paper, we es tablish some integral representations fo r t he

so-called Bessel-Clifford functions of the thi rd order [6]. These

representations involve the third order sinus f
1

, f
2

and f
3

, t he Appell ' s

functions P, Q, and R, a nd ce r t a i n f un c tion s cer x a nd cei x (of similar

structure to the well-known ber x and bei x , due to Kel v inl, as wel l as some

integral formulas of the Sonine and Weber tVDes .



[3 ], y más recientemente han sido objeto de atención por parte de

o tros varios , como H. Dimovski [4], V. Kiryakova [13] , y algunos más.

de terminadas fórmulas de recurrencia y, sobre todo, el hecho de ser natural

generaliza ción de un tipo de funciones C (x), denominadas de Bessel-Clifford
m

de primera especie, estudiadas en profundidad en varios trabajos por Hayek

(e n tre los que cabe destacar [5] ) , y cuyo uso en múl tiples campos teóricos y

de aplicación, sus t ituye con manifiesta ventaja a las J (x) de Bessel. En un
m

t r a bajo nuestro anterior [7] fueron obtenidas otras interesantes propiedades

d e l a s func iones de Bessel-Clifford de tercer orden; entre ellas , relaciones

de las mismas con los senos de tercer orden f
1

, f
2

Y f
3

, investigados por

Appell [2] , desarrollos de éstos en términos de las C (x) , la ecuación
m,n

diferencia l de tercer orden que las mismas satisfacen, así como algunas

otras ecuaciones relevantes de la Física Matemática cuyas so l u c i one s son

expresables en términos de ellas .

En el presente trabajo se investigan nuevas propiedades de

(1. 4)

0 .2)

C ( x)
m,n

con las

(1. 3)

diversas representaciones

1

e ( x) ,
m,n

F (m+1, n+1; -x)
r(m+1) r(n+1) 0 ·2
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para la fWlc16n generatrIz (1. 3 ) , p ermite

en el cas o de índices ID y n enteros

ev Id entemente sen t Ido e l desarrollo (1 . 4)

especialmente

+00 +«1

m=-(X) n=-C:O

x
u+v-­

e uv

(_ x)r

r(m+r+1 ) r(n+r+1) r!
r =O

al

e ( x I« '\'--- '---'-''"'----- - -
m,n L

( -) La adop ción d e una nue va fo rma

ob t e ne r l os va lor e s de las e (x)
m, n

negatl vos , par a e l cua l no tIene

que las de f'Lne , ( v éa s e (6).

estas func iones , ofreci éndose

integrales de las C (x l .
m, n

e ( x)
m,n

el desarrollo (S):

la expresión de su función generatriz :

En tre las prop iedades establecidas p~ra las funciones

(véase [6 ] ), destaca princ ipalmente la r e l a tiva a su conexión

J (x) :
m, n



(2 . 1)

en un

de la

=~JJf4
2 1

II D

rectángulo

El análisis precedente puede extenderse asimismo a la funci ón C (x )
", n

de índices no nulos, desprendiéndose la representación de la misma por una

de las integrales siguientes (y con igual dominio de integración que para la

C (x)):
0 ,0

x
2

1 JllC (----) = --- cos (x sen rp ) drp
o 4 II , o

2 .1 Expresiones que incluyen las funciones P, Q y R de Appe l l
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2. REPRESENTACIONES INTEGRALES DE LAS C (x)
" ,n

donde los

Nota. La (2.1) general iza la llamada i nt egr al tipo Pa rseval pa r a la

función de Bessel-Clifford ordinaria [5] :

puntos representativos de e y rp se encuentran situados
2 IIde lados ----- y 211i (que son precisamente los pe ríodos
.¡J

función p(e ,rp) de Appell).

Haciendo uso de (1 .2) con m = O, n = O, o bien siguiendo un proceso

directo similar al desarrollado por Humbert [8] para exp r esa r l as J ( x )
" ,n

mediante una integral dob le , se infiere ' la fórmula:

, Son deducié:ias expresiones en las que ,.in t e r v i enen l as f unciones P , Q y

R de Appell [2] , representaciones i nt egr a l e s en f unción de los senEJs de

tercer orden f
1

, f
2

Y f
3

Y otras que contienen l as funci ones cer x y ce i x

(de estructura s imilar a las be r x y bei x , de conoc ida apli cación en va rios

contextos físicos ). Se i nc l uyen , as imismo, representac iones pa r a las C (x)
",n

de los tipos de integrales de Son ine y de Weber pa ra l as func i ones de

Bessel .



respectivamente ,

deducfdas de la

(2.5)

C (UV) du dv
m'-l,n'-l

1
n-- 3

(1_7)
3

) 3 1; f 1 (31;7)vZ) dI; dn

(2 .6)

2

3
n > -

2rrr(m+_1_)r(n~)
3 3

913

m n C ( ) JXJY (x_u)m-m' (y_v)n-n' 10'-1 n'-1
· X y x y = U V

m,n r(m-m'+l)r(n-n'+l)
O O
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1
válida para m > - -3-'

2 1
Si se sustituye ahora m'por ~ y n 'por ~' y se tiene en cuenta que

Análogamente, partiendo de relaciones similarmente

(2.5) resulta, al poner m'= _4_ n'= _5_ y m'= _2_ n'~
3 ' 3 3 3 '

Y usar las (7):

se infiere, tras oportunos cambios de variable:

C_
1

2 (x)

3'-3-

(7) :

2.2. Expresiones en que intervienen los senos de tercer orden f
1

, f
2

Y

-1

e pq

Descomponiendo adecuadamente el producto del segundo miembro y

aplicando el teorema de composición, sigue :

Al igual que para las J (x I, el cálculo simbólico u operacional de
",n

Heaviside (14) puede ser aplicado a las funciones de Bessel-Clifford de

tercer orden, para derivar nuevas propiedades de éstas a través de sus

imágenes.

Asi, si se parte del desarrollo (1.4), se deduce sin dificultad:

f.
3

siendo P, Q y R las funciones de Appell y J~= 1 .



y n, se deducen diversas representaciones integrales; por ejemplo :

y de[3]obt eni das por Delerue
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las J (x)
m,n

(z)

C 2 ( X)
13

f 2(3~ J1
- J- ' - J-

2 nn
C (x) 13

f J (3~ J,
- 1 1

3'3 2 nI;

2 1
-J-' 3

C

-2 1 1 4 5

913 JJ(1_~J)m- J- (1_7)J )n-3~ 7)2
J

Z J f ( 3~7)VZ ) d~ d7)2
2nr(m---l_)r(n-~)

~)J J o o (m >.2..- n > (2 .7)
J ' J

- 1 rr m_
2

n_
4

J913 z J J J J J 2
(1-~ ) (1-7) ) 7) f J (3~7)vz) d~ d7)

2nr(m+__1__ )r(n__ 1_ ) o o (m >::!...- n > _1_) (2 . 8 )J J J ' J

C (z)
n

fórmula s integrales para

contextura análoga a éstas .

De f orma similar, cabe establecer expresiones de las C (z) en función
m,n

de l os den ominados senos hiperbólicos h
1

, h2 y hJ de orden superior .

Por último, y en particular, dando opor t unos valores a los subíndices m

con intervención de los 's enos de tercer or den f
1

, f 2 Y f J , respectivamente ,

en lugar del coseno or d i na r io.

Las (2 .6) , (2 .7) Y (2 .8), pueden cons i der ar se, por otra parte, como

extensiones a las funciones de Bes sel-Clifford de tercer or den de las

Nota . Las (2 .6) , (2 .7) Y (2 .8) constituyen sendas generalizaciones de

la representación integral de la función C (z) de Bessel-Clifford mediante
n

una i nt egr a l del tipo de Poisson, establecida por Hayek [5] :

C (z )
m,n

C (z)
m,n

las s i gu i ent e s representaciones i n t egr a l e s :



(_1)k x2k

[(2k)! ]2

(-1) k x 2k - 1

[(2k-1) ! )2

al

-[
k=1

al

1 + [
k=1

1 1

~? JJs
O O

z-+ rrs
O O

cei x

cer x

- 1 J1

J1

-- 3 3
Z . 3 (1-s ) (1-7) )

O O

(z)
2 4

3'~

(z)

C

C (z)
4 5

-3- '-3-

5 7
~'-3-

Sus desarrollos en serie :

2 .3. Expresiones que contienen las funciones cer x y cei x
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C

(e) Las cer x y ce í x están conexionadas co n las conocidas fW1clones ber x y

be l x,. Introducidas po r J1:elvln a partlr de la expresión: Jo (X i VI) = ber x

+ i bei X, as í ber (2vx )= cer X, bei(2vx) = cei x .

son absoluta y uniformemente convergentes en todo compacto de IR , pudiendo

por ello ser diferenciadas e integradas término a término.

Las funciones cer x y cei x fueron definidas por Hayek [5] , como pa rte

real e imag inaria , respectivamente , de la función CoC-i x) ( x real) (- ) :

Co(-ix) = cer x + i cei x

entre ' otras . Y de éstas, con el uso de fórmulas de recurrenc ia, resultan

relaciones que ligan entre sí a los senos de tercer orden , por ejemplo :



(2 .9)

( 2 .11 )

(2.1 0)

s imbólica

se deduce :P
2 '

4 sen a

ce r (s) ds

exp res i ón

cer ts ) ds de

ce í Ls) ds de

( con f(p ) e h( x)

última

2
S

2
S

sen 1 e cei x
p

( 2 sen a ) da,
v'j)

la
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de

hes) ds

a

n

+ J cos
o

2
S

4X

--JL se: a e

1
cos p e ce r x,

2 ' 1

e ( x )

2
S

. 1 JOO-f(v'j)) e -- e
.¡mc

o

cos ( 2 sen a ) e JOO e
v'j) 2 sen a .¡mc

o

e ( x)
0 ,0

[5] :

Ahora bien, s i se tiene en cuenta la siguiente integral tipo Parsev a l

con igual campo e de integración.

Partiendo de la segunda de (2 .9) y siguiendo un proceso s imilar a l

precedente, se i nf i ere esta otra representación integral:

viniendo dado el campo e de integración por O < e < Tl, O < s < oo .

la integración respecto de

conduce a :

resul ta una nueva expresión, en la que al cambiar p po r --~--~

Entonces , con el uso de la pr imera de (2 . 9 ) y de la conocida expresión

s imbólica :

Al igual que en el apartado 2 .2 ante rior, si se recurre a las reglas

del cálculo operacional, cabe i nferi r, en pr imer l ugar, que :



(2.13)

(2.12)

2 2A +1 2 +1TI sen 1 ecos IL1 e .
1= 1 1

(_l)k xk sen2k el sen2k e2

r(A +k+1) r(A +k+1)
1 2

Q)

por L
k=O

2 J~J~2 2 2

r ( IL +1)
2 o o

__~=2 J~c (xsen2e)

r (v +1) IL
o

TI TI

J
--2-J 2 C (xs en

2
e sen2e )c , , (zcos2e cos2e l

o o m, n 12m .n 1 2

·sen2m+1e sen2n+1e cos2m' +le cos2n'+le de de =
1 2 1 2 1 2

1 C (x-z )
22 m+lD ' +1, n+n ' +1

e (x ) =
IL+V+l

Q)

L
k=O

2.4. Otras representaciones

fór mu l a que ge neral iza la segunda i nt egr a l tipo Son ine para las de

Bessel-Clifford de pr imera especie [5].
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que , según (1. 4) , no es otra cosa que el desarrollo del primer miembro.

Análogamente, y t amb i én por comprobac ión directa, resulta :

con lo cua l , tras el cálculo de algunas i nt egra l es conocidas, el segundo

mi embr o de (2 .12 ) s e t rans f orma en el sumator io :

La (2 . 12 ) se es tablece por proceso directo, sustituyendo en la

i ntegr a l :

en donde la integral doble contiene una función del mismo orden, pero de

índices Al y A
2

inferiores que l os de la función representada, generaliza la

siguiente fórmula i nt egr a l t ipo Sonine para las funciones de Bessel-Clifford

de 1~ especie [5] :

La siguiente representac ión para las de Bessel-Clifford de tercer

orden :



3. BIBLIOGRAFIA

Por último, si se aplica la propiedad simbólica :

59

ordre" . :

(2.14)A+1
a 1 CA (a),

2

"Les fonctions de Bessel du troisiéme

A
x 1 CA A (x) dx

i ' 2

x

aeJ:

A 1 1
x 1 CA A (x) ::> -A- CA (-),

i ' 2 P 1 2 P

Atti. Ponto Accad. Sc. Nuovi Lincei, Anno 83, [ase . III, 128-146.

[9) HUMBERT, P. (1934) : "Nouvelles remarques sur les fonctions de Bessel du

troisiéme ordre". Atti. Ponto Accad . Sc . Nuovi Lincei, 87, 323-331.

[10) HUMBERT,P. (1935): "Sur une équation aux dérivées partielles" . Atti.

[8) HUMBERT, P . (1930):

229-274.

[4) DIMOVSKI, I.H.; KIRYAKOVA, V.S. (1987) : "Generalized Poisson representa­

tions of hypergeometric functions pFq, p<q using fractional integrals ".

Proceedings o[ the Sixteenth Spring Conference o[ the Union o[ Bulgarian

Hathematicians, 205-212, Sofia .

[5) HAYEK, N. (1967): "Estudio de la ecuación diferencial xy" +(v+1) y' + y= O

Y de sus aplicaciones". Col1ectanea Hathematlca, Vol. XVIII, fase . 1 y

2, 57-174, Barcelona .

[6) HAYEK, N. (1987): "Funciones de Bessel-Clifford de tercer orden". Actas

XII Jornadas Luso-Españolas de Hatemática, 346-351 , Braga .

[7) HAYEK, N.; HERNANDEZ, V. (1991): "Sobre las funciones de Bessel-Clifford

de tercer orden" . Actas XII C.E.D.Y.A. (II Congreso de Hatemática Apli­

cada), Oviedo .

[1) AGARWAL, R.P. (1950): "Sur une généralisation de la transformation de

Hankel " . Ann. Soco Sci. Bruxel1es. Ser . 1, 64, 164-168.

[2) APPELL, P . (1897) : "Sur certaines fonctions analogues aux fonctions

circulaires", C.R . Acad. Sc., t. 84, 540.

[3) DELERUE, P . (1953): "Sur le Calcul Symbolique a n variables et les

fonctions hyperbessél iennes , 11". Ann. Soc .Sci. Bruxelles, 67, 3,

integral · exponencial del tipo de Weber, que relaciona las funciones de

tercer y primer orden.

se infiere, en virtud de la definición de ' la transformada generalizada de

Laplace-Carson:



et ses appllca­

l1ath. Gauthier-

Ponto Aeead. Se. Nuovi Lineei, Tome 88 .

[11] HUMBERT, P .; COLOMBO, S . (1965): "Le Calcul Symbollque

tions a la Physique Mathématique". l1émorial des Se.

Villars, fase. 158 , Paris .

[12] HUMBERT,P .; DELERUE,P. (1950): "Sur l ' equation différentielle de la

fonction de Bessel du troisiéme ordre, d' indices nuls". Ann. Soc : Sc i .

Bruxelles, 1, 64 , 159-163.

[13] KIRYAKOVA, V.; SPIROVA, S . (1989): "Representations of the solutions of

Hyper-Bessel differential equations via MeiJer' s G-function". Complex

Analysis and Applieations, 87, 284-297, Sofía.

[14] MCLACffi.AN, N. W.; HUMBERT, P . (1941) : "Formulaire pour le Calcul Symbo­

lique" , l1émorial des Se. l1ath . Gauthier-Villars, Paris .

[15] VARMA, R.S. (1939): "Sur les fonctions de Bessel du troisiéme ordre",

J. Eeole Polyteehn, 111, 145, 33-35 .

[l6] WATSON, >G.N. (1958): "A treatise on the theory of Bessel Functions" .

Cambridge University Press, second edition .

60



z

(4 )

(3 )

(2 )

(1)

(5)

Fn r- ev e r y zero

12922 , 116 015 .

are complex number s .

n-l
+ a n - 1 z +. • • + al z + a

O

Ioannis K. Argyros
Dep artment of Mathematics

Cameron Uni versity
Lawton, OK - 73505

nz

A se ries of new bounds for the norm of the

n-la \zn-1 - ... - la Iz - l aol.
z n -1 1
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BOUNDS FOR TI-IEZERQS OFPOLYNOMIALS

Izl s max {I "o I JI + I a 1\ , ... 1 1+ I a n- 1 1} ,

I z I S max {1, I a O I + I a11 + . .. + l a
n

_
1
1} ,

Iz I S r,

G(z)

Int roductJon. Co ns i d er t h e polynomi al

Abstract .

where r is the unique positive zero of

P(z)

of P(z ) we have

where

Rey ~ords : Upper-Iow e r boun d , polynom i al J Cauchy ,

n .M .~. Class ificatlun cu des:

R ev.- Academia de Ciencias. Zaragoza ..12-(1 992)

s o l u t i o n of the polynomi al equatjon is obtained.



(9)

(U)

(7 )

(6 )

Assume:

0.1,2 ••••• n-l

1,2,'" .n-z ,

(L) yields (2) arur

(U) yieltls (2) and (3).

It is also .k n o wn [11 that

m = n -l ,

n-l

la 1,1+la 11, ... ,1+1" 1 1}m m+ n-

an d

n-l

1,2.···,n-2

Let k E {1,2,'" ,n-l} be Eixed.

m = O

k

k

rn m-l- la Iz - la Iz -'" - la Iz -m m-l 1

r n- 1

62

max {I a. 1 1, la . I, ... , la 1} O
1+ 1+2 n-l ' .

m+l• z

Proposition 1.

max {1, 1"o 1 + ... +

Nute that l'Ul

N.
1

where

solutions o f polynornial equations in a ' NCl't.ltle.d space K.

solutlon z ,

In this papel' ~/e í mpr-o v e further the a bu v e u p pe r- bo un d s ,

Finally we show how to use the a.bove bounds to bound the

!-le also provide a lower buund Fo r the a b s o l u t e u a l u e of the

wtH~re m E {O ,I,2,' ',n-1L

(q), whereas for m = O antl m

Finally we h av e

G (z)
m

and Sm is the unique' positive zero oE

L = max (S ,1 + Ia _ I , 1 + la . I , ...• 1 + I a 1 p • m
m m m-+\ m+'1 n-

where

L
rn

These are classical results [21,[31.



P.

(11 )

( JO)

n-J

~ lajllzl
J

J",k+l

1 ,2,"' ,n-2

n-1

- N \ Izl j
t. !.

j=J<.+1

cannot be a zara 01'

n-1

~ lajllzl
J

j=O

qklakllzlk
k

~ lajl'lzl
J

j=O

1,2,·",n-1. .

+ ". +

t.

k = 1,2,"',n-1

63

n-1

~ ajzJI i Izl
n

­

j=O
k- qk1ak l' Izl +

Iz
n

+

n-1

~ <Izln_qklakllzlk) + Pk<lzll - NJ<. ~ Izl J

j =t. + 1

1s; such that

Ipez l I

Prool'. Wll s h a l I show that a c urnp l e x numbu r- :.: JiatlJifu1ng

<by the choioe 01' qk)

We have

where

satlsf1es;

and

Then every zero 01' the oomp!eH polynomial

r k is the unique positive zero 01'



<12 )

<1:l>

(13 )

liD (9)

zuro ofpositivR

O.

o

0,1,2,"',n-2

64

r k i s t hll un i qUIl

and thus Ip(z)1 > O.

r.

and

r o

al ,,-4 and for k = 1, NI = la
2

\

x + 1 thlln (12) is I!quivalent to

Assume:

r n- 1

Cun~Jder thu rllal equation

Proposition 1 Dan bll somlltimllS appliRd RVRn iE

z = x + 1

Set Z

Proposition 2 .

WIl havll

Sincll

. Rllma r t. 1.

(a) i E <l,2,"',n-2} is fixed¡

We now compare Lk and Mk +1.

(D)

and

Then

and

is violated.

(9) iSi o í o í a t e d ,

Heril,

and (9) is now satisfied in (13).

.,



G í s the
m

. . . - Illo I .

3 . 2
e Z + 5z + Z + 7.

O) 1 ,2, ... ,n-2.

65

r¡¡iven bU (4) 15

P(z) = z2 + z + 1.

P(z)

(a) Consider the polynornial

Rernark 2.

MI max {1.4,6} = 6.

(b) Conliider the polynomial

Note that a comparison between the bounds given in (6) and

ProoE. We have

The bound on 121

bound r¡¡iven bU (3) Ls 13 wh"r"i11i th" bound r¡¡iven bU (11) lor

k z 1, ql = 6 ili

Let m ~ O then the bound given by (2), (6) and (8) i. 7. The

same with the degree oE P
k.

Also G(r
n_ 1)

~ O by (14) and (15), 50 r n- 1 ~ r .

(8) makes sense only iE the degree oE the polynomial

by the choice oE qk+1



(!(l)

to obtain bounds

is a bounded ~-linear operator on

if 118 11 t- O.
n

Bounds Eor the ZIlr05 oE polynornLlls.

1,2,'" ,n

La local isation dllS Valeurs C.raotlPrlatlqu.s

66

Computational solutions oE nonl inear operator

John Wiley and Sons Publ. 1969.

The g90rnetry oE t ha z e r-o s oE a polynomlal ln a

8(x)

1
IiBli"C(x)

n

nllEIPrllnCUS

equations.

1959.

1949.

D(x)

[4] Ra I 1, L. B .

[3] Parodi, M.

de s Matrioes Ilt ses Applioatiomi, Gauthier-Villara Parla,

The estimates obtained abo ve· can also be used to Eind upper

Math. Month. 88,3(1981), pp. 205-206.

oomplllx variable. AmIPrioan Mathematioal SooiIPtu, N.w York,

r • 1.t100339

[2] Mard9n, M.

[1] Deutsch, E.

on the norm oE the solution x oE (~8).

We can now apply Propositions 1 and 5 on D(x)

Let

C(x)

and

X [4] ano 8
0

E X is fixed.

Set

where the 8~, ~

wherll'Ui Eor k = 1, ql = 1.6180339

M
1

= r
1

= r-,

equations in a \Io'l;ft\ea space X.

and 10lA/er bounds for the norm of the solutions 'lf polynomial



or

'l1le i terations

( 3)

(4)

(1)

(2)

x ~ y + Q(x)

x - y + B(x,x)

Introduction. Consider the quadratic equations

67

[3], [8J and in sorne bending of beams problems [1], [5].

Ioannis K. Argyros
Department of Mathemati cs

Cameron University
Lawton , OK - 73505

ON THE APPROXIMATION OF QUADRATIC EQUATIONS IN
BANACH SPACE USING FINITE RANK OPERATORS

A large n~r of very interesting app1ied prob1ems that are particular

cases of (1) (or (2)) arise in neutron transport [4], [9], e1asticity theory

Q(x) - B(x,x) for all x é X , [12], [13] .

Obvious1y if (3) ho1ds the solutions of equations (1) and (2) coincide.

in a Banach space X, where y é X is fixed, Q is a bounded quadratic operator

on X, B is a symmetric bounded bilinear operator on X such that

A.M.S. 1980 classification codes: 46(B15), 65J15.

Rey words and phrases: Banach space, quadratic equation, quadratic operator.

Abstract. In this paper a simple relation between the solution of the ,

quadratic equation and the corresponding solution of the discretized equation is

derived using finite rank quadratic operators.

Rev, Academia de Ciencias. Zaragoza ...12-(1 992 )



(9)

(B)

(10)

(6)

(5)

X E X we can identify the

vn]tr. That is

n

Xgy+lv~b . (7)
i-1 1 1

v*]tr é IRn is a solution of the quadratic
n

O(v) - B (v,v) far a1l v ~ IRn .n- n--

n
Xn - Rang(Ori ) ~ IR . Therefore for each

The explicit va1ues 'of y, 0n ' Bn can be found i n [4], [5) or [6].

68

Moreover

element Qn( x) € X with the vector y g [ ,v1, v
2

'

n

Oril x) ~ y and II Qnlx )lIx = IIvll ¿ lv .l •
. - IRn i =l 1

He re , y i s f ixed i n IR
n, O i s a bounded quadra t ic operator on mn and

n

0n ls the unlque symme tr ic bil inear aparatar such that

s ince the iterations (4) or (5) can ra rely be executed in i nf i ni t e

Since each quadratic operator' Qn is of finite rank n, for each x € X there

exist real numbers Vi - vi(x), i - 1, 2, "', n such that

n

Q (x) = 1v.b ..
n ig1 1 1

and (bi ] , i - 1, 2, . . . , n i s a unit norm basis for the span of the range of

Qn .

or

where the vector

system in IRn

where Qn is a bounded quadratic operator on X with dim(span(Rang(Qn))) - n ,

In [6] we showed that (6) has a solution x é X if and only if

[ 4 ], [ 9 ], [11].

dimensional spaces (see e.g. the equations in [4],[11]) if we set

*for some Xo é X have been used t o appro ximate a solution Z of (1) or (2),



MAIN RESULTS.

(13 )

(11)

(12)

(14i

Moreover , the

be a sol ution of (8).• •v - v (n )

69

•fo r any Xo E U( z , a)

a _ _ 1__ II zl1 ,

211 511

T(x) - y + 5( x, x )

i n Theor em 1.

b _ a _ [a2 _ II T(Z)-ZIl]112

11 511

Define T: X~ X by

•z - z

be a solution of (1) and

Take

•Let z

Preof.

Corollary. Let 5, Y be as in Theorem 1. Assume z - z· lO X is a

(i) T has a unique fixed point in U(z,a ) - [ x lO X I lIx - zll < al
\ '

(ii) this fixed point actually lies in U(z,b) .

Set

and z belong to X

Theorem 1. Let 5 be a bounded bi1inea r operator on X and suppose y

, From now on the norms in all spaces will be denoted 'by the same symbol

The following theorem for (1) is given in [41.

sequence (5) converges to z·

and assume b is nonnegative and a t- O. Then

s01ution of (1) and a > O

Then z· is the unique s01ution of (1) in u( z·,a)

• •solution of (1 ) , Y i s a solut ion of (8 ) and Qn(z ) ~ g - [Q1'

then

11 11 • We will also i dent ify. equation (1 ) wi th (2), i te ra tion (4) with (5) and
, (

equation (8) with (9).

In t his paper unde r certain assumptions we associate the solutions of (1)

(or (2) ) , (6), and (8 ) (or (9)). I n part.ícul.a r we show that if z· í s a



such that

(23)

(22)

(21)

(20)

(19)

(18)

(17)

(16)

(15)

i s a bounded sequence of finite rank, n

IIQII s IIBII ~ 211QII .

[

2 IIT(Q ( /))-Q (z* )1I ]112
a (n ) _ n ·n

115 11
n

1 *a (n) = -_- - 1I ~( z )11 ,
211Bnll

Q(x) - B(x,x) for a11 x ~ X

o (v) - 5 (v,v) for a11 V Eo IR
n

n- n--

Q(w1 + w2) = Q(w2) + 2B( w1,w2) + Q(w2)

~(~1 + ~2 ) = ~(~1 ) + 25n(~1'~2 ) + 0n(~2)

b(n) - a (n ) -

If (Qn)' n - 1, 2, . •

a (n ) _ _ 1__ II v*1I .
2115nll

It is known (12], (13] t hat B is a bounded bi1inear operator if and pn1y

if Q is and the fo11owi ng estimate ho1ds:

70

(n - dim(spanRang(Qn))) then the definition of the 0n and 5n . i n (6J

obvious1y imp1 ies t hat they are bounded operators on mn• Then there exists

Set:

and

Let B, 5
n

be the unique symmet ric bi1inear operators associated 'wi th Q

and 0n re spec tive1y. Then i t is we11 known [11], [12J that the fo11owin9

equations ho1d:

for aH n ~ N1.

Assume t hat the sequence (Qn(z ) ) converges i n nor m to (Q(z)) · as n ~ ~ with

*z - z or Xo E X. Then there exists e > O, N1 E N such that:

1
IIQn(z ) - Q(z )1I ~ e .' n



(24)

(25)

- *A
Z

• 20
2

11 z 11 ,

1\3 • Zd[~J - R

Ai' • °1 '

Ai ' = -201e ,

f 2 (n ) • Ai [~t + Ai [*J + A]

- 2 -
f 4(r) • ~r + Azr + A3

(a) A
3

< O

. (h) 1 - 202I1Q(z*)1I > O

(c) 01 ~ E

(d) there exí sts d such that Ai < O I (Ai)Z - 4(Ai)(A
3)'

~ O

[

2CDZ 201 e
(e) n ~ max * I * * '

1-202I1Q(z)1I 1-20111~ 11-201I1Q(xO)-~ 11

2(d+c)D2 2d]
n1 r n2 I N1 I * 'R· N , R > O

1-2D
2I1Q(

z ) 11

* * *(f) 1 - 2011l~ 11 - 2D2I1Q(xO) - v II> O if v is a solution of (8)

- ..... - .....
T(Q(z )) • y + Qn( Q(z ) )

- * *A~ • IIT(Q(z ) ) - Q(z ) 11 ,

Let us assurne that ei t her:

71

2 2
~ - 4D2Ee ,

Az • 8D~C(1 + 2EIIQ(z*)II) I

2 * - * . *A
3

= 4D
Z(IIQ(Z

)11 + IIT(Q(z )) - Q(z )11) - 01 I

, 2 Z
Al = 01d - 201ed + Ee ,

* *Ai = e + 4Ee1lQ(z )11 - ZOld IIQ(z )11 , ,

and

Define the real fune t ions

fl(n) ~ Al [A-t +A2 [~J + A3 I

where,

and

Case 1:



*1 - 20211Q(z )11 > O ,

01 > E ,

(E ' ), (E)

72

and

(Ai)2 - 4(Ai)(A3) ~ O :

(e' ') n ~ N , where N is as defined aboye ,

(f"), (f)

(g '), (g) •

and

(b' )

(c' )

(a') A
3

< O ,

(a ") A
3

< O ,

(b") 1 - 202I1Q(~*)1I > O ,

(c ") 01 > E

(d ' ') there exists d such that: d < d
1

' or d > d
2

'

Ai < O

Or finally:

(e ') n ~ N , where N is as deEined aboye ,

Or,

(d ') d ~ (d1,d2) , where d1,d2 are the solutions of the equation

(g) o ~ IIXO-Z*II ~ r+, where r" is the positive solution of the equation

and

Case 3:

respective1y.

Case 2:

and

f
4

( r ) = O .

where n1, n2 are the 1arge solutions of the equations

f
1

(n) a O



(34)

(33 )

(3 2 )

(31 )

(30)

(26 )

(27)

(28)

1 * • ."O <-- - ( II Q(z ) - Qn (z )11 + IIQ( z )11) ~ a (n)
2116n ll

fl( n) ~ O,

f 2 ( n ) ~ O

- '" '" - '" '" - '" '"IIT(Qn(z )) - Qn(z )11 - II(T(Q(z )) - Q(z )) + Bn(Qn( Z ) - Q(z ))

Note that since:

Then we can easily veri fy that i n all t he aboye cases:

(g" ), (g ) •

73

- 'le • * * *- 2Bn (Qn(z ) - Q(z ), Q(z )) + (Q(z ) - Qn( z ))11

~ IIT(Q(z"')) - Q(z"')1I + Ec
2[it + 4EC[i]IIQ(Z"')1I + C' [i] (29)

- ." * - •
U(~ , IIQn(xO) - ~ 11) e U(~(z ), R) . (35)

Inequality (34)(a) is i mmedi a t e froro (f) whereas (35) holds if

To·show that the quantity under the radical i n th e definition of b(n) is

Note that in all the aboye cases

(a) a(n) > O , (b) II Qn(x O
) - v"'lI < a(n)

and

which are true in all the aboye cases.

and

b (n ) s d[i] ,
evidently it is enough to verify that

a(n) > d [~]

Also, to show t hat

nonnega tive it i s eoough to show that

(The first norm immediat ely aboye is assumed in X by i dent ifying ~ ,

Q (Q(z"')) é (Ro with an element in X e X ) •n ro



(38) .

(39)

(37)

(36)

the usual order of i) .
, k • O , 1, 2, .•

*there ex ists a locally unique solution v of (18) such that

y* • ~ (z* ) + O[i] , for all n ~ N wi th N as defined in (e).

Proof. We prove the theor em using the follqwing steps :

74

Then

(i)

*Theorem 2 . Let z be a solution of (1). Assume that (15) holds and that

(:L' i ) th k - ( k)e sequence y • y. + ~ y

converges to v* f or vO ~ Qn(x
O)

(o[i]

the hypotheses i n any one of the cases 1, 2 or 3 hold .

e • 1:. + IIQ( x
O)

- / 11 < _1_ - 11/11
n - 201

We now state the main result o

Fina1ly note t ha t (3 4)(b) will be true i f

* * 1 * -IIQn(xO) - v 11 ~ IIQn( xO) - Q(xO)1I + IIQ(xO) - v 11 ~ 20 - lIy 11 ~ a(n)
· 1

* *1 - 20111y 11 - 2D
1

I1Q( X
O

)-y 11 > O

whi ch is t rue by the cho ice of n and ( f ) .

20
1

C

* *1-20111~ 11 -211 011111(Q(xO) -~ 11

s 2d[i]

p rov i ded that

o r

which is t rue by (g) .

o r

or

with



(35)

(34)

We apply the

. - .
Moreover ~ ~ U(Qn( z ), b(n)) ,

•Then (39) will converge to ~ if

, Step 2. We show that:

b(n) ~ d o[~] , n ~ N .

75

We apply Theorern 1 to equation (4). Then if

step 1. We show th at there exists 'a solution v· of (4) such that 'v· is

aj n ) > O

theorem.

'. '

•Step 3, We now show that i teration (39) converges to v

•unique in U(Qn(z ), a(n))

and

But (34) follows from (f) «f') or (f")) and (35) follows from (36), (37),

(38) and (g) «g') or (g")). That proves (ii) and completes the proof of the

corollary to (39).

theorern.

But this is true by (32) and (33). That proves step 2 and part (i) of the

' and the quantity under the radical in the definition of b(n) is nonnegative

the conclusion of Step 1 holds. But this is true by (26), (29) and (30).
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GENERALIZATION OF TWO RESULTS

ON BANACH SPACES WITH BASE

by

F. García-Castellón

Departamento de Mat emáticas
Universidad de Zaragoza

Abstract: Sorne prop erti es in Banach spaces with base are also accomplished

for separable Banach spaces. We give here two genera lizat ions, where

the base is replaced by a complete sequence.

1. Introduetion.

Bessaga and Pelczinski show in [1] (see also [6], p.20) that "every infinite

dimensional closed subspace of a Banach space with base (an ) , contains a subspace

with a base, which is equivalent to a block-sequence of (an)".

On the other hand, I. Singer (s.[9], p.76) shows that "if B is a Banach space

with a base (an), then every sequence (Yn) verifying dim[(Yn)] = 00, admits a basic

block-sequence equivalent to another block-sequence of (an)".

We generalize the previous results to every separable Banach space.
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2. Definitions, notations a nd previous results.

Let B be an infinite dimensional Banach space and let E l be the topologica l dual space.

00

If (ad denotes a sequence in B , we call nucleus of (a;), K(u..):= n[Un,an+l , " '],
n=l

where [.. .] denotes the closed linear spand. If [(ai) ] = B , (ai) is said complete and

therefore B is separable.

A sequence (ai) is said minimal ifthere exists (aD e B I
, called a conjugate sequence

of (o.i), so that t he pair (o.i, o.D is a biorthogonal system (that is a:(o.j) = 8ij ). If (o.i) is

complete , there is at most a unique conjugate sequence of (ai)'

An intrinsic characterizat ion of minimality is

Theorem I. Given (o.i ) in B , then (o.i) is minimal if and only if for every n is

[(o.i)] = [al , ' .. , Un] E9 [o.n +1' l1n+2, " ']

A rninimal sequence wit h zero nucleus is said an M-basic sequence. Moreover , if

(o.i) is an M-bask complete sequence, it is called and M-base of B. It is known

Theorem II(s.[8]). Every separable Banach space has an M-base.

T he sequen ce (o.i) is said basic if for every x E [(o.i) ] t here exists a unique sequence
00

of rea l numbers (A;) so that x = L Aiai. We have the following
i =l

Theorem III(s.[4]). Every M-basic sequence of a Banach space has a basic

subsequence.

The sequence (bi ) is said to be a block-sequence oE(u..) ifthere exists an increasing

sequence of natural numbers (qn) with qo = Oand bn E [(ai):~::_l+l]

From theorem III and theorem 8 of [3],p.371, it follows

Theorem IV. For every sequence (ai) in B , it is verifyed K(ai) = Oif and only if every

block-sequence of (ai) has a basic subsequence.

About the stability of minimal sequences, we have the following

Theorem V (s.[5]). Let (c.) be a normalized (lIaill = 1, i = 1,2 .. .) minimal sequence,

(aD a conjugate sequence of (c.) and (e;) a sequence of posit ive real numbers verifying
00

L Ci ll a: lI . < 1. Then every sequence (y;) with IIYi'- o.dl < Ci, is equivalent to (o.i)'
1

Moreover, if (c . ) is complete, (Yi) is complete also. Consequent ly (Yi) is minimal, and
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00 . J

if (q.i ) is basíc, then SO is (Yi)' If L edl a~ 1I < +00, the aboye conclusions are valid,
1

possibly after removing a finite number of elements from (a.) and (Yi).

Finally, we remember that two closed linear subspaces M , N are called

quasi--complemented if M n N = Oand M + N = B. In this relat ion , we have

Theorem VI(s.[7)). Every closed subspace M of a separable Banach space has a

. quasi--complement.

3. Two generalizations.

Let us see now our two results.

Theorem 1. Let B be a separable Banach space and (ai) a complete sequence. Then

every infinite dimensional closed subspace Y of B contains a closed subspace Yo with a

base equivalent to a block-sequence of (ai).

Proof:

We consider the closed subspace Y n K(a.). There are two cases.

a) Codim y YnK(ai) = oo. Then, by theorem VI, YnK (ai) has a quas icomplement in Y

denoted by Yl· Obviously YlnK(al ) =0 and moreover , for every n , Yl n[an, lln+l," .] f. O

since Yl is infinite dimensional.

Let (s.) E h fixed, with e, > O.

Because Yln[al,a2'· . .] f.O,there exists Yl E Y¡,J¡Ylll=l and bl = tlal+t2a2+· · .+ tP1apll
such that

IIYl - blll < el

Since Yl n K(ai) = Owe have Yl rt K(ai)' Thus it is possible to find an index ql such

that u: rf:. [aq"aq,H , · ··] with ql > Pl · Because Yl n [aqllaq,+¡, . . .] f. O, there exists

Y2 E Y¡, IIY211 = 1 and b: = tq1uq ¡ + ... + tP2 G.p" where P2 = ql + m , such that
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We may iterate the process indefinitely and thus we find final1y two sequences

(y¡) e Yl and (b;), block-sequence of (lli) . Moreover [Yn,Yn+l, · · .] e [aqn _ 1,aqn_1+l, · ··]

and therefore K(y;) e Yl n K(a;) . We conclude ~(Yi) = o.

Let (Yn.) be a basic subsequence of (Yi). It is sufficient to t ake (Yn.), (bn. ) and to

apply the theorem V. Here the desired subspace is Yo = [(Yn.)] .

b) Codim v Y n K(a;) = p. We denote Yl = Y n K(lli). By theorem I1, Yl admits an

M-base (Yi ) which we can suppose normalized,

We fue (s.) E /1 where é; > O.

Since Yl E [(lli) ] there exists bl = tlal + t2a2+ ... .+ tp,ap1 such that

IIYl - blll < él

From Y 2 E Yl and Yl e K( a;), it fol1ows Y2 E [ap1+l,ap1+2, . ...]. Hence there exists

b2 = tp, +lap,+l + ...+ t p2a¡,., so that

We can iterate this process, and we find final1y a block-sequence (bi ) of (lli). Now,

by theorem III , there is a basic subsequence (Yn. ) Of.(Yi) . It is sufficient to take (Yn. ),

(bn. ) and to apply the theorem V. Here the requested subspace is Yo = [(Yn.)]. O

Observe that the result of Dean-Singer-Sternbach (s.[2]) "every sequence (an ) ,

dim[(an) ] = 00, of a Banach space admits a basic block-sequence" is a direct

consequence of theorem 1..

Theorem 2. Let B be a separable Banach space and (ai) a complete sequence. Then

every sequence (Yn),dim[(Yn)] = 00, has a basic block-sequence equivalent to a

block-sequence of (ai).

Proof:

By t heorem 1, (Yn) contains a basic block-sequence (bj ) . We fue (s.) E /¡ with

é i > O.
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First [b!, b2]n [~2 , aa, .. .] =1= osince t he second space is at leas t of codimens ion 1. Hence

there are Zl ~ t lbl + t2b2, II zl ll = 1 and el = S2a2 + saaa + ...+ Sn,Un , such t hat

It is true also [ba, iu , . .. ,bn,+a]n [an+l, an +2, . . .] =1= Osince t he second space is at

least of codimension n l . So it is possible to take Z2 = taba+t 4b4+...+tn,+abn,+a, Il z211 =1 ,

and e2 = Sn,+lUn,+ l + ...+ sn2 Un2 such that

We can iterate the pr ocess indefinitely and we find final1y two sequences (z;), (e;)

verifying:

i) (Zi) is a basic block-se quence of (Yn) and Il zill = 1

ii) (c.) is a block-sequenee of (Un) .

By theorem V we obtain t he desíred resulto <>
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define a locally

the frame bundle

holonomy bundle of

and that It can

of the aboye map

by

Fernando Etayo and Ujué R. Trías

ON THE HOlONOMY BUNDLE OF THE SPHERE

Let M be a real manifold, n;FM~M the frame bundle. Assume tha t a

connection r is given in the bundle. Then, following (3) , for each ueFM we

obtain H and 1( which are the following sets: H is the horizontal
u u u

diStribution defined by r. i. e. , TuFM is decomposed in HulllQu' Qu being the

tangent space to the fibre at p=n(u), and 1( is the holonomy bundle at u,
u

i. e., the set of every point of FM that can be joined with u by an

horizontal path. We want to define a map a: :H ~1( •
u u u

ABSTRACT. Glven a connectlon In a manIfold M we can

Injectlve map from the horIzontal dlstrlbutlon In a polnt of

Into the holonomy bundle. Usln¡: thls map, we can study the

the sphere, pr-ovtng that It Is the real projectlve 3-space,

be decomposed In real proJectlve planes whlch are the Image

when we move the Inltlal polnt.

A.M.S. Math. SubJ. Class. 53COS, 57NIO.

§l.Introduction.

Avda . de los Castros, s/n. 39071 SANTANDER

Rev. A.cademi a de Ci enc ia s . Za r agoza 47 (1992)



§2. The holonomy bundle of the sphere.

84

U PI' PI being
lel

decomposed as J<
u

Let exp the exponential map, "ex p:T M ----7M,
p

unique geodesic on M such that '1 (O)=p ,

the horizontal lif t of '1 wi t h '1
h

(O)=vu. We
v v

which be longs to J<. Th e map <r. is smooth and locally
u u

lt.(v)eT M.
p

being the

le t '1
h

be
v

i'(Dl , and u eJ< ()n-1(p}. Moreover, P nP = ;i-l(q) = SI.
u

l
I 1 u 1 j

CiíO The holonomy bundle J< is a real projective 3-space.
u

- 2n :<r.u(U) ----7S -{q} = V is a difeomorph ism

(li.J The holonomy bundle J< can be
u

Proof.

(i) In the south pole q, all the radial geodesics begin ing at p

co incide, but each one of them moves t he given reference u in a different

TIlEOREM. let S2 be t he 2-sphere with the canonical connection, and let
. 2
ueFS , p=n(u). Then:

Let S2 be the 2-sphere with the canonical connectíon, and let ueFS
2,

p=n(u), lt being the bundle projection. In t h is case, dim S2 = 2, dim FS
2

= 6,

dim J< d im S2 + dim.z, = 3,.z, being t he holonomy group of the connectíon,
u u u

G-geodesic, 111.

Using t he aboye notation, we are going to prove the following

(i.J The set an:n is a real projective planeo Moreover, the projection
u

1 -.z,u = SO(2) = S . Let n :J<u ----7M the holonomy bundle.

Let p be the north poi e of S2 and q the south poleo It is obv ious 't hat

( )
- 1 -1 2

<r.u:U~u U is a difeomorphism, where u=(n.IJ<) (exp (V)) and V=S - {q}.
u

injective, be cause the exponential map is a local difeomorphism.

Remark. If (M,g) is a Riemannian manifold, we can give a Riemannian

structure on FM with the -Sa saki- Mok me tric G, (4). In this case, it is easy

to see that <r. coincides with the restriction to the horizontal distribution
u

of the exponential map of the Levi-Civita connection of G, because '1
h

is a
v

Let veH . Then,
u

exp(n. ( v ) ) =~) ll, r,

~ (O)=n . (v ). Finally,
v

define <r. (v) = '1
h

(I ) ,
u v



as in fig. 1:
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lig.2

wher e P . is t he projective
. 1

- 2n:X ~s is a
u

q

p

CD
the real projecti ve plane PI

'"

(ji! It is easy, from ( í l .

(H í) Using (Ií) we know that X
u

[ig, 1

Let r be any point of S2_{p,q}, and let '1 be the unique geodesic joining

p and q through r (fig. 2). Let U
o

be a reference on p, belongning to Xu' Vo
be the reference obtained on q by paral1el t ransport movi ng Uo along '1, Let

'1
0

be the horizontal !ift of '1 begining at U
o

and "« be t he reference on r

which belongs to the image of r . Then, r is the r adi us of the disko o
corresponding to U

o
through w

o.
Now, we are go ing to study the n-fiber of p, q and r, in order to

prove that X is the real projective 3-space. We can see X in the fol1owing
u u

way: we have a family of disks with identified antipoda l boundary po int s

v P i'
iEI

plane corresponding to the point u
l

E X
u
" n- l (p ) = Si, because

SI-principal bundle. Then, we have X as a SI-family of real project ive
u

planes with a circunference Si belongning to any of t hese planes; t his

cicunference is the i-fiber of the south pole q. Then, we can visual1ize X
u

way. Of course, two opposit geodesics move u in t he same way. Topologically,

IX (U) is an open disk and ann is a disk wi t h antipodal boundar y points
u u

identified: a r ea l projective planeo The fiber i - l (q) is the set of al l the

references at q that can be obtained by moving u f rom p to q a long any path.

Th is set is the fiber of the ho lonomy bund le, " Si.



[ig.4

with sorne identifications

"

H is a so lid cylinder-,
u

"

Go

86

All the projective planes contain the ñ-fiber of q. Then, all the points

in the same generatrix of the cylinder are identíf'ied, and this point

coincides with that obtained in the opposite generatrix. Let VI be a

reference on q, close to vo' i. e., the generatrices corresponding to VI are

near to those of v (fig. 4). Let w (resp. u) be the reference on q (resp.
o I I

on p) obtained by paraHel transport of v along -~, -,- being the geodesic
I

begininig at q and ending at p, through r. Then w. (resp. u) is the point of
. . 1 I

the i-fiber of r (resp. of p) belongning to the irnage of ~, the horizontal
I

lift of -,- begining at v¡" Then, u
l

is close to U
o

(actually, the angle

between the references u
l

and U
o

is the same that the angle between VI and

v ). Then, w = ñ-I(r) (\ P, and w belongs to the radius of center u
l

airningo I I I

to the generatrix over VI which is the closest to G
o'

G
o

being the generatrix

over Vo such that W o is in the radius airning Go (see fig 3 and 4).

When v runs ñ-I(q), then u runs ñ-I(p), and v and u are in the top
I I 1 1

plane of the cylinder. And the points w draw a helix, in such a way that
I

w eP and w eP are in opposite place. Then we have to glue the top and the
1 1 o o , .

bottom planes after a rotation of iso". Now it is easy to see that the

quotient space is the so lid sphere with identified arrtipodal boundary points,

[ig.3

identified edges. Then,

(fig. 1 and 3).

Ithese are the real projective planes). This farnily is parametrized by the

ñ-fiber of P. which is Si. This fiber can be viewed as the unit interval with



i. e., the real projective 3-space.

QED

Remark. There exists a n easier proof of O¡j). The ho lonomy bundle 1<u is

t he set of all the references over the sphere t ha t can be obtained by moving

the reference u along any path. Then, 1< is the set of all t he references
u

over the sphere given by two vectors with the same angle and norm of t hat

those of u, and we need only the first of those vectors in order to obta in

the other one. So, 1< is diffeomorphic to the spherical tangent bundle of S2.
u

And it is well known that the spherical tangent bundle of S2 is the r eal

projective 3-space (see (2) , [5)).

The main interest of our long proof is the foHowing: we have ob tained

this projective space as a family of "natural" projective planes. This idea

can be used in order to study other holonomy bundles, because t he defini tion

of a
u

does not depend on the manifold M.

Caution. In this case dim H < dim 1< and ñ:a (U) ---)V is a
u u u

difeomorphism. Thls - does not imply that any path in V can be lifted t o a

horizontal path in a (U) .
u
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-Avec ce travail , on veut répon dre 11 la questio n suivante

1. Ayanl -propos.
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d' Équil ibre et les Éco nornies 11 un e in fin ité de bie ns . Not re int en tion gé néra le est
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finie "

2. La n o li on d ' éQu ili bre e n éco nomi es fi nies

"pour

La considération des économies

avec une notation équivalente, '11

pe ut étre co ns idérée co m me un e

. ... . Ol n ) es t di te allocat ion init ial e.

r é a l i s ab l e si a l + ... + an = Ol .

mode quelconque de pa rtager les

( e . est 11 dire: qu and on a % ~ i '11 • on a

vo ir Arrow erDebreu , [1954] Arrow, [1963]

. ... • a n) est

Ekeland , [1 97 9 ] ) .

sur IR k .+ . % i i '11 (ou.

1.2 •.. . •n) . (Équ ivale nt e me ru , . un e a llocation

fonctíon f : r > IR k.+ ) . L' allocatio n (Ol I

Debreu , [1959], [1974] ou

~ i % ) d énotera "pour l'ageru "i" • % es t plus préfé ré ou indifférent 11 '11 " (% •

'11 E IR k .+) ; % <i '11 "pour l'agent "i " . % est striciement plus préféré que '11 " (on

chaque re lation i i sera aussi convexe

I'agent "i " • les allocations % et '11 sont indifférente s ". Chaque relati on i i sera

continue : Ce la veut dire que pour tout '11 OE IR k.+, les ensem bles {% E IR k.+ ; %

~ i'1l O I et {% E IR k,+ ; % i i '11 O sont fcrmés en IR k .+ . sr . fina leme nt,

(Intuiti ve me nt, un e allocation réalisab le est un

disp onib ilit és glo bales ent re les agents) .

Cha que agent "i" a définie une rcl ation i i de p r éférence individuel le¿

aussi. pou r tout tE [D.I J. que t% + ( l -t) '11 ~ i '11 ).

Un e économie e représen ter a l ' ense mb le suiva nt e

e = {I = (1 , 2 . ... . n ] ; ( i i) i= I.2 ... .n ; (Oli) i= I ,2 ... .n l.

On dit qu' une a l lo c ati o n (a I

Le mod el e ant é rieur est appelé "Modele d ' Arrow . Debre ú d ' une économie

in fin ie s sera un e gén érali sat ion natu re ll e .

Soit I {1.2 •.... n I un ensemble fi ni d 'agerus économ iq ues (individus) .

Ch aqu e agent (i) es t muni d' une dotation initiale de resso urc es Oli = (Oli. 1

Ol i,k )E IR k.+ (IR k.+ = ((Y I ....,Yk) ; Yj > O, j = 1.2.... .k ] ) . C' est 11 dir e : Oli,j est la

quan tité du bien "j" que l' age nt "i" possede au d ébut, e t il y a "k" biens .

Un pn nier de biens es t un vec teu r de IR k.+ .

Ol = Ol I + ... + Ol n E IR k.+ dén oter a le vecte ur des ressou rces totales de

l' éconornie, e' est 11 di re: co re présen te tou t ce dont les ag ents pourro nt d isp oser.

On appe lle al lo catio n to ut vect eur (al • .... a n)E IR kn .« (a j E IR k. + ; j =

90

-D ' abo rdo nou s allons étud ie r le cas d . une économ ie [ini e . (Le modele

On app ell e équilibre en e tout élément e = { (% 1, .., . % n , P )I oú

(% l . ... . % n ) E IR kn ,« est une allocation (% j E ·IR .k ,» ; j = 1,2 ,....n) . et p E IR k.+ ,

vé rifian t

doit remarquer qu e % <i '11 est le contrairc de '11 i i % ) ; et % ~ i '11

Arro w -D ebr eu • paru en 1954

. (un préordre to tal )



d' util ité so ien t eonnues. on au ra un "v ra i" problern e d ' opt irnisa tio n.

3 . Ouelques mOlteles d' économi e s infini e s

-On dit qu ' une alloca tion (% l .· ··.% n )

e t les fonct ions

si elle cst réalisabl c

avee % i < i ro i (i =

individu ellem ent rationn ell e si Wi i i % i (i

le s pré fé ren ecs soient representables,. Qu and toutes

il

i) Re présente une situation

1.2 ... . .n) .

ii ) E SI un op timum de Pa reto pou r l ' éco nomie e
n' existe pas un e autre allo e at ion réal isable ( 'lJ 1,... •2:J n )el

ui( 'lJ )

91

1.2 ,.. . ,n) .

ii i) Appa rtient au noyau de l' éco nomie e s i

(a ) elle est réalisab le

(b) (% I ... . ,% n ) n' es t pas bloqu é e pour aucune coa l itio n d' agents S e 1

(On dit qu' une eo alit ion S e 1 b loqu e (% 1,... ,% n) s' il existeru 2:J i E

IRk,« (i E S) tels que %i <i 2:Ji ( i E S) el 2:iE S 2:Ji = 2:iE S %i).

-Arriv és 11 ce poi nt nou s a ll ons eonsi dére r la po ss ib ilit é de gé né ra lise r .

(Dan s ce p aragr aph e et les su iv an ts , nou s verro ns quelques tenta tiv es de

THÉDREME : (Voir Varian , [1986J . Chap o VI . ou Segura. [1986J ,Chap . 7)

Soit e une économie et e = { ( X l . ... . X n . P )} un équili bre en e . Alors •

I' ali ocation ( X l . ... . x n ) repr ésente un e s ituatio n individueliement rationnelle,

est un op timum de Pareto pou r e . et app artient au noyau de l ' éco nomie.

-Mainten ant . le probl érn e prineip al 11 ré so ud re est Y a -t - il un

équ ilibre dans l' éco nomie ? Le probl érne de l' ex is tenc e d ' un équil ib re peut étrc

eons idé ré e omme un e question d ' op t im is a t io n , m ais on do it remarq uer que ee

n' cst p as une op ti rnisa t io n en se ns class iq ue • p aree q u' on ne sa it pas si les

préfé re nees ( i i ) i=I .2 . . ..n pourron t étre "évaluées " 11 l' aide de rep r é sentati ons

d' uti li té . Une p référe n c e ::;. i es t re pr ésen tabl e s' il ex iste une fo nc tio n (appe lé e

[on ctio n d ' utilité ) u¡ : IR k,+ ----> IR tell e qu e % < i 2:J s i el seuleme nt s i ui( % ) <

( i) (% I • ... . % n ) est réali s abl e ,

( ii) <p , % i> ::; <p . roi> pour IOUI E 1 (1' ex press ion <p. % > d énotcra le

produit sc alai re en IRk) .
(iii) Ch aqu e % i est maxim al : si % i < i % , alors <p . %> < <p . roi> .

Le vecteu r "p " es t appe lé sys t éme des prix d ' equ il ibre . e l l' a llocation

(% l ... .•% n ) est dile aliocation d' équilibre . L' ense mble Bi(p) = {% E IRk.+ ; < p • % >

::; -cp . roi >} est appe lé ensemble de budget de l' agent "i" .



agents agissent comme si ces prix étaient do nnés 11 l' avance . Cett e idée ne

sa tis fai t pa s 11 R. Auma nn. Pou r lui , la notio n de compéten ce parfa ite est

fonda mentale dans l' étude de l' équili bre en éc ono mie. L' idée essentiell e sous­

jacente est que l' éc onomie es t co m posée par un "tres grand" nombre de

part ici pants , et l ' influence in di vidue lle d 'un agent sur l ' économ ie est

n ég l i geab le . 11 dit que les modeles fin is pour étudier l' équilibre ne sati sfaient pas

cette con sid érat ion sur les influences individue lles . Alor s, il pense que : «Un

modele mat h érnati que d' accord avec la notion intuitive de compétence parfaite

doit avoir un nombre infi ni de p articipants . Et le modele le plus naturel pour

cette consid ératio n contient un cont inuum de participants , comm e les points

d' une ligne droi te ou les pan icles d' un f1ui de .

justificati tion des gé néralisations qu ' on va [aire} .

D' aprés Ekeland (voir Ekeland , .[1979] , p. 16) « Que le nomb re d' agents

soit fin i n' étonnera personne. 11 faudra qu' il soi t tres grand si l' on veut avoi r

quelque préten tion 11 décrire la ré al ité co nte mpo ra ine. On peut s' étonner

davantage que le nombre de biens so it fin i ' . surtout si l' on tient compte du [ait

qu' ils sont localis és et datés . » . Cependant, il ne travaille qu' avec modeles finis.

11 rajou te (p . 17) : « De tout es faco ns , prendre infini le nombre de biens

économiques condui rait 11 des difficultés mathém at iqu es hors de proportion avec

le maigre av antage économique qu' on po urrait en rétirer » . Néanmoins

rajoutons nous, les modeles infinis sont , pour le mornent, 11 la mode , dépui s 1970

(Voici quelq ues réfere nces : Hildenbrand, [1970] Peleg et Yaari , [1970] ; Bewley,

[1972] ; Bojan, [1974J ; Mas-Colel!, [1974], [1975] ; Gale et Mas-Colel! , [1975],[1979] ;

Elbarkuki, [1977 ] ; Brown et Lewi s, [19 81] ; Krep s, [1981] ; Mag il!, [1981J ;

Alip rantis et . Brown, [1983 J Florenzano, [1983] ; Jones, [1983] ; Khan et Vohra,

[1984J ; Khan , [1984J ; Ostroy, [1984] ; Toussaint , [1984J ; Araujo, [1985a] [1985bJ ;

Barbol!a , [1985 ] ; Duffie et Huang, [1985 ] ; Mas-Col ell , [1986] ; Yannelis et Zarne,

[1986] ; Zame, [1987] ; Besada, Estévez et Herv és, [1988 a] , [1988 b] , [1988c]

Araujo et Monteiro, [1989] ; Kehoe et al. , [1989] ; Monteiro, [ 1990] ; Laine, [1991]

Mas-Colel!, [1991] ; Rustichi ni et Yannelis , [199 1]

la possibili té

int égrand dans un

di t : les actions

et [1966J) est considé ré le premier qui prit une

A so n avis , étant donné un syst érne de prix

e , comme dans le modele d' Arro w-D ebreu les

-Aumann ( [1964 J
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La rai son mathé matique pour prendre un co nt inuum est

d' utilil ise r de l' intégration. Notarnrnent , si I'on change l'

seul poiru, ce la n' a pas d' influence su r le to tal. Autrem ent

individuelles d' un agent son négligeables.» ,\ "

économie infinie pour modele.

d' équili bre pour une économ ie



-Les principaux résultats obtenus , par ra pport au mod ele . sont

l' addi tion X \ +... + X n est faite en E+. leq ue l doit étre un espace vectorie l

topologique (o u, au moins • un ce ne convexe ).

[1987], [1989] con sid érent la p oss ib ilité de travaille r av ec des ense m bles

"enrichis " du point de vue mathém at ique. l1s co ns tru isen t des modeles d '

économies avec n age nts. dont l' esp ace de s marchandises (E) rcp résente un

espace vecto rie l topologique avec quelque . structu ~e "ri che" (e space de Ri csz ,

espace de Fr échet, espace de Ban ach • ...) . et. s' il es t possible , avcc une r élation

d' ordre. En conséquence, il sembl e intéressant le travail ave c des ens embles

. (les préf érences, le s agents, les bi en s et c .) muni s d' un e s t r U e tu r e

mathématiqu e . Dan s le ca s de s espaces de Banach , les int égrales qui semblent étre

les pl us convenab le s so nt l' in tégrale de Pettis (qu ' on appelle au ssi "intégrale

faib le" o u "deuxiérne intégrale de Dun fo rd" ) e t l' intég ra le de Bochner (qu' on

appelle aussi " intégra le de Dunford et Sc hwa rtz " o u "in tég ra le prem ie re de

Dunfo rd") . (Vo ir Dun ford et Sc hwartz , [1958 ] Dies tel el Uh l, [ 1977] Dics tc l,

[1984] . Ch . IV • ou bien Lustem ik et Sobolcv , [1989] • pp. 252 et ss. ). Ces deux

ou(X \+ .. .+X n) / n E E+
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Soit e une économie finie avec "n" agents • sur E+ , et e =
un équilibre en e ( "p" est un élément qui appartient a E*

cor nc ide nt lo rsqu' elles coexistent.

On appelle intég rale de "f" 11

TH ÉOREME

{ (X 1 , ... • X n • P )}

intégra les

-Vo ici un modele infini, mai s qui me t e n ré lation les ca s d . éco no mies

finies, séquentiellement infinies e t continues . Ce modele a été construi t par

J. García-Cu trín et C. Hervés • [1991] 11 Y a "n" types différentes d' agents , mais

avec un con tinuum d' agents de choque typ e (cel a renferm e l' idée de représenter

dans le modele les diffé rentes conduites • en nombre fini "n" , qu e les agents

économiques pu issent avo ir. Par exemp le ch aq ue typ e d ' agcn t po urrait

représenter le s li gnes es sentiell es de co ndui re d' un ce rta in parti politi qu e ).

Ains i, on al' économie en'G • avec

(i) 1= [0 .1] = I \ u I2 U ... u In . avec Ij =[ U-\)/n . j/n ) .

(ii) Pour chaq ue "agent" E Ij , on a co t = Olj et :$. t = Ol j . (Autre me nt

dit Les agents de chaque gro upe ont les mérnes ressources et préférences) .

(iii) Les alIocations sero nt de s op érateurs (ou fonctions mesurables)

f : [O,IJ ---> E+

Associée 11 chaq ue ensemble de "n " biens (X I •... .X n ) on pren d une fo nct ion

en escalier f : [0.1] ----> E+ . telle que gú) = X j • pour tout t E Ij .
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, le dual topologique de E ) . Soit ''f' la fo nctio,\ en esca lier assoc iee a ( X J • ... ,

X n) - Alors . (f , p) représente aussi un équilibre pou r 1 • économie infini e en C' .

% , p e

<p ,% > .

les suites .el, enfinéQuili b r e~ Dualit é

Pie IR k pour tout "i ") conve rgentes, resp ectivem ent, aux éléments

IR k.+ .' la sui te (sur IR ) d éfinie par « Pi ,% i»i e N es t, auss i, convergente á

-Voic i une ques tio n ouv erte [o nda me ntale, qu i met en rélation les

suites , la converge nce et la dua li té (e t de laqu ell e on pourrait dire qu e .1' origine

se trouve dans l' Économie): Y a -t- il une [arme- optime de choisir les topologies

en E et E* pour "maintenir les conve rge nces " ? {Autre me nt dit : que la

-P our un e écono mie C; , finie ou non. les syst érnes de prix "p" sont pr is,

cn gé n éra l, co mmc les élémc nts d' un es pace du al topol og ique ' .

Lo rsque l' éco no m ie es t définie su r IR k,+ . (i l Y aur a "k" bi en s) . un syst éme

de prix • p e IR k.+ • pe ut étre consi déré comme un élément de l' es pace d ua l

( IRk .+ )*, leq uel , bie n su r. comcide avec IR k.+ . En Iait, étant do nn és un sys térne

de prix p = (P I . . . . ,Pk ) . et un panier de bie ns % = (x ¡ ... ..xk) . la valeur (o u "prix

totale") du pan ier est le produi t scalai re <p ,%> = PI x I + P2 x2 + .... +Pkxk . Lorsque

l' économie es t définie sur un espace di ff éren t, E+ ' (au lieu d ' étre défin ie sur

IRk,+) . espace qui es t muni . au mo ins , d' une topcl ogie , la situ at io n se complique.

paree que l' es pace dua l topologique E* ne coincide plu s (en gén ér al ) av ec E.

Mai s , i l y a des autres prob lérnes dan s ceue si lualion: Par exemple, dan s le cas de

travaill er sur IR k.+ . qu and on cons idé re deu x suites (% i ) ¡e N et (Pi )i e N (% i •

r économie e .
(ii ) Si l' allocation (X J • ... , X n . ... (k [ois¡ ... , X I , ... . x n} appartient au

noyau de k e , pour tout "k" naturel • la fo nction en escalie r "f' associ ée a (X J • ... •

x n) , appartient aussi au noyau de l' économie infinie t'<; n C'

Sur d' autres es paces topo logiques . la situation est tres différente : D ' abord, il faut

pr éciser la topologie des espaces E et E* • pour parler de convergenc e. Mais, en

outre, on a que « La conv ergence , s épar érnent, des sui tes (% i)ieN el (Pi)ie N

(% i e E , Pi e E * pour tout "i") n' impl ique pas (en gé né ral) la convergence de la

suite « Pi.%i» ie N » .

TH É OR EM E : Soit e une économie fi nie avec "n" agents . sur E+ . dont les

préférences sont convexes et contin ues . Soit k t'<; l ' éco nomie fi nie obtenue par

répétition , "k" fois, de l' économie e Alors, on a que:

(i) Si f appartient au noyau de r économie infini e en C'

l' allocatio n (X I ' ... , ~~ n } • oll X j n .!¡. f , appartient aussi au noya ú de
J



La sui te se ra ainsi , en Iai t, une écono mie infi nie d énom brabl e ("séq ue n l ie lle")

certa in espace m is e n r éla t ion avec le s ag e n ts , e l la l' éc o nomie lim ite

apparaitra co mme la li rn ite d ' une su itc de mesu res) d une écono mie avec un

conti nuum d ' agents .

-On tr ouve un po int de vu e diff érent dan s le lr avail de Pel eg el Yaari,

[1970] . Pour ce s auteur s , on doit prendre une économie avec un nombr e fini

d' agents , mais avec une infi nit é d énombrable de biens (dont l' étude sera fa it

parmi des suites ) . vu que les bien so nt local isés et dat és.

continuum

e l Burkinsh aw

Pour cha que 1 E

"k" bi en s d an s l ' économ ie

un modele avec un
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se ns to po lo giquc el an aly tique, que W . Hi ld enbrand

11 co nsi dé re le s écono mies cornrne m esu res s u r un

une conco rdance entre les modeles f inis et les infi nis.

d ' économie s fin ies , égales deux a de ux • (e i) iE N

cst une écono mie fin ie avec "n" agents el "k" biens ).

11 d érnontre que une su ite d ' économies ég ales deu x a deux

R. Aumann co ns is te a
= [0 .1] . mu ni de la topologie usuell e . Ressources totales :

) • ou équivalenternent • 1J) : I > IR k .+ ( 1 1----> 1J)1 ) •

e.
1

model e de

ec . I

1 E [0.1]

-Dans un e o ptiq ue p lus mod érne , Al ip ra ntis , Brown

-w. Hil denbrand • [ 197 0 ] considé re auss i

es = n. N
í e ."

es t conv ergent e (da ns un

e xprime da ns so n a rt ic le :

d' age rus, s i bien il trou ve

D' abord , il prend dcs sui tes

(
<!- <!- . <!-
'...> i = '0 I • pour IOUl l . 'J I

-Un e autre approxirnat ion est d ile a T . F. Be wley , [ 1972] A so n avis , on pc ut

bi en prendre une économi e avec un no mb re f in i d ' agents . mais les bi ens doivent

étre pr is en qua nt ité infinie. Il co nsidere un co nti nuum de bi ens (un espace de

mes ure) .

[0 .1] il Y a un e r élation de préférence :5. 1 . (co n tinúe el co nvexe) définie su r

IR k .+ Un e alloca tio n pou r ce modele se ra une fo nc tion mesurable 4l : I - - - - >

IR k .+ . Ell e se ra di le r éalisab le si JI 4l = JI 1J) E IR k,+ u~ équilibre se ra un

co uple (L p) (f : l o> IR k.+ ; p E IR k ,+ ) avec F(t) E B I(P) . en semble de

budget de l' agent "1" • pour chaq ue 1 E I. (B¡ (p) = ( % E IR k.+ ; < p .% > :5 <p , 1J)1 »

qu i vé rifie la condition de maximalit é : " s i f(l) < 1 % • alo rs <p , 1J)1 > < < p , % > "

Ic i, le probl ern e pr in cipal es t de prouver l' ex iste nce d ' un é qui li bre . Le

problerne fUI établi par R . Auma nn en 1964, el résolu en 19 66. Il es t un fa it

remarquable que dans le modele "continu " de R. Aum ann les all ocation s

d ' équ il ibre coinciden t ave c les alloca t io ns du noy au de l' écono m ie e C . (Voir

aussi Bewl ey, .[ I 973] )

op érateur ini tia l de réssources (q ue l' on prendra mesurabl e)

-L e

("conlinue")

( IR k.+1J) 1 E



s' agi t d' une quest ion encere ouverte.

96

11

laimp liq ue

« Un espaee

Sch au der-b as iqu e

o ü 11.11 représente la

et

si toute sui te

Cel a voudrait dire qu' un espace E
suite Sehauder-basique (% i)i e N d e

(X iJi"n
J

» . Alors, on peut interpréter la propriété

sur un es pace de Banach • par exe mple

propriété Dunford-Petti s • alo rs pou r tou te

la quantit é converge a z éro, et toute suite

de chaque bien conv erge a zé ro) .. . le

et Reyes. [1987] • p. 18 . )

en E. et pour tout systerne de prix "p" on a
es t convergente a zéro. (Autrement , dit Dans

biens unitaires, on do nne "une plu s g rande

éléments de la suite) .

seul em en t

(paree que 11% ill = l , pour tout "i"

X) est conve rgente a zéro

défIation" (le prix un it aire

associé a

norme en X) de biens économiques
que la suite de valeurs «p.% i» ie N

toute suite • Schauder-basique , de

rélévance éco nomique" aux premiers

quantités "unitaires"

Maintenant • en term es économiques :
es t réfl exi f si el seulement si pour tout e

normalisée est faiblement convergente a zéro »

espace de Banach (voir lnduráin, Plans

de Banae h X est réflexif si et

-La possibilité de récrire une propriété de l' Ana lyse Fonctionne lle en

termes économ iques va plu s loin que le seul "change d' enca dremeot". D' abord •

la question suivantc surgit Est-ce-que la Th éorie Économi que ser! p ou r mieux

comprendre les concepts de ' Analyse? Les app lications éco nomiques serv iront

pour "nous approcher" des concepts abstrait s. Ainsi, il nous semble intéressante la

rech erc he de fait s économiques qui r éin te rp r éten t des r ésu lt at s , pe ut - étre b ien

connus . de l' Analyse Fonctionn elle (en part iculier, de la théor ie de su ites dans

les espaces de Banach). Par exemple • les suites ca ractéris ent la refl éxivit é d' un

-Dans un espace de Banae h séparable et ré fle xif . on a la su ivan te

caract érisa t io n de la convergence faib le de suites '(~ Q i r Schaeffer [19 74]. p. 195 •

ou Indu ráin. Plans et Reyes. [1987], p. 114) : « Soit X un espace de Banach
séparable et réflexif, et (% i, % i*)i eN e X x X* un systeme biorthogonal • avec

Dunford-Pettis en termes d' une éco nomie

« Si l' espace de Banac h X vérifie la

éco nomie sur X. toute suite de bien s dont

de prix "en

panier lim ite . ne vaudra rien ». Done. ic i, la question la plus naturell e est

Quelles sont les consé que nces économiques de la p ropri ét é Dunford-P ett is ?

K .

convergence . s épar ément , des su it es

convergence de la suite « Pi ' ~~ i > J i" n

-Une proprie t é. bien co nnu e , de quelques espaces de Banach est la

pr opriét é Dunford-Peuis (voir Diestel , [1984]. p. 113) « On dit qu' un espace de

Banach X satisfai t la pro priété Dunfor d-Pett is lorsque, pour tout couple de suites
«%i)i eN . (%*i) ieN ) en X x X* . tel que (%i)i eN et (%*i)i e N so nt fai ble me nt

convergents a z éro, on a ' auss i que la sui te ( % * i(% i) )ieN (dans le corps : sca lai re .
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-Po ur co ncl ure no tr e e xposé , no us allons cons idérer d ans ce ue dern íérc

secti o n quelque s model e s qui opérent a uss i av ec de s s ui tes . et dont les

l • existence d' un vecteur de quantités b E X do nt la valeur se lon les syst émes

fo ndamen taux ·de prix est dete rmi née par X j »(b) = bj, pou r tout jEN ) .

N on a

enplus ,
pour tou t j E

( 11 se suit

Nou s montrerons que . pour

éc onomiques soient , dans un

el' l' impatjence.5. Les suites. la dualité. la myopie.

consé quences économiques sont remarquables

l' exi stence d ' un équilibre, il fa udra qu e les agerits,
ce rtai n sens qu' on préci sera "rnyopes" o u "im patie nts" .

un certa in b E X si e t seuleme nt si la su ite est bomée et

qu e ( X j *( Z i) )iEN tend vers une val eur réelle bj . »

.
bÍ: (Il se suit, en ou tre . 1 ' existence d' un vecteur b e X avec X j * (b) = bj , pour

tout jeN ) . »

M aintenant, en te rm es é conomi q ues « So it X un espace de Ban ach

s éparab le el r éflc xif, et (X i , X i*)i EN e X x X * un s ys te rnc bi or thogonal • avec

(X i ) iEN base de Mar kou sevit ch de l' espace X. Les élérnents de la sui te (X i) iE N

seront des bien s éco nom iq ues. tand is qu e les é léments de la sui te (X i)¡EN seront

des sys ternes de prix. Alors , étant donnée une suite de bie ns (Z i) i EN pour

n ' importe qu el syste rne de pri x "p" on a que ( p(Z i) ) i EN tend ve rs p(b) pour

(X i) iEN b ase de Markousevitch de lespace X. Soit (Z i)iE N un e sui tc qu el con qu e

dan s X . Alor s , la sui te (Z i) iEN es t fa ib le rne nt co nvergente si el sc ulerncnt si e lle

est bornée, el. pour tour jEN on a que ( X j*(Z i) )iEN converge a une valeur rée lle

-Un e ca rac té risation différente de la r éflexivité d an s les es paces de Banach

sé pa ra b les mun is d ' un e base de Sch au d er s' a ppuie su r le concept d e b as e

"bo rnéme nt complete " : Soit X un es pace de Ban ach s éparablc, et (X i , Xi *) iEN e

X x X* un sys te rnc bio rthogona l • avec (X i) iE N base de Sc ha ude r de lcspacc X. On

di t qu' une base de Schauder (X i)i EN d an s un es pace X est bornément comp le te si

pour toute su ite bomé (Zi)iEN tell e que pour tou t f E [(Xi*)i EN (adhérence

lineair e de (X i *) i EN ) la suite (f (Z i) )i EN est converge nte. il éxiste un vec teur

Z E X (indépe ndamment des "f" ) tel que f( Z) es t la limite de (f (Z i) )iE N

En te rmes écono m iques . l' idée sous-jacen tc es t qu e pour toute suite bomée

de bien s (Z i) i EN • si pour tout sy st ern e de prix f, "d épendant" (e' est a dire :

"dans l' adhérence linéaire de oo . " ) de (X i*)iEN (f (Z i) )iEN es t convergente.

alo rs • il existe un bien économique Z (indépe ndamment des "f") don! la vale ur

f( Z ) est la limite de la suite (f (Z i) )iEN



-Faisons une général isation du model e d' A rrow -De breu . Désorm ais , un e
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(B) . locali sé dans un ce rtai n endroit

d' avance (T). lequel , en c utre, pe ut

~ X J3 X ~ X 'Jl ). Par état de

préférence ind iv iduel1e con ti nue e t
m - - .lR = { f : 'lTl > lR . fonction } .

oü xnk +p sera- le bien p-ierne dans la n-i erne

fini d'agents économi ques ). Chaq ue age nt

ini tia le de ressources OO i = (00 i, 1 ..... 00i ,k)

définie une relation i i de

E sera un sous-ensernble de

aE E et

-Prénons k E N fixe . Le mod ele con siste ii

(i ) k biens spécifiés dans la premi er p ériode,

(ii) k bien s (les m érnes) spéc ifiés dan s la deu xi érne période •

(ii i) k bien s (les m érnes) spécifiés dans la troi si erne p ériode,

U n e sp écification dans l' éco nomie se ra une s ui te : (x 1 , x2 . .. ., xk , xk + 1,

xk +2, ... , x2k • x2k + 1, ... . x3k . ...) •

pé riode. 1 = [1 ,2 ... .,n] (ense mble

"i ' est muni d' une dotation

-Nous étudierons que lques exemples d' es paces qu e pourraien t se rvir de

mod ele • et mo ntrerons que le choix de la top ologie sur E détermine la conduite des
age nts : Les mod eles les plus fréqu ent es dans la lit térature économique sont I ~

;C ~ • (CO ,;C 1 et A (p) . espace parfait de Kiithe , voir Kothe, [1951] , [1969] ou

Schaeffer, [1974] • p. 198 ). Voici un exemple (const rui t par M. Besada . J. Garc ía-

Cu trín et C. He rvés) , de ces modeles 1 = [1 .2 ... ..n ] (ensemble fini d'ag ent s

éco nomiques ) . Chaque agent "i" es t muni d' une dotation initiale de

ressources OOi E lR N (suites) . Soi t 00 = 00 1 + ... + OOn le vecteur des

ressources totales de l' économie. Po ur nous, un systéme de prix sera une

sui te (Pi) iE N telle que ¿ iE N lpj l . 'OOi ' < + 00 . L' ensemble P = {p =(Pi)iEN

¿ iE N 'Pi ' . ¡OOi' < + 00 ] est un espace vectoriel. Ma íntenant , soit A (p) = (('~ i) iE N

¿ i E N lpj ! . 1% i ' < + 00 • pour tout p E P]. On peut munir ii A (p ) avec une

topo logie nature lle, avec la que lle . il devi ent un espace de Kothe. On doit

rem arqu er la dualit é existente entre P e t A (p) . ( Par exe rnple, si 00 = (1,1, 1,1'.... ) •
alors P = 11 • et A (P) = Iee ). " "

con vexe sur E.

-Les model es qu e no us allo ns pré sente r dans ce tte sec tion seront

dé no mbrab les.

la Natu re on pren d une mes ure de probabil ii é ' qui ré présente le risqu e de cha nge

br usque , par excrnple, da ns la s itua t ion politique ou économique d ' un pays.

Ainsi, le nombre de ma rcha ndises devien t inf ini (o n doit rappeler ici que • dans

le modele d'Arr ow-Debreu . il éta it fini) , su rto ut si l' on tient compte de s dates (T).

ma r c h a n d is e (M) se ra un bie n économi que

(L) • qu' on dél iv re un jour ou date spécifiés

dépendre des états de la Nature (N) . ('IR =



un e myopie sup érieure >> .

-Voici les prin e ip aux r ésult ats sur ce poin t

TH ÉOR EM E : « La norme usuelle, en I~ ,n 'est pas myope » .

est un e myop ie

une rélation de ' préférenee

« La top ologie [o rte me nt myop e, la

<< Soit un e économie dont les préf érences

, o ú la top ol ogie qu'on prend es t plus

99

Alors , il n ' y a pas d' équilibre pour

appe llent myop e

« Une topologie est [o rtement myope si el seulem ent si ell e estTH É OR E M E

4) Une rél at ion de préfé rence " ~ . " défi nie sur I ~

1 ) Brown et Lewis [1981]

THÉOR EME (Araujo , [1985 b J )
so nt co nt inue e t co nvexes , d éfinie sur I~

TH ÉOREME (Br own et Lewis , /1 981J )

plus fine. s ur I~ ,eSI la top ologie de Ma ck ey »

sup érie ur e si pou r ehaq ue trio (x.y,z) E I ~ X I ~ X I~ . avee y < x • il exi ste no E

N ( no sera foncti on de (x .y, z) ) te l que y+ITn (x) +5 n (z) < x • pour tout n z no .

5) Une topologie sur un ensemble E de IR N est d ite myope si tou te

r élat ion de préférence continue sur E es t myope (la défini tio n de myopie pour les
rél at ions sur E est ana log ue a ee lle don née pour I ~ ).

fo rte que la topologie de Mackey .

l' éco nomie .»

-Nous allons introdui re ici quelques définit ions de co ncepts topologiques

ut iles pour notre étude :

TH É OR E M E : « Un e top ologie es t [o rteme n t my op e si et se ule me nt si pour

tout X , la su ite (S¡(X))¡E N ' tend vers zéro (dans ladite topologie) » .

" < " définie su r I ~ . s i pour ehaque couple (x .y) E I ~ X I~ , avee y < x , il

ex is te no E N ( no se ra foncti on de (x ,y) ) tel que y + (O,... n z éros... 0 , 1,1,1,1.1 ... .) <
x: ' pour tout n z no. ( En termes écono miques la myopie d ' ulle ré la tion d e

préfé rence rép on d Q l ' idée d' imptuience des agents )

2) Étant donn ée une su ite % (% i) iE N on dénote ra pa r ITn ( % ) la

suite (%1 . ... . % n .0,... .0.... ) . et par 5 n(% ) la suitc (O,.. . n z éros .. , O. % 1, ... , % n . ... ).

3) Une rél at ion de préférenee " ~ "définie sur I ~ ' est for tem e n t myope

s i pour chaque tr io (x.y .z) E I~ X I~ X I~ avee y < x • il exi ste no E N ( no

sera foneti on de (x.y, z) ) tel que y + 5 n (z) < x , po ur tout n z no .
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ABSTRACT

1. INTRODUCTION

reference for this article.

A Generalized "K-Attainable" Inequality Related to the Wcak
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f'or x ;l t, where t is a fixed point in (a,b).

uoCx) = e > °and ul(x) is a coneave function for x l: t and a convex fu nction

Let the functions g, uO,ul' ..., un e cn+l([a~b]), n ;l 0, [a,b] e 1\ such that

The following introductory notions come from [5], which is an essential
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(1)

Uo(t) u1(t) u¡(t)

u¿(t) u~(t) u¡'(t)
1

g.(x.t) = - - . (2)
1 W¡(x)

u&¡-l)(t) ut¡-l)(t) . u~¡-l)(t)
I

uo(x) u1(x) : \- ,-, u¡(x)

_W...:.[u--,OL:..(x....:)-,-' U--,l-,-(x....:.)'--.._..',--U-JiL.:..J-IL...:.(x....:)..:,:.g:...:(--,x)'-"-]L.g(x) =
1 Wi_1(x)

i = 0.1, ..., n
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Consider also the functions

Consider the linear differential operator of order i ~ O

Let the Wroriskians

denotes the Wronskian of uo.u p ...• ui_pg.

i = 1, ..., n+l; Log(x) = g(x) a ll x E [a,b]. Here W[UO(x),u1(x)• ...• U¡_l(x).g(x)]

are positive everywhere on [a.b].

functions

and assume that all W¡(x) are positive everywhere on [a, b]. Obviously the



Our work is mainly motivated by the following result (see [2]. p. 376).

(4)

(3)
n

Nn(x,t) = rgn(x,s)ds,
_ t

N n(x,t) = INn(x,t)l; n ~ O.

Rn(x) = Ln+lg(~) ·rgn(x,s)ds,
t

g(x) = g(t) + .L L¡g(t) . g.(x,t) + R (x),
1=1 1 n

From [5], p. 138, Theorem II we have that
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Next we would like to introduce the following new measu re of

generalized. reduced K-functional as:

Definition 1. Let f E C([a,bD. Let n ~ O and t E (a.b) be fixed . We define the

smoothness, which plays a central role in this article.

Theorem. Let u
O,ul'

..., un E Cn([a,bD. n ~ O. Then (u)~=0 is an extended

complete Tchebycheff (E.C.T.) system on [a,b] iff W¡(x) are positive everywhere

on [a,b], all i = 0,1, ..., n.

~ is between x.t; all x E [a.b], t is a fixed point in (a.b), n ~ O.

Here we shall call

where

all i = 1,2, ..., n.

i = 1,2, ...• n; go(x,t) = 1, all x,t E [a,b]. Note that g¡(x,t) as a function of x, it

is a linear combination of uo(x), u1(x), ...• u¡(x) and Jurthermore it holds



i = 1, ..., n

0,1, ..., n. E.g. consider any E.C.T. system in Cn+I([a,b])

e > O, u1(x) = sinh x; where t '::' o e (a,b). And K(f,h) is

estimate in the very general E.C.T. setting for the rate of weak convergence of

The quantity K(f,h) mea sures how well f can' be approximated by a

106

The notion of K(f,h) generalizes to a wide class of E.C.T. systems the

In Theorem 1 we present the basic properties of the introduced

Finally, Theorem 3 contains an independent result in the uniform

a sequence of probabil ity measures to the unit measure at a fixed point.

approximation of continuous functions by generalized polynomials.

In Theorem 2 we present a generalized sharp inequality involving

'" (t ) .
K n+l(f,h), which is the main goal of this article. This inequality gives an

K-functionals.

generalized reduced K-functional, proving that it behaves nicely like the other

approximation of small functions f with large derivatives in the sup norm.

smooth function g. It is the suitable, very flexible measure for the

impose the restrictions L ig(t) = O, i = 1, ..., n; there is

similar to the K-functional of Peetre (see [3] ; [4] , p. 60), where we do not

containing uo(x)

notion of reduced Kvf'unctional (see [1]), where there we have the special case

where l · D", denotes the sup norm.

Here g ranges through the functions g e Cn+I([a,b]) satisfying



2. MAIN RESULTS

Theorem 1. The generalized reduced : K- fún c'tio nal has th e following

properties: (i) Subadditive in terms of f . And in te rms of h is (ii) con tinuous,

(iii) nonnegative, (iv) monotonely increasing, (v) concave, hence (vi)

subadditive , (vii) K~~l(f,O) = O.

Remark 1. Thus K~~l(f,h) has all the basic properties of the usu al Peetre

functional K n+1(f,h). In particular K~t) = K~t) = K¡, by uo(x) constant and

L¡ = d/dx.

Also, since L¡c = O, e E ~ , all i ~ 1 we get that K~~l(c,h) = O, all h ~ O.

Proof of Theorem 1. (i) Let g1'g2 E Cn+l([a,b» such that L¡g¡(t) = L¡g2(t) = O.

i = 1, .... n, i.e., L¡(g¡ + g2)(t) = O, i = 1, ..., n. Hence

K(f¡ + f 2,h) li; I~¡ + f 2}- (g¡ + g2)1.. + hDLn+l(g¡ + g2)0ee

li; ( lIf¡ - g¡ 8", + h DLn+lg¡ I..) + (8f2 - g211 .. + h DLn+lg20..),

f or all g1'g2 of the aboye class. Obviously one has

K(f¡ + f 2,h) li; K(f1'h) + K(f2,h).

(ii) (a) K is an upper-sernicontinuous function in h i.e.,

lim sup K(h) li; K(c).
h ... e

Proof. Observe that

lim sup K(h) li; lim sup( lf - gl .. + h DLn+lgl ..)
h ... eh'" e

. = ~~~ (If-gl .. + hDLn+lg l ..) = ( Df-g l .. + cDLn+lg D..),

f' ór all g E Cn+l([a,b)) satisfying L¡g(t) = O, i = 1, ..., n. The result is now

obvious.
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(b) K is right eontinuous in h.

Proof. Sinee K is inereasing in h we have K(h) ~ K(h + E), € > O. From (a)

for € .... O we get

lim sup K(h + €) ~ K(h).
h+€ .... h

Furthermore it holds

K(h) ~ lim inf K(h + €)
h + € .... h

along with

lim inf K(h + €) ~ lim sup K(h + E).
. h + € .... h h + € .... h

Henee

lim inf K(h + s) lim sup K(h + E).
h+€ .... h h+€ .... h

lim K(h + s) K(h),
h+€ ....h

whieh proves the claim.

(e) It holds K(h-) ~ K(h) ~ K(h-), i.e., K is left eontinuous in h.

Proof. Obviously K(h-) ~ K(h), by K being inereasing in h. If O < € < h

then h/h-€ > 1. Now see that

for all g E Cn+l([a,b]}sueh that L¡g(t) = O, i = 1, ..., n. Thus

K(h) ~ [_h- ]K(h - E),
h - €

i.e.,

K(h) ~ K(h-),

whieh preves the elaim.

We have established that K is eontinuous in h.
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(iii) obvious.

(iv) For h1 ~ h2 we get

for aH g E Cn+l([a,b]) such that L¡g(t) = O, i = 1, ..., n. Thus K(h1) ~ K(h 2)·

. (v) Leí O ~ >. ~ 1. We observe tha t

>'K(h1) + (l->')K(h
2

) ~ >.(nf-gDee + h1ULn+lgU co) + (1->.)(Uf-g8 co + h2ULn+lgUco)

= Of-g8 co + (>'h1 + (1->.)h2)nLn+lgn..,

for all g E Cn+l([a,b]) such that L¡g(t) = O, i = 1, ..., n. Therefore

proving the claim.

(vii) From Lernmas 2,3 we get that

g(x) := Nn(x,t) = rgn(x,s)ds E Cn+l([a,b]), n ~ O,
t

is a strictly monotone function.

Thus for x f. y we get that g(x) f. g(y), that is, g(x) sepa ra tes points.

Furthermore from [5], p. 138 we have that

Ln+lg(x) = l.

g(¡)(t) = O, i = 0,1.2, ...• n.

So that L¡g(t) = O, i = 1, ..., n.

Consider now the a1gebra A generated by (l •. g(x)} i.e., A = <(l, g(x)}). A

typical e1ement of A is a finite linear combínation of non-negative powers of

g. Note that A is a linear subspace of Cn+l([a.b]) e C([a.b]), which contains

the constant functions and separates points. Therefore by the Stone-
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Consequently,

A = C([a,b])

(7)

(6)

o-K(t) (f )­nH .0 - O.

J [x - tIIL(dx) = d¡(t) > O.
[a.b] .
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A . (t) = max{ N "(b,t) Ñ"ja.t)}
I,n b-t • t rv a •

Cal!

where t is a fixed point of (a,b).

Let the functions uo(x). u¡(x)•..., un(x) belong to CnH([a.b]). n " O. and 1et

the Wronskians Wo(x). W¡(x)• ..., Wn(x) be positive throughout [a.b].

Assume that uo(x) = e > O and u¡(x) is a concave function for x ~ t and a

convex function for x ,. t.

O ~ K.~~¡(f,O) = inf (Ir - gU",) ~ inf (Uf - e U",) = O.
g eEA

Lig(t) = O. i = l •...• n.

We have established that

Theorem 2. Let ji. be a probabi1ity measure on [a.b] e IR such that

CnH([a.b]) such that

i = 1, ...• n for al! e E A. Hence A is , contained in the c1ass of functions g E

uo(x) is constant we get that Li(1) = O, al! i = 1, ..., n.

And since g{i)(t) = O, al! i = 0,1,2, ..., n we have- that (gl)(i)(t) = O, i = 0,1,2,

...• n (1 ,,1). That is, Li(gl)(t) = O. i = 1, ...• n. These are leading to Lie(t) = O,

i.e., for f E C([a,b]): Ve > O there exists e E A such that Uf - eU", < e. Since

Weierstrass Theorem we obtain that



0,1,2, oo., n we ha ve

all x e [a ,b] ; n;l O.

~ t - a, then the op timal probabi lity

[1 -~] , [~),
t- a t - a

respectively.
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respectively.

.,. .,.
Ir Nn(b,t) ~ Nn(a,t) and d (t)

b-t t -a i

measure /Lo is supported at {t,a} with masses

.,. .,.

If Nn(b ,t) ;lN_..u.n(,,-a..;...,t..;...)- and d¡(t) ~ b - t, then the optirna l probability
b-t t-a

[l -~ ) ' [~]measure /lo is supported at {t,b} with .masses b _ t ' b - t '

(ii)

(i)

Consider f e C([a,b]). Then

where c(t) = max(b-t, t-a); n ;l O. Here note that K.~~~ K~~~: the reduced

{
(b-rt)" (t-a)n }

I\n(t) = max (n+l)! ' (n+l)! .

1\ (t) = (c(t»n ,
n (n+l)!

and

That is ,

Thus

that

Remark 2. According to [5], p. 139 when u¡(x) = x',

For special choices of d¡(t) the aboye inequal ity is attained (i.e.. it is sharp) by

the function Nn(x,t) and the probability measure /lo describcd as foHows:

where



K-functional introduced in [1]. In this special case inequality (8) reduces to

the known attained inequality (see [1]),

J I
(t) .[ . d,(t) ·(c(t»n )I [a,bt djL - f(t) ~ 2.Kn+l f, 2(n+l)! '

t E (a,b); n ~ O.

Proof of Theorem 2. For f E C([a,bJ) and g E Cn+l([a,bJ) we have f(x) - f'(t) =

(f(x) - g(x» + (g(x) - g(t» + (g(t) - f(t». Integrating relative to jL we obtain

IJ f djL - f(t) I ~ I [f'(x) - g(x)ljL(dx)
[a.b] [a,bJ

+ Ig(t) - f(t)1 + I Ig(x) - g(t)ljL(dx)
. [a,b]

~ 2Df - gD .. + I ' Ig(x) - g(t)ljL(dx).
[a.b]

Now assume L¡g(t) = O for i = 1, ..., n, then .f r om (3) we get

g(x) - g(t) = Ln+lg(O ·rgn(x,¿)ds,
t

-where ~ is between x,t. Hence Ig(x) - g(t)1 ~ nLn+lgD ee ' Nn(x,t). And from

Lemma 5 we obtain

- -
{

N (b,t) N (a,t) }
Ig(x) - g(t)1 ~ DL +1gD ee ' max ~,. n -lx-t] for all x E [a,b].

n b-t t-a

Consequently,

IJ f djL - f(t) \ ~ 2 If-gn... + DLn+lgD ee ' An(t) .d1(t),
[a,b]

where An(t), d1(t) as in (7), (6), respectively. . Therefore we have preved (8)

II f djL - f(t) I ~ 2· ~t11 [r; An (t); d,(t) l
[a.b]

Furthermore, consider C(x) = N (x,t) E Cn+1([a,b]). This satisfies L C(x)n . n+1

-n -= 1 with f 1 (t) = O, i = 0,1,2, ..., n, so that L/(t) = O, i = 1, ..., n. Hence
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From Lemroas 2. 3 and the proof of Theorem I(vii) we get the following

(9)

IJ Nn(x.t)llo(dx) I
[a,b] -

(
Nn(b.t) ] .d (t) = (Nn(b.t)] 'd (t)
b-t i b-t t

IJ f dilOI= I(Nn~.t) ] . d ¡(t) 1
[a.b] t a-

= (Nn<a.t) ] . d ; (t) = A (t) .d¡(t).
t - a n

(ii)
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'l'n(X) := Nn(x.t) = rgn(x.s)ds. n" O.
t

L¡e(t) = O. i = l •...• n for all e E An; n " 1.

We have proved in both cases that inequality (8) is attained. O

(i) IJ t diloI
[a,b]

Consider the algebra An = «l. 'l'n(x))>. which is a linear subspace of

Cn+l([a.b]). Then An = C([a.bD. n " O. in the uniform norm, Furthermore

independent results.

Le.• inequality (9) is again attained.

Theorem 3. Assuroe that uo(x) .= e > O and u¡(x) is a concavc function for x ~

t and a convex function for x " t; x.t E [a.b], t is a fixed point. Let

i.e .• inequality (9) is attained.

Here we see that

Le.• inequality (8) for f = f leads to

That is,



Furthermore, Nn(x,t) is a strictly convex function in x ;l t, n ;l 1, and o

(lO)

(J 1)

o

n ~ l
BNn(x,t) _ JX Bgn(x,s) d

- s,
Bx t Bx

The previous result is . used in

u~ (x) is an in creasi ng function there, tha t is,cP1(x) is increas ing in x ;l t .

114

Nn(x,t) = rgn(x,s)ds, aH x,t E [a,b].
t

3. AUXILIARY RESULTS

Note tha t gn(x,t) > O (x > t), gn(t ,t) = O; n ;l. l · with go(x,t) = 1. We have

The next result s a re by themselves independently interesting.

Nn(x,t) = rgn(x,s)ds, an x.t E [a,b], n;l O.
t

No(x,t) = x - t is a tr ivially convex function in x ~ t.

Proof. From Wo(x) = cPo(x) = uo(x) = e > O and Wl(x) = cu~ (x) > O, u1(x) is a

str ictly increasing function everywhere on [a,b]. Hence cP1(x) ~ W1(x)/(W
O
(X» 2

= u~(x)/c > O. By assumption u1(x) is a convex f'unction in x ;l t implying that

in x ;l t, a lso N n(x,t) is a continuous function in x E [a .b],

Let

Lernma 2. Assum e tha r uo(x) = e > O and u1(x) is a convex funct ion for x ;l t.

Proof. See [5], p. 132(6) and apply Leibnitz's formula oncc/twice.

Then Nn(x,t) > O for x > t , Nn(t,t) = O, and it is a strictly increasing function

and

Lcrnma 1. Let

Then



=f
t

4>,(x)

4>l(t)· . ·4>n(t)

1, ..., n, n ~ 2 and ~l(X) being an increasing function we

gl(X,t) = ~il(t) [ 4>l(s)ds.
t

Since go(x,t) = 1, all x.t e [a.b], No(x,t) = x - t, (x ~ t). Obviously No(x,t)

Let s be such that t ~ s ~ xl < x2' then

Adding

Bg,(x 2,s) ~ Bg,(x"s)
Bx Bx

Obviously Nn(x,t) is a continuous function in x e [a,b), n ~ O.

. Thus gn(x,t) is a strictIy convex function in x ~ t, ' n ~ 2 and clearly gl(x,t)

Frorn Bgl(x,t)/Bx = ~l(x)/4>l(t) and 4>1 an increasing function, we ha ve that

Bgl(x,t)/Bx is increasing in x ~ t. Obviously Bgl(x,t)/Bx > O for a ll x e [a,b).
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From Lemma 1

By strict convexity of gn(x,s) in x ~ s we get B2g
n(x,s)/Bx

2 > O (x > s),

which leads te

is a trivially convex and strictly increasing function in x ~ t. Note that

Hence Nn(x,t) is a strictly convex function in x ~ t, n ~ 2.

Bgn(x,t)/Bx > O (x > t), Bgn(t,t)/Bx = O•

is convex in x ~ t.

It is clear that Nn(x,t) is a strictly increasing function in x ~ t, n ~ 2.

have that Bgn(x,t)/Bx is a strictly increasing function in x ~ t, note that

Froro 4>i(X) > O,





(x ~ t, n ~ 2), i = 1,2.=f
t

From Lemma 1,

t.

And when n is even, then Nn(x,t) is a strictly increasing and a strictly

B(t,t) O.

From 8g1(x,t)/8x = cP1(X)/cP1(t) and 4>1 a decreasing function, we ha ve that

8g1(x,t)/8x is decreasiug in x ~ t . Obviously, 8g¡(x,t)/8x > O for all x e [a ,b] .

No(x,t) = x - t is a trivially concave and a strictly increasing function in x ~
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It is clear that when n > 2 is odd, then Nn(x,t) is a strictly decreasing and a

(_I)n-l cP)(x)B(x,t)
cP1(t) . .. cPn(t)

We have proved that for n odd, gn(x,t) < O (x < t), gn(t,t) = O and it is

concave function in x ~ t. Note that for n ~ I odd, Nn(x,t) > O and for n zero

or even, Nn(x,t) Z O, where x < t, with Nn(t,t) = O aH n ;l O. Obviously

strictly convex function in x ~ t.

neven, gn(x,t) > O (x < t) , gn(t,t) = O and it is strictly convex in x ~ t.

strictly concave in x ~ t for n > 1; clearly gl(X,t) is concave in x ~ t. AIso f or

strictly increasing function in x ~ t.

where

Since B(x,t) is a strictly decreasing function in x ~ t, we get that cP1(x)B(x,t) is

also strictly decreasing in x ~ t. When n > I is odd then 8gn(x,t)/8x > O (x <

t), 8gn(t,t)/8x= O and it is a strictly decreasing function in x ~ t.

When n is even then 8g~(x,t)/8x < O (x < t), 8gn(t,t)/8x = O and it is a



' l . '.

_8.::;..g'o...;.(X~2",-'S..:....) ds
8x

-Let Nn(x,t) = INn(x,t)l, where

t. Sinee

The last inequality and Lemma 1(10) imply that 8N
1(x,t)/8x

is strietly

8g,(x"s)
8x

Nn(x,t) = [gn(X,S)dS, al! x,t E [a.b], n ~ O.
t
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Lemmas 2 and 3 enable us to eonclude

inereasing in x ~ t, whieh says that NI(x,t) isa strietly eonvex funetion in x ~

we eonelude that Nl(x,t) is a strietly deereasing funetion in x ~ t. O

Lernma 4. Assume that uo(x) = e > O and u
1(x)

is a eoneave funetion f'or x ~ t

and a eonvex funetion f'or x ~ t.

Adding

Let s be su eh that Xl < X2 ~ S ~ r, then

and

one has

or



b.

o

..,.

--Il.:....:..~, Nn(a,t) } .(x - t).
t - a
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--Il~~, Nn(a,t) } . (t - x).
t - a

Nn(X,t) < [Nn(a ,t) J. (t - x)
t - a

Thus

And when a < x < t, again by strict convexity of N (x,t) we get
n

..,.
Nn(x,t)

<
x - t

Proof. When t < x < b by st rict convexity of Nn(x,t) , n ~ 1; Nn(t,t) = O we get

Thus

..,.
Nn(b,t)

<
b - t

..,.
Obviously No(x,t) = [x-t] possesses the aboye proper ties, but is a convex

The aboye inequality, for n = O, beco mes ide nti ty.

V' { N (b.t) . N (a.t) }
N (x.t) ~ max ~, =---=-.:.:.:... · Ix- tl,

n b-t t- a

Lemm~ 4 implies the next result which is used in the proof of Th eor em 2.

a11 x E [a,b]; for all n ~ l. Equality can be true only at x = t and at x = a or

th at

Lemma 5. Under the assumptions of Lemma 4, for fixed t € (a,b), wc have

n ~ O:

. ..,. ..,.
function in x € [a,b]. In particular , Nn(x,t) > O for x ~ t , with Nn(t,t) = O, a11

conv ex function in x € [a,b].

increasing function in x ~ t, furtherm ore it is a continu ou s and a st r ictl y

Then for n ~ 1, N (x .t) is a strictIy decreasing f unction in x ~ t and a stri ctly
n
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ESTIMACIÓN DE LA VARIANZA CON MUESTREO SI STEMÁTICO

Departament o de Organización de Empr esas

Facultad de Ciencias Económicas y Empresarial es

Uni ver s i dad Comp l utense de Madrid

M. Ruiz Espej o

Sea una población fin ita de tamaño N=mk . denot ad a por U = {1. 2. ... .Nl .
Tomamos una muestra sistemática, s . de tamaño m. de la poblac i ón U. Sea

S = { s e U: s es una mues tra sistemática de t amaño m} . En estas condic icnes

el estimador clásico medi a muestral. X • es insesgad o pa r a es t i mar l a media
s

pob lacional X. SU varianza . V(X ) . no es pos ible ser esti mada i nsesgadamen-
s

te (Ruiz . 1986 . o Rana y Singh . 19 89) . Con el obj eto de obtener un estima-

dor ~ns esga90 de la varianza de un estimador que apr ove che l a inform ac ión

sumi ni s t r a da por l a mues tra. Zinger (1980) propus o e l es tadístico

siendo p una constante y Xr l a medi a de una mue s tra aleatori a simple s i n

reemplazamiento . r. de tamaño n (n+m~N) obtenida de U-s. una vez obser vada

s previamente .

Summary. Ba s ed on Zi nger's (1980) and Rana and Singh 's (1989) pap ers . we

are giving a .new proof of the unbiasedness of t he non-negative es t i mato r of

the variance of the estimator x* proposed by.Zinger (1 980) f or population

mean X, using other techniques for the analysis in finite popula t i ons . whe n

a systematic sample s of size m is selected of the popula t i on and co nsecutl

ve l y a simple random sample without replacement r of size n of the r es t of

units of U-s . being U the f inite population of size N=mk .

En la sección 2 veremos que l a var i anza V(x*) es es timable s i y s ólo

si P= m/ N. y calcularemos su ex pres i ón explícitamente . Finalmen t e . en la

s ección 3 , obtendremos un es t imador no negativo e i nsesgado de V(x* ) , co-



(2)

(i )

X.

X .
1
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__ _ l_.!!!. '\
1- xl·card [s€S: iE U-s}

N-m N iEU

= _ l_ !!: I x , (k-l) mf k - L ) X X
N-m N ieU 1 =~

E(x*} = f!X + (l-~}X X

El(N:m ~ Xl'} = -NI El( r Xl'} = -NI [ ( I. x . )p(s}
i € U-s - m iE U-s - m SES i E: U- s 1

A cont i nuaci ón ca l cul amos V(x*) , usando el teorema de Madow ,

De (l) , t en emos sus ti tuyendo

Ahora,

es decir, x* es insesgado para estimar X, para todo r- .

En primer l ugar comprobamos que x* es insesgad o para X, indep en di en t e­

mente del va lor asignado a p.

y como para t oda muestra s i s t emá t i ca s s S, p(s} m/N,

nicas .

rroborando l os r esul t ados de Ran a y Singh (19 89), aunque co n diferen tes téc

2 . Varianza del estimador de Zinger
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OPTIMALI DAD DE LA MEDIA MUESTRAL

M. Ruiz Espejo

m/ (m+n), s iendo siempre ins esgad o x*

(1)
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kx + (l -k) x
s r

alcanza su máxima prec i s i ón cua ndo k
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Sea una pobl ac i ón fi nita o inf ini t a, con varianza finita ~2. Si se to­

man dos muestras independi ent es de tamaños m y n r es pec t i vament e, el estima­

dor integrador de sus medias muestrales pa rcia les , Xs y xr ' como combinación

l i nea l de ambas (de modo similar al usado en Ruiz , 1992 )

Depart ament o de Estadística

Facul t ad de Ci encias Económicas y Empresariales

Uni versidad Complutense de Madrid

por

En un contex t o genera l de inf erencia en pob laciones fin itas (véase

Rui z , ' 1987) se s ab e que no existe est i mador UMV (uniformemen t e de mí nima va ­

r ianza ) en l a clase de todos l os esti mador es i nsesga dos de f unciones paramé­

tricas que dependen f uncional mente de todos l os argumentos de l parámetro ,

pa r a todos l os diseños no censales . Sin emba rgo , en condiciones más restrin­

gidas puede en con t r ar s e a veces un estimador UMV en ciertas clases de esti­

mador es insesgados .

Summary . I n t his paper , we prove the optimal ity of sample mean of size m+n ,

as i ntegrator unbi ased sta t i sti c " l i near combination" of the sample means of

sizes m and n r espectively , and not only for simple random sampling with r e­

placement of any population , but also wi thout replacement with disjoint sam­

pIes of sizes m and n of a fi ni t e population .

En e l presente t rabajo presentamos uno de estos casos que co mpleta aún

más ot ros r esultado s en l a misma dirección co mo pue de ver s e en Cassel et al .

(1977 , secc i ón 3 . 5 ) .



x

x

x para todo k E IR .

mx)

2 (f2
(l-k ) - =

n

kx + (l-k)x

kx + (l- k)x
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mx ) = _ l_"(Nx
s N- m

E
1

[kX + (l-k)X
U

1
s - 8 "

kE(x ) + (l-k)E(x )
s r

V(x*)

E(x* )

donde

El estimador x* dado en (1) es ahora también insesgado par a l a media

pob laciona l x , independ ientemente de l va lor asignado a k ,

Sea U ={ 1, 2 , . .. , N} una población f inita de tamaño N. De U se sel eccio­

na una muestra s e u de t amaño m por muestreo a l ea t or i o simple s i n reemplaza­

miento . De esta muestra s e obt i ene l a media muestral x . Seguidamente se s e-
s

lecciona ot r a mues t r a aleatoria s imple sin r eemplazamiento r C U-s de t amaño

n (m~ 2, n :;l 2, m+n~ N), de l a que obtenemos l a estimación media mues t r a l x
r

'

La muestra sUr es aleatoria simple sin reemplazamiento de tamaño m+n (Heda­

ya t y Sinha, 1991 , teorema 4 .2) .

Al variar kEIR. V(x* ) se mi nimiza s i y s ólo s i k = m! (m+n) = k*. Para este

va lor de k ópti mo , x* es l a med i a mues tra l de l a s m+n observaciones que cons

t i t uían l as muestras independi ent es de tamaños m y n .

2 . Planteamiento del problema

para l a med i a poblac i ona l x ,

Es t o, que es razonable para di s eñ os de muestr eo aleator io s imple con

reemplazamiento , ¿s egui r á s iendo vál i do para muestreo aleator io simple sin

reemp lazamiento en poblaciones finitas? La respuesta es sí , como ve remos a

cont i nuac i ón aunqu e su justificación es sensiblemente más l abor i osa .

En efecto ,



(7 )

(5)

(4)

(3 )

0-
2

- N- l . (6)

2
(kN- m) ~2

+ (N-l) (N-m)m

N- (N-m) 0" 2
(N-l) (N- m)

N- m 2
(N- l)m cr

0-2
r(k)

(N-l) (Ns-m l mn

(1_k) 2 (N-m- n)N cr2
(N-ll (N-m)n

COVl(x ,xu ) = cov1 [x ' -NI (Nx - mx )] =~ V (x )s - s s - m s N-m 1 s

V IX )
1 \ S

V(x* ) = V[kx + ( l -k)x ] = El [ (1- k )2V2 (x Is )] +s r · r

127

Parti cular i zando k* en x* , tenemos que x* es l a media muestral de m+ n

Hacien do uso del t eorema de Madow ,

Para min imizar V(x*) , basta minimi zar r(k) . Derivan do r( k ) con respecto

a k, e igua l ando a cero , obtenemos k = k* = m/(m+h), que no depende de N, al

cual l e cor responde un mí nimo pue s r "(k) = 2 [N(N- m-n) m + Ñ2
n] > o.

donde r(k) = (1-k) 2(N-m-n )Nm + (k N_m)2n .

y por ( 4 ) tenemos

Susti t uy endo (3) , (4) , (5) y (6) en (2 ) y oper ando tenemos

Ahora

3 . Varianza
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Correcci ón de órbitas de pares visuales por medio de series de Fourier

de la anomalía media
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Abs tract

In th is article, using Fourier series of coefficients (l1o,ak,bk ) and the variable M (mean

anomaly) , a meth od for the correct ion of previous orbits of visual binary sta rs is developed.

For this purpose and by means of the initial elements (ao, eo, To, Po,Oo,wo, l o) and residual

differences 1::>11 in position angles, the computation of the increments (1::> 11o, I::>ak, I::>bk) and

(I::>ao , I::>eo , I::>To, I::> Po, 1::>00 , I::>wo, 1::>[0), is accomplished. In order to determine this incre­

ments, the method of least squares is applied, but this determin at ion can be obt ained by

means anot her numerical methods .

1. I ntroducción

En nuestros trabajos (R. Cid , 1950, 1952, 1960 Y 1989) se ha desarrollado un métod o de cor­

rección de órbitas elíp t icas de estrellas dobles visuales , utili zando desarrollos en serie de Four ier

para las distancias y el t iempo, de los t ipos p2 = f (ak,bk;O) y t = F(ko, Ak , Bk ;O), es decir ,

donde la var iab le qu e interviene en d ichos desarrollos es el ángulo de posición O.

En el presente a rtículo, de manera semej ante, la variab le qu e interviene en los desarrollos es

la anomalía media . '

En lo sucesivo y como es habi tu al , si Eo desig na la est re lla pr incipal, E la est rella satélite y

E' la proyección cilíndrica de E sobre el plano tangente a la esfera celeste en Eo, ut ilizaremos

las siguientes notaciones:

En la órbita relativa

a semi eje mayor

e exce ntricid ad

P periodo orbital

T época de paso por el peri astro A

129



En la órb ita aparente

2. Desarrollos en series de Fourier de la anomalía m edia

(4)

(3)

(1)

130

r( B cos f + G sen n
r(A cos f + F sen f)

cos n cos w - sen n sen w cos 1

sen n cos w + cos nsen w cos 1

- cos n senw - sen n cos w cos 1

- sen n sen w + cos n cos w cos 1

psen 11

pcosll

A

B

F

G

distancia angular observada

ángulo de posición

const ante de las ár eas en la ap ar ente

ángulo del nodo

argumento del periastro

inclinación

radio vector

anomalía verdadera

movimiento medio

constante de las ár eas

pa rá metro

anoma lía media

anoma l:a excént rica

p = dist( EoE')

11 = ang( N EoE')

C' =Ccos I .

n - ~- p

C = na2~

p = a(l - e2
)

M = n(t - T )

<

n
w

1

r = dist (EoE )

f

podemos establecer las bien conocidas ecuaciones

dp dp df d< ab dp
dM = df d< dM = r 2 df (2)

Por otra parte , si (A, B, F,G) , son las constantes de Inn es (1926 y 1932), definidas por las

igualdades

a o = ~ r:f(M)dM = [~] 2" = O
21T Jo . np2 o

En efect o, la conti nuidad y el carácte r periódico de la función f(M) depende de que lo sean

las func iones p-3 y 1k,una vez excluida la posibilidad de una colisión aparente (p = O). Ahora

bien , se t iene

00

f (M ) = ao + ¿)a k C05 kM - Ih sen kM)
k= l

donde los coeficientes ak , {3k , están acotados y ao = O, puesto que

Se comprueb a fac ilmente que la fun ción

f(M) = _ 2C'.:!.!!..­
np3 dM

ea continua y periódica, de perio do 21T , y por tanto admite un desarrollo en ser ie de Fourier ,

uniformemente conve rgente, de la forma



vación:

(9)

(6)

(11)

(10)

B- = - B sen f + G cos fA- = - A senf + Fcos f ,

c' 00

- 2 = 1 +¿(ak senk M + bkcoskM)
np k=1

~ [ak bk ]0= 00 + M + L.J T(I- coskM) + -¡ sen kM
k=1

Una vez demostrada la posibilidad de esto s desarrollos, podemos hacer la siguiente obser-

Haciendo pa ra ab revia r

Fk(M) = f [a; (I_ cos kM) +~ senkM]
k=1

es uniformemente converge nte , por t ratarse de series armónicas de orde n (b) . En consecuencia,

si i , P , designan , resp ect ivamente, núm eros natu rales impa res y pa res, los desa rrollos F¡(M) y

Fp(M) , son también unifor memente convergentes.

Por ser acotados los coeficientes Cl'k , f3k , y por verificarse las igu ald ad es

ak Cl'k bk f3k
k = /;2' -¡ = k2

O-Oo =aoM + f [ akk (I- Cos kM)+ ~ senkM] (8)
k=1

Eviden tem ente, esta igualdad ap licada a los ángulos de posición O(M) y O(M + 211") nos

demuestr a la cond ición ao = 1 y po r tanto los desarrollos (6), (8) se pueden escribir en sus

definitivas formas , Esto es,

ao ,

siendo constantes los coeficientes
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cualquier serie par cial del desa rrollo

Por ot ra parte, si tenemos en cuenta la ley de las áreas, pod emos establecer la igua ldad

C'
dO= - 2dM (7)

np

y por consigu iente , integran do esta ecuación en los intervalos corr espond ientes (00 , O) , (O, M) ,

y fina lmente

y derivando las igualdades (4) con resp ecto a f , podemos obtener facilmente la fórmul a

dp p dr (- O _ )
df = ;- df + r A cos + B sen O

tendremos

dp ab [ep - O - O] ( )dM = -;- p sen f + A cos + B sen 5

En resumen , excluidos los casos de colisión orb ital y aqu ellos en los que es I = Í (órbita de

plan o perp endicular al plano de la órbita apa rente), se demuestra la existencia del desarrollo en

serie dad o por la fórmula (1)

Integr ando la fórmul a (1), con resp ecto a M , en el intervalo (O, M ), se obtiene

C' 00

- 2 =ao+ ¿)aks enkM+bk cOskM)
np k=1



3. Método d e cor rección d e órbitas

(13)

(12)

G'e
2 'Pe

t:1T .

To = Te+t:1T
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Po = Pe + t:1P,

[
M ÓP ]óM = - -p- + nÓT

~ [t:10k t:1bk]
t:100 + L..J -(1 - coskM) + - k- sen kM +

k=l k

+ [1 + ~(Ok sen kM + bk COSkM)] t:1 M

1
k (1- cos kMe).

00 = (OO)e + t:100 •

t:1P.

t:10 =

1.

00 [óak Óh ] e' [ M ÓP ]s» = ó80 +f; - k- (l - coskM) + - k- sen kM - np 2 ---¡;- +«ss:

siendo. en cad a caso. t:10 = 0a - 0e. las diferencias (O-C).

Resultarán así directament e los nuevos elementos " -

cuyos coeficientes respect ivos, son :

G' j " 10k = - 2" sen kMdM .
n _ .. P

G' j" 1- 2" coskMdM
n _ .. P

y las efemérides Pe, Oe, para las distintas épo cas de observación , así como el valor (OO)e, corre­

spondiente a la anomalia media M e = O.

En estas condiciones. aplicando, por ejemplo, un proceso de mín imos cua drados a la ecuación

(12), con un cierto número finito de coeficientes t:1ok . t:1bk. que se ex tie nda al conjunto m de

observaciones disponib les, obt end remos, por med io del sistema de ecuaciones normales de Ga uss,

los incrementos

Ahora bien. da do un conj unto m de observaciones 0a de un par visual y suponiendo calculada

una órbita previa de elementos (oe, ee. Te.Pe, í2e. we• le) , podemos calcula r las constantes

puesto que

o bien

No obstante , si podemos sup oner que los er rores de observación t:10 se traducen en err ores

(t:100 • t:1 0k, t:1bk) de las consta ntes (Oo . 0k . bk ) Y en err ores t:1 P . t:1T , de los eleme ntos orbitales

P y T, dado que los datos de tiempo se consideran exactos y po r tanto t:1t = O.

Diferen ciando la fórmu la (10). ten dre mos

Los desar rollos (9) y (10) dep end en de un conjunto infinito de constantes (Ok,bk ) cuyo cálculo

directo solamente podría ser efectuado por med io de las integrales





necesano.

(17)

(16)

lo = le+ Al

fi f§+eo <itag - = --tag-
2 1 - eo 2

p sen(1i - 0).= rsen(w + J)cosl .

Wo =we+ A w,

AO + RAw - SAl = AIi

Mi = no(ti - To),

pcos(O - O) = r cos(w + J) ,

En efecto , si consideramos las ecuacio nes

tag(1i - O) = t ag(w -+ J) cos 1

(Pi)O
--=ai
(Pi)e

nos dará el nuevo semieje mayor ao en la form a

1 m
ao= - Lai

mI

Evidentemente , todo el proceso es iterativo y puede ser repetido cuantas veces se considere

AIi - AO cos lAw
cos2(1i _ O) - cos2(w +J) - tag(w +J) sen 1Al

En consecuencia, si se incrementa la ecuación (16) con f constante, tendremos

con lo cua l queda te rm inado el proceso.

Es indu dable que la débil convergencia de las series de Fourier y la imp osibilid ad de introdu cir

infinitos tér minos en el cálcu lo pue de origina r perturbaciones en la corrección. Por esta razón ,

en la actu alidad estamos efectuando correcciones sobre órbitas simuladas, que publicar emos más

adelante , par a ver en que casos el método resulta adecuado.
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Los nuevos valores Po, To, eo, 0 0, Wo , lo , así obt enid os, det erminan la órbita corr egida en

cuanto a ángulos de posición y habrá de calcularse el semieje mayor a , pu esto que las distancias

no han int ervenido en el cálculo.

Para ello, con los elementos orbitales anteriores iremos calculando las distancias (P¡)e para

un supuesto semieje mayor a = 1, Y los compararemos con los valor es (Pi)O observados. El

promedio aritméti co de los cocientes

COS2( lii - Oe) cos le
R = 2 , S = t ag(we + f ¡) sen l eCOS2(Oi - Oe)

cos (we+ f¡)

y la ecuació n (17), t ra tada por mín imos cuadrados nos proporcionará los incrementos AO , A w,

Al, y por consiguient e

siendo

o bien

Ahora bien , puesto que ya supone mos mejo rados los elemento s orbi tal es Po, To Yen, entonces

para cad a instante ti de observación, ta mbién habrán sid o mejor ad os los valores de las an omalías

Mi, Ei, fi , dadas por las igualdades

basta dividirlas pa ra obtener
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Abstract

1. Introducción
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Cuan do un alumno de Astronomía se enfrenta por primera vez a la resolución de prob le­

mas que no impliquen simples cambios de coordenadas astronómicas, sino que relacionen varias

Este ejemplo, aunque de una manera muy simplificada, muestra uno de los posibles campos

de aplicación de los sistemas expertos, aquél en que no existe un único algoritmo de resolución

sino que el algoritmo depende de la formulació n del problema y de los datos o informaciones que

poseemos sobre el mismo .

In th is paper we analyze the elements tha t an exper t astro nomer takes into account in

order to solve a problem of Positionai Astronomy. We use this anaiy sis to clarify the methods

of solut ion of problems to t he st udents of Astr onomy and to construct an expert system th at

emulates the Astr onomer.

2Departamento de Matemáticas . Estadíst ica y Computación

Universidad de la Rioj a, 26004 Logroño.

¡G rupo de Mecánica Espacial. Universidad de Zaragoza, 50009 Zaragoza

E-mail: abadlOcc.unizar.es

Abad, A.1 , San Juan, J .F2.

Elementos de un sistema experto para la resolución de

problemas de Astronomía de Posición

De unos años a esta parte las nuevas técnicas de Inteligencia Artificial han extendido el campo

de aplicación de la informática a dominios donde por falta de un algoritmo claro de resolución

se hacía dificil su aplicación . En particular, los sistemas expertos constituyen un conjunto de

programas que emulan la actuación de un experto humano, quién a parti r de la formulación de

un problema, aplica una serie de reglas que permiten extraer el mayor número de consecuencias

posibles de la información que posee.

Para pensar sobre la filosofía de un sistema experto pensemos en un ejemplo simple , ext raido

de [1]: Reflexione sobre el modo en que usted realiza una suma: cuando se trota de dos enteros

pequeños « 10 o 20), obtene mos el resultado mediante la f usión de los dos números; cuando los

dos nú meros son mayores, hemos de plant earnos la suma en nuestra mente, teniendo en cuenta

"cua ntos llevam os"; pero cuand o los dos números son demasiado grondes, hemo s de realizar la

suma por escri to. De modo que, aún en el caso de una operoción tan simple, según los datos

efect uaremos la operación de una f orma u otro.



observaciones diferentes, comienzan para él las primeras dificultades de comprensión de la asig­

natura. Para el alumno cada problema tiene su propio algoritmo, diferente en cada caso, y

es la experiencia la que posteriormente le va indicando una serie de pautas generales para la

resolución de dichos problemas.

El objeto del presente trabajo consiste en el análisis de los diferentes elementos que aparecen

en un problema de Astronomía de Posición, o lo que es igual el análisis que del mismo problema

realizará un experto. Esto nos permitirá, desde un punto de vista docente, clarificar para el

alumno el proceso de resolución de problemas y asímismo la construcción de un sistema experto

informatizado que sirva de test para las ideas discutidas y de ayuda para el usuario de la

Astronomía.

Aunque no es un programa específicamente diseñado para la construcción de sistemas ex­

pertos, hemos elegido el procesador algebráico de carácter general Mathematjca para el diseño

de nuestro sistema que hemos llamado Hiparco.m en honor del prime r gran astrónomo de la

antiguedad.

2. La observación como elemento fundamental de un prob lema

Elegiremos para comenzar el enunciado de un sencillo problema extraído de [3] (TP-2, pp 316):

Calcúlense las coordenadas geográficas de un Observatorio paro el cual la estrella de coorde­

~adas a = 19h45m35'.13,ó = - 22°53'42" .2 se encuentro en su zenit a las 5h de TU en el dia

en que 00 = 17h37m39' .352.

Este problema contiene todos los elementos del objeto básico que nos vamos a encontrar en

todo problema de Astronomía de Posición: la observación . Analizado el enunciado podemos

apreciar los tres elementos que aparecen en toda observación : el observatorio, el astro obser­

vado y el instante de la observación . Toda la información que encontramos en el enun~iado de

este problema consiste en propiedades o parámetros asociadas a uno o varios elementos de la

observación.

En efecto, las coordenadas geográficas que se nos piden caracterizan el observatorio. Las

coordenadas ecuatoriales a, ó son dos parámetros asociados al astro observado. La hora de TU

es un parámetro que caracteriza exclusivamente al instante de la observación. El hecho de que

la estrella esté en ese instante en el zenit nos está informando sobre la distancia cenital de la

estrella, que es un parámetro dependiente de los tres elementos de la observación, observatorio,

astro e instante.

En todo problema nos encontraremos datos que afectan a alguno de los tres elementos de

una observación . Asímismo , combinando ternas de elementos formadas por un observatorio, un

astro y un instante tendremos las diferentes observaciones que aparecen en el problema, una en

el caso del enunciado.

La forma habitual de resolver el problema sería diseñar el algoritmo que en función de los

datos conocidos nos permita responder la pregunta planteada. Sin embargo nuestro propósito
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es algo más general y consisite en anali zar toda la información poseida y mediante una serie

de reglas obt ener tod as las posibles consecuencias que de ella se deriven, ent re las que puede

encontrarse la incógni ta del problema.

Para conseguir este obj eti vo hemos de analizar en primer lugar toda la posible información

asociad a a uno , dos o tres de los elementos de la información. Toda la información sobre los

diferentes conceptos que se tr at an en los siguientes parrafos y sus relaciones puede verse en [2]

y [4] .

Un observatorio viene caract erizado esencialmente por su longitud oeste Aw y su la titu d, que

pued e ser geográfica <P, geocént rica 1/J o reducida u. Las relaciones ent re estas tres últ imas vienen

dadas como fun ciones lineales de sus tangentes con coeficientes dependientes de una constante

conocida como es la excentricidad del elipsoide de revolución terrestre. La función Solve de

Mathematica nos permite la obt ención de las tres latitudes, conocida una, sin saber a priori cual

es el tipo de latitud conocida y sin acudir al uso de la función if de los lenguajes clásicos. Se

ha tenido en cuenta también , como parámetro que define un observatori o, la longitud media de

la zona que sirve para determinar la hora oficial o legal de una zona o pais .

En cuanto al astro, toda su información será relativa a las coordenadas, que pueden ser: hori­

zontales (Acimut A y distancia cenital z), horarias (Angulo horario H y declinación S), absolutas

(ascensión recta a y de nuevo declinación) y eclíptic as (longitud eclíptica A y lati tud eclíptica

{3) . Si prescindimos de la precesión, que no ha sido tenida en cuenta en est a primera versión de

Hiparco .m, las coordenadas a , S, A,{3 dependen únicam ent e del ast ro observado, mientr as que

A, z y H dependen no solo del astro sino del observatorio y del instante de la observación.

La conexión entre (A,z) y (H, S) puede realizarse a través de 4> por resolución del tr iángulo

esférico P ZE , Polo-Zenit-Astro que permite no solo transformar unas coordenadas en otras sino

obtener dos de estos elementos conocidos los otros tre s, cualesquiera que sean.

El triángulo esférico P](E, Po lo-Polo eclíptica-Astro, nos p~rmi te relacionar (a, S) con (A,{3)

a través de la oblicuidad de la eclípt ica ( que ahora es una constant e por despreciar la precesión.

El valor de esta constante ( se puede introducir como dato en el siste ma o bien se puede considera r

su valor en la époc a J2000.0 o dejarlo como una incógnita. Al igual que en el caso ante rior la

resolución de un tr iángulo esférico nos permite obtener dos de estos parámetros conocidos los

otros t res.

H Y a se relacionan por medio del tiempo sidéreo () que es un parámet ro que caracteriza el

instante y el observatorio . La relación entre los tres es lineal y la misma función const ruida para

relacionar las latitudes nos permi te conocer uno de estos tr es parámetros a partir de los otros

dos.

El último elemento a considerar es el ins tante de la observación. El instante de la observación

puede descomponerse en otros dos elementos, el día y la hora que pueden aparecer de manera

simultánea o sepa rada. La forma de expresar el instante puede ser a través del dia jul iano J D ,

el año besseliano B , el año juli ano J o simplemente dando la fecha del calendario y la hora; En
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3. Herramientas auxiliares de Mathematica para la elaboración del paquete Hi par co. m

Estas expresiones pueden ser introducidas como argumento en las funciones tr igonométricas.

Las inversas de las t rigonomét ricas devuelven un núm ero que represent a rad ianes, por lo que

se ha construido la función angulo que devuelve el valor del angula en uno de los 8 formatos

posibies, por defecto en formato" grns" ,

Obviamente éstos no son to dos los posibles parámetros o propi edades que caract erizan una

observación pero son los más representativos y los que más frecuentement e apa recen en los

problemas planteados a los alumnos de Ast ronomía de Posición. En posteriores versiones del

paq uete Hiparco .m seran añadidos nuevos elementos.

" -
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gms [90] ;

angulo [aHaJ

In{l} :=

alta

In{2}:=

Aunque Mathematica utiliza radianes como argume nto en sus funciones trigonomét ricas, sus

especiales características hacen posible la definición de un objeto que de manera global t rate

todo tipo de formato de ángulos . Para ello se define un ángulo como una expresión cuya cabecera

puede ser gms. hms , rad o seg,· con un argumento para rad y seg y uno, dos o tres para gms

y hms lo que representará respectivament e los formatos "g" , "gm", "gms", "h" , " hm" y "hms",

El objeto matemático más simple que el astrónomo encuent ra en sus problemas es el ángulo.

Sl n embargo, dependiendo del parámetro que describe o del context o en que se use, aparece

expresado en diferent es format os: grados ("g") , grados y minu tos (" gm" ), grad os, minutos y

segundos ("gms"), horas ("h"), horas y minutos (" hm"), horas, minutos y segundos ("hms" ),

radianes (" rad") y por último segundos ("seg" ) para ángulos pequeños.

La hora de una observa ción es un elemento que puede ser definido, bien como parámetro local ,

dependiente del instante y el observatorio, o bien como universal, dependiente solo del inst ante.

La relación entre tiempos locales y universales se efectúa a través de la longitud del lugar Aw por

medio de ecuaciones lineales . Se han considerado los siguientes tiempos locales: tiemp o sidéreo

medio 8, tiempo solar verdadero H.. tiempo solar medio Hm, hora civil He Y tiemp o oficial o

legal . Los tiempos no locales considerad os son: tiempo sidéreo medio en Greenwich GMST,

tiempo sidéreo medio en Greenwich a las cero horas del dia GMSTO y tiempo universal T U.

la mayoría de los problemas aparecerá únicamente la hora de la observación pues el dia solo se

utilizará al considerar la precesión o bien para el cálculo del tiem po sidéreo medio de Greenwich

a las cero horas de T U del correspondient e dia GM STO, dato que es necesario para relacionar

el tiempo sidéreo con el solar . GM STO puede ser introducido directamente en nuestro siste ma

o bien puede ser calculado si se conoce el dia.



Out[2}= .

gms[90, O, O.I

In[3}:=

angulo[alfa , formato->"hm")

Out[3}=

hms[6,O .)

In[4}:=

Sin [alfa)

Out[4}= I

1.

Las relaciones que aparecen ent re los distintos parámetr os que determinan una observación

suelen ser ecuaciones lineales de la forma L:~o a¡Xi = c donde Xi rep resenta n angulos de los

que n - 1 son conocidos y uno desconocido.

Para su resolución hemos definido la función sumaAngular O con tres argumentos. El primero

represent a una list a con los n coeficientes, el segundo ot ra lista con los n angulos, dond e la

incógnit a vendrá representada por gmsO , el último será un número que cont enga el término

independiente c. La respuesta es una lista con el valor de los n áng ulos. Si hay más de una

incógnita est a función no tom a ninguna acción.

In[5}:=

Ejemplo : gms[70] + 2 gms(20] - gmsf] =O

In[6}:=

sumaAngular[{l,2 ,-1},{gms[70) ,gms[20),gms[)},O) II angulo

Out[6}= .

{gms[70 ,O,O) ,gms[20,O,O) ,gms[110 ,O,O)}

El último elemento que nos encont ramos en estos problemas es el tri ángulo esférico, que será

represent ado por una lista de tres list as de dos ángulos que repr esenta respectivamente un lado y

el ángulo opuestos: {{a,A}, {b , B} ,{c ,cH. La función resuelveTriangulo O inte nta resolver

este triángulo esférico y devuelve una list a vacía si no tiene solución o una list a con uno o dos

t riángulos esféricos según el número de soluciones

In[7}:=
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r esuel veTr i angulo [t r i ] // angulo

4. Ca racteríst icas de Hipa r co .m

" -
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«Hiparco .m

In[l}:=

Ia[2}:=

{{gms[20.40.22 . ].gms[2. 33.37 .42 ]} .

{gms[40,10,20 .].gms[4,40,56 .01 ] }.

{gms[60,45 .13.].gms [173.39.39 .88 ] }}

Lo primero que debe hacer el usuario del programa Hipa r co .m es informar al ordenador

sobre las diferentes observaciones que aparecen en su problema a través de los tres elemen ­

tos básicos que las componen observatorio, astro e instante. Las funciones obser vatorio O •

astro [] e instant e O, con un argumento que constituye un nombre con el que el usuario

identifica el correspondiente elemento, crean tres listas que contien en los nombres de todos los

observatorios, astros e instantes que aparecen en el problema. El programa Hiparco .m, usará

la función listaObservaciones para crear la lista de observaciones a parti r de to das las te rnas

de elementos formadas tom ando un elemento de cada una de las tres list as anteriores .

tri {{gms [20 ,40 , 22] ,gms O} •

{gms[40 .10.20] . gms O } ,

{gms [60 ,45 , 13] .gmsO}} ;

En el problema planteado aparecen tres elementos: un observatorio que llamaremos Obs, una

estrella que llamaremos Est y un instante en el que .se efectua la observaci ón que llamaremos

Ins . Estos tres elementos constitui rán una única observación .

Nuestro objetivo es construir un programa al que se puedan introducir los datos de que

disponemos. Con estas informaciones el ordenador construye una base de datos que intentará

completar relacionando los distintos elementos conocidos por medio de una serie de reglas pre­

definidas. La máquina, por tanto, no pretenderá con esos datos responder a una pregunta

concreta, lo que equivaldría a elegir el algoritmo que la contest ara , sino que unicamente buscará

añadir el máxim o número de datos a los que le proporcione el usuario.

La mayor parte de los programas de ordenado r que tratan prob lemas ast ronómicos están for­

mados por diferentes conjuntos de rutinas o funciones con todos los algoritmos necesarios en los

diferentes problemas. El usuario de estos programas elige la rutina que resolverá su problema

en función de los datos que posee.

Out[8}=

In[8}:=



observatorio[Obs];

instante [ Ins] ;

astro [Est] ;

1n[3}:=

listaObservac i ones

Out[3}=

{{Ast,Ins,Obs}}

El siguiente paso es comunicar a Hiparco las diferentes informaciones que pos eemos sobre

. esos eleme'~tos . Estas inform aciones pu eden estar asociadas a un o, dos o tres elementos de la

observación . Para cad a observación se construye un a bas e de datos con los pa rámetros que

carac te rizan cada uno de sus tr es elementos. Dichos parám etr os son inicialmete definidos como

desconocidos por medio de la expresión gros D. La base de datos de cada observación estará

form ada por los elementos que apa recen en la tabla

latitudGeocentrica[Obs] t/J
latitudGeografica[Obs] <P

latitudReducida[Obs] u

longitudObservatorio[Obs] Aw

longitudZona[Obs] Az

ascensionRecta[Est] a

declinacion [Es t] s
longitudEcliptica[Est] A

longitudEcliptica[Est] {3

epoca [Ins]

dia[Ins]

tiempoUniversal[Ins] TU

tiempoSidereoGreenwich[Ins] CMST

tiempoSidereoGOTU[Ins] CMS T a las OhT U

tiempoSidereo[Ins, Obs] 8

horaCivil[Ins,Obs] He

tiempoOficial [Ins ,Obs] TZ

acimut[Ast,Ins ,Obs] A

distanciaCenital[Ast,Ins,Obs] z

anguloHorario[Ast,Ins,Obs] H

oblicuidadEciptica[] €

donde las fun ciones con más de un argumento no precisan que estos sean introducidos en un

orden prefijado.

En el problema que nos ocupa tendremos que poner:
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hms[2.52.53.5]

resuelveProblema[] ;

gms[-22.53,42 .2]

hms[19 ,45.35.13];

gms[-22,53 .42.2]:

hms[5] ;

hms[17,37 ,39 .352];

hms[O] ;

gms[O] ;

ascensionRecta[Est]

declinacion[Est]

tiempoUniversal[Ins]

tiempoSidereoGOTU[Ins]

distanciaCenital[Ast.lns.Obs]

acimut[Ast .lns,Obs]

Aunque se ha dicho que el sistem a Hiparco recorre todas las observaciones del probl ema com­

pletando hasta donde se pueda la base de datos de cada una, ~a realidad es que la versión act ual

(versión 1.0) tien e algunas limitaci ones cuando tene rnos más de una observación.

5. Limitaciones y futuras versiones del sistema Hipareo.m
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latitudGeografica[Obs]

longitudObservatorio[Obs]

In[5]:=

donde los dos últimos datos corresponden a la observación en el zenit de la estrella.

In[6]:=

Out[7]=

In[7]:=

Out[6]=

In[4]:=

Ya. solo queda al usuario preguntar al ordenador por los diferentes elementos que desea

conocer y este conte stará con su valor o bien con gmsO si no ha podido deducirlo.

Por último, cuand o tod os los datos han sido introducidos, la función resuelveProblemaD

int enta completar, para cada observación, la base de da tos de ést a , esto es, dar valor a todos

los elementos de la tabla usando para ello los datos conocidos y las relaciones mencionadas en

la sección 2. En este caso hay una única observación. En otro s casos se realizará este proceso

para cada obser vación.



Con una única observación el sistema completa toda la informaci ón posible a partir de los

datos poseídos. Sin embargo, cuando aparecen varias observaciones distintas, un experto humano

pod ría extraer más información de los datos que la obtenida por Hip arco .m. Esto es así porqu e

en esta versión se analizan por sepa rado las diferentes observacio nes, y no se tienen en cuenta

las posibles relaciones ent re dos observaciones distintas , lo que permitiría extraer inform ación

adicional imposible de obtener de ot ro modo.

Para ilustra r la ante rior idea , pensemos por ejemplo en dos observaciones que tengan en

común el astro y el instante, esto es, dos observaciones simultáneas de un astro desde dos

observatorios. Si se intenta completar por sepa rado cada observación , deben intentar resolverse

con los datos disponible s los triángulos P Z¡ E y PZ2E . Si sólo dispon emos de dos elementos en

cada caso será imposible resolver éstos . Sin embargo, relacionando ambas observaciones aparecen

no dos sino cuatro tr iáng ulos esféricos combinando de tres en tres los puntos P, Z¡, Z2, E, por

lo que es posible que uno de estos cuatro tri ángulos nos de la clave para la obt ención del ter cer

elemento necesario para completar los otros triángulos.

De la misma forma podemos combinar observaciones con dos astros o dos instantes comunes,

lo que nos dará información adicional en cada caso que completará la ahora disponible.

Es nuestra int ención ampliar el conjunto de reglas del sistema Hiparco .men futuras versiones,

para contemplar las exte nsiones ya mencionadas. Asímismo pretendemos incorporar otras que

vayan apareciendo al realizar un análisis más detallado de los distintos casos que se pueden

presentar en la reso~ución de estos problemas.
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Abstraet

1. I nt rod uetion

Rev, Academia de Ciencias. Zaragoza 47 (1992)

1í! = 1íe

1í! = 1íE! +1íE2+1íe

1í2 = 1íE2 +1íe•

1ío = 1ík +1íE! +1íE2. and

1ío = 1ík• and

1ío =1ík, 1í! =1í E!> and
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Within this cumbersome treatrnent, sorne exceptions are found in the lit erature. For inst ance,

Cochran (5) provides a good determinat ion of the perturbati on orders of the terms which form

the Hamiltonian by him considered: the attitude motion of a satellit e moving in a precessing

Keplerian orbi t. zround a point mass.

When perturbati on methods are applied to t he coupled translat ional-ro tat ional motion

of two rigid bodies, there are several possibilit ies in defining the different terms which con­

stitute the Hamilt onian form; even the zero order may be different depending on the various

hypotheses. Usually in the literature, aut hors choose the model and in most of t he cases with

no justificati on of the choice. In this pa per, by means of the scaling technique, we present

th e Ham iltonian depending on several parameters that will determine th e different orders

for the models considered without hesitat ion.

Scaling hamiltonians in attitude dynamics of t wo r igid bodies

Elipe, A.!, Abad , A.!, Arribas, M.!,2

¡G rup o de Mecánica Espa cial. University of Zaragoza , 50009 Zaragoza, Spain .

2Depart ment of Appl ied Mathematics , University of Zaragoza , 50014 Zaragoza, Spain,

In the probl em of the coupled orbit al-rotati onal motion of two rigid bodies, there are several

factors , such as th e relation among the size of the orbit and the sizes of the rigid bodies, the

spining of th e bodies (fast or slow rotations) with respect the mean orbital motion , the masses

of th e bodies, et c., th at offer several possibilit ies for determining the different orders which

compose the Hamiltoni an , which is essential when pert urb ation met hods are applied.

Usually, in th e literature, aut hors assign the different orders by hypothesis, according with

their abiliti es for solving the problem an d in general not in a clear manner (1 to 4). Indeed,

denoting by

1í.k the Harniltoni an of th e Kepler motion of the centers of mass,

1íEi the rot ational kinetic energy of the rigid body Bi, and

1íe the remain ing coupled terms of th e pot ential,

several possiblities are found , without much explanat ion, such as:



2. Basics

Space treme: 08¡,82,83, a fixed or inertial coordinate system, and

T wo body frarnes: P B ¡, B 2, B 3 and p b¡ , b2, b3, the principal frames of inert ia of the bodies S

and 8.

(1)
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+ t (i¡w¡ + i2wª + i3w5)

k2 m
+2I1z¡ - z2113(!¡ + {? t h - 3I)

k2M

+ 211z¡ _ z2113 (i¡ + i2 + i3 - 3i),

L =

Thereafter, symbols in capitalletters stand for the rigid body S, whereas lowercases designate

the same concept for the body 8 .

Let us designate by X and X the position and velocity of S with respect to th e Space fram e.

These vectors describe the orbital motion of S in the space frame. The at titude of S is given by

means of the Eulerian angles cI>, 0 , 1li, and the ang ular velocity vecto r n = n¡ B¡ +n2 B 2 +
n3 B 3, or the angular momentum of rotation vector G = l¡n¡B¡ +hn2B 2 +hn3B3, where

l ¡ , 12 , 13 are the principal moments of inerti a of the rigid body S.

Taking in consideration the three first terms in the development of th e potential function ,

the Lagrangian L of the problem is:

¡ . . . ¡ . . k2Mm

,¡M(X. X ) + ,¡m(z. z) + IIX _ z ll

+ t (!¡ n¡ + h nª + I 3nD

Let us consider the problem of the motion of two rigid bodies S and 8 at t racted by thei r mutu al

gravitation forces. Let M, m thei r respective masses, and P , p their cent er of mass. In order to

describe the rotational and orbital motion, we consider th ree frames of reference:

However, after the exceIlent work of Meyer (6) for scaling Hamiltonian systems, the different

orde rs may be obtained in a systematic way. FoIlowing his guidelines, when th e probl em of the

coupled orbital-attitude dynamics is considered, we derive several small pa rameters, which will

allow us to determine the orde r of magnitude of each te rm without any doub t .

Following Meyer's notation, (6) [p. 879), when we make a change of variables or a scaling of

the q¡ = otij¡, since the bars over variables are not esthetic, it is convenient to drop them . The

operation of first changing the variables q¡ = aii¡, and then dropping the bars, wiIl be denoted

by q¡ -----t aq,

It may appear as a paradox the fact of building the scale with Lagrangian ins tead of Hamilto­

nian formalismo The reason is simple: it is easier handlin g opera tions such as multiply by factor s

or change t he scale of the independent variable wit h Lagrangians tha t with Hamiltonians, since

in this case, sorne addit ional operations must be done with the canonical moments (for details,

see Stiefel and Scheifele 1971 (7)).



2.1 Reduct ion to the barycenter

(2)

M
:I: =b+ ---r.

M +m

L =

X =b __m__r
M+m '

and because L does not depend on b, it is ignorable, and the reduced Lagrangian , after droppin g

the constant quantity (M +m)(b . b)/2 is

1 M m (" . ) + k
2
M m

2M+m r ·r ~

k2m

+tn . G + 211 r ll3 (l¡ + h + !J - 3I)

I k
2M

(. . . 3 ')
+ 2 w . 9 + 211r ll3 11 + 12 + 13 - 1

With this, th e first row of (1) becomes

Inversely, there follows th at

I ( )( . . ) 1 M m (. . ) k
2
M m

2 M + m b · b + 2M + m r· r + -llr-lI-

and at this point, we recognize t hat the problem has 9 degrees of freedom.

(M + m)b = M X +rn z , r = :1: - X .
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L == L(X ,:I: ,<I> ,0 ,11I, ~, ~, ~,

)( ,z ,~ ,é ,~, ~,J, ~) ,

In order to reduce the order of t he problem, we perform a reduction to the barycenter. Denoting

by th e vector b th e posit ion of the ba rycenter of the system, we introduce t he vectors b and r

such that

[== [(X - :1:, <1> , 0 , 111).

and consequently, th e probl em is of order 24, or equivalently, the system has 12 degrees of

freedom .

Therefore, the Lagrangian functi on is

with Al, A2 , A3 t he direction cosines of this direction with respect to the body frame P B I , B 2 , B 3 •

The moment of inertia I is:

and it depends on th e Eulerian angles, and on the orbital vectors X , :1:, bu t only through the

difference X - :1:,

where ¡'¡S the momen t of inertia of the body S in the direction X - :1:. T his direct ion may be

expressed as







with

(9)

(10)

• ór = ó? = (

7t =

H 1. . 1 1o = -r . r - - + -w . g
2 IIrll 2

7t¡ = - 211 ~ 1I3 (j¡ +h +iJ - 3j ).

Wit h this Hamiltonian, we recover the problem considered by several aut hors (3, 4 and

9).

L=

This case corresponds to very fast rotations of the rigid body s (sateilite ), in such a way

that the rotational kinetic energy is of the same arder than th e Keplerian energy. Th e

Harniltonian now has the form:
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M +m
Ll3 = ---,

m

Final1y, we designate by Ll3 , Ó3 the ratio mass

N.B. The same result is obtained unde r the hypothesis that one of the bodies has spherical

symmetry of inertia (J¡ = J2 =h).
Two cases may be taken into consideration:

5.1 One of the rncsses is much bigger than the other

Let us suppose that the mass of one of the bodies (5) is much bigger than the othe r (M >
m =* Ó3 :::::: 1), in such a way tha t the rotation of the more massive is independent of the

other body . This corresponds to the so named satellite case (8) . Under th ese conditions, the

Harniltonian corresponding to the Lagrangian (9) is

5. Application to classical cases

In arder to illustr ate th e theory aboye exposed, let us mention several classical cases.

After these definitions , the Lagrangian may be written as



T his case corresponds to fast rotations of the satellit e, and orbital dim ensions much bigger

that th e size of the satellite, such th at the rot ational kinetic energy is of th e same order

than th e Keplerian energy. Th e Harniltonian now has the form :

with
'1..1 1.. 11Lo="2r.r-H

1
Ji¡ = - W · 9

2

Ji 2 = - 211~1I 3 (j¡ +Í2 +Í3 - 3j ).

An usual additional hypothesis is that the rotation of th e satellite does not aifect th e

orbital motion, which is considered as a known function of th e t ime (5 , 8 and 10 ). In this

case, the zero arder may be dropped and the Hamiltonian becomes:

Ji =Jio +(Ji¡

1
H« = - W · 9

2

JiI = - 211~ 1I3 (jI +Í2 +Í3 - 3j).

5.2 The two masses are sim ilar

When the masses of both bodi es are similar, th e parameters ~3, Ó3 are of th e sa me magnitude

than the factors to which th ey are multiplying, and th erefar e, thei r role is not relevant in

the equations of the motion . Alike th e previous subsect ion, several cases may be considered ,

depending on th e magnitude of th e parameters ~v , óv , u = 1,2, which offers mor e possibili ti es

than in the previous section. Nevertheless, in general, under th e enormous complexi ty of the

pro blem (9degrees of freedom), most of the authors consider one of the rigid body spherical

(1, 11 ). Furthermore, additional hypo thes es ofaxial symm etry or near-axial symmet ry for th e

other bo dy are stablished . Under th e consideration of sph erici ty for one of th e rigid bodies,

the treatment of this problem does not differ substatially from th e considered in th e previous

subsection.

6. Conclusions

Scaling technique reveals very useful in the coupled rotational-traslational motion problem of

rigid bodies. Wh en perturbati ons th eari es are applied, the determination of the different ord ers

of the Hanúltonian is essent ial . By means of the scaling, the arders are det ermined without

ambiguity, and several classical formul ations are recovered.
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INTEGRACION ANALITICA DE UN CASO PARTICULAR DE L PROBLEMA

DEL MOVIMIENTO ROTACIONAL DE UN GIROS TATO CON UN P UN TO

FIJO EN UN CAMPO CENTRAL NE WTON IANO

J. A. Cavas y A. Vigueras
Depa rtamento de Matemática Aplicada y Es tadi s t i ca

Escuela Politécnica Supe r ior de Cartagena. Universidad de Murcia

ABSTRACT. The scope of the present paper is to prov ide analyt i c

solutions to the problem of the at t i tude evolut ion of a s ymme t r i c

gyrostat about a f ixed po int i n a central Newtoni an f orce field of

potential V( 2l , in an ana logous case of t hat of Lagrange and

Poisson when the third component of the total angular momen tum i s

cancelled ou t (B
1

= O). We consider the possible cases of t hi s

problem, which depend upon t he nature of the r oots of t he function

g(u) and we obtain t he analytic solut ions fo r Euler angles i n terms

of e lliptic f unc t i ons of the time t . Finally, we gi ve a geometric

interpre tation of t he obtained results .

1. INTROnuCCION.

El problema del movimiento rota torio de un sól ido r í gido con

un "pun t o fijo , s ome tido a momentos externos , ha sido estud i ado en

numerosos artículos por autor es como Eul er , J acobi, Poinsot ,

Lagrange, Poisson, Kowalesky , por citar tan sólo los más c lásicos;

habiendo obtenido integraciones anal íticas en distintos casos

particulares.

Con objeto de pone r de manifiesto la i nfl uencia de l os

movimientos internos de los cuerpos, que no modi fican s u

distribución de masas, sobre la rotación de los mismos, se ha

estudiado también el movimient o rotatorio de g iróstatos con un

punto fijo. En pa r ticular , de giróstatos estacionar ios , que son

aquellos para los que el momen to angular relat ivo de su parte móv i l

con respecto a su parte rígida (también denominado momento

155



156

giróstatos . En cuant o al problema del movimiento de un giróstato

con un punto fijo en un campo central newtoniano de potencial y(2),

en variables de Andoyer , es considerado en Tsopa (1979, 81) e

integrado en cas os próximos a regulares por métodos de

perturbaciones. Problemas más generales, tales como el problema del

movimiento rototraslatorio de n giróstatos, el del movimiento

rototrasla torio de un giróstato en un campo central newtoniano, la

rotación terrestre usando como modelo de tierra un giróstato

simétrico han sido considerados en R. Cid Y A. Vigueras (1985, 90)

Y M. E. Sansaturio y A. Vigueras (1988), donde se dan resultados

cualitativos e integraciones aproximadas .

Volviendo al problema del movimiento de un giróstato con un

t f " · t 1 t on í d t . 1 y(2)pun o lJO en un campo cen ra new orn ano e po enc i a ,en

Yigueras (1987) se prueba la integrabilidad en el sentido de

Liouville en tres casos, que se reducen a los dados por

Arkhangelskii si el momento girostático se anula .

girostático) es constante en el sistema móvil, solidario con su

pa r te rígida. El problema del giróstato con un punto fijo es algo

más general que el del sólido rígido (al que se reduce si e l

momento girostático se anul a} , y ha .s i do considerado entre otros

autores , por G. Peano, V. Volterra, V.A. Steklov, U. Cassina , M.T.

Yacca en trabajos dedicados , preferentemente, al estudio del

movimiento de los polos terrestres, variación de la latitud sobre

la superficie de la' tierra, etc .; es t os y otros son referenciados

en el libro de E. Leimanis (1965) .

Refiriéndonos al problema del sólido rígido con un punto fijo

en un campo central newtoniano de potencial V(2l (obtenido tomando

solamente hasta el término principal del potencial no Kepleriano,

es decir, .has t a los términos de tercer orden en l /r), Arkhangelskii

(1962, 63) ha probado que, en general, existe una cuarta integral

primera algebraica de las ecuaciones del movimiento solamente en

los casos de esfericidad , el análogo al de Lagrange - P~son y el

análogo al de Euler - Poinsot .

El problema del giróstato pesado con un punto fijo ha sido

considerado por Keis (1964), que confirma la validez del teorema de

Poincaré para este caso; y por Yigueras (1983) que integra

Poisson paraanalíticamente un caso análogo al de Lagrane



2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

En es te t rabaj o, se integra an a lít i cament e uno de los casos

integrables encontrados, e l cas o aná logo al de Lagrange - Po isson ,

con l a s condiciones iniciales:

E¡ problema que nos planteamos consiste en obtener las

ecuaciones del ' movimiento de un giróstato fijo por uno de sus

puntos O, perteneciente a su parte rígida, sometido a l a atracción

newtoniana de otro punto fijo P, cuando el movimi ento r e l a t i vo de

y es

girós ta to

O
o

X
2

como el vector de
~
ro ' son vectores

es decir :

y el potencial

o
X

1

móvil,

O
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sistema

a
2

el

concretamente , suponemos que el
~

momento girostáti co 1
r

a
1

se supone conocido

enc .d.m.

1
2

1
1

del

!/J (t ) = !/Jo e ( t ) = e 1/>( t ) = 1/>0o o o o

w (t ) = o w ( t ) = o w (t ) ow
1 o 2 o 3 o 3

y suponiendo que la tercera componente del momento angu l a r t ota l se

anula (lo cual podría lograrse el igiendo conve nientemente l a

posición

es simétrico y tanto el

constantes que están sobre el e je de s i metr ía ,

tercera componente del momento girostático, pensamos, por e j emplo,

en satélites artificiales dotados de rotores simé tri cos) . Se

consideran todos los subcasos posibles , que se ca r ac t e r izan en

función de la dis tancia r del centro de atracción P a l pun to f ijo

O, así como de la geometría del cue r po y de las condiciones

iniciales, dando la expresión analíti ca expl í c ita de la solución e n

cada uno de e l l os . Con independenc ia de las soluciones de

equilibrio , aparecen ahora más posibilidades de movi mi en t o qu e en

el caso análogo para un giróstato pesado, l o cu a l es debido a los

efectos derivados de 'l os momentos gravi tator ios corres pondientes al

nuevo término incluido en el potenc ial y (2l.

S2 con respecto a S1

aproximado por y(2l . Más



(2.1)

la parte

m xOk + m (I -I Ik k
032 131 2 3

-m xOk + m (I -I )k k
031 1 1 313
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al punto fijo O. Según se sigue del

M = masa del punto fijo P,

atracción P (situado en

m = masa del giróstato ,

B - B k
o 1 3

o

centro de

w k + w k
1 1 2 2

w
2

+ w2
= A + A k + A k

2

1 2 o 13 23

Iw + (I-I )ww +wa
11312323

I w + (I -I )w w - wa
12131313

w
O

w (c t e l
3 3

k
2

+ k
2

+ k
2

1
1 2 3

-7 -7 -7

k . (L + 1 ) = e (c t e )
r

En particular, la tercera ecuación (integral de Jacobi) y la

segunda (integral que expresa el caracter constante de la

proyección del momento angular total sobre el tercer eje fijo) se

pueden expresar en la forma:

negativa del tercer eje fijo

teorema del momento angular y de la ecuación cinemática de Poisson,

admitiendo las integrales primeras:

r = distancia del

siendo mo = mg, mI 3g/r,

G = atracción de la gravedad,

como sabemos, las ecuaciones del movimiento en el sistema móvil

son:
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(2.2)

permite separar variables ,

A
1

u = cose

A + A cose + A cos2e
o 1 2

B - B cose
o 1

B
1

.2 (A + A u + A u2
) ( 1 - u2) - (B - B u)2 g(u)u

o 1 2 o 1

t/J (B - B u) /(1 _ u2) (2.3)
o 1

<P
o (B - Bu) u / (1 - u2)

W -
3 o 1

. 2
t/Jsen e

·2 2 .2
t/J s en e + e

c / 1
1

\ = [2h.O - 1
3
(W~)2] / 1

1

A2= 3g(I1 - 1
3

) / 11r

El cambio de variable

resultando :

B
O

-7

Utilizando las expresiones de las componentes de i3 y k en

variables de Euler, l~s integrales (1) se reducen a las ecuaciones :

U Hipótesis adicionales :

Antes de proseguir , supongamos que para t t se tengan laso
siguientes condiciones iniciales :

t/J ( t ) = t/Jo
et t ) e <p( t ) = <Poo o o o

o
(2.4)

w ( t ) o w (t ) o w (t ) w
1 o 2 o 3 o 3

(siendo u
o

= coseD distinto de 1 y -1, puesto que dichos valores

coinciden con sendas soluciones de equilibrio del problema).

Es decir, vamos a proceder a la integración anal ítica del problema

considerado cuando el giróstato (su parte rígida) gira, en el

instante inicial, alrededor de su eje de simet ría con velocidad
oangular constante w
3

; siendo la orientación del mismo arbitraria .



Con estas últ imas condiciones que le hemos impues to, vemos que
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Nos qu eda, pues, expresar la nu~a~ión e en función del tiempo

a partir de la primera de las expresiones , (2 .5) , para tener el

problema compl etamente resuelto.

(2.5 )

(2 .7 )

(2 . 8 )

Bu
1 oBo

tenemos que
A

2

A
1

- u ­
o

l a distribución de mas a s de l

U
1

A = - (A u + A u
2

)
o 1 o 2 o

~ I/I( t ) = 1/1
0

~ + wO(t - t )
o 3 o~ ~(t)

----- > O

O

o
W

3

y ~ quedan facto r izadas por ·B.
1

suponemos que el centro de masas está por encima del

> O, y que 1
1

> 1
3

as í como que B
1

= O, es decir,

componente del momento angul a r total del giróstato

(u - u ) (l - u2
) (A + A u + A u) = g í u)

o 1 2 o 2

a =o

. 2
U

2mxor
3 r

u u + -u + > - u (2 .6)
1 o 3(1 -1 ) o a oo -

1 3

3(1 -1 )
1 3

2mxo
3

parámetro que depende de

Entonces de (2 .1) resultan

3. RESOLUCION ANALITICA: CASOS POSIBLES.

cuerpo" pudiendo entonces f actor izar

g( u) = A
2

(1 - u2 ) (u - uo) (u - u
1

)

es un

\ >- O Y Al< O, e introduciendo

donde

con lo cual 1/1

Si además

punto fijo , X
O

3

se anula la 3
a

(lo cua l podría lograrse por una adecuada elección de los

movimientos internos) y el centro de atracción P no e s coincidente

con el punto fij o O. Las ecuaciones del movi mie nto vendrían

expresadas por:



o sea

-1 < u < u ~ u ~ 1
1 o

Estamos suponiendo que - U
o

< u
l

< 1 , con lo cual

(3.1)

r = 2a co se
o o

dx

c ' )

r < (l + u Ia
o o

¡ (l - x ) (x - u ) (x - u ) (x + 1)
o 1

..
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ex. n¡;, k)

f---
uo

u < 1
1

- u < - u + r /a < u ~ u ~ 1
o o o o

En efecto, si se nos presenta el subcaso a) , nos encontramos

en el supuesto siguient e :

que equivale a O < r < 2aocos 8
0

donde ao es mayor que cero

y depende só lo de l a geome t r ía de masas de l cuerpo .

En tal caso , cuando e l pun to P esté s ituado a una d i s t anc i a

inferior a 2aocos8
0

de nuestro pun t o f i j ó O, e l movi mi en t o tiene

lugar para valores de u comprendidos entre e l va lor inicial Uo y el

valor u = 1, es dec i r, para 8 variando ent re e l valor inic ial 8
0

y

8 = o. De la pr imera de las ecua ciones del movim i ento se deduce

que (ver Byrd & Friedman (1 971 » :

Los distintos cas os que se nos pueden presentar vendrán dados

por la posición relat i va de l a r aiz u
l

de g( u) = O, estos son:

3.1 Caso:

h (t - t )
2 o

. 2 ( ) (u = g u = A
2

1

posibilidades: a) Que

- u2
) (u - u ) (u - u ) caben , entonces, tres

o 1

u
l

< Uo b) Que u
l

> "o c ) Que u
l

= Uo
que se corresponden en t e rminos de r con : a ') O < r < 2aocoseo '
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donde sn(-) es la función seno amplitud de la teoría de funciones

elípticas de Jacobi con el mismo módulo k . Despejando u, obtenemos

la nutación en la forma

elípticas, se sigue que el ángulo de nutación es una función
2K

periodica del tiempo con periodo T = ---- ,que depende de las
w

a
condiciones iniciales y de la geometría del cuerpo, donde K es la

integral elíptica completa de primera clase con módulo k.

(3 .3)sn2 w (t - t )
a a

2

¡ (l - u)(u + 1)
1 a

(l - u ) (u - u )
a 1

(l-u)(u-u)
1 a

a= - - - - - - - - ---

En el subcaso b) tenemos

-1 :s u :s u < u < 1a 1

o bien

- 1 :s u :s u < - u + r/a < 1a a a

(l - u )u - (l - u )u sn2 w (t - t )
1 a a 1 a a

u = cose (3.4)
(l - u ) - ri - u )sn2 w (t - t )

1 a a a

en las que

»: 1 - 1
1 3

W m u + u )(1 u ) (3.5)
a

2
1 a 1a

Por las propiedades de periodicidad de las funciones

(l - u ) (u - u
a

) (l - u ) (u + 1)
1 a 1

sen2¡; k
2= (3 .2)

(l - u ) (u - u ) (l - u ) (u + 1)
a 1 1 a

y FC¡;, k) la integral elíptica incompleta de primera clase con

módulo k. Invirtiendo dicha integral se obtiene

siendo



(3 .6 )

(3.7)

(3. 9 )

(3.8)

(3 .10 )

sn2
w (t - t )

a a
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1 - 1
1 3

m
1

dx

¡ (l - x l í u - x l Iu - x )(x + 1)
1 , a

2

1

ex.

(u
l

+ l)u
a

- (u
a

+ l)u
l

sn
2
wa(t - t a )

(u + 1 ) - (u
a

+ 1)sn2w ( t - t )
1 a a

2

= ex. F(f;, k)

¡ (l - u)(u +1)
a 1

invirtiendo di cha i ntegral tenemos

2a cos e < r < (1 + cose )aa a a a

w
a

(u
l

+ l )( u
a

- u )

sen2~ k 2

(u
a

+ 1)(u
l

- u )

entonces

donde

entonces

Conclu i r íamos afirmando que s i el pun to P es tá s i tuad o a una

distancia comprendida entre 2aacosea y (1 + cos ea) aa de O, el

recorrido de u está comprendido entre u = -1 Y e l valor inicial u
a'

que equivale a un r ecor rido en e comprendido en tre e = 'n y e l valo r

inicial e = e .
a

La primera ecuac i ón del movimiento podemos expresar la en los

términos

u=-------------:--------

h (t - t ) = - fU
2 a

u
a

' donde



o bien

2
- X

dx

(3.11)

-fa_-
-1

2
- X

cte,

r > (l + u Ia
a a

dx

u > 1
1

2
- X

dx

y u = +1, es decir, para e variando entre el valor e = R

O. El punto P estará si tuado a una distancia igual a

como

¡} = g Iu ) = A (l u2)(u
U )(u u )

2 a 1

entonces el movimiento sólo puede tener lugar para valores de u ~ u
a

que :

con lo cual

lo que equivale a

r > (l + cose )a
a a

Luego, si el punto P está situado a una distancia de O

superior a (1 + cosea)aa' los valores de u estan comprendidos entre

u = -1 Y el valor inicial ua' en términos de e la variación tiene

lugar entre e = R Y el valor inicial eó. .

De la primera de las ecuaciones del movimiento se deduce

-1 ~ u ~ u < 1 < u
a 1

- 1 ~ u ~ u < 1 < - u + r/a
a a a
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u

~ (t - ta) = J
-1 [x

de fácil resolución mediante cambios trigonométricos.

3.2 Caso:

u = -1

En el subcaso c) u es una raiz doble de g(u), pudiendo expresar
a

g í u) = A (l - u2)(u - U )2.
2 a

el movimiento tendrá lugar para valores de u comprendidos entre

2aacosea de nuestro origen O.

De la primera de las ecuaciones del movimiento deducimos que

y e



(3.1 2)

(3 .13)

(3.15 )

(3 .14)

(3.16)

2

t )
o

dx

2o:

1
1

1 - 1
1 3

m
1

~ r = (1 + cose )a
o o

¡(u - x)(l- x)(u -X)(X+ ll
1 O

1

2

ru
O

o: nI:; , k)

U
1

2( u - u )
1 o

con
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h (t - t )
2 O

E i nvirtiendo dicha integral, obtenemos :

despejando u, obtenemos la nutación en función del tiempo

2u - (l + u )su2.w (t - t )o o o o
u = cos e

2 - (l + u )sn2w (t - t )
o o o

w
o

en la que

3. 3 Caso:

El valor u = 1 se nos presenta como r a i z doble de la ecu ac i ón

g(u), pudiendo factor izarse como g(u) = A
2(u

- 1)2(u
O

- u)(l + u ) .

El movimiento tendrá lugar para valores de u ~ uo' que en térmi nos

de e var iará entre el e = rr y el valor inicial e = eo '



A modo d e resumen, l a s conclusiones obtenidas en nues tro

e s t ud i o, podemos r epresentar las gráfi c amente de la siguiente forma:

El punto P esta situado a una d istancia igual a ( 1 + cos80lao d el

origen O de nuestro sistema de referencia.

(3 .17l

Pl ano 'V ='V,

o

dxf---
u (l - xl I (l + x l Iu - x )

o o
mediante c ambios trigonométricos .

8= 0
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Conside r emos una esfera de radio suficientemente grande c on

centro e n e l punto O, origen d e nuest r o sistema de referencia ,

s e c cionando d i c ha esfe r a por el plano !{J = !{Jo tenemos el gráfi c o

siguiente

La primera ecuac i ón del movimiento s e e xp r e s a por

4 . CONCLUS IONES.

de fácil resoluc ión

h (t - t l
2 O



ve r if i ca cuando el centro de atracción P está a una distancia del

Con dicha representación gráf i ca queremos señalar que :

1.

qu e s egún

2a cos8 e l
o o

lo cua l se

U
1

cor r e s pond i endose

u > 1.
1

u < u .
1 o

a 2a cos8o o

y

< 1.

u .
o

igua l

U
1

2a co s8
o o
u < uo 1

co s 80)a
o

; que se corresponde con el caso

co s80)a
o

; que según vi mos s e co rresponde con+

+(l

punto f ijo O exactamente

En ·la circunferencia de ce ntro el punto O y radio

ángulo 8 puede variar entre 8 = rr y el valor 8 = O,

según vimos con el caso

O, comprendida entre

vi mo s s e cor responde con

En el sector (1) el ángul o 8 pued e variar entre s u posición

inicial 8 80 Y 8 = O, lo cual se veri fi ca cua ndo el centro de

atracción P está a una d istancia de l punto fij o O i nferior a

En l a zona rayada (3) el ángulo 8 puede variar en t re 8 = rr y

el valor inicial 8 = 8
0,

lo cual se verif i ca cua ndo e l centro de

atracc ión P está a una distancia del punto fi j o O superior a

2aocos80; que según vimos se corresponde con

En la zona rayada (2) el ángulo 8 puede va r iar entre e l valor

8 = rr y el valor inicial 8 == 80, lo que s e ve r i f i ca cuando e l

cen t ro de atracción P esté s i t uado a una distancia del punto fi jo

Por ul t i mo, en l a c i r cunf e r enc i a de centro O y rad io

(l + co s a Ta el ángulo 8 puede variar ent re 8 = rr y el valor
o o L

i nicia l 8 = 8
0,

lo cua l se ver if ica cuando el cen t r o de atra cc ión

P es tá a una distancia del punto f ijo O exactamente igual al valor

En tanto que, las expresiones explícitas de 8 en funci ón del

tiempo es tán dadas por l as fó rmulas (3.4), (3.9) , (3.11), (3 .15) Y

(3 .17) r espec t i vamen t e .
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ABSTRACT

1. INTRO DUCTION

169

M. Pal acios and C. Calvo

QUATERNIONS AND NUMERICAL ORBIT COMPUTATION

In the last year s , requirements in precision in orbit computat ions have changed drasti cally.

Indeed , at pr esent, centimeter acc uracy over one hun dred of revolu tions of a satellit e is required

in sorne mission s, mainly in low alt itude orbi ts , where t he influence of the atmospheric drag

is ver y st rong [2]. Efficiency and speed are request ed in num eri cal meth ods app lied to orbi t

com putation. For obtaining hig h accu racy in the ephemeri s or even for checking analytical

theories, we need a good num erical integration.

Recently, from a theoreti cal poin t of view, we studied meth ods for the num erical integration

of the equations of th e moti on in artificial satell ite th eory. These meth od s consist of generaliza­

tions of the clas sical St órrner- Cowell methods [4,5]. Th ese general izations are imp rovement s of

the classical ones in several aspects, mainly in th e same beh avior of the numeric al solut ion t hat

the analytical one, regard ing th e periodi city prop ert ies, Several tests [5] show th at wit h our

rnethods we obtain at least two mor e digit s th an wit h Cowell's met hod when applied to periodi c

or quasi -period íc pro blems. Besides the difficulty in obtaining very high accuracy, there are

several const rain ts that increase the compl exity, such as the prohibitive compute r time, and th e

rest riction of using arithmetic op erations with words of limi ted length. As it was pointed out

in [2], these goals cannot be rea ched by mean s of num erical met hod s as Burli sh-Stoer , Adam s­

Mou lton-Cowell or Cowell, whereas th e Enck e formul ation of th e equations and a well chosen

secularly precessing orbit pr evious to the numerical integrat ion (e.g. Adams-Moult on- Cowell)

bearing into account a reformul ation of the gr avity vector comp ut at ion is more efficient .

In this point , th e idea of Deprit [3] reveals to be very useful . Indeed, as th e inclination of

the orbit of an artificial sa tellite varies little, ou r purpose is to form ula te th e equat ions of the

motion in such a way that th e in clina tion remains close to zero in ord er to avoid the loose of

significant digi ts in the num erical calcu lations and eliminate t he singularities related wit h small

Grupo de Mecánica Espacial. Universidad de Zaragoza, 50009 Zara¡¡;oza, Spain,

Rev . Academia de Ciencias. Zaragoza 47 (1 99 2)

T he eq uations of the mot ion of a perturb ed keplerian orbit a re formul ated in a non st and ard

way, suggested by Deprit [3], which repr esents plainly the dynamic al behavior of the solution,

and avoids singularit ies in inclination. Quaternions are used for describing rot ations between

t he different frames with a consequent increase of speed and precisi ón. Several test have been

performed, and about two significant digits are gained with t his formulati on.
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In particu1ar, in the instant to, the orbital frame defines a fi~ed orthonormal reference system

named departure Ireme 1) (uo, vo, n o).

(1)
:i: = X,

X = - (~)Z + F.

z z
u = IIzll r

z x X G (2)n
IIz x XII G

v n xu

Firstable, let us consider the space Ireme S , defined by three orthonormal vectors (SI, S2 , S3) '

The position z and velocity X (rectangular coordi nates) of a particle in a Newto nian potential

of constant J.l to which is superimposed a perturbing force F is given by the different ial equations

Following Deprit [3], we shall choose another reference frame and a set of variables (not nec­

essarily minimum) in such a way th at the equations show as clear as possible the dyn amical

proper ties of the solutions and give us th e best efficiency when integrated numerically.

Let us consider now the orbita l frarne O (u ,v, n ), where the or thonormal basis is given by

or near 180 degrees inclinations that can arise when the integration is performed in t he classical

orbital elements. In orde r to perform this, we proceed in the following way: first , determining

the instantaneous plane of mot ion, and second, to describe the motion in its planeo Remark that

the motion of the satellite in its plane (we will define it as the ideal plane) has only two degrees

of freedom. We will define the instantaneous orbital plane in terms of quaternions, since this

formu1ation presents no singularities, even for inclination equal to 1f, and manipulate quantities

very close to the uni ty.

An important aspect to be taken in to account is the nume rical check of this new model

for the formu1ation of the problem. We have done several test in a CONVEX machine that

shown an improvement in the efficiency of t he numerical integration of this formu1ation versus

the classical one in rect angular coordinates. Th e efficiency obtained, about two more digits, has

been mesure in terms of number of digits gained in the determination of radial dis tan ce, radial

velocity and angular momentum. Th e cassical along-tr ack, across -t rack and across-plane errors

have been ob tained and they show that the more important , along-track error, is of th e order

of the error in the determination of radi al velocity, the across-t rack error is of lest imp or tan ce

and the across-plane erro r insignificant.

In sect ion 2., we define the different reference frames to be employed, together wit h a de­

script ion of the properties of quaternions which will be very helpfu1 in the integration of the

equations of the motion obtained in the ideal frame (subsection 3..1). Several tes t of the distin ct

formu1ations for non-perturbed and pertur bed prob lem are performed in t he section 4., which

-show the efficiency of the integration when formulated in the departure and ideal frames.
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(3)y=ij i q ,
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where i , Y are the quaternion images of t he vectors z , y by the previous mapp ing , ij is the

quaternion corresponding to t he rotation , and q is the conjugate quaternion of th e previous

one. (For more details on quaternions cfr. [6,1]).

Wit h the aforementioned properti es, a vector W d in the departure frame may be expressed in

the space frame (w.) by means of

s = {ij = (QO ,Q¡,Q2,q3)

II ijl12= Qa +Q? +Qi +Q5 = 1, Qo ~ O}.

may be considered as a group if we int roduce the prod uct of two quat ernions be defined as

Let us mention th at there exists an isomorphi sm between the group Ot(R) of rot at ions of order

3 (posítlve orthogonal matr ices) and the group 5 4 of quaternions

(

g~ + g? - g~ - g~ 2(glg2 - gOg3) 2(gl g3 + gOg2) )

2(glg 2 + gOg3) g~ - g? + g~ - g~ 2( g2g3 - gOg»

2(glg3 - gOg2) 2(g2g3 + gOg» g~ - g? - g~ + g~

corresponding to the quat ernion ij .

A quaternion given, the obtaining of its associa te matrix does not offer any formal difflculty.

However, in the inverse process we may have a lost of significant digit s, because sorne small

divisisor may appear. In order to avoid this obstacle in our subroutines, we tak e among the four

possible opt ions the greater component Q¡ of the quaternion as denorninator.

Besides, taking in to account that we can define a one-to-one mapp ing from R 3 to 5 4 given

R 3 54

v f---+ ü =(O;v),

it is easy to check that if y is the image of the vector :c by a rotation, the well known relat ion

y = Q:c is equivalent to

Th e isomorphism is completely defined when the rotation matrix Q is identified with t he fol­
lowing mat rix

Since the departure frame 1) may be regarded as the image of the space frame S by a

rotation, the relation between both systerns may be given in matricial form orusing the associated

quaternion; we shall express this relati on by means of quaternions. Quaternions present the

advantage of no having inherent geometrical singulari ties, and from a numerical point of view,

we have to make only arithmetic operations among them.

First at all , a quatern ion ij = (qO,q¡ , q2, q3) may be considered as a pai r ( qO; q), composed

by an scalar qo and a vector q = (q¡ , q2, q3). Th e set of all qu at erni on s of norm uni ty and non

negative real par t ,



(7)

(6)

(4)

(5)

n = W X n ,

G= rF · V .
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2q=wij.

. G
u = r2n x u.

n =~(F. n )u x n .

G = z x F ,

v= (~n +~(F . n)u) x v .

ú = w X u ,

3. EQUATIONS or THE MaTIaN

where the angul ar velocity is

Likewise, by differenciating z = ru , we have

Finally, from v = n x u , and subst it uting the previous derivatives, we obtain

Accordingly, th e motion of th e orbital frame with respe ct to th e fixed frame may be viewed as

th e rotation

Afte r differenciating the re1ation G =Gn, one obtains that

dfj = dij xq + ij xdq = dij q fj + fj ij dq

W d = q w . ij = (2q5 - l )w . +2(q . w . )q - 2qo(q x w . ).

r..J!. = 2qij x fj
dt

By definition , th e orbit al fram e O (u (t) , v(t), n(t)) coincides with the departure frame D in the

initial instant too

Having into account the equations (1), and the definition of th e angular momentum G = z x X ,

the derivatives wit h respect th e independent variable t , are:

Other proper ty used below is related wit h deri vati ve of quaterni ons. Differen tiating equation

(3), one ob tains

and after sorne arithmetics one obtains

In analogous way, the inverse tra nsformation is:

H one nam e w th e instantaneous quaternion angular velocity, identifying the previous result with

W x fj, one may obtains w = 2qij , or equivalently



3..1 IDEAL FRAME

In order to define the ideal frame , we consider the second ter m of the angular velocity (7),

(9)

(8)

(10)

U[(t a) =(1, O, O) ;

v [(ta) = (0,1, O),

n[(ta) = (O ,0, 1)0

-~~(F' n )(q¡cosO+q2sinO)

-~":(F o n )(qacosO - q3sinO)
2G

-~~(F . n )(qasinO +q3COSO)

-~": (F . n)(- q2sinO+q¡sinO)
2G

!!..-;i: = -E..:e+(F ou)u+(F ov)vut r 3

qa

U[ =W [ X U f , V[ =W [ X v I , n[ =W [ X n I,

where vectors are referred to the ideal frame.

W[ =":(F .n)u
G

or equivalently in components, once the value of W[ has been substitu ted :

Considering the aceleration re1ative to the ideal frame and taking into account the equali ty of

the velocities in both frames, we obtain the following equation

wit h the following initial condit ions

where O is the angle between the U[ and the radial direction defined by u

The vectorial equation (9) may be substituted by four equivalent scala r equations: the

equation for the angular momentum is the second of equations (5); the equation for the radial

Equations (8) and (9) define the ideal frame and the motion in the ideal plane o Th ese equat ions

(8) may be substituted by the equations for the correspond ing quaternion defining th e rotation

from the departure frame to the ideal frame . That is done by taking into account equation (4)

for W[ and expanding the product, one obtains the following equation for the quaternion:

The ideal frame (u[ ,v[ ,n[) was defined by Hansen as th e depar ture frame rotated by W[ .

Remark that when the perturbation is small , the vector W[ is small, th at means slow rotation ,

and, besides , the velocity is the same in both frames (departure and ideal). In thi s way the

mot ion may be decomposed in a slow rotation of the orbital (or ideal) plane and the motion in

this plane o

Th e ideal frarne along the time referred to the departure frarne may be viewed as the rot ation
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• zonal and tesseral harm onics.

4 . NUMERICAL T ESTS

• keplerian circular orbit,

(11)

o,O, Q3(tO)

Go, O(to)

«r . «

O, q2(tO)

ro, G(to)

.. G
2

Jl Fr = - - - + ·u
r3 r 2

ro, r(to)

1, q¡(to)

We have ru n our programs in th e vectorial computer CONVEX 220 of the University of

Zaragoza, bu t in the begining we have considered th e Stand ard Apple Numeric Environment

(SANE) for binary float ing point arit hmetic . SANE uses the exte nded dat a type to perform

most comp utation, which provides the maxi mum degree of accu racy, which is 19 to 20 decimal

digits (wit h non elemental arithmetic operations the least signiiicant bit of extended may be in

erro r) . For this reason all subroutines are prepared in order to vecto rize as much as possible

and so save time computing

Since we are interested only in checking the different Iorrnul átions abo ye described and not

in the numerical method themselves, we choose a Runge-Kutta of orde r eight for aJ1 cases, with

In order to check these new formulation we have developed several FORTRAN programs for the

nume rical integration of the initial value prob lems aboye ment ioned, taking initial conditions

and perturbation force corresponding to an artificial satellite with low altitude.

Th ree different cases of orbits have been tested:

8u [ G 8u [ 80
-al = W [ X u[ = r 2 V[ = 7i97it
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• kepleri an elliptical orbit,

However, the system is redundant since the unk nowns must satisfy the constraint of norm aliza­

tion for the quaternion, 11'111 = 1, which will be employe d to monitor the prop agation of round

off and truncation errors all over the numerical integration.

80 G
8t r 2

ConsequentIy, we have an initi al value probl em composed by a sys tem of 8 equa tions ((10)

and (11)) with 8 unknowns and the ini tial condi tions

So, one may write these equations in the following form:

distance and radial velocity is obtained by differentiating the expression r r = :¡: ·X; the equation

for the angie O is obtained by taking into account that vector u = (cosO, sinO, O) with respect

to the ideal frame and its instantaneous variation is



ste psize equal 60, 90, 180, 270 and 360 seconds (they are in the range of ste psize recommended

in other programs). Furthermore, a good reference ephemeris is needed to serve as an absolute

mean oí comparison. In the first case (circular orbit) we used th e exact values, whereas in the

other two, we used as orbit of reference one computed in rectangular coordinates in t he space

frame with the same conditions and stepsize equal to 10 seconds and quadruple precision. \Ve

have check that the order of approximation of the orbit of reference is about 10- 20 •

In a more practical sense and in orde r to avoid loose in significant digits, we have done a

change in the scale of the unities in order to have all quantities of similar inagnitude and close

to one and, therefore, the significance of the calculat ions has increased. In particular , we took

the following unities: equatorial radius of the Ea rth (Ro) for distance, time spent in a circular

revolut ion of radius Ro for time.

To illustrat e our numerical test, we present here only sorne of the grap hics correspond ing to

th e test performed; more precisely, the relate d to a orbit with initial orbital elements a = 7000

Kms. , e = 0.1, i = 1350 pertu rbed with zonal and tesseral harmonics until order two; so each

revolut ion of the satel lite spend about 1.3 uni ties of t ime. AH the figures have been calcula ted

for a final time about twenty revolutions or about 26 uni ties of time.-

In figures 1 to 4 we represent for the mentione d problem t he deviation from t he reference

orbit of the radial distance, radial velocity and angular momentum calculated in rectangular

coordin ates in the space frame (cf. equations (1)). In the verti cal axis we represent minus the

decimallogari t hm of the differences between the corresponding quan titi es of the orbit of reference

and the calculated ones; this represent approxirnately the number of exact digit s obtained in

the numerical integration. We observe that the three quantiti es are in same range, nevertheless

the radi al velocity has been calculates with less app roximation. Th is approx irnation reach from

five digits if ste psize equal 360 seconds to 13 digits if stepsize equal 60 seconds (th is is the

recommended ste psize in most of the usual programmes).

In figures 6 to 9 we represent for the mentioned problem the deviation from the reference

orbit of the radial distance, radial velocity and angular moment um calculated in the ideal frame

by means of quaternions and making use of the equatio ns (8) and (9). Actual ly, the angular

momentum.i s bet ter approx imate d t han the radial distance and radial velocity. This is due

indoubtly to fact th at equat ions (8) and (9) represent more acdequate ly the dynamics of the

motion, because th e angular momentu m is near an integral of the mot ion. One more time the

radial velocity has been calculated with less appoximation than radial distance. This time the

approximation reach from 9 digits after 20 revolutions if steps ize equals 360 seconds to 15 digits

. if stepsize equal s 60 seconds.

A compariso n of both sets of figures ment ioned shows that our model gives two more digit s

of approxim ation in the worth case, Le. in the small stepsize. If the ste psize is great er than 60

seconds, more than two digits have been gained. As a consequence, the same approximation as

in the rectangular coordinates model may reached using a great er stepsize and so we may saved

time computing.

In figures 10 to 15 we represent the along-track, across-track and across-plane error s aft er
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about 20 revolutions of the sate1lite. We may observe that the máximum of the across - t rack and

across-plane errors grows very slowly an d linearly, ju st as th e t runcation error of t he numeri cal

method used, although the across -plane error is much smalle r t ha n the across-t rac k error that

is no greate r t han 10-9 if st epsize equal 360 seconds or 10-16 if step size 60 seconds. The along­

track error, much more significant in ot hers model of integr ation t ha n t he oth er two, is in the

same range than the across -track error in our mode1 of integration; its growing is not yet linear

but slight1y non linear if stepsize 60 seconds is taken . When compared with figures 5. and 5.

we may deduce that along-track,_across-track and across-plane errors do not reach the radial

distance error that always is the greatest of them .

5. CO NCLUSIONS

A new formulation for the equations of the motion of an art ificial sa tellite using an ideal frame

an d quate rnions to achieve rotations has been deve1oped. Th e use of ideal frame enable us th e

e1irnination of all type of singularities in inclination as well as the consideration of every orbit as

have null inc1ination. Th is fact together with the use of quaternions and the mentioned system

of unities, th at elirninates innecessary loose of significant digits, has enabled us to ob-tain an

improvement of no less than two more digits with respect to the integration in rectangular coor­

dinates with the same numerical method. We must mention that no more time of computations

has been required and that the use of quaternions require less and simpler arithmetic operations

a~d consequently an improvement in time compu ting. All calculations have been perfor med in

th e ar ray processor Convex 220 of the University of Zaragoza.

Support carne in part from the C.I.C .Y.T . (Proyects # PB 9D-0921 and # ESP91 -0919).
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ABSTRACT

1. INTRODUCCION

2. EXPERIMENTAL
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The isobaric vapor-liquid equilibrium data of benzene-cyclohexane were delerminated at1 .013 bar,

0.666 bar and 0.400 bar. Aclivity coellicients were evaluated and correlated with Redlich-Kister

equation and Margules equation.

C. Lafuente, J . Pardo, J . Santafé, F. Royo, J. Urieta.

UTILlZACION DE UN EBULLOMETRO FISCHER - LABODEST PARA EL ESTUDIO DEL EQUILIBRIO

LIQUIDO - VAPOR DEL SISTEMA BENCENO - CICLOHEXANO A DIVERSAS PRESIONES

Departamento de Química Orgánica y Química-Física. Facultad de Ciencias. Universidad de Zaragoza.

50009 ZARAGOZA (España).

Prosíguíendo una linea de investigación iniciada hace algunos anos en el Departamento de

Química-Física de la Universidad de Zaragoza. consistente en la determinación experimental de

propiedades termodinámicas de exceso, al objeto de contribuir a un mejor conocimiento del estado

liquido , hemos puesto en marcha técnicas experimentales que nos permitan mejorar, en tiempo y

precisi ón, la obtención de resultados para el estudio del equilibrio liquido-vapor de mezclas líquidas

binarias no electrolíticas.

Con objeto de comprobar el correcto funcionamiento y rendimiento del ebullómetro Fischer­

Labodest se estudió con el mismo el equilibrio líquido-vapor para el sistema benceno-ciclohexano a la

presión de 1.013 bar, equilibrio del que existen un amplio número de referencias en la meratura.

Asímismo para probar el comportamiento del dispositivo experimental a distintas presiones se estudió

el mismo sistema a las presiones de 0.666 bar y 0.400 bar.

2.1 Productos utilizados. Los líquidos utilizados fueron: benceno Merck , pureza mayor 99.7%, y

ciclohexano Fluka, riqueza mayor 99.7% ; la pureza de los productos ha sido contrastada mediante

medidas de densidad y GC. Los valores obtenidos para la densidad a 298.15 K fueron : 0.87327

g·cm- 3 para el benceno y 0.77344 g'cm- 3 para el ciclohexano, siendo los valores de la literatura



(Timmermans ,19S0): 0.87366 g'cm' 3 y 0.773832 g'cm' 3 respectivamente .

2.2 Aparato y procedimiento. El aparato utilizado para el estu.dio del equilibrio líquido-vapor fue un

ebullómetro de recirculación Fischer·Labodest, en el que introduj imos algunas mejoras para

conseguir un funcionamiento óptimo. En la figura1 se rruestra un esquema del aparato.

El calentamiento hasta ebullición de la mezcla se consigue mediante un bario de aceite de silicona

(1) que permite una calefacción suave y eficaz al mismo tiempo que permite alcanzar, cuando es

necesario, elevadas temperaturas ..La vasija de equilibrio tiene una capacidad de 200 cm3. Por medio

de un agitador electromagnético (1) Yun par de nucleos magnéticos situados uno en el bario y otro en

la vasija , se garantiza por un lado una calefacción uniforme y por otro una buena mezcla de las

corrientes de recirculación de vapor condensado y de liquido con el contenido de la vasija . El aparato

dispone de la correspondiente bomba de Cottrel (2) para una medición correcta de la temperatura de

ebullición. La parte superior del ebullómetro, en la que se encuentra confinada la bomba, está rodeada

de una camisa de vidrio plateada interiormente que limita un espacio evacuado que proporciona

aislamiento y lleva además exteriormente una manta con calefacción eléctrica (3) que previene

posibles condensaciones de la fase vapor. Para la medición de la temperatura de ebullición se dispone

de una sonda de platino PT100 (5) calibrada previamente con otra patrón y un mullímetro Hewlett·

Packard 34401A de 6112 cifras (9). La precisión en la medida de las temperaturas asi determinadas

es mejor de ±0 .1° C. El condensador (4) proporciona la corriente de vapor condensado. El uso de las

válvulas electromagnéticas (6,7) facilita la extracción de muestras al mismo tiempo que permiten. .
mantener aisladas las muestras de las corrientes de recirculación. Para el ajuste de la presión se utilizó

un manostato (8) altamente sensible, del tipo regulador eléctrico de presión, acoplado a una bomba de

vacio y un trasductor de presiones Oruck POCR 110/W con indicador OPI 220 (10) que permite

medidas de presión de hasta 1.500 bar con una precisión de ±0.1 mbar.

10 [:=:J

.~..
Figura 1. Ebullómetro Flscher-Labodest
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Las constantes utilizadas en estos cálculos se muestran en la tabla 1.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

Tanto las constantes de la ecuación de Antoine como los volumenes molares de los IIquidos y los

(2)

(1)

220.790

222.50 4

C

1211 .03

1200.31

BA

6.90565

6.83917

~Yi = In ( PY¡/p¡° X¡) + ( Bj¡- '1)( P - P¡C) / R T + P~ ( 1- Yi)2 0/RT

Los coeficien tes de actividad se calcularon a partir de la ecuación (Van Ness ,1964):

185

Las pres iones de vapo r de los componentes puros fueron calculada s usando la ecuación de

Antoine

°bg p¡ =A-B/(t+C) (3)

Compuesto

donde

O=2E\-B¡-~

TABLA 1. Constantes de la ecuación de Antoine .

benceno

ciclohexano

El estudio del equilibrio liquido-vapor para el sistema benceno-ciclohe xano se llevó a cabo a las

presiones de 1.013 , 0.666 Y 0.400 bar. Los resultados experimentales se recogen en las tablas 2-4 y

en las figuras 2-7.

El sistema presenta un azeótropo de temperatura de ebullición mfnima para cada una de las

presiones consideradas. Las temperaturas de ebullición y las correspondientes fracciones molares de

los azeótropos son : a la presión de 1.013 bar : x1=Y1 =0.540 y t=n.5° C; a la presión de 0.666 bar:

x1=Y1=0.532 y t=64 .00 C: a la presión de 0.400 bar : x1=Y1=0.516 y t=49.2° C:

La determinación de la composición de las fases líquida y vapor se realizó mediante medidas de

dens idad a la temperatura de 298.15 K, usando a tal efecto un densitímetro de tubo vibrante Anton

Paar DMA-58. La composición de las mues tras obte nidas en el ebullómetro se determina por

comparación de sus dens idades con las densidades de mezclas de ,composición conoc ida, medidas y

. ajustadas previamente.



segundos coeficientes del virial se obtuvieron o estimaron a partir de datos tomados de tablas de

propiedades físico-quimicas de corrouestos orgánicos (TRC Tables.1974).

Los datos experimentales (temperatura y composición de las fases liquida y vapor) son

termodinámicamente consistentes de acuerdo con el criterio de Herignton (Herignton.1951).

La correlación de los datos experimentales se llevó a cabo utilizando las ecuaciones de Redlich­

Kister y Margules, los coeficientes de las cuales se obtuvieron por ajuste de la función Q = G~/RT. En

la tabla 5 aparecen los coeficientes de las ecuaciones para el sistema estudiado a las distintas

presiones de trabajo.

Los coeficientes de actividad a dilución lnñnita se calcularon a partir de los coeficientes de la

ecuación de Margules y los resultados obtenidos que se consignan junto con algunos de la literatura

aparecen en la tabla 6, observandosepara las medidas correspondientes a la serie de 1.013 bar, única

de las tres para la que se disponen de suficientes referencias en este sistema, que existe una

concordancia satisfactoria entre nuestros resultados y los encontrados en la Ineratura.

Tabla 2. Datos del equilibrio liquido-vapor para el sistema benceno(l )-eiclohexano(2) a 1.013 bar.

-------------------------- --------------------------------------------------
Temp.(°C) xl Y1 11 12

79.7 0.0781 0.1035 1.341 1.002

79.2 0.1258 0.1590 1.298 1.006

78.7 0.1905 0.2295 1.256 1.010

78.4 0.2310 0.2718 i .238 1.013

78.0 0.2888 0.3253 . 1.199 1.027

77.8 0.3662 0.3949 1.155 1.040

77.6 0.4639 0.4766 1.107 1.070

77.4 0.5045 0.5108 1.098 1.088

77.4 0.5505 0.5486 1.081 1.107

77.5 0.6109 0.5986 1.058 1.132

77.6 0.6553 0.6358 1.046 1.158

77.7 0.7099 0.6834 1.033 ·1.190

78.0 0.7782 0.7450 1.018 1.243

78.2 0.8239 0.7903 1.014 1.280

78.6 0.8664 0.8347 1.008 1.316

79.2 0.9301 0.9077 1.002 1.380

------------ ----------- - --- ---- ---------- - - - - - - ------ - - - - - ------- - --- - - -- - -
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Tabla 3. Datos del equilibrio liquido vapor para el sistema benceno(l )-ciclohexano(2) a 0.666 bar.

Temp .(O e) Xl Yl 11 12

------------------
66 .0 0.1033 0. 1355 1.360 1.009

65 .6 0.1516 0.1905 1.323 1.011

65.3 0.2048 0.2460 1.274 1.015

64 .9 0.2598 0.2994 1.239 1.026

64.5 0.3210 0.3527 1.195 1.045

64 .3 0.4142 0.4351 1.152 1.066

64 .1 0.4722 0.4828 1.129 1.090

64.0 0.5164 0 .5192 1.114 1.110

64. 0 0.600 2 0 .5881 1.086 1.150

64.1 0.6442 0 .623 1 1.068 1.179

64 .2 0.6992 0.6741 1.059 1.200

64 .5 0.7695 0 .7348 1.040 1.264

64.9 0 .8342 0 .7979 1.028 1.322

65.4 0.8899 0.8581 1.020 1.375

65 .7 0.9214 0.8930 1.015 1.438

----------------------------------------------------------------------- - - - - -

Tabla 4. Datos del equilibrio líquido-vapor para el sistema benceno(l )-<:iclohexano(2) a 0.400 bar.

Temp.(OC) Xl Yl 11 12

---------------------------------------------------------------- - - - - - - - - -- - -
51 .2 0 .0979 0.1300 1.402 1.017

50.8 0.148 7 0.1920 1.383 1.015

50.4 0.20 14 0.2464 1.331 1.024

50. 1 0.2578 0.30 39 1.296 1.029

49 .8 0.30 32 0 .3426 1.257 1.046

49 .7 0.3382 0.3713 1.226 1.057

. 49.6 0 .3614 0 .3919 1.215 1.064

49 .5 0 .3999 0.4235 1.191 1.077

49 .3 0.4380 0.4542 1.175 1.097

49 .2 0 .4909 0 .4957 1.149 1.123

49 .2 0.5337 0.5292 1.128 1.145

49 .3 0 .5777 0.5668 1.1 12 1. 159

49 .4 0.6410 0.6169 1.086 1.201
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Tabla 4. Continuación

Temp.(OC) x1 Y1 Y1 Y2

49 .6 0.6953 0.6618 1.066 1.240

49 .9 0.7675 0.7244 1.046 1.310

50.3 0.8219 0.7797 1.035 1.347

50.7 0.8802 0.8410 1.028 1.425

Tabla 5. Coeficientes y desviaciones standard para las ecuaciones de Redlich-Kister y Margules.

Redlm-Kister Margules

Presión (bar) Aa A1 A2 s A12 A21 /)

1.013 0.3457 0.0237 0.0187 0.0014 0.3719 0.3250 0.0015

0.666 0.4138 0.0824 0.0834 0.0018 0.5087 0.3437 0.0034

0.400 0.4948 0.0697 0.0723 0.0027 0.5722 0.4353 0.0035

Tabla 6. Coeficientes de actividad a dilución infinita.

Presión (bar) t;
00

Y2 Autores

1.013 1.38 1.45 Este trabajo

1.37 1.45 Chao,1956

1.29 1.43 Darmois, Darrnois,1964

1.41 1.50 Donald, Ridgway,1958

1.42 1.43 Nagata,1962

1.36 1.45 Nataraj, Rao,1967

1.40 1.39 Ridgway, Buller, 1967

1.37 1.46 Sieg,1950

0.666 1.41 1.66 Este trabajo

0.400 1.54 1.77 Este trabajo
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DETERMINACION DE MERCURIO POR CROMATOORAFIA
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Abstraet: Optimal parameteres for the determ ination of mercury by gas

chromatography have been studied. Hg(II ) was derivated to diphenyl mercury by

addition of sodium tet raphenyl borate and was det ermined usin g a graph

calibration . The effects of sorne interferences presents in veget abl es havc been

deterrnined. Chloride interferes onl y.

1.. In trod ucción.

Diversas técnicas instrumentales se han aplicado a la micro

determinación de mercurio. Entre ell as, la es pec trofot ometría de
absorción molecular [Ackerm ann, O. y col. (1); Cheng, O. y col. (2)),

espectrofotometría de absorción atómica [Rottschafer, 1.M. y col. (3); Lee,

S.H . y col. (4) ; Neske, P. (5)), fluores cenci a atómica [Winefordner, 1.D. y

col. (6); Cavalli, P. y col. (7); Xu, 1. Y col. (8)), fotometría de emisión

[Matusiak, W. y col. (9); April , R.W. (10)), valoraciones amperométricas
[Lotareva, V.1. (11)] , valoraciones potenciométricas [Overman, R.F. (12) ),
electrodos selectivos [Ryabushko, H.K.O. (13)), polaro grafía [Kambar a, T.

y col. (14)], cronopotenciometría de disolución anódica [Rannev, 0 .0. y
co l. (15)), voltametría de disol ución anódi ca [Sipos, L. y col. (16);

Lugowska, M. y col. (17)), rayos X [Leroux, L. y col. (18)), métodos
radiométricos [Bri scoe, O.B. y col. (19); Polu ektov, N.S. y col. (20);

Delpergange, O.R. (21)), espectrometría de masas [Haraldsson, C. y col.
(22); Tong , S.S.C. y col. (23)), cromatografía de intercambi o iónico [Kato,
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K. Y col. (24); Livingston, H.D. y col. (25)] y cromatografía de gases
[Ohkoshi, S. y col. (26); Nishi, S. y col. (27); Lansens , P. y col. (28)].

La cromatografía de gases es una técnica muy útil no sólo para la
identificación de compuestos organomercuriales, sino para la
diferenciación de especies de mercurio inorgánico y orgánico, lo cual es
de una considerable importancia, ya que la toxicidad de los compuestos
de mercurio depende mucho del estado de la combinación química. Por
ejemplo, los compuestos de metilmercurio (11) son más tóxicos que sus

análogos de fenilmercurio (11).

En el presente trabajo se han optimizado las condiciones
cromatográficas para la determinación de mercurio por cromatografía de
gases, previa derivatización a difenilmercurio. Así mismo, se ha
estudiado la influencia de algunas interferencias en la determinación de

mercurio en vegetales.

2.- Parte experimental.

2.1 Aparatos.

Se ha uti lizado la siguiente instrumentación:

Cromatógrafo de gases Hewlett-Packard, 5720 A, con detector de
ionización de llama. Microjeringa SGE, ARN, ode 5 111. Baño termostático

Salvis. Burbujómetro para la medida de flujo de gas portador. Agitador
mecánico Kotterman. pH metro Microprocessor Ionalyzer Orion 901.

Las condiciones de trabajo optimizadas para la determinación de
Hg(lI) por cromatografía de gases se ofrecen en la tabla l.

TABLA 1

- Columna de acero de 50 cm. de longitud y 3,175 m. de diámetro
Su designación completa es:
10% VC W98 80-100 W A.W. DMCS B-20 L-5

- Temperatura de la columna = 1802 C
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2.3. Procedimientos.

2.2. Reactivos.
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2.3.1 Derivatización de Hg nI) a difenilmercurio (TI).

Temperatura del detector = 35011 C
- Gas portador = Nitrógeno

- Flujo de gas portador = 85 ml/min.

Gases para el detector = Hidrógeno y aire.
Presión de alimentación de hidrógeno = 35 psi.

- Presión de alimentación de aire = 30 psi

- Sensibilidad = 10 x 4
Velocidad del papel registrador = 0,38 m/h

- Cantidad inyectada = 5 111

Debido a la relativamente alta volatilidad de los compuestos de
mercurio y de que los fenilmercuriales (II) no evidencian

descomposición alguna durante el proceso de volatilización, según se ha
demostrado por técnicas termogravimétricas [Belcher, R. y col. (29)] , se
procede a la derivatización de cloruro de mercurio (I1) a difenilmercurio,

en base a la siguiente reacción [Uthe, J.F. y col. (30)]:

- Solución patrón de cloruro de mercurio (I1) de 1000 ppm., a la

que se añadieron 5 mI. de ácido nítrico para su conservación.
- Solución de tetrafenil borato sódico al 0,05% (m/v), recten

preparada para evitar la descomposición del reactivo en medio ácido.

- Tolueno.
- Sulfato sódico anhidro.
- Soluciones de diversos cationes, para el estudio de interferen-

cias. Se preparan de 1000 11 g/ml., a partir de los correspondientes

nitratos. Asi mismo se prepara una solución de 1000 11 g/ml en cloruros a

partir de cloruro de litio
Todos los reactivos son de calidad RA.

Tabla 1: Condiciones óptimas de trabajo con el cromatógrafo Hewlett ­

Packard, Modelo 5720 A.



NaB(C6H5)4 + 2HgCl2 + 3H20 - 2Hg(C6H5h + 3HCl + B(OHh

La reacción se produce a la temperatura de 20 11 C. El

difenilmercurio se determina po r cromatografía de gases en las

condiciones citadas en la Tabla 1. Se .han obtenido resultados similares

con nitrato de mercurio (11) como sustrato.

2.3,2. Extracción del difenilmercurio (TI) a fase orgánica.

El procedimiento utilizado es el siguiente: En un embudo de

separacron se coloca 1 mi. de una disolución de mercurio de

concentración conocida, 1 ml, de solución tampon HCl - KCl de pH = 2, 1
rnl. de tetrafenilborato sódico al 0,05% (m/v) y 1 ml, de tolueno. Se agita

durante 5 minutos, dejando separar las dos fases. Se inyecta en el
cromatógrafo de gases una alícuota de 5 1l1. de la fase orgánica

previamente desecada sobre sulfato sódico anhidro.

3 .- Resultados y discusión.

3.1 . Influencia de la temperatura en la reacción de derivatiza­
ción ' a difenilmercurio.

Se ha verificado la reacción entre el Hg(Il) y el tetrafenilborato

sódico a diferentes temperaturas: 20, 45, 75 y 10011 C, utilizando un baño

termostático. Solamente en el caso de que la ' reacción se produzca a 202

C se logra la completa resolución del pico correspondiente al difenilmer­

curio. A temperaturas superiores se produce la aparición de diversos

picos, que se solapan con el del difenilmercurio, indicando la posible
descomposición del tetrafenilborato sódico.

3.2. Estudio de la estabilidad del extracto del difenilmercurio.

Tomando una disolución de 10 ppm de Hg(II), se estudia la
estabilidad del extracto del difenilmercurio en tolueno. Se inyecta una
ali couta de 5 111 cada 15 minutos. Al cabo de 2 horas aparecen

variaciones en las alturas correspondientes al difenilmercurio. La
explicación fundamental de este hecho radica en la descomposición

gradual del difenilmercurio, inestable en medio ácido, lo que lleva
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3.3. Curva de calibrado. Sensibilidad y límite de detecci ón.

Se ha realizado una curva de calibrado entre 5 - 20 u g

mercurio. Los va lore s obtenidos para la altura del

difenilmercurio (Hg02) aparecen en la tabla 2.

Figura 1: Cromatograma del extracto de difenilmercuri o (A) en tolu eno,

en presencia de algún producto de descomposición (B) del tetrafenilbo­

rato sódico .

consigo la aparic ión en el cromatog ra ma de algún pico (B) ex traño, tal y
como se observa en la figura 1, influyendo además en la mala reso lución

de la señal correspondient e al difenilmercurio (A), que aparece solapada

con la correspondiente al tolu eno . Por e llo, las determinaciones se

realizarán en el acto o, a lo sumo, a las 2 horas de preparado el extracto

en tolueno.



3.5. Estudio de interferencias.
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7

16

2

28
33

39

44

Altura del pico de Hg02 (mm)

TABLA 2

5
7,5

10
12,5

15

17,5

20

u g totales de Hg

3.4. Estudios de reproducibilidad.

Se han estudiado los efectos de las posibles interferencias debidas

a algunas especies catiónicas y aniónicas presentes en material vegetal,

para una relación [Hg]/[X] de 1/1, 1/10 Y 1/100, siendo X el ion

interferente. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 3, que

figura a continuación.

Tomando un extracto en tolueno con un contenido de 15 u g

totales de mercurio, los estudios de ' reproducibilidad, para 6

determinaciones, conducen a obtener un coeficiente de variación del 3,2

%

La ecuación de la recta resulta ser: H = 1,34 + 0,4134 [Hg] , con un

coeficiente de correlación R = 0,9996 . H es la altura en mm. del pico

correspondiente al difenilmercurio. La sensibilidad del método es de 1,4

ng/mm, y el límite de detección de 20 ng. totales de mercurio, calculados

a partir de los datos de la curva de calibrado.

Tabla 2 : Valores para la curva de calibrado del difenilmercurio.
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Tabla 3: Efectos de diversas interferencias en la determina ción de Hg por

cramatografia de gases.

-
B

Interferencia [X]

TABLA 3

X
X

X

Cl' M g2+ Ca2+ M06+ Fe3+ Nat K+

A

1/1
1/10
1/100

Relación [Hg]/[X]

Figura 2: Cromatogramas de difenilmercurio en tolueno, en ausencia de

cloruros (A) y en presencia de cloruros (B).

De los datos de la tabla 3 se deduce que solamente interfieren los

cloruros en la determinación de mercurio en vegetales por cromatografía

de gases . Los diversos cromatogramas correspondientes a pat rones de

mercurio, a los que se han añadido cloruros, así lo indi can; un eje mplo de

ello aparece reflejado en la figura 2 .



4.- ConcI usiones.

Se han optimizado las condiciones para la determinación de

mercurio por cromatografía de gases, a partir de la derivatización de
Hg(I1) a difenilmercurio, por reacción con tetrafenilborato sódico. El

límite de detección resulta ser de 20 ng. totales de mercurio. Se ha
estudiado la influencia de la presencia de algunas especies catiónicas y
aniónicas que pudieran interferir en la determinación de mercurio en
material vegetal con el método utilizado. Solamente el cloruro muestra
una interferencia apreciable, para cualquier relación de concentraciones

con respecto al mercurio total.
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