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O sair da aldea, a zélida cor branca das pradeiras empapdbaos
co seu cheiro frio. Era media mand cando deixaron o manso val
para adentrarse, sequindo o sendeiro que se estreitaba, entre viva
madeira de bidueiro e carballo que, nos pesares dun dia claro de
outono, deizaba caer das poucas follas pardas pequenas bdagoas que
antes cubrian como capa de xeo a sua superficie. Carmina ¢ velo
pensou na aldea e, ainda da man do seu avd, voltou a vista cara
¢ fondo do wval, onde, como agochado, descansaba Suarbol no seu
recunchino sombrio.

Sen se deter, guiada polo desgastado andar de quen xa non aspiraba
as esencias da sorpresa, andaron toda a mand. As pisadas eran o
unico son que turbaba o aire blanquecino e ela, sentiase medrar a
cada pasino que ota.

Chegaron ¢ cumio do Cuinia preto xza do mediodia. Na busca da
comida, o home non se decatou que a sia neta, no contemplar do
infinito, xa non era tan nena: abraiada polo sentimendo sobrecolle-
dor daquel descubrimento, reflectia toda a ledicia que lle inspiraba.
Dende a sia nova madurez, con ollos cheos de bdgoas, volveu a
vista cara o avo:

—sPor que mon lle ensinamos isto?

—A quen?— prequntou el.

E ela, respondeu no tono de reproche da sia inocencia

-A todo o mundo

Santiago de Compostela, 23 de xaneiro do 2006
Miguel Brozos Vazquez
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Prefacio

A maioria dos docentes temo-la teima de que o noso alumnado cada curso é un pouco
(ou un moito) peor c¢6 anterior. Se esta afirmacion fose unha verdade matematica a
estas alturas estariamos a aprendelos a facer sumas de quebrados...ben, ben, non
sO sumas.

Para todalas falsas verdades sempre existen contraexemplos e eu penso que atopei
na autoria destas actas a personalizacion dun deles.

Estes estudantes, perdon. . . persoal investigador, non s6 descubriron, seguro que
con moito esforzo, a matemaética, senén que tamén souperon asimilar o verdadeiro es-
pirito universitario. Levaron 4 practica —o que outra soamente intentou— o poneren
en comun o seu traballo, as stas dubidas, os seus obxectivos, a sta (in)experiencia
oradora, facendo do descubremento cientifico un labor mais solidario e menos soli-
tario.

O feito de que alguén do teu alumnado descubra o marabilloso pracer do estudio
e da investigacion fai que os quebrados queden rebautizados como racionais. A
dedicaciéon & docencia universitaria adquire a stia razén de ser cos logros destes
homes e mulleres, ainda que non che deixen participar da sta experiencia.

S6 me queda desexar a quen participaron neste seminario, estean ou non pre-
sentes os seus traballos nas actas, o mellor dos futuros tanto no profesional como no
persoal.

Santiago de Compostela, 1 de febreiro de 2006
Maria Elena Vazquez Abal
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Introduccion

En diversas ocasions, en discusiéns entre alumnos de Terceiro Ciclo, expiixose a
necesidade de intercambiar cofiecemento e dar a comniecer o traballo propio non sé
dentro dun mesmo departamento ou area especifica, senén dun xeito méis global.
Tras conecer o sistema de funcionamento de distintos seminarios en Universidades de
outros paises, plantexouse a posibilidade de levar a cabo un seminario que cumplise
estes obxectivos entre os alumnos de Terceiro Ciclo da Facultade. Neste marco de
interdisciplinariedade, a empresa semellaba complicada, mais non faltou ilusién, e
marcaronse como obxectivos a perseguir os seguintes:

1. Fomentar o intercambio de conecemento.

2. Proporcionar un lugar onde se dean a cofiecer os campos nos que cada un leva
a cabo as sias investigacions.

3. Facilitar a practica de falar en publico e, mais en concreto, dar charlas. De
igual xeito, afacerse a escoitar e participar activamente neste tipo de eventos.

4. Desenvolver as habilidades necesarias para que cada quen saiba explicar, a
persoas non especialistas no seu campo, sobre que versan os seus traballos.

Deste xeito, como se pode apreciar no cuarto punto, transformabamos a dificul-
tade intrinseca de ter unha audiencia non homoxénea (departamentos de Alxebra,
Analise Matematica, Estatistica e Investigacion Operativa, Mateméatica Aplicada e
Xeometria e Topoloxia), nun reto do que sacar proveito. Asi, o ter que explicar a
unha audiencia non formada nun campo, certas cuestidons concretas, forzaria 6 con-
ferenciante a facer pé moi concretamente nos aspectos mais relevantes, clarexando
as ideas propias da stia teoria ou campo.

Unha vez reunido un comité, que trataba de representar a todos os departamen-
tos, escolleuse o modelo de seminario que mais se axustara as nosas caracteristicas.
Coa consciencia de que unha das maiores dificultades que deberiamos afrontar era
incentivar adecuadamente tanto a asistencia como a participacién dos nosos com-
pafieiros, presentamos un modelo que posuia como caracteristica fundamental o non
permitir a asistencia de profesores. A pesar de que esta medida non estivo exenta de
certa polémica, foi un condicionante esencial para atopar conferenciantes e motivar a
intervencion dos asistentes as charlas. A posteriori podemos dicir que esta foi unhas
das claves do seu éxito.



Se ben a idea inicial foi facer un seminario semanal, a sta periodicidade viuse
alterada en certas ocasions pola ausencia de participantes debido a viaxes cientificas.
Asi, tomouse o martes as catro da tarde como dia e hora de referencia do seminario,
e creouse unha lista de posibles asistentes, que se viu co tempo incrementada coa
inclusiéon de alumnos do dltimo ano da Licenciatura. A data de comezo foi o 12 de
Abril de 2005.

Xa en comun con todos os asistentes ¢ seminario, faltaba solventar unha das
tarefas mais complicadas: jbuscar un nome 6 seminario!. Tras certo debate e a
dificultade de atopar un nome que resumise, ou alomenos dese idea do seu espirito,
acordouse adoptar o de Seminario de Iniciacion & Investigacion (SII).

Non contentos con esta efimera difusién de cofiecementos, decidiuse ademais
elaborar unhas actas que recollesen un resumo do contido de cada charla, que servise
de referencia 6s que tiveran participado como asistentes e permitise 6 conferenciante
clarexar calquera posible dibida que xurdise na charla ou considerase oportuno. E
foi asi como naceron as Actas do Seminario de Iniciacion & Investigacion, sendo este
o primeiro anuario, que corresponde ¢ periodo Abril-Decembro do 2005.

Agradecementos

Os membros do comité encargado da organizacién do Seminario e a edicién das stas
actas, queremos facer expreso o noso agradecemento a todos aqueles que contribuiron
coa sua asistencia a facer do Seminario algo vivo, que no seu primeiro ano acadou
os obxectivos propostos. Desexamos tamén agradecer moi especialmente a todos
aqueles que tiveron un papel destacado, ben como conferenciante, e polo tanto autor
do correspondente resumo, ben como revisor das actas.

Santiago de Compostela, a 23 de Xaneiro do 2006.
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Instituto de Mateméticas

Unha introduccién & curvatura

José Carlos Diaz Ramos

Departamento de Xeometria e Topoloxia

12 de Abril de 2005

Resumo

O obxectivo desta charla foi introducir de xeito intuitivo o concepto de variedade de
Riemann e ver como a curvatura dunha superficie se pode xeneralizar a dimensiéns
superiores. A maior parte dos conceptos son extensions directas das nociéns habi-
tuais en superficies. As variedades de Riemann cobraron importancia cando Albert
Einstein tomou as ideas de Riemann para formular a sita teoria da Relatividade
Xeral.

Unha variedade M de dimensién n é un espacio topoloxico Hausdorff segundo
numerable localmente homeomorfo a R™. Toda variedade é un espacio métrico.

Unha estructura diferenciable en M é unha familia {(U;, ¢;) }ics tal que U; é un
aberto de M, ¢; é un homeomorfismo (chamado carta ou coordenadas) de U; cun
aberto de R™ e ¢; o gbj’l ¢ un difeomorfismo entre abertos de R™. A unha variedade
dotada dunha estructura diferenciable chamaselle variedade diferenciable. Unha
aplicacion diferenciable entre dias variedades M e N é unha aplicaciéon f: M — N
que escrita en coordenadas é diferenciable.

Teorema 1. (Whitney) Toda variedade diferenciable pode embeberse en RY, con
N suficientemente grande, € dicir, existe un difeomorfismo f: M — f(M) C RN,

Ainda que o concepto de espacio tanxente pode ser definido de xeito abstracto,
podemos pensar, en virtude do teorema anterior, que este é o espacio tanxente usual
a un subconxunto diferenciable de R™ 6 igual que sucedia en superficies.

Unha variedade de Riemann (M,g) é unha variedade diferenciable tal que no
tanxente a cada punto hai un producto interior g que varia diferenciablemente.
Nunha variedade de Riemann pédense definir os conceptos de lonxitude de vectores
e curvas, e volumes de rexiéns, entre outros: basta adaptar as férmulas usuais de
sumas de Riemann en R" e observar que ditas féormula dependen s6 do producto
interior no tanxente g.

Nunha variedade de Riemann pddese definir a seguinte distancia: d(p,q) ¢ o
infimo das lonxitudes das curvas unindo p e ¢q. Tal distancia induce a topoloxia de
partida da variedade. Unha esfera zeodésica de centro m € M e radior > 0 é o
conxunto G, (r) = {p € M : d(p,m) = r}. Un problema importante na xeometria

PaLaBrAs CLAVE: Variedades de Riemann, curvatura.



4 SII Unha introduccién & curvatura

diferencial é averiguar se a xeometria da variedade estd determinada polo volume
dunha esfera xeodésica. O exemplo mais caracteristico desta cuestion é a conxetura
do volume de Gray e Vanhecke: se as esferas xeodésicas dunha variedade tenen o
mesmo volume ca unha esfera euclidiana do mesmo radio, jé a variedade localmente
isométrica a un espacio euclidiano? Ainda que se cofiece que a resposta ¢ afirmativa
nun certo nimero de casos, o problema permanece aberto no seu contexto maéis
xeral.

Tomemos agora unha superficie S en R? e sexa x3 o seu vector normal unitario
(despois de fixar unha orientacion local). A curvatura de Gauss en p € S, K,
definese como

o— o l(R)
L vol(R)—0 vol (R) ’
onde R é unha rexiéon contendo a p. Equivalentemente, no espirito do Teorema da

Diverxencia ou do Teorema de Stokes, pédese probar que K, = det Dxs, que ¢ a
definicién que se soe empregar nos textos.

Teorema 2. (Gauss Theorema Egregium) Verificase que

R
K — 1212 -
911922 — 912

onde R € un tensor que sé depende do producto interior g.

O tensor R do teorema anterior chamase tensor de curvatura da variedade. Xa
que R non depende maéis que do producto interior no tanxente (chamado en su-
perficies primeira forma fundamental), a curvatura de Gauss dunha superficie é un
invariante xeométrico intrinseco & superficie que non depende do xeito particular
en que estea embebida en R3 ou sequera do feito de que sexa un subconxunto de
RY. Esta foi a idea que tomou Riemann para definir as variedades que levan o
seu nome: unha variedade abstracta xunto cun producto interior no tanxente. A
partir de aqui, pode definirse a curvatura sen méais que tomar a féormula anterior
para a curvatura de Gauss de calquera plano tanxente. Isto é o que se cofiece como
curvatura seccional dun plano tanxente.

Un dos obxectivos da xeometria de Riemann é estudiar a curvatura da variedade
e determinar en que medida influencia a stia xeometria ou incluso a sta topoloxia.
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Instituto de Mateméticas

Introduccién a los problemas débiles

Maria Teresa Sanchez Rua

Departamento de Matemética Aplicada

19 de Abril de 2005

Resumen

El objetivo de esta charla fue introducir, de manera formal y sencilla, los conceptos
de formulacién variacional, solucién débil y los espacios de Sobolev que utilizamos
para resolver de manera eficaz ecuaciones en derivadas parciales elipticas. Para ello
vamos a centrarnos en estudiar la ecuacion del laplaciano.

Sea Q C R? un abierto acotado con frontera I' = 9. Nuestro problema es
encontrar una funcién v :  — R que verifique

—Au = fen(, (1)
u = 0 sobre I, (2)

donde A denota el operador laplaciano y f es una funcién dada. La condicion en la
frontera u = 0 sobre I' se llama condicion Dirichlet (homogénea).
Una solucion cldsica de nuestro problema es una funcion u € C2(Q) N C(Q) que
verifica (1)-(2).

Vamos a utilizar un razonamiento usual para obtener, formalmente, una solucién
aproximada del problema (1)-(2). Multiplicamos la ecuaciéon (1) por una funcion
test v en un espacio adecuado (que describiremos a continuacion) e integramos por

partes:
/Vqudx—/auvda—/fvdx,
0 r on Q

donde n es el vector normal exterior a I'. Teniendo en cuenta que nuestra solucién
u debe verificar la condicion sobre la frontera (2), vamos a considerar funciones test
v en esas condiciones y obtenemos

/ VuVude = / fvdx, Yv; v =0 sobre T. (3)
Q Q

Nuestro objetivo es utilizar la expresion (3) para aproximar la solucion del problema
(1)-(2). Para ello, definimos un espacio de Hilbert en el que las funciones test
utilizadas tengan sentido.

En primer lugar, introducimos el concepto de derivada distribucional. Denota-
mos por D(Q) el espacio vectorial de las funciones infinitamente diferenciables con
soporte compacto contenido en ).

PaLaBRAS CLAVE: Formulacion variacional, espacios de Sobolev, solucion débil.
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Definiciéon 1. Siu € L?(Q), se dice que u tiene derivada generalizada g;‘l st existe
un elemento g € L*(2) tal que
9¢
u-—dz =— [ godx, V¢ € D(Q). (4)
o Ox; Q
Definicién 2. Definimos el espacio de Sobolev H()) como el conjunto
1 2 au 2 .
H (Q)=3uel (Q);ax' €L*(),i=1,2,3;.

Este espacio es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar asociado viene dado por

3
ou Ov 1
(u,v)1 /qudx—i—;/ﬂ oz, arida?, u,v € H (),

y su norma se define

3 a2 1/2
_ 2 u
llully = (/Qu da;—FZ;/Q <8xl> d:z:) .

Debido a la condicién sobre la frontera que debemos imponer en nuestro pro-
blema, introducimos un subespacio de H'(Q) que tenga en cuenta dicha condicion.
Consideramos el subespacio H}(Q) que denota la clausura de D(Q2) en H'(2). Las
funciones de H} () son, en cierto modo, las funciones de H'(£2) que se anulan sobre
la frontera I'.

Una solucion débil del problema (1)-(2) es una funcién u € Hg(Q) que verifica
la ecuacion variacional

/VuVUd:L‘ = / fodz¥v € HL(Q). (5)
Q Q

Toda solucion clasica del problema (1)-(2) es solucion débil.

Teorema 1. Para toda funcion f € L*(Q), existe una tnica funcion u € HE(Q)
solucion débil del problema (1)-(2).

Una vez obtenida la formulacion débil asociada al problema (1)-(2) calculamos
una solucién aproximada mediante el método de elementos finitos. En primer lugar,
consideramos una triangulaciéon del dominio 2. Sobre ella definimos un espacio
vectorial de dimensién finita que aproximaré al espacio H}(Q2). De esta forma, el
problema variacional se escribe en términos del espacio vectorial aproximado y, tras
algunos calculos, se convierte en un sistema de ecuaciones, mucho mas sencillo de
resolver.

Para profundizar en el tema se pueden consultar los titulos [1]-[3].
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Introduccion & alxebra (cuéantica)

Ana Belén Rodriguez Raposo

Departamento de Alxebra

3 de Maio de 2005

Resumo

No século XX apareceron na fisca duas grandes teorias que parecian describir todo,
dende o moi grande 6 moi pequeno: a fisica relativista e a fisica cuéntica. Ainda
que ambas teorias tenen a apariencia de seren correctas, cando se queren estudiar en
conxunto aparecen contradicciéons que ata o de agora foron insalvables. O problema
é que na fisica cuantica traballase en espacios de Hilbert que tenen unha dificil
interpretacién en termos da xeometria de Lorenz utilizada en relatividade. Para
resolvelo dende un punto de vista alxébrico seria suficiente atopar duas alxebras
tales que o resultado de tensorizar unha por outra tivese unha estructura de alxebra
axeitada. Esta seria a alxebra que necesita un observador A para describir unha
pequena parcela do universo, na que por exemplo se atope B. Pero como B tamén
pode observar a A, esta alxebra que atopemos debe ser axeitada para que B observe
a A, o cal A debe ter en conta. E dicir, temos dous puntos de vista, e ambos validos
segundo di a relatividade, e necesitamos reflexar esta informacién na nosa estructura
de &lxebra que resolve o problema que plantexamos. Como debemos gardar unha
certa simetria entre o que observa A e o que observa B, esta estructura debe gardar
tamén unha simetria interna. A solucion a este problema son as alxebras de Hopf,
que son estructuras autoduais que sirven para resolver os problemas mateméticos
nos que vemos reflexada esta filosofia.

Sempre que se fala deste tipo de estructuras simétricas resulta moi comodo pensar
nunha liguaxe de categorias. Unha categoria é unha coleccion (non necesariamente
un conxunto) de obxectos de caracteristicas similares que estan relacionados medi-
ante morfismos ou flechas (aplicaciéns nos casos méais comins) que verifican que o
morfismo (a aplicacion) identidade é sempre un de tales morfismos, que a composi-
cion de dous morfismos da categoria da coma resultado un morfismo da categoria
e outro axioma técnico. Por exemplo, se tomamos tédolos espacios topoléxicos
e todolos homeomorfismos (aplicacions continuas) teremos a categoria de espacios
topoloxicos. Se K é un corpo (pode pensarse en R ou C) e consideramos todolos K-
espacios vectoriais e todalas aplicaciéns lineares obtémo-la categoria de K-espacios
vectoriais. A partir de aqui podese considerar, sempre que se fale dunha categoria C,

PALABRAS CLAVE: Alxebra, coalxebra, alxebra de Hopf.

9



10 SII Introduccion & alxebra (cuantica)

que é a categoria de K-espacios vectoriais, ou méis en xeral a de A-modulos, sendo
A un anel conmutativo.

Como se mencionou no parrafo anterior un dos motivos para utiliza-la linguaxe
categobrica é que nela resulta moi natural a definicion de dualidade. A dualidade
¢é unha especie de simetria que o que nos di é, a grosso modo, que cambiémo-las
flechas de sentido. E dicir, se nunha categoria temos unha flecha f : M — N o seu
dual sera f : N — M. Se o que temos é un diagrama cambiaremos todas as flechas
de direccion e o diagrama seguira a ser conmutativo. Ou, en xeral, se un teorema se
cumple tamén se cumple o seu dual.

Agora que xa temos introducidos os conceptos previos pasaremos a centrarnos
nun tipo especial de categorias, que son as que se utilizan en alxebra cuantica. Estas
categorias chamanse categorias monoidais braided (ou simétricas). Unha categoria
monoidal braided C é unha categoria na que existe un tipo especial de producto,
chamémoslle producto tensor, de tal xeito que se M e N son obxectos da categoria
entéon M ® N tamén é un obxecto da categoria. Ademais existe un obxecto especial
K, que se adoita coniecer coma obxecto base, tal que M K = K@ M = M
(estas igualdades son isomorfismos estrictamente falando, pero na practica poden
considerarse igualdades). Por tltimo, existe un modo canénico (unha transformacion
natural) para intercambiar obxectos de lado, é dicir, temos un morfismo canénico
cu,N : M &N — N ® M definido para calquer par de obxectos da categorfa. Este
morfismo canénico é o braiding ou trenza. E claro que a categoria de K-espacios
vectoriais cumple todas estas propiedades, se consideramos o producto tensor de K-
espacios vectoriais, o propio K de obxecto base e o braiding ¢y y(m ®@n) =n® m.

NOTA SOBRE O PRODUCTO TENSOR

A razon fundamental pola que se utiliza o producto tensor é que se temos
unha aplicacién bilinear entre K-espacios vectoriais, ou obxectos similares coma
A-moédulos, §: V x W — U, existe unha tnica aplicacion linear b : V Qg W — U
tal que B(v x w) = b(v ® w). E dicir, que transformamos unha aplicaciéon relati-
vamente complexa (unha aplicacion linear) nunha aplicacion sinxela e que ademais
esta dentro da categoria na que traballamos. Analiticamente o producto tensor de
dous K-espacios vectoriais V e W é o seguinte: se {e1,...,e,} é unha base de V'
e {di,...,dy} €é unha base de W obtemos que {¢; ® d;j,1 < i< n,1 < j<m}é
unha base de V ®x W. Pero con esta construccion, se ben mais préactica, non se
aprecia a utilidade da definicién de producto tensor. Para isto repasemos o que é
unha aplicacion bilinear:

Unha aplicacién §: V x W — U é bilinear se verifica que:

v+ v, w) = B(v,w) + BV, w)
v,w+w') = Bv,w) + B(v,w)
vk, w) = B(v, kw)

B
B
vk
B(kv, w) = kB(v, w), B(v, wk) = H(v, w)k
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Agora trataremos de obter un novo K-espacio vectorial asociado a V' e W no
que a aplicacién multilinear 3 sexa linear. Para isto faremos cero os elementos
nos que a aplicaciéon bilinear estd definida de xeito non linear, por dicilo dalgunha
maneira. Para isto construimos un K-espacio vectorial, no que a base esta formada
por todolos elementos de V x W, e os elementos son da forma ZvaerW Ky s X W,
con kyxw € K. Chamémoslle F' a este K-espacio vectorial, e sexa T o subespacio
xerado polos elementos conflictivos, é dicir, polo conxunto {(v+v',w) —p (v,w) —p
(W w), (v,w+w') —p (v,w) —p (v,0), (vk,w) —F (v, kw) }, onde denotamos por —p
a suma do oposto en F. Se agora facemos F/T estamos establecendo unha relacion
de equivalencia definida do seguinte modo: f ~ g < f—rg € T'. Se consideramos o
conxunto cociente podemos definir a suma e o producto por elementos de K sumando
ou facendo o producto por escalares en funcién dos representantes de clase, posto que
é independente de cal se escolla. Neste conxunto cociente é sinxelo comprobar que
os elementos de T, os que son conflictivos, son da clase de equivalencia de 0, é dicir,
que xa eliminamos os elementos que nos sobraban. Este conxunto cociente é o que
conecemos por V ®x W. Agora se temos unha aplicacion bilinear 8 : V x W — U
podemos obter unha aplicacion linear b: V @ W — U tal que b(v ® w) = B(v,w).

Se definimos unha alxebra nunha categoria de K-espacios vectoriais (unha K-
alxebra), ¢ dicir, se a un K-espacio vectorial o dotamos dunha estructura de anel
compatible coa estructura de K-espacio vectorial o que obtemos é que a multipli-
cacion no anel é bilinear, é dicir:

Sexa A un K-espacio vectorial que ademais é un anel. Denotemos a multipli-
cacion en A por M4 : A x A — A. Esta multiplicacion ten que ser asociativa, ter
elemento neutro e ser distributiva con respecto da suma en A. Asi o que teremos sera
que My(a+a',b) = Ma(a,b) + My(a',b), e 0 mesmo se a suma aparece na segunda
variable. Tamén debe verificar que M4 (ka,b) = kMa(a,b), Ma(a,bk) = Ma(a,b)k
e My(ak,b) = My(a, kb). E dicir, que é unha aplicacién bilinear, co cal temos que
a operacion que define 4 alxebra saese da categoria de K-espacios vectoriais, o cal
supén unha traba para estudiala dende un punto de vista categérico. Sen embargo
se consideramos a operacion definida en A ®x A sucederd que ven dada en fun-
cion dun morfismo linear, co cal non saimos da categoria de K-espacios vectoriais,
e ademais sera suficiente pedi-la asociatividade, xa que a propiedade distributiva
(bilinearidade) ira implicita no feito de que a operacion estea definida no producto
tensor.

Volvamos agora & nosa categoria monoidal braided C. Podemos xeralizar & nosa
categoria o concepto de K-alxebra. Agora unha alxebra non é mais ca un obxecto
A da categoria para o que existe un producto ps : A ® A — A e unha unidade
na : K — A sendo ambas aplicaciéns lineares e que verifican:

o uaA(pala®b)®@c)=pala® pa(b® c))(propiedade asociativa)

o uala®@na(k)) = pa(na(k) ® a) = a (elemento neutro)

LA idea é a mesma que a empregada para defini-las relacions de equivalencia en Lp.
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Como o que queremos é estudiar obxectos autoduais debemos defini-lo concepto dual
dunha éalxebra: unha coalxebra. Se agora 6 obxecto (espacio vectorial) lle chamamos
C, damoslle a volta as frechas que tinamos arriba e lles chamamos ¢ : C — C®C e
ec : C — K obteremos unhas propiedades duais das que tifiamos para unha dlxebra
(utilizamos a chamada notacion de Sweedler 6c(c) = c1) @ ¢y ):

® c1)(1) @c)2) @) = ¢1) @ c2)(1) ® c2)(2) (coasociatividade: é o mesmo facer
dc e despois volverlla a aplicar a (1) que facer d¢ e despois volverlla a aplicar
a 6(2))

e co(cy) ® ¢y = ¢y ® ec(c@)) = ¢ (counidade: se facemos primeiro unha d¢
e logo aplicamos ec a c(1) ou a ¢y volvemos obter c).

Unha alxebra de Hopf H é unha &alxebra (existen un morfismo pupg e outro ng) e
unha coélxebra (existen dy e epy) que verifican unha relacion de compatibilidade
dada en funciéon de 7 (escribimos 7(z ® y) = y ® x ainda que isto non é exacto, e
pa(z ®@yY) = zY):

Sa(pa(z®Y)) =20)Y01) ® T(2)Y(2)

e ademaéis o comportamento de ng 6 componela con dg é bo, é dicir, dg o ny =
ng @ Ny (equivalentemente o comportamento de puyg con ep é bo).

As alxebras de Hopf son os obxectos autoduais que se empezaron a estudiar en
relacion con estes problemas que xorden da compatibilizacion da fisica cuéntica e
a relatividade. Mais adiante descubrironse outro tipo de construcciéns autoduais,
coma as esructuras entrelazadas, as estructuras entrelazadas febles e as dlxebras
de Hopf febles (ou grupoides cuénticos) mais axeitados para a resolucion destes
problemas fisicos. Utilizando estes conceptos pode definirse e ampliarse a definicion
de extension de Galois, que resulta moi importante & hora de comprende-la resolucion
de certos problemas xeométricos da fisica cuantica. Os ultimos avances neste campo
nos levan 6 concepto de coanel e de bialxebroide de Hopf, pero isto quedari para
posteriores charlas sobre dlxebra cuéntica.
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Resumen

Enmarcada dentro de las matemaéticas y, mas especificamente, dentro de la investi-
gacién operativa, la teoria de juegos es una herramienta desarrollada para modelar
situaciones en las que varios agentes (jugadores) entre los que existe un conflicto
de intereses, compiten (juegan). Aunque en sus origenes la teoria de juegos se uti-
liz6 para analizar estratégicamente conflictos bélicos, pronto se empezé a utilizar
en economia y méas adelante en psicologia, biologfa,. .. Es precisamente dentro de la
economia donde la teoria de juegos ha tenido una mayor repercusion, permitiendo
dotar a la teoria econémica de un formalismo matematico del que hasta entonces
habia carecido.

En esta charla se pretende hacer una breve introduccién a la teoria de juegos.
Por un lado se presentaran los juegos cooperativos. Estos estudian situaciones en
las que los distintos agentes pueden, a través de la cooperaciéon, asegurarse un cierto
beneficio. La esencia de los juegos cooperativos es el estudio, desde el punto de vista
axiomaético, de las posibles formas de llevar a cabo el reparto de dichos beneficios.
Por otro lado se encuentran los juegos no cooperativos, pensados para estudiar
situaciones puramente competitivas y que por tanto se centran en el analisis de los
modelos desde un punto de vista estratégico.

Juegos Cooperativos

En esta primera parte presentamos un modelo que nos permitira introducir los juegos
cooperativos. La Figura 1 ilustra un problema de asignacion de costes. Tenemos un
pueblo con un pozo de agua al que desean conectarse todos los habitantes (individuos
1, 2 y 3 en la Figura 1). Dichos habitantes pueden conectarse bien directamente con
el pozo o bien a través de algin otro habitante que se haya conectado previamente.
Cada una de estas conexiones tiene un coste; por ejemplo, en la Figura 1 el jugador
1 tiene un coste 4 por unirse al pozo y un coste 1 por unirse al jugador 3. Dado que
todo el mundo quiere conectarse al pozo (ya sea directa o indirectamente) se suele
asumir que el drbol de mas bajo coste se va a formar. En el caso de la Figura 1
seria el arbol: Pozo — 1 — 3 — 2; cuyo coste total es 4 + 1+ 2 = 7. El problema
ahora radica en céomo repartir estos costes teniendo en cuenta todos los datos del

PaLAaBRAS CLAVE: Teoria de juegos, investigaciéon operativa.
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problema. Una forma de buscar una solucién a este problema es a través de un
Juego cooperativo con utilidad transferible (TU). Formalmente, un juego TU con
costes es un par (N,c), donde N = {1,...,n} denota al conjunto de jugadores y
c¢: P(N) — R es una funcién que asigna a cada coalicion S C N un coste ¢(5).
Generalmente se asume que ¢()) = 0. Cada vector x € R" representa una posible
astgnacion, donde z; denotaria lo que se asigna al jugador .

3

10 1

Pozo

Figura 1: Ejemplo de un problema de asignacién de costes

El problema de asignacion de costes que teniamos originalmente se puede con-
vertir en un juego TU con costes definiendo ¢(S) como el minimo coste en que es
necesario incurrir para conectar a todos los jugadores de S con el pozo (en caso de
que los jugadores de N\S no estén presentes).

El problema ahora radica en elegir para cada juego TU con costes una asignacion
razonable. Esto se hace a través de las reglas de asignacién. Una regla de asignacion
es una funcion ¢ que, dado un juego (N, c), elige una asignacion en R”, i.e.,

p: QCGE" — R"
(N,e)  — @(N,c).

Ahora, para elegir de entre la infinidad de reglas de asignacion posibles, se
suele utilizar el método ariomdtico. Es decir, se imponen sucesivamente distintas
propiedades que las asignaciones elegidas por una regla deberian cumplir y se van
estudiando las reglas resultantes. Dependiendo de cada problema interesard imponer
unas condiciones u otras, llegando asi a distintas reglas para las distintas familias
de problemas.

A continuaciéon enumeramos algunas de las propiedades que se suelen exigir en
este contexto:

Eficiencia: La mas trivial de todas, el coste total de la red ha de ser pagado. Una
asignacion x es eficiente si > | x; = ¢(N)

Simetria: Si dos agentes son iguales (la red resultante de intercambiar sus “nom-
bres” es la red de partida), entonces ambos deben pagar lo mismo.
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Racionalidad individual: Nadie debe pagar més de lo que le costaria unirse al
pozo €l solo (z; < ¢(i)).

Estabilidad (Racionalidad coalicional): Ninguna coalicién paga mas de lo que
podrian asegurarse ellos sélos: para cada S C N, > . qx; < ¢(5). Una
asignaciéon que no cumple esta condicion para alguna coalicion S es inestable,
ya que dicha coalicién no aceptaria la asignaciéon y formaria su propia red.

Juegos no Cooperativos

A diferencia de los juegos cooperativos, en los que el estudio se lleva a cabo de un
modo axiomético, la teoria de juegos no cooperativos se centra en los aspectos es-
tratégicos de los modelos. Antes de nada introducimos formalmente las definiciones
de juego no cooperativo y de equilibrio de Nash.

Un juego no cooperativo es una terna (N, A, ¢), donde:

e N :={1,...,n} es el conjunto de jugadores,
o A:=][,cn Aiy A; es el conjunto de estrategias del jugador i,
o v:=(¢1,...,0n) y vi: A— R es la funcion de utilidad del jugador i.

Dado un perfil de estrategias a € A, a; € A; denota la estrategia del jugador 4
ya_; € Hj# Aj el perfil de estrategias de todos los jugadores salvo el jugador 7.
Ahora, un perfil de estrategias a € A es un equilibrio de Nash si para todo i € N
y para todo a; € A; tenemos p;(a;,a—;) < ¢;(a). Es decir, a es un equilibrio de
Nash si ningin jugador puede mejorar desviandose unilateralmente; suponiendo que
los demaés jugadores van a jugar segin a, nadie tiene incentivos a desviarse. Este
concepto, introducido por Nash en 1950 es la piedra angular de la teoria de juegos
no cooperativos. Aunque para muchas familias de juegos es necesario introducir
refinamientos de este concepto de equilibrio, la idea subyacente es casi siempre la
misma: ‘nadie ha de tener incentivos a desviarse unilateralmente”.

A continuacién presentamos dos ejemplos que esperamos sirvan como una prime-
ra aproximacion al equilibrio de Nash, concepto central de esta rama de la teoria de
juegos.

D N
D [-10,-10 | 0,-15
N [-15,0 |-1-1

Figura 2: El dilema del prisionero

La Figura 2 ilustra el dilema del prisionero, quiza el juego no cooperativo més
difundido y estudiado. La forma de leer el juego es la siguiente. El jugador 1
elige fila (D o N) y el jugador 2 elige columna (D o N), para cada combinaciéon de
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estrategias de los dos jugadores tenemos los pagos en la correspondiente casilla de
la matriz. Por ejemplo, si el jugador 1 elige N y el jugador 2 elige D, el pago es -15
para el primero y 0 para el segundo. El dilema del prisionero se basa en la siguiente
historia. Dos individuos (que no se conocen entre ellos) son arrestados y puestos en
celdas separadas. Ambos son acusados del mismo delito y a ambos se les plantea la
posibilidad de delatar al otro (D) o no hacerlo (N). En caso de que ninguno delate al
otro, ambos pasaran un mes en la carcel. Por otro lado, si ambos se delatan, ambos
pasaran diez meses entre rejas. Finalmente, si s6lo un jugador delata, entonces
tenemos que éste sale libre mientras que el otro pasard quince meses en la céarcel.
A la vista de los pagos, parece natural que ambos jugadores intenten coordinarse y
no delatarse, para asi pasar sélo un mes cada uno en la carcel. Sin embargo, no es
posible jugar (N,N) en equilibrio. La razén es que, independientemente de lo que
haga el jugador 2, el jugador 1 siempre sale mejor parado eligiendo D, y lo mismo
pasa con el jugador 2 (la estrategia D es una estrategia dominante). Por tanto, el
tnico equilibrio de Nash de este juego es aquél en el que ambos jugadores se delatan
mutuamente y pasan cada uno diez meses en la carcel. Muchas situaciones de la vida
real se ajustan al dilema del prisionero; la mas conocida de ellas es la decision entre
dos grandes potencias de fabricar o no bombas atémicas (EEUU y la URSS durante
la guerra fria). Aunque los dos paises estan bien si nadie tiene bombas atémicas,
ambos tienen incentivos para fabricarlas, ya que si uno tiene y el otro no, entonces
el primero tendra mucho mas control. La tinica situacién de equilibrio es aquella en
la que las dos potencias desarrollan armamento nuclear.

Si bien el concepto de equilibrio de Nash sirve para estudiar el comportamiento
humano en muchos modelos, también es cierto que en otros muchos ha recibido
fuertes criticas. Uno de los modelos mas estudiados dentro del &mbito de la psicologia
del comportamiento es la siguiente versiéon del juego del ultimatum. Un hombre
detiene por la calle a los individuos A y B, y les propone el siguiente juego. Yo tengo
100 euros que son para vosotros dos, la forma que os propongo para repartirlos es la
siguiente: A ha de hacerle una oferta de reparto a B, si B la acepta entonces se hace
el reparto, y si B la rechaza entonces ninguno de los dos se lleva nada. ;Que ha de
ofrecer A? Bajo la hipotesis de que los dos jugadores sblo se preocupan de maximizar
el dinero que reciben, cualquier oferta de A deberia ser aceptada por B; atn mas,
bajo este supuesto la oferta 100 para A y 0 para B, que es aceptada por B ya que
no gana nada rechazando, es un equilibrio de Nash. Sin embargo, en la vida real
muy poca gente aceptaria este reparto. Este juego y pequenas modificaciones del
mismo han sido estudiados empiricamente para ver en qué situaciones los jugadores
se conforman con la oferta natural (50,50) y en cuéles tienden a acercarse al (100,0).
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Resumen

Una foliacion de dimension n de una variedad M de dimensién m es, a grosso modo,
una descomposiciéon de M en subvariedades conexas de dimensiéon n < m llamadas
hojas, las cuales se aglomeran localmente como los subconjuntos de R™ = R xR™™"
con segunda coordenada constante.

Ejemplo 1. El ejemplo mas elemental de foliacién de dimensién n es la foliacion
de R™ como R™ x R™™ donde las hojas son los planos de la forma R™ x {c}, con
ceR™™™,

Ejemplo 2. En el toro T = ([-1,1] x [-1,1])/ ~, donde ~ es la relacion que
identifica los lados del cuadrado, definimos el campo de vectores X = (1,m). Sim
es racional, las 6rbitas se cierran y son homeomorfas a S!. Si m es irracional, cada
orbita es homeomorfa a R y es densa en T'.

Ejemplo 3. Definimos la funcién

; %

fy(l') = 1_3:2 +y>

en la banda [—1,1] x R. El conjunto de los grafos de las
funciones f, con y € R determina una foliacion de di-
mension uno cuyas hojas se llaman componentes de Reeb.
Restringiéndonos a [—1, 1] x [-1, 1] y cocientando, pode-
mos traspasar esta foliacién al toro.

En todos los ejemplos anteriores es facil ver que la variedad es localmente un
producto y por tanto los ejemplos 2 y 3 son foliaciones. De hecho, tenemos el
siguiente resultado general:

Teorema 1 (Flujo tubular). Cualquier flujo sin singularidades induce una foliacion
de dimension uno en la variedad.

PaLAaBRAS CLAVE: Foliacion, foliacion de Reeb, teorema de Frobenius.
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Para cualquier campo de vectores X denotamos X f = df(X). El corchete de
Lie de dos campos de vectores X e Y es el campo de vectores que queda definido
por la ecuacion [X,Y]f = X(Yf) — Y(Xf). El teorema del flujo tubular puede
ser generalizado. Dicha generalizacion se conoce como teorema de Frobenius. En el
caso particular de dimensién 2 tenemos

Teorema 2 (Frobenius). Sea M una variedad de dimension mayor que 2. Sean X
e Y dos campos de vectores linealmente independientes en M. Entonces el espacio
vectorial generado por X eY en cada punto, span{X,Y}, induce una foliacion de
dimension 2 en M si y solo si [X,Y] € span{X,Y }.

Ejemplo 4. La siguiente construccién da lugar a una foliaciéon de dimensiéon 2 en
la esfera S® que desempefié un papel importante en la teoria de foliaciones. Ha-
ciendo girar la componente de Reeb se obtiene una foliaciéon en el cilindro macizo
tal y como muestra la primera figura. Cocientando para obtener un toro macizo se
obtiene la segunda foliacién. Visualizando S? como R? compactificado a un punto
del infinito, se puede probar que S? consiste en pegar dos toros macizos por el borde.
En definitiva, realizando la anterior construccion y considerando las foliaciones ante-
riores en los respectivos toros, se obtiene la foliacién de Reeb en S? (tercera figura).
Esta foliacion tiene una hoja compacta homeomorfa a un toro. Todas las demas son
homeomorfas a R? y se acumulan en la hoja compacta.

%\\\\\\\}m Q777




UN@® SEMINARIO DE INICIACION A INVESTIGACION

: M Instituto de Mateméticas

Control 6ptimo de sistemas fisicos. Aplicaciones
medioambientales

Francisco Javier Fernandez Fernandez

Departamento de Matemética Aplicada

31 de Mayo de 2005

Resumen

El problema abstracto

Consideremos un sistema fisico determinado por la siguiente ecuacion (ecuacion de
estado):

Aly) = f(v), (1)

donde y sera el estado del sistema fisico, v serd el control que nosotros podemos
ejercer sobre el sistema a través de la aplicacion f y A determinara el compor-
tamiento del estado . Un problema de control 6ptimo consistira en:

(P) J(y*,v*) = minJ(y,v)
v € Uy y (y,v) verificando (1)

donde U, seré el conjunto de controles admisibles y v* el control 6ptimo.

Un ejemplo académico

Supongamos que queremos minimizar la temperatura en una placa sometida a un
flujo de calor por una parte de su frontera y con temperatura constante e igual a
cero en el resto de la frontera. Para ello, disponemos de un refrigerador que debemos
colocar en un punto determinado de manera que la temperatura de la placa en una
determinada norma, sea lo méas reducida posible. En este caso la variable de estado
serd la temperatura de la placa (y = 6), el control seré la posicion del refrigerador
dentro de la placa (v = b), el funcional de coste sera la temperatura de la placa en
una determinada norma (J(6,b) = 3|/0||?) y la ecuacién de estado serd la ecuacion
del calor:

—div(kV0) = Rp en Q,

kg—fl =g sobre T4, (2)

=0 sobre Ty.

Donde k£ > 0 es la conductividad térmica del material, Ry, es el refrigerador y g es
el flujo de calor a través de la frontera Neumann I';. Este problema de control se

PaLaBrAs CLavE: Control Optimo, Mecanica de Fluidos.
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resuelve numéricamente, obteniéndose el siguiente resultado (solucién de la ecuacion
de estado en el control 6ptimo):

temperatura c.f
1.3491

I 1.1992
1.0493
089943
074952

| 050961
044971

0.2098
0.14989
0

Un problema real. Control de contaminantes en una ria

Consideraremos un dominio ocupado por aguas poco profundas (ria de Vigo), en
donde debemos colocar un emisario de una determinada substancia contaminante
(Uaq), de forma que, minimizando el gasto producido por la distancia entre el emisa-
rio y la planta depuradora, garanticemos que la densidad de contaminante en unas

determinadas zonas (Zona 1 y Zona 2) esté por debajo de unos determinados
maximos permitidos.

Zona 1

Zona 2

Planta depuradora

U.a (Conjunto de controles admisibles)

En este caso, el problema de control se formularia en los siguientes términos:

Jnin J(p, b), (3)

donde U,y C €2 es un conjunto convexo, cerrado y no vacio. Con las siguientes
restricciones:
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e FEcuacion de estado.

L +u-Vp—BAp=—kp+ MRy en Qr,

52 =0 sobre X,

p(0) =po en Q,
e Restricciones sobre el estado.

Pl < o

1

()

donde J(p,b) = 3||b — al|2,, u es la velocidad del agua (calculada usando un
modelo para aguas poco profundas) y o > 0 es la densidad méaxima permitida en la
zona protegida A. Al igual que el ejemplo anterior, este problema se puede resolver

numeéricamente:

Load Analysis 2, step 122 )
Contour Ranges of concentracion de cantaminante
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Resumo

O concepto de médulo cruzado xurdiu na categoria de grupos nun traballo de J.H.C.
Whitehead de 1949 en topoloxia alxebraica. Este concepto xogou un papel impor-
tante tamén noutras areas das matematicas como son a teoria de representacioéns
de grupos, K-teoria alxebraica, homoloxia ciclica, teorfa combinatoria de grupos,
alxebra homoloxica e xeometria diferencial.

De forma anéloga 6s médulos cruzados de grupos pédese definir o concepto de
modulo cruzado de alxebras conmutativas: sexa K un anel conmutativo e R unha
K—é&lxebra. Un R—modulo cruzado (C, R,v) é unha R—éalxebra C, xunto cun
morfismo de R—éalxebras v : C' — R tal que para todo ¢ € C e r € R verifica:

o v(rc) =rv(c)
e v(c)d = ¢ (identidade de Peiffer)

Se s6 se verifica a primeira das dias condiciéns o que se ten é un modulo pre-
cruzado.

Parte do interese deste concepto radica en que xeneraliza simultaneamente o de
R-alxebra e o de R-modulo da seguinte maneira:

e Sexa C unha R—élxebra. (C,C,id) é un modulo cruzado.

e Dado un R—médulo M, pddeselle dar unha estructura de alxebra coa mul-
tiplicacion cero. Se denotamos por 0 : M — R o morfismo cero, (M, R,0) é un
R—mobdulo cruzado.

Ademais, co fin de poder ver os moddulos cruzados dende distintos puntos de
vista, buscanse definiciéns equivalentes e asi, demostrase que o concepto de modulo
cruzado coincide co de cat'—&lxebra, 1—cubo e categoria interna na categoria de
alxebras conmutativas.

Os morfismos definense da siguiente maneira: sexan (C, R,v),(C’, R',v') dous
mobdulos cruzados; un morfismo entre eles é un par de morfismos de K —4&lxebras

PaLaBRAS CLAVE: Alxebras conmutativas, moédulos cruzados.
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$p:C—-C" ,¢Yv:R— R,
tales que ¢(rc) = (r)p(c) y vV op =1 ow.

c % R
¢l L
c L R

Temos entén unha categoria X Modg de médulos cruzados.

O seguinte paso consiste na descriciéon da categoria, construindo os ntucleos, o
producto tensor, os igualadores, o producto semidirecto... Neste proceso obsérvase
que tédolos obxectos correspondentes a limites constriense de manera totalmente
natural, mentres que os correspondentes a colimites requiren contrucciéns mais com-
plicadas.

Exemplo: dados dous modulos cruzados (C, R,v),(C',R',V') e un morfismo
(¢, 1) entre eles, tense:

o Ker(¢,v) = (Ker¢, Kery,v), onde v é a restriccion do morfismo v a Kerd,
v:Kerg — Keriy.

e Coker(9,1) = (C'/$(C) p (W(R)pr-C"), Cokerty = R'J1p(R) o, 7) onde $(C)
denota a menor R'-subalxebra que contén a ¢(C) en C’, 1)(R)gr o menor ideal de
R’ que contén a (R) e v é a aplicacion que induce v’ no cociente.

Para ver que estas definiciéns tenen validez tense que comprobar que os obxectos
definidos son modulos cruzados, que cumplen as propiedades universais de nicleo
e contucleo e que xeneralizan os conceptos de niicleo e conticleo na categoria de
R—4alxebras conmutativas e de R—modulos.

Unha vez descrita a categoria esttidianse algunhas das stias propiedades. Unha
delas é o feito de que XMody é tripleable sobre Set; é dicir, existe un funtor
U: XModg — Set cun adxunto 4 esquerda. A adxuncién é a seguinte:

U:XModg — Set
(C,R,v)~C xR

e o seu adxunto & esquerda resulta de componer os seguintes dous funtores:

Fy:Set — K — Alg
X ={z1, ., xn}~ KT[x1, ..., 2]

onde KT [xy,...,7,] denota a parte graduada positiva da alxebra de polinomios.

Fg:K—Alﬁg—>XM0dK
H~ (H/H®H®(H®H),in)

onde H denota o menor ideal de H ® H @ (H ® H) que contén a tédolos elementos
da forma (h,0,0) e in é a inclusion de H en H ® H ® (H ® H).
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Tamén se verifica que a categoria é semiabeliana, esto é, X Modg ten productos
e coproductos binarios, obxecto cero, cadrados cartesianos de monomorfismos rotos,
coigualadores de pares niicleo, verifica o lema corto roto dos cinco, os epimorfismos
regulares son estables por cadrados cartesianos e as relaciéns de equivalencia son
efectivas.

Mentres que a nocién de categoria abeliana reflexa as propiedades alxebraicas
tipicas de grupos abelianos e médulos, o concepto de categoria semiabeliana reflexa
as propiedades de grupos, aneis e alxebras. O comprobar que X Modg esta dentro
deste conxunto estéselle enmarcando no contexto adecuado para desenvolver teorias
de homoloxia.

A homoloxia construese utilizando a siguiente adxuncién:

F XMOdk/(C, R, I/) - XMOd(CyR’V)
(A> B> J) ~ (07 R7 1/) ®(A,B,o) Q(A,B,U)

G: XMOd(C7R7V) - XMOdk/(C, R, l/)
(A,B,0) ~ (A,B,0) x (C,R,v)

que permite construir a seguinte cadena
Lic.ryy = (C,R,v) ®a,Bo) Qa,Bo)
- 3 (C,R,v) ®(C Ry u(C.Rw) UCR1)(C.Ry) — (O, R, V)
Definense a homoloxia e cohomoloxia da maneira seguinte:
o H,((C,R,v),(G,H,w)) = Hy(N((G, H,w) ®c,rw) L(c,R 1))

i Hn((07 R, V)) (Ga H, w)) = Hn(Hom(C,R,u) (NL(C,R,V)7 (Ga H, w)),
onde N Lo g,y € o complexo de Moore asociado a Lo, g 1)

Estudiar as propiedades desta homoloxia e desenvolver unha teoria de localiza-
cién son 0s pasos a seguir.
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Resumen

El analisis de series de tiempo constituye, desde hace anos, una parte fundamental
dentro del estudio de los mercados financieros. Por ejemplo, la predictibilidad de
cambios en los precios de activos es un tema de investigaciéon de evidente interés. Del
mismo modo, el trade-off entre rentabilidad y riesgo juega un papel muy importante
en muchas teorfas y modelos financieros tales como la teoria de seleccion de carteras
o la valoracién de opciones.

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones x;, cada una de ellas
recogida en un instante de tiempo ¢. Son muchas las situaciones en el mundo real en
las que las observaciones de una determinada variable se realizan de forma secuencial
en el tiempo. Los valores del futuro dependen de los valores de los que disponemos
en el presente y en este sentido, entender la dindmica subyacente por la cual los
datos son generados nos permite predecir valores y controlar posibles situaciones
futuras. Estos son algunos de los objetivos del analisis de series temporales.

El primer paso en el anélisis de una serie temporal es la selecciéon de un modelo
matematico adecuado a los datos. Sera natural ver la serie como la realizaciéon de un
proceso estocéstico, es decir, supondremos que cada observacion x; es la realizacion
de una determinada variable aleatoria X;.

Estacionariedad y Estacionariedad Estricta

Sea {Xy,t € T'} una serie de tiempo

Definiciéon 1 (Funcion de medias). Llamaremos funcion de medias a la funcion del
tiempo que en cada instante t proporciona la esperanza de la distribucion marginal
de Xy, es decir:

we = E(Xy)

Definicién 2 (Funcién de varianzas). Llamaremos funcion de varianzas a la funcion
del tiempo que en cada instante t proporciona la varianza de la distribucion marginal
de X, es decir:

02 = Var(X;)

PaLABRAS CLAVE: Series de Tiempo, estacionariedad.
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Definiciéon 3 (Funciéon de autocovarianzas). Llamaremos funcion de autocovarian-
zas del proceso a la funcion que describe las covarianzas entre dos variables cua-
lesquiera, es decir:

vx(rys) = Cov(X,, Xs) = E[( X, — pr)(Xs — ps)] mse€eT

Un concepto muy importante en el anélisis de series temporales es el de esta-
cionariedad. Aunque los procesos estocésticos a los que nos estamos refiriendo exis-
ten conceptualmente, en la mayoria de situaciones précticas sélo podremos disponer
de una realizacion de dicho proceso. Por esta razéon, para poder estimar caracteris-
ticas “transversales” del proceso (medias, varianzas, etc.) a partir de la evolucion
“longitudinal” del mismo, debemos suponer que dichas caracteristicas “transversales”
se mantienen estables a lo largo del tiempo.

Definicién 4 (Estacionariedad Débil). Se dice que la serie de tiempo {X:,t € Z}
es débilmente estacionaria o estacionaria Si:

(i) E|Xi> <o VtelZ
(i) E(X,)=p Vtel

(i) vx(r,s) =yx(r+t,s+t) Vrs,telZ

Precios y Rentabilidades de Activos

Una de las principales cuestiones a resolver dentro del analisis financiero es saber
hasta qué punto el pasado de la serie de precios de un activo proporciona informaciéon
relevante para predecir su comportamiento futuro. Si bien algunas teorias apuestan
por la predictibilidad de precios futuros en funcién de la historia de la serie, muchos
son los investigadores que han defendido que el comportamiento de los precios se
parece mas a una acumulaciéon de cambios puramente aleatorios.

Una de las hipotesis mas manejadas en series de alta frecuencia es la de que
los precios de activos financieros (o sus logaritmos) se comportan como un paseo
aleatorio. En términos estadisticos esto significa que los cambios en los precios
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas?, es decir, si P;
denota el precio de un activo en el instante t y p; = In(F;), se tiene

Dt = Pi—1 + ag, (1)

donde a; es una sucesion de variables aleatorias independientes con media 0.

Este modelo implica que la serie de cambios de precio no tiene memoria y su
pasado no podria ser utilizado para predecir el futuro de forma eficiente.

Durante los anos 60 se desarrollaron los fundamentos teéricos de los mercados
financieros y se llegd a la conclusiéon de que la hipotesis de independencia en los

2La definicién de paseo aleatorio varia sensiblemente de unos textos a otros. En la mayoria de
articulos de economia, que tratan el comportamiento de los precios, se refieren a paseo aleatorio
cuando las diferencias p; — p:—1 son independientes.
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cambios del precio de activos era demasiado restrictiva. Al suponer un modelo
como (1), donde a; son independientes, se elimina la dependencia del tiempo de
los momentos condicionales de p; — p;—1 de cualquier orden. Sin embargo, muchas
series financieras presentan un comportamiento erratico, alternando periodos de es-
tabilidad con periodos de turbulencias. Este comportamiento puede ser modelizado
permitiendo que el momento de segundo orden condicional cambie con el tiempo, lo
cual es incompatible con la teoria de paseo aleatorio. Asi, se empiezan a desarrollar
modelos en los que variables relacionadas con el precio de activos son martingalas.

La mayoria de los estudios financieros involucran series de rentabilidades en
lugar de series de precios. Las razéon principal es que las series de rentabilidades
presentan, en general, mejores propiedades estadisticas. Las series de precios de
activos suelen mostrar una tendencia creciente a largo plazo, como se observa en la
figura 3, mientras que a corto o medio plazo presentan movimientos de crecimiento
y decrecimiento.

Presentamos a continuacién algunas de las definiciones de rentabilidad mas uti-
lizadas. Supondremos que el activo no paga dividendos.

Rentabilidad Simple. La rentabilidad simple o discreta de un activo en el
periodo (¢ — 1,t) se define como

P —P_
g = b
P4

Rentabilidad Continua. La rentabilidad continua de un activo en el periodo
(t —1,t) se define como

P,
re=In(l+R;) =1In L =pt — Dt—1,
Py

donde p; = In(P).

La expresiéon de rentabilidad simple es la utilizada por bancos, instituciones
financieras e inversores. Sin embargo, las rentabilidades continuas presentan propie-
dades estadisticas que las hacen mas tratables. Por ello se suele trabajar con series
de rentabilidades continuas en investigacion.

De la observacion de series de rentabilidades se pueden deducir una serie de
caracteristicas comunes. De forma general, podemos establecer que las series de
rentabilidades presentan un comportamiento erritico en el sentido de que valores
extremos de rentabilidad suelen ocurrir con relativa frecuencia. Ademas, valores
negativos de rentabilidad se dan con mayor frecuencia que valores positivos y existe
un agrupamiento de la volatilidad (volatility clustering), es decir, periodos de alta
volatilidad suelen ser precedidos por periodos de baja volatilidad de mayor o menor
duracién. Los distintos modelos de series de tiempo propuestos para su aplicaciéon
en el campo de las finanzas intentan, en mayor o menor medida, captar este tipo de
caracteristicas.
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Figura 3: Observaciones diarias de precios de cierre, rentabilidad simple y rentabili-
dad continua de ELE (Endesa), desde el 1 de Enero de 2003 hasta el 31 de Diciembre
de 2004.
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Resumo

A Xeometria de Riemann cobrou unha grande importancia co desenvolvemento da
Teoria da Relatividade. Esta basea os seus enunciados nunha premisa clave que é a
constancia da velocidade da luz (c¢). Asi, se x1, z2,x3 son coordenadas espaciais e t
¢ a coordenada temporal, tense ¢ = % = \/dx? + dx3 + dx2/dt de onde dx? + dx3 +
dz3 — c® dt* = 0. Agora, se definimos a métrica

100 0
o100 o
=100 1 o0

000 —c

un vector luminoso serd v = (x1, x2, x3,t) verificando g(v,v) = 0. Esta métrica non
¢é definida positiva, pero, fixada unha base ortonormal, un dos vectores ten norma
negativa e os outros tres positiva. Cando nos achamos nun espacio de dimension
arbitraria en que s6 un vector dunha base ortonormal ten norma negativa, dise que a
meétrica é de Lorentz, e estes vectores dinse temporais (por estension da terminoloxia
relativista); por outra banda, os vectores de norma positiva dinse espaciais. Cando
consideramos unha variedade de dimensiéon 4, cunha métrica de Lorentz, o que temos
¢ un espacio-tempo.

A situacién anterior supén unhas condicions ideais 4 hora de describir o Uni-
verso, sen ningunha forza gravitatoria que distorsione o espacio-tempo. Na préctica,
atépase un cosmos plagado de campos gravitatorios que interaccionan entre si e
os modelos espacio-temporais que se empregan para describilos son mais comple-
xo0s. Entre estes modelos destacan os espacio-tempos de Robertson-Walker que son
variedades de Lorentz da forma

RxsN=(RxN,gr® f(t)’gn)

é dicir, o espacio é unha variedade producto R x N e a métrica de Lorentz é a suma
das métricas dos factores salvo por unha funcién f : R — R™ que deforma a métrica
da variedade N. Neste modelo a dimensién temporal é a dada pola coordenada t

PaLaBrAs CLAVE: Variedade de Riemann, producto warped, variedade localmente conforme-
mente cha, espacio-tempo.
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e a variedade N (espacial) ten curvatura constante. Este modelo englobase dentro
dun tipo de variedades moito mais ampla que se chaman productos warped: un
producto warped de (M,gy) e (N,gn) é unha variedade producto M x N coa
métrica gar @ f2gny onde f : M — Rt ¢ unha funcién positiva.

Cando se estudian modelos cosmoléxicos, unha propiedade razonable a esixirlles
¢ que a densidade de luz que un observador percibe (localmente) sexa uniforme.
Esta caracteristica poédese describir mateméaticamente dicindo que o espacio-tempo
é localmente conformemente chan (LCChan). Dado que unha aplicacién conforme
é, en xeral, aquela que conserva angulos, un espacio-tempo LCChan é aquel para o
que cada punto esta contido nun entorno que é conformemente equivalente 6 corres-
pondente espacio euclidiano, isto é, aplicase nun espacio chan por unha aplicacién
que conserva os angulos. Dito doutro xeito, se unha variedade de Lorentz (ou en
xeral con calesquera dimensions espaciais e temporais) ¢ LCChan a métrica podese
escribir localmente como gy = ¢%gg = ¢p>diag(+1,...,+1) para ¢ unha aplicacion
definida no entorno e onde E é o espacio chan correspondente. Noétese que deste
xeito os dngulos non varian, pois se ag, é 0 angulo que forman a e b,

]\g — gM(CL, b) o gE(a7b) E

COS ¢ = = COS O},
lallarllollar— llalle(lbllz ¢

Entre os modelos cosmoloxicos de espacio-tempos, cémpre estudiar cales son
LCChans. Deste xeito vese que:

1. Os espacios Robertson-Walker son todos LCChans.

2. Outros productos warped, como os chamados espacios estaticos, que son da
forma N x ;R onde o factor deformado é o temporal (R), tamén se empregan
como modelos en campos gravitatorios intensos; sen embargo, existen fortes
restricciéns sobre a funcién de deformacion f e o factor 3-dimensional N para
que o espacio sexa LCChan.

3. Outros modelos mais complexos, que supofien a existencia de espacios non
observables empréganse en escalas cuédnticas, son os modelos cosmoléxicos
multidimensionais (MCM): My Xy My x g, My X --- Xy, M, que responden
a un modelo de variedade mais xeral que os espacios warped: os espacios mul-
tiwarped. Nos MCM a variedade My é un espacio-tempo que representa a
parte observable do universo, é o chamado espacio externo. My, ..., M, tenen
métrica definida positiva (riemanniana), son os chamados espacios internos e
entre as stas caracteristicas destacan o seren compactos e de tamarno pequeno,
o suficientemente pequenos como para non ser observables. Para que estes
modelos sexan LCChans, existen fortes restricciéns sobre as funciéns de defor-
macion, asi como sobre os M;, pois parai = 1,..., v tenen curvatura constante.
Ademais, o nimero maximo de espacios externos con estas caracteristicas é 4.
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Resumo

Os materiais porosos son ampliamente usados en moitos dos problemas de control
de ruido na vida cotid. Estes materiais son conecidos pola stia capacidade para
disipar as ondas actsticas que se propagan a través deles. De feito, ao longo das
ultimas décadas realizaronse grandes esforzos para caracterizar o comportamento
actstico destes materiais (ver por exemplo [6]). Por materiais porosos entendemos
aqueles que estan compostos dunha matriz solida (rixida ou elastica) que esta com-
pletamente saturada por un fluido. O comportamento actstico dos medios porosos
dependeré non s6 do fluido que os rodea sen6én tamén das propiedades de rixidez do
seu esqueleto.

A mediados do pasado século, para estudiar a propagacién ondulatoria en sis-
temas de conductos lineares, usaronse modelos simplificados onde os materiais ab-
sorbentes quedaban caracterizados por unha impedancia normal do material. Mais
recentemente, cando o esqueleto solido é rixido, os materiais porosos foron mode-
lados mediante unha estratexia de fluido equivalente onde se definian propiedades
como a densidade e a compresibilidade dindmica (ver [2]).

Estes novos parametros poden ser obtidos mediante leis experimentais ou empiri-
cas. Un modelo deste tipo foi presentado por primeira vez por Delany e Bazley [5]
en 1970 e segue a ser ampliamente empregado para describir a propagaciéon actstica
en materiais fibrosos. Posteriormente, outros autores presentaron modificaciéns e
melloras para este modelo, por exemplo en Morse e Ingard [6], Allard e Champoux
[2], entre outros.

Para o caso mais realista no que a deformacién elastica do esqueleto do material
poroso se esti a ter en conta, a base tebérica do comportamento mecanico dos ma-
teriais porosos foi establecida por Biot [3]. A sta teoria describe a propagacion de
ondas elasticas nun medio poroso saturado por un fluido compresible (ver a completa
referecia de Allard [1]). Pero nesta exposicion, so se tratard o caso mais sinxelo no
que se estudian os materiais porosos de matriz solida rixida: o modelo de Darcy (ver
Bermudez et al. [4]).

A principal diferenza entre o problema da propagacion acustica nun fluido com-
presible (como pode ser o ar) e nun medio poroso radica na dependencia non linear

PaLAaBRAS CLAVE: Medios porosos, problemas non lineares de autovalores.
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que os coeficientes, que aparecen nas ecuacions en derivadas parciais que definen o
modelo, postien con respecto 4 frecuencia. Isto provoca que o estudio do problema
de resonancia, por exemplo no interior dunha lavadora, e o problema de control pa-
sivo de ruido usando materiais porosos, leven asociados un problema de autovalores

non linear.
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Resumo

Un dos obxectivos da estatistica é a modelizacién de procesos que presentan compor-
tamentos aleatorios; procesos nos que, por diversas causas, infliie o azar (procesos
estocésticos). Para iso faise necesaria a obtencion de mostras de tales procesos que
nos aporten informacion sobre eles.

As ferramentas da inferencia estatistica clasica sitiannos ante mostras aleatorias
simples, onde os datos provenen sempre dunha mesma distribucién e de xeito in-
dependente. Pero esta suposiciéon de independencia entre os datos non é sempre
realista. Por exemplo, na observacién dun certo indice bursétil ao longo do tempo,
podese detectar unha dependencia entre datos proximos no tempo. O mesmo ocorre
cando observamos un proceso no espazo, coa diferenza de que, cando temos datos
observados no tempo, a dependencia vén s6 dunha direcciéon (do pasado); a depen-
dencia de datos no espazo pode vir de calquera direccion (observacions do proceso
que estan tomadas en puntos situados uns preto dos outros tenen mais probabili-
dade de presentar un comportamento similar que outras observaciéons tomadas en
puntos afastados no espazo). A estatistica espacial octipase do estudo de procesos
estocasticos no espazo.

A estatistica espacial converteuse nos tltimos anos nunha ferramenta fundamental
para diversas disciplinas, como a ecoloxia, a epidemioloxia ou a xeoloxia. Ainda den-
tro da estatistica espacial, poderiamos facer a seguinte distincién entre os procesos
estocasticos no espazo (Cressie, 1991):

i) Procesos Xeoestatisticos. O proceso Z toma valores de xeito continuo sobre
unha rexion D C R2?. Por exemplo, supofiamos que nos interesa medir a
concentracion que existe dun certo metal pesado no solo ou no ambiente. As
mediciéons da concentracién de metal poderian tomarse en calqueira punto,
posto que o proceso toma valores en calquera localizacion (Chilés and Delfiner,

1999).

ii) Procesos Reticulares. O proceso Z toma valores nun conxunto finito de puntos
no espazo, D = {s1,...,s,}. Un exemplo: en estudos epidemioléxicos, os
datos de indice de mortandade por unha certa enfermidade en Galicia venen

PaLaBRAS CLAVE: xeoestatistica, covariograma, variograma.
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dados por comarcas (as localizacions sobre as que toma valores o proceso son
puntos asociados a cada comarca).

iii) Procesos Puntuais. O proceso Z toma valores nunha rexiéon D C R?, pero
as posicions onde se atopan realizacions deste proceso Z distribiense de xeito
aleatorio sobre D, sen que o investigador tena control sobre elas. Esta é a
situacion que se plantexa en estudos forestais (medicions en arbores: o inves-
tigador non ten control sobre onde tomar as medicions).

Dado que o comportamento das tres grandes clases de procesos no espazo é distinto,
as técnicas empregadas no estudo de cada un destes procesos tamén o son. Ainda
asi, o obxectivo da estatistica espacial (nas stas tres vertentes) é a descricion (mode-
lizacion) dos procesos subxacentes aos datos observados, en gran medida, co fin de
predicir o seu comportamento (estimar o proceso en rexions onde non disponemos
de observacions).

Consideremos o caso dun proceso xeoestatistico. Unha vez obtida unha mostra do
proceso sobre unha rexién de interese D, poderiamos pensar en interpolar sobre
unha grella para tratar de estimar o comportamento do proceso en puntos onde
non temos observaciéns. Pero é aqui onde nos atopamos coa particularidade dos
datos no espazo: esta interpolacién debe ter en conta a estructura de dependencia
dos datos. E por isto que un dos problemas fundamentais na estatistica espacial é
a modelizaciéon da variabilidade, a descricion da estructura de dependencia. Para
poder explicar esta dependencia, debemos verificar que o proceso é estacionario,
¢é dicir, que a dependencia entre diuas observacions do proceso non depende das
posicions nas que son tomadas, senoén do vector diferenza entre as localizacions (ou
nun caso mais sinxelo, a dependencia é funcién s6 da distancia entre as posicidns:
isotropia).

Definamos o covariograma (1) e o variograma (2) como:

C(h)=Cov(Z(s),Z(s+h)), s,s+heD, (1)

v(h) = %Var(Z(s) —Z(s+h)), s,s+hebD. (2)

Tanto o covariograma como o variograma describen a estructura de dependencia
dos datos. Estas daas funciéns do proceso tefien interese por si mesmas, posto que
modelizan a dependencia; pero ademais, son fundamentais cando o noso obxectivo
é a estimacién do proceso en puntos onde non temos observaciéons. O variograma
ou o covariograma intervenen dentro dos métodos de interpolacién 6ptima de datos
espaciais: kriging (Stein, 1999).

Existe unha ampla literatura sobre a estimacion destas duaas funciéns, de xeito
paramétrico (suponiendo un modelo teérico dependente dun pardmetro: modelo es-
férico, exponencial, potencial...) e unha alternativa maéis recente: estimaciéon non
paramétrica (sen suposicion algunha sobre o modelo de dependencia).
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Resumen

La Mecéanica Lagrangiana y Hamiltoniana son dos formalizaciones matemaéaticas al-
ternativas a la Mecanica Clasica que nos permiten resolver de un modo sencillo
problemas que desde las leyes de Newton serfan demasiado complejos. Estas for-
malizaciones se aplican a aquellos sistemas de particulas en los que el espacio de
configuraciéon es una variedad y en ellas surge de modo natural la denominada geo-
metria simpléctica.

Sea M una variedad diferenciable. Se llama fibrado tangente a M a la unién de
todos los espacios tangentes a la variedad M, esto es : TM = U T,,M.

meM
El espacio cotangente a M en m coincide con el dual del espacio tangente y

se denota por 1y M. La uniéon de todos los espacios cotangentes forman el fibrado
cotangente o espacio de fase, T*M.

Si la variedad M es el espacio de configuracién de un sistema de particulas, el
fibrado tangente es el espacio de estados (posiciones y velocidades) y el cotangente
el espacio de fases (posiciones y momentos).

Mecanica Lagrangiana:

Sea un sistema de fuerzas conservativo con espacio de configuracion M, es decir,
la fuerza total es el opuesto del gradiente del potencial, FF = —gradV. Se llama
funcion lagrangiana a la diferencia entre la energia cinética y el potencial, L =
Egn—V :TM — R, es por tanto funcién de la velocidad en cada punto.

Si denotamos por (¢*) las coordenadas de posicién y por (v?) las de velocidad, la
Mecéanica Lagrangiana se reduce a calcular las soluciones, ¢(t), de las ecuaciones

dg’ d <8L )_8L

v (e(t) = E|é(t) Cdt @‘c’(t) B 8Tlilé(t)

1 <i<dimM,

llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange, donde ¢ se define por:

¢ R — T™
to—= t) = (c(t),d (1))

PaLaBrAas CLavE: Fibrado tangente, fibrado cotangente, variedad k-simpléctica.
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Se puede comprobar sin dificultad a partir de las Leyes de Newton, que las
trayectorias que siguen las particulas en un sistema de fuerzas conservativo coinciden
con las soluciones c(t) de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden extender a cualquier lagrangiano,
esto es cualquier aplicacién L : TM — R. De esta forma la Mecanica Lagrangiana
nos permite plantear problemas mas generales que los que resuelve la Mecéanica
Clasica.

Mecanica Hamiltoniana:

La idea en este caso es sustituir las variables generalizadas de la velocidad, v?,
por las variables generalizadas del momento, llamadas momento conjugado y dadas
por p; = OL/Ov'. En coordenadas cartesianas p; coincide con el momento lineal, es

decir, el producto de la masa por la velocidad.
dim M
Definimos la funcion hamiltoniana H por: H(q',p;) = Z vip; — L(q', p;)
Si consideramos como L el lagrangiano definido anteriorlzrnénte, se obtiene que el
Hamiltoniano coincide con la funcién energia total del sistema.
A partir del calculo de dH se obtienen las siguientes ecuaciones que son las
ecuaciones del movimiento de la Mecanica Hamiltoniana o ecuaciones de Hamilton:

oH dp; oH dq’

0 L@ty At [ Opilgeqry) At

donde £ : TM — T*M es la transformacién de Legendre dada por L(q',v') =
(¢, pi = OL/Ov").
Al igual que en la Mecéanica Lagrangiana, las soluciones ¢(t) de las ecuaciones
de Hamilton describen las trayectorias que siguen las particulas en movimiento.
Estas ecuaciones se pueden considerar asociadas a cualquier hamiltoniano H, es
decir, cualquier aplicaciéon de T*M en R.

Geometria Simpléctica:

En la formulaciéon hamiltoniana aparecen de modo natural las variedades sim-
plécticas, es decir, un par (M,w) donde M es una variedad diferenciable y w una
2-forma cerrada no degenerada.

El ejemplo més sencillo de variedad simpléctica es el fibrado cotangente con la
forma simpléctica canoénica w = —d(p;dq') = dq* A dp;.

Se puede comprobar que en un sistema dindmico holonémico (el espacio de con-
figuracion es una variedad) con hamiltoniano H, las trayectorias del sistema coin-
ciden con las curvas integrales del campo de vectores Xy solucién de la ecuacion
1x,w = dH, por lo que esta ecuacién recibe el nombre de versién geométrica de las
ecuaciones de Hamilton.

En el formalismo lagrangiano surge el problema de que no existe una forma
simpléctica candnica, sin embargo podemos solventar este problema a partir de la
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transformacion de Legendre, considerando la 2-forma wy = L*w = dq* A d(OL/0v?)
y la funcién energia Er, = L£L*H como hamiltoniano y obteniendo asi la ecuaciéon

ZXLWL = dEL ,

donde las curvas integrales del campo de vectores X, son las soluciones de las ecua-
ciones de Euler- Lagrange. Establecemos asi una equivalencia entre el formalismo
lagrangiano y el hamiltoniano.

Geometria k-simpléctica:

Se llama variedad k-simpléctica a una familia (M,w4,V;1 < A < k) donde M
es una variedad de dimensién 2n, V' una distribuciéon nk-dimensional y cada wy es
una 2-forma cerrada verificando:

(Dwalvsy =0y (i) [ Kerwa = {0}
A

La geometria k-simpléctica surge al intentar generalizar los resultados que se
obtienen en geometria simpléctica cuando consideramos como espacio de fase la
suma de Whitney de k copias de T*M en vez de T*M. Esta variedad (T} )*M =
T*M @ ---@®T*M se llama fibrado cotangente de k'-covelocidades.

Si (¢, pZA) son las coordenadas en la A-ésima copia de T*M, en (Tk})*M obtene-
mos las coordenadas (¢/,p/;1 < A < k).

Para obtener la generalizaciéon de la estructura simpléctica consideramos en cada
copia la forma simpléctica canénica w4 y su pull-back a (Tkl)*M mediante las proyec-
ciones canonicas sobre cada factor. Asi obtenemos k 2-formas wy = dg' A dp;4

n (T, g)*M que forman una variedad k-simpléctica junto con V' = kerrt donde
7 (T})*M — M es la proyeccion natural. Asf la ecuacién de Hamilton asocia-
da a un hamiltoniano H : (T}})*M — RF es

k

Z 1x ,wa = dH.
A=1

Al igual que se hizo en Mecénica se puede desarrollar el formalismo lagrangiano a
partir del hamiltoniano. Defininimos, en primer lugar, la variedad de k'-velocidades
TIM=TM & ---®&TM.

En este caso la transformaciéon de Legendre asociada a una funcién lagrangiana
L:TIM — R* es una aplicacion de TEM a (T})*M, que no es mas que considerar
las k aplicaciones de T*M en T M analogas a la conocida de Mecénica. Asi la
expresmn local de la transformacion de Legendre viene dada por £(g*,v%) = (¢, p )
donde pt = 9L /ovY.

Las 2-formas a considerar son por tanto (wr)4 = L*w4, 1 < A < k y obtenemos
asi la ecuacién

k
ZZXL)A (wp)a = dEL.
A=1
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Esta ecuacion es la version geométrica de las ecuaciones de Euler-Lagrange ya que
las secciones integrales de las soluciones ((X1)1,...(X1)k), es decir, las aplicaciones
¢ : RF — T1Q tales que (X1)a(d(t)) = (¢).(t)(9/0tA|t), son las soluciones de la
ecuaciones de Euler-Lagrange:

Tl g5 o \ g 04 |a(e)

aq Ek: o [ oL oL

vy (¢(1)) , 1<i<dimM.

La principal ventaja de estos formalismos es que la obtencién de los campos X 4
0 (X1)a es en general mas sencilla que la resolucion de las ecuaciones diferenciales
necesarias para obtener las trayectorias. Ademas nos permiten resolver de un modo
mucho més sencillo y elegante problemas que desde la Mecénica serfan demasiado
largos y complicados.
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Resumen

La implantacién de determinadas industrias podria empeorar gravemente la calidad
de las masas de agua que se localicen en sus proximidades. De este modo, predecir
la calidad de una determinada masa de agua ante determinadas situaciones seria de
gran utilidad para tratar de minimizar cualquier posible riesgo ambiental. Asi, la
simulaciéon numérica de la calidad de las aguas se convierte en una herramienta muy
valiosa, y es en este sentido en el que relacionaremos las matematicas con el medio
ambiente.

Introduccién

Estudiar la calidad de una determinada masa de agua consiste en cuantificar la
evolucién de la concentracion de determinadas especies quimicas o parametros (como
el pH) que nos puedan dar una idea del estado del sistema. La buena o mala calidad
de las aguas se regula por ley y esté basada en estudios cientificos.

Existen muchos modelos de calidad de aguas dependiendo de las caracteristicas
del problema. Algunos ejemplos son los siguientes:

1. Modelo simple de calidad de aguas. Consistiria en estudiar la demanda biold-
gica de oxigeno (DBO) y el oxigeno disuelto (OD) que hay en el agua. Valores
altos de DBO y bajos de OD indicarian que hay una gran cantidad de mate-
ria orgénica en descomposicién. Se podria utilizar para evaluar el efecto de
industrias relacionadas con mataderos, granjas avicolas, fabricas de quesos,
celulosas, ...

2. Modelo de FEutrofizacion. Se estudiaria el impacto de nutrientes, como el ni-
trogeno y el fosforo, en el ecosistema. Se sabe que altas concentraciones de
estos nutrientes provocan un rapido crecimiento de los productores prima-
rios (fitoplancton) y por lo tanto de la materia organica, incrementéndose asi
el consumo de oxigeno y pudiendo dar lugar a una masa de agua totalmente
andxica. Estos modelos se utilizan para estudiar el impacto de aguas residuales
urbanas, aguas de escorrentia de zonas agricolas, etc.

PaLaBrAS CLAVE: Ecuaciones de aguas poco profundas, calidad de aguas.
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3. Modelo de calidad de aguas para una mina o cielo abierto con presencia de sul-
furos de hierro. La oxidacion de los sulfuros de hierro que a menudo quedan
expuestos en las paredes de una mina a cielo abierto contribuye a la acidifi-
caciéon de las aguas y a la liberaciéon de metales pesados, lo cual puede traer
consecuencias altamente negativas para el ecosistema. Esta charla se ha cen-
trado en este modelo en particular y en el impacto que estos procesos podrian
tener en la calidad de las aguas de un futuro lago que se formase en el hueco
de una mina, aunque en este acta se recogerd tinicamente una descripciéon de
un modelo general de calidad de aguas.

Estudio de la calidad de las aguas

La evolucién de la concentraciéon de una determinada especie quimica c¢; en un deter-
minado punto del dominio de calculo 2 se puede representar mediante la siguiente
ecuacion diferencial ordinaria

dCi .

o =tr+cpm, i=1,..,.N (1)
donde tr representa la tasa de variaciéon de concentraciéon de una determinada es-
pecie quimica debido a su transporte por el régimen de flujo y cpm se refiere a los
mecanismos de produccién y consumo de esa especie quimica.

Calculo de tr

Para calcular el término tr necesitamos conocer las ecuaciones que nos permitiran
determinar el régimen de flujo. Para el caso de un lago, el régimen de velocidades
se puede calcular mediante las ecuaciones de aguas poco profundas tridimensionales
(ecuaciones (2) a (6)). Ademas, y dado que las variaciones de la densidad de la
columna de agua ocasionadas por un calentamiento/enfriamiento estacional de la su-

Tabla 1: Nomenclatura para las ecuaciones (2) a (9)

Nombre Significado Nombre  Significado

(u,v,w) Velocidades (us,vs)  Velocidad fuentes volumicas

S Fuentes volumicas Qs Fuentes en la superficie del dominio

f Factor de Coriolis Qy Fuentes en el fondo del dominio

n Elevacién superficial (Tsz,Tsy) Tensiones en la superfice

p Densidad (Tbaw, Tby)  Tensiones en el fondo

g Acelacion de la gravedad Fy Término de viscosidad horizontal

Pa Presion atmosférica D, Término de viscosidad vertical

(Fu, F,) Fuerzas viscosas hor. H Intercambio de calor con la atmosfera
vt Viscosidad vertical 0 Temperatura de las fuentes volumicas
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perficie, tienen una gran influencia en el patrén general de circulacién del lago, sera
necesario anadir las ecuaciones que rigen la evolucion de la temperatura (ecuaciones

(7) a (9))-

gZ(az,y, 2t) + gZ(:E,y, 2t) + g:U(az,y, 2,t) = S(z,y, 2,1). (2)
g—z(m,y, ) + %f(x, vz t) + 8(5;‘) (2,9, 2) + 8(;"2“) (2,9, 2.1) =
o) — g ) =Py 8 [T Dy
+Fu(x,y,2,t) + aaz (utgz(x, v, 2,)) + 1S, (3)
?):(x,y, z,t) + 8(;;)) (z,y,2,t) + 85;2(:1:, Y, z,t) + 8(;;}) (z,y,2,t) =
—fu(z,y,2,1) — ggZ(w,y) - ;%ZZL(z,y) - % /Zn(ac,y) gZ(fc,y, z,t)dz
+Fo(z,y,2,t) + % (w%(f& Y, 2, t)) + s, (4)
gl gl cw=a v () =) e I ()
\ gleruanngZﬂLw:Qb y (gZ,gZ) :polyt(Tb:mey) en I'y,  (6)
Z+é?f+({?;+i?f:Fg+i(Dygi)+ﬁ+ess, (7)
h% = pj"cp +T0,Qs, en T, (8)
gz =0, en I, (9)

Calculo de cpm

Para calcular el término c¢pm, es necesario conocer con antelacién todos los procesos
mediante los cuales se puede generar o consumir una determinada especie quimica.

Supongamos que la calidad de la masa de agua que queremos estudiar esta deter-
minada por un conjunto de N especies quimicas F;, y llamemos ¢; a la concentracion
de cada una de esas especies quimicas. Consideremos ademaés que el proceso am-
biental de nuestro interés implica L reacciones quimicas del tipo

B+ .. +eEy — B+ .. +C¢GENy, 1=1,..L (10)
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donde &; y (; son los coeficientes estequiométricos.
La evoluciéon de la concentracién de una especie quimica viene dada por un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs):

L

= Z(CZZ - gé)vna @ = 1a "'7N7 (11)

=1

dyi
dt

con vy, la velocidad de la I-ésima reaccion quimica, expresada generalmente mediante
una ley de velocidad empirica como la que sigue

N
l
Upy = ki Hy»?l (12)
i=1

donde aﬁ es el orden de reaccién con respecto a la especie Fj; y k; es la constante de
velocidad, que es funcién de la temperatura.
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