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Resumen

El aprendizaje de las ecuaciones diferenciales requiere del dominio de
otros conceptos matematicos como el de funcidn, derivada de una funciéon o
integral. En este trabajo se presenta el andlisis de un cuestionario sobre el
concepto de derivada, utilizado como instrumento para establecer el nivel de
conocimientos de los estudiantes de primer curso de la Licenciatura en Quimicas
de la Universidad de La Laguna. Este cuestionario se suministré a los
estudiantes previamente al desarrollo de una secuencia de ensefianza basada en
la Resolucion de Problemas, elaborada para introducir el concepto de ecuacion
diferencial ordinaria. Para realizar el andlisis nos hemos centrado en los
diferentes usos del concepto (Thurston, 1994) y en los elementos heuristicos y
las estrategias cognitivas que muestran los estudiantes al resolver las actividades.

Abstract

The learning of differential equations requires the mastery of some other
mathematical concepts such as function, derivative of a function or integral.
This paper presents the analysis of a questionnaire on the concept of derivative,
used as a tool to establish the level of knowledge of first year students of the
Degree in Chemistry from the University of La Laguna. This questionnaire was
provided to students before the development of a teaching sequence based on
Problem Solving, that had been elaborated to introduce the concept of ordinary
differential equation. The analysis is focusing on the different uses of the
concept (Thurston, 1994) and on the heuristic element and cognitive strategies
that the students use when solving the questionnaire tasks.
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La concepcion de derivada de una funcion en primer curso de universidad

Introduccion

(De qué conocimientos matematicos disponen los estudiantes para
enfrentarse por primera vez al estudio de un concepto matematico? ;Seran
suficientes para abordar este concepto matematico y conectarlo con las ideas
matematicas que ya tienen? Estas son algunas de las cuestiones que todo
profesor se hace (o deberia hacerse) antes de comenzar un curso en el que se
presenta un nuevo concepto matematico a los estudiantes.

En todos los planes de estudio aparecen el calculo en una y varias
variables antes de la introduccion a las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)
y, por tanto, se supone que los alumnos han adquirido los conocimientos y
destrezas necesarios para tratar este nuevo concepto, relacionados con la
derivacion y la integracion. Sin embargo, en una investigacion realizada con
estudiantes universitarios que ya habian recibido formacion sobre las EDO de
primer orden, pudimos detectar ciertas dificultades en el aprendizaje del
concepto de ecuacion diferencial ordinaria, relacionadas con el hecho de que los
alumnos no establecian conexiones entre este concepto y el de derivada de una
funcidn, o tenian una comprension limitada del concepto de derivada que no les
permitia establecer dichas conexiones de manera efectiva (Camacho, Perdomo y
Santos-Trigo, 2007). Fruto de dicha investigacion, también pudo observarse el
escaso desarrollo, por parte de los estudiantes, de procesos cognitivos y
estrategias efectivas relacionadas con la resolucién de problemas (Camacho,
Perdomo, Santos-Trigo, 2009).

Esto nos hizo plantearnos la necesidad de analizar los conocimientos
matematicos que los estudiantes tienen en relacion con el concepto de derivada
justo antes de introducir el concepto de EDO, puesto que el aprendizaje de este
ultimo depende, como ya hemos sefialado, de las construcciones mentales que se
hayan hecho en torno al concepto de derivada de una funcion. Este es el
problema en que se centra esta investigacion. Por tanto, la pregunta a la que

tratamos de dar respuesta es: ;qué caracteristicas tiene la red de significados que
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los estudiantes de primer curso de universidad se han formado en torno al
concepto de derivada de una funcion justo antes de comenzar con el estudio de
las ecuaciones diferenciales ordinarias?

Segun Garcia, Llinares y Sanchez-Matamoros (2010), la habilidad de los
estudiantes para resolver problemas que involucran, en particular, el concepto de
derivada, depende de las conexiones que los alumnos hagan entre los elementos
matematicos involucrados en la formacion del concepto.

Por otra parte, Thurston (1994) sefiala que se pueden asignar distintos
significados al concepto de derivada de una funcion, y menciona los siguientes

ejemplos:

(1) Infinitesimal: la relacion entre el cambio infinitesimal en el valor de una funcion y
el cambio infinitesimal en la funcion.

(2) Simbolico: la derivada de x” es nx"™', la derivada de senx es cos x...

(3) Logica: f'(x)=d siy soélo si para todo ¢ hay un J tal que cuando 0 < ‘Ax‘ <d,

SE+A0- ()
Ax

(4) Geométrico: la derivada es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcion, si la grafica tiene tangente.

(5) Velocidad: la velocidad instantanea de f(t), cuando t es el tiempo.

(6) Aproximacioén: la derivada de una funcion es la mejor aproximacion lineal a la
funcidn, cerca de un punto.

(7) Microscopico: la derivada de una funcion es el limite de lo que se observa mirando
con un microscopio cada vez mas potente. (p. 3)

<E€&.

Sin embargo, aunque un grupo de estudiantes haya recibido idéntica
formacion en relacion con determinado concepto matematico, la comprension de
cada individuo puede presentar caracteristicas diferentes. En el caso particular
del concepto de derivada de una funcion, Zandieh (2000) analiza la comprension
del concepto en nueve estudiantes que han compartido ambiente de aprendizaje
y muestra las diferencias entre ellos (p. 120). De las cinco interpretaciones del
concepto consideradas por Zandieh, las que con mayor frecuencia utilizaron los

alumnos fueron la geométrica (como pendiente de la recta tangente a la grafica
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de la funcidn en un punto), seguida por la razéon de cambio, que se corresponde
con lo que Thurston (1994) denomina “infinitesimal”.

Al terminar el andlisis propuesto en esta investigacion, dispondremos de
una descripcion de cada uno de los veinticinco estudiantes que respondieron al
cuestionario en relacion con los diferentes significados que asocian con el
concepto de derivada de una funciébn y como los utilizan para resolver
problemas; ello, en un futuro, nos permitird analizar el tratamiento que dan al

concepto de EDO.

Marco conceptual

La idea principal de esta investigacion es que la comprension de los
conceptos matematicos es algo complejo. No se puede decir simplemente que un
estudiante comprende o no comprende el concepto; en particular, aquellos que
engloban otros conceptos matematicos o que admiten diversas interpretaciones o
usos, como es el caso de la derivada de una funcidn. En estos casos resulta util
describir la comprension de los estudiantes en términos de los aspectos
relacionados con un concepto matematico que el estudiante conoce y las
relaciones que establece entre dichos aspectos (Zandieh, 2000).

En los ultimos afios, el aprendizaje de las Matematicas ha pasado a ser
caracterizado por el desarrollo de ciertas habilidades, capacidades y
competencias (Kilpatrick, Swafford y Findell, 2001; Niss, 2002). Kilpatrick et al.
(2001) proponen cinco elementos para caracterizar los aspectos que los
estudiantes deben desarrollar como parte del aprendizaje de las Matematicas:
comprension conceptual (comprension de los conceptos matematicos, las
operaciones y las relaciones); fluidez con los procedimientos (habilidad en la
ejecucion de procedimientos de forma flexible, precisa, eficiente y correcta);
competencia estratégica (habilidad para formular, representar y resolver
problemas matematicos); razonamiento flexible (capacidad para pensar de forma

logica, reflexionar, explicar y justificar); y predisposicion productiva
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(inclinacion habitual para ver las Matematicas como practicas, utiles y valiosas,
acompaiiada de confianza en la propia eficacia y diligencia). Por otra parte, Niss
(2002) distingue entre dos grupos de competencias: las relacionadas con la
habilidad de preguntar y responder cuestiones de Matematicas y utilizar
Matematicas (pensar matemdticamente, proponer y resolver problemas
matematicos, modelizar matematicamente y razonar matemadticamente) y
aquellas referidas al tratamiento y el dominio del lenguaje y las herramientas
matematicas (representar objetos y situaciones matemdticas, manipular
simbolos matemdaticos, comunicarse en términos matemadticos y sobre las
Matematicas y hacer uso de las herramientas matemdaticas).

Estas dos perspectivas nos llevan a la conclusion de que, entre los
aspectos esenciales que todo estudiante debe desarrollar en torno al aprendizaje
de un determinado concepto matematico se encuentran: (i) una comprension del
concepto, las operaciones y las relaciones, de una manera integrada, entendiendo
el tipo de contexto en el que resulta util, permitiendo asi el aprendizaje de
nuevas ideas y favoreciendo la conexion con las que ya se poseen; (ii) habilidad
en la ejecucion de procedimientos matematicos relacionados con dicho concepto,
pero también para utilizarlos de manera eficiente y flexible, distinguiendo entre
las situaciones en que se puedan utilizar; (ii1) y la habilidad para utilizar dicho
concepto y los procedimientos asociados en la formulacién y resolucion de
problemas planteados tanto en contextos matematicos como no matematicos.

Consideraremos estos tres elementos para analizar la concepcion que los
estudiantes tienen de la derivada de una funcion, antes de proceder al estudio de
las EDO. Asi, determinaremos los distintos significados que los estudiantes
asocian al concepto de derivada y como resuelven problemas relacionados con
dicho concepto.

En relacion con las diferentes interpretaciones que se pueden utilizar del
concepto de derivada, tomaremos como referencia la propuesta de Thurston

(1994), presentada en la introduccion de este articulo, en la que se especifica un
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conjunto de significados que se pueden asociar al concepto de derivada, que no
pretenden ser unicos, sino que son planteados como ejemplo de las diferentes
formas en que se puede interpretar este concepto matematico.

Para analizar la forma en que los estudiantes utilizan el concepto de
derivada de una funcion para resolver problemas, tomaremos en cuenta, en
primer lugar, el contexto de las preguntas que resuelven y de las respuestas que
proporcionan. De esta forma, distinguiremos entre preguntas/respuestas en
términos puramente matematicos y en contextos no matematicos. Ademas
tomaremos en cuenta los procedimientos heuristicos que los estudiantes
muestren durante el proceso de resolucion y si hacen uso de estrategias
metacognitivas que les permitan controlar su propio proceso de resolucion,
elementos de los que, de acuerdo con Schoenfeld (1985), depende la manera en

que los estudiantes resuelven problemas.

Metodologia
Participantes

El andlisis de la concepcion de la derivada con que los alumnos se
enfrentan al aprendizaje de las ecuaciones diferenciales ordinarias se realizd con
los estudiantes de la asignatura Matemadaticas I, del primer curso de la
licenciatura en Quimica de la Universidad de La Laguna. El grupo estaba
formado por 25 alumnos. Todos ellos habian cursado la asignatura Matematicas
I, cuyo curriculo lo forman, principalmente, los contenidos relativos al Célculo
Diferencial e Integral de funciones de una variable. Ademas, en el momento en
que se realizo la investigacion, ya se habia impartido la practica totalidad de los
contenidos de la asignatura Matematicas Il (Funciones de varias variables,
Diferenciacion parcial y Extremos de funciones de dos y tres variables). Las
ultimas sesiones de clase correspondian al estudio de las Ecuaciones

Diferenciales Ordinarias.
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El momento elegido para realizar este estudio fue precisamente la sesion
anterior al comienzo del trabajo con las EDO, puesto que el objetivo era
determinar los conocimientos relacionados con la derivada que los estudiantes

mostraban como recursos para abordar el estudio de este topico.

El cuestionario

Para indagar en la concepcion que los estudiantes tenian del concepto de
derivada de una funcion, se disefié un cuestionario formado por once preguntas
y problemas relacionados con dicho concepto. En éste se incluyen actividades
cuyo enunciado se presenta en un contexto puramente matematico (preguntas
DI, D4, D5, D6 y D9), problemas que presentan situaciones relacionadas con
otras disciplinas cientificas, como la Fisica o la Biologia (preguntas D7, DS,
D10 y DI1), y dos cuestiones generales (preguntas D1 y D2) acerca del
significado que la derivada tiene para los estudiantes y los problemas para los
que este concepto matematico resulta de utilidad. El cuestionario, tal y como se
present6 a los estudiantes, se puede encontrar en el Anexo de este articulo.

Para el disefio de las preguntas y problemas del cuestionario se tuvieron
en cuenta, ademas del contexto en que se presentaba cada tarea, las diferentes
interpretaciones del concepto de derivada, explicitadas por Thurston (1994). De
esta manera, las preguntas D1 y D2 estan relacionadas con lo que este autor
denomina el uso simbolico de la derivada; las cuestiones D4, D5 y D6 con la
interpretacion geométrica del concepto; las preguntas D7, D8 y D9 con el uso
infinitesimal de la derivada y los dos ultimos problemas con la interpretacion del
concepto de derivada como velocidad instantdnea. Las preguntas D2 y D3 son
generales y abiertas y permitirdn observar la coherencia entre los significados
que los estudiantes asocian al concepto de derivada y la definicion y
aplicaciones que dan de éste.

Los alumnos dispusieron de una hora para responder al cuestionario y lo

hicieron de forma individual, usando unicamente lapiz y papel.
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Analisis de datos

A la hora de analizar las respuestas de los estudiantes a las preguntas del
cuestionario, se consideraron dos aspectos principales: por un lado, los
diferentes significados asociados al concepto de derivada que utilizan los
estudiantes y, por otro, la manera en que resuelven distintos problemas

relacionados con diferentes interpretaciones del concepto.

Red de significados asociada al concepto de derivada

Un andlisis preliminar de las respuestas de los 25 estudiantes al
cuestionario nos permitid observar que algunos alumnos no establecian
relaciones entre distintas cuestiones que, a priori, se habian considerado
correspondientes a un mismo uso del concepto de derivada. Por ejemplo, en el
disefio del cuestionario se consideraron las preguntas D4, D5 y D6 asociadas al
uso geométrico de la derivada, puesto que todas ellas pueden resolverse
considerando la derivada de una funcién en un punto como la pendiente de la
recta tangente a la grafica de dicha funcion en ese punto. Sin embargo, como
veremos mas adelante, ninglin estudiante utiliz6 esta relacion para responder a la
pregunta 6. Esto nos llevo a considerar en nuestro analisis, un quinto uso de la
derivada, no contemplado en el disefio del cuestionario, que hemos denominado
“descriptivo”. Con esta etiqueta nos referimos al uso que hacen los estudiantes
del criterio de la primera derivada para describir la monotonia de una funcion.

Para identificar los diferentes significados de la derivada que los
estudiantes consideran, analizamos sus respuestas a cinco de las actividades del
cuestionario relacionadas con dichos significados: D1 (simbdlico), D5
(geométrico), D6 (descriptivo), D9 (infinitesimal), D10 (velocidad).

Con el fin de presentar de manera esquematica la informacion obtenida,
hemos optado por el uso de un icono en forma de pentagrama o pentaculo,

representando, cada uno de sus vértices, uno de los significados de la derivada
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considerados en esta investigacion (Figura 1). De esta manera, si el estudiante ha
utilizado correctamente un significado, el vértice correspondiente se marca con
un circulo negro; si hay indicios de que el alumno reconoce un significado pero
comete errores al utilizarlo, el vértice correspondiente se marca con un circulo
blanco. Finalmente, no se marcan aquellos vértices relacionados con los

significados que el estudiante no ha mostrado conocer.

Simbolico

Geométrico Descriptivo

Infinitesimal Velocidad

Figura 1: Pentagrama con diferentes usos de la derivada

Una vez analizadas las respuestas de los estudiantes a las actividades
mencionadas anteriormente, éstos fueron clasificados en tres grupos, conforme a
los significados de la derivada que mostraron conocer (Tablas 1, 2 y 3).

En un primer grupo se encuentran aquellos alumnos que muestran
reconocer, a lo sumo, dos de las cinco interpretaciones de la derivada
consideradas. Este grupo estd formado por trece estudiantes (Tabla 1), lo que

supone aproximadamente la mitad de los alumnos que respondieron al

cuestionario.
9 . b .
. Amalia Suri
- Simona L .
. Aroa Silvia
Emilia .
Nieves
N f
., Alberto
Gines <7 7
Jota
:" ‘
Juan A
. Berta
Sonia

Tabla 1: Alumnos que reconocen, a lo sumo, dos significados de la derivada
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Estos estudiantes tienen en comin que ninguno de ellos mostrd indicios
de reconocer los usos infinitesimal o descriptivo y muchos de ellos utilizaron de
forma incorrecta alguna de las reglas de derivacion. Este es el caso de Aroa
(Figura 2). Esta alumna sélo utiliza la derivada como un conjunto de reglas
algebraicas, y comete errores en la aplicacion del procedimiento para la
derivacion de un producto; para responder a D5 no utiliza el hecho de que la
recta cuya pendiente hay que calcular es tangente a la grafica de la funcion
representada y su respuesta a la actividad D9 refleja el desconocimiento del uso
infinitesimal de la derivada y, en D10, el del uso de este concepto para calcular

la velocidad instantanea.

1. Deriva las siguientes funciones:
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9. iQué relacién tiene el siguiente limite con la derivada de la funcién exponencial en un
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& NS &

Figura 2: Respuesta de Aroa a D1, D5, D9 y D10
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Sonia utiliza correctamente todas las reglas de derivacién necesarias para
resolver la actividad D1, mostrando asi fluidez en el uso de la derivada como
procedimiento matematico, y resuelve correctamente la pregunta D5, dado que
reconoce la derivada de la funcién en un punto como la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcion en dicho punto (Figura 3). Sin embargo no
utiliza esta relacion para responder a D6, sino que se muestra muy ambigua en
su respuesta a esta pregunta, y no contesta ni a D9 ni a D10, que estan
relacionadas respectivamente con los usos infinitesimal y de velocidad

instantanea.

?I{{\ = B *_Rx ! = !! i}eu.éx'esn."re de o g:{‘(‘c_

} [ L/

Lo Cetion s =ecal c:cv;éa»+é o decxewends L’ﬁ()@uc‘lc’pdo Q= ’

/ i : - {
Ugan mde ucs, allusmcs @ b g foroa
; 7

Figura 3: Respuestas de Sonia a D5 y D6
En un segundo grupo, hemos englobado a los estudiantes que utilizan tres

de los cinco significados de la derivada considerados en la investigacion. En este
grupo hay cinco alumnos que representan una quinta parte de los participantes

en la investigacion (Tabla 2).

A Lisa ’ Zoraida b Virginia

Carmen Antonio

Tabla 2: Alumnos que reconocen tres significados de la derivada

Todos estos estudiantes utilizan de forma correcta las reglas de derivacion,
pero ninguno de ellos usa correctamente la derivada para calcular la pendiente
de la recta tangente a la curva en un punto (significado geométrico). Por ejemplo,

Virginia calcula la funcién derivada para resolver DS, pero no sabe qué hacer a
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continuacién; lo mismo le ocurre al tratar de resolver D10 (la derivada como
velocidad instantanea). En la actividad D6 muestra que sabe de la existencia de
un criterio en el que se utiliza la derivada para describir la monotonia de una
funcion, pero no lo recuerda de forma correcta (indica que, en los puntos criticos,
la derivada primera es negativa, en el caso de un minimo, y positiva, en el caso
de un maximo). Tampoco deduce dicho criterio a partir del significado

geométrico de la derivada (Figura 4).
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Figura 4: Respuesta de Virginia a D5, D10y D6

Otro ejemplo de la falta de relacion entre el criterio de la primera derivada
para describir la monotonia de la funcion y su significado geométrico lo
podemos ver en la respuesta de Zoraida a D6 (Figura 5). Esta alumna confunde
el comportamiento de la funcion con el de su derivada. Tampoco reconoce la
definicion de la derivada como el limite de un cociente incremental, tal y como

se observa en su respuesta a D9 (Figura 5).
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9. ¢Qué relacion tiene el siguiente limite con la derivada de la funcién exponencial en un
JX+h_ x
punto? |im — i
. i llllﬂ T
h—0 "

X
b S o dhe

Figura 5: Respuesta de Zoraida a D6 y D9

El ultimo grupo, formado por siete estudiantes, estd compuesto por los
alumnos que han utilizado més de tres significados diferentes del concepto de

derivada (Tabla 3).

A Maria A Manuel . Naomi
- Alexis = /
Mar Nicanor
Milagros

Tabla 3: Alumnos que utilizan mds de tres significados de la derivada

Se puede observar que soélo tres estudiantes (Mar, Nicanor y Milagros), de
los veinticinco que contestaron al cuestionario, reconocen las cinco
interpretaciones del concepto consideradas en esta investigacion y solo dos de
ellos las utilizan sin cometer errores. Mar deriva de forma incorrecta en el
primer apartado de D1 y comete un error en la expresion de la aplicacion del
criterio de la primera derivada para la descripcion de la monotonia de una
funcion, al indicar que es “la pendiente de la derivada™ la que cambia de signo,
segun la funcién sea decreciente o creciente, cuando lo correcto es que cambia el

signo de “la derivada” (Figura 6).

6 deviveda ge % wm o pontes (F4-2) 4 (42)
= Quuudoda
Vo nadiewke d la denvado. W e intervelor
(-00,-4) © (4.s0) &s nccpvﬁvcx, Y w Ges eQ
(-4,4) g5 pesitva.

Figura 6: Respuesta de Mar a D6

55




La concepcion de derivada de una funcion en primer curso de universidad

Manuel y Naomi no contestan a ninguna de las preguntas relacionadas con
el uso infinitesimal de la derivada (D7, D8 y D9), pero si utilizan correctamente
los significados geométrico (DS5), descriptivo (D6) y de velocidad (D10), asi

como el simbdlico (D1) en el que Manuel comete el mismo error de derivacion

que Mar (Figura 7).
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Figura 7: Respuesta de Manuel a D1, D6 y D10

En resumen: de este analisis se desprende que la red de significados que
los estudiantes han construido en torno al concepto de derivada dista mucho de
ser homogénea para todo el grupo, de manera andloga a lo que sucedio en la
investigacion de Zandieh (2000). Aproximadamente la mitad de los estudiantes
reconocen solo uno o dos de los cinco significados asociados al concepto de
derivada que hemos contemplado en esta investigacion, no relacionan el criterio
de la primera derivada que se utiliza normalmente para describir la monotonia
de una funcion con el hecho de que la derivada de una funcién en un punto
coincide con la pendiente de la recta tangente a la grafica de dicha funcion en
ese punto, ni reconocen la definicidon formal de la derivada, como el limite de un
cociente incremental. La interpretacion que mas estudiantes han utilizado con
éxito ha sido la de considerar la funcion derivada para expresar la velocidad

instantanea (D10), seguida de su uso geométrico, en la pregunta D5. Unicamente
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dos estudiantes (Nicanor y Milagros) reconocen las cinco interpretaciones de la
derivada que hemos considerado, sin cometer ningln error.
Uso del concepto de derivada en la resolucion de problemas

En esta seccion mostraremos algunas caracteristicas del comportamiento
de los estudiantes frente a la resolucion de los problemas planteados en el
cuestionario, para concluir clasificando a los 25 alumnos atendiendo al nimero
de significados que mostraron reconocer en relacion con el concepto de derivada
de una funcién y su forma de abordar la resolucion de los problemas planteados.

Por un lado analizaremos el contexto de trabajo en el que se sienten mas
comodos. Consideramos que el contexto de trabajo de un estudiante es
“matematico” si los ejemplos que presenta en las actividades D2 y D3
(preguntas generales) son propios de esta disciplina y no contestan a las
actividades relacionadas con otros contextos (D7, DS, D10 y D11) o lo hacen
exclusivamente en términos matematicos y diremos que un estudiante “reconoce
el uso de las Matematicas en otros contextos” si responde a D2 y/o D3 con
ejemplos de disciplinas cientificas diferentes a la Matematica y utiliza
razonamientos y terminologia matemadtica en preguntas formuladas en un
contexto no matematico (por ejemplo D10 o D11) o viceversa.

En las respuestas de los estudiantes a este cuestionario tratamos ademas
de identificar elementos que indicaran si controlaban su propio proceso de
resolucion, comprobando, por ejemplo, si sus respuestas eran correctas, y si se
apoyaban en el hecho de que varias actividades estaban relacionadas entre si
para conseguir resolver aquellas cuestiones que inicialmente no sabian cdémo
abordar.

Mostraremos, a continuacion, algunos ejemplos de como se ha realizado
la clasificacion de los estudiantes, tomando como referencia algunas respuestas
mostradas por tres de los alumnos (Alexis, Silvia y Emilia).

Consideramos que Alexis evalua su propio proceso de resolucion ya que,

por ejemplo, en la pregunta D5, comienza calculando los puntos criticos de la
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funcion f(x) y luego rectifica calculando la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de dicha funcion (Figura 8). Por otra parte, este alumno muestra indicios
de reconocer el uso de las Matematicas en otros contextos, aunque parece que no
llega a integrarlos ya que, en la actividad D10, necesita calcular la aceleracion
para comprobar que la velocidad no es constante, aunque tiene expresada esta

ultima en funcion del tiempo (Figura 8).

Figura 8: Respuesta de Alexis a D5y D10

Silvia ha sido clasificada dentro del grupo de estudiantes que utilizan las
Matematicas en otros contextos y buscan analogias entre diferentes preguntas
del cuestionario para intentar resolver las actividades. En la siguiente imagen
podemos observar la similitud entre la respuesta que esta alumna da en D11 y el
enunciado de la pregunta D7, lo que nos permite conjeturar que ha utilizado la
expresion de esta ultima para responder a la primera, aunque su respuesta no sea

correcta (Figura 9).
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. Si la funcién f(r) describe la posicién de una particula en un tiempo determinado, jqué
significado le dariamos a la expresion /“_—A’)_——Nl’
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I1. La cantidad de peces que hay en un lago, p(f), aumenta a velocidad constante, ;,Cémo
indicarias esta variacién en términos de la funcién? ;Y en términos de la derivada?
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Figura 9: Respuesta de Silvia a D7 y DI1

En contraste con la respuesta de Silvia, nos encontramos con Emilia,
quién consideramos que no relaciona diferentes actividades del cuestionario ya
que, en D2, define la derivada como el limite del cociente incremental, pero no
utiliza dicha definicion para resolver las actividades D7, D8 y D9, relacionadas

con el uso infinitesimal de la derivada (Figura 10).

grtug E:;\ ]90_;40((;\ A e jgm‘z(c"-c((» ‘fé'(am;«-
e ol ) I Con 2 Tfﬂu.}ot’
/ ¢ it
\:[ ) = b ‘*““& {6 Emilia (D7)
h—oe s (e Vedter o cQ(‘Ew}oc‘ Tl oo 00
Emilia (D2) Emilia (D8)

Figura 10: Respuesta de Emilia a D2, D7 y D8

La siguiente tabla (Tabla 4) muestra la clasificacion de los 25 estudiantes
que participaron en esta investigacion, atendiendo al numero de significados
diferentes que asociaban al concepto de derivada, al contexto en que presentaban
sus respuestas, los métodos heuristicos empleados para resolver las actividades

del cuestionario y las estrategias metacognitivas mostradas en dicha resolucion.
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Contexto | Estrategias Significados mostrados en relacién con el
de de concepto de derivada
trabajo resoluciéon 102 3 405
Aroa Lisa
Evalia su Nieves Zoraida Maria
S proceso de Ginés s .
S Virginia Naomi
= resolucién Jota
s . Carmen .
E Sonia Milagros
= Utiliza la
= similitud Simona
entre Suri
actividades
. Emilia
S5, Evalua su Amali Alexi
$ % & | procesode mana xS
ERI L Berta Mar
- e 2 solucion
T ® = Alberto .
3 £ S Nicanor
E £ z | Utilizanla
S E & similitud Silvia Antonio
g a8 Manuel
xS entre Juan
actividades

Tabla 4: Descripcion del trabajo de los 25 estudiantes

En esta tabla se puede observar que la mayoria de los estudiantes se
limitan al trabajo dentro del contexto matematico y que muestran indicios de
evaluar en algiin momento el proceso de resolucion que han seguido en las
diferentes actividades. Son pocos los estudiantes que utilizan como estrategia de
resolucion de problemas la busqueda de actividades similares a las que se
quieren resolver. Solo las respuestas de un estudiante, Nicanor, reflejan cierta
integracion entre sus conocimientos matematicos y aquellos relacionados con
los de otras disciplinas, como reflejan sus respuestas a D7, D8 y D10, en las que

utiliza argumentos tanto fisicos como matematicos (Figura 11).
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10. La funcion que representa la posicion de un vehiculo conforme pasa el tiempo es f(¢) =17,
calcula la velocidad a la que va en el instante t = 1.5. ;Esa velocidad es constante?
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Figura 11: Respuesta de Nicanor a D7, D8 y D10

En la seccion anterior, pudimos observar que Nicanor era uno de los
estudiantes que mostraban reconocer los cinco significados de la derivada que
hemos contemplado en esta investigacion, junto con otra estudiante: Milagros.
Sin embargo, la manera en que estos dos alumnos abordan la resolucion de los
problemas del cuestionario difiere, sobre todo, en el contexto en que cada uno de
ellos presenta sus respuestas. En el caso de Milagros, ésta parece sentirse mas
segura en el contexto matematico, como asi refleja su respuesta a la actividad
DS8. La alumna intenta responder a D8 dentro del contexto en que se plantea la
pregunta y revisa su respuesta después de haber contestado a D9; finalmente, en
D8, muestra una respuesta que nada tiene que ver con el contexto en que se

formula la pregunta (Figura 12).
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Figura 12: Respuesta de Milagros a D8 y D9

En Milagros también podemos observar que, aunque ha mostrado conocer
los cinco usos diferentes de la derivada considerados en este trabajo, no los
utiliza todos de forma optima. La actividad D4 se puede resolver empleando el
significado geométrico de la derivada; sin embargo, son pocos los estudiantes

que resuelven correctamente esta actividad. Milagros es una de las alumnas que
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no sabe coémo utilizar el significado geométrico de la derivada para resolverla

correctamente (Figura 13).

Figura 13: Milagros no utiliza correctamente el significado geométrico
de la derivada para resolver D4

A modo de conclusion

A partir de la informacion recopilada por medio de las respuestas de los
25 estudiantes de primer curso de Quimica al cuestionario ;qué podemos decir
de la red de significados que dichos estudiantes se han formado en torno al
concepto de derivada de una funcioén y que serd parte de los conocimientos con
los que se enfrenten al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias? El
analisis presentado muestra que la comprension conceptual de la derivada de
una funcion no es homogénea para todo el grupo, aun cuando todos los
estudiantes han recibido una formacion comun del calculo en una y varias
variables. La cuarta parte de los estudiantes relaciona el concepto de derivada de
una funcion Unicamente con un conjunto de reglas algebraicas que se aplican a
dicha funcion, esto es, las reglas de derivacion (Thurston (1994) considera que
el uso de estas reglas esta relacionado con el hecho de considerar la derivada
como un simbolo). La interpretacion de la derivada que mas estudiantes han
empleado de forma correcta en este cuestionario ha sido la relacionada con el
calculo de la velocidad instantanea de un moévil (D10), seguida de la relacion del
concepto con la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funciéon en un

punto (D5). Sin embargo, la mayoria de los estudiantes no ha utilizado

62



Camacho, M.; Perdomo, J.; Santos, M.

correctamente estos significados de la derivada para responder a otras cuestiones
relacionadas (D11 y D4, respectivamente), lo que, segin la segunda parte de
nuestro analisis, puede deberse a ciertas deficiencias en el desarrollo de
heuristicas y estrategias metacognitivas, elementos fundamentales en Ila
resolucion de problemas (Schoenfeld, 1985).

Los resultados de este andlisis deben tomarse en cuenta a la hora de
introducir el concepto de Ecuacion Diferencial Ordinaria con estos estudiantes,
puesto que las debilidades en la comprension del concepto de derivada se
transfieren a la comprension de las EDO (Camacho et al., 2007). Asi, el
significado geométrico de la derivada es fundamental para la construccion del
campo de direcciones asociado a una EDO vy el andlisis cualitativo de las
soluciones de una ecuacion diferencial requiere que se relacione el uso de la
derivada para calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion
en un punto con el criterio de la primera derivada para describir la monotonia de
una funcion. Por tanto, la introduccion del concepto de EDO debe hacerse con el
objetivo de construir un nuevo concepto matematico, pero también debe
considerarse como un momento propicio para la revision y consolidacion del
concepto de derivada de una funcién, tratando que ambos conceptos queden

integrados en una misma red de significados.
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Anexo: Cuestionario de la derivada

D1. Deriva las siguientes funciones:
x*-3 In(2¢ - 5)
a. f(x)=(=x"+3x)e 2 boe@=—r—="

D2.  Explica qué significa para ti el concepto de derivada. ;Qué imagenes vienen a tu
mente al pensar en este concepto?

D3. Indica un problema donde se utilice el concepto de derivada.

D4. Dada la funcidén f(x) = 3 x, ;existe una funcion cuadratica g(x) que sea tangente
a fen el punto x = /? En caso afirmativo, representa graficamente cuél es la
situacion en dicho punto.

D5. Considera la funciéon f(x)=x’-4x>+x+6 , cuya grafica se muestra a
continuacion. Calcula la pendiente de la recta que se muestra en la imagen,
sabiendo que las dos curvas se cortan en el punto de coordenadas (3,0).

MAIN FAD AUTO FUNC

D6. Dada la funcion cuya representacion grafica se muestra a continuacion, ;qué
puedes decir sobre su derivada?

PEPI GRD EXACT FUNC

D7. Si la funcion f(¢) describe la posicion de una particula en un tiempo

fe+A)-f @),
At '
D8.  ;Cual seria el significado de la expresion anterior cuando At — 0 ?
D9. ;Qué relacion tiene el siguiente limite con la derivada de la funcién exponencial

X+h _x

determinado, ;qué significado le dariamos a la expresion

e
en un punto? im

h—0 h

D10. La funcion que representa la posicion de un vehiculo conforme pasa el tiempo es
f(t) =t*, calcula la velocidad a la que va en el instante t = 1,5. ;Esa velocidad
es constante?
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D11. La cantidad de peces que hay en un lago, p(¢), aumenta a velocidad constante.

(Como indicarias esta variacion en términos de la funciéon? ;Y en términos de la
derivada?
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