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Herramientas algebraicas y combinatorias para el estudio de
sistemas dinamicos polinomiales

por

Beatriz Pascual-Escudero* y Angélica Torres'

RESUMEN. Al modelar la interaccién entre especies en problemas de Bioqui-
mica, Ecologia, Epidemiologia y algunos otros campos, aparecen, bajo ciertas
hipdtesis en sus cinéticas, sistemas dindmicos definidos por Ecuaciones Dife-
renciales Ordinarias (EDO) auténomas y polinomiales. Cuando un sistema de
este tipo depende de grandes cantidades de parametros, un estudio cualitativo
es fundamental para validar modelos respecto a datos experimentales o para
crear sistemas con un comportamiento deseado.

Los puntos de equilibrio de estos sistemas describen una variedad algebraica
real, o una familia paramétrica de ellas, y el uso de herramientas algebraicas ha
demostrado ser 1til para entender sus propiedades. En este articulo mostramos
como herramientas algebraicas y combinatorias nos permiten explorar dos de
estas propiedades: robustez y estabilidad. Los resultados presentados dependen
de la estructura adicional dada por los modelos bioquimicos, pero son validos
para estudiar otros sistemas de EDO auténomas polinomiales que satisfagan
las hipdtesis.

INTRODUCCION

Las interacciones entre especies involucradas en procesos bioldgicos de comu-
nicacién entre células, activaciéon y desactivacién de procesos celulares, o procesos
regulatorios, pueden ser modeladas a través de grafos dirigidos finitos que, en el
contexto bioquimico, se conocen como redes de reacciones (CRN por las siglas de
su nombre en inglés, Chemical Reaction Networks). Cada grafo se puede asociar con
un sistema dindmico que modela la variacién de la concentracién de cada especie a
través del tiempo.

Un ejemplo que aparece en el estudio de procesos metabdlicos es el ciclo del
glioxilato [17]. En células vegetales, hongos y organismos unicelulares, existe un
mecanismo alternativo al ciclo de Krebs, un baipas llamado ciclo del glioxilato, que
permite producir glucosa a partir de acidos grasos para el crecimiento de la célula.
La enzima isocitrato-deshidrogenasa (IDH) se encarga de dividir el flujo de carbono
entre los dos ciclos, garantizando la sintesis de glucosa por medio del baipas y la
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produccién de energia a través del ciclo de Krebs. Para realizar esta funcién, la
enzima IDH libre estd activa, pero al adherirse un grupo fosfato (al fosforilarse), se
desactiva. Esta fosforilacion, que desactiva la enzima IDH, y la desfosforilacién que
la reactiva, suceden gracias a la participacién de otra enzima, llamada IDH kinasa-
fosfatasa, que tiene esta doble funcién. El grafo del ejemplo 1 muestra como ocurre
la fosforilacion y desfosforilacién de la enzima IDH, que denotamos por I, con ayuda
de la kinasa-fosfatasa, que denotamos por K. Los nombres I, y K, corresponden a
las respectivas enzimas con un grupo fosfato adherido.

Ejemplo 1. El siguiente modelo para la fosforilacién y desfosforilacion de la enzima
IDH fue estudiado por Shinar y Feinberg en [16] para la bacteria Escherichia coli:

K+1I,=KI, - K+1,
KI, +I = KILI - KI, + L,.

Cada flecha en el grafo representa una interaccion de las cinco especies involucradas.
Por ejemplo, la flecha
K+1I, = KI,

indica que cuando una unidad de K y una unidad de I, se encuentran, el meca-
nismo produce una unidad de KI,,. Las especies KI, y KI,I se denominan especies
intermedias, y el grafo completo es un ejemplo de una red de reacciones.

En general, dada una red de reacciones, un modelo determinista para la dindmica
de los procesos representados es un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias

%:f(x)? Conx:(xla"'axn)Yf:(fl,“'afn)v
donde las variables representan la prevalencia de cada especie, y las ecuaciones dife-
renciales indican su evolucién en el tiempo. La prevalencia se mide tipicamente como
la concentracién de la especie en el medio. Los valores de z para los que f(z) = 0
corresponden a los estados en los que la concentracion de las especies no varia: los
estados de equilibrio o steady states.

La funcién f(x) se construye asignando una funcién continuamente diferenciable
a cada reaccion. Esta asignacion se denomina cinética de la red e indica la velocidad
de ocurrencia de cada reaccién dentro del sistema. Una opcién habitual es la cinética
de la ley de accion de masas, que supone que la concentracién de las especies es
uniforme en el medio y asume que la probabilidad de que dos especies reaccionen
es proporcional a la probabilidad de que se encuentren en él. Por definicion, la ley
de acciéon de masas depende de ciertas constantes de proporcionalidad, las llamadas
constantes de reaccion, que normalmente son desconocidas y por lo tanto trataremos
como parametros, y denotaremos por k. Estas constantes de reacciéon afectan a la
velocidad a la que cada reaccién tiene lugar. En este caso, el sistema Ccll—f = fu(x) es
un sistema paramétrico.

En el estudio de sistemas dindmicos procedentes de reacciones se intenta respon-
der a preguntas de los siguientes tipos:
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= Fijadas una red, una cinética y unas constantes de reaccién, ;hay un estado de
equilibrio en el sistema? Si la respuesta es afirmativa, ;hay mas de uno? Fijada
una concentracién inicial de las especies, jhay més de un estado de equilibrio
posible alcanzable? (Multiestacionariedad).

= Fijadas una red, una cinética, unas constantes de reaccién y una solucion
inicial, ;existe un equilibrio en el sistema al que la trayectoria que comienza
en esta solucién inicial converja? (Existencia de equilibrios estables).

= Fijadas una red y una cinética, ;para qué valores de los parametros es posible
garantizar que la red tiene un punto de equilibrio estable? Asumiendo que la
red tiene mas de un punto de equilibrio para ciertos valores de los pardme-
tros, jes posible garantizar que dos de esos puntos de equilibrio son estables?
(Biestabilidad).

= Fijadas una red y una cinética, jexiste alguna especie cuya concentraciéon en
el/los punto/s de equilibrio no dependa de la solucién inicial escogida? (Ro-
bustez).

Las respuestas a estas preguntas se usan para estimar parametros, identificar
modelos, y predecir el comportamiento de un sistema bajo cinética y constantes fija-
das. Esto es de gran utilidad en biologia de sistemas, que estudia el funcionamiento
de distintos mecanismos, o en biologia sintética, que estudia el diseno de sistemas
con un comportamiento deseado. Cabe destacar que el alcance de este tipo de siste-
mas, procedentes de redes de reacciones, llega también a otras dreas de estudio como
epidemiologia y ecologia. En este articulo nos enfocaremos en la segunda y cuarta
preguntas.

En el centro de las preguntas mencionadas esta el estudio de los puntos de equili-
brio de un sistema dinamico, y esto es precisamente lo que vamos a explorar en este
articulo. Es decir, estudiaremos las soluciones del sistema de ecuaciones f(z) = 0.
Cuando el sistema es polinomial con coeficientes reales, los puntos de equilibrio son
las raices comunes de un conjunto finito de polinomios en tantas variables como
especies haya en la red; es decir, estamos ante una variedad algebraica. Esto ocurre,
por ejemplo, con la ley de accién de masas, aunque no es el tnico caso [3].

Las soluciones significativas desde el punto de vista biolégico son las que corres-
ponden a concentraciones positivas, asi que en la préactica tratamos con conjuntos
semialgebraicos, dados por la interseccién del ortante positivo RZ con la variedad
algebraica real definida por las ecuaciones f(z) = 0. Una primera aproximacién al
estudio de estos puntos de equilibrio consiste en analizar el sistema para un valor
de pardmetros especifico x, de manera que los coeficientes de los polinomios f(x)
sean reales. Estos pardmetros, en la practica, suelen proceder de mediciones experi-
mentales y por lo tanto son susceptibles de errores de medicion, que pueden acarrear
grandes errores en las predicciones del comportamiento del sistema. Nuestro objetivo
entonces es estudiar esos sistemas independientemente de los parametros, es decir,
querremos estudiar los conjuntos semialgebraicos definidos por la familia de polino-
mios paramétricos fy(z), para cualquier valor real y positivo de los pardmetros k.

Herramientas computacionales, como las bases de Grébner o la descomposicion ci-
lindrica [1], se pueden utilizar teéricamente para estudiar las soluciones de f; (z) = 0,
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pero tienen limitaciones en la practica: son computacionalmente costosas cuando el
nimero de variables o el grado de los polinomios es muy alto, o la variedad de mo-
nomios presente es muy grande. Esta dificultad se acentiia cuando los coeficientes
son paramétricos en lugar de pertenecer al cuerpo de los reales, por lo que estas
herramientas no siempre son ttiles en nuestro contexto. Sin embargo, los sistemas
procedentes de redes presentan una ventaja importante frente a sistemas dinamicos
polinomiales generales: los polinomios vienen determinados, en parte, por la estruc-
tura de la red. Esto implica que los sistemas correspondientes a distintos valores de
los parametros comparten algunas propiedades que son inherentes al grafo. Estas
propiedades se traducen en propiedades del sistema polinomial y, por lo tanto, mu-
chos de los resultados pueden generalizarse a sistemas dindmicos con unas ciertas
hipdtesis sobre f(x), no necesariamente procedentes de redes.

En adelante trataremos, la mayor parte del tiempo, con sistemas dinamicos au-
tonomos de EDO polinomiales y, en algunas ocasiones, les presupondremos una
estructura similar a los que surgen en el estudio de redes de reacciones, siendo
estas nuestro principal ejemplo. Presentaremos algunas herramientas algebraicas,
geométricas y combinatorias (existencia de parametrizaciones, politopo de Newton
y positividad de polinomios) para detectar los puntos de equilibrio de un sistema
y analizar su estabilidad. Los resultados presentados se pueden usar en sistemas de
EDO en general, siempre y cuando se satisfagan las hipétesis que, en el caso de las
redes, vienen dadas por el grafo que representa la red.

En la seccién 1, presentaremos las definiciones béasicas de los sistemas dindami-
cos considerados, las caracteristicas que permiten modelar los procesos biologicos, y
también las definiciones basicas de redes de reacciones y de estabilidad de los puntos
de equilibrio. En la secciéon 2, estudiaremos los puntos de equilibrio, fijandonos en
particular en decidir si dentro de una red hay alguna especie con robustez con respec-
to a la variacién de condiciones iniciales. Finalmente, en la seccién 3, presentaremos
algunas herramientas algebraicas para estudiar la estabilidad de los puntos de equi-
librio y para encontrar condiciones sobre los pardmetros de forma que la estabilidad
se pueda garantizar.

1. SISTEMAS DINAMICOS POLINOMIALES

Consideramos un sistema de EDO auténomo de la forma
dz(t)

7:]0(55)7 z € Q CRY, (1)
donde z(t) = (z1(t),...,2,(t)) es una variable miltiple que depende del tiempo, y
f(z) = (fi(x),..., fu(x)) un vector de funciones polinomiales. Normalmente omiti-

mos la variable ¢ al escribir el sistema, es decir, denotamos x(t) por x.

Las soluciones 6(t) de (1) corresponden a trayectorias del sistema dindmico, y
estdn contenidas en la interseccién del subespacio lineal S = (f(x) : x € Q) C R"
con RZ, (puede encontrarse la explicacién a esto en el articulo [5] de esta misma
publicacién, donde ya se hablé de algunos problemas en el drea de CRN). La dimen-
sién de este espacio lineal corresponde al nimero de funciones de entre las f; que
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son linealmente independientes: si la dimensiéon de S es d < n, entonces hay n — d
relaciones de la forma

arfi(x) + - +anfu(r) =0, a; €R, (2)
que restringen 0(t) a S. Cada relacién lineal de este tipo implica

dxy dr, d(aizy+ -+ apxy)
Mg T T at

:07

y por tanto la conservacién de la cantidad L(z) = a1z1 + -+ - 4+ a,zy, a lo largo del
tiempo. El valor conservado de L(x) dependera de una condicién inicial 29 € RZ
tal que 8(0) = 2. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2. Consideremos el sistema con variables = (21, z2),

dzx T

ditl = fi(x) = 2329 — 20320 + 119, d—; = fo(x) = =232 + 20329 — 21 25.
El lado derecho de la segunda ecuacion es igual que el lado derecho de la primera,
salvo por el signo, es decir, hay una dependencia lineal entre los polinomios f y fa:
f1+ f2 = 0. Esto significa que

dl‘l dl‘g -0
dt ac

o dicho de otro modo, el valor x; + =2 se conserva constante a lo largo de las
trayectorias.

1.1. PUNTOS DE EQUILIBRIO

Dado un conjunto finito de polinomios G = {g1(x),...,gm(x)} € R[z1,...,24],
la variedad algebraica (compleja o real) definida por G es el conjunto de puntos en
R™ o0 en C" en el que todos estos polinomios se anulan simultaneamente. Escribimos
Vr({g1---,9m)) 0 Ve({g1-..,9m)) respectivamente, aunque omitimos el subindice
si el cuerpo es claro en el contexto. Entendemos por conjunto semialgebraico un
conjunto cuya definicién, ademas de ecuaciones polinomiales, incluye desigualdades
polinomiales.

Los puntos de equilibrio del sistema (1) estdn dados por el conjunto

V={zeQCRY: f(x) =0}. (3)

Como asumimos que las f;(x) son polinomiales, V es un conjunto contenido en una
variedad algebraica y, en particular, es un conjunto semialgebraico. Llamamos al
conjunto (3) la variedad de estados de equilibrio positivos del sistema, o simplemente
la wariedad positiva, aunque no sea exactamente una variedad algebraica sino un
conjunto semialgebraico.

Hemos visto que algunas ecuaciones del sistema f(z) = 0 pueden ser redundantes:
si la dimensién del subespacio S es d < n, entonces para definir V basta con tomar
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d ecuaciones linealmente independientes de entre las f;. Supondremos a partir de
ahora que podemos escoger las d primeras, de modo que el conjunto a estudiar sea
{r e QCRYy: fi(z) =--- = fa(z) = 0}. En ocasiones escribiremos f = (f1, ..., fa)
para abreviar.

A veces una combinacion de las ecuaciones permite simplificar. En el ejemplo 2,

V= {fi(z) = fa(x) = 0} NRZ,
= {z}z0 — 2252 + 1120 = 0} NRZ
= ({z1 =0} U {22 =0} U {2] — 221 + 1 = 0}) NR2,
={2? - 22, +1=0}NRZ,,.

Para considerar por separado los estados de equilibrio que se pueden alcanzar a
partir de cada posible condicién inicial, introducimos las relaciones lineales (canti-
dades conservadas) que mencionamos en (2). Si la dimensién de S es d, podremos
encontrar n — d relaciones lineales de la forma L;(x). La eleccién de estas relaciones
no es Unica, pero el subespacio lineal que generan si lo es. Podemos escoger entonces
una base de este espacio lineal, y escribir las relaciones de forma vectorial, como
L(z) = Wz, mediante una matriz W € R(=*"_ T0s distintos co-conjuntos z° + S
para distintas condiciones iniciales z° = (29,...,2%) € RZ son las clases de este-
quiometria, y podemos escribirlas como variedades algebraicas lineales de la forma
V(Wax — T), parametrizadas por T = (T4, ..., T, _4) € R*4,

Si nos interesan los estados de equilibrio que pueden alcanzarse a partir de una
condicién inicial 2 = (29,...,2%) € RZ,, necesitaremos especializar T para la
condicién inicial correspondiente, T = WaP, obteniendo n — d ecuaciones lineales
Wax —Waz% = 0. Este nuevo conjunto de ecuaciones lineales, junto con fi(z) = --- =
fa(x) = 0 procedentes de (1), nos dan un sistema de n polinomios en n variables.
Para los problemas que estudiaremos en las siguientes secciones, nos basta considerar
este nuevo sistema:

fi(z)

Fr(x) = ,
r(z) @)
Wx —-T

parametrizado por T'.
En el ejemplo 2, los estados de equilibrio alcanzados a partir de una condicién
inicial (29,29) € R% serdn las soluciones positivas al sistema

2 — 2z + 1 —0
x4 a2 — (2F + 239) '

Es importante observar que cada punto de equilibrio pertenece a una tnica va-
riedad algebraica lineal de la forma Vr = V(Waz — T), es decir, cumple la ecua-
cion Wax = T para un tnico valor de T', dado por Wz*. Un estado de equilibrio
z* = (27,...,2)) € RZ, se dice degenerado si el determinante jacobiano de la fun-
ciéon polinomial Fp«, con T* = Wax* correspondiente a la clase de estequiometria
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de x*, se anula en este punto. Para futura referencia, esta matriz jacobiana es de la
forma

ofr df1
T. oz e 0Ty
Jp, = (I/Ij;) , donde J;=| : o
gﬁ o gfd
xXrq Lp

Un punto z* € RL, es un estado de equilibrio no degenerado si es una solucién
del sistema f(x) = 0 de multiplicidad uno y si la variedad positiva V interseca con
la variedad lineal dada por el espacio estequiométrico correspondiente de manera
transversal en este punto. Dicho de otra forma, z* es un punto de equilibrio no dege-
nerado del sistema dindmico si es una solucién simple del sistema Fp(z*) = 0 para
el valor de T' correspondiente. Si partimos de un equilibrio positivo no degenerado
x*, una pequeiia perturbacién de la variedad lineal Vr« a otra paralela (producida
por una perturbacién de T™) nos lleva a otro equilibrio dentro de V, pero en otra
clase de estequiometria.

1.2. ESTABILIDAD

La estabilidad de un punto de equilibrio se refiere al comportamiento de las
trayectorias del sistema cuando la solucién inicial estd en una vecindad de los puntos
de equilibrio.

DEFINICION 1. Sea 6,0(t) una trayectoria del sistema de ecuaciones diferenciales
‘Zl—f = f(x), con condicién inicial 2° € R™. Un punto de equilibrio #* € R™ es estable
si para todo € > 0 existe § > 0 tal que, para todo 2° € Bs(z*) y t > 0, la trayectoria
0.0(t) € B.(x*). El punto de equilibrio 2* es inestable si no es estable. Si x* es estable
y ademds satisface que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que, para todo z° € Bs(x*),

lm 0,0(t) = ¥,

t——+oo
entonces se dice que z* es asintéticamente estable.

Intuitivamente, un punto de equilibrio z* es estable si todas las trayectorias que
comienzan cerca de él se mantienen en un entorno de x* suficientemente pequeno.
Los puntos de equilibrio asintéticamente estables son especiales, pues las trayectorias
no sélo se mantienen en una vecindad de ellos, sino que tienden al equilibrio cuando
t tiende a infinito.

Detectar a partir de la definicién si un punto de equilibrio es estable no es facil. Sin
embargo, hay un tipo especial de puntos de equilibrio estables que pueden detectarse
utilizando herramientas algebraicas.

DEFINICION 2. Dado un punto de equilibrio z* de ‘fi—f = f(z), se dice que z* es un
sumidero si todos los valores propios de Jy(x*) tienen parte real negativa; y se dice

que z* es una fuente si todos los valores propios de J;(z*) tienen parte real positiva.

Estos puntos de equilibrio son importantes en nuestro trabajo pues estan de-
finidos en términos de los valores propios de la matriz jacobiana Jy¢(z*), es decir,
se pueden detectar analizando las raices del polinomio caracteristico py(A). Més
relevante atin es que los sumideros son, de hecho, asintéticamente estables:



306 HERRAMIENTAS ALGEBRAICAS Y COMBINATORIAS EN SISTEMAS DINAMICOS POLINOMIALES

TEOREMA 1 ([15, cap. 2, sec. 9]). Sea z* € R™ un punto de equilibrio de % = f(x).
St x* es un sumidero, entonces es asintoticamente estable. Si xz* es una fuente,
entonces es inestable.

Cuando existen relaciones lineales de la forma (2) entre las componentes de f(x),
hemos visto que las trayectorias estan contenidas en un co-conjunto de la forma
29 + S, donde 20 es una condicién inicial del sistema. En este caso, la estabilidad
de un punto de equilibrio z*, se debe estudiar restringida al co-conjunto z* + S. Es
decir, para detectar si z* es un sumidero, debemos analizar los valores propios de
J¢(z*) restringido al espacio estequiométrico. Esto corresponde a estudiar las raices
de un factor del polinomio caracteristico de Jy(z*) [19].

1.3. SISTEMAS DINAMICOS PROCEDENTES DE REDES DE REACCIONES

Una red de reacciones consiste en tres conjuntos: un conjunto X = {Xy,...,X,}
de especies, un conjunto C de complejos, cada uno de los cuales es una combinacién
lineal de las especies con coeficientes enteros no negativos, y un tercer conjunto
R =A{R1,...,R,} de reacciones entre complejos. Suele representarse como un grafo
finito dirigido

-
G=(cR=1{R}_,) (4)
con una arista para cada reaccién de la red, que une los dos vértices correspondientes
a los dos complejos involucrados en dicha reaccién:

n n
Rj : Zaini i} Zﬂini. (5)
i=1 i=1

El complejo de origen se llama reactante o fuente, y el complejo de llegada reactivo
o producto. Como se ve en (5), las aristas muchas veces se etiquetan con la constante
de reaccion correspondiente a la reaccidon que representan: al anadirle etiquetas a las
aristas estaremos dando informacién sobre la cinética asociada a la red. Mostramos
a continuacion algunos ejemplos de redes:

Ejemplo 3. El primer ejemplo es una red con dos especies y dos reacciones. El grafo
que representa esta red es

X+ Xy 592X,
Xy 225 X,

Ejemplo 4. El siguiente grafo representa una red con, de nuevo, dos especies, pero
con tres reacciones:

3X; 4+ Xy 214X,
2X; + Xo 253X,
X1+ Xy SLCEN 2X;.

Esta red nos servird para ilustrar los resultados de la seccién 2.
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Ejemplo 5. El siguiente grafo corresponde a una red con tres especies. En esta red,
las reacciones entre el complejo 0 y la especie X3 corresponden a la desaparicién y el
ingreso de la especie X3 en el sistema cuando cuando este interactia con su entorno:

X1 +2Xy 52X, + X,
4X; 4+ Xy 253X, 42X,
3X; 4+ Xy 254X,
2X; + Xy 53X,

X5 == 0.
K6

Nos centraremos aqui en el estudio de las redes desde un enfoque determinista,
utilizado cuando es posible asumir que la concentracién de las especies es suficien-
temente alta y homogénea en el medio, y estd dada por el nimero de moléculas de
la especie dividido por el volumen.

Una red como (4) da lugar a un sistema de EDO del tipo (1). Méas concretamente,
en este caso

% = Nu(z), con x = (x1,...,2,), u=(u,...,u,), u; €C' parai=1,...,r
y donde N es la matriz de estequiometria, definida a partir de (4) y (5) como
i1 —ar - P —arr
N = : E : € R,
Bt — iy o By —

Cada entrada n;; = ;; — a;; de la matriz N corresponde a la produccién neta de
la especie X; en la reaccién R; (por ejemplo en nimero de moléculas). El vector

u = (uy,...,u,), con u; € C!, corresponde a la cinética de la red. Una cinética de
tipo accion de masas da lugar a funciones de la forma
f(z) = N diag(r)z?, xr € RY,, (6)

donde diag(x) es una matriz diagonal con las entradas del vector de constantes de
reaccion k = (K1,...,kn), B € Z™ ",y 2B es el vector de monomios cuya j-ésima
entrada se forma, a partir de la columna j-ésima de la matriz B, como

En particular, la ley de accién de masas establece como matriz B la formada por los
coeficientes de las especies en los reactantes de cada reaccién, es decir,

a1 o Oy
_ . . . nxr
B=1 : .o 1ezrr,

Anp1 - A
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y produce funciones f(z) = (fi(z),..., fn(z)) polinomiales en el lado derecho de
la ecuacién (6). En este caso estd claro que, para un conjunto de pardmetros fijos
K* = (K],...,K}) € R, la variedad positiva V corresponde a la interseccién de una

variedad algebraica real con el ortante positivo:
V = {z € RY,: Ndiag(x*)2" =0} .

Dada una red nos interesa estudiar una familia entera de sistemas de EDO,
parametrizadas por k,

% = fm(x)a xTr = (.rl,...,l‘n), K = (K,],.n,K«r), fn(x) S R(K/)[JT}

Tendremos entonces familias de conjuntos parametrizadas también por k, del tipo
V" ={x € Rsg: fu(z) =0},

donde fi(x) = (fu1(x),..., fun(z)). El estudio de estas familias permite detectar
propiedades del sistema que sean inherentes a la estructura de la red y, por lo tanto,
se mantengan para todos los valores de los pardametros.

Utilizando las relaciones lineales entre las f;, si es que las hay, podemos reducir
el sistema de polinomios a fr1(x) = ... = frq4(z) = 0, d < n. Bajo hipdtesis
relativamente relajadas [4], las relaciones lineales entre las f; son independientes de
los parametros x. En este caso podremos construir la matriz W como una matriz
cuyas filas sean una base del niicleo de la matriz N*.

Para el ejemplo 3, obtenemos el siguiente sistema de EDO:

dl’l dQCQ

—— = —KR1Z1T2 + KoZ2 — = R1X1X2 — RK2X2.
dt ’ dt

La familia de variedades positivas a las que da lugar esta familia de sistemas poli-
nomiales sera de la forma

V= {.’1?1 = %,.’1?2 > 0} (7)
Para el ejemplo 4, el sistema correspondiente de EDO es
dx dx
d—tl = mlx:{’xg — 2/@25@302 + K3T1T2, d—; = —;‘11.’17:1)).’132 + 2/1255%302 — K3T1X2,

del cual el ejemplo 2 es un caso particular, tomando £ = (1, 1,1). Si nos fijamos en el
lado derecho de las ecuaciones, observamos que el segundo polinomio es un miultiplo
del primero, de modo que s6lo tendremos una ecuacién linealmente independiente
para definir la variedad positiva:

VF = V(z129(k12] — 26221 + K3)) NRZ,,.

Dedicaremos el resto del articulo a estudiar algunas propiedades de los sistemas
dindmicos con estructura similar a aquellos procedentes de las redes (es decir, bajo
las hipdtesis de esta seccién) a través de la estructura algebraica y geométrica de
sus variedades positivas. Nos centraremos en propiedades de robustez y estabilidad.
Como veremos, la base de ambos estudios consiste en decidir bajo qué condiciones
podemos garantizar que algunos polinomios son positivos, negativos o se anulan, y
utilizaremos distintas herramientas para este fin.
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2. ROBUSTEZ EN LOS ESTADOS DE EQUILIBRIO: RESTRICCION A HI-
PERPLANOS

El ejemplo del baipés del glioxilato que explicibamos en la introduccién es intere-
sante en biologia porque tiene la particularidad de que, aunque las concentraciones
de I, o K en el medio varien, la vuelta del sistema al equilibro garantiza una concen-
tracién constante de I, que corresponde a la enzima IDH activada. Es decir, todos los
estados de equilibrio del sistema, independientemente de la condicién inicial, com-
parten un valor fijo de la concentraciéon de isocitrato-deshidrogenasa activa, y por
tanto la regulacion del flujo del carbono entre la produccién de energia y de glucosa
para el crecimiento de las células no se ve alterada por perturbaciones en el medio.
Esto hace que el sistema sea robusto frente a cambios en el entorno, protegiendo
la consecucion del objetivo del propio mecanismo y por tanto del organismo al que
pertenece. En el caso de la bacteria Escherichia coli, por ejemplo, cuando crece en
medios que contienen dos atomos de carbono, como acetato, es imprescindible que la
regulacion sea precisa. Si no, existe el riesgo de que todo el carbono sea consumido
por el ciclo de Krebs, condicionando el crecimiento de la bacteria.

Motivados por este y algunos otros mecanismos, Shinar y Feinberg se preguntaron
en [16] qué condiciones estructurales de la red permiten este fenémeno. Aunque ya
se habia observado experimentalmente, fue alli donde se formalizé esta propiedad
con el nombre de ACR (siglas en inglés de Absolute Concentration Robustness) y se
estudio el problema para redes bajo unas ciertas hipétesis:

DEFINICION 3. Una red de reacciones con al menos un estado de equilibrio positivo
presenta ACR para la especie X; si la concentracién de esta especie toma un valor
constante C' € R+ en todos los estados de equilibrio positivos.

Volvamos al ejemplo 1. Denotando las especies como K = X, I, = X5, KI, = X3,
I =Xy, KI,I = X5, la red que lo representa es

k
X1+X2?1X3SX1+X4
2

k.
X3+X4§X5’“£X3+X2.
5

Suponiendo una cinética de accién de masas y anadiendo las leyes de conservacién
correspondientes, esta red da lugar al sistema paramétrico

R1T12T2 — R2X3 — K3T3
R4T3T4 — K3T3 — R5T5
F,{’T = R4X3X4 — R5T5 — KTy =0.
z1+x3+x5 — 11
I’2+I3+$4+2I’5 7T2

Es posible en este caso encontrar una parametrizacion de la variedad positiva, es de-
cir, de las raices de los tres primeros polinomios de F); 7, en funcién de los pardmetros
K, que tiene dimensién 2:

K1 R3 K5 KR1Rk3

K .

VE = $1,$2,7$1$2,*(1+* ,————————x1%2 | 1 x1, T2 € Ryg o .
K2 + K3 Ky ke/ ke(k2 + K3)
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Resulta evidente que el valor de x4 es constante para cada conjunto de parametros
fijo, y por tanto que la concentracién de x4 en equilibrio queda fijada al fijar x, siendo
independiente de la condicién inicial. Ademas esto ocurre para cualquier valor de
x € R para el que exista algiin punto de equilibrio positivo. El sistema tiene ACR
en la especie X4, que corresponde a la enzima IDH activa, llamada I al comienzo de
este articulo.

En el resto de esta seccién describimos este fendémeno para sistemas dindmicos
mas generales que los de las redes, pero siempre bajo las hipétesis de la seccién
anterior: ecuaciones polinomiales, existencia de dependencias lineales entre las ecua-
ciones y existencia de al menos un equilibrio positivo. Las implicaciones geométricas
y algebraicas de la propiedad de ACR en la variedad positiva de una red han per-
mitido encontrar [13] condiciones necesarias para la existencia de ACR en alguna
especie, que son relativamente sencillas de comprobar con calculos simbélicos.

2.1. ACR: VALOR DE z; CONSERVADO EN TODA LA VARIEDAD

Partimos entonces de un sistema dinamico Z—f = f(z), donde f(x) es un vector

de funciones polinomiales. Tomaremos €2 = R para simplificar el analisis.

DEFINICION 4. Fijada una variable z;, diremos que el sistema dindmico ili—f = f(x)
tiene ACR en la variable z; si f(z) = 0 tiene alguna solucién real positiva y, ademés,

todas sus soluciones reales positivas tienen un valor fijo C' € Rs( para la variable x;.

La propiedad de ACR es dificil de encontrar en general, aunque existen algunos
criterios para sistemas procedentes de ciertas clases de redes (véanse, por ejemplo,
[16], [10], [11]).

Algebraicamente, el sistema dindmico tiene ACR en z;, con valor C, si todos
los puntos de la variedad positiva ¥V cumplen la ecuacién polinomial z; — C' = 0.
Geométricamente, esto ocurre si V estd contenida enteramente en un hiperplano
paralelo a uno de los hiperplanos coordenados, es decir, de la forma {z; = C}.

El sistema de polinomios del ejemplo 3 presenta ACR para la variable x1, inde-
pendientemente del valor que tomen k1, k2, puesto que V* = {z; = 2,12 > 0}.
Sin embargo, la constante de ACR, C = :—f, si que depende de los parametros de
reaccién.

Para el ejemplo 4, la existencia de ACR depende de los valores de los pardmetros
K1, ko. Recordemos que la variedad positiva en este caso es

V= V(<Ii1£€% — 2Kox1 + Ii3>) n R2>0.

Dependiendo del discriminante del polinomio q(x1) = k12? — 2K911 + K3, es decir, de
D(k) = 4(k3 —k1K3), la variedad positiva puede ser vacia, constar de dos semirrectas
o solamente de una:

» Si D(k) < 0, g(x1) so6lo tiene raices complejas, y por tanto la variedad positiva
es vacia.

» Si D(k) = 0, entonces ¢(z1) tiene una sola raiz doble y V* consiste en una
recta de ecuacion xr; = Z—f € R.o. En este caso el sistema tiene ACR para la
variable x7.
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» Si D(k) > 0, g(z1) tiene dos raices reales distintas y V estd formada por dos

2 2
kg _ M R2TFR1R3 ry 4 VIFRTRIRS
K1

semirrectas, x1 = - o yx = P
no tiene ACR para 1.

, entonces el sistema

En general, dada una coleccién de polinomios fi, ..., f4, €l hecho de que exista
una constante real positiva C' € R tal que el polinomio x; — C se pueda escribir
como z; — C = g1 f1 + g2 fa+ - -+ gafa, para algunos polinomios ¢; € R[z], garantiza
que todos los puntos de V cumplen la condicién x; = C, y por tanto que hay ACR
en ;. Esto es equivalente a decir que si z; — C pertenece al ideal de R[z] generado
por fi,..., fq4, entonces hay ACR en x;. Notamos ahora que el reciproco no es cierto.
Ejemplo 6. El polinomio f(z) = x3zs + 23 — 227 — 224 se factoriza como (z2 — 2) x
(22 + x2). Todas las raices reales positivas de f cumplen x5 = 2 y por tanto hay
ACR en x5. Sin embargo, no todas las raices reales lo cumplen, y como consecuencia
la condicién polinomial x5 —C' = 0 no puede estar en el ideal generado por f(z) = 0.
Ejemplo 7. Todas las raices reales del polinomio f(x) = (2% + 23 — 1)% + (23 — 1)?
satisfacen la condicién x3 = 1, asi que un sistema dinamico con d = 1 y esta funcién
tiene ACR para x3. Sin embargo, no todas las raices complejas lo cumplen, y de
hecho x5 — 1 ¢ (f).

Si el ideal (f1,..., fa) es primo y todas sus soluciones complejas tienen un valor
constante C' en la variable x;, entonces el ideal contiene el polinomio z; — C. Esto
no es cierto si el ideal (f1, ..., fa) es primo pero sélo las soluciones reales tienen un
valor constante C. Mucho menos es cierto cuando sélo las soluciones reales positivas
tienen un valor constante en la variable x;. Sin embargo, hay una condicién sobre
la geometria de la variedad que nos permite garantizar que, si hay ACR para z;,
entonces es posible obtener la ecuacion z; — C' = 0 para algin C' a partir de las
ecuaciones fi(x) =--- = fq(x) = 0. Esta condicién pasa por tener suficientes puntos
de equilibrio no degenerados, y por tener una variedad de estados de equilibrio
irreducible. Sin embargo, sin esta ultima condicién atn se puede decir algo sobre
la robustez en sentido algo més local, lo que llamaremos ACR local y exploraremos
brevemente en la seccién 2.3. Llegaremos a esta version de ACR a través de una
version ain maés local de la robustez: para comprobar que el valor de x; se conserva
en un entorno de un punto de equilibrio utilizamos el calculo de sensibilidades.

2.2. SENSIBILIDAD CERO: VALOR DE x; CONSERVADO EN UN ENTORNO

Supongamos que f € C!, dim(S) = d < ny que W € R("=9)*" g una matriz que
define las clases de estequiometria como en la seccién 1.1, de modo que S = ker(W).
Sea z* € V un punto de equilibrio positivo y no degenerado del sistema dindamico
dz(tt) = f(x). Este equilibrio pertenece a una tnica clase de estequiometria, dada
por T* = Wax*. Consideramos una perturbacién de esta clase o, equivalentemente,

de T*, de la forma

v:(—€€) — R4
0— T".
Como z* es no degenerado, entonces el rango de la matriz jacobiana de la funcién
polinomial Fr : R™ — R"™ es n, y el teorema de la funcién implicita nos garantiza
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que existe una curva diferenciable
c:(=6,0) — R,

en un entorno de z* que cumple ¢(0) = 2* y F(0)(c(0)) = 0. La derivada de esta
curva en 0 es un vector en R™, al que llamamos sensibilidad del sistema a la pertur-
bacién 7. De hecho, ¢/(0) es un vector de sensibilidades, donde para cadai=1,...,n
la entrada ¢ corresponde al efecto que la perturbacién T tiene en el valor de x; cuan-
do el sistema retorne a un estado de equilibrio (véase [6] para mds detalles sobre el
célculo de sensibilidades en redes de reacciones).

DEFINICION 5. Decimos que un sistema tiene sensibilidad cero en la variable x;, en
un punto de equilibrio z* € V no degenerado, si, para cualquier perturbaciéon v de
T, el vector de sensibilidades ¢/(0) tiene un 0 en su entrada i-ésima.

Si esperamos que un sistema tenga ACR en x;, es decir, si requerimos al sistema
que el valor de z; sea constante en todos los estados de equilibrio positivos, entonces
necesariamente tendremos que exigirle que, ante cualquier perturbacién, el valor de
x; no se vea afectado al volver a alcanzar un nuevo estado de equilibrio. Es decir,
esperamos que tenga sensibilidad cero en x;. Dicho de otro modo, para que un sistema
tenga ACR en x;, es condicién necesaria que tenga sensibilidad cero en la variable
x; en cualquier estado de equilibrio, ante cualquier perturbacién de T'. El reciproco
no es cierto, pero si lo es en una versién local, como veremos al final de esta seccién.

Definimos la matriz M;(z) € R¥*("~1) que resulta de quitarle la i-ésima columna
a la matriz jacobiana de (f1,..., fa), J;(z) € R?*". Recordemos que J(z*) tiene
rango maximo d si £* es un punto de equilibrio no degenerado. Para un punto de
equilibrio positivo no degenerado concreto, es muy sencillo comprobar si el sistema
tiene sensibilidad cero en la variable z;.

PROPOSICION 2. Dado un sistema dindmico ‘;—f = f(x) con f € C* y un estado
de equilibrio positivo x* € V no degenerado, el sistema tiene sensibilidad cero en la

variable x; en x* si y sélo si M;(x*) tiene rango estrictamente menor que d.

Veamos por qué ocurre esto: Dada una perturbacién +, la sensibilidad correspon-
diente se puede calcular como la solucién ¢'(0) al sistema

OFr(c(0)) oy 4 OFr(e) o _
L (0) + o (0) = 0.

Si nos fijamos en w
den de T, y de hecho

, observamos que las primeras d entradas de Frr no depen-
OFr(c(0)) 0
or  \ldup-a)/’
de modo que la sensibilidad a una perturbacién es la solucién a un sistema de la
forma OF(e(0))
T\C / _ 0 n—d
— s © (0) = (v) , veR"Y (8)

Entonces, el sistema tendra sensibilidad cero para la variable x; en x* si y sélo si la
i-ésima entrada de la solucién ¢/(0) del sistema (8) para cualquier vector v € R"~¢
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es 0. Haciendo uso del hecho de que w tiene rango n por ser no degenerado, la
féormula de Cramer nos permite calcular la i-ésima entrada de ¢’(0) como un cociente
de determinantes, y para que esta entrada sea 0 necesitaremos que el determinante
del numerador lo sea. Considerando este numerador para todos los sistemas (8)
con distintos v, concluimos que el sistema tendré sensibilidad cero en la variable x;
si y sélo si la matriz que resulta de intercambiar la i-ésima columna de w

x
por cualquier vector (9), v € R4, tiene rango estrictamente menor que n. Sin

embargo, la parte inferior de la matriz Pr(e0) o5 13 matriz W, que tiene rango
n — d. Si tomamos como v la columna i-ésima de W, la parte inferior de la matriz
w modificada conservara su rango, y por tanto, que la matriz entera baje de
rango para cualquier v € R~ exige que la matriz jacobiana de f baje de rango al
sustituir su i-ésima columna por ceros, o lo que es lo mismo, al eliminarla.

Que el sistema dinamico tenga ACR en z; requiere que esto ocurra para todos
los equilibrios positivos no degenerados, y hacer esta comprobacién ya no es tan
sencillo. En primer lugar, porque si no nos restringimos a una clase de estequiometria,
es facil que haya infinitos equilibrios positivos. En segundo lugar, porque, incluso
aunque sean finitos, habria que conseguir calcularlos, o al menos parametrizarlos.
Sin embargo, en el caso de sistemas dindmicos dados por funciones de la forma (6),
como por ejemplo los que provienen de redes de reacciones con cinética de accién
de masas, es facil reducir este criterio a un calculo de algebra lineal, utilizando las
siguientes propiedades:

(P1) Jy, (2*) = N diag(r)(z*)? B diag (-1-), donde X = (%, cee %)t, y el rango
de %(x*) coincide con el de N diag(k)(z*)” B?, puesto que z* € RZ.

(P2) Es posible identificar los conjuntos de vectores
{diag(r)(z*)? : k e RLy,2* € V*} vy {v € ker(N)NRZ,}.

La propiedad (P1), que se prueba con un célculo rutinario, nos permite estudiar el
rango de Jy, (z*) al observar que, cuando f,(z) = N diag(x)(z*)?, se puede obtener
f; eliminando n — d filas de N, de manera que la matriz resultante N € Rixn tenga
rango d. Entonces

Jp (@) = N diag(x)(z*)P B diag (ml*) .

Ademés, los tnicos menores d x d de N diag(x)(z*)” B! diag(-:) que tienen rango d
son los que son también menores de N diag(x)(2*)? Bt diag(-L) € R¥™. Por tanto,
comprobar el rango de M;(z*) como en la proposicién 2 se reduce en este caso a
eliminar la columna i-ésima de N diag(x)(2*)B B! y calcular el rango de la matriz
resultante.

Para probar la propiedad (P2), vemos primero que, por definicién, cualquier
vector de la forma diag(x)(2z*)? estd en el nicleo de la matriz N si #* es un punto
de equilibrio. Ademads si tanto x como z* son positivos, este vector es positivo. Por
otro lado, cualquier v € ker(IN) con todas las entradas positivas da lugar a un vector
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del tipo diag(k)(z*)?, sin més que elegir kK = v y z* = (1,...,1), de modo que
x* € V* porque f(z*) = N diag(k)(z*)B = N diag(v) = 0.

TEOREMA 3. Un sistema del tipo (6) tiene sensibilidad cero en x; en todos sus
puntos de equilibrio positivos no degenerados (esto es, para cualquier k para el que
V* tenga algin punto de equilibrio no degenerado, el sistema ‘fl—f = fu(z) también
lo tiene) si y sdlo si para cualquier v € ker(N) NRY, cualguier menor d x d de la
matriz

N diag(v)B* (9)
que no contenga a la columna i es cero.

El teorema se sigue de la proposicién 2 y las dos propiedades citadas (P1) y (P2)
para los sistemas del tipo (6). De hecho, comprobar si todos los menores del teorema
anterior son cero para cualquier v € ker(N)NRZ, es equivalente a comprobarlo para
un conjunto de generadores del subespacio ker(IN) C R", puesto que esto corresponde
a un conjunto de condiciones polinomiales lineales, que se anulardn en la parte
positiva de un subespacio lineal si y s6lo si lo hacen en todo el subespacio.

Este teorema nos permite, en particular, comprobar la propiedad de sensibilidad
cero en una especie para una red, de forma independiente de los pardmetros de
reaccién. Ademas este criterio pasa a ser un cdlculo de algebra lineal: en lugar de
tener que calcular la jacobiana de f(z) y evaluar en todos los puntos de equilibrio
no degenerados, basta calcular un conjunto de generadores del niicleo de la matriz
de estequiometria, evaluar en ellos la matriz (9) y mirar el rango de unos cuantos
menores, lo cual es visiblemente menos costoso. De hecho, una condicién necesaria
para que el rango de la matriz M;(x) sea menor que d en todos los puntos de equilibrio
positivos, méas rapida de comprobar, es la siguiente.

Para cada generador v de ker(N), multiplicamos la matriz N diag(v) B! por una
nueva matriz n X n con variables hq, ..., h, nuevas en la diagonal y ceros fuera de
ella, y consideramos su determinante

; . t q:
4o (h) = det (Ndlag(vzf dlag(h)) ,
obteniendo un polinomio ¢,(h) € R[hy,...,h,]. Para que todos los menores de

N diag(v)B* que no incluyen la columna i-ésima sean 0 es necesario que este po-
linomio sea un miltiplo de la variable h;. Esta condiciéon se reduce a calcular n — d
determinantes, uno para cada generador de ker(v), y comprobar si podemos factori-
zar h; en todos ellos. Si no es asi, podemos descartar que el sistema tenga sensibilidad
cero en x; en todos los puntos de equilibrio positivos. Si todos los ¢, (h) son multi-
plos de h;, entonces tendremos que recurrir al criterio dado por el teorema 3 para
determinar si hay sensibilidad cero en x;.

Veamos que el sistema del ejemplo 1 tiene efectivamente sensibilidad cero para z4.
Para ello, calculamos una base del niicleo de N, por ejemplo

{’Ul = (17 07 17 ]-707 1)7“2 = (070707 17 17 0)7/03 = (17 17 070707 0)} )
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y escribimos cualquier vector v € ker(IN) como v = A\jv1 + Agvg + Agvz. Calculamos
la matriz

. “AM =3 =X —A3 A1+ X3 0 0
N diag(v)B' diag(h) = 0 0 —As —A1— Ag A2
0 0 A1+ Ae A+ Ao —A1 — Ag

Al eliminar la cuarta columna de la matriz, todos los menores maximales son 0,
independientemente de A1, Az, A3. Podemos calcular también

N diag(v) B! diag(h)
W )
que resulta ser

(—/\1 — )\3)]11 (—/\1 — )\3)/12 ()\1 + )\3)h3 0 0
0 0 —Aahs (=M1 — A2)hy Aahs
0 0 M+ X)hs (M +X)hs (=A1 —A2)hs |,
1 0 1 0 1
0 1 1 1 2

y observar que su determinante
qv(h) = haA1 (A1 4+ A3) (A1 + A2)(h1hs + hihs + 2hohs + hohs + hshs)

es, como esperdbamos, un multiplo de hgy.

2.3. CRITERIOS PARA ACR Y ACR LOCAL

Hemos encontrado entonces un criterio para sensibilidad cero en una variable
xr; pero, como ya avanzabamos, esta es una condicién necesaria pero no suficiente
para tener ACR en z;. Sin embargo, la estructura de las variedades algebraicas nos
permite afirmar que, en el caso en que la variedad algebraica definida por f(z) sea
irreducible, es decir, no se pueda escribir como unién no trivial de variedades al-
gebraicas, entonces la implicacién es en ambos sentidos. Para entender esto, basta
imaginar qué significa tener sensibilidad cero en una variable z; en todos los puntos
de equilibrio positivos: significa que el vector canénico e; de R™ siempre es perpen-
dicular a la variedad, en todos los puntos. Si la variedad es conexa, necesariamente
esto significa que estd contenida en un hiperplano perpendicular a este vector. Una
variedad irreducible no es necesariamente conexa en su version real, pero bajo ciertas
condiciones de no degeneracion esto deja de ser un problema: esto ocurre si la varie-
dad de estados positivos es irreducible y contiene algiin punto de equilibrio positivo
no degenerado.

El fenémeno anterior se debe a que si una variedad algebraica compleja es irredu-
cible y tiene un punto real que no sea singular (por ejemplo, un punto no degenerado),
entonces cualquier polinomio que se anule en todos los puntos reales de la variedad
se anula también en todos los puntos complejos. Esto no es necesariamente cierto
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Figura 1: Representacién gréfica de las variedades positivas de los ejemplos 3 (una
semirrecta vertical), 4 (se representa el caso en el que el polinomio ¢(z1) tiene dos

. / 27;41#;3 K o R2 + ,/NQ K1K3

raices reales distintas, K1 = = =

2 , y por tanto la
variedad positiva son dos sennrrectas) y 5 (un arco de ctbica).

si todos los puntos reales de la variedad son puntos singulares (véase [18] para mds
detalles).

En el caso de sistemas cuyas variedades no sean irreducibles, la propiedad de
sensibilidad cero en x; en todos los puntos de equilibrio positivos implica que cada
componente estd contenida en un hiperplano de la forma {z; — C' = 0}, donde la
C puede ser distinta para cada componente. Llamamos a esta propiedad ACR local
en x;. La propiedad de ACR local se puede detectar de una forma equivalente a la
sensibilidad cero, bajo las hipétesis adecuadas de existencia de puntos no degenerados
positivos, lo que da lugar al siguiente teorema para familias de sistemas:

TEOREMA 4. Sea gi(r) = N diag(k)x® con N € R**" de rango n — d, B € Q"*",
y k € RZ,. Supongamos que la matriz N diag(v)B* tiene rango n — d para cualquier
v € ker(N) NRY . Entonces el sistema gi(x) = 0 tiene ACR con respecto a x; para
cualquier k € RY, si y sdlo si todos los menores (n — d) x (n —d) de la matriz
N diag(v)B* que no involucran a la columna i se anulan para todo v € ker(N).

Una version més general de este teorema, asi como su demostracion y los detalles
de la relacién entre ACR, ACR local y sensibilidad cero, se pueden encontrar en [13].

Tanto el ejemplo 3 como el ejemplo 5 tienen ACR. El ejemplo 4 no tiene ACR
para todos los valores de x, pero si ACR local. La figura 1 muestra las variedades
positivas de estos ejemplos, para unos ciertos valores de k.

Detectar ACR local también es interesante: si un sistema tiene ACR local en x;,
entonces existe un conjunto finito de valores que x; puede tomar en equilibrio. Esto
se debe a que el valor que tome depende tinicamente de la componente irreducible en
que esté el punto de equilibrio, no del punto concreto, y el niimero de componentes
irreducibles de una variedad es finito.

Por otro lado, muchos casos biologicamente interesantes de redes dan lugar a
variedades positivas con una sola componente, y en todos esos casos ACR local
es equivalente a ACR. Este es el caso, por ejemplo, de las redes cuyas variedades
resultan ser téricas [2], [14]. En todos los demés, ACR local es una condicién necesaria
para ACR. En consecuencia, el teorema 4 nos proporciona un criterio para, como
minimo, descartar ACR en una variable al descartar ACR local.
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3. ESTABILIDAD

En esta seccién nos enfocamos en la propiedad de estabilidad de los puntos de
equilibrio en un sistema dindmico procedente de un sistema de redes de reacciones
quimicas, es decir, un sistema dindmico de EDO polinomiales con coeficientes pa-
ramétricos, y en el que las ecuaciones pueden satisfacer relaciones lineales. Nuestro
objetivo principal es presentar un procedimiento combinatorio para decidir si un
punto de equilibrio es estable y explorar cémo esta estabilidad depende de los para-
metros del sistema. Los puntos de equilibrio estables son significativos en el contexto
biolégico pues son observables experimentalmente.

3.1. ESTABILIDAD DE UN PUNTO DE EQUILIBRIO

Dado un sistema dindmico general como en (1), el teorema 1 y la definicién de
sumidero presentada en la seccidén 1.3 proveen un procedimiento para decidir si un
punto de equilibrio z* de (1) es un sumidero. Dicho procedimiento tiene tres partes:

1. Calcular la matriz jacobiana de f, Jy, y evaluarla en z*.
2. Calcular p;, (\) y sus raices.

3. Analizar el signo de la parte real de las raices de p;, (\), es decir, el signo de
la parte real de los valores propios de Jy.

Ejemplo 8. Para ilustrar el procedimiento consideramos el sistema dinamico

d.’]?l(t)
— = o + (=1 —2? — 22),
dza(t

T )

cuyo tnico punto de equilibrio es 2* = (0,0). Para determinar si z* es un sumidero
vamos a calcular la jacobiana del lado derecho de las ecuaciones diferenciales que
definen el sistema y la evaluamos en (0,0). Tenemos

J;(0,0) = <_11 j) .

El polinomio caracteristico de Jy es
pr,(A) =N +21+2,

cuyas raices son —1 + ¢y —1 — 7. En este caso, la parte real de las dos raices es ne-
gativa, y esta es precisamente la definicién de sumidero. Concluimos que (0, 0) es un
sumidero del sistema dindmico y por lo tanto un punto de equilibrio asintéticamente
estable.

Si las entradas de J;(«*) son numéricas, como en el ejemplo anterior, sus valores
propios se pueden calcular usando un software con comandos bésicos de dlgebra
lineal. Sin embargo, cuando f depende de uno o varios parametros, las entradas de
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J¢(x*) son simbdlicas y el signo de la parte real de los valores propios puede depender
del valor de los parametros; en estos casos el andlisis de la estabilidad requiere
herramientas mas fuertes. A continuacién veremos cémo abordar el problema en los
sistemas que hemos tratado durante este articulo, es decir, sistemas de ecuaciones
diferenciales polinomiales. Ademé&s asumiremos que los coeficientes son paramétricos.

3.2. ESTABILIDAD EN REDES DE REACCIONES QUIMICAS

Dadas una red de reacciones como en la seccién 1.3 y una cinética para nuestra
red, en algunos casos es posible dar una parametrizacién algebraica ¢ para los puntos
de equilibrio positivos, es decir, la variedad positiva V' es parametrizable. En estos
casos los puntos de equilibrio z* positivos del sistema son de la forma ¢()) para
1 € R?® para algtin s < n. Esto implica que la matriz J;(z*) = J;(p) es simbdlica, y
el signo de la parte real de los valores propios depende de los parametros y variables
en las entradas de J¢(p). Es aqui donde el criterio de Hurwitz, que veremos maés
adelante en la seccién, es de gran utilidad, pues podemos calcular los determinantes
de Hurwitz asociados al polinomio caracteristico de py,()) y dar condiciones sobre
los parametros para que estos determinantes alcancen un signo. Especificamente, el
procedimiento que usaremos para analizar la dindmica de las redes de reacciones es
como sigue:

1. Encontrar la variedad positiva y, en caso de ser posible, una parametrizacion ¢.
2. Calcular la matriz jacobiana de fy, Jy, y evaluarla en la parametrizacién .

3. Calcular el polinomio caracteristico ps, (\) de J¢(p), en términos de .
4

. Analizar, el signo de la parte real de las raices de p;,()), es decir, el signo de
la parte real de los valores propios de J¢(y).

Veamos céomo el procedimiento nos permite analizar la dindmica de la red en el
ejemplo 3, con cinética de acciéon de masas:

1. En (7) vimos que los puntos de equilibrio positivos se pueden parametrizar de
la forma ¢(xs) = (:—f, xQ) con xa > 0, lo cual corresponde al primer paso del
procedimiento.

2. Para esta red tenemos

- - - 0
Iarsan) = (T )y et = (D).

KR1T2 KR1T1 — R2 KR1Z2
3. Ahora calculamos p, (\):
pr;(A) = Alk1z2 + A).

4. Para completar el paso 4 debemos analizar el signo de la parte real de las
raices de (k122 + \). En este ejemplo en particular es facil ver que la tnica raiz
de este factor es —kjx2, que es real y negativa para cualesquiera k1 € Rsg y
x9 € Ryg. Esto nos permite concluir que, para todo conjunto de pardmetros
(k1,K2) € R2>0» cada punto de equilibrio en las clases de estequiometria es un
sumidero y, por lo tanto, asintéticamente estable.
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Figura 2: Representacién grafica del sistema dindmico que modela el comporta-
miento de la red del ejemplo 3 con la ley de accion de masas. La linea roja vertical
corresponde a la variedad positiva de la red con ¢ = :—f, la linea azul diagonal corres-
ponde a un ejemplo de una clase de estequiometria y las flechas grises representan
el campo vectorial del sistema de EDO.

En la figura 2 podemos observar que el campo vectorial converge hacia los puntos
en la variedad positiva para toda clase de estequiometria. Esto es precisamente lo
que concluimos al analizar los valores propios de la jacobiana.

En el ejemplo anterior, la variedad positiva podia parametrizarse algebraicamen-
te, pero este no siempre es el caso. Cuando no existe una parametrizacion positiva, la
forma en que consideramos el punto de equilibrio en el primer paso del procedimien-
to depende de cada red. Por ejemplo, la variedad positiva de la red en el ejemplo 4
tiene dos componentes conexas cuando D(k) = 4(k3 — k1k3) > 0, esto significa que
no existe una parametrizacién algebraica que podamos utilizar en el procedimiento.
Sin embargo, podemos analizar cada componente conexa por separado, como vemos
a continuacion:

1. Cuando D(k) = 4(k3 — k1k3) > 0, los equilibrios positivos tienen la forma

Ko /K2 — K1K3 Ko /K2 — Ki1K3
Lyer=\——————,22 O Yor=\|\—T————,T2 ).

+
K1 K1 K1 R1

2. Para esta red, la jacobiana de f estd dada por

—3/61.13%1‘2 4+ dKkoT1 X9 — K3X2 —/ﬁm‘;’ + 2/@'233% — K3X1

Ji(x1,20) = (

3&195%3:2 — 4Kox1X2 + K3To ma:‘;’ — 2%295% + K3T1 )

Para la componente parametrizada por ¢1(z3), la jacobiana que debemos ana-
lizar es

229 (Hg\/—H1K3 + K2 + K1K3 — H%)
— 0

Jf(QDl) = 1 )

224 (IiQ\/*Hllﬁlg + K3 + K1Kk3 — H%)

K1
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Figura 3: Sistema dindmico asociado a la red en el ejemplo 4 cuando D(k) > 0.
Las dos lineas verticales representan las dos componentes conexas de la variedad
positiva.

y para la componente parametrizada por ¢s(z2), la jacobiana es

229 (/ﬁg«/—nmg + K3 — K1k3 + ng)

Ji(p2) = il

229 (Kg\/—/illﬁg, + K2 — K1K3 + ﬁ%)

K1

3. Calculamos ahora el polinomio caracteristico de ambas matrices:

2x9 (@\/—/{1/-63 + /1% + K1Kk3 — H%)

A) = )\? A

P (en)(A) + o :
229 (/‘62\/—/{1533 + K2 — K1Kk3 + m%)

pJf(<P2)<>‘) = - K1 A

4. Como asumimos que D(r) = 4(k3 — Kk1k3) > 0, las raices cuadradas en los
coeficientes de los polinomios caracteristicos son reales. Ademaés, bajo esta
hipétesis, la raiz no nula de pj,(,.,) (M) es positiva para todo equilibrio positivo,
por lo tanto los puntos de equilibrio parametrizados por @5 son inestables.
Por otra parte, si analizamos la raiz no nula de p Jf(wl)(A)7 es sencillo probar
que para cualquier conjunto de constantes de reaccién positivas dicha raiz
es negativa; por lo tanto los puntos de equilibrio parametrizados por ¢; son
asintéticamente estables.

En la figura 3 ilustramos la dindmica de esta red, y vemos que la componente
conexa de la derecha estd formada por puntos inestables, y la componente conexa
de la izquierda esta formada por puntos asintéticamente estables.

Estéd claro que para redes con mayor nimero de reacciones y de especies no es
posible analizar las raices de pj,(A) a mano. En estos casos, utilizaremos el criterio
de Hurwitz.
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Sea P(x) = as2® + as_12°" ' +--- 4+ a1x + ag un polinomio con a; € R, as >0y
ag # 0. Se define la matriz de Hurwitz de P, como la matriz H cuyas entradas son

hij=as_oiyjparai,j=1,...,sya,=0sik<0o0k>s,es decir,
as_1 Qg 0 0 - 0
as—3 Gs—2 0Gs—1 s e 0
H = : : : : :
0 0 0 Ag—s ++ Q2
0 0 0 0 S ag

El i-ésimo determinante de Hurwitz, denotado H;, se define como H; = det (Hr 1),
donde I = {1,...,i} y Hy s es la submatriz de H formada por las filas y columnas
indexadas por I.

PROPOSICION 5 (Criterio de Hurwitz). Sea P(x) = asx®+as 125 1+ -+ a1z +ag
un polinomio con a; € R, as > 0 y ag # 0. Todas las raices de P tienen parte real
negativa si, y solo si, H; > 0 para todo i =1,...,s. Adicionalmente, si H; < 0 para
algun i, entonces eriste una raiz de p con parte real positiva.

Este criterio es valido para cualquier polinomio pero, al aplicarlo al polinomio
caracteristico de la jacobiana de un sistema dindmico, podemos analizar el signo
de la parte real de sus valores propios, y por tanto la estabilidad de un punto de
equilibrio.

Ejemplo 9. Consideremos la red que modela una histidina kinasa hibrida, HK (una
histidina kinasa es un receptor en la membrana de la célula que controla diferentes
respuestas celulares a estimulos exteriores [8]):

HKoy = HK,o —2» HKop, — HK,,,  HKo, + Htp % HKqo + Htp,
Htp, —> Htp HK,p, + Htp —> HK,o + Htp,.

Vamos a denotar las especies de la forma X; = HKyg, Xo = HKpg, X3 = HKg,,
X4 = HK,p, X5 = Htp y X6 = Htp,,. El sistema de EDO es

dxy dzy

g — —K1%1 + KaT3Ts, gt — K3T3 — K5X4s,

d d

g = K1T1 — K22 + K5T4Ts5, g = —hK4T3T5 — K5T4T5 + KeT,
d d

GF = —K3T3 + KaTo — K4T3Ts, G = K4T3T5 — KeTe + K5T4T5.

La variedad positiva se puede parametrizar por

2
KaK5T4T5 KsTaZs(KaZs + K3) KsTaTs KsTaws(KaTs + 53)>

@(1'4,1'5) = 9 ) , L4, Ts5,
K3k1 K3k2 K3 K3ke

El polinomio caracteristico de J;(¢) tiene la forma

DI (0)(A) = A0 b as A 4 ag At 4+ azA® + a\? = A2\ 4 as\® + ag\? + az) + ag),
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donde a;, ¢ = 2,3,4,5, son funciones racionales en k, x4 y x5. Para analizar el signo
de la parte real de las raices calculamos los 4 determinantes de Hurwitz asociados
al factor de grado 4 de p;,(,), en particular,

K3 + (4 + T5) k5 + KaZs + K1 + Ko + Ke) K3 + KaksTaTs

Hy =
1 k‘g

En este caso el numerador de H; es un polinomio cuyos términos son positivos, es
decir, H; es positivo para todo conjunto de pardmetros positivos y para todo punto
de equilibrio positivo. Esto también ocurre con Hs y Hs, que no escribiremos aqui
debido al tamano de estas funciones racionales. Tenemos una situaciéon diferente
con Hy,

Hy = k3Kk1KkoKke + (/‘61&2/’65%6 + K11€3/€5;‘€6)$5

+ K3Kk1keksTy + (K1kakske + /{2&4&5/16):3% (10)

R1
+ /@4/{%/@2 (K— — 1)z§x4 + 2T5K5K9K1KaTy.
3

El signo del coeficiente de z2x4 depende del valor de los parametros. Especi-
ficamente, si k1 > k3, entonces el coeficiente es no negativo; en caso contrario el
coeficiente es negativo. Sélo con estas condiciones ya tenemos informacién acerca de
la estabilidad de los puntos de equilibrio, pues podemos concluir que, si k1 > K3,
todos los puntos de equilibrio positivos son asintéticamente estables para cualquier
valor positivo de ko, k4, K5, kg. Nos queda entonces analizar qué pasa con el signo de
H,4 cuando k1 < kg, jes posible que Hy < 0 en este caso? La respuesta es afirmativa,
pero para probar esto necesitamos herramientas mas fuertes. La préxima seccién
ofrece un ejemplo de como afrontar este problema.

3.3. POSITIVIDAD DE POLINOMIOS Y POLITOPO DE NEWTON

Un polinomio P(x) en n variables es no negativo si para todo * € R se satisface
que P(z*) > 0. Determinar si un polinomio es no negativo no es sencillo, y es un
campo de investigacion muy activo en el que existen diversas técnicas. Una de las
principales consiste en intentar expresar P(x) como una suma de cuadrados; en caso
de ser posible, se dice que P es SOS (Sums Of Squares por sus siglas en inglés) y
por definicién se tiene que P es no negativo. En el contexto de redes de reacciones
quimicas este método no es muy utilizado, debido principalmente al tamano de los
polinomios y a los coeficientes paramétricos. También es importante resaltar que, en
nuestro contexto, estamos interesados en la no negatividad de los polinomios sélo
en el ortante positivo RZ), y las técnicas de SOS certifican no negatividad en todo
R™, de modo que, incluso si un polinomio no es SOS, puede que alcance valores no
negativos en el ortante positivo.

Otras técnicas se basan en herramientas combinatorias como el politopo de New-
ton de un polinomio. Estas técnicas han demostrado ser ttiles en el andlisis de
polinomios asociados a redes de reacciones quimicas, pues estudian principalmente
los exponentes de los términos del polinomio, lo que las hace computacionalmente



LA GACETA % ARTICULOS 323

Ts5

1 T4

Figura 4: Politopo de Newton de Hj considerado como polinomio en x4 y 5. El
vértice superior derecho, sefialado con un cuadrado rojo, corresponde al monomio
1,’4I§ de H4.

eficientes. Esta serd nuestra herramienta principal para estudiar la estabilidad del
ejemplo 9.

Antes de definir el politopo de Newton cabe resaltar que estas técnicas han sido
utilizadas en redes de reacciones quimicas para estudiar multiestacionariedad [7], y
para encontrar cotas en el nimero de puntos de equilibrio en una clase de estequio-
metria [12, 9].

El politopo de Newton de un polinomio se define como la envolvente convexa
de los exponentes de sus términos. Por ejemplo, podemos considerar la funcion Hy
en (10) como un polinomio en x4 y x5. Los exponentes de sus términos pueden ser
representados como elementos de Z?2, especificamente por los puntos

Q= {(070)7 (0,1), (170)7 (07 2)’ (1,2), (1, 1)}7

donde la primera entrada de cada par corresponde a los exponentes de x4 y la
segunda a los exponentes de x5. El politopo de Newton asociado a H, corresponde
entonces a la envolvente convexa de @, representada en la figura 4. La relacion del
politopo de Newton con el signo de H,4 estd dada por el siguiente resultado.
TEOREMA 6. Sea P(z) = aq, 2% + A, + - - - + aq, 2% un polinomio en R™, con
@i € Z" y an, € R para todo i = 1,...,¢, y donde x® = 27" 25" - 23", Si o
es un vértice del politopo de Newton de P, entonces existe x* € R tal que el signo
de P(x*) coincide con el signo de a, .

Este resultado nos da un subconjunto de términos de P(z) que son dominantes
en alguna regién de R™. Cuando lo aplicamos al anélisis del signo de Hy, vemos que
el punto (1,2) es un vértice del politopo de Newton, y por lo tanto existe un punto
(w5, 2%) € R? tal que Hy(z}, x%) < 0. En términos de la estabilidad de los puntos de
equilibrio, esto significa que cada vez que k1 < k3 es posible encontrar una clase de
estequiometria que contiene un punto de equilibrio inestable.

En este caso, el politopo de Newton nos ha permitido entender la estabilidad de
la red del ejemplo 9 en el espacio de parametros. Especificamente, si k1 > k3, los
puntos de equilibrio son estables en todas las clases de estequiometria, y si k1 < k3
es posible encontrar al menos una clase de estequiometria que tiene un punto de
equilibrio inestable.
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