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Abstract

The random variable represents one of the key concepts in the modeling of random phenomena
through probability distributions. Therefore, the objective of this study is to analyze and describe the
main investigations that the literature reports on the random variable and its probability distribution,
through a bibliographic review. The results show the existence of some teaching proposals around
this notion, which are characterized by the use of technology. In addition, various cognitive difficulties
and biases are identified during the learning of the random variable. In this way, it is hoped that
these results will contribute to strengthening the instructional design process carried out by teachers,
in order to help students understand the random variable and its probability distribution.
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1. Introduccién

El conocimiento estocastico se ha destacado como un aspecto fundamental para entender el mundo
que nos rodea, pues entrega herramientas para razonar en situaciones de incertidumbre. En este
contexto, la comprensién del objeto variable aleatoria representa uno de los conceptos fundamentales
en la modelizacion de fenémenos aleatorios por medio de distribuciones de probabilidad, adema&s es
considerada desde hace més de 40 anos como un concepto fundamental de la estocdstica (Heitele,
1975).

El estudio de la variable aleatoria se aborda tanto en los tltimos afios de educacién obligatoria dentro
de la asignatura de matemaéticas, como en los cursos universitarios de introduccion a la estadistica.
En el ambito escolar se ha establecido dentro de diversas directrices curriculares internacionales,
entonces para ilustrar esta situacién de manera uniforme, en el presente estudio se ha adoptado la
denominacién K-12 (Franklin et al., 2007) para organizar los doce grados de educacién obligatoria.
Por ejemplo, en los Principles and standards for school mathematics (NCTM, 2000), entre los grados
9y 12 (14 a 18 anos) se incluye la comprensién de su distribucién de probabilidad y el calculo e
interpretaciéon de su esperanza matemaética. Mientras que el curriculo espaniol (MECD, 2015) se
inicia su estudio en bachillerato, entre los grados 11 y 12 (16 a 17 afios) y eje temédtico Estadistica
y Probabilidad, por medio de los siguientes contenidos: variables aleatorias discretas y continuas,
distribuciones de probabilidad como la binomial y la normal, tipificacién de la distribucién normal,
calculo de probabilidades mediante la aproximacion de la distribuciéon binomial por la normal, entre
otros.

Por su parte, la Didactica de la Matemaética se ha interesado en estudiar la ensenanza y aprendizaje de
la variable aleatoria, logrando reconocer diversas dificultades en torno a la comprensién de conceptos
vinculados a esta y su aplicacién en el estudio de tépicos estocéasticos posteriores, en los distintos
niveles educativos. De esta forma se ha identificado un problema vigente en la comprensién de la
variable aleatoria y su distribucién de probabilidad, por ello el objetivo de este estudio es analizar de
manera descriptiva las investigaciones que reporta la literatura sobre estos conceptos a través de una
revision bibliografica.

En lo que sigue, este trabajo se organiza presentando el método utilizado (Seccién 2). Luego en la
Seccién 3, son dados a conocer los principales resultados del andlisis de las investigaciones seleccionadas,
distribuidos en dos subapartados: Seccién 3.1, enfocada en la ensenanza de la variable aleatoria y su
distribucién de probabilidad, identificando los elementos epistemolégicos y didacticos de los concepto;
Seccién 3.2, centrada en el aprendizaje de la variable aleatoria y su distribucién de probabilidad,
reportando aspectos cognitivos como los niveles de razonamiento en torno al concepto, algunas
dificultades y sesgos del razonamiento probabilistico presentados por los estudiantes. Finalmente,
en la Seccidén 4, se exponen las conclusiones e implicaciones para la ensenanza y aprendizaje de los
conceptos en cuestion.

De esta forma, se proyectan los resultados de este trabajo como un insumo valioso para aportar y
apoyar al profesorado en el diseno instruccional de experiencias de ensenanza de la variable aleatoria
y su distribucién de probabilidad.

2. Método

En este trabajo se llevé a cabo una revisién de la literatura (R. Herndndez, C. Ferndndez y Baptista,
2014) consultando en bases de datos bibliograficas (Web of Science, Scopus, Math Educ y Proquest),
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un servidor en internet (Google Scholar), revistas y actas de congresos de educacién matemadtica y
estadistica.

El proceso de buisqueda se realizé tanto en idioma espanol como inglés, con limite de ano de publicacién
(1990 a 2020) y a través de los siguientes descriptores: variable aleatoria y educacién matematica;
variable aleatoria y educacién estadistica; variable aleatoria y comprensién; distribucion binomial y
educacion estadistica; distribucién normal y educacion estadistica.

Las investigaciones fueron seleccionadas segun su relacién estrecha con el objeto de estudio, sin interés
en el método de investigacién y su analisis se llevé a cabo considerando los siguientes elementos:
enfoque para abordar el problema de investigacién, muestra, contexto, instrumento, resultados y
conclusiones. Asi han sido elegidos 52 trabajos para su andlisis descriptivo y la presentacién de
la informacién analizada se organizé en dos apartados, el primero presenta estudios relativos a la
ensenanza de la variable aleatoria y su distribuciéon de probabilidad, mientras que el segundo expone
investigaciones sobre su aprendizaje.

3. Resultados

3.1. Ensenanza de la variable aleatoria y su distribucion de probabilidad

En esta seccidn se exponen estudios que abordan tanto aspectos epistemoldgicos (relativos al contenido)
como didécticos (elementos que intervienen en el proceso de su ensenanza) de la variable aleatoria y
su distribuciéon de probabilidad.

3.1.1. Investigaciones sobre aspectos epistemolégicos de la variable aleatoria y distribuciones
de probabilidad

Los estudios llevados a cabo desde el &mbito epistemoldgico, se caracterizan por indagar el conocimiento
probabilistico en torno a la variable aleatoria y su distribucién de probabilidad, abarcando su origen,
desarrollo histérico y el estudio del concepto desde la matemética (Dinges, 2005; Ortiz, 2002; Ruiz,
2014; Tauber, 2001; Valverde, 2017). El trabajo de Dinges, 2005 se centra en un estudio del origen y
desarrollo histérico del concepto de variable aleatoria, éste contempla desde los inicios del anélisis
matematico, abarcando lo llevado a cabo por Leibniz (creador del concepto de funcién), Cantor
(descubridor de la teorfa de conjuntos), hasta la actualidad. Entre sus resultados destaca que la
variable posee distintos significados, uno se vincula al concepto algebraico (d&mbito determinista) y
otro relacionado a procesos aleatorios (dmbito estocdstico), aunque en ambos contextos el concepto de
funcién es fundamental. Ademds, presenta una propuesta de ensenanza de la variable aleatoria para
nivel universitario, desde el enfoque axiomatico de la probabilidad, constituida por cuatro axiomas.

Mientras que Ortiz, 2002 caracteriza el significado institucional de la variable aleatoria a partir
del andlisis de libros de texto de bachillerato, basdndose en los tipos de elementos primarios de
un objeto matemaético propuesto por el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Mateméticos (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007). Asi por medio de la técnica de andlisis de
contenido (Fox, 1981) indaga 10 libros de texto de 1° de bachillerato en Espana (grado 11, 16 a
17 anos) e identifica la presencia o ausencia de algunos objetos primarios de la variable aleatoria
(situaciones-problemas, conceptos-definiciones y proposiciones-propiedades). Los resultados destacan
que solo en algunos libros se incluyen situaciones-problemas que involucran de manera explicita a la
variable aleatoria, ya que en tres libros no aparecen actividades relacionadas con ella y solo en un
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caso existe mayor diversidad de situaciones que promuevan su resolucién de problemas. Sobre las
definiciones y propiedades, se refleja la ausencia del concepto en la mayoria de los textos analizados,
mientras que en aquellos en los que se aborda, se realiza de forma superficial, centrdndose tnicamente
en elementos como su distribucién de probabilidad y/o su esperanza matemaética.

Luego Ruiz, 2014 desarrolla un estudio epistemolégico de la variable aleatoria desde la disciplina ma-
temadtica, fundamentado en la teoria EOS. De esta manera establece los distintos elementos primarios
de la variable aleatoria (situaciones-problemas, lenguaje, conceptos- definiciones, proposiciones-
propiedades, procedimientos y argumentos) para cada uno de los significados histéricos de la proba-
bilidad (intuitiva, cldsica, frecuencial, subjetiva y axiomdtica), obteniendo como resultado cuatro
configuraciones epistémicas (coleccién de objetos que emergen de ciertos tipos de préicticas matemati-
cas) en torno a la variable aleatoria. La autora a modo de conclusién propone recomendaciones para
su ensenanza escolar, como la necesidad de mantener al estudiante en constante contacto con el
concepto, inicialmente emplearlo en situaciones concretas y de forma intuitiva, para posteriormente
usarlo explicitamente de manera informal. Ademas, identifica posibles dificultades en: comprender
la nocién de distribucién; vincular el significado frecuencial y clasico de la probabilidad; relacionar
los conceptos variables aleatoria y estadistica; y comprender la aproximacién de distribuciones de
probabilidad de variables aleatorias de tipo discretas a continuas.

Por su parte Tauber, 2001 se centra en indagar la distribucién normal en libros de introduccion a la
estadistica dirigido a carreras de ciencias sociales, basandose en herramientas del EOS. Por medio
del anélisis de contenido revisa 11 libros y obtiene como resultado el significado institucional de
referencia de la distribucién normal, en términos de sus elementos primarios (situaciones-problemas,
lenguaje, conceptos-definiciones, proposiciones-propiedades, procedimientos y argumentos). La autora
concluye afirmando que la informacién obtenida es valiosa para los profesores, quienes deben elaborar
instrumentos de evaluacién y/o unidades diddcticas sobre el tépico.

A diferencia de Valverde, 2017 quien se interesa en analizar en libros de texto de bachillerato la
presencia de la distribucién normal, considerando como fundamento teérico el EOS. Utiliza como
muestras dos libros de texto espanoles con su respectivo manual de ejercicios y los examina mediante
el método de analisis de contenido. Como resultado obtiene el significado institucional de referencia
de la distribucién normal para nivel escolar, en términos de sus elementos primarios (situaciones-
problemas, lenguaje, conceptos-definiciones, proposiciones-propiedades, procedimientos y argumentos).
Asi constata que una gran cantidad de definiciones expuestas en los libros son confusas, utilizan
un lenguaje formal distante al nivel escolar y existen escasos ejemplos. Ademas, evidencié un alto
grado de idoneidad epistémica debido a que una gran cantidad de objetos primarios identificados por
Tauber, 2001 se observaron en los libros de texto escolares.

3.1.2. Investigaciones sobre la didactica de la variable aleatoria

Aquellas investigaciones interesadas en aspectos didacticos de la variable aleatoria han abordado
desde distintos enfoques tedricos, la manera que se debe ensenar este concepto a nivel escolar y
universitario. Bizet y Ramos-Rodriguez, 2019 indagan su comprensién en secundaria fundamentada
en la Teorfa de Situaciones Diddcticas (TSD) (Brousseau, 2007). Para ello aplican a 22 estudiantes
chilenos de grado 10 (15 a 16 afos) una propuesta de ensefianza contextualizada en un juego de azar,
la cual requiere identificar y representar la variable aleatoria discreta y su funcién de probabilidad
involucrada. Los resultados evidencian que 14 estudiantes reconocen y representan en diferentes
registros la variable aleatoria: nueve en lenguaje natural y figural (diagrama sagital), y cinco solo
en lenguaje tabular. También 13 participantes identifican y representan la funcién de probabilidad:
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tres usan el lenguaje natural, cinco utilizan tanto el lenguaje natural como figural y los otros cinco
emplean el lenguaje tabular. Las autoras entre sus conclusiones senalan que la propuesta disenada
favorece la comprension del caracter funcional de la variable aleatoria dado que admite diversos
registros de representacién como figural, tabular y natural.

En el contexto universitario, Kachapova, 2012 y Kachapova y Kachapov, 2012 proponen un enfoque
para la ensenanza de la variable aleatoria. Entre sus resultandos presentan ideas para evitar o subsanar
algunos errores tipicos en torno al concepto, como por ejemplo: un suceso aleatorio es cualquier
subconjunto del espacio muestral (verdadero solo para muestras finitas), una variable aleatoria es una
funcién en el espacio muestral de valores reales y esta es solo de tipo discreta o continua (obviando las
mixtas). Ademds,exponen un enfoque holistico para la ensenanza de la variable aleatoria, definiéndola
a través de la integral Riemann-Stieltjes y centrandose en una teoria general, no en detalles para
las de tipo discreta y continua. Los autores luego de aplicar varios anos su propuesta, concluyen
que el enfoque disenado favorece la adquisicién de conocimiento abstracto en torno al concepto y la
diferenciacion de las caracteristicas especificas o generales de sus diferentes tipos.

También, Maurer, Hudiburgh y Werwinski, 2020 disehan e implementan dos actividades para la
ensenanza de combinaciones lineales de variables aleatorias, una basada en un juego de azar y la
otra en la resolucién de problemas. La implementacion se llevé a cabo en un curso de estadistica con
universitarios de Estados Unidos, quienes respondieron cuestionarios de evaluacion antes y después de
cada actividad y una encuesta de opinién. Los resultados sobre el aprendizaje de la variable aleatoria
evidencian mejores puntuaciones finalizada la implementacién de las dos actividades, aunque un leve
mejor avance al concluir la resolucién de los problemas. Ademads, en la encuesta todos los estudiantes
opinaron que disfrutaron de las dos actividades. Finalmente, las autoras concluyen que el menor logro
de aprendizaje observado al terminar la actividad del juego, puede deberse a que se invirtié bastante
tiempo en la comprension de sus normas, por ello proponen un video en que se expliquen estas.

3.1.3. Investigaciones sobre la didactica de las distribuciones de probabilidad

Existen algunos trabajos centrados en elementos didacticos de las distribuciones de probabilidad, como
el desarrollado por Kazak y Pratt, 2017, quienes indagan en futuros profesores de matemaéticas el uso
de modelos probabilisticos para realizar inferencia estadistica informal. Participaron 12 estudiantes
turcos, los cuales debian crear una estrategia para ganar un juego empleando diferentes recursos
(material concreto y software) y responder una entrevista. Los resultados muestran que el uso de
material concreto dificulta identificar el espacio muestral y definir la variable aleatoria discreta
involucrada, aunque luego de emplearse el software para simular el juego, se subsanan los errores
y son reconocidos los valores de la variable aleatoria que poseen mayor posibilidad de ocurrencia.
Asi los estudiantes logran crear una estrategia adecuada para ganar el juego, dado que relacionan
la distribucién de los datos empiricos (distribucién empirica) con la distribucién tedrica (modelo
de probabilidad). Entre las conclusiones se afirma que tanto el uso de material concreto como la
herramienta de simulacién, aportan a la comprensién del juego y la realizacién de inferencia.

También hay investigaciones especificas sobre la didactica del modelo binomial. Por ejemplo, Alvarado
y M. Retamal, 2014, disefian un taller para la introduccién del tema a nivel escolar (grados 11 y 12)
por medio del andlisis a experimentos aleatorios. Consideran como referente tedrico herramientas del
EOS y las diferentes representaciones de la binomial (manipulativo, computacional y algebraico).
Entre los resultados obtienen 15 actividades que componen el taller, en las cuales se tienen en cuenta
como conocimientos previos los conceptos de experimento aleatorio, simulacién, variable aleatoria y
funcién de probabilidad. A modo de conclusién los autores senalan que, el reto para la ensefianza del
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modelo binomial esté en el disefio de actividades centradas en sus diferentes representaciones que
permitan progresivamente introducir su significado dependiendo del grado de educacion.

A diferencia de Bill, Watson y Gayton, 2009 que elaboran e implementan una actividad para la
ensenanza escolar del modelo binomial, la cual requiere célculo de probabilidades y admite tres
diferentes métodos de resolucién: uso de la expresién algebraica de su funcién de probabilidad;
aplicacion del tridngulo de Pascal; y realizar simulacién con un software de datos. Participaron 19
estudiantes de 10 grado (15 a 16 afios) quienes respondieron a dos cuestionarios de evaluacién, antes
y después de la actividad, y sus respuestas fueron analizadas desde la taxonomia SOLO (Structure of
Observed Learning Outcome) propuesta por Biggs y Collis, 1982. Entre los resultados obtenidos en
el primer cuestionario se aprecié dificultad para aplicar la regla del producto, mientras que, en el
segundo, el 63 % de los participantes logré aplicar los tres métodos estudiados. Asf se concluye que el
uso del software es mds apreciado por los estudiantes menos habilidosos para las matemadticas, y las
tareas intuitivas acerca de combinaciéon de monedas son el origen para introducirse en la comprensiéon
de la binomial.

Asimismo, Garcia-Garcia, Arredondo y Marquez, 2018 y Garcia y E. Herndndez, 2018 disenan e
implementan una actividad para la ensenanza escolar de la distribucién binomial, por medio de un
software de educacién estadistica. Participaron 46 estudiantes mexicanos de grado 11 y 12 (17 a 18
anos), quienes respondieron un mismo cuestionario en dos instancias, previa y posterior aplicacién
de la actividad. Las respuestas fueron codificadas considerando los niveles de razonamiento de la
taxonomia SOLO. Los resultados muestran un mejor desempeno de los estudiantes en la segunda
instancia de aplicacién del cuestionario, avance que se atribuye al desarrollo de la actividad basada
en el uso de un simulador computacional. De esta manera se concluye que la utilizacién de tecnologia
favorece un aprendizaje relacionado al contexto de los estudiantes.

Respecto a la distribuciéon normal, es posible encontrar limitados estudios enfocados en sus aspectos
didacticos. Por ejemplo, Prado y Gravoso, 2011 crean, implementan y evalian una unidad de
aprendizaje para la ensenanza escolar de modelos de probabilidad (binomial, Poisson y normal),
sustenta en la instruccién anclada (Crews et al., 1997). Participaron 64 estudiantes de Filipinas (13 a
15 afios), quienes al comienzo y final de la unidad debieron responder un cuestionario y una encuesta
para comparar sus aprendizajes y opinién, con otro grupo de estudiantes que aprendieron con una
metodologia tradicional. Los resultados evidencian que los estudiantes que aprendieron con base a la
instruccién anclada, obtuvieron significativamente mejores puntuaciones en los tres tépicos evaluados,
en comparacion con el otro grupo. Ademsds, la encuesta constata que la unidad es entretenida, estd
contextualizada en situaciones reales, y fomenta el trabajo colaborativo y auténomo. Asi se concluye
que la intervencion favorecié la mejora de habilidades en torno al razonamiento estadistico.

Posteriormente Salinas, Valdez y Salinas-Hernandez, 2018 disenan e implementan secuencias didécticas
para la ensefianza escolar de la normal, fundamentados en la metodologia Lesson Study (Stigler
y Hiebert, 1999) y la Aproximacién Documental de lo Did4ctico (Gueudet y Trouche, 2009). Para ello
elaboraron dos secuencias de actividades: la primera usa un software y participaron 20 estudiantes
(17 a 19 anos); la segunda emplea hojas de cdlculo y 1dpiz y se aplicé a 33 estudiantes (17 a 19 afos).
Finalizada cada implementacién aplicaron un cuestionario de evaluacion. Los resultados centrados
en los profesores muestran que el conocimiento del contenido ha sido el mas trabajado, y evidencia
que la metodologia usada fomenta el aprender a ensenar la normal y su mejoramiento. Ademas, la
utilizacién de un software amplia el conocimiento de diferentes herramientas ttiles para ensenar. A
modo de conclusién proponen como mejora que el diseno de secuencias incluya guiones que contengan
los objetivos de cada actividad, para asi verificar su cumplimiento.
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En el contexto universitario, C.-K. Tan y C.-P. Tan, 2015 analizan la comprensién de la variable
aleatoria y modelos de distribucién (binomial, normal y Poisson), por medio de dos propuestas de
ensefianza (una con calculadora y otra con papel y 1dpiz). Participaron 65 estudiantes (19 afos) de
Malasia distribuidos en dos grupos: grupo de experimentacién (32), el cual trabajé con calculadora
grafica; grupo de control (33), quien aprendié de manera tradicional. Luego aplicaron un pre y
post test de evaluacion y consultaron a los participantes su opinién respecto a la experiencia. Los
resultados muestran que el grupo experimental logré significativamente mejores resultados en todos
los topicos, siendo mayor la disparidad en los contenidos de distribucién binomial y normal. Respecto
a su opinién, gran parte senalé que el uso de la calculadora facilité la comprension de los conceptos,
pues se observa sus diferentes representaciones (grifica y tabular) y disminuye la cantidad de célculos,
ademads promueve la participacién activa y la confianza en si mismo. Los autores concluyen que la
tecnologia es una buena herramienta para mejorar la comprension de la probabilidad en estudiantes
de bajo o alto rendimiento.

Por su parte, Tauber, V. Sanchez y Batanero, 2004 disenan e implementan una secuencia para la
ensenanza universitaria de la distribucién normal desde una perspectiva intuitiva, basada en el EOS.
Participaron 143 estudiantes universitarios espanoles que cursaban una asignatura de estadistica y
probabilidad, los cuales disponian de un software, papel y lapiz. Las respuestas a las actividades
evidencian dificultades en: interpretar la probabilidad como el drea bajo la curva normal; establecer
los porcentajes asociados a la propiedad +30; distinguir entre la distribucién empirica y tedrica;
e interpretar medidas de posicion; diferenciar los estadisticos de los parametros; interpretar los
valores de los coeficientes de curtosis y de asimetria. Entre las conclusiones se senala que para
la ensenanza efectiva del modelo normal se requiere como conocimientos previos: probabilidad,
distribucién estadistica, variable aleatoria y estadistica, medidas de dispersién y centralizacién, entre
otros.

También Hugues, 2005 elabora e implementa una propuesta para ensenar la distribucién normal a
nivel universitario. El disenio de la propuesta se fundamenta en la investigaciéon de Tauber, 2001,
asi queda constituida por una serie de actividades en las que se utilizan recursos como hoja de
papel y 1apiz y una hoja de cédlculo electrénica. Esta fue aplicada en 25 estudiantes mexicanos de
ingenieria y sus resultados muestran que ellos logran reconocer: vinculo entre los parametros de la
distribucién normal y la forma de su curva; las condiciones que deben cumplir los parametros de la
distribucién binomial para aproximarla a una normal; propiedades de la normal como su simetria. A
modo de conclusién se senala que los participantes manifiestan dificultad en trabajar la correccién
por continuidad.

Afios més tarde Alvarado y L. Retamal, 2010 disefian e implementan una secuencia para ensenar
en la universidad la aproximacién de la binomial por la normal (Teorema de Laplace De-Moivre)
fundamentados en el EOS. Participaron 104 estudiantes chilenos de una carrera de ingenierfa, quienes
finalizada la implementacion respondieron un cuestionario de evaluacién, donde sus respuestas
muestran sobre: medir elementos que afectan a una buena aproximacién del modelo binomial, un
16 % se equivoca al suponer una mayor precisién de esta en los valores extremos del modelo; evaluar
sensibilidad de los valores de los pardmetros, un 18 % responde de manera inadecuada, dado que
confunden las condiciones de los pardmetros n y p; y medir la aproximacién de la binomial a la normal,
el 60 % contesta mal debido a la falta de distincién del valor de n para calcular la probabilidad,
observandose el sesgo de insensibilidad al tamano de la muestra. Entre las conclusiones se afirma que
existen dificultades en realizar el proceso de estandarizacién y emplear la correcciéon por continuidad.
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3.2. Aprendizaje de la variable aleatoria y su distribuciéon de probabilidad

En este apartado se presentan investigaciones que abordan el estudio de la variable aleatoria y sus
distribuciones de probabilidad desde un dambito cognitivo. Su caracteristica principal es analizar
estrategias desarrolladas por estudiantes al afrontar situaciones-problemas, con el propésito de
identificar sus dificultades y/o errores, niveles de razonamiento, etc. Estos estudios se han llevado a
cabo tanto en los niveles educativos escolares como en el contexto universitario.

3.2.1. Aprendizaje de la variable aleatoria en la educacién escolar

Dentro del contexto escolar se han encontrado investigaciones centradas en observar el aprendizaje
de la variable aleatoria en estudiantes, como Garcia y E. Sanchez, 2013, quienes indagan el desarrollo
del razonamiento probabilistico en torno a esta (tipo discreta) y su distribucién de probabilidad,
sustentados en la taxonomia SOLO. Participaron 24 estudiantes mexicanos de grado 10 (15 a 16 afos),
los cuales debieron responder un cuestionario sobre un problema binomial. Los resultados se centran
en las representaciones graficas del modelo (grafico de frecuencias relativas y grafico de porcentajes)
y evidencian que: el 75% de los participantes en ambos gréaficos identifica el suceso aleatorio con
mayor probabilidad; y el 33 % representa bien la distribucién en los dos graficos, manteniendo en
ellos una proporcion de sus resultados. Entre las conclusiones se afirma que los estudiantes logran
reconocer que el valor central de la binomial posee mayor probabilidad que los extremos, aunque
ellos manifiestan dificultad en representar consistencia entre los dos gréficos.

Luego, Garcia, Medina y E. Sanchez, 2014 identifican componentes que caracterizan los niveles
de razonamiento que manifiestan estudiantes escolares al resolver una tarea sobre la nocién de
variable aleatoria (discreta) y su distribucién de probabilidad, baséndose en la taxonomia SOLO. Las
respuestas de 34 estudiantes de bachillerato (grado 9, 13 a 14 anos) y 46 de secundaria (grado 10, 15
a 16 anos) fueron analizadas y evidencian que globalmente tuvieron mejor desempefio los de mayor
grado. Por ejemplo, en relacion a la distribuciéon de probabilidad, gran parte de los participantes
reconoce que los valores de la variable aleatoria no poseen igual probabilidad, aunque el 59 % de
secundaria y el 52 % de bachillerato lo fundamentan en factores no probabilisticos. Asi se concluye
que el 41 % de repuestas provenientes de secundaria y el 12 % de bachillerato estdn influenciadas por
el sesgo de equiprobabilidad, es decir, suponer que los sucesos asociados a cualquier experimento
aleatorio o fendmeno incierto, poseen igual probabilidad (Lecoutre, 1985).

Paralelamente, Flores, Garcia y E. Sdnchez, 2014 indagan en secundaria el desarrollo del razonamiento
probabilistico en torno a la variable aleatoria y su distribucién de probabilidad, fundamentados en
la taxonomia SOLO. Para ello aplican a 69 estudiantes mexicanos de grado 8 (13 a 14 anos) una
actividad con apoyo de tecnologia, ademéas de un pre y post test de evaluacion. Entre los resultados
se observa sobre la relacién de la variable aleatoria con el espacio muestral, que gran parte de los
participantes, 82 % en el pretest y 54 % en el post test, manifiestan el sesgo de resultados aislados
cuando identificaban algunos valores de la variable o elementos del espacio muestral, obviando que
para analizar la probabilidad se considera una familia de experimentos aleatorios no Unicamente un
experimento. A modo de conclusién se afirma que el uso del software ayuda a disminuir razonamientos
erréneos, como el sesgo de resultados aislados, relativo a suponer que cada repeticion de un experimento
no estd relacionada con la anterior o posterior repeticién (Konold, 1989).

Por su parte Salazar, 2014 analiza en secundaria la construccién del concepto de variable aleatoria y
su distribucién de probabilidad con base a herramientas de la teorfa APOE (Accién, Proceso, Objeto
y Esquema) de Dubinsky, 1991. Para ello lleva a cabo un estudio de tres casos, cuyo primer caso estd
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integrado por cinco estudiantes chilenos de grado 9 (14 a 18 anos), quienes debieron responder a un
cuestionario. Los resultados revelan: reconocimiento parcial de la propiedad de la unién; falta de
comprensién de axiomas fundamentales (la probabilidad de un suceso toma un valor entre 0 y 1);
falta de reconocimiento de la variable aleatoria como una funcién; confusiéon entre los conceptos de
suceso y variable aleatoria; y falta de identificacion de la relacién entre los elementos del espacio
muestral y ntimeros reales. De esta forma, el autor concluye que los participantes no poseen una
comprensién profunda de la variable aleatoria y su distribucién de probabilidad.

Mientras que Guerrero, Batanero y Contreras, 2016 indagan en bachillerato el conocimiento sobre la
esperanza de una variable aleatoria discreta a partir de la resolucién de un problema. Participaron
63 estudiantes espafioles: 30 de grado 11 (16 a 17 afios) y 33 de grado 12 (17 a 18 afios). En general
los resultados muestran que los estudiantes del curso superior obtuvieron un mejor desempeno en
las preguntas sobre identificar el valor esperado de una variable aleatoria. Por ejemplo, en una de
las interrogantes, solo el 30 % de los participantes del menor curso respondié adecuadamente, a
diferencia del curso superior que logré un 57,6 % de respuestas buenas. Entre las conclusiones los
autores senalan que los argumentos incorrectos observados se vinculan principalmente al sesgo de
equiprobabilidad y céalculo de probabilidad.

3.2.2. Aprendizaje de las distribuciones binomial y normal en la educacién escolar

En el contexto escolar también existen estudios desde una perspectiva cognitiva acerca de los modelos
binomial y normal. Respecto al primero de ellos, Landin y E. Sanchez, 2010 y E. Sdnchez y Landin,
2011 proponen niveles de razonamiento probabilisticos para evaluar en bachillerato la resolucién
de problemas binomiales. Sus trabajos se fundamentan en los niveles de desempeno del estudiante
cuando responde una tarea, propuestos en la taxonomia SOLO, y en las componentes asociadas al
conocimiento de la distribucién binomial. Participaron 66 estudiantes mexicanos de grado 12 (17 a
18 anos), quienes recibieron una instruccién previa sobre tépicos de probabilidad y posteriormente
debieron resolver un cuestionario. Como resultado se obtiene una jerarquia de razonamiento en
torno al modelo binomial, compuesta por cinco niveles crecientes de complejidad (1. subjetivo, 2.
transicional, 3. cuantitativo-informal, 4. numérico y 5. abstracto), posible de adecuarse segin los
requerimientos especificos de una clase o necesidades de un investigador.

Posteriormente Landin, 2013 y E. Sanchez y Landin, 2014 describen el proceso en que escolares
conocen y aplican la distribuciéon binomial en la resolucién de problemas, empleando como sustento
tedrico la jerarquia para el razonamiento binomial (E. Sdnchez y Landin, 2011). Participaron 26
estudiantes mexicanos de grado 12 (17 a 18 afios), los cuales respondieron a dos cuestionarios. A
modo de conclusién se establece que, en el aprendizaje del modelo binomial, inicialmente el diagrama
de arbol facilita la comprension del concepto de combinatoria y la regla del producto, aunque para
avanzar en la mejora de su aprendizaje se requiere la aplicacién de estos ultimos dos elementos.
También se identificé que los problemas que mas dificulté resolver fueron, en menor medida los
relativos a combinatoria y comparacion de probabilidad, mientras que los mas complejos fueron los
vinculados a la regla del producto y calculo de probabilidad.

Del mismo modo, E. Sanchez y Carrasco, 2018 y E. Sanchez, Carrasco y Herrera, 2018 describen
en los escolares el razonamiento que manifiestan en la resoluciéon de problemas que requieren la
construccién de la distribucién binomial, centrandose en sus argumentos en torno a la variable
aleatoria, distribuciéon, combinatoria y variabilidad. Participaron 34 estudiantes mexicanos de grado
12 (17 a 18 afios) quienes respondieron dos cuestionarios. Los resultados evidencian dificultades
relativas a: calculo de probabilidades aplicando la funcién de distribucién acumulada; representar el
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espacio muestral de un experimento aleatorio por medio de un diagrama de arbol; y determinar la
probabilidad asociada a cada valor de la variable aleatoria, pues se aprecié el sesgo de equiprobabilidad.
Ademas, se reconocié que la comprensién de la variable aleatoria, combinatoria y regla de producto
son necesarias para lograr construir la distribucién binomial.

A diferencia de Van Dooren et al., 2003 que indagan la presencia del sesgo de linealidad en el
razonamiento de escolares al enfrentarse a situaciones que involucran la distribucién binomial. Para
tal efecto, elaboraron un cuestionario que aplicaron a 225 estudiantes belgas: 107 de grado 10 (15
a 16 anos) y 118 de grado 12 (17 a 18 anos). Los resultados evidencian que tanto los de mayor
grado (87,5 %) como los de menor edad (75,3 %), suponen la existencia de una relacién lineal entre la
probabilidad de un suceso y los parametros n, k o p. Esto se debe a que los participantes seleccionaron
como respuesta alternativas que muestran una disminucién o aumento de la probabilidad cuando
disminufan o aumentaban dos pardmetros involucrados, y manifiestan la relacién a través de palabras,
esquema o expresion algebraica, por ejemplo: P = %2 o variacién de esta. Asi se concluye la presencia
del sesgo de linealidad (De Bock, Verschaffel y Janssens, 2002) que consiste en asignar propiedades
de la funcién lineal a una situacion u objeto matematico que no es posible.

Sobre el aprendizaje del modelo normal en la escuela, son limitados los estudios existentes. En este
contexto Gonzalez y Ojeda, 2017 analizan la resolucién de un problema, para lo cual utilizan las
ideas estocasticas fundamentales de Heitele, 1975 y la herramienta del tridngulo epistemoldgico
de Steinbring, 2005. Participaron 26 estudiantes mexicanos de grado 12 (17 a 19 anos), de los
cuales el 31 % respondié adecuadamente, el 54 % incorrectamente y el 15 % no presenté respuesta.
Posteriormente se realizdé una entrevista a dos de esos participantes, uno que presenté respuesta
correcta al problema y otro que evidencié errores. En ella se constata que los estudiantes logran
realizar el proceso de estandarizacion, pero no vincularlo con la curva normal y explicar su significado.
De esta manera se concluye que existe una falta de reconocimiento del area bajo la curva que ha sido
estandarizada y comprensién del proceso.

A continuacién, Torres y Ojeda, 2018, indagan la comprensién de los conceptos requeridos para el
estudio de la funcién de distribucién normal, basados en las ideas fundamentales de Heitele, 1975 y
el tridngulo epistemolégico de Steinbring, 2005. Inicialmente cuatro estudiantes mexicanos de grado
12 participaron en la implementacién de una secuencia de ensenanza en torno al modelo normal
y posterior resolucion de un cuestionario de evaluacion. Luego dos de ellos, con mejor desempeno,
fueron seleccionados para una entrevista, observandose como resultado falencias en: distinguir entre
continuidad de la funcién y cambio de su concavidad, en un intervalo; y diferenciar entre media
aritmética y frecuencia de un valor de la variable aleatoria. Con respecto a esta ultima idea, los
autores concluyen que es posible que genere dificultad para comprender el rol de la desviacién estandar
v la media en dicha funcién de distribucién.

Por su parte, Valdez y Salinas, 2019 exploran en bachillerato la resolucién de problemas en torno
a la normal fundamentados en la taxonomia SOLO. Asi aplican un cuestionario a 53 estudiantes
de grado 12 (17 a 18 anos), organizados en dos grupos: 20 en el grupo A, los cuales aprendieron
mediante un software; 33 en el grupo B, quienes recibieron instrucciéon con un enfoque tradicional.
Entre los resultados obtienen una jerarquia de razonamiento en torno a la normal, especificamente
para los topicos de estandarizacién y cdlculo de probabilidad, cada una constituida por cuatro niveles
creciente de razonamiento (1. pre-estructural; 2. uni-estructural; 3. multi-estructural; 4. relacional).
Ademas, las respuestas al cuestionario manifiestan que en general el grupo B tuvo mejor desempeno
que el grupo A, dado que la mayoria de sus respuestas se clasifican en el nivel de razonamiento
maés alto (relacional). A modo de conclusion se afirma que existe dificultad en relacionar el drea
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bajo la curva normal con la probabilidad y se observa una correcta realizacién del procedimiento de
estandarizacién, aunque existe falta de comprensién en algunas de sus etapas.

3.2.3. Aprendizaje de la variable aleatoria en otros contextos

Dentro del ambito universitario se han encontrado importantes estudios sobre los procesos cognitivos
en torno al aprendizaje de la variable aleatoria. Algunos de ellos han sido desarrollados por Ruiz
y Albert, 2005 y Ruiz, Albert y Batanero, 2006, quienes se interesan en explorar el proceso de
construccién, concepciones y dificultades en torno a la variable aleatoria y su distribucién de
probabilidad, basdndose en la TSD (Brousseau, 1997). Participaron dos estudiantes mexicanos de una
carrera de ciencias sociales, los cuales respondieron en pareja un problema y luego fueron entrevistados.
Los resultados evidencian dificultades en: identificar la aleatoriedad en el problema, pues se intenta
crea una solucién determinista; reconocer que las probabilidades calculadas corresponden a valores
de la funcién de probabilidad; identificar a la variable aleatoria como una funcién; representar
graficamente su distribucién de probabilidad; y trabajar con una funcién discontinua, pues se asocia
a ella una grafica cuyo dibujo es continuo.

Después, Ruiz, Batanero y Arteaga, 2011 evalian la comprensién de la variable aleatoria y su
vinculacién con la variable estadistica, a través de la realizacién de un proyecto abierto, donde
participaron 101 futuros profesores espanoles de educacion primaria. Los resultados evidencian que
solo un 33 % de ellos logré analizar la distribucién de la variable estadistica y realizar inferencias y
obtener conclusiones parciales en relacién a la variable aleatoria, mientras que solo un 4 % de los
estudiantes pudo finalizar completamente el proceso de inferencia estadistica, constatandose que es
una tarea que les dificulta. A modo de conclusién los autores sefialan que existen inconvenientes
en el desarrollo de tareas sobre modelacion, lo cual en este estudio afecté en lograr vincular la
variable estadistica con la aleatoria. Ademds, se observé dificultad en el razonamiento en torno a la
variabilidad de la variable aleatoria.

A diferencia de Pérez y Parraguez, 2013 que analizan la comprensién y diferenciacién de los conceptos
de aleatoriedad y determinismo para la construccién de la variable aleatoria, usando la teoria APOE.
Por ello elaboran una descomposicién genética hipotética del objeto (esquema que describe la
comprensién y vinculo de diversos conceptos que requiere lograr un sujeto para construir un objeto
matemético). Con el propésito de validar esta descomposicién, disenan un cuestionario aplicado
a nueve futuros profesores de matematicas chilenos. Entre sus principales resultados afirman que
la diferenciacién entre los conceptos suceso y variable es fundamental, es decir, identificar qué se
estd investigando (suceso) y a través de qué caracteristica se hard (variable), pues si el estudiante
no comprende estos temas no lograra modelar una situacion-problema por medio de una variable
aleatoria.

Al mismo tiempo, F. Fernandez, Andrade y Sarmiento, 2013 disefian e implementan una secuencia de
ensenanza para la construccion del significado de variable aleatoria, fundamentados en la alfabetizacion,
razonamiento y pensamiento estadistico (Ben-Zvi y Garfield, 2004). Participé un grupo de futuros
profesores colombianos de matematicas, quienes respondieron a dos talleres, el primero sobre espacio
muestral y el segundo referente a la variable aleatoria. El andlisis a las respuestas muestra dificultad
en identificar el experimento aleatorio y expresar el espacio muestral de manera formal (utilizando
notacién de conjunto). Ademds, se evidencian errores como: asumir la equiprobabilidad del espacio
muestral; o visualizar los valores de la variable aleatoria como resultado de un experimento aleatorio.
De esta manera los autores concluyen que utilizar la variable aleatoria en la resolucién de problemas
sobre modelos probabilisticos fomenta su concepcién como magnitud aleatoria.
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Luego, Calandra y Costa, 2015 analizan en universitarios dificultades en torno a la variable aleatoria
(continua) y su distribucién de probabilidad, fundamentadas en la Teor{a Antropolégica de lo Diddctico
(Chevallard, 1999). Participaron 50 estudiantes argentinos de ingenierfa que cursaban una asignatura
sobre tépicos estocasticos. Inicialmente se analiza la manera en que se introducen los conceptos en
las guias de contenido y libros de texto del curso, cuyos resultados muestran discrepancias entre la
presentacién del contenido y los ejercicios propuestos. Por ejemplo, algunos libros destacan el vinculo
de los histogramas con la funcién de densidad, pero no se presentan problemas en que se refleje este.
Luego se aplica un cuestionario y sus resultados evidencian dificultades en: identificar la variable
aleatoria en el problema; resolucion mecéanica y descontextualizada; y falta de interpretacién del
significado de la funcién de densidad en el contexto del problema.

3.2.4. Aprendizaje de las distribuciones binomial y normal en otros contextos

También a nivel universitario existen estudios acerca de la comprensién de modelos probabilisticos. En
particular sobre el modelo binomial, Vilca, 2015 identifica errores al abordar un problema vinculado
a este, basdndose en el EOS. Para ello aplicé un cuestionario a 18 estudiantes peruanos (16 a 19 afos)
de una carrera de administracién. Los resultados muestran que: ninguno logré definir la variable
aleatoria involucrada en el problema; solo el 17 % determiné el recorrido de la variable aleatoria
discreta y el 33 % presenta errores en el lenguaje mateméatico al expresar este; el 22 % identifica
incorrectamente los valores de los pardmetros de la distribucién binomial (n y p); y el 5 % se equivocan
en la simbologia que utilizan para senalar estos. Asi, se concluye dificultad en reconocer tanto la
variable aleatoria como los parametros del modelo binomial.

Por su parte, Galicia, Néjera y E. Sanchez, 2013 indagan el razonamiento al resolver problemas
vinculados al modelo binomial, basandose en la taxonomia SOLO. Participaron 18 profesores en
formacién y 59 estudiantes mexicanos de grado 11 y 12 (16 a 18 anos), los cuales respondieron a
un cuestionario En general los resultados evidencian que los futuros profesores presentan un mejor
desempeno en comparacién a los escolares. Los autores concluyen que tanto el diagrama de arbol
como el enfoque de probabilidad clasica favorece la identificacién del modelo binomial en problemas
de distribucién, pero cuando el pardmetro n (nimero de ensayos) toma un valor grande, es decir
n > 8, se requiere la utilizacién de la regla del producto en vez del diagrama de arbol.

Mientras que Alvarado, Estrella et al., 2018 analizan intuiciones y heuristicas relacionadas a la
probabilidad, fundamentados en sus diferentes enfoques e ideas acerca del razonamiento probabilistico
de Tversky y Kahneman, 1980. Participaron 257 estudiantes chilenos de una carrera de ingenieria que
cursaban una asignatura de estadistica, los cuales respondieron a dos cuestionarios, uno al comienzo
y otro al final de esta. Los resultados muestran sobre la distribucién binomial que inicialmente el
7% de ellos responde bien, pero luego del proceso de instruccién se constaté una mejora de su
desempeiio (68,2 %). Ademds, se observé dificultades en definir la variable aleatoria, identificar el
modelo binomial y sus pardametros. Asi mismo se presento el sesgo de insensibilidad al tamano de la
muestra, que consiste en suponer que una muestra de tamano pequeno es igual de representativa en
las caracteristicas estadisticas que la poblacién donde surge (Tversky y Kahneman, 1971).

Luego, Toledo, Montenegro y Vicencio, 2019 analizan el razonamiento de profesores al abordar
problemas de probabilidad de tipo binomial, con base a la taxonomia SOLO. Participaron 63
profesores chilenos de matematicas quienes respondieron a un cuestionario que incluyé situaciones
equiprobables y no equiprobables. Los resultados muestran sobre la situaciéon equiprobable que,
el 68,25% de ellos responde bien, empleando el diagrama de arbol y la probabilidad clésica, y
solo el 7,98 % lo hace aplicando la binomial. En la situacién no equiprobable, el 32,75 % responde
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correctamente usando combinatoria y regla de Laplace o técnicas de conteo y solo el 14,29 % lo realiza
utilizando la binomial. Entre las conclusiones se destaca la utilizacién de la férmula binomial, aunque
no se aprecia el uso de un lenguaje formal, identificacién de sus pardmetros y definiciéon de la variable
aleatoria involucrada.

En relacion a la comprension de la distribucién normal en la universidad, autores como Batanero,
Tauber y V. Sanchez, 2001 abordan esta tematica, basdndose en el EOS. Para ello aplican a 55
estudiantes universitarios espanoles de diferentes carreras (educacién primaria, psicopedagogia,
psicologia o economia) un cuestionario y una prueba. Los resultados en el cuestionario muestran que
alrededor del 70 % respondié adecuadamente, aunque se observé que les dificulta: asociar a la normal
una expresion algebraica; notar que el modelo normal toma valores negativos y positivos; interpretar
el drea de un histograma de frecuencia; reconocer que el area total bajo una curva normal es igual a
una unidad; calcular valores tipificados e inversos; y distinguir entre la distribucién empirica (variable
estadistica) y tedrica (variable aleatoria). En las respuestas a la prueba se observaron dificultades en
torno a la normal, posteriormente constatadas por Batanero, Tauber y V. Sanchez, 2004, estas son:
interpretar los coeficientes de curtosis y de asimetria; identificar las condiciones que debe cumplir
una distribucion de variable aleatoria discreta para aproximarla a una normal; y comprender los
conceptos de pardametros y estadisticos.

Posteriormente Alvarado y Batanero, 2007 indagan la comprensién de la aproximaciéon binomial a la
normal fundamentados en el EOS. Asi disenan e implementan una secuencia de ensenanza y aplican
un cuestionario de evaluacién. Participaron 123 universitarios chilenos estudiantes de ingenieria y
sus respuestas evidencian errores como: confusién en la condicién de los pardmetros n y p para
la aproximacién (16 %); afirmar que en valores pequefios de n se obtiene una buena aproximacién
(5%); falta de reconocimiento de la relevancia de los valores de los pardmetros de la binomial para la
rapidez de su convergencia a la normal (31 %); suponer una mayor precisién en la aproximacién a la
normal en los valores extremos de la binomial (24,7 %); equivocacién en los limites de la correccién
por continuidad (21 %); y confusién con la expresién para calcular la varianza o media. Entre las
conclusiones se observa la presencia del sesgo de insensibilidad al tamarfio de la muestra (55 %).

A continuaciéon, Carpio et al., 2009 reconocen elementos que intervienen en la ensenanza y aprendizaje
de la normal con base a herramientas del EOS. Para ello aplicaron a 45 estudiantes peruanos de
una carrera de administracién y economia un cuestionario de evaluacion. Las respuestas de los
participantes muestran que les dificulta aplicar la propiedad de reproductividad (si se suman variables
aleatorias con distribucién normal se obtendra como resultado una variable distribuida normalmente),
y determinar la varianza y desviacion estandar en el proceso de estandarizacién. De esta manera se
concluye que el 35% de los estudiantes se equivoca al definir una nueva variable aleatoria usando
notacién de sumatoria.

A diferencia de Bansilal, 2012 y Bansilal, 2014 que explora en profesores la comprensién de la normal
por medio de la resolucién de problemas, fundamentada en la Teoria de Registro de Representaciones
Semidtica de Duval, 2006 y en la teoria APOE. Participaron 290 profesores de matemaéticas sudafri-
canos que imparten docencia en escuelas, quienes en el contexto de un curso de perfeccionamiento
respondieron a un cuestionario. Los resultados de las investigaciones muestran respuestas correctas
sobre: realizar un proceso de estandarizacién (27 %) ; llevar a cabo dos procesos de estandarizacién
(14%); y determinar un valor desconocido a partir de una probabilidad dada (16 %) logra obtenerlo
correctamente. Asi se concluye que los profesores poseen un conocimiento limitado de la normal
y se propone trabajar con un software que podria favorecer la observacién de sus propiedades en
diferentes registros de representacion.
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Ademés, Gonzalez, Ojeda y Palacios, 2018 analizan la comprensién de profesores sobre la normal,
con base en las ideas estocdsticas de Heitele, 1975 y el tridngulo epistemoldgico de Steinbring, 2005.
Participaron dos profesores de matemaéticas mexicanos con experiencia en docencia universitaria,
los cuales respondieron paralelamente un problema acerca de la normal y una entrevista. En los
resultados se observa que uno de ellos presenta inconvenientes en identificar el espacio muestral y los
valores de la funcién de densidad asociada al problema, mientras que, al otro le dificulta graficar la
normal estandar. Ademads, ambos no logran reflexionar sobre el proceso de estandarizaciéon. A modo
de conclusién se menciona que los participantes poseen problemas para diferenciar entre el significa
frecuencia y clésico de la probabilidad, vincular la expresion g + o con puntos de inflexion de la
curva normal y reflexionar en torno a los célculos llevados a cabo.

4. Conclusiones e implicaciones didacticas

En este trabajo se analizaron las principales investigaciones que reporta la literatura en el campo de
educacién matematica sobre la ensenanza y aprendizaje de la variable aleatoria y su distribucién de
probabilidad, tanto a nivel escolar como universitario. Por ello se constata que, se ha encontrado una
menor cantidad de estudios que abordan sus aspectos epistemolégicos y didédcticos (ensenanza) en
comparacion con los que tratan sus elementos cognitivos (aprendizaje).

En relacion al ambito epistemoldgico, se aprecian investigaciones que han identificado de manera
superficial elementos de la variable aleatoria (problemas, procedimientos, diferentes representaciones,
etc.) necesarios para su ensenanza en la escuela (Ortiz, 2002) y universidad (Ruiz, 2014). Respecto al
modelo binomial, dentro de lo que se ha buscado, no se han hallado estudios que entreguen directrices
sobre los elementos principales a considerar en su ensenianza. Contrario a lo ocurrido con la normal,
los resultados obtenidos son més alentadores, dado que se encontré detalladamente los elementos
fundamentales a incluir en su proceso de ensenanza, tanto en la educacién superior (Tauber, 2001)
como escolar obligatoria (Valverde, 2017).

Sobre los aspectos didacticos se descubrieron similar cantidad de trabajos dirigidos a la educacién
universitaria y escolar. Estos se centran principalmente en propuestas para la ensenanza superior
de la variable aleatoria (C.-K. Tan y C.-P. Tan, 2015; Kachapova, 2012; Kachapova y Kachapov,
2012; Kazak y Pratt, 2017; Maurer, Hudiburgh y Werwinski, 2020) y el modelo normal (Alvarado
y L. Retamal, 2010; C.-K. Tan y C.-P. Tan, 2015; Hugues, 2005; Tauber, V. Sanchez y Batanero,
2004). Ademads de la ensefianza a nivel escolar de la binomial (Alvarado y M. Retamal, 2014; Bill,
Watson y Gayton, 2009; Garcia-Garcia, Arredondo y Mérquez, 2018; Garcia y E. Herndndez, 2018).
Mientras que existe una menor cantidad de propuestas de instruccién en el contexto escolar en torno
a la variable aleatoria (Bizet y Ramos-Rodriguez, 2019) y la normal (Prado y Gravoso, 2011; Salinas,
Valdez y Salinas-Herndndez, 2018), lo mismo que ocurre en el d&mbito universitario con la binomial
(C.-K. Tan y C.-P. Tan, 2015).

Entre los trabajos de diseno de actividades se evidencié que el recurso de la tecnologia, por medio de
una calculadora gréfica o software de simulacién de datos, es el que ha permitido obtener un mejor
rendimiento de los estudiantes (Bill, Watson y Gayton, 2009; C.-K. Tan y C.-P. Tan, 2015; Garcia-
Garcia, Arredondo y Marquez, 2018; Garcia y E. Herndndez, 2018; Kazak y Pratt, 2017; Salinas,
Valdez y Salinas-Herndndez, 2018; Tauber, V. Sdnchez y Batanero, 2004). En este contexto se cree
importante elaborar actividades para abordar la variable aleatoria y su distribucién de probabilidad
a través de la modelizacién, que en términos de Garfield et al., 2008 hace referencia al uso de la
simulaciéon para generar datos, y estimacion de probabilidades mediante dispositivos aleatorios y
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herramientas de simulacién. Dado que podria favorecer la ensenanza de los temas analizados y
permitirfa vincular la variable estadistica (distribucién de datos) con la aleatoria (distribucién de
probabilidades), proceso importante para realizar inferencia estadistica informal, es decir, “forma en
que el estudiante utiliza conocimiento estadistico con el proposito de elaborar argumentos para apoyar
inferencias sobre poblaciones desconocidas, basados en nuestras observaciones” (Zieffler et al., 2008,
p. 44).

Dentro de los estudios desarrollados desde una perspectiva cognitiva, se hallaron alrededor de la misma
cantidad de investigaciones que abordan la comprensién de la variable aleatoria y su distribucién en
la educacion escolar y universitaria. En particular, se han encontrado importantes resultados sobre
el razonamiento probabilistico en torno a estos conceptos. Por una parte, en el contexto escolar los
niveles de comprensién del modelo binomial (Landin y E. Sdnchez, 2010; E. Sédnchez y Landin, 2011)
y modelo normal (Valdez y Salinas, 2019). Sin embargo, en la literatura indagada existen vacios que
serian importante investigar, por ejemplo, los niveles de comprensién tanto de la variable aleatoria
a nivel escolar y universitario, como de los modelos de distribucién en la educaciéon superior. Por
otra parte, hemos reconocido la presencia de los siguientes sesgos cognitivos en el razonamiento
de estudiantes: el sesgo de equiprobabilidad (E. Sédnchez y Carrasco, 2018); el sesgo de resultados
aislados (Flores, Garcia y E. Sdnchez, 2014); sesgo de linealidad (Van Dooren et al., 2003); sesgo de
insensibilidad al tamafo de la muestra (Alvarado, Estrella et al., 2018).

Asi mismo sobre los tépicos indagados constatamos a nivel escolar diversas dificultades como:
identificar el dominio de la variable aleatoria (Bizet y Ramos-Rodriguez, 2019) y su recorrido
(Garcia, Medina y E. Sdnchez, 2014), reconocer a la variable aleatoria como una funcién (Salazar,
2014); calcular el valor esperado de una variable aleatoria discreta (Guerrero, Batanero y Contreras,
2016); aplicar la funcién de probabilidad de la binomial (E. Sdnchez y Landin, 2014) y su funcién de
distribucién (E. Sdnchez y Carrasco, 2018); y comprender etapas del procedimiento de estandarizacién
y relacionar el drea bajo la curva normal con la probabilidad (Valdez y Salinas, 2019), etc.

Mientras que en los estudiantes universitarios ha sido posible verificar dificultades, tales como:
identificar la variable aleatoria como funcién y representar gréaficamente su distribucién de probabilidad
(Ruiz y Albert, 2005); vincular la variable estadistica con la aleatoria (Ruiz, Batanero y Arteaga,
2011); reconocer los pardmetros de la distribucién binomial (Toledo, Montenegro y Vicencio, 2019) y
determinar su recorrido (Vilca, 2015); interpretar la probabilidad como el drea bajo la curva normal
y establecer los porcentajes asociados a la propiedad £30 (Tauber, V. Sdnchez y Batanero, 2004);
diferenciar entre la distribuciéon empirica y tedrica y comprender los conceptos de pardmetros y
estadisticos (Batanero, Tauber y V. Sdnchez, 2001); reconocer las condiciones de los pardmetros n y
p para emplear la aproximacién de la binomial a la normal (Batanero, Tauber y V. Sdnchez, 2004) y
aplicar la correccién por continuidad (Alvarado y Batanero, 2007), etc.

A partir de este estudio, se ha constatado la relevancia de la variable aleatoria y su distribucién de
probabilidad dentro de la educacién estocéastica. Por consiguiente, es fundamental su inclusién en
todo curso béasico de estadistica y probabilidad. En su aprendizaje intervienen diversos conceptos
bésicos tales como: espacio muestral, funcién, suceso aleatorio, experimento aleatorio, etc., ademas
de involucrar los enfoques clasico y frecuencial de la probabilidad. Todos ellos son necesarios de
comprender previamente en la educacion escolar, pero para los estudiantes tienen sus dificultades
propias, que luego al integrarlos y relacionarlos requieren de un mayor esfuerzo cognitivo. El limitado
conocimiento de dichos elementos genera posteriormente dificultades en la comprension de la variable
aleatoria, distribucién binomial y/o distribucién normal, asi como también la presencia de sesgos
cognitivos en torno a estos topicos, los cuales se manifiestan desde finales de la educacion escolar,
durante la formacién universitaria y persisten en profesores de matematicas en ejercicio. Por tanto,
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es fundamental fortalecer la formacion docente en torno a los temas en cuestion, incluyendo sus
aspectos epistemolégicos, diddcticos y cognitivos, de esta manera proporcionarles las herramientas
suficientes para enfrentar con éxito la labor de su ensenanza.

También es necesario que la ensenanza considere los resultados de este estudio con el propésito de
insistir en la comprensién de la variable aleatoria y las distribuciones de probabilidad. Segun se
expuso en la introduccién las directrices curriculares espanolas (MECD, 2015) en el Eje Estadistica
y Probabilidad incluyen estos tépicos, enfatizando en las distribuciones binomial y normal, y la
aproximacién de la binomial por la normal. Aunque en este contexto, en bachillerato podria incluirse
abordar la distribucién empirica por medio de softwares de simulacién de datos para introducir
las distribuciones tedricas y relacionar ambas, de esta manera mostrar de forma empirica como la
frecuencia relativa convergen a la probabilidad tedérica. Ademas, ello permitiria vincular la variable
estadistica con la aleatoria, por medio de los enfoques frecuencial y clasico de la probabilidad, pues
como ha quedado de manifiesto la tecnologia provee recursos didacticos que favorece la comprensiéon
de los tépicos de interés.

Finalmente, la recopilacion de estudios enfocados en la comprensién de la variable aleatoria y su
distribucién de probabilidad, se cree que podria aportar a mejorar el proceso de su ensenanza y
aprendizaje, a la identificacién de dificultades en los estudiantes y al diagnéstico de los posibles
sesgos que ellos pueden manifestar. De esta forma, se espera que estos resultados contribuyan a
fortalecer el proceso de diseno instruccional llevado a cabo por el profesorado, con el fin de ayudar a
los estudiantes a subsanar dificultades potenciales en el aprendizaje de dichos temas.
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