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SOBRE LA ESTABILIDAD DE LA ECUACION
FUNCIONAL

flx+y) =) +F(y)

por BALTASAR R.-SALINAS

Si f es una funciéon real medible sobre la recta real R que satisface

[ = i (el -F f@)) i< e

para todo par de puntos z, y de R, HYERs (1) ha demostrado que existe
un numero real o tal que
| @) —ox|=¢
para todo z€ R. Esta cuestion habia sido planteada anteriormente por
Uram (2).
En este trabajo vamos a generalizar este resultado demostrando:

TEOREMA. — Dadas las funciones reales ¢ =0 y g, =0, sumables
sobre cada intervalo finito de R y tales que:

1. &@) = o(®) para x — oo

1 o7
2 gy = i 7[ gi()dt (< -+ ). .

I

1 %
&) 82*’_1im7 go(D)dt (< | o).

0 T Jo
Si f es una funcién real, medible sobre R, que satisface

1) | f@+7y) — (@ + [@) | =ea@) + &) + @+ 7)

para todo par de puntos x, y de R, existe un numero real o tal que

@) | @) — oz | = &x(@) -+ &1* + 5"

*) Hyers, D. H.: On the Stability of the Linear Functional Equation. Proc. Nat. Acad. Sci.

U. S. A, 27 (1948), pp. 222-224.
(®) Uram, S. M.: A4 Collection of Mathematical Problems. New York, Intersciencie Publishers,
Inc., 1960, pp. 63-65.
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para todo xc R y, por consiguiente,

(@)
(3) lim __

T —

T

Para demostrar este teorema vamos a probar antes el siguiente:
LEMA. — Si f es una funcion real, medible sobre R tal que
fo: [@=flarx —f@)  (@ch

es sumable sobre cada intervalo finito de R para todo ag¢ R, resulta

4) f[f(y <= 1) —«f(l‘)]dtt:fy[f(x O (dl

cualesquiera que sean los puntos x e y de B.

DEMOSTRACION. — Si f es una funciéon acotada resulta inmediata-
mente la igualdad (4) de

f [fg 8 —f()] dt— }(k dl—/;'(t)dt
9, J O

[f(t)dzL- f(t)dt:/.y[f(.t—:— t) —f(®)] di

Si f no es acotada y f, es la funcién definida en R poniendo

n  para f@) > n,
() — 3 fx) " para -—n =f(x) = n,
-—n  para @) < —mn,

para probar (4) es suficiente hacer n-— co en

@ [ byt D ] df:fy[/'n(l‘ RO @l

aplicando el teorema de LEBESGUE, puesto que

lim [f,(@ 4+ B — (0] —f@ + O — (D)
: n—

[ f @+ —F,® | =|f@+D—fd |
para todo par de puntos x y t de R.
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SOBRE LA ESTABILIDAD DE LA ECUACION FUNCIONAL

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. — Siendo
f.@) = | fla + x) —[(@) |
= | f(@) | +a@®) + al@) + elx + a),

f, es sumable sobre cada intervalo finito de R para cada a ¢ R. Por tan-
to, si aplicamos el lema precedente a f y ponemos

o @y = fx - g) — (@) + @),

tendremos

X *y
(6)) zf(y) +f ey, Hdt = yf(x) + / op(x,b)dt,

de donde resulta en virtud de (1) la desigualdad

e () i 1 % : %
©6) | fl) — D == je@dtl = | o@D dE
! e e lg| Jo
( i 2 *x +y
= |z | e1(y) +__j | a2t | 4 /'5331‘)(11‘[
|y | 1y | Jo lg]| :

1 7 1 &% i
-+ 5@ - — [al(l‘)dt -+ —/ go(t)dt .
Yo g

J %

Por tanto, como evidentemente se puede encontrar una sucesiéon {y, }
de modo que

[im

1 Yn
f e1(D)dl = g*
now Yn Jo

y f(y,)/y, sea convergente hacia un nimero real a para n— o, si toma-
mos y—y, y hacemos n— co en (6) se obtiene (2). Por consiguiente,

()
lim ! —a| =0
3 ;
. [@
lim — 0
zaw L
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CINEMATICA CUANTICA RELATIVISTA

por L. M. GARRIDO

FACULTAD DE CIENCIAS DE LA UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

CAPITULO III

PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE DE HEISENBERG

I. INCERTIDUMBRE E INCOMPATIBILIDAD

I valor esperado al medir experimentalmente un observable en un
conjunto de sistemas preparados idénticamente puede ser calculado cuan-
do conozcamos cual es el operador correspondiente al atributo, y el estado
en que los aparatos preparan al sistema. Pero para que los resultados ex-
perimentales, cuyo valor medio calculamos, coincidan exactamente con el
valor esperado obtenido algebraicamente, es preciso realizar infinitas me-
diciones del valor del observable,

A pesar de que de hecho no podemos repetir experimento alguno un ni-
mero infinito de veces, calcularemos mediante (2.110) la desviacién cua-
dratica media tan usada en los calculos estadisticos. Tal desviacién no co-
rrespondera a un error en la medida por no haber realizado infinitas me-
diciones, sino que serd consecuencia directa del caracter estadistico pecu-
Jiar de nuestro conocimiento del microcosmos, Llamaremos incertidumbre
Ay A; de A en el estado | ) a esta desviacién cuadratica media. Por
consiguiente:

A=Y ((Aj— (A))2) — V/(A2) — (A2) (3.1)

donde hemos simplificado la notacién no indicando explicitamente el es-
tado, Evidentemente, la incertidumbre de A, en uno de sus estados pro-
pios debe ser nula; es facil comprobar que asi es. La notacién completa es

Ag A=V TAZY, — (A))2, (3.2)

Ahora bien, cuando dos observables A, y B,, son incompatibles y, por
consiguiente, no conmutan, no existe estado que sea propio de ambos, ya
que si asi fuera serian compatibles. Por consiguiente, nunca pueden ser
AA y ABJ., nulas ambas para el mismo sistema. Este hecho va a ser uti-
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FISICO - QUIMICAS

lizado para expresar una cierta relaciéon entre incompatibilidad e incerti-
dumbre.
De la definicién de incertidumbre deducimos

. (AAD2 — (@1 | 1) (3.3)

donde definimos
I(P1>§(A1-—‘ <A1>)I(P>:‘Ts‘1 l(P> (3.4)
A=A —(A) (3.5)

De la misma forma podemos escribir la expresion correspondiente para
el observable B, e

(AB)? = ( @2 | @2 )_ (3.6)
|92) =B;— (By))| ¢) =B|p) (3.7)
B,=B;,— (B;) : (3.8)
y, por consiguiente, '
(AA)? (AB)? = (@1 | @1) (P2 s ) (3.9)

Utilicemos ahora la desigualdad de Schwarz valida para cualquier al-
gebra vectorial

(@1|91) (@2]|@2) = | (@1|P2)]|? (3.10)

cuya comprobacién es muy fécil si recordamos que | ;) y | @z) son vec-
tores. Evidentemente, el signo igual es valido cuando |@i) y |g2) son
paralelos, es decir, cuando se verifica

| @1) = 21 @2) (3.11)

donde ). es un parametro. El producto de las incertidumbres de dos ope-
radores no compatibles verificara

(AA)2 (AB)2 = | (1] @2)

Definamos ahora el conmutador iC,; de los operadores A, y B, el cual
no sera nulo puesto que no son compatibles

= (3.12) .

[A B,] —iC (3.13)

Se introduce la unidad imaginaria, i, para que el operador C, sea her-
mitico. Es facil ver que también se verifica

[A,B]] —=iC, (3.14)
El producto de dos operadores puede ser escrito en funcién de su con-

mutador y de su anticonmutador de la siguiente forma:

1
A B, —— {A B,] (3.15)
2
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con lo cual se tiene

el inaly 1
(AA1)3 (AB5)2 = H(_” {Av Bj} =k —_Clj) \12:
2 2

1 |
—(— {AL, B} Y2+ — (C))? (3.16)
9 4

La demostracion de este ultimo paso es muy facil de hacer. Los ope-
radores C;; y {A, B;} son ambos autohermiticos, por lo cual sus valores
esperados en cualquier estado son reales. Ahora bien, si (C;) y ( {A, B} )
son reales, la relacion (3.16) es inmediata,

Puesto que la incompatibilidad entre dos operadores esta esencialmen-
te determinada por su conmutador no nulo, tenemos

1
AAAB =G (3.17)
2

&

que es la relacion buscada entre incertidumbre e incompatibilidad. Tal
desigualdad es caracteristica de la Mecanica Cuantica y consecuencia di-
recta del Algebra de la Medida. 3

2. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

Supongamos que intentamos medir la coordenada X; de la posicién
de un electrén, el cual forma parte de un haz de electrones suficientemen-
te poco denso para que las interacciones entre los mismos sean desprecia-
bles. Si el haz se mueve en direcciéon paralela a X, para medir qué elec-
trones tienen un cierto valor de X; haremos que el plano X;——0O sea una
pantalla totalmente opaca a los electrones; en ella cortamos un orificio
M por donde podran pasar estas particulas, las cuales seran detectadas
detras por medio de placas fotograficas. El diametro del orificio M es una
medida de la incertidumbre, AX; con que conocemos la coordenada X; de
los electrones que llegan a la placa. Si M es suficientemente pequeno y ob-
servamos en la placa como van llegando los electrones, vemos que cuanto
menor es AX; mayor es la dispersion que sufren al atravesar el agujero;
no llegan a la placa a lo largo de la linea que paralelamente a X; pasa
por M, sino que mas bien presentan una conducta semejante a la de la
luz que sufre dispersion al atravesar orificios pequenos.

De hecho, si un electrén ha llegado a un cierto punto de la placa foto-
grafica, no podemos predecir dénde llegara el siguiente electron que atra-
viese M. Cuando muchos electrones hayan incidido en la placa, los impac-
tos formaran los anillos de dispersién que se estudian en éptica cuando

=iigas.




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

la luz atraviesa un orificio pequeno. Por consiguiente, vemos que los ex-
perimentos nos fuerzan a abandonar el concepto de trayectoria en Meca-
nica Cuantica, aunque, ciertamente, son compatibles con la idea de proba-
bilidad de que un cierto electrén recorra una trayectoria determinada.

X3

M
Xz

Ahora bien, si el electrén, al atravesar M no sufriera dispersion algu-
na, la componente P;, de su momento lineal seria nula. Si sufre dispersion,
lo cual, de hecho, ocurre cuando el didmetro de M es pequeno, el valor de
P, es desconocido. Asi, pues, si queremos conocer X, con pequena indeter-
minacién, el momento conjugado P,, aparece con gran indeferminacion.

Si, por otra parte, intentamos medir las posiciones de un mismo elec-
tron a intervalos At de tiempo, obtenemos resultados, que aunque inte-
riores a una pequena regién del espacio, estan distribuidos en esta re-
gién de una forma totalmente irregular. Cuando At tiende a cero los re-
sultados de mediciones adyacentes no tienden a formar una linea recta.
Y asi vemos que en Mecanica Cuantica no existe el atributo “velocidad de
una -particula”, definido como el limite del cociente del incremento de la
posicién por el intervalo de tiempo.

Mientras que en la Mecanica Cuantica podemos atribuir a un sistema
valores exactos de su posicion y de su momento, no ocurre asi para los
sistemas del microcosmos. Si fijamos las coordenadas, desconocemos to-
talmente el momento del sistema o viceversa. Este es un hecho experimen-
tal; pero también puede verse que las conocidas leyes de la o6ptica on-
dulatoria, de la electrodinamica..., estudiadas desde un punto de vista
meramente clasico, cierran el camino a una mediciéon exacta simultanea
de los pares de variables canénicas conjugadas.

Una descripeién completa del estado de un sistema fisico del macro-
cosmos para el que sean validos los puntos de vista clasicos necesita me-
dir cierto numero de pares de variables candnicas conjugadas. Pero para
el microcofmos esto no es posible. Una representacién completa de un es-
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tado de un sistema de microcosmos utiliza menor niimero de atributos:
en la Mecanica Cuantica son observables compatibles solamente uno de
cada par de variables canénicas conjugadas de la Mecanica Clasica.

Por consiguiente una variable generalizada de un sistema X, y su mo-
mento canénico conjugado P no conmutaran

[X5Rl—1'C (3.18)
donde C es un operador hermitico, relacién de la cual decimos que
APAX = |(C) | (3.19)

Podemos fijar el orden de magnitud de (C), obteniendo experimen-
talmente las incertidumbres que de hecho aparecen al medir wvariables

canonicas conjugadas de un sistema. Tal valor es % — donde h es

2
la constante de acciéon de Planck. Y asi Heisenberg escribio

C=—1iz (3.20)

de donde se obtiene inmediatamente la relacion fundamental que liga
operadores canonicos conjugados de la Mecanica Cuantica.

X P iig (3.21)

Y por consiguiente

AP.AX > (3.22)

I\D‘N

La relacién (3.22), expresion del principio de incertidumbre, es conse-
cuencia de mediciones experimentales; de ellas deducimos el orden de
magnitud del conmutador de los observables correspondientes a pares de
variables canénicas conjugadas.

La relacién entre incertidumbre e incompatibilidad, estudiada por pri-
mera vez por Heisenberg, permite establecer una relacién entre Mecanica
Clasica y Cuantica, llamado Principio de Correspondencia, ya que la Me-
canica Cuantica ha de dar la Mecanica Clasica en el limite en que 7% sea
cero, es decir, para los sistemas muy grandes respecto al cuanto de ac-
cion de Planck. Para estos sistemas grandes la relacion (3.21) se escribe

B Xi=—i@ (3.23)

Y, por consiguiente, pares de variables conjugadas son compatibles en la
Mecanica Clasica como es bien sabido.

Este mismo Principio de Correspondencia permite también la opera-
cién inversa, o sea, “cuantificar” la Mecanica Clasica. Supongamos que
hayamos de estudiar un sistema fisico cuya accién sea del orden de 7z y al
que, por consiguiente, haya de aplicarse la Mecanica Cuantica. Para de-
terminar cuales son los observables que hemos de utilizar plantearemos
el problema como la hariamos si fuera valido aplicar la Mecanica Clasica,
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y determinaremos los pares de variables conjugadas. El paso a la Meca-
nica Cuantica lo hacemos considerando que esas variables conjugadas son
operadores que satisfacen la relacion (3.21).

No se crea, sin embargo, que esta correspondencia entre ambos pun-
tos de vista —clasico y cuantico—, existe siempre, pues hay algunos as-
pectos, tales como la distinguibilidad entre los sistemas, que son totalmen-
te diferentes en ambas Mecanicas. Pero a su vez este Principio de Co-
rrespondencia tiene un significado mucho mas profundo que el de ser
una mera regla practica para construir la Mecanica Cuantica; parece in-
dicar una dependencia de esta tultima del punto de vista clasico. Asi es,
ya que es imposible hablar de Mecanica Cuantica sin la existencia de sis-
temas fisicos para los que no sea valida; estos “sistemas clasicos” son
los aparatos con que realizamos el proceso de medida.

El término Mecanica Clasica lo utilizamos aqui para indicar la meca-
nica de los cuerpos del macrocosmos. Si intentaramos construir la Meca-
nica Cuantica a partir de la formulacion mas general de la clasica por
medio del Principio de Correspondencia, utilizariamos la Mecanica Clasi-
ca Relativistica como modelo a partir del cual se formulara una Mecanica
Cuantica también covariante relativista, de acuerdo con las ideas de la
Relatividad Restringida que fueron presentadas en el capitulo primero.
No se ha construido aiin una Mecanica Cuantica de acuerdo con las ideas
de la Relatividad General. Sin embargo, una Mecanica Cuantica Relati-
vista mezcla los aspectos cinematicos y dinamicos de toda mecanica,
motivo por el cual no es conveniente pedagdgicamente comenzar pre-
sentando el caso mas general® Ademas, algunos aspectos relativistas de
ia Mecanica Cuantica exigen una presentacion mas cuidadosa que la ex-
puesta aqui del Algebra de la Medida. Por consiguiente, comenzamos con
la formulacién no relativista de la Mecanica Cuantica, indicando en al-
gunos casos como se pueden incluir los aspectos relativistas. Y asi, lo
expuesto mas arriba justifica las relaciones de incertidumbre de una
coordenada X, de un sistema y de la componente correspondiente P, del
momento lineal mientras que las de energia y tiempo han de ser dedu-
cidas mas adelante a partir del principio dinamico.

3. SOPORTE CONTINUO

Vimos en (2.96) como los valores propios de un observable, obtenidos
cxperimentalmente, eran los valores propios de un operador. Pero no se
estableci6 que tal correspondencia entre los resultados experimentales y
las soluciones de (2.96) fuera biunivoca. Estudiamos ahora algunos ca-
sos particulares.

Las relaciones (3.21) de conmutacién de variables canénicas conjuga-
das implican ciertas condiciones sobre las dimensiones de nuestra Alge-
bra y sobre el espectro de valores propios de los operadores que contie-
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nen. En efecto, consideremos dos operadores observables, P y X, que sa-
tisfagan la relacién

[P, X]l——11% (3.24)
Tomando trazas de ambos miembros llegamos a
"t PX— trXP——i% N (3.25)

puesto que tr [N, el nimero de dimensiones de nuestra Algebra. Aho-
ra bien, si introducimos la representaciéon matricial de los operadores

te PXie > S ¢ab [P a%) ia% | X | ab) (3.26)
B @
mientras que
trXPe—3> 3 (a*|X|ab) (ab [ P | a%) (327
a p

Ambas trazas s6lo difieren en el orden en que realizamos la sumacién
doble; si N fuera finito, los valores de las mismas serian iguales. Puesto
gue segun (3.25) no pueden ser iguales, el Algebra de la Medida tiene in-
finitas dimensiones. En este caso, las sumas son series y ya no podemos
invertir el orden en que las realizamos, a no ser que sean uniformemen-
te convergentes. Luego para dos observables, en general, se tendra

tr PX == tr XP (3.28)
Supongamos la existencia de un estado propio del operador X
XGlx O — ot [ X% (3.29)

v supongamos que tenga sentido la operacién de P sobre |x*); eviden-
temente se tiene

(I - igP) X

x#) = x* (I +ieP) | x*) (3.30)

Por medio de la relacion de conmutacion (3.24) de los operadores P
v X la ecuacion anterior se convierte en

X4 ieP) [x*) —sk

x*) | xHI 4 ieP) | x*) (3.31)
Ahora bien, suponiendo que & es muy pequeno, (3.31) es equivalente a
X(I'| ieP) | x*) = x*—ek ) I ieP) | x%) (3.32)

Luego si X tiene un valor propio x* también tiene otro valor propio
x*—¢fi tan préximo a él como se quiera. Por consiguiente, si los esta-
dos (I + ieP) | x*) =|x*— g#) existen, el espectro del observable X no
solamente tiene infinitos valores propios, sino que su espectro es continuo.

Para describir la realidad fisica no necesitamos una infinidad tan
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grande; seria suficiente un niimero infinito, pero numerable, de valores
propios, ya que, segiin indicamos, el continuo carece de sentido fisico,
ningtin experimento de medida puede llegar a diferenciar los puntos del
continuo. Ciertamente no tendremos inconveniente de utilizarlo como lo
hacemos en la Mecanica Clasica. Pero espacios de un numero infinito

numerable de dimensiones son esencialmente distintos de espacios de un -

numero infinito no numerable de dimensiones y el paso al limite, en este
caso, puede modificar esencialmente el sentido fisico del Algebra de la
Medida. Ambos espacios no son isomorfos.

En la Mecanica Clasica usamos el continuo; pero no manejamos es-
pacios de un numero no numerable de dimensiones. De hecho casi todo
puede ser expresado en un espacio cartesiano, de tres dimensiones. El
continuo aparece como el soporte de ciertas funciones, por ejemplo la
corriente eléctrica j(x), que representa la realidad fisica. Pero no en-
tran en nuestros calculos un nimero no numerable de funciones,.

De forma semejante en la Mecanica Cuantica utilizamos el continuo
como el soporte de un numero numerable de funciones que seran las
funciones de onda. Este espacio funcional puede ser isomorfo con el Al-
gebra de la Medida, El soporte que introducimos serd el espacio con-
tinuo de tres dimensiones. A partir de ahora X, (j =1,2,3) seran para-
metros que de alguna forma daran las posiciones del sistema en el
espacio. Pero no implicaran que habiendo medido la posicién de una
particula, o sea, el observable X; hayamos obtenido el valor x;, En los
parrafos 31ou1entes veremos cual es el significado de medir Ia posicion
de una partlcula en este espacio.

Nuestra dificultad surge por haber hecho la eleccién (3.20). Los datos
experimentales dan el orden de magnitud del operador Cr, pero no nos
obligan a hacer que tal operador sea multiplo de la unidad; si no lo hu-
biéramos elegido multiplo de la unidad es de esperar que hubiéramos ob-
tenido una cuantificacién del espacio.

Sin embargo las reglas de conmutacién de observables canoénicos con-
_]llﬂ'adOS (3.21) tienen que ser, si no son totalmente ciertas, una aproxi-
macién muy buena de las verdaderas, ya que con ellas obtenemos con-
secuencias de acuerdo con la realidad. El mismo Heisenberg mantiene
que la Mecanica Cuantica conocida hoy en dia es una aproximacion de
otra Mecanica méis perfecta y defiende también la existencia de una
longitud elemental, el cuanto de espacio, que limita la validez del pre-
sente formulismo. De la misma forma que la Mecanica Cuantica se con-
vierte en clasica para sistemas cuya accién sea grande respecto a 7 se-
gun (3.23), la futura Mecanica Cuantica degenerara en la formulacién
actual para sistemas que sean mayores que ese cuanto de espacio. Pero
desconocemos el valor de tal longitud y la forma de modificar nuestro
formulismo para incluirlo.

Para terminar este apartado, diremos que la demostracién de la exis-

tencia del espectro continuo es heuristica, como veremos al estudiar el
espectro del momento angular.

:




=
-
3

BRI i S A i+

RuvBlebosA - T FA Ve ISTaT A

CA LN E M A TG A CaUs AN =T e G- A

4, ESPACIO DE HILBERT. PAQUETE DE ONDAS

En el capitulo segundo hemos logrado establecer una relacién entre
los estados fisicos de un sistema y los elementos de un espacio al cual
llamaremos ahora espacio de Hilbert. Es un espacio vectorial, métrico,
completo, de infinitas dimensiones. El caracter vectorial se obtuvo al
estudiar el cambio de representacion de los simbolos que correspondian
a cada estado fisico; al introducir el producto escalar entre estos vecto-
res —elementos— aparecié su caracter métrico; el principio de superpo-
sicion (2.103) segun el cual cualquier elemento puede ser escrito como
una combinacion lineal de un sistema completo de elementos ortonorma-
les —vectores unidad— del espacio, justifica el apelativo de completo que
le hemos dado; y el principio de indeterminacién de Heisenberg indico
la necesidad de que tal espacio contuviera un numero infinito de ele-
mentos linealmente independientes, es decir, que su numero de dimen-
siones fuera infinito. ‘

Ahora bien, para representar la realidad fisica solo necesitamos un
niimero numerable de dimensiones. Al espacio de Hilbert que cumple
esta ultima condicién le llamaremos espacio de Hilbert propio o sepa-
rable. Podemos enunciar uno de los postulados fundamentales de la Me-
canica Cuantica: existe una correspondencia biunivoca entre los elemen-
tos del espacio de Hilbert propio y los estados de los sistemas fisicos.
Este postulado permite oira forma de presentar la Mecanica Cuantica;
cn efecto, pudimos haber introducido axiomaticamente el espacio de Hil-
bert propio, y luego presentar una interpretacion fisica de! mismo con
ayuda del postulado anterior.

La ecuacion de valores propios (3.29) cuando el espectro —soporte—
es continuo, no puede ser safisfecha en el espacio de Hilbert propio ya
que por definicion este ultimo no es suficientemente grande. Por consi-
guiente, en el espacio de Hilbert propio hay que tratar el espectro conti-
nuo y el discreto de forma totalmente diferente, con lo cual se pierde la
unidad formal de la exposicién, ya que no existe razon fisica alguna por
la que el medir la posiciéon de un sistema sea una operacién esencialmen-
te distinta de la que mide su momento angular, por ejemplo. Dentro del
espacio de Hilbert propio muchas de las propiedades atribuidas a los ope-
vadores y a los vectores y funciones de onda no son ciertas para el caso
de espectro continuo. Y asi, al no existir en él estados unidad que satis-
fagan

X

30— xelixe)

tampoco podriamos hablar de una funcién de ondas en representacion
| x) definida mediante el producto escalar

o) = (x|9) (3.33)

por lo cual habriamos de presentar otra forma de tratar con las funcio-
nes de onda para espectro continuo.

e
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A fin de mantener todas las relaciones y definiciones introducidas al
presentar el Algebra de la Medida, utilizamos un espacio de Hilbert im-
propio o no-separable, permitiendo que contenga un numero infinito no-
numerable de dimensiones. En tal espacio es posible la ecuacion de valo-
res propios (3.29) para espectro continuo, y, por consiguiente, los opera-
dores de espectro continuo podran ser tratados formalmente como lo hi-
cimos en el capitulo segundo. El espacio de Hilbert no separable es, sin
embargo, impropio, aunque muy conveniente, pues es demasiado grande
para corresponder a la realidad fisica; no todo elemento del espacio de
Hilbert no-separable representa un estado fisico del sistema.

En lo que sigue manejaremos el espacio de Hilbert impropio, puesto
que permitira utilizar formalmente el Algebra de la Medida tal como fue
presentada; pero hemos de aprender a construir elementos del mismo que
tengan sentido fisico.

Supondamos que intentamos medir el atributo X cuya ecuacion de va-
lores propios (3.32) da espectro continuo; interpretaremos estos valores
propios, x, como parametros, como soporte, para describir la realidad fi-
sica. Hacemos corresponder cada valor de x con cada punto de una recta
de longitud infinita, y luego dividimos esta recta en intervalos de longi-
fud dx finita, tan pequena como se quiera. El conjunto de tales interva-
los es. numerable y, consiguientemente, podemos atribuir un nfiimero en-
tero a cada intervalo.

e X n-1, N+ =

el | Eilie
e |

Medir la posiciéon del sistema equivale a medir en cual de esos inter-
valos se halla; sl nuestros aparatos son muy precisos dx es muy peque-
no, pero nunca podra ser cero. Llamaremos | x, ) el estado del sistema que
se halla en el intervalo n. Un sistema del cual no sabemos con toda cer-
teza en qué intervalo se halla, esta en un estado | @) dado por el princi-
pio de superposicion

oy —Ex ¢ (3.34)

n

donde la funcion de ondas
e (x) = (x,|9) (8.35)

es la amplitud de la probabilidad de que tal sistema esté en el intervalo n.

Para dx suficientemente pequeno, es evidente que tal probabilidad ha
de ser proporcional a la longitud dx del intervalo. De este supuesto apren-
demos la forma de construir los estados l\ ), con sentido fisico, a partir
de los |x), que no lo tienen.

| %, )=V dx |x) (3.36)

g
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para dx suficientemente pequefio. El principio de superposicién se escri-
bira, al convertir la serie en integral, de la siguiente forma:

|o)= [ @ (x)dx |x) .(3.37)
«donde la funcion ¢ (x) es :
@ =(x|@) (3.38)

que llamaremos funcién de onda para operadores de espectro continuo,
aunque, en verdad, difiere de (3.35) en el factor 1/ dx. Para obtener esta-
dos fisicos hemos asociado los elementos del espacio de Hilbert impropio
de la forma expresada en (3.37), es decir, hemos formado *“paquetes™ de
estados impropios.

El operador unidad se escribird asi:

I [ [x)dx (x| (3.39)

%

Jo cual indica la manera cémo generalizar todas las relaciones del Alge-
bra de la Medida con solo afirmar que las sumas que aparezcan respecto
a los indices de valores propios de operadores de espectro continuo, se con-
vierten en integrales respecto al parametro correspondiente.

La relacion de ortonormalidad (2:32) que en el caso de espectro discre-
to se expresa mediante la delta de Kronecker tendran en el espacio de
Hilbert impropio un sentido distinio cuando tratamos con operadores de
.espectro continuo. En efecio, a partir de los estados fisicos |x,) forma-
dos por paquetes de estados impropios tenemos

< Xm }‘( xn ‘ :6111,n (3—“))
0 también
\ a\’ X q
(¥ | x)= —— (3.41)
. dx

cuyo significado es evidente. El producto (x'|x) sera nulo si x' - x;
esto sera asi siempre que dx=%o. Pero sl queremos estudiar el caso
x — x/, hemos de hacer dx ~ o y entonces (x’|x) es infinito. Escribimos

G e =W =) (3.42)

introduciendo la llamada delta de Dirac cuyo valor es cero para x'z=X
¢ infinito para x’ = x.

Puesto que las sumaciones sobre indices de espectro discreto se con-
vierten en integrales para el caso continuo, la propiedad siguiente de la
delta de Kronecker

> f(a%) 3, = f(@P) (3.43)
a

=10

—

-
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se traduce en
fw f(x) dx d(x — x') — £ (x) (3.44)

Como caso particular se tiene

(o0}
dxd(x —x/) =1 (3.45)

— ©0

De la misma forma en que (a2 |aP) — 3§, 5 es la funcién de onda de
|aP) en su misma representacién, (x'|x) =dx" —x) puede ser inter-
pretada formalmente como una funcién de onda impropia del estado im-
propio |x) en su misma representacién, Sin embargo, aunque tal delta
de Dirac sea impropia, ya que no corresponde a situacion fisica alguna, la
manejaremos en nuestros calculos siempre que sepamos interpretar lue-
go los resultados obtenidos y extraer de ellos su contenido fisico, para
lo cual bastaria construir paquetes de ondas (de estados impropios).

La definicion (3.836) pueéde ser considerada como un caso particular
de (3.37) en el caso en que ¢ (x) sea nula fuera del intervalo

5 Ax = Ax
e ]
Entonces (3.37) se convierte en
b Ax
|9)= | o0& dx|x) (3.46)
. Ax
x_...
)

Ahora bien, si Ax es pequerio, | @) sera el estado en que sabemos com

certeza que el sistema se encuentra alrededor de x, es decir, |q) — | x, )
si x esta en el intervalo n. Entonces
]cp}: !Xn>:(p(x) dx]x‘) (3.47)
sin olyidar que Ax o~ dx, es decir,
: 1
pEx)i———= (3.48)
V dx
y la relacion de normalizacién (3.40) es
(X | X ) =dx G —x) =3, , (3.49)

expresiéon simbélica que debe ser interpretada también como el limite de

—920 —
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(3.45), segtin la cual, una vez hechos los calculos necesarios para resol-
ver un problema determinado, la funcién delta §(x’ —x) debe ser subs-

) : =i
tituida por % , donde dx es la imprecision con que de hecho hemos
X

medido el valor del atributo X.

En general, tendremos mas de un observable de espectro continuo. El
soporte espacio-tiempo con el cual construimos el espacio de Minkowski
siempre aparecera en los estudios de la Mecanica Cuantica. De la misma
forma que en (2.19) definimos la delta de Kronecker correspondiente a un
conjunto completo de observables, hemos de introducir aqui una delta de
Dirac mas complicada que también sera producto de deltas de Dirac. Y
asi, si ahora X —X,, j=1,2,3, es un punto universo (con cuairo compo-
nentes) la correspondiente delta de Dirac sera:

3 —x) =03y —x4) 6kx’2 —X,) (X3 — X3) (3.50)

Para que un vector estado tenga sentido ha de ser normalizable a uno;
tal hecho se expresaba diciendo que su médulo ha de ser finito. Para el
caso de soporte continuo la funciéon de ondas (3.38) ha de ser cuadratica-
mente integrable y verificar .

f = @* (%) dx @(x) < oo (3.51)

— 00

si ha de representar situaciones fisicas.

5. DISTRIBUCION DELTA DE DIRAC

Hace ya mas de medio siglo que Heaviside (1) introdujo sus reglas
para el calculo simbdlico. Con ellas, mediante calculos matematicos poco
rigurosos y muy audaces, obtenia soluciones validas de problemas fisicos.
Después Dirac (2) presento su famosa delta que contenia ideas ain mas
inaceptables para los matematicos (3) pero cuyos resultados estaban jus-
tificados por su éxito. Cuando tal situacién contradictoria aparece, nace,
generalmente, como consecuencia de la misma, una nueva teoria mate-
matica que justifica y da rigor al lenguaje de la Fisica; tales contradic-
ciones aparentes son importantes fuentes de progreso.

L. Schwartz (3) ha conseguido formular una sintesis por medio de su
“Teoria de Distribuciones” que engloba de una forma a la vez sencilla y
matematicamente rigurosa todos los resultados obtenidos por los fisicos.
Para ello ha tenido que generalizar los conceptos de funcién y medida, y
presentar una buena definicion de derivada aplicable a estos nuevos do-

(1) Heavisipe, «ON OPERATORS IN MATHEMATICAL PHYSICS», Proc. Roy. Soc. 52, 504
{1893) y 54, 105 (1894).

(2) P. A. M. Dirac. — «THE PHYSICAL INTERPRETATION OF QUANTUM DYNAMICS». — Proc.
Roy. Soe. 113 621 (1926). '

(3) L. ScEWARTZ. — <Theorie des Distributions», I y II, Paris, Hermann & Cie. — 1950, 1951.
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minios matematicos. Pero, desgraciadamente, todas las partes de su tra-
tado requieren cierto conocimiento de la topologia general y del analisis.
funcional. Nos limitaremos, pues, a estudiar las propiedades de la distri-
bucién delta de Dirac heuristicamente, utilizando métodos semejantes a
los usados por Dirac inicialmente aunque sabiendo que los resultados que
obtengamos son validos, y estan libres de la critica de Von Neumann (4),
pues pueden ser demostrados rigurosamente (5).

La delta de Dirac es una generalizacion de la delta de Kronecker para
el caso de soporte continuo; d(x) es nula para todo x excepto para x — o,
punto en el que se hace infinita, de forma que se verifique la relacién fun-
damental :

» 0
/ dx f (x) d (x) = (o) (3.52)
J — 0

supuesta la existencia de (o).

Las propiedades que vamos a atribuir a la distribucion delta seran
obtenidas operando formalmente bajo el signo integral; y solamente bajo
el signo integral tendran por consiguiente auténtica validez.

Asi, por ejemplo, decimos que d(x) es par porque se verifica
@» .
f dxf(— x) d(x) = f(o0) (3.53)
— o0

Cambiando x s — x se convierte en

j i) D)= () (3.54)
—

que comparada con (3.53) nos lleva a la conclusiéon de que
(%) == 0(— x) (3.55)

Puesto que f(o) existe ha de ser acotada. De

® o
/ dx xf(x) 6(x) —o (3.56)
deducimos e i
Xd(X) =—o (3.57)

Si en (3.52) hacemos el cambio x < Ax llegamos a

(0]
f 3] dx £0x) 30h%) — £(0) (3.58)
— 0
. @) J. von NeumaN. — <«Fundamentos Matemdticos de la Mecdnica Cuédnticas. — Trad. R. Ortiz-
C.S.I.C. 1949.
(5) Rigurosamente la delta de Dirac es una medida y no una funcién, mientras que su derivada es

una distribucién y no una medida.
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y, por consiguiente,
puesto que la delta es par.

De forma semejante podemos justificar las siguientes propiedades de
mucha aplicacion en los calculos necesarios para los estudios nucleares.

f(x) d(x — a) — f(a) d(x — a)
Bx —12) -:_‘7 11 {6 — M S £ D} (3.60)
Introducimos ahora la derivada de la delta de Dirac mediante
® 0
j dxf(x) §'(x) —— (o) (3.61)
— 00

donde f'(o) es la derivada de f(x) respecto a x en el origen. Justificamos
esta definicion integrando formalmente por partes la relacion (3.52), con
lo cual queda

0 2 (%)
f dxf/(x) d(x) :[ f(x) B(X)] —[ dxf(x) §(x)
— o0 » J =— 00

ECZ)
= — f dxf(x) §/(x) (3:62)
— C0

pero la distribucién derivada 3(x) no debe ser interpretada con el signi-
ficado que damos a la derivada de una funcién diferenciable. Establece,
sencillamente, una relacién cuya demostracién rigurosa sale de los limi-
tes de este tratado.

Mediante la igualdad

[ ) e e — ) (3.63)
deducimos e

x9'(x) - (%) =0 (3.64)

que puede ser obtenida también derivando (3.57).
La funcion paso de Heaviside g(x) se define haciéndola idénticamente
nula para argumento negativo e igual a uno para argumento positivo
0 X<Lo
£(x) — (3.65)
1 XSSS10

Evidentemente, se verifica la siguiente relacion

¥/
f dxd(x) —¢ (y) (3.66)

— 0

—23 —
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que puede ser interpretada formalmente diciendo que la derivada de la
funcién de Heaviside es la delta de Dirac

e'(y) = 3(y) (3.67)

La delta de Dirac admite representaciones que son el limite de fun-
ciones ordinarias. Tales expresiones sélo adquieren sentido bajo el signo
integral; y la forma de justificar su validez nos muestra como hemos de
utilizarlas en los casos practicos. Asi, por ejemplo, escribiremos

el e
e—>0 w &2 x?

(3.68)

cuyo significado aparece al calcular

I::f dxf(x) §(x) — lim ﬁlﬁ d\f(\) = A
—o 20 T g2 Ex2

1 1 :
— lim —— [ dtf(st) (o) == — f(o) (3.69)
e >0 T 1} 2 1 - {2

después de hacer el cambio x—¢t. Esta forma heuristica de justificar
(3.68) indica que hemos de hacer primero las operaciones algebraicas su-
poniendo g=4o0 y luego pasar al limite.

Otro ejemplo que resultardA muy practico es

T
SE) T ezt dt (3.70)
Tw0 2 |

Evidentemente tal limite no existe; pero sin embargo vamos a darle sen-
tido. Antes de pasar al limite se tiene

T T

! etedt S0 X (3.71)

2 SpEp X

y entonces la integral I es
I— [ dxf(x)t‘)(x) S [SR dy f( nt i PE
T-0) 4L Ty :‘
:f(o)[m dy 22V e (3.72) '
Dy Ty

A-pesar de que hemos llamado impropio el espacio de Hilbert no se-
parable, porque carece de sentido fisico, hemos de advertir que tnica-
mente por medio del contenido total de experiencia y teoria fisica pueden
ser definidos de una manera apropiada los conceptos en Fisica. Niels

—9dns
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Bohr cree que cualquier intento para definir rigurosamente los conceptos
fisicos viola necesariamente su verdadero significado fisico. Por consi-
guiente el deseo del matematico de una presentacién deductiva de la teo-
ria fisica no puede en principio ser satisfecho. La Fisica no puede olvidar
que la imagen que presenta del mundo real es obra del hombre, capaz
de ser perfeccionada. No existe teorema alguno que demuestre que tal
imagen es necesaria y suficienie; mas bien creemos lo contrario. Por esto
el postulado enunciado segiin el cual el espacio de Hilbert separable es
el “propio” para representar la realidad fisica puede ser revisado cuando
se logre presentar una teoria coherente de la Fisica Nuclear ultra-rela-
tivisla.

6. REPRESENTACION DE MOMENTO Y DE COORDENADAS

Evidentemente puesto que operadores canoénicos conjugados no con-
mutan, cada uno de ellos ha de estar incluido en distinto conjunto com-
pleto de observables compatibles dando origen a distintas representacio-
nes del sistema fisico. Aqui “representacion” es utilizada en el sentido
de determinacién o medida de los atributos del sistema. En particular po-
demos hablar de una representaciéon de momentos y otra representacion
de coordenadas.

Veamos cuales son las propiedades algebraicas de dos operadores
cualesquiera que satisfacen la relacion (3-24). Consideremos una fun-
cion f(X) del operador coordenada X y la funcién derivada f((X). Para
definir f(X) hemos de considerar la existencia de f(x), donde x es un
df(x)

dx
res de las cantidades f(X) y fG(X) en un sistema han de ser calculados

de forma distinta a partir de los datos que dé un mismo aparaio capaz
de medir X.
Algebraicamente se tiene por medio de (3.24).

{P,X2] — PX? — X?P — (XP —15)X — X?P— X(XP —j%) — 15X — X2P —
=—2i X (3.73)

parametro, y la funcion derivada, fi(x) =

respecto a x. Los valo-

Yy, en general, puede verse por induccién, que
[P,X?] — —inzX"1 (3-74)

Si, pues, f(x) es desarrollable en serie de potencias y derivable térmi-
no a término, por ejemplo, si es analitica, llegamos a las siguientes re-
laciones ' s

[PEX)] —=—ipafA(X)
[P,[PE(X)]] —=(—1%)2f(X) (3.75)
D 00 e T BE0.9

SoRe




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

donde f((x) es la derivada enésima de f(x) respecto a x. Hemos de hacer
ahora una advertencia sobre la validez de las ecuaciones (3-75). En el
caso en que f(X) contenga explicitamente el parametro x, es decir, cuando

f(X) —= F(X,x) (3.76)
dF(x,x)

evidentemente f(1(X) que entra en (3-75) no es obtenida de — "~ sino

dF(y,%) is

que hemos de tomar p es decir, el operador P no genera la parte
¥

de la derivada correspondiente a la aparicion explicita del parametro x en
la definicion de f(X) sino solamente la parte que pudiéramos llamar fi-
sica que se caracteriza porque el valor de f(X) cambiara cuando haya
cambiado el valor de X medido en el sistema, es decir, en este caso, cuando
el sistema fisico haya sufrido una traslacion. Supongamos pues que f(X)
no depende explicitamente de x, y realicemos entonces una traslacién in-
finitésima del sistema, dx, en la direccién de la coordenada X. La f(X)

se convertirda en f(X'}- 9x). Con ayuda de (3.75) se tiene, linealmente
en dx

£(X - dx) = f(X) —

L 5x[PEX)] (1_$p ool ) o

1% 1% 17
s

=e 12 ¢(X)e 1i (3.77)

Interpretamos esta relacién diciendo que P genera el movimiento en X,
0 sea, el momento es el generador de las traslaciones. Mas adelante es-
tudiaremos este punto mas detalladamente. Cabe generalizar (3.77) para
el caso en que la funcién dependa de los tres X, (j —1,2,3. Se tendra

1
3 ox;P, SEe el
f(Xy + 0%y, X5 I 8Xo,...... )e—¢e 175 = (XX )e 17

(3.78)

Podemos también demostrar que el operador coordenada es el gene-
rador de los cambios de momento. Bastaria para ello calcular [X,f(P)] —
— izf A(P) y seguir un desarrollo semejante.

En general P no depende de x, pero hay casos .en qué asi ocurre. Por
ejemplo el hamiltoniano puede ser una funcién explicita del tiempo. En

tales casos el operador P que figura en (3-75) debe estar particularizado
para el valor de x correspondiente.
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Un ejemplo, clarificara lo anterior. Podemos volver a aplicar la misma
iraslacién infinitesimal a ambos miembros de (3-77), obteniendo

Ox Ox E‘m
s = La) o —_Pa) R 0 =
fX %50 e P 17 f(X)e 1F 15 (3.79)

donde hemos indicado explicitamente cual de estos operadores genera cada
una de las dos traslaciones infinitésimas. Si P es independiente de x

B =10 =1 (3.80)

y los exponentes pueden sumarse, teniendo, en general, para una trasla-
¢ion finita
2 xP Sy
== + — (3.81)
fem = e 1 i 17

Pero cuando P dependa explicitamente de x, P, estara particulariza-
do para un valor de x que difiere en dx del valor en que lo esta P,. Por
consiguiente, en general, tales operadores no conmutaran, y no podremos
multiplicar las exponenciales sumando los exponentes. Para una trasla-
cién finita habremos de conservar el orden que aparecen los operadores
que producen lag traslaciones infinitésimas.

Veamos ahora cual es la accién de P sobre un estado |p) en represen-
tacion de coordenadas. Nos interesa, pues, calcular (x|P |¢). Para con-
seguirlo, escribimos P de la siguiente forma

)— 1J (3.82)

52
0xX

lo cual, mediante el uso de la hermitica conjugada de la ecuacion (3.32), da

(x|P|g)—1lim 1 ( X 0x lo) = (XI(p}):—-iﬁicp(_x) (3.83)
3%— Ox ox

donde ¢(x) es la funcién de ondas del estado | @) en representacion de

coordenadas. Esto indica que en representacion de coordenadas el opera-

dor P, relacionado con X mediante (3.24), produce el efecto de derivar

la funcion de ondas. De aqui que frecuentemente se escriba

(6]

OX.
J

P, ~— if (3.84)

Si introducimos ahora el continuo de P, caso de que exista, mediante
) — Pip) (3.85)

vemos que la funcién de ondas de P |¢) en representacion de momen-

=Uor=r
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tos es po(p), donde @(p) = (p|@). De igual forma podriamos demos-
trar que en representacion de momentos la coordenada X, es

()
apj

X, ~ih (3.86)
para el espacio de tres dimensiones.

Queda por estudiar la forma cémo pasamos de la representacién de
momentos a la de coordenadas. Para ello hemos de calcular (p |x). In-
lroducimos el elemento de mairiz M—(p|P|x); si lo consideramos
como el producto de (p |P por |x) la ecuacién conjugada hermitica de
(3.85) da M—p(p |x); si lo vemos como el producto de (p | por P | x)
mediante (3.82) y la ecuacion (3.32) resulta

@
M—iz — (p|x)
ox

¢ ; : \
e XA O — ) (3.87)
ox
¥V, por consiguiente,
]’)X
(P|x)=ce i%
; =P (3.88)
x | pP)=c’e ik

Puesto que una fase constante no modifica en nada el contenido fi-
sico de la teoria, segiin indicamos en el capitulo segundo, elegimos

= 1

Ci—Caar————— (389)
V 2rik ;
L]
comce consecuencia de comparar (3-70) con »
o e
O —x) = (%' X )— (x'|p)dp(p|x) =c¢? dpe ir
— 00 = (2]
(3.90)

Establecemos ahora la relacién entre las funciones de onda en ambas
representaciones

P(p) =(P | ) = (p|x)dxp(x) =

— 0
0 L
a7t

— 0
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lo cual indica que las funciones de onda del mismo estado en las repre-
sentaciones de momentos y coordenadas estan relacionadas por medio de
una transformacién de Fourier. Los términos funcién de onda y paquete
de ondas justificados ahora al ver que de hecho estan formados por com-
binaciones lineales de ondas elementales.
En general cuando trabajamos con las tres dimensiones del espacio

ordinario.

P; Py

i%
d*xp(x)e (3.92)

(D())-= ( P2 ):
P) — p(P1,PosPs e

Observemos que el operador P tiene dos representaciones distintas me-
diante derivadas respecto al soporte continuo. La relacién (3.83) dio la
representacion (8.84) cuando la dedujimos utilizando la ecuacién hermi-
fica conjugada de (3.32); mientras que en (3.87) obtenemos una expresion
semejante pero con el signo cambiado. Por esto es preciso expresar la
forma como han de actuar estas derivadas y escribir

— <«

o)
Pj ~ ik ~1i7
OX. ox,

J J

(3.93)

con lo cual (3-87) es
<p‘x>(ii‘i‘«O ):p<p|x>
0x

Como ejercicio de gran interés practico vamos a calcular el siguiente
elemento de matriz (x|P"|@). Ya conocemos por (3.83) que la fun-
ciéon de onda del estado P | ) es ignal a — i % veces la derivada respecto
a x de la funcién de onda de | @). Siguiendo el mismo procedimiento uti-
lizado entonces, llegaremos a la conclusién de que (x|P?| @), o sea, la
funcién de onda de P2|q) en —i# veces la derivada respecto a x de la
funcién de onda de P | @). De esta forma, pues, se demuestra facilmen-

te que
0" p(x)

ox™

x| ) = i )= (3.94)

7. PRINCIPIO DE COMPLEMENTARIEDAD DE BOHR

Ya hemos indicado que no debemos buscar el origen de las relaciones
de incertidumbre de Heisenberg en los errores cometidos al realizar los
experimentos de medida debidos a que los instrumentos de medida nunca
son perfectos y no permiten determinar los valores de los observables
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con una precisiéon infinita. En todos los razonamientos anteriores hemos
supuesto que esta clase de errores es despreciable. El fundamento fisico
de las relaciones de incertidumbre es la modificacion que el estado del
sistema medido sufre como consecuencia de la intervencién del aparato
de medida, modificacion que hasta cierto punto es incontrolable. Deci-
mos hasta cierto punto pues la perturbacién imprevisible sufrida por
un.sistema fisico cuando en él realizamos una medida es suficientemen-
te fuerte para que siempre se cumpla el principio de Heisenberg.

Los postulados fundamentales de la Mecanica Cuantica fueron for-
mulados hace méas de treinta anos. La. Fisica del siglo x1x sélo conocia
la Mecanica Clasica, La representacion de un sistema cuantico por medio
de los elementos del espacio de Hilbert llama la atenciéon por su caracter
abstracto. Ademas la interpretaciéon estadistica es dificil de captar intui-
tivamente. Ahora bien, si intentamos representar los fenémenos cuan-
ticos por medio de las imagenes que el hombre obtiene del macrocosmos,
es decir, de una manera concreta y mas accesible a la intuicion, llegamos
sempre a contradicciones. Este es el origen de la dualidad particula-onda
de los sistemas cuanticos, los cuales presentan los aspectos contradic-
torios de particulas y de ondas. Esto no quiere decir que no 'sea posible
construir una imagen coherente de los fenémenos cuanticos; lo unico
que afirmamos es que nadie lo ha hecho aun.

Pero es preciso advertir que ningun requisito logico exige que los
conceptos mas o menos abstractos de una teoria fisica puedan ser expre-
sados en lenguaje concreto, capaces de ser aprehendidos por nuestra
imaginacion. La ausencia de unas imagenes que ayuden a nuestra intui-
cion no es una insuficiencia de la teoria cuantica. Desde el punto de
vista 1ogico, la aparente contradiccion que nace en la cinematica cuantica
al considerar los sistemas fisicos que estudia bajo los aspectos contra-
dictorios de particulas y de ondas fue resuelta mediante el principio de
complementariedad desarrollado en 1927 por Bohr. Llamamos principio
de complementariedad al nuevo instrumento 16gico que liga conceptos que
se excluyen mutuamente y que no pueden, por consiguiente, ser aplica-
dos al mismo tiempo porque son contradictorios aunque, en verdad, am-
bos son necesarios para obtener una descripcion completa de la realidad
fisica.

Segtin Bohr, para estudiar los fenémenos fisicos siempre es necesario
utilizar la terminologia clasica —del macrocosmos— aunque el fenomeno
pertenezca al microcosmos. Ademas, puesto que hay una fuerte inter-
acciéon en el dominio cuantico entre el fenémeno fisico y el instrumento
con el que se le observa no existe la distincién natural y clara entre
ambos que exige el concepto ordinario de observacién y, por consiguiente
los resultados de observaciones efectuadas en el mismo sistema bajo dis-
tintas condiciones experimentales no pueden alcanzar su unidad en una
imagen unica, sino que aparecen con aspectos cotradictorios.

Para evitar los errores que aparecen al utilizar sin cuidado tales ima-
genes contradictorias —las de particula y de onda— hemos de delimitar
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claramente sus dominios de validez. El principio de incertidumbre de
Heisenberg expresa las restricciones con que podemos utilizar ambos pun-
{os de vista, Este principio contiene de una manera cuantitativa muchos
aspectos del de complementariedad de Bohr si enunciamos este tltimo di-
ciendo que la descripcién por medio del lenguaje clasico de las propieda-
des fisicas de sistemas cuanticos utiliza necesariamente pares de varia-
bles canonicas conjugadas, de forma que el conocimiento de cada una de
estas variables esta restringido por el prinipio de incertidumbre,

El principio de incertidumbre es, pues, el precio que pagamos por in-
tentar describir fenémenos fisicos mediante conceptos contradictorios, pero
simultaneamente hemos de abservar que el mecanismo logico contenido
en el principio de complementariedad implica una ampliaciéon considera-
ble de los medios humanos para describir los fenémenos naturales. Mien-
tras que la Fisica de los siglos precedentes se rige por un sistema légico
estrecho, del cual es pieza fundamental el principio de contradiccién, los
fenémenos cuanticos establecen una conexion entre varios conceptos con-
tradictorios mediante el principio de complementariedad, el cual consti-
tuye un definitivo avance légico para estudiar los fenémenos fisicos.

La dualidad particula-onda es mantenida por el principio de comple-
mentariedad pero bajo su luz deja de ser paraddjica: los aspectos ondu-
latorios y corpusculares de los sistemas cuanticos son dos aspectos com-
plementarios que no pueden manifestarse mas que por medio de dispo-
sitivos experimentales que se excluyen mutuamente. Todo intento de ob-
servar uno de los dos aspectos implica una modificacion del dispositivo
experimental que destruye cualquier posibilidad de .observar el otro
aspecto.

8. TEORIA DE TRANSFORMACIONES

Hemos uiilizado la palabra representacion en dos sentidos distintos.
En primer lugar llamamos “representacion” del sistema fisico al conjun-
to completo de observables compatibles cuya medicién da el maximo co-
nocimiento posible del mismo. Obtenemos entonces sistemas completos
de estados ortonormales correspondientes a cada conjunto completo de
observables compatibles. Surge el segundo concepto de “representacién’’
al representar los estados de un sistema y los operadores por medio de
los distintos sistemas completos de estados ortonormales. Sin embargo,
no ‘cabe confusién alguna ya que en un caso se trata de representar el
sistema fisico, y en otro de representar los estados y observables,

Realizar una transformacién en un sistema fisico es reemplazar cada
uno de sus observables X por un nuevo observable X, cada uno de sus

estados vectores | ) por un nuevo estado {? , de forma que se conser-
ven las propiedades fisicas del sistema. Por hipdtesis, el observable trans-

e




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO -QUIMICAS Y NATURALES

formado X debe tener el mismo espectro de valores propios que el ori-

ginal X, y los estados propios de cada valor propio de X han de ser los
transformados de los estados propios del mismo valor propio-de X. Estas
son las dos condiciones que expresan la conservacion de las propiedades
fisicas al realizar la transformacion. Como ejemplo de transformaciones
podemos citar las rotaciones, translaciones, simetrias.

Es preciso, sin embargo, pasar del concepto fisico de transformacion
al matematico, y hallar la expresién matematica de los operadores que
realizan tales transformaciones. Para alcanzar este objetivo vamos a es-
tudiar las transformaciones que cambian la representacion de estados y
observables. Siendo las representaciones distintas formas de expresar el
mismo contenido fisico, tales transformaciones conservaran las propieda-
des fisicas del sistema.

En el capitulo anterior llegamos a la conclusién de que la transfor-
macion que lleva de una representacion de un operador a otra, es una
transformacion de semejanza, como era de esperar, ya que no es mas que
un cambio de ejes. El operador que realiza tal transformacién tiene por
elemento de matriz las funciones de transformacion.

Supongamos que nos referimos en particular a las representaciones
A, B, C... Tratamos de hallar los operadores que realizan el paso de una
representacion a otra. Para lograrlo, establecemos arbitrariamente una
correspondencia biunivoca entre los distintos estados unidad de cada re-
presentacién; lo cual es posible, ya que segiin vimos el numero de esta-
dos unidad de una representaciéon es independiente de la representacion,
es decir, es el mismo en todas las representaciones. Fijamos, pues, que
estado |b*) corresponde a un cierto estado |a*)

[b%) <> |a%) (3.95)

y asi sucesivamente para cada par de representaciones.
El operador U, que realiza la transformacién de la representacién
A a la representacion B es

UBAzglb“)(rﬂ] (3.96)
Sus elementos de matriz en la representacién A son
(aT| Upy | 28 )= (av | bs) (3.97)
y en la representaciéon B son
(BT | Uy [B8)—= (ar|Db2) (3.98)

es decir, son iguales en ambas representaciones.
Tal operador actuando en un estado unidad |av) de la representa-
cién A lo transforma en el correspondiente |bY) de la representacién B

Uga | a7)= 1bY) (3.99)
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Llamamos transformaciéon unidad aquella que no cambia la repre-
sentacién. El operador que la realiza es el operador unidad

Ula =002t il (3.100)
%
Dada una transformacion generada por U,, podemos también con-

siderar la transformacién reciproca que deshaga el cambio de represen-
tacion que hizo la primera; el operador correspondiente sera

Wie — o |las) Gbi) (3.101)
(04
Evidentemente, se verifica
U it = U=l (3.102)
Upa Uxp = Upp=I :

equivalente a
=1
U pa= U,p

También es una transformacién la realizacion sucesiva de dos o mas
{ransformaciones. Por ejemplo, podemos considerar el paso de la repre-
sentacion A a la B, y luego de la B a la C. La transformaciéon resultante
sera el paso de la representacién A a la C generada por el operador Uca
Puesto que se verifica

Ucs Uga=—(]ct) (bB|)( X |b*) (a*|) =T |c*) (a%|= Ucy (3.103)

(=]

P 74 a
vemos que a la realizacion sucesiva de dos transformaciones correspon-
de un operador Uga que es el producto de los que generaban dichas
transformaciones.

Hallando el hervm'itico conjugado del operador Uy, se tiene el U ,p
que es U“lBA, es decir,
U'+BAL—: U_lBA (3.104)

Los operadores cuyo hermitico conjugado es su reciproco se llaman uni-
tarios si pueden ser aplicados a un estado cualquiera. Tal es el caso con:
los operadores que generan la mayoria de las transformaciones.
Veamos como se transforma un estado cualquiera bajo la acciéon de
estos operadores unitarios. Sea |@) tal estado que en representacién
A es
lo) = 3¢ @»)|a*) (3.105)

7%
Aplicando el operador U,
[P )=Ug, ;(P>:2CP (a%) I_ba>
%

Luego estas transformaciones, al operar sobre un estado cualquiera | )
dan otro distinto |[1) cuya funcién de onda en la nueva representaciémn

33—
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liene igual valor, @(a%) —(b¥), que la funcion de ondas del estado pri-
mitivo en la represeniacion original.

De la relacién evidente para el elemento de matriz de un operador
cualquiera X

(a%| X | ab ) (b%| U1, X Uy, |b#) (3.107)

deducimos que el operador X= UXU! tiene los mismos elementos de
matriz en una nueva representacion que el operador X en la primitiva,
si U es el operador que realiza la transformacién de la nueva a la pri-
mitiva representaciéon. Y puesto que los elementos de matriz son los que
llevan el sentido fisico de la teoria, en una transformacién en que los es-

tados se iransformen en |(E>: U | @) los operadores sufren una trans-
formacién de semejanza X — UXU L

La propiedad fundamental de la transformacion de semejanza con
operadores lineales es la de conservar las relaciones algebraicas. Si

X—UXU! Y—UYU! Z_—UZU! (3.108)
v se verifica
XL N7
también se tiene X - Y — Z. De forma idéntica llegamos a XY — Z si tu-
viéramos XY — Z. En general, si una ecuaciéon f(X,Y,Z...) — 0 expresa

una ley fisica en una cierta representacion, la ecuacion XYL )i—0es
otra expresién de la misma ley pero en distinta representacién siempre
que tomemos el operador de transformacién de la forma indicada.

Evidentemente si X es un observable, X también ha de serlo, para que
corresponda a la misma realidad fisica. Tal hecho esta asegurado por la
unitariedad del operador que realiza los cambios de representaciones.
En efecto si X es observable X— X* y entonces

R = (UXU=D =S UXGUL X0 — X (3.109)

Si tenemos un conjunto completo de observables A formado por los ope-
radores A, es condicién necesaria para que todo Ki:UAiU‘l sea her-
mitico que U sea unitario. En efecto se verifica

AU—UA, A A (3.110)
lo que implica, tomando la hermitica conjugada de aquella relacién
U*A, — AU* (3.111)
(que multiplicada por U da
U*AU=AU'U=— U'UA, (3.112)
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Por consiguiente U*U conmuta con todos los operadores de un con-
junto completo de operadores compatibles; si no es un operador del con-
junto, ha de ser un multiplo de la unidad. De hecho tomamos

U'U =1 (3.113)

si tal transformacién ha de conservar la longitud de los vectores como
'se ve a continuacion

9. GRUPO UNITARIO

Queremos estudiar las propiedades de los operadores lineales unita-
rios, U, o sea de los que definidos para todo elemento del espacio de Hil-
bert verifican
e —Ust (3.114)

La totalidad de tales operadores forman grupo respecto a la opera-
ci6én de multiplicacion, El operador unidad es unitario; si U es uni-
tario también lo es Ul; si U; y U, son unitarios, también lo es U, Us,.

La propiedad fundamental de los operadores lineales unitarios es la
de corresponder a transformaciones bajo las cuales el producto escalar
es invariante. Si definimos los estados transformados mediante

o) =Ul@) |@)=U]e:) (3.115)

se verifica

(@1|@2) = (@] @) (3.116)

E inversamente toda transformacién E bajo la cual el pl:oducto escalar
de dos estados permanece constante es una transformaciéon unitaria. Pues
si se ha de verificar

(@1 |[E'E o) — (@1 | @2) (3.117)

para todo par de estados, deducimos
E'E—I (3.118)

Los operadores que conservan el producto escalar entre ciertos estados

Tnicamente se llaman isométricos.
La rtelacién (3.107) para operadores unitarios cualesquiera se gene-

raliza en
X | ©> ) (3.119)

<?pl[§§fFe?:<qn

para un operador X definido en (3.108).
Es facil comprobar que un operador unitario U puede ser la expre-
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sion matematica de una transformacion fisica si definimos su opera-
cion sobre estados y observables como sigue

o) =U|o) X UXU1? (3.120)

puesto que los nuevos estados y observables cumplen las dos condiciones
suficientes para asegurar que la transformaciéon conserva las propieda-
des fisicas del sistema. Ahora bien, el operador unitario U que corres-
ponde a la fransformacion fisica no estd univocamente determinado por
la relacion entre los estados y observables antes y después de verificar
la transformacion, Pues si U es el operador que de acuerdo con (3.120)
realiza la transformacién, también U’ — Ue'%, donde o es real, puede rea-
lizar la misma transformacion. En efecto, se verifica

XUL PN —X (3.121)

y, ademas, [?p’);:U"cp) solo difiere de |$> en un factor de fase, lo
cual no modifica el contenido fisico del estado. Asi llegamos a la conclu-
siébn de que a cada transformacion fisica corresponde un operador uni-
tario que, exceptuado un factor de fase, esta definido completamente por
las leyes de transformacién de las variables dinamicas del sistema.

Si A es un operador hermitico, el operador U — e'A es unitario como
puede comprobarse inmediatamente. Mediante los valores y estados pro-
pios de A el operador unitario correspondiente puede escribirse asi

1a%

U—e' = Se® laa) (a0 (3.122)
%
Puesto que los operadores unitarios forman grupo, en el caso de grupos
continuos, tendra especial interés el estudio de los operadores unitarios
infinitesimales, ya que podremos formar operadores unitarios que co-
rrespondan a transformaciones finitas como producto de un numero su-
ficientemente grande de operadores unitarios infinitesimales. Y, asi, para
estudiar las transformaciones continuas que sufre un sistema fisico bas-
tara hacerlo con las transformaciones infinitesimales. Las traslaciones,
rotaciones... son transformaciones continuas.
Si G, es un operador hermitico y L es un parametro, el operador

1
i%

U—d—— = 5G, (3.123)

es un operador unitario infinitesimal si . es suficientemente pequeno.
Para comprobarlo basta calcular su hermitico conjugado

1
U";:_—I—T G, — U1 (3.124)
it

cuando despreciamos potencias de dL superiores a la primera. La impor-
tancia de los operadores unitarios infinitesimales radica precisamente
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en que en todos los calculos el parametro §) entra linealmente. Al ope-
rador G, se le llama generador de la transformacién continua caracteri-
zado por el parametro A. Sus dimensiones son las de accién, 7, divididas
por las de .

El operador G, ha de ser hermitico y ha de tenmer sentido actuando
sobre cualquier elemento del espacio de Hilbert para que (3.123) sea
unitario.

Bajo la accion del operador (3.123) un estado |¢) se transformara
€n un nuevo estado ]Tp) por medio de

( il MG;\)}CP}:EE)) (3.125)
W '

Si definimos la variacién en el estado d | @) generada por (3.123) asi
; d|o)=|9)—|9) (3.126)
se verifica
i20|@)— G, | @) (3.127)
Un observable cualquiera X bajo la transformaciéon generada por
(3.123) se convertira en X de acuerdo con (3.119),

quxu—lr:(l e x(r—f'_a).(},_‘) (3.128)
i% i 7

Definimos ahora la variacion del operador mediante

= e — (3.129)
1o ecual nos da
s e e (3.130)
i

relacion en la que figura el conmutador del generador con el operador.
No es dificil comprobar que los conmutadores satisfacen las mismas re-
laciones formales que el algebra de las diferencias. Esta ultima da

AXY) = (BX) ¥ - XY (3.131)

donde no podemos cambiar el orden de los factores, pues, en general,
dX no conmutara con Y. Pero se tiene

SXY) e [ ¢ XY] el %{GX, Y] YL X [G,, YI| — 6X) Y I Xo¥

= in )
(3.132)
Para hallar la variaciéon de f(X) definida asi 3f(X) = 100 — 100 G-
cribimos Jf(X) _—_—m— [G,, f(X)]. Si queremos relacionar df(X) con la
ik
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variacion dX desarrollaremos f(X) en potencias de X y obtendriamos la
variaciéon de cada término aplicando sucesivamente (3.131), teniendo en:
cuenta que dX no conmutara, en general, con X. Por ejemplo,

d(X3) — 0 {(X?) X{i— (3X?) X L XX — (0X) X2 X (3X) X +

L X2(6X) (3.133)
La validez de
SE(X) — °'h_ G,, £X) (3.134),
1

es consecuencia de lo dicho en (3.108), segun lo cual
£(X) = £ (UXUTL) — UEX)UL (3.135)

Si X es un operador que tiene reciproco X! es particularmente inte-
resante el calculo de la variacion del operador reciproco que resulta

Xl —= —X'I X)X (3.136)

La funcién de transformacion (a*|bf) bajo la accién de un opera-
dor unitario infinitesimal sufre una variacién nula

5(a%|bB)= (a*|bB)— (a%|bB)—o0 (3.137)

dandonos una de las propiedades caracteristicas de los operadores uni-
larios: la de conservar la ortonormalidad.

Observemos aqui que para realizar la transformaciéon infinitesimal
correspondiente al operador unitario infinitesimal (3.123) hemos de va-
-riar simultaneamente los estados y los observables de acuerdo con (3.127)
y (3.130) a fin de conservar las propiedades fisicas del sistema. Al estu-
diar la dinamica veremos que también el movimiento es una transforma--
¢ién continua con A=t, el tiempo, pero entonces sera suficiente variar
0 bien los estados o bien los observables, ya que en los distintos instan-
tes de tiempo el sistema tiene distintas propiedades fisicas.

. 10. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES

Con las distintas transformaciones que podemos realizar en un sis—
tema fisico se pueden formar ciertos grupos de transformaciones. Lla-
maremos transformacién producto de otras dos a la realizacién sucesi-
va, y en un orden determinado, de cada una de ellas. Evidentemente, el
operador unitario que correspondera a la transformacion producto sera,
exceptuado un factor de fase, el producto de los operadores correspon-
dientes a cada una de las transformaciones. Si es posible, elegiremos las
fases de los operadores unitarios de forma que al grupo de transforma-
ciones corresponda un grupo de operadores unitarios. Esta propiedad
existe, efectivamente, para ciertos grupos, pero no para todos. En todos
los casos encontrados hasta ahora en la Mecanica Cuantica siempre es
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posible encontrar o bien un solo operador para cada transformacién del
grupo o bien dos operadores de signo contrario. Esto ultimo tiene lugar
en el caso de rotaciones de un sistema compuesto de un numero impar
de spines semi-enteros,

En mecanica clasica las transformaciones aqui estudiadas correspon-
den a las transformaciones canoénicas.

Los grupos de ftransformaciones mas importantes son las transfor-
maciones del espacio (traslaciones, reflexiones, rotaciones) y sus distin-
tos subgrupos. Otro grupo de transformaciones interesantes es el de per-
mutaciones, que adquiere gran importancia al estudiar sistemas forma-
dos por subsistemas.

11. OPERADORES ANTIUNITARIOS

A toda transformaciéon no siempre corresponde un operador unita-
rio del espacio de Hilbert. Hay algunos casos en que la transformacion,
aunque preservando las propiedades fisicas del sistema, transforma las
relaciones algebraicas entre los observables del sistema en la relacion
compleja conjugada, lo cual no puede conseguirse por medio de opera-
dores lineales unitarios, ya que segin hemos visto en (3.108) éstos con-
servan las relaciones algebraicas entre los observables.

A tales transformaciones corresponden operadores antiunitarios K que
son operadores unitarios antilineales. Por consiguiente, satisfacen la re-
lacion de unitariedad

K*K—= KK"—1I (3.138)

v la de antilinearidad
K [ @i+ %o | @) =0"E | @) + "E|g:)) (3.139)

donde 1, y ), son parametros complejos. No es tarea facil interpretar fi-
sicamente la acciéon de operadores antilineales aunque son necesarios
para representar la accion de ciertas transformaciones tales como la in-
versién temporal, es decir, el intercambio de futuro y pasado.

Un operador antiunitario K define una transformaciéon antiunitaria
de los operadores lineales y de los vectores del espacio de Hilbert, de
acuerdo con las siguientes leyes de transformacion

|9)—= K |g) X—KXK! (3.140)
Entonees, si X es un observable, el operador X también es otro obser-

vable que tiene el mismo espectro de valores propios que X, y, ademas,
¢l sub-espacio de cada valor propio de X se transforma en el corres-

pondiente del mismo valor propio de X. Bajo una transformacién anti-
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unitaria los productos escalares se transforman en su complejo conju-
gado; y asi (3.107) debe ser substituida por

'

X|gi)® (3.141)

(02| X| o1 )= Lo

Si a los parametros ) les aplicamos la misma ley de transformacion
que a los operadores, obtenemos

KAK 1 —)\~ (3.142)

Por consiguiente, la transformada bajo un operador antiunitario de
cualquier relacién entre vectores y observables es la relacién entre los
vectores y observables transformados que se obtiene al reemplazar cada
coeficiente por su complejo conjugado. Como ejemplo particular hace-
mos notar que las relaciones de conmutaciéon (3.21) se conyierten en

BBy (3.143)

No queremos seguir desarrollando el estudio de los operadores anti-
unitarios; ya que su aplicacién es limitada: aparecen esencialmente al
estudiar la reversibilidad temporal de las ecuaciones del movimiento.

f’
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CAPITULO IV

PRINCIPIO DE EXCLUSION DE PAULI

1. SISTEMAS COMPUESTOS DE PARTES IDENTICAS

Los sistemas del microcosmos, objeto de estudio de la Mecanica Cudn-
tica, que hemos considerado hasta ahora, no tenian estructura interna, pues
no estaban formados por el conjunto de sus partes sino que los considera-
bamos como un todo. Sin embargo, existen sistemas en el microcosmos, tales
como €l nicleo atomico, formados a su vez por otros sistemas —protones
y neutrones para el nicleo— para cuyo estudio hemos de aplicar también
la Mecanica Cuantica; llamaremos a estos ultimos, subsistemas. El objeto
del presente capitulo es construir los estados y observables de un sistema
compuesto por subsistemas idénticos entre si a partir de los estados obser-
vables de los subsistemas que lo constituyen,

Apenas estudiamos sistemas formados por subsistemas distintos entre si.
En el apartado 8 introducimos el producto directo o topolégico de espacios
de Hilbert para presentar la cinemitica del sistema tomando como base la
de los subsistemas. Dos subsistemas son idénticos si sus propiedades fisicas
son rigurosamente iguales; ninglin experimento permite distinguirlos. Pode-
mos estudiar cada uno de ellos utilizando el mismo conjunto de observables.
Citemos como ejemplo a dos electrones, o en general, un conjunto de par-
ticulas elementales de una clase determinada.

Hemos de advertir. que para aplicar los resultados de este capitulo a
casos practicos es preciso que la interaccién mutua entre los subsistemas
sea despreciable, de forma que el estado del sistema esté perfectamente
determinado conociendo los estados de los subsistemas que lo forman. Si
la interaccion entre los subsistemas es muy fuerte no podemos hablar de
subsistemas ni de sus estados y hemos de representar al sistema como un
todo o por medio de otro conjunto de subsistemas que cumplan la condi-
cion de ser casi independientes.

La diferencia entre sistema y subsistema es meramente légica: el sub-
sistema es parte del sistema, pero ambos caen en el dominio de la Mecanica
Cuantica. El sistema tiene estructura interna y queremos estudiar sus pro-
piedades precisamente a partir de la misma. Al subsistema lo consideramos
como un todo, sin estructura, pero muy bien pudiera, a su vez, tenerla.

Evidentemente este capitulo serd de gran transcendencia para la formu-
lacion relativista de la Mec4nica Cudntica, pues para altas energias tiene
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importancia ftisica la posibilidad de crear o aniquilar particulas y, por con-
siguiente, para describir tal proceso, desarrollar un formalismo en el que
podamos incluir varias particulas simultineamente.

2. INDISTINGUIBILIDAD DE SUBSISTEMAS IDENTICOS

Consideremos un conjunto de subsistemas idénticos entre si; por ejemplo,
un conjunto de electrones. En Mecanica Clasica, los subsistemas idénticos
no pierden su individualidad a pesar de tener propiedades fisicas idénticas.
Esto es asi puesto que en Mecanica Clasica podemos numerar los subsis-
temas en un instante, y seguir el movimiento de cada uno de ellos en su
trayectoria; y asi en cualquier instante de tiempo después podemos identi-
ficarlos de nuevo.

En Mecanica Cuantica la situacion es totalmente distinta como conse-
cuencia del principio de incertidumbre. El concepto de trayectoria no tiene
sentido aqui. Si conocemos exactamente la posicion de un subsistema en un
cierto instante, sus coordenadas no tienen valores perfectamente definidos
incluso en un instante infinitamente proximo. Por consiguiente, aunque
numeremos los subsistemas en un instante, no podemos identificarlos en
instantes siguientes, y asi no podemos decir cudl de los subsistemas ha pa-
sado por un cierto lugar en un cierto instante.

En Mecdnica Cudntica no hay posibilidad alguna, en principio, de dis-
tincion entre subsistemas idénticos, los cuales pierden su individualidad. La
identidad de los subsistemas respecto a sus propiedades fisicas tiene aqui
consecuencias que no aparecen en Mecdnica Cldsica: son completamente
indistinguibles.

Y asi, ningtin cambio fisico debe tener lugar en las propiedades del sis-
tema cuando intercambiamos dos cualesquiera de estos subsistemas idénti-
cos. Esta circunstancia es el origen de ciertas propiedades peculiares de los.
sistemas cuanticos que no ocurren en el dominio cldsico. Las transiciones-
que resultan al intercambiar dos subsistemas idénticos no pueden ser ob-
servados por procedimiento alguno, y, consiguientemente, los estados corres-
pondientes del sistema han de ser exactamente el mismo estado, y hemos
de negar que -tal transicion ha ocurrido, puesto que no podemos obser-
varla.

Los observables del sistema seran, en general, funciones de los obser-
vables de sus subsistemas. Asi, por ejemplo, si despreciamos la energia de
interaccion entre los subsistemas, la energia del sistema serd la suma de
las energias de cada uno de los subsistemas. La indistinguibilidad de los
subsistemas implica que todos los observables del sistema han de ser fun-
ciones simétricas de los observables de sus subsistemas, es decir, tales obser-
vables han de ser invariantes respecto al intercambio de los observables:
de dos cualesquiera de sus subsistemas. Esta condicién debe ser cierta
cualquiera que sean las perturbaciones a que sometemos nuestro sistema
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8. PRODUCTO DIRECTO O TOPOLOGICO
DE ESPACIOS DE HILBERT

Consideremos dos espacios de Hilbert, ;H y ,H cuyos elementos son | 1)
y |2p) respectivamente. Diremos que el producto h®), |29), respetan-
do el orden de los factores, define un elemento l12¢ ) de otro espacio de
Hilbert, ;,H, al que llamaremos producto directo o topolégico de los ante-
riores, cuando para dos elementos cualesquiera de ;H y 2H se verifica

(o) 4 o o) + o) b = 1sp) - s’

<1CP']1CP> = (zq?,lz‘w = (129|129 )
|7L 1Cp> |}~1@> — “)\. 1gfp> ; (4-1)
donde definimos [1,¢p) = M@ ). Es facil ver que el espacio producto es

también otro espacio de Hilbert. Utilizaremos la siguiente notacién:
12H=—H & H (4-2)

El procedimiento seguido no es mis que una generalizacion del que
se emplea para describir el plano —dos dimensiones— a partir de dos ejes
de coordenadas rectangulares: el plano es el producto directo de dos espa-
cios de una dimensién, de dos lineas rectas.

Podemos también definir de forma analoga el producto directo de un
numero finito de espacios de Hilbert. Un espacio de Hilbert, ;H, puede
ser siempre considerado como contenido en otro espacio de Hilbert ;,H
mas amplio. Este hecho tiene una gran importancia fisica. En el Algebra
de la Medida definfamos un conjunto completo de observables compatibles
basdndonos en la idea de que tales observables daban la maxima informa-
cion de datos no contradictorios que podemos tener acerca de un sistema
fisico. Pero evidentemente, el ntimero de observables que formen el con

. junto dependerd del nimero de datos que nos interesa o que nuestras

maquinas sean capaces de obtener acerca del sistema fisico. Cuando, por
cualquier motivo, deseemos que el Algebra de la Medida contenga m4s
informacién, no estamos obligados a eliminar el algebra construida antes
para el estudio del sistema concreto, sino que podemos considerarla como
contenida en un espacio de Hilbert mayor que aquel utilizado inicialmente
para fijarla, de forma que las nuevas dimensiones del nuevo espacio, se
emplean para incluir la informacién extra que ahora podemos o queremos
incluir para completar nuestro estudio del sistema fisico. El PIOCeso €s exac-
tamente el mismo que el utilizado en Mec4nica Clésica para representar
los fenémenos fisicos en espacios de una, dos, ... n dimensiones segtn
convenga.
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4. OPERADORES DE CREACION

Al introducir en el capitulo segundo el concepto de operador de crea-
cion (2,90), nos limitamos a considerar la posibilidad de obtener los estados
unidad de una representacion A por medio de los operadores de creacion
segun indica la relacion (2,89). Queremos ampliar ahora este proceso, y
hallar los operadores unidad que actuando sobre el vacio generen estados
cualesquiera que sean sus funciones de onda.

Sea A=.{A,}, donde “r” va desde 1 hasta h, un conjunto completo de
observables compatibles capaces de describir los estados fisicos de uno cual-
quiera de los subsistemas que componen el sistema, es decir, el conocimiento
de los valores de cada uno de los observables del conjunto A en un de-
terminado subsistema es informacion suficiente para determinar el estado
del mismo. Puesto que los subsistemas son idénticos entre si, este mismo
conjunto A sirve para representar los estados de cualquier subsistema del
sistema.

Los estados unidad de la representacion A son los estados propios (2-96).
En general el subsistema se hallard en un estado de funcién de onda ¢°

= EBI ¢ (a") | aP) (4-3)

Evidentemente cualquier otro subsistema del conjunto también puede
estar individualmente en este estado. Y por consiguiente con ayuda de (2,89)
deducimos que el operador que crea el estado (4,3) a partir del vacio es

% (@) = % o (aF) ¢~ (aP) (4-4)

Este estado no tiene sentido mds que cuando sabemos qué subsistema
estd en él. Y esto sélo puede ocurrir cuando el sistema contiene un solo
subsistema, ya que en cualquier otro caso, por ser los subsistemas indistin-

. 3 7 . ’ ’
guibles, no podemos determinar qué subsistema estd en (4-3). Asi, pues, el
estado-del sistema con un solo subsistema es :

l9°) = x"(@) ] o) : (4-5)

Queremos que este método de construir los estados del sistema sea vd-
lido independientemente del ntimero de’ subsistemas que contenga. El es-
tado del sistema con dos subsistemas debe ser

[0, 9) = Cay (@) 2" (@) | 0) (4-6)

donde C, es una constante de normalizacion que fijaremos mds adelante.
La expresion anterior (4-6) representa €l estado formado por dos subsiste-
mas; de ella no podemos decir cudl de estos se halla en el estado | ‘),
y cual en el | @*). Solamente indica que uno de los dos estd en | @) y el
otro en | ¢*), de acuerdo con la indistinguibilidad de los subsistemas.
Ahora bien, para que el coeficiente C; esté bien definido en (4-6) es

AL
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preciso exigir que los estados | @°) y | @*) estén normalizados, ya que de lo
contrario la expresion (4-4) no define adecuadamente a los operadores
%' (9°), sino que deja en libertad la constante de normalizacién. Evidente-
mente, (4-6) es un elemento de un espacio de Hilbert que es producto di-
recto de los de cada subsistema.

El operador de aniquilacién correspondiente es

1(@)= ? ¢ (aP) % (@) (4-7)

Pasemos ahora a estudiar la forma general del estado formado por n
subsistemas idénticos.

5. ESPACIO DE FOCK

Supongamos que queremos hallar el estado del sistema que contiene ny
subsistemas en el estado | @' ), n» subsistemas en el estado | %), n, subsis-

temas en el estado | @) y asi sucesivamente. El ndmero de subsistemas
del mismo serd n donde

n=— >n, (4-8)
s
Conocida la sucesion de estados individuales de los subsistemas | @*)
(S=1, 2...) y los nlimeros n, de subsistemas idénticos que estdn en cada
uno de ellos, el estado del sistema estd completamente determinado. No lo
estaria si los subsistemas no fueran idénticos, pues ademas de la informa-
cién anterior para determinar el estado del sistema deberfamos saber qué
subsistemas —y no sélo cudntos— se hallan en cada uno de los estados
| @° ), pero si los subsistemas son idénticos, no es posible distinguirlos y
no cabe hacer esta tiltima pregunta.
Los ntmeros enteros n, reciben el nombre de nimeros de ocupacién.
Si fijamos los estados | @®), el estado del sistema puede ser representado
de la siguiente forma:

| 01, 0o, ...ns,‘...) (4-9)

vector en el que figuran tnicamente los ntimeros de ocupacion; asi, por
ejemplo, el estado (4-6) de dos subsistemas introducido en el apartado an-
- terior, en esta notacion se escribe asi:

On e al e (4-10)

o mas sencillamente
I 153 1(;) (4-11)

suponiendo que todos los ntimeros de ocupacién que no figuren expresa-
mente: son cero.

Para que la notacién (4-9) no sea ambigua, hemos de suponer que todos

45—
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los estados individuales | @‘) han de ser ortogonales entre si dos a dos.
Puesto que estan normalizados a la unidad han de cumplir

(pRlEowE =101 (4-12)
Ee=1,2..)

Si este requisito no fuera impuesto podriamos desarrollar | @*) en
una combinacién lineal de los demds, entre ellos el | ¢‘), y entonces (4-6),
por ejemplo, indicarfa que més de un subsistema estd en el estado | ¢*) y
menos de uno en el estado | ‘), lo cual complica la interpretacion fisica.
La restriccién (4-12) puede ser eliminada, segtin indicaremos mas adelante.
Esta limitacién implica que los estados |9*) (S=1,2...) son estados uni-
dad de una representacion desconocida.

Evidentemente, la notacién (4-9) determina el estado del sistema si fija-
mos previamente el conjunto |¢*) de estados ortonormales, como supon-
dremos que hemos hecho, a partir de ahora, siempre que la utilicemos.

El espacio formado por los estados (4-9), que difieren en los valores de
los ntimeros de ocupacién, se llama espacio de Fock. El espacio de Fock
no fija, pues, el nimero de subsistemas que componen el sistema. De aqui
que sea muy apropiado para representar los fenomenos relativistas en Me-
canica Cuantica.

El estado vacio de subsistemas es

f@H0:7:00 )= O (4-18)
El estado formado por un solo subsistema es, segin (4-7), el siguiente
[ — (@) o) (4-14)

Ya indicamos que queremos ampliar la definicion de operadores de
creacion o de aniquilacion, de forma que esencialmente modifiquen los ni-
meros de ocupacion del sistema sobre el que acttian. Esto es una genera-
lizacion de la definicion (2-22) del operador de creacién y del de aniquila-
cion que hasta ahora solo podian actuar en el vacio. Esta generalizacién
impondra sobre los operadores de creacion y de aniquilacién ciertas res-
tricciones que vamos a determinar.

La generalizacion debe hacerse siguiendo €l sentido fisico, de forma que

A (T B R EAVAR T o e R
o e e e e VE el (4-15)
La expresién de las constantes m,V n,+1 y n,V n_ que figuran en el

segundo miembro se introduce para hacer més facil la normalizacion de los
nuevos estados. El nimero 1, es un nimero real que cumple la relacion.

=l (4-16)

Veremos mas adelante la necesidad de introducirlo.
Para estudiar el estado general del sistema con ny, ns, n3, ..., n, ... sub-
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sistemas en los estados de funcion de onda @', @ @° ... @°, ... respectiva-
mente, hemos de considerar las variables dinimicas mimero de subsiste-
mas N, como observables. Sus valores propios son 0, 1, 2, 8..., es decir,

€l conjunto de los nimeros naturales.
El estado general (4-9) sera simultdneamente un estado propio de todos
los operadores N, como indica la expresion

Nellnpnstein Soi— o inptnoian, 0 ) (4-17)
El ndmero total de subsistemas en el sistema (4-17) es

b= (4-18)

y, por consiguiente, €l operador nimero de subsistemas del sistema es

N—=3SN, (4-19)

Los distintos estados (4-17) forman un conjunto completo de estados
unidad del sistema formado por un ntmero arbitrario de subsistemas.
Ahora bien, si tenemos un conjunto de observables tales que sus estados
propios forman un conjunto completo de estados unidad con el significado
de que cualquier estado del sistema puede ser escrito como una combina-
cion lineal de tales estados unidad, de acuerdo con el principio de super-
posicion, tales observables conmutan. Por consiguiente, todos los operado-
res N, conmutan.

N, N; = N, N, (4-20)

Ademas, solo tenemos un estado (4-17) para cada conjunto de ntmeros
de ocupacion ny, 1, ... n, ...; por consiguiente, los observables N, forman un
conjunto completo de observables compatibles para el espacio de Fock,
puesto que -el conocimiento de sus valores en un sistema es suficiente para
determinar completamente el estado del sistema.

Las propiedades de normalizacién y ortogonalidad entre estos estados
del espacio de Fock estin incluidos en la siguiente relacion:

(négnG Siang e = s s i el v (4-21)
s

Evidentemente, esta representacion de los estados del sistema en el
espacio de Fock tiene exiraordinaria importancia para la Mecanica Cuan-
tica relativista en que, por haber suficiente energia, €l proceso de creacion
o aniquilacion de subsistemas es importante. Relativisticamente la estruc-
tura de los sistemas puede, pues, cambiar cuando, segtin las ideas de
Einstein, la energia se convierte en un subsistema o, un subsistema desapa-
rece produciendo cierta energia.

Si no hay interaccion entre los subsistemas y los estados individuales
de cada uno de ellos, son estados propios del operador energia, puesto que
entonces la energia total del sistema es la suma de las energias de sus
componentes, y los estados (4-9) seran también estados propios del opera-
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e

dor energia total. Cuando hay interaccién entre los subsistemas del pro-
blema es mas dificil de estudiar.

Esta representacién de los sistemas en el espacio de Fock considerando
su estructura interna, es aplicable para los fenomenos no relativistas. En
este caso el ntmero total de subsistemas permanecera constante durante
los procesos dinamicos, aunque podian variar los valores de los distintos
niymeros de ocupacién siempre de forma que su suma total sea el nu-
mero fijo n.

Hubiera sido suficiente escribir una de las dos ecuaciones que figuran
en (4-15); la otra es consecuencia de esta unica al exigir que los operadores
de creacién y aniquilacién de un mismo subsistema sean operadores mu-
tuamente hermiticos conjugados.

6. OPERADOR NUMERO. ESTADOS DEL SISTEMA

Tratemos ahora de escribir los operadores N, en funcion de los de crea-
‘cion y aniquilacion introducidos en (4-4). El operador y*(¢°) ¥ (¢°) actuando
sobre el estado (4-9) debe, evidentemente, multiplicarlo por una constante,
puesto que deja invariante todos los nimeros de ocupacion: el
operador y (¢°) disminuye n, en una unidad, mientras que y*(¢°) lo res-
taura a su valor inicial. Haciendo uso sucesivo de las definiciones (4-15)
y de la limitacién (4-16) se ve inmediatamente que % (¢°) % (¢°) es el ope-
rador que, actuando en un sistema, da el nimero de subsistemas en el

estado |@*) de acuerdo con la relacion (4-17). Por consiguiente, el opera-
dor N, es

N, = (@) 7 (¢ . (4-22)

El operador niimero total de subsistemas N del sistema serd, evidente-
mente, Ia suma de los distintos operadores N, para todo s, es decir, estara
definido por i

N=Zx(@) 1@} : (4-23)

pues cuando se aplica a un sistema con n subsistemas idénticos entre si, da
el niimero n de subsistemas que lo integran. Sea |n) un estado genérico de
ese sistema; evidentemente, de esta manera no esta completamente deter-
minado, pues debiamos indicar los estados en que se hallan los subsiste-
mas del mismo; pero tal notacion es suficiente para nuestros propodsitos
presentes. La propiedad esencial del operador N es

Ninj —mn|n) {4-24)

Supongamos que |n) contenga al menos un subsistema en el estado
|@*). Si el estado |n) contiene n subsistemas de forma semejante
%2(9’) |n) ha de contener n | 1 subsistemas, mientras que el y*(¢’) |n)
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contendrd n—1 subsistemas. Ambas relaciones se expresan, de acuerdo
con (4-24), asi:

n)

Nyg'@)|2) = @+1) @)
Ny (@)|n)=@—=1)x(®)|n)

Ahora nos interesa hallar las limitaciones que estas hipotesis imponen
en los operadores de creaciéon y aniquilacion de un subsistema indistin-
guible. Las relaciones (4-25) pueden escribirse también asi:

[N, (@) ] [n)= x'(¢)
NS (onl|| ) — = ()]0 (4-26)
y puesto que |n) puede ser un estado cualquiera de un sistema con un

numero arbitrario de componentes, deducimos que las relaciones anteriores
han de ser vilidas entre operadores también

(4-25)

n)

[N,x (@) ] =— % (@)
[0 (@) Ne—=—(03) (4-27)

que, mutuamente, son hermiticos conjugados, puesto que N es autohermi-
tico. Supongamos ahora que (4-27) se verifique, lo cual implica la validez
de (4-25). Evidentemente, 3" (¢°) | o) es el estado de un solo subsistema.
El sistema con dos subsistemas sera, segtin lo anterior,

Ca (@) 2 (9) | 0) : (4-28)

Aqui solo sabemos que un subsistema estd en el estado | @*) y el otro en
estado determinado por | @‘); pero no podemos decir cudl es el estado en
que esta cada uno de los dos subsistemas. El estado general del sistema
formado por n subsistemas, por consiguiente, es:

n) =€, TLy(ey o) (4-29)

Estos estados deben ser normalizados a la unidad para lo cual intro-
ducimos la constante C,.

7. FERMIONES Y BOSONES

Es muy importante observar que el estado del sistema no puede depen-
der en absoluto del orden con que escribimos los operadores de creacion
en el producto (4-29) que actia sobre el estado. vacio, puesto que los sub-
sistemas son idénticos entre si y, por consiguiente, indistinguibles. Y asi,
por ejemplo, % (¢ % (¢°) | o) ha de representar el mismo estado que (4-28)
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y, por consiguiente, no puede diferir de él mas que en un factor de fase.
Si A es una constante se debe verificar.

. % (@) % (@) =k (@)% (¢) (4-30)

Repitiendo la permutacién de los operadores de creaciéon una vez mas,
llegamos a
=1
0 sea
= o= Il
(4-31)

Puesto que L es real, una relacion semejante a (4-30) se verifica con los
. cperadores de aniquilacion.

Tenemos dos clases de subsistemas fisicos. Las variables dinamicas de
la primera clase corresponden a A =1. Los operadores de creacion corres-
pondientes conmutan entre si; lo mismo hacen los operadores de aniquila-
cién segiin se deduce de hacer =1 en (4-30). Los subsistemas de esta
clase se llaman de Bose-Einstein. Como e}emplo podemos mencionar el
fotén. Los operadores de creacién de esta primera clase suelen designar-
se asi:

1(@") =2(¢) (4-32)

Para ellos se verifica

[@(9), @ (9) | =
[@(‘) D (¢ )J:o (4-33)

La segunda clase estd caracterizada por la raiz L. = —1. Los operadores
de creacion correspondientes anticonmutan entre si; también anticonmutan
entre si los de aniquilacion. Los subsistemas de esta clase se distinguen
con el nombre de Fermi-Dirac. A ella pertenecen la mayoria de las par-
ticulas elementales como los electrones, protones, neutrones... Los opera-
dores de creaciéon de los subsistemas de Fermi-Dirac suelen escribirse de
la siguiente forma:

% (@) =¥ (¢) (4-34)
y si { A, B} es el anticonmutador de A y B se verifica

{0 (@), v (@) ]
{0 (@), v (@) j=o0 (4-35)

El estado (4-28) formado por dos subsistemas idénticos es simétrico o
antisimétrico respecto al intercambio de los mismos segiin sean bosones
—subsistemas de Bose-Einstein— o termiones.- Este resultado puede ser
generalizado inmediatamente a sistemas formados por un ndmero finito
cualquiera de subsistemas idénticos. Pues si cualquier par de ellos ha de
ser descrito por medio de un estado simétrico, por ejemplo, cualquier otro
par, debe tener la misma propiedad. De aqui que el estado de subsistemas

2H0—
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idénticos, o bien, no cambie cuando cualquier par de subsistemas es inter-
cambiado, o bien, cambie su signo, al realizar en él la misma operacion.
En el primer caso el estado es simétrico; y en el segundo, antisimétrico. Este
‘mismo resultado es obtenido cuando trabajamos con la expresion (4-29) para
el estado del sistema y las propiedades de conmutacion (4-33) y (4-85). Tam-
‘bién deducimos de esta forma que a un conjunto de iemuones corresponde
un estado antisimétrico, mientras que a uno de bosones corresponde uno
-simétrico.

Supongamos que los subsistemas fueran a su vez compuestos: La sime-
tria o antisimetria de los estados que correspondan a estos subsistemas de-
pendera del niimero de fermiones que entren en su composicion, ya que
el intercambio de dos subsistemas compuestos idénticos es equivalente al
intercambio simultaneo de varios pares de componentes idénticos. El inter-
cambio de bosones no modifica el estado del subsistema, mientras que lo
hace el intercambio de fermiones. Por consiguiente, subsistemas compuestos
formados por un niimero impar de fermiones, se comportan como fermiones,
mientras que los que contengan un nimero par de fermiones pertenecen
a la clase de Bose-Einstein. Y asi, los micleos atomicos: cuyo peso atomico
sea impar, son de la clase Fermi-Dirac, y los que tienen un peso atomico
par, son bosones.

Como colofon de este apartado examinamos las consecuencias que las
propiedades de conmutacion (4-83) y (4-85) implican en las relaciones (4-27).
Para la clase de Bose-Einstein, después de unas pocas manipulaciones alge-
braicas, tenemos

[D (@), @ (@) ] =3, (4-36)

mientras que para los fermiones llegamos a
{ (@), v (@) =03, (4-37)

Si existen operadores que verifiquen (4-33) y (4-36), o bien (4-35) y (4-37),
la expresion (4-29) da el estado del sistema correspondiente y (4-2 ) es el
-operador numero.

Para que las relaciones (4-36) y (4-37) sean validas, es preciso que @ y @'
:sean funciones de onda de estados ortogonales, o iguales. Sin embargo, (4-29)
es valida incluso cuando las distintas tunciones de onda no lo sean. En
efecto, limitémonos al caso de dos subsistemas idénticos, uno de los cuales
-estd en el estado | ;) y el otro en el | g2 ). Por el principio de superposi-
cion escribiremos | ¢2) en la base completa que forman los estados orto-
normales | @ ).

l9:) =S R, [ o) (4-38)

donde R, son constantes. Y supongamos, para simpliticar, que | @) =
— g Demmos que

% (@2) x(@°) | 0) (4-39)
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es el estado de esos dos subsistemas indistinguibles. El operador y*(q2)
segin (4-4) se escribira asi: :

1(@2) =2 By (@) (4-40)
y, por consiguiente, (4-39) es

DR (@) 17 (@)

0) (4-41)y

lo cual corresponde al sentido fisico que hemos dado al hacer la descom-
posicion (4-40).

. Hemos indicado anteriormente que (4-29) debe ser normalizado a la
unidad. Supongamos que, de acuerdo con (4-12), | ¢*) describan estados

normalizados a uno. El factor C, de normalizacién del estado (4-29) que
contiene n bosones es

G (ol ek
S = (4-42)

£

dado en funcion de los niumeros de ocupacion ni, n, ... n,. Para deducirlo
hallamos el valor del cuadrado del médulo del estado y*™:(¢!)|o). De
acuerdo con la ley de recurrencia
(o] (@) x™(@) |0) =m (o |y (o) %™ (") | o)
por lo cual
(o] x(e?) x™(@') |0) =mns! (4-43)
de donde se obtiene inmediatamente (4-42).

Si dos subsistemas jamas pudieran estar en el mismo estado —como

ocurre si son fermiones, segin vamos a ver inmediatamente— tal factor de
normalizacion se convierte en

6= (4-44)

8. PRINCIPIO DE EXCLUSION DE PAULI

Consideremos un sistema formado por n fermiones en estados cuyas

tunciones de onda sean ¢!, @2 ... @°... ¢". El estado del sistema tenida en
cuenla su normalizacién, €s ;

i yi=pi(@l) (b (@) o (@) o)) (4-45).
Supongamos ahora que dos cualesquiera de estos fermiones estén en el

mismo estado, es decir, que @° = @°: La relacién de anticonmutacion (4-35)
para los correspondientes operadores de creacién se convierte en

V(@) V(@) = — (o) vi(e) (4-46)
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¢ sea, un operador es igual al mismo con el signo cambiado. Tal operador
ha de ser nulo

V(@) (@) = o t=s (4-47)

v, por consiguiente, (4-45) es igual a cero. Este es el principio de exclusion
de Pauli que podemos enunciar de la siguiente manera: Dos fermiones no
pueden ocupar el mismo estado cudntico en un sistema. La importancia de
este principio es enorme: ha permitido estudiar la estructura del atomo y
explicar muchas observaciones hechas en quimica. El principio de exclu-
sion no es aplicable a bosones:  pueden existir en un sistema un numero
cualquiera de bosones en el mismo estado, segiin deducimos de las reglas
de conmutacion.

Experimentalmente observamos que el cardcter fermidnico o bosonico
de un subsistema estd en correspondencia biunivoca con su spin, que es el
momento angular intrinseco del mismo, y que estudiaremos con detalle mas
adelante. De hecho, existe una regla general por la cual subsistemas de
spin semi-entero son fermiones, mientras que aquellos de spin entero son
bosones. Y esta regla no tiene excepcion alguna.

Dada la antisimetria de (4-45), independientemente de su normaliza-
cion, queda €l problema del signo que va delante del estado, el cual queda
determinado cuando fijemos una ordenacion de los operadores de creacién. De
aqui la existencia del nimero 1, que aparecia en (4-15). Esta dificultad no
aparecia en €l caso de bosones, puesto que, dada la simetria del estado, su
signo, una vez elegido, era conservado bajo toda permutacion de las par-
ticulas. Para bosones, pues, n, =1, mientras que para fermiones 7, serd
determinado m4s adelante.

9. SIMETRIZACION O ANTISIMETRIZACION

Consideremos un sistema formado por n subsistemas idénticos, por ejem-
plo, n electrones: Puesto que los electrones son fermiones, su estado sera
antisimétrico respecto al intercambio de dos cualesquiera de los mismos,
de acuerdo con cuanto precede. Pero estos n electrones no son los tdnicos
que hay en el universo. Hay muchos mds que también son idénticos a los n
que consideramos, y, por consiguiente, indistinguibles de los mismos. No sa-
bemos, pues, cuales son esos n electrones. Y asi, estrictamente, hemos de
considerar sistemas que contengan todos los electrones del universo para
poder antisimetrizar adecuadamente los estados correspondientes. Ignorar
los otros, y tratar el sistema de n electrones como un sistema formado por
electrones distintos del resto, supone que las propiedades de esos electro-
nes son distintas de las de los demds electrones del universo. Podemos pre-
guntarnos si hay casos en que esta tltima hipdétesis sea valida, o, si la iden-
tidad de los subsistemas nos obliga a admitir siempre una misteriosa corre-
lacion entre todos los electrones del universo. s

Investiguemos las consecuencias de la identidad de los subsistemas en




-

el caso cuando la conducta de los componentes del sistema es conocida
aproximadamente. De hecho, los n electrones del sistema estudiado se hallan

todos en el interior de un cierto dominio D del espacio; y las interacciones.

posibles entre éstos y cuantos se hallan en el exterior de D son desprecia-
bles. Si estos ultimos no pueden penetrar en D, podemos afirmar que los n
electrones de nuestro sistema son perfectamente distinguibles de los del
resto. del universo aunque sean indistinguibles entre si. En este caso las
consideraciones tedricas que nos torzaban a formar estados antisimétricos
para fermiones (o simétricos para bosones) dejan de existir para todos los
electrones del universo aunque siguen siendo validas para los n electrones
de nuestro sistema. Y asi podemos ignorar, a efectos de construir €l estado
del sistema, cuantos electrones se hallan fuera de D.

La condicion de distinguibilidad la hemos expresado asi: todos los elec-
trones del sistema son interiores a D; los electrones exteriores al dominio D
no pueden penetrar en él. Esto es equivalente a decir que las funciones de
ondas de los electrones interiores a D se anulan en el exterior, mientras.
que las correspondientes a electrones exteriores a D se anulan en el
interior de D. Genéricamente podemos establecer que cuando las fun-
ciones de ondas de subsistemas idénticos no se superponen, no es preciso
aplicar €l principio de indistinguibilidad a todos los subsistemas del uni-
verso; hemos de limitarnos a simetrizar o antisimetrizar, segin convenga,
los estados formados por subsistemas cuyas funciones de onda se super-
ponen.
~ Los resultados anteriores son de gran importancia practica ya que, de
no ser ciertos, tendriamos que considerar en cualquier problema siempre
todos los subsistemas idénticos que hay en €l universo ; lo cual es, a todas
luces, imposible.

10. FUNCIONES DE ONDA

El estado general de un sistema formado por un solo subsistema —sis-
tema y subsistema coinciden— es

o) =3 ¢'(a") | ah) (4-48)
¢
A tal sistema, en representacion A, corresponde una funcién de onda @* (af),
puesto que en efecto se veritica

(a¥|9*) = @(@F) (ar|af) — @ (a) (4-49)

‘}J
Queremos obtener ahora la funcién de onda que corresponde a un sistema
formado por n subsistemas idénticos entre si, en funcién de las funciones
de onda de cada uno de los componentes del sistema. Hagamos todo en
representacion A, como hasta aqui. El estado general serd construido por
medio de operadores de creacion actuando en el estado vacio tal como es-

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO -QUIMICAS Y NATURALES:
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cribimos en (4-29). Para comenzar limitémonos al caso n =2. El estado
del sistema sera

|15, 1) = Cox'(@) 2°(@) | 0) (4-50)

¢! y ®* no tienen por qué ser estados ortogonales entre si. Pueden ser cua-
lesquiera, pero los elegimos ahora, ortonormales.

Para obtener su funcién de onda hemos de definir las bases sobre las
cuales hemos de proyectar. Tales bases serdn los estados de un sistema
formado por dos subsistemas indistinguibles, los cuales estan en los estados
unidad de la representacion A. Es decir, las bases que hemos de elegir
seran

Cy'(a") x"(@*) | o) (4-51)
y, por consiguiente, le tuncion de onda que buscamos es
me(aY,a“):CWlx(a“) @) ¥ (@ o) =

=C X ¢* (@) ¢* (a®) (o | % (a%) 7. (a7) 7 (’1 ) '15 )| o) (4-52)
B0

~ Hemos de calcular el elemento de matriz vacio a vacio de un producto

de operadores de creaciéon y aniquilacién. Para ello hacemos uso de la pro-

piedad segiin la cual un operador de aniquilacién actuando en el vacio ha

de dar cero, pues nada tiene que aniquilar.

(4-53)

Por consiguiente, haciendo uso de (4-36) y (4-87) validas en este caso,
puesto que los estados unidad son ortonormales dos a dos, conmutamos

los operadores hasta que los de aniquilacion ‘actien directamente en el
s
vacio.

Comencemos por €l caso de Bose-Einstein: Entonces
{o]| ®(a%) @ (a¥) ®*(ak) ®*(ad) |0) =
— (ol e On @*(aﬂ)@ (a1)®'(ad) | 0) =

—8p ¢ (0| (Bt P @ (@] 0) +
= <o|<1>(a°‘)‘1)+(a") @3 T2°@%) P (a)) o) =

= Oy By5 055 Oy (4-54)
¥, por consiguiente, la funcién de onda que buscamos, haciendo la constante
- 1
de normalizacion C = — . es
V2
= 1 ; .
P4 615 = 75 80 60 @) (B dea 0 B =
1 R 5 Bins =
= (@ () 9 (@%) -+ ¢* (a%) @ (a7)) = @}, @% aY) (4-55)

que es simétrica respecto a intercambio de los subsistemas como era de
€sperar.

— 55—
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Para el caso de fermiones podemos seguir el mismo procedimiento. Pero
la relacién de anticonmutacién entre los operadores de creacion y de ani-
quilacién produce el siguiente resultado: -

(o (2% ¥ (@0 (@8) ¥'(ad) [ 0) =By,

S
)

ey

P

(4-56)

y, por consiguiente, la funcién de onda del estado de dos fermiones indis-
tinguibles es

gl

P (a7 a%) = 5 (@ (@) ¢* (6% — 9! @) ¢* @) = — @i» (a% a)

|

(4-57)

es decir, el determinante de las funciones de onda de los estados de los
mismos.

Tal funcion de onda es antisimétrica respecto al intercambio de los
subsistemas.

Estudiemos ahora cudl es la funcion de onda en el caso en que los sub-
sistemas sean o bien distintos o bien idénticos aunque dotados de una pro-
piedad que nos permite distinguirlos, tal como que uno estd —aquel cuyo
estado es | @!) en el dominio D;, y el otro en el dominio D,, exterior al
deminio D;: La funcion de onda @!(a¥) se anulard para valores de at
que correspondan a puntos exteriores de D;; lo mismo ocurrird a ¢? (a%)

con respecto a Ds. Si aY es intericr a D; y a* es interior a D», ambas fun-
. B F .
ciones de ondas, @2 0 @i, Se convierten en

P12 (% aY) = ¢! (a7) @? (a%) (4-38)

que es nula para todo otro conjunto de valores de a¥ y de a* que no sean
. B F . .

los anteriores como lo son @i, y @12 Por consiguiente, cuando los subsis-

temas son distinguibles entre si, la funcion de onda del sistema es el pro-

ducto de las funciones de ondas de los componentes.

Todas estas conclusiones son validas cualquiera quie sea el mimero n de
subsistemas que forman el sistema, como es fdcil de comprobar por los
procedimientos expuestos en los parrafos anteriores. La funcion de onda
de n bosones idénticos es la combinacion simétrica de las funciones de onda
de cada uno de ellos. Supongamos que cada subsistema puede estar en
uno de h estados, y que los nimeros de ocupacion correspondientes son

h
de forma que > n.— n: Entonces

Si—v1

Tig, Ng ... Iy,

ngilEe el :
?f Se(ak AR — ]/n]—’n,—" sim{ ¢! (al) @2 (a?) ... @° (a%) ... @" (a*)}
(4-59)

con lo cual expresamos la suma de todos los productos posibles de las h
funciones de onda con distintos argumentos. El niimero total de términos

=256 =
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n! v
en la suma es D St El factor que aparece ha sido elegido de
102 8 .. 100

forma que @, ..., esté normalizado a wno cuando los estados de los sub-
sistemas verifiquen (4-12).

La funcién de ondas de n fermiones idénticos es la combinacion antisi-
métrica de las funciones de ondas de cada uno de ellos:

P ) — \/]ﬁ det | @' (al) @2 (a2) ... " (@) | =
oHa) @@ oo e
1 cp2(a1') @%@’ ...... P*(a")
:ﬁ (4-60)
: q)“(al.) WEED) Gosins @*(@")
El factor \/—n_’— es el de normalizaciéon a la unidad del estado del sistema si

las funciones de onda de cada fermion lo estan.

El principio de Pauli también aparece aqui de una forma clara, pues
si dos de estos fermiones idénticos estan en el mismo estado tal determi-
nante, al tener dos filas iguales es nulo, y, por consiguiente, no hay proba-
bilidad alguna de que eso ocurra.

La funcion de onda del estado de n subsistemas distinguibles entre si,
es €l producto de las funciones de onda de cada uno de ellos.

Por medio de las funciones de onda obtenidas podemos representar los
estados del sistema en las bases (4-51) utilizadas para calcularlas. Asi, el
estado normalizado de n fermiones serd

1

o

~ / dal...da?@iy..., (2% ... 2" Y @) ...... Y@l (o) (4-61)
Vnl.

La integral debe ser suma si los valores propios de los operadores A
fueran discretos. '

La dificultad del planteamiento presentado hasta ahora reside en hallar
los estados en que se hallan cada uno de los subsistemas. Generalmente
conocemos los subsistemas y las interacciones que los ligan, pero no los
estados de cada uno de ellos. Por eso a veces no es posible escribir el es-
tado del sistema. Esta dificultad se acentiia cuanto mayor es n.

Casos como éste, en que no tenemos la maxima informacién compatible
con los postulados de la Mecdnica Cudntica, se estudian por medio del
operador densidad. La solucion general del problema que ahora plantea-
mos, sera estudiada en otro capitulo.

e
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El estado general | ¢¥) con un nimero no fijo de fermiones debe inscri-
birse, de acuerdo con el principio de superposicién de la siguiente forma:

: _
| ®)— q,l0)+— f dat ¢:F(a!) y*(@) o)+ ...
V1!

1
+ ...+ —dal...da" @:sF ... , (al, ... a") P (@") ... y*(al) [ o) (4-62)
V!

de manera que la normalizacién de este estado es

(oF | gF ) — | @, 12+ [da? | 5@y 2 +- ... -
[ dal...da% | @Fue... . (at ... &) 12 (4-63)

11. REPRESENTACION DE LOS OPERADORES DE CREACION
Y ANIQUILACION EN EL ESPACIO DE FOCK

No es necesario conocer cuanto sigue en este apartado para las aplica-
ciones pricticas. En él queremos hallar las matrices que representan a los
operadores de creacién y de aniquilacién para bosones y para fermiones
en el espacio de Fock. Esencialmente hemos de exigir que tales matrices
satisfagan las relaciones de conmutacion (4-33) (4-36) para bosones y las de
anticonmutacién (4-35) (4-87) para fermiones. Este requisito es el que deter-
mina el valor que ha de tomar la constante real m, de (4-15) que hasta
ahora solamente sabemos que ha de valer 4 1 segin la restriccion (4-16)
que hemos utilizado para calcular la expresion (4-22) del operador niimero N..

Para bosones es suficiente hacer n,=1. Los elementos de matriz del
operador de aniquilacién se obtienen de (4-15) y de las relaciones (4-21). Y
asi tenemos que los tinicos elementos no nulos son

(ng,ny...0-L ... [ ® (@) |n,ne..n,...) =1 Vn, = Vn,  (4-64)
que podemos escribir mas sencillamente asi:
) n, (4-65)

(n,—1|®(9°) [n,)=Vn

y afiadiendo que la matriz es diagonal en todos los otros ntmeros de ocu-

58 —
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pacion. Si nos fijamos en los distintos valores de n, la matriz que representa
al operador ®(¢®) es

@) WAL OF

OO N2 @F

O 00 /B (4-66)
(0)

o |

El operador ®* (¢°) es el hermitico conjugado del @ (¢) y, por consiguien-
~ te, sus elementos de matriz han de verificar la relacién- (2-78).

(n,| ®* (@ " |n, )= Vn, (4-67)

expresion que tamblen se obtiene de la segunda ecuacion en (4-15). Por me-
dio del producto de estas dos matrices podemos ver que el operador
@ (%) @ (¢°) esta representado como esperabamos por una matriz diagonal
cuyos elementos diagonales son n,. Esto quiere decir que se verifica

2" (¢7) @ (@) =N, (4-67)
De forma idéntica encontramos que
@ (@) @ (@) =N, +1 (4-68)
y. por consiguiente,
[@ (@), @ (9)] =1 (4-69)

Los operadores ® (‘) y @ (¢°) con tz“s actian en distintas variables
(Nt y N,) y, por consiguiente, conmutan. Lo mismo puede decirse de sus her-
miticos conjugados, con lo cual vemos que la eleccién n,==1 es la apropiada
para bosones, ya que (4-66) satisface (4-36).

Tratemos ahora de estudiar la representacion de los operadores de crea-
cion y de aniquilaciéon correspondientes a fermiones. l.os niimeros de ocupa-
cion n, sélo pueden adquirir dos valores: a saber, el cero y la unidad. De
la misma forma que antes vemos que los tinicos elementos no nulos son

(n;,n3...0,0,... | ®(¢°) |ng,mz... 0,1, ... ) —nVIe—n, (4-70)

y asi los operadores ¢ (¢°), con relacién a cada niimero de ocupacién, vienen

representados por matrices de dos filas y dos columnas, diagonales respecto

a n, (=0,1) t*s, mientras que respecto a n_ tienen la forma
@ ) O O )

il (qf)—»ns(o 0 ¥ o (4-71)

V(@) = m(

=5
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donde la primera fila y columna siempre se refieren al valor n,—=0, y la
segunda al n,—1. Como antes es facil ver que

P (@)W(@7) = N (4-72)
Y@M (@) =1—N, (4-73)

es decir, que satisfacen las relaciones de anticonmutacion
| b (@), b(@) | =1 (4-74)

Queda atin por probar cémo estos operadores pueden satisfacer las rela-
ciones (4-35) y (4-37) para t =~ s. Para conseguir esto es preciso establecer una
crdenacién entre los estados | ¢@*)(s=12...). Esta ordenacion es arbitraria
pero debe ser mantenida una vez establecida. Y entonces debemos hacer m,
igual a 1 6 a— 1 segtin el nimero de estados ocupados con t < s sea par
o impar. Es decir, elegimos para fermiones

e
3 . (4-75)
donde el factor —1 esta elevado a una potencia igual a la suma de los ni-
meros de ocupacion de todos los estados hasta el s, excluyendo este ltimo,
es decir, que
8—1
2(1,s—1)=23n, (4-76)
=1
Con esta eleccion es facil probar que existen operadores que pueden repre-
sentar a los de creacién o aniquilacion de fermiones segin mostraron por
primera vez Jordan y Wigner (1).

El contenido de este apartado es de poca importancia fisica. Para las
aplicaciones fisicas sélo nos interesa saber que los operadores de creacién
y de aniquilacién existen y que, consiguientemente, no estamos manejando
simbolos carentes de sentido desde el punto de vista matemitico. Es muy
raro temer que utilizar estas representaciones de los mismos. Sin embargo,
no es facil fijar la representacién cuando el niimero de nimeros de ocupa-
cion es infinito (2). Esta es una de las dificultades que aparecen en la Teoria
Cuantica de Campos, la cual utiliza un numero infinito de subsistemas.

12. OPERADORES DE VARIOS SUBSISTEMAS INDISTINGUIBLES

Supongamos que los subsistemas idénticos que integran el sistema se ha-
llen en estados propios de su energia, es decir, que si llamamos hamilto-
niano, H,, al operador que representa la energia del subsistema r, en primer
lugar, por ser todos ellos idénticos entre si, H, ha de ser independiente del
subindice r

H —H (4-77)

(1) JomrpaN y WicNeEr: Z. Phys. 47,631 (1928).
(2) R. Haac: Kong. Dan. Vid. Sele. Mat-fy. 29,12 (1955).
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y ademds los estados | @*) que representan el estado individual de un sub-
sistema cualquiera verifican

o= EE2) (4-78)
donde | E*) son soluciones de la siguiente ecuacién de valores propios:
H |E)=E|E) (4-79)

Las cantidades E® son los distintos valores propios de la energia de cada
subsistema. Tales estados propios suelen también designarse con el nombre
de estados estacionarios.

Si los subsistemas no interaccionan entre si, la energia total E, del sis-
tema tendrd por valores propios '

ET = ZEHHS > (4‘80)

lo cual indicard que el estado del sistema seri estado estacionario de un
operador Hy tal que

Hy —3 E'N,— E DI o —
— 2y (@) (e | H|o)u@) (4-81)
puesto que en este caso
(¢°|H |9 ) =—E"3,, (4-82)

Y asi hemos escrito el operador hamiltoniano del sistema Hy a partir del
operador hamiltoniano del subsistema H, = H. Fijémonos en que para calcu-
lar (@ |H|@') hemos supuesto que sélo existia un solo subsistema cuyos
estados estacionarios calculdbamos en (4-79).

Hemos deducido esta formula intuitivamente con sélo suponer que la
energia del sistema era la suma de las energias de los subsistemas.

Queremos ver que la expresién (4-80) es completamente general. Desig-
nemos por Brun operador del conjunto de subsistemas definide como la su-
ma del observable B, de un solo subsistema.

Br — 3B, (4-88)

Los elementos de matriz de B, en la representacién cuyos estados unidad
sean | @°) verificaran

(9% B, |9%) =o' |B | ") (4-84)

y seran independientes de r dada la identidad de los subsistemas, aunque
para calcular el valor de (4-84) hayamos de trabajar como si sélo existiera
el subsistema 7. El operador B,— B sélo puede ser definido cuando imagi-
nemos que cada subsistema es distinguible.

Supongamos, aunque sélo sea como hipétesis de trabajo a la que hemos

=TS
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de renunciar m4s tarde, que cada subsistema es distinguible. El estado del
sistema es

[nl,nz,...ns,...}n (4-85)

simbolo que no-solamente da los niimeros de ocupacion de cada estado | @),
sino que, ademas, dice cuales son los subsistemas que estdn en cada uno
de esos estados, informacion que hemos sefialado por medio de subindice D.
Dado un estado como (4-85) podemos determinar de una manera univoca, el
estado correspondiente de subsistemas idénticos con los mismos ntmeros de
ocupacién, es decir, existe un operador, T, tal que actuando en (4-85) da el
estado correspondiente de la clase (4-9) en que los subsistemas son indis-
tinguibles. Por consiguiente,

iR o — VI o e (4-86)

Tal operador T produce la simetrizacion o la antisimetrizacion de (4-85)
segiin que tratemos con bosones o con fermiones. Sin embargo, no podemos
definir el operador reciproco de T, pues partiendo de un estado en que los
subsistemas son indistinguibles podemos encontrar muchos estados del sis-
tema en que los subsistemas sean distinguibles con los mismos nimeros de
ocupacion.

Supongamos que en (4-85) el subsistema r sea uno de los n, que estdn
en el estado | *): El operador B,=— B actiia sobre él tnicamente. Por con-
siguiente,

B, |n;np...ng,..)py =23 |03, 0.0, — 1, Tn...)p (@ | B, | @) (4-87)

m

donde |ny,mny..n,—1,1,,...)p es el estado del sistema con subsistemas
distinguibles en que el subsistema r se halla en el estado | ¢™); todos los
demas subsistemas permaneciendo en el estado en que estaban en (4-85).

Sumando esta ecuacién para todo valor de r y aplicando el operador
de indistinguibilidad T se tiene

TBT |n1,n2,...ns,...) D — B'r T[nl, n2...ns)D —

=By |0 ns0n )= Ml lnpms S itn sl s (@ B, [[pn ) (4-588)

puesto que Br es operador simétrico en los subsistemas y, por consiguiente,
se verifica
TBy =Br T (4-89)

De esta forma obtenemos
BT l I, o, seey n57 QU0 ): 2 X+(q3m)x+ % ((‘p") ‘ nl; n2; s nsu O > <cprm ’ Br ‘ q’)ra> (4-90)

donde y* ~(¢") significa que un factor 3*(¢°) que creaba el estado del sub-
sistema debe ser omitido en el estado | ny, ny, ..., n, ... ).

ey
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Ahora bien, de la relacién (4-53) y de las relaciones de conmutacion de
los operadores de creacién y de aniquilacion

(@ [inina s tn s s e N(@E)ilima s el s o) (4-91)

Y, por consiguiente,

Br [ni,ms,...0,.. )= Zx(@")( " | B. | ') % (9) | 0y, 0y, o0, my, ) (4-92)

y puesto que los estados |ny, my,...n, ...) forman un conjunto completo,
llegamos a la conclusion de que la anterior es una ecuacion entre opera-
dores de forma que se tiene

Bl —Sie)iCo | Bilo iy =

= 2@ (0" | B|o") 1 (@) : (4-99)
expresion para el operador que actiia sobre un subsistema cualquiera de
los que forman el sistema. Hemos hecho uso de la importante ecuacién (4-84)
que indica la manera cémo calcular (@™ | B | @*); a saber, hemos de calcu-
lar el valor de este elemento de matriz, como si sélo existera un tinico sub-
sistema, el r.

Intentemos ahora comprender el significado fisico de esta férmula
para By . La accion de B sobre el estado del sistema es facil de imaginar.
Tal operador debe aplicar la accién de B = B, sobre cualquier subsistema
del conjunto; ahora bien, B toma un subsistema en el estado @) y lo
deja en el estado | ™), y la amplitud de la probabilidad de que esta
modificacion tenga lugar es (¢™|B|¢*). El operador Br dado por la
expresion (4-93) toma un subsistema cualquiera en estado |@®), lo hace
desaparecer, y luego lo crea en el estado | 9™); y la amplitud de que esto
tenga lugar es (@™ |B|@*). Y asi vemos el buen sentido de esta férmula.

Extendamos esta representacién de operadores en el espacio de Fock
“a otros casos més complicados. Imaginemos, por ejemplo, un operador V, .
que actie entre los estados de dos subsistemas determinados del conjunto
a los que designamos con las letras r y 1’. Por ejemplo, si los subsistemas
son cargados, “V, . puede ser la energia de Coulomb generada por sus car-
gas. Puesto que todos subsistemas son idénticos V. . no puede depender
de los subindices r y r’.

(4-94)

El operador que representa la accion de todos los V actuando entre
cualquier par de subsistemas es

Vire — 3V (4-95)

!r‘
Siguiendo procedimientos algebraicos semejantes a los empleados para
hallar (4-98) llegariamos a demostrar

Vo =2 @) v (@) (e o [V [0, ¢ )y (@) 1(9) (4-96)

donde (9", @ |V|9%q¢°) es el elemento de matriz de V, ..

r

entre los

=63 =
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estados que se indican calculados como si sélo existieran estos dos subsis-
temas unicamente y fueran distinguibles, es decir, de forma

: (0% 0" | V]9, 9)=
— [¢" (a)* @™ (a')* dada’ (a,a’ | V| a”,a”) da”da” ¢* (a”) @° (a”)

en que la funcion de onda de | @°, ¢‘) en representacién A sea el pro-
ducto @ (a) @* (a’) de las funciones de onda de cada uno de los subsistemas,
es decir, sin simetrizar.

Este método permite escribir por medio de operadores de creacién y de
aniquilacién un operador cualquiera que actia entre un numero fijo de
los subsistemas indistinguibles que compongan el sistema. Tales férmulas
tienen gran importancia practica.

18. EL OPERADOR DENSIDAD

Consideremos un subsistema que forma parte de un sistema cerrado:
Para que el estado del sistema pueda ser descrito por medio de los pro-
ductos de las funciones de onda de los subsistemas que lo forman, es pre-
ciso que el aparato que mida o produzca este sistema describa completa-
mente el subsistema considerado y todo el resto del sistema también, es
decir, describa completamente los estados de los subsistemas que forman
el sistema. Pero, a veces, es imposible realizar tal experimento por la gran
cantidad de datos que hay que recoger. La situacion es, en principio, se-
mejante a la que ocurre en el dominio cldsico donde es imposible hacer un
estudio riguroso de las propiedades de un cuerpo macrocésmico a partir
de sus componentes dada la imposibilidad, de hecho, de considerar todas
las propiedades y condiciones iniciales de estas partes constituyentes.

Desde un punto de vista meramente mecanico el problema de explicar
las propiedades de los cuerpos macrocosmicos a partir de la Mecanica
Cudntica es tan insoluble como lo es si pretendiéramos hacerlo mediante
la Mecédnica Clésica.

En ambas mecanicas hemos de conocer un ndmero infinito de datos,
suficientes para determinar el estado de cada particula que compone el
cuerpo anacrocoésmico, lo cual es de hecho imposible de conseguir.

Por consiguiente, tenemos que decir que, en general, no dispondremos
de la informacién maxima compatible con los postulados de la Mecénica
Cuantica acerca del estado de un sistema formado por un niéimero muy
grande de subsistemas, sencillamente porque no sabremos en qué estado
se encuentra cada subsistema. Estudiemos otro ejemplo en que tampoco
disponemos de la informaciéon mixima.

Para construir el estado de cada subsistema hemos de medir los valores
de un conjunto completo de observables. Pero hay muchos casos en que
nuestros experimentos no analizan todas los observables necesarios para
obtener la informacion méxima consistente con la Mec4nica Cuéntica. Asf,
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por ejemplo, para conocer el estado del protén hemos de saber la orienta-
cién del observable llamado spin; pero a veces estudiamos las propiedades
de una gota de agua —en cuya constitucion entran los protones— sin saber
nada acerca de las orientaciones de los spines de los mismos, es decir,
disponemos de “menos informacién” acerca de los protones que la que en
verdad nos permite adquirir la Mecénica Cudantica sobre los mismos.

El estado dindmico de un sistema cuintico estd completamente deter-
minado cuando, segiin vimos, podemos medir con toda precisién los valores
de los observables que forman un conjunto completo para tal sistema. A
tal estado corresponde un vector del espacio de Hilbert. Si la informacion
que podemos obtener sobre un sistema es incompleta, es decir, menor que
la maxima permitida por la Mecanica ‘Cudntica, nos contentamos con decir
que el sistema tiene ciertas probabilidades, P, (s =1, ... N.) de encontrarse
en los estados dindmicos representados respectivamente por los vectores
ortogonales |s). Sin embargo, al estado fisico del sistema no corresponde
ningtin vector del espacio de Hilbert. Tal estado, s6lo puede ser corres-
pondido por la superposicion incoherente de vectores del mismo espacio;
pero esta correspondencia no es dnica en general, pues de la misma forma
como utilizamos para describir la situacion fisica, las probabilidades P, y
los vectores ortogonales |s), pudiéramos utilizar otro conjunto de proba-
bilidades, y de vectores.

Superposicién incoherente quiere decir, por definicion, que para calcu-
lar la probabilidad de encontrar un cierto resultado experimental con un
sistema del que no poseemos maxima informacion, hemos de calcular la
probabilidad para cada uno de los estados |s), y luego hallar el valor me-
dio atribuyendo a cada vector |s) un peso P, asignado previamente. La
superposicién seria coherente si en lugar de las probabilidades conociéra-
mos las amplitudes de las mismas y de esta forma pudiéramos hallar me-
diante el principio de superposicion el estado del sistema que serd tnico.

Y asi supongamos que se efectia, en tal sistema, la medicion de un

cierto observable L: El valor medio, L, de los resultados de tales medi-
ciones, sera €l valor medio de los valores esperados de L en cada esta-
do |s). Y, por consiguiente, supuestos normalizados a la unidad los vec-
tores |s) sera

S (4-97)

El valor medio L contiene aqui dos ecalculos estadisticos: uno co-
rrespondiente a la misma naturaleza estadistica del conocimiento que
dan los vectores |s) y que se expresa por medio del valor espe-
rado (s|L|s); y otro originado al caleular el valor medio de estos va-
lores esperados. Sin embargo, es preciso tener en cuenta el hecho de que
estos dos elementos estadisticos no pueden ser separados conceptualmente;
el proceso estadistico completo debe ser hecho simultineamente en una
sola operacién y no debe ser representado como el resultado de aplicar
consecutivamente un promedio puramente mecdnico cudntico y luego otro
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promedio puramente estadistico. Y esto es asi a pesar de la forma cémo para
ayudar nuestra imaginacion, hemos calculado el valor medio.

Una descripcion mecédnico-cudntica de un sistema basada en una infor-
macion incompleta acerca del mismo puede ser obtenida por medio del
operador densidad. El conocimiento del operador densidad, al que desig-
naremos con la letra o, permite calcular el valor medio de cualquier obser-
vable del sistema y también las probabilidades de obtener en um experi-
mento los distintos valores propios de estos observables. Desde el punto de
vista estadistico, la insuficiencia de la descripcion de un sistema propor-
cionada por el operador densidad, reside en el hecho de que los distintos
resultados de nuestras mediciones que pueden ser predichos con cierta
aproximacion mediante €l operador o, podrian scr predichos con mayor
exactitud o incluso con certeza —si se tratara de nn estado propio— si al
estado fisico del sistema descrito por o le correspondiera un vector estado
del espacio de Hilbert.

La definicién de operador densidad se hace por medio de la sxgmente
relacion:

L — Tr(ofL) (4-98)

es decir, es el operador tal que la traza de su producto con €l observable,
da el valor medio del mismo en el sistema considerado. Representa €l con-
junto minimo de datos que necesitamos para calcular el valor medio de

un observable. Comparando ambas expresiones de L deducimos que

— ' [s)P,(s| (4-99)
En efecto, calculemos Tr (¢ L). Se tiene, puesto que S(s) = |s) (s | es
un selector,

Tr(o L) =SP,T1(S (5 L) = 2P, Tr (S 5) L) =
:2P5Tr(S(S)LS(s))=2PSTr(is,‘<s[ [isadsi) =
— > Bolin (sl hilis e [E—SRRaGs Il s ) (B s (Sl

=P (s|L|s)=T (4-100)

Pero hemos de hacer constar que la expresién (4-99) no puede ser la
definicion del operador densidad p. Pues sélo tiene un valor muy limitado
el mecanismo de hallar el promedio sobre los distintos estados |s), los
cuales han sido introducidos tinicamente para aclarar la transicién entre las
descripciones completas —informacion mdxima compatible con los postula-
dos de la Mecdnica Cudntica— e incompletas, de los sistemas fisicos. En
particular seria erréneo suponer que la descripcion por medio del operador
densidad corresponde al hecho de que el subsistema tiene cierta probabi-
lidad de estar en cada estado | s), y que el calcular el valor medio es pro-
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mediar sobre estos estados con estas probabilidades. Tal supuesto contra-
dirfa los principios basicos de la Mecanica Cuantica.

Muchas veces se realizan calculos en Mecénica Cudntica sin el uso de
los operadores densidad, aun en casos en que no se dispone de la mixima
informacién posible. Y asi, por ejemplo, se supone que disponemos de in-
formacién méxima y que, por conmsiguiente, se han medido los valores
de todos los observables que forman el conjunto completo y luego se halla
el promedio de los valores esperados sobre las variables que en verdad no
fueron medidas. Pero si conociéramos el operador densidad los calculos
pueden llevarse a cabo mds rdpidamente, ya que evitamos la introduccion
de variables superfluas, lo cual es de gran importancia para estudiar el sis-
tema formado por muchos subsistemas. Entre las variables que no utiliza-
mos usando el operador densidad, figura la fase del estado del sistema.

14. USO Y PROPIEDADES DEL OPERADOR DENSIDAD

Si Sp es el operador selector que selecciona los estados vectores combi-
nacién de los vectores unidad |a*) donde a puede tomar ciertos valores
que forman cierto dominio D entre los posibles de los vectores propios del
conjunto de observables A (Sp, hablando matematicamente, es €l proyector
del subespacio generado por los vectores unidad cuyos indices estan en D),
la probabilidad W, para que al realizar un experimento encontremos al
sistema fisico en un estado cualquiera de los anteriores es

Wy = Tr o Sp (4-101)

En parucular, la probabilidad de hallar el sistema en el estado | o), debi-
damente normalizado a la unidad, es

We-—Tr(odll@) o) = (allio.fio (4-102)

Estos sistemas fisicos, de los que tenemos menos informacion que la
maxima compatible con los postulados de la Mecanica Cuantica, estan exacta
y completamente definidos por su operador densidad. Con él podemos calcu-
lar los valores medios de los observables y la distribucion estadistica de
los resultados de las mediciones que hagamos en tal sistema. Por consi-

guiente, consideraremos idénticos los sistemas que tengan el mismo opera-
dor densidad.

A fin de aclarar nuestras ideas vamos a estudiar la diferencia que existe
entre €l conocimiento que obtenemos de un sistema fisico cuando a su
estado corresponde un estado vector del espacio de Hilbert, y cuando, como
maximo, podemos obtener un operador densidad sin que exista vector que
represente el estado fisico del sistema. Aunque la terminologia puede con-
ducirnos a error, llamaremos puro al estado del sistema en el primer caso,
y mezcla, cuando como maximo existe el operador densidad. Un estado puro
esta caracterizado por la existencia de un experimento que da un resultado,
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predicho con completa certeza, cuando lo realizamos en un sistema que esta
en ese y solo en ese estade. Matematicamente esto equivale a decir que el
estado vector es vector propio de cierto operador. Por ejemplo, la polari-

zacion lineal de un haz luminoso en un plano dado estd caracterizada por

el paso, con toda certeza, de “cada foton” que la constituyen, a través de
un prisma de Nicol convenientemente orientado; ningtin otro estado de po-
larizacion es completamente transmitido por el mismo prisma. El paso a.
través de un prisma de Nicol define completamente el estado de polari-
zacion porque haces filtrados asi, se comportan de la misma forma con res-
pecto a cualquier otro experimento que analice polarizaciones. Este expe-
rimento da la maxima informacién posible; y asi un estado puro puede ser
identificado describiendo el experimento completo que lo caracteriza.

A veces no es conveniente determinar el estado puro por medio del ex-
perimento que repetido cuantas veces queramos siempre da el mismo re-
sultado, es decir, por el observable del que el estado puro es estado pro-
pio. En ese caso caracterizamos el estado puro por una combinacion lineal
o superposicién de estados propios de un conjunto completo de observables.
Pero aun en los casos en que utilizamos el principio de superposicion, es:
posible, si queremos, hallar el observable del que el estado puro es estado
propio. Observemos que en este principio de superposicion los coeficientes
de la combinacién lineal tienen el significado de amplitud de probabilidad
y no son probabilidades.

Pero hay sistemas en la Mecdnica Cudntica para los cuales ningtin ex-
perimento que dé informacion completa de los mismos da un resultado
tinico capaz de ser predicho con certeza. Por ejemplo, ningiin polarizador
admite o rechaza con certeza fotones de un haz luminoso que esté parcial-
mente polarizado. Tenemos menos informaciéon que la méixima posible. La
descripcion de un estado mezcla como una superposicién de estados puros,
a cada uno de los cuales corresponde un estado vector, no es Gnica. Y asi
no hay razon alguna porque luz no polarizada debe ser descrita como mez-
cla de dos polarizaciones lineales, en lugar de dos polarizaciones circulares. Al
no existir ese experimento que da el mismo valor cuantas veces repitamos
la medicion, el estado fisico del sistema no puede estar representado por
un vector en el espacio de Hilbert.

Consideramos definido el estado de un sistema, sea puro o no, por su
historia previa, es decir, por el método de obtenerlo: El conocimiento del
método cémo un sistema fisico fue preparado puede ser reemplazado por
experimentos apropiados en un conjunto de sistemas fisicos preparados
idénticamente.

El estado puro es descrito por medio de un estado vector, mientras que
el estado mezcla lo es por un operador densidad. Evidentemente, el opera-
dor densidad debe admitir el caso limite de medir algo con toda certeza
para asi dar lugar al estado puro.

Podemos dar dos interpretaciones distintas al contenido fisico del ope-
rador densidad: El primer punto de vista considera el sistema como un
conjunto de subsistemas idénticos, es decir, como un conjunto estadistico-
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«de subsistemas mecanico-cudnticos cuyos estados sean puros aunque dis-
tintos, y pretende hallar el valor medio de una propiedad del subsistema
:sobre todos los del conjunto. En este caso cada subsistema estd preparado
.por distintos experimentos puesto que se hallan en estados puros distintos.
Esta interpretacién es la que conviene a la estadistica cuantica. Y podemos,
en segundo lugar, considerar un sistema formado por subsistemas idénticos
cuyo estado no es puro sino que es descrito, para todos los subsistemas, por
el mismo operador densidad. Aqui preparamos todos los subsistemas por
medio de los mismos experimentos y el sistema no es sino un conjunto de
:subsistemas idénticos en el mismo estado mezcla por lo cual el calculo del
-valor esperado de un observable del subsistema, se hace considerando un
solo subsistema y un operador densidad. Este segundo punto de vista es
¢l que hemos utilizado al presentar o. Pero ambas maneras de concebir
€]l contenido fisico dan los mismos resultados.

El punto de vista estadistico permite al fisico hacer predicciones sobre
las propiedades de un sistema aunque conozca el valor de un nimero muy
pequefio de parametros. Predecir la realidad fisica de esta manera es po-
sible porque el cientifico utiliza la idea de conjuntos representativos (1).
Tales conjuntos representativos son un sistema, formado por subsistemas
‘idénticos tales que los valores de los parametros conocidos son los mismos
para todos los subsistemas del conjunto, mientras que los otros parametros
itienen valores distribuidos de una manera adecuada para los distintos sub-
sistemas. De hecho, los sistemas fisicos tendrdn muchos grados de libertad,
aunque s6lo nos interesara el conocimiento de unos pocos. Y asi siempre
que tenemos €l estado de un sistema con muchos grados de libertad, obte-
nemos el operador densidad hallando el promedio sobre todos los grados
de libertad que no nos interesan. Por consiguiente podemos decir que la
:descripcion mds general de un sistema cudntico se obtiene mediante el
operador densidad.

Vemos, pues, que no es posible dar una sola definicion del operador
«densidad. Tal definicién depende completamente del punto de vista que
adoptemos; considerado estadisticamente es el que en Mecanica Cudntica
hace los efectos de la funcion de distribucion del dominio cldsico; desde el
punto de vista cudntico, es la forma mds general de describir un sistema...
Y finalmente atin podriamos darle una tercera interpretacion, ya que tam-
bién es el método mas conveniente para manejar todos los parametros de
interés en un cierto experimento y describir la conducta del mismo.

El operador densidad o es un operador hermitico definido positivo, y
cuya traza es igual a la unidad. Reciprocamente, todo operador hemitico,
definido positivo y de traza unidad, puede ser considerado como un opera-
dor densidad. La condicién de que €l valor medio de un observable sea un
riimero real, requiere que o sea hermitico; la condicion de que el valor
medio del operador identidad, I, sea la unidad, requiere que la traza de o
sea uno; la condicién de que todo operador observable de valores propios
no negativos, tenga un valor medio no negativo, precisa que el operador

.(1) D. Ter Haar. — Reports on Progress in Physics. Vol. XXIV, pdg. 305.

ST/ P




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

densidad sea definido positive, esto es, que todo elemento diagonal de g,
en cualquier representacion, ha de ser no negativo.

Es f4cil comprobar algebraicamente que €l operador densidad (4-99)
introducido anteriormente satisface estas propiedades. Asi, por ejemplo, la
iraza del mismo es

B pi— > Pl Wis 3 (s [l DrP — & (4-103)
8 ]

y su caricter de positivo definido aparece al calcular sus elementos diago-

nales en una representacion cualquiera,

Gagillof ae)— S B ica shiE=0 (4-104)

La hermiticidad del operador (4-99) es evidente.

A veces conviene desarrollar el operador densidad en funcién de otros
operadores mas conocidos. Para ello necesitamos un conjunto de operadores
hermiticos U, (i =1,2, ... k, ... h) tales que dos a dos verifiquen la siguiente
relacion:

Tr (U, U,) = d,, (4-105)

Para sistemas cuyo conjunto completo de observables poseen N estados
unidad ortonormales, de forma que o es una matriz cuadrada de N colum-
nas y N filas, necesitamos N? operadores U; ortogonales segtin (4-105).

Cualquier operador L del sistema puede ser desarrollado como una com-
binacién lineal de U,

1

y para €l operador densidad

e=22¢qU 0, =Tr(oU) (4-107)
Y, Por consiguiente,

L=T:(eL)=3 Lo (4-108)
Una eleccion apropiada de los operadores U, sirve en muchos easos para

simplificar los célculos.

15. EJEMPLOS DE OPERADORES DENSIDAD

Si se sabe con certeza que un sistema se encuentra en un estado
puro | a), el operador densidad para €l mismo es

0= |a) (a| (4-109)
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que veritica
0%, — 0y (4-110)

si (ga> estd normalizado a la unidad. Reciprocamente si el operador densi-
dad de un sistema es un selector (proyector) representa el estado puro;
exactamente, el que tal operador selecciona.

Los operadores densidad de estados puros verifican

Tr o2 =1 (4-111)

Reciprocamente, para que un operador densidad represente un estado puro,
es necesario y suficiente que se verifique (4-111). Para cualquier otro ope-
rador densidad se tiene

Tr o2 (1 (4-112)

como puede comprobarse inmediatamente. Tal propiedad puede propor-
cionar una medida de la informacién que el operador densidad contiene
acerca del sistema que representa.

Estudiemos ahora cual es el operador densidad que corresponde al es-
tado de un sistema una vez hemos realizado una medicion en el mismo. Si
la observacion realizada indica que el sistema se halla en uno de los esta-
dos que el operador Sp antes definido, selecciona, el eperador densidad des-
pués de hecha esta medicion, es, salvo constante, la proyeccion o' = Sp 0 Sp
del operador densidad o que tenia el sistema antes de realizar el experi-
mento. La constante se fija por la condicion de que el operador o' tenga
una traza igual a uno; por consiguiente, tal constante es el reciproco
de TI‘QIITIQSD =W,

La variacién acausal del operador densidad al realizar una medicién es

So 0 So

TreSop (4-118)

En muchos casos el valor de las probabilidades P, se deduce de prin-
cipios o consideraciones que salen del marco de la Mecanica Cudntica. Asi
por ejemplo, la Mecanica Estadistica prueba que el estado de un sistema a
temperatura T debe ser representado por una superposicion incoherente de
estados propios de la energia |E*) con pesos proporcionales al factor

s

€Xp {—

de la funcién de distribucion de Boltzmann. A fin de que

la suma de todos los pesos correspondientes a todos los valores propios
de la energia sea igual a 1, el peso de cada estado debe ser igual al fac-

KT
tor exp %—— B dividido por la suma de todos ellos sobre los distintos
ES
estados Z (T) = Y exp {— KT % . Por consiguiente, el operador densidad

es diagonal en la representacién que incluye al operador hamiltoniano H
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entre el conjunto completo de observables compatibles que la generan. Sus
elementos de matriz en esta representacion son

Eu

KT

CRziB [pEZn ) — s 3. (4-114)

e

donde I son los indices correspondientes a los otros observables que con H
forman el conjunto completo. En general el operador densidad en Meca-
nica Estadistica, es

o— H/KT

Tr (emEizT)

0= (4-115)

que es una funcion del operador hamiltoniano exclusivamente (1).

(1) U. Fano: Rev. Mod. Phys. 29,74 (1957).
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INTRODUCCION

El gran desarrollo industrial conseguido en la primera mitad del siglo xx
tenfa como base la utilizacién de combustibles fdsiles: carbon, petroleo y
derivados. Sin embargo, es bien conocida la desigual distribucion de estas
materias primas en la superficie terrestre. Hay muchas naciones que carecen
de estos elementos bdsicos y, las restantes, ven como sus reservas disminuyen
rapidamente.

El descubrimiento de la fision nuclear, y posterior control de las reaccio-
nes, vino a poner remedio a esta situacion. Hoy en dia, naciones como In-
glaterra, estdn explotando esta nueva fuente de energia en escala industrial.
Espana deberd tener en marcha sus reactores antes de diez afios.

La siguiente tabla segin Palmer Putnam (1953) puede darnos una idea
del consumo y reservas de combustibles.

TAaBnA: 1

Hastal85(0 ==l v st e o 6:0:0)
5 B850 1950 e ol i 4 O
Consumo= T Hastas2 000825 v R s s st 25 O
Hasta 2050 - = s sl s = 10026)
En el momento presente 10 O por centuria.
Garbonters i st T s e 32 O
Petroleon-in i o iieaiic e 6 O

Reservas Ll
; 38 Q
Nueclear s £ ms Sttt e e 5= 0

donde Q = 2°5.10?° calorias. El célculo del consumo se ha realizado extrapo-
lando el crecimiento de poblacién y consumo individual, y el de las reservas
contando las explotaciones econémicamente posibles hasta un precio doble
del actual. Las reservas de uranio son de 50 millones de Kg., o sea que pueden
producir algo més de 10 veces la energia de todo el carbén que nos queda.
En un periodo de 100 6 150 afios, quiz4 hayamos acabado con los dos tipos
de combustible. :
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El precio de la energia producida por fision tiende a ser aproximada-
mente el mismo que la que se obtiene por procedimientos hidraulicos.

Sin embargo, estos reactores de fision, tienen un inconveniente extraor-
dinario: las cenizas radioactivas. El conseguir la energia que hoy en dia se
consume, con reactores de este tipo, supondria una cantidad de cenizas ra-
dioactivas equivalente a la explosion de 200.000 bombas atomicas por afio.
Teniendo en cuenta el aumento de las necesidades de energia, €l proceso de
fision, para el afio 2000, originaria una radioactividad equivalente a ocho mi-
llones de bombas atomicas. Esto representa un verdadero peligro para la
humanidad, teniendo en cuenta que todavia no se ha resuelto el problema
de deshacerse de las cenizas radioctivas.

Todo esto, nos obliga a emprender la rapida carrera que han comenzado
todas las naciones para lograr una nueva forma de obtener energia: el apro-
vechamiento de la enorme cantidad de energia desarrollada en la bomba
de hidrogeno.

Igual que se conguié6 domar y controlar la bomba atémica, intentamos
hacerlo con la bomba de hidrogeno, es decir, fabricar un aparato que llama-
mos reactor de fisién controlada, que produzca energia barata, controlada y
sin peligro.

Aunque histéricamente se conoci6 antes la existencia de estas reacciones
en las estrellas, que el descubrimiento de la fision, quiza por motivos psico-
logicos no se intenté producir en la Tierra estas reacciones de tipo astro-
nomico.

La informacion sobre los estudios realizados en este campo ha sido muy
escasa hasta hace poco tiempo. Los primeros trabajos se deben a Rutherford
y Oliphant en 1934. Sin embargo, hasta 1951 no se vio la importancia de la
fusién y entonces pasé a ser investigacién secreta. Empezaron a publicarse
algunos trabajos en 1957 y, posteriormente, se dieron muchisimos mas datos
en la Conferencia de Ginebra para usos pacificos de la energia atémica.

La investigacion sobre las formas de control y puesta en marcha de reac-
tores es un problema fascinante, dificil y potencialmente muy importante.
Esperamos que la predicion del fisico indio H. J. Bhabha, en 1955 en la
primera Conferencia de Ginebra, de que el problema estaria resuelto antes
de 20 afos, se confirme para bien de la humanidad.

Haremos un resumen de la teoria, dificultades y ventajas de la fusion
controlada.

FISION Y FUSION

El ntcleo esta formado por un conjunto de protones Z (ntimero atémico)
de masa M, y un conjunto de neutrones N de masa M,. A la suma de los
numeros de protones y neutrones se le llama nimero masico, A =Z 4 N.

La diferencia entre la masa de los nucleones (protones y neutrones) y la
masa de nucleo M:

@M, NM)—M

multiplicada por la velocidad de la luz al cuadrado, recibe el nombre de
energia de ligadura, B.

Ll
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B

, es una magnitud de particular

La energia de ligadura por nucléon,

A
interés. Tiene un valor maximo para los elementos situados en el centro del
sistema de periodos. Todos los elementos pesados y ligeros tienen tendencia

a transtormarse en elementos donde la relacion sea maxima, con des-

A
prendimiento de energia.

La fisién o escisién de los ntcleos pesados se produce al incidir un neu-
trén en un ntcleo pesado (Usss 6 Pu). Como el neutrén no tiene carga puede
penetrar tacilmente en el nicleo; éste, se vuelve altamente inestable y se
fragmenta (Fig. 1), en dos nticleos de A intermedio y cierto nimero de neu-
trones, que en condiciones especiales puede producir una reaccion en cadena.
La mayor parte de la energia liberada (200 MeV por nucleo) * aparece en
forma de energia cinética de los fragmentos de fision, pudiendo convertirse
en trabajo util mediante un ciclo térmico.

Productos de fision

@_.. ol
<

@

Fig. 1

=) o

PROCESO DE FUSION e

Es en cierto modo inverso del anterior. Aqui, los ntcleos ligeros se unen
(tusionan) para dar dos ntcleos mas pesados (Fig. 2). Este fenémeno se su-
pone ocurre en las estrellas, aunque- como veremos, las condiciones en que
se realiza en ellas no pueden practicarse en la Tierra.

El proceso de fusién es andlogo al fenémeno producido al poner en con-
tacto dos gotas de agua; las gotas se unen formando una gota tnica, cuya
temperatura es mayor que las de las dos separadas; se ha produmdo pues,
una liberacion de energia.

VAVAN:

Como los nticleos son positives, se repelen cor la fuerza F=———

T2
por tanto, sera preciso comunicarles una gran velocidad inicial para que pue-
dan salvar esta barrera de potencial. Para alcanzar estas velocidades tan

* 1 eV=160X10-2 erg.
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altas es preciso calentar los materiales que han de producir la fusion a altas
temperaturas.

Las reacciones de fusién son analogas a los procesos de combustion ordi-
narios. Para que se inicie este fenomeno, el combustible debe calentarse
hasta alcanzar la temperatura de ignicion; para que sea continuo, es decir,
se automantenga, es preciso que el calor desarrollado por la combustion de
una particula sea suficiente para elevar la temperatura de otra particula
proxima, hasta alcanzar su punto de ignicion. Por tanto, es preciso evitar
las pérdidas de calor, bien en forma de radiacion, bien en forma de particulas
calientes que salen del micleo de reaccion.

Precisamente en estas dos condiciones estriba el problema de los reac-
tores de tfusion. La temperatura de ignicion es de varios centenares de mi-
llones de grados y, para evitar pérdidas de calor, serd preciso aislar el ma-
terial a reacionar de las paredes del recipiente que lo contiene. L.a deno-
minacion de reacciones termonucleares proviene de ser un proceso esencial-
mente térmico.

COMBUSTIBLES

La fuerza de repulsién culombiana entre dos nicleos serd minima cuan-
do lo sean Z; y Z», o sea, en los ntcleos mas livianos la velocidad inicial
precisa para atravesar la barrera, y, por tanto, la temperatura requerida, sera
minima.

Los materiales m4s apropiados seran, pues, los atomos ligeros, H, He, Li
y sus is6topos que figuran en la siguiente tabla:

TasrLa II
Elemento Isétopos Elec.trones Protones Neutrones

: corticales .

H' 6 P 0

H H2 6 D 1 1 1

H3 6T 2

{ He? 1

H(‘ ? He* 2 2 2

( Li® 3

i ! Li* S 8 4

y las reacciones a que den lugar:

1) 4p—> H*+Ze" 1+ 26T MeV

; W — T@0)+ pE0) +4

2 DD I 508+ n@5) 8%
8) T +D— H}@5)+ n(141) + 176
4) T T Hp@@8)+ 2n (76) + 1174

e
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5 He®+D—s H}*(36) L p (147) 1 183
6) He®+ Hp?—s H* (43) L 2p (85) - 12'8
7) Li® D> 9H 2 924 :
8) Li'+p->2H* L 178

donde los numeros entre paréntesis indican la energia que acarrea cada
particula resultante, y los ntimeros tltimos, la energia total desprendida
en MeV. :

La 1) es impracticable por su pequefia seccion eficaz y solo se origina
en las estrellas con gran lentitud, a través de dos procesos, igualmente pro-
bables a la temperatura de las estrellas, denominados ciclo del carbono y
cadena protén-proton.

La 2) da lugar a dos reacciones de igual probabilidad, realizandose si-
multdneamente.

La 8) es muy interesante por desprender gran energia; sin embargo, tiene
dos gravisimos inconvenientes: el no existir tritio en la naturaleza y ser
su obtencién muy costosa, y el no desprender protones, imposibilitando una
probable conversién directa de la energia‘de reaccién en energia eléctrica.
Los mismos inconvenientes, pero mias acentuados, presenta la 4).

La 5) tiene una seccién eficaz pequenia, y ya en ella, aunque mds acen-
tuado en las restantes, el efecto de la barrera de potencial hace muy dificiles
las reacciones.

La reaccién mas prometedora es, pues; la D-D, que a su vez puede de-
sencadenar una serie de reacciones secundarias €n la siguiente forma:

D - D —> T (I°0) - p (3°0)

D -+ D — He? (0'8) 4 n (2°45)
D T — He* (8°5) - n (141)
D - He? — He* (3°6) - p (14°7)

6D — 2He* (71) + 2p (17°7) - 2n (1655 |- 11°8).

Esta reaccion completa, equivalente a la fusién de seis deuterones, no
es facil conseguirla por lo dicho sobre la reaccion 8). Si la consiguiésemos
obtendriamos una energia que no escaparia del nicleo de reaccion (protones)
de 44 MeV por deuterén, y una energia adicional que escaparia (neutrones)
de 2’76 MeV por deuteron. La energia total seria de 7’2 MeV y, si no ocurre
la reaccién D - He?, solamente 47 MeV por nucleon.

Aunque en la fision la energia desarrollada por ntcleo (200 MeV) es
mayor que para la fusion (8’6 MeV de promedio en el caso de la D -D
Unica), la energia por unidad de masa es mayor en la D -D (100 millones
de Kw-h por Kg) que en la fision (20 millones de Kw-h por Kg).

— T —
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Fig. 2

ABUNDANCIA Y PRECIO DEL COMBUSTIBLE

El D se encuentra mezclado con el H en todos sus compuestos en una
parte en seis mil de H. El tritio es un isétopo radioactivo, practicamente
inexistente en la Tierra. La cantidad de deuterio que existe en el agua de
los océanos, facilmente reparable por electrolisis y destilacion fraccionada, se
calcula en 4'5.10% Kg. de la que se puede obtener una energia de 10*° Kw-
afio. Dado el actual consumo de energia, 5.10° Kw, hay en la Tierra com-
bustible de D para 20.000 millones de afios, o sea, seis mil veces la edad
que se calcula al sistema solar.

Para hacernos una idea mas familiar de estas magnitudes diremos, que
en el agua que cabe en un cubo corrienté hay alrededor de 1/5 de gramo
de D, que aproximadamente serviria para llenar los pulmones de un hom-
bre; la energia liberada en la fusién de este deuterio es semejante a la pro-
ducida en la combustién de 2 toneladas de carbdén, o sea que una familia
podra calentarse y cocinar todo un afio con el D contenido en un cubo de
agua.

Por otra parte el coste del combustible es una pequefia fraccion del

1
precio de los combustibles ‘convencionales. En un litro de agua hay ——

30
de gramo de D y el coste de extraccion menor es de 2°50 pesetas. Si se em-
please en un reactor, la energia producida equivaldria a la deé la combus-
tion de 300 litros de gasolina. ‘
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APROVECHAMIENTO DE LA ENERGIA

En la reaccion D -T el 80 Y% de energia aparece como energia cinética
de los neutrones; éstos son moderados en el exterior y, por sus sucesivos
intercambios calorificos, se consigue transportar la energia a un ciclo tér-
mico ordinario.

En la reaccion D - D, solo el 83 9, aparece en forma de energia cinética
de los neutrones; €l resto de los productos de reaccion tienen carga eléctrica.
Imaginemos rodeando al D un campo magnético creciente; estudiaremos
c6mo se puede comprimir €l D con este campo, aumentando su densidad
y entonces la energia generada aumentara con el cuadrado de la densidad,
elevandose la temperatura y presion, y originindose una expansion contra
€l campo; estas variaciones del campo pueden inducir corrientes aprove-
chables, aunque tal vez resulten antieconémicas. Otros procedimientos se
han ideado con el fin de conseguir la transformacion directa de la energia.
de reaccion en eléctrica.

SEGURIDAD

Para evitar accidentes se requiere que la cantidad de combustible en el
reactor sea pequefia, con el fin de prevenir una explosion o reaccion des-
controlada.

No presentan el inconveniente de los reactores de fision, pues los pro-
ductos resultantes no son radioactivos. Sin embargo, hay que tener presente
que el intenso tlujo de neutrones desprendido choca contra la estructura
del reactor, pudiendo convertirla en radioactiva, por lo que deberan to-
marse precauciones.

PLASMA TERMONUCLEAR

Los diversos estados de la materia corresponden a ciertos valores de
la energia de ligadura entre las particulas constitutivas. Si la energia de una
particula es superior a la energia de ligadura en un determinado estado, la
materia cambia de estado. Los estados ordinarios son por orden de energia
por particula, solido, liquido y gaseoso. Ahora bien, si a un gas le incre-
mentamos su energia, puede llegar a exceder la energia de ionizacion del
4dtomo, hecho que sucede normalmente con unos pocos e V; entonces el
4tomo pierde sus electrones y aparece un nuevo estado de la materia que
difiere de los tres cldsicos en varios aspectos. Este estado de la materia,
cuarto estado o plasma, corresponde a una energia cinética media por par-
ticula Wy comprendida aproximadamente entre

0’01 < Wy < 2000 KeV
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Al aumentar la energia sobre este limite, definimos el quinto estado,
como el que tiene una energia W5 tal que:

9 <« Ws < 200 MeV

este estado “nugas”, estd formado por nucleones y electrones libres. El
sexto estado lo definimos igualmente por

02 < Weg <4 GeV

conteniendo electrones, nucleones mutilados y mesones.

El plasma es, pues, el estado de la materia formado por electrones y nt-
cleos completamente ionizados.

Probablemente més del 999 % de la materia del Universo existe en
forma de plasma. Sin embargo, en nuestro planeta tiene que producirse
bajo condiciones especiales, por requerir mucha energia, es decir, tempe-
ratura.

El campo de estudio del plasma es muy amplio, por serlo la gama de
energias. que abarca. Puede considerarse desde el punto de vista estadis-
tico, hidrodinamico, etec. :

Nos limitaremos a hacer un estudio restringido, teniendo como mira los.
reactores termonucleares.

TEMPERATURA CINETICA

En el plasma no cabe hablar de temperatura en el sentido ordinario de
acuerdo con la teoria cinética por estar lejos del equilibrio térmico.

Introducimos el concepto de temperatura cinética T, en funcion de la
energia cinética media de translacion de las particulas a partir de la
expresion:

3
i KTc
)
]
luego T, = —— , asi pues llamaremos temperatura cinética de un plas-
3 K

ma la temperatura que tendria un gas en equilibrio térmico, cuyas particu-
las tuviesen la energia cinética media del plasma.

La equivalencia es: 1eV =1’16.10*°K. Mediremos la temperatura in-
distintamente en grados o en €V.

A la temperatura ambiente la velocidad del D es de 5.000 Km/H
A 100.000°K los atomos pierden sus electrones tormando el plasma con una
velocidad para el D de 20.000.000 Km/h. A 100.000.000 °K empieza la fu-
si6n y a 400.000.000 °K la reaccion D-D es automantenida.
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SECCION EFICAZ DE REACCION

Las reacciones de fusién consisten en el choque de dos cuerpos; esta
colision mutua se realiza entre todas las particulas del plasma. Supongamos
un grupo de iones combustibles, de dos tipos diferentes 1 y 2, con una tem-
peratura cinética T en mutuas colisiones. La probabilidad por unidad de
tiempo de que un ion del tipo 1 reaccione, es decir, pase por dentro de la
seccién eficaz o, variable con la velocidad relativa Vis, con otra del tipo 2,
siendo ns la densidad del tipo 2, o sea el ntimero de iones 2 por cm?®, sera
para cada particula del tipo 1:

Ri—mns <oV >

siendo < 6 Vs > el producto promedio de una distribucion de velocidades
apropiada a la temperatura cinética del plasma.
El nimero total de reacciones por segundo sera

Ris = m Ry = ny ns < 6 Vis > reacciones/cm? sg.

siendo n; la densidad de-iones del tipo 1.

Si Wy, es la energia desprendida por reaccion, la potencia desarrollada
por estas reacciones sera:

P =:nyns < 6 Vis = Wis

Si los iones 1 y 2 son iguales, como en el caso de la reaccion D-D,

tendremos:
il 1

n2 <oV > P=—n*<oV>W, )
2 2

Ry =

Pueden usarse expresiones analiticas para el calculo de < ¢V > para
bajas y medias energias, donde se supone una distribucién de velocidades
de Maxwell.

La expresion general de la reaccion eficaz calculada tedricamente para
estas energias es en el caso de la D-D

288 ; 1
= e»—458W*T

\i%

en donde, si la energia de los deuterones viene expresada en KeV , ¢ viene
expresada en barn (1 barn = 1072* em?).

La grafica adjunta (Fig. 8) corresponde a medidas de la seccién eficaz
para las reacciones 2), 8) y 5) en funcién de la energia relativa de las
particulas.
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El valor de < 6V > puede obtenerse a partir de la expresién de o y de
la ley de distribucion de velocidades adecuada. Para una distribucién de
Maxwell de velocidades, con T en KeV, se obtiene para T < 50 KeV:

)
< 0V =260 dljEloyp T S 86T _%
3

Una expresion similar se obtiene para la reaccién D-T.

Estos valores son los que figuran en la tig. 4 para energias de 1 a
100 KeV.

Debe notarse que para energias menores que 5 KeV, los valores de
< 6V > son debidos tinicamente a las particulas con energias varias veces
mayor que la media, pues para pequeias energias la seccion eficaz de reac-
cién ¢ es muy pequefia, 0 sea que a bajas temperaturas, la contribucién
maxima se debe a las particulas cuya velocidad se encuentra en la “cola”
de la gratica de distribucién de velocidades de Maxwell.
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DENSIDAD DE POTENCIA DE REACCION

Supongamos un plasma de D a una temperatura de 100 KeV, elegida
por ser en ella ¢ suticientemente grande y poco variable con la temperatura.

En la figura 8 vemos que a esta temperatura corresponde un
< 6Vpp > 228 X 10717 cm?/sg. y teniendo en cuenta que la energia por
reaccion para la D-D tnica es W, =36 MeV 22 6.107% joule/reaccion,
la (9) toma la forma:

1i
P,y G0 6 0 B =9 10830 2 Satt)/ o (10)
2

(para T = 100 KeV)

luego a una temperatura dada, la densidad de' potencia de reaccion es fun-
cién del cuadrado de la densidad de deuterones.

=R
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En la grafica, tig. 5, vemos los valores de P, — f (n) para las reacciones
DD y DT a partes iguales. :

Densidad del D con relacion a la densidad atmosférica
1021058 102 1034 103 1052 108
T T I T T T

1ol0 -

ol oo
» () o
T T |

ensidad del gas en condiciones normales

.

Densidad de e un reactor de fismr"

(@]
(9

-t

Densidad de potencia en watt/cm3

D

-6 1 1 1 I 1 L 1 1
10|2 10l3 10!4 10|5_ 1o|6 10|7 10(8 10|9 1020
n, (Deuterones/cm3)
Fig. 5

La linea de 100 watt/cm? esta indicada por ser la densidad de potencia
tipica en los reactores de fision de potencia. La linea n;, =27 .10 indica
la densidad de particulas de un gas en condiciones normales.

Las lineas de potencia se calculan en general mediante la expresion
general de P, y la gratica < oV >.

Debemos fijar la atencion en un hecho realmente asombroso: para ob-
lener densidades de potencia apreciables; solamente hacen falta densidades
del orden de 10 particulas por em?, o sea de 107* a 107° veces la densidad
atmostérica, equivalente a 1072 mm. de mercurio, en condiciones normales.

Si consiguiésemos un reactor con una densidad de D, np, igual a la
densidad atmostérica y a 100 KeV de temperatura, en solo un volumen de
0’03 ¢m?® obtendriamos una potencia de 500.000 Kw., equivalente a la po-
tencia que produce una central eléctrica de grandes dimensiones. Sin em-
bargo, la presion que alcanzaria el plasma seria enorme, unas 107 atmds-
teras.

Si la densidad del plasma es pequefia, el reactor se hace antieconomico,
por ser pequeiia la densidad de potencia; por tanto, debemos pensar en den-
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sidades del orden de 10% particulas/cm?® para hacerlo rentable y evitar las
altas presiones originadas al calentar el plasma.

Por otra parte debe notarse que el balance neto de energia es grande,
pues necesitamos tnicamente energias del orden de 10 a 100 Kev para ca-
lentar el plasma a la temperatura apropiada, mientras que la energia des-
arrollada en la reaccién es de varios MeV. Con tal que una parte del com-
bustible fusione, la energia producida serd mayor que la requerida para pro-
ducir la reaccion.

CAMINO LIBRE MEDIO Y TIEMPO MEDIO DE REACCION

Veamos cémo las reacciones de tusién no son posibles a bajas tempe-
raturas.

Hemos dicho que el ntimero de reacciones por unidad de tiempo para

ol

102

(@)
S

(@)
ol

o
()

on (segundos)

o

| 10 0Watt/cm3
1 segundo

Tiempo medio de reacci

10-5 I | 1
10 10" 10'* 10'® 10'® 107 10'® 10'® 102°

np (Deuterones /cm3)

Fig. 6
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una particula es Ry =n < oV >, luego el tiempo medio que transcurre
entre dos reacciones es
1l 1

R; e A\

La gratica adjunta, tig. 6, nos da los valores de 1, en funcién de la den-
sidad de particulas, de las reacciones DD y DT, a las temperaturas de
10 y 100 KeV.

Los puntos negros indican los valores de las diversas magnitudes para
los que la potencia de un reactor es apropiada. De la grifica se desprende
que el tiempo medio t es de varios segundos, o sea, que los iones deben

10'5

10!4._

Distancia al Sol

40&5_

o oD
Bi=hl iR

(@]
©

Jo

o)
@

Camino libre medio de reaccion (cm)
(&)
-~

108
101
10 *
103 I L 1 n I l i
10!2 1013 10!4 10[5 1016 10I7 1o|8 10|9
Densidad de las particulas/cm3
Fig. 7
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permanecer en la region de reaccion un tiempo que no sea demasiado corto
comparado con t para lograr el balance de potencia adecuado.
El signiticado del tiempo medio se ve mejor en la grafica, fig. 7, que
1L

que una particula recorre entre dos

da el camino libre medio A =
no
choques.
No debe sorprendernos la magnitud de A, pues ya dijimos, que a estas
temperaturas la velocidad de las particulas es extraordinaria.
Dada la dificultad que existe para el continamiento del plasma durante
largo tiempo, sera preciso aleanzar muy altas temperaturas para que t pue-

da ser pequenio.

TEMPERATURA MINIMA PARA UNA REACCION AUTOMANTENIDA

Evidentemente, para que una reaccién se mantenga una vez iniciada, la
potencia radiada debe ser menor que la generada.

Ya dijimos que el 34 9 de la energia de reaccién en la DD y €l 80 %
en la DT, la acarrean los neutrones, que por su carencia de carga eléctrica
escapan irremisiblemente del ntcleo de reaccion; por tanto, la potencia in-
terna, es decir, la que podemos impedir en principio que escape en forma
de particulas, P, es solo parte de la (10) para la D D, y anilogamente para
la DT. .

Aparte del escape de neutrones, dada la elevada temperatura del ntcleo
del reactor, se produce una intensa radiacion. Los fotones producidos pue-
den ser absorbidos por las particulas del plasma, luego podemos decir que
la energia radiada es del orden de la de radiacién del cuerpo negro dismi-
nuida en la razén de las dimensiones del sistema al camino libre medio para
absorciéon de fotones. Dado, que el origen dominante de estos fotones,
rayos X, es el bremsstrahlung ordinario, o sea, la emision de fotones al ser
retlectados- los rapidos electrones del plasma por la barrera coulombiana de
los iones, supuesta una distribucion maxwelliana electronica, se ha calculado
para la potencia de radiacion:

P, = 048 X 1078 Z2 n 2 T,1 /2 watt/cm? -

donde T, es la temperatura de los electrones en KeV. Si el plasma es de
hidrégeno, Z =1, y neutro, resulta para la D D

P, = 048 X 10730 2 T, /2 watt/cm?

Luego para que se mantenga la reaccién, es preciso que P, sea como
maximo igual a P,.

Aunque ambas potencias varian con el cuadrado de la densidad, afortu-
nadamente P, aumenta mas deprisa que P, con la temperatura, por lo que

v
hay una temperatura en la que ambas son iguales, valor que se obtiene,
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suponiendo que la temperatura de electrones e iones es la misma haciendo

P‘i 3

———=1. Para la DD contando también la reaccion secundaria D T se ‘
-Pr ‘
tiene:

s

L

P, > '
s sy :
P

r

resultando para la temperatura de ignicion o critica, T,—=385 KeV. De un
modo anilogo se obtiene para la D T una temperatura critica de 4 KeV.

102 1 En la grafica adjuvnta., fig. 8, e§té11
representadas las potencias producidas
en las reacciones DD y DT, y la po-
tencia radiada, en funcion de la tem-
peratura, para una densidad de 10%°
particulas por em?.

Asi, pues, habra que producir en el
plasma una temperatura minima de
46 millones de grados para la DT y 5
400 millones de grados para la D D.

Para darnos idea de la magnitud de '
estas temperaturas, recordemos, que la
temperatura de la superficie solar es
de 6.000° y la de su centro se estima
en 15 millones de grados.

Teniendo presente que antes de
1950 la temperatura mixima alcanzada
en el laboratorio fue de 80.000 grados,
resulta una aventura dificil pero su-
gestiva €l querer alcanzar tantos mi- |
llones de grados.

— - : Como P, es directamente propor-
fo 46 100 400 1000 cional al cuadrado del nimedo atémi-
Temperatura del plasma en millones co Z, la presencia de pequenas canti-
de grados. dades de particulas con alto Z (des-

Fig. 8 prendimiento de paredes, impurezas,

etc.) aumenta considerablemente el

valor de P, y, por tanto, la temperatura critica. En consecuencia el plasma
debe ser puro.

i

S
'

Potencia en watts/cm3

q
;
%
=

CEleal

CONFINAMIENTO

El camino libre medio para colisiones entre particulas del plasma a la
temperatura de fusion, y, por tanto, el tiempo medio de reaccién t, son gran-
des. En la grafica, tig. 5, se observa que la cantidad t n, debe ser del orden
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de 10 para producir densidades de potencia practicas. Asi, pues, o bien
debemos hacer grande la densidad o bien el tiempo de contfinamiento.

Un caso limite del primer tipo es la bomba de hidrégeno en la que la
densidad es muy alta y se consigue la alta temperatura durante un tiempo
corto mediante una explosién atémica. Por ejemplo, si la densidad es de
108 particulas/em® es suficiente un tiempo de confiramiento de una cen-
tésima de segundo.

El segundo método consiste en unas densidades bajas, del orden de
10" particulas/cm®, y entonces el perfodo debe ser grande, 10 segundos
o mas. En este método debemos interponer entre la region de reaccion y
las paredes del recipiente un campo de fuerzas capaz de ejercer una presion
tal, que el calor de reaccién no pase inmediatamente a la pared para evitar
el enfriamiento del plasma (hay que observar que, estando el plasma a
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lan baja presion, la cantidad de calor que puede ceder es muy pequena;
por ejemplo, un litro de plasma a 400 millones de grados, apenas podria
calentar una taza de caté; por tanto, no puede evaporar, al ponerse en con-
tacto con la pared, sino una cantidad pequenisima de ella, aunque esta
parte evaporada envenenaria al plasma haciéndole subir su temperatura
critica). :

La presion que origina el plasma a alta temperatura, atin con baja den-
sidad, es grande; por ejemplo, con n = 6.10' particulas/cm?® y T =100 kev
la presién llegaria a 10° atmosteras. El campo gravitatorio terrestre es
demasiado débil para soportar esta presion; en cambio en las estrellas si que
puede llegar a contrarrestarla.

En los reactores termonucleares conseguiremos este proposito con un
campo magnético que actie sobre las palucuhs Si consideramos, por ejem-
plo, un cilindro que contiene plasma, las particulas se moveran en todas
las direcciones, tfig. 9a, pero si aplicamos un campo magnético unitorme
y paralelo al eje del cilindro, las particulas describiran hélices alrededor de
las lineas de tuerza del campo magnético, tig. 9 b.

La difusién de las particulas a través de las lineas de: fuerza, se produ-
cirda fundamentalmente cuando un ion choque contra un electrén; en este
caso, una particula tal como la de la figura 9 c que gira alrededor de la
linea a, al chocar en un punto A con otra particula, empezard a girar alre-
dedor de otra linea b, es decir, la particula se ha movido o difundido a
través del campo magnético.

Se demuestra que la velocidad de ditusion de las particulas hacia las
paredes, podra hacerse muy pequefia aumentando B, siempre que el con-
finamiento sea estable.

Este impedimento que impone el campo magnético al movimiento de
las particulas hacia fuera, puede interpretarse como una verdadera presion
magnética, y cuando la presion del plasma hacia fuera sea igual a la pre-
si6on magnética hacia dentro, el plasma estara continado en un tubo cuyas
paredes no son el tubo material, sino las lineas de fuerza.

Hemos visto €l procedimiento de continar el plasma en la direccion
transversal al campo magnético; sin embargo, las particulas marchardn a lo
largo de las lineas de fuerza y deberd emplearse alglin artificio para evitar
las pérdidas en los extremos del cilindro.

Por la forma de producir este campo magnético, se suelen dividir los
procedimientos en tres tipos:

1.° Campos externos. — En este tipo €l campo magnético estd produ-
cido por mecanismos exteriores. Seguin la torma de las lineas de fuerza se
subdividen en: a) Confinamiento toroidal, en el que las lineas de fuerza
son circulares y encerradas en un tubo en forma de toro, aunque esta
forma primitiva del tubo se ha ido moditicando, para evitar inestabilidades:
v corrientes de plasma producidas por inhomogeneidades del campo mag-
nético, hasta adquirir la forma aproximada de un ocho deformado como en
el aparato Stellarator. b) Continamiento mediante espejos magnéticos, que
aprovechan la propiedad del diamagnetismo del plasma, es decir, el ser
repelido por campos intensos, para confinarlo en un campo cuyas lineas
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de fuerza recuerdan la forma de una botella con dos cuellos, uno en cada
extremo, por lo que se llama a esta contiguracién “botella magnética”; un
aparato de este tipo es el Ogra. ¢) Continamiento mediante radiofrecuencia,
o sea ondas radioeléctricas, que parece tiene poco porvenir.

2.2 Campos autoproducidos. — En ellos las propias corrientes del plas-
ma engendran campos magnéticos que autocontraen la vena del plasma.
Este fenomeno es andlogo a la atraccion de corrientes eléctricas paralelas.
Las perdidas en los extremos se evitan cerrando los extremos de la descarga
sobre si mismos en forma de toro. El aparato mas representativo es el Zeta.

8. Campo magnético producido por una corriente relativista de elec-
trones con pocas probabilidades de éxito.

Pese a todos los procedimientos, el problema fundamental de confina-
miento, que es la estabilizacion, no se ha resuelto todavia, aunque se han
hecho grandes progresos, afiadiendo, en el método de autoconstriccién, por
ejemplo, un campo magnético, que no es preciso sea muy intenso, en la
direccion de la- descarga, formando una verdadera “espina dorsal” magné-
tica, que impide, en parte, las ondulaciones de la descarga. El empleo de
materiales no magnéticos conductores para la fabricacién del tubo, origina
en ellos unas corrientes imdgenes que también estabilizan algo las des-
cargas.

Indiquemos como dato interesante que el aparato inglés Zeta, €l primer
intento de reactor, el tubo toroidal de aluminio tenfa dos paredes, la ex-
terior, de 8 cm. de espesor, suficiente para evitar la rotura por causa de la
presion atmostérica exterior, y la interior, que era la verdadera pared del
tubo, solamente 6 mm. de espesor. El calentamiento del plasma encerrado
en este tubo se consiguié mediante un transtofmador cuyo secundario era
el propio tubo de plasma. La temperatura alcanzada fue de varios millo-
nes de grados.
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CONCLUSION

El descubrimiento de la tusién termonuclear y el deseo de controlarla,
ha abierto un amplio campo de trabajo para la investigacion tedrica y
aplicada.

El disefio de reactores requiere gran ingenio, aunque hay que tener
cuidado en no caer en absurdos. De antemano debemos deshechar los pro-
yectos tales como el lanzar un chorro de deuterones contra un blanco de
deuterio, pues la energia del haz incidente se disipa en gran parte por ra-
diacién, ionizacién y transferencia de energia a los electrones del blanco,
resultando rendimientos pequeiiisimos; asimismo debe desecharse por ilo-
gico el confinamiento de un plasma de iones dentro de una esfera cargada
negativamente, etc.

Si después de varios afios de trabajos, se consiguiese realizar el reactor
de tusién termonuclear, cosa que parece muy probable, nos compensaria
con creces todos los esfuerzos econémicos e intelectuales realizados.
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PREPARACION DE TETRATIONATOS

por LUIS LOSTAO CAMON

INTRODUGC CCTION

Siguiendo el estudio de la quimica de los compuestos de azufre, desa-
rrollada en los Laboratorios de Quimica Inorganica de Zaragozawsy que
llevo a la preparacion por primera vez de algunos tiosulfatos, argentotio-
sulfatos y aurotiosulfatos, pensamos seria de interés la preparaciéon de
algunos tetrationatos todavia no conocidos.

Un método seguido frecuentemente en la preparacion de tetrationa-
tos, consiste en la oxidacién del tiosulfato correspondiente con iodo. Esta
operacion se realiza triturando en un mortero el tiosulfato con yodo 7y,
fundandose en ella, R. Portillo prepara (1-a) los tetrationatos de bario y
estroncio, y J. Martin Sauras (1-b), el de calcio.

En nuestro caso, la preparacién de los ’Letlatlonatos de aluminio, be-
rilio, indio, hierro II Y talio I, todavia no descritos en la bibliografia con-
sultada (1-¢), no ha podido realizarse por este procedimiento, puesto que
en la mayor parte de los casos (Be, In y TI) no se conoce el tiosulfato co-
rrespondiente, y los tiosulfatos de aluminio (1-d) y hierro II (1-e) son de
dificil preparacion y poca estabilidad el primero, y facilmente oxidable
el segundo.

Por ello, empleamos en nuestros intentos de preparaciéon de los te-
trationatos antes mencionados la reaccién entre el tetrationato de bario
y el sulfato del metal cuyo tetrationato queremos preparar, colocados
ambos en solucién acuosa. De esta forma, después de filtrar los precipi-
tados de sulfato de bario, nos quedaran las disoluciones en agua de los
tetrationatos destados que intentaremos cristalizar,
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PRIMERA PARTE

PREPARACION Y PROPIEDADES DEL TETRATIONATO
DE ALUMINIO

[. — PREPARACION DE LA SOLUCION ACUOSA DE TETRATIONATO DE ALUMINIO.
ESTABILIDAD.

Preparamos las disoluciones acuosas de tetrationaio de aluminio, mez-
clando disoluciones de tetrationato de bario y sulfato de aluminio en
agua y filtrando el precipitado de sulfato barico formado:

€9) (SO,)3AlL, - S,0,Ba — (S,0¢)5Al, 4+ SO,Ba

El tetrationato de bario lo preparamos segiin R. Portillo (1) a partir
de tiosulfato de bario y yodo, y el tiosulfato de bario segun R. Usén (2),
haciendo reaccionar tiosulfato sédico y cloruro barico.

Pesamos cantidades estequiométricas de sulfato de aluminio crista-
lizado con dieciocho moléculas de agua, y de tetrationato de bario crista-
lizado con dos moléculas de agua, disolvemos en agua por separado, mez-
clamos las soluciones y separamos por filtraciéon el precipitado de sul-
fato de bario formado. El liquido filtrado es solucién acuosa de tetra-
tionato de aluminio. :

La solucién acuosa asi preparada se observa que con el tiempo se
descompone, dando reaccién de iones sulfato y depositandose azufre a la
vez que se desprende dioxido de azufre.

Esta descomposicion se aprecia inmediatamente si la solucién es con-
centrada, mientras que trabajando con soluciones mas diluidas, pasa
mas tiempo hasta que se observan sintomas de descomposicién.

II. — ENSAYOS DE CRISTALIZACION A PARTIR DE LA SOLUCION ACUOSA.

A partir de la disolucion acuosa intentamos cristalizar el tetrationato
de aluminio de las siguientes maneras:

1. Por accién de agentes precipitantes.
2.° Por evaporaciéon del disolvente:

a) Elevando la temperatura.
b) Disminuyendo la presion.
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1.° Por accion de agentes precipitantes.,

La adicién de diversos agentes precipitantes sobre las soluciones acuo-
sas de tetrationato de aluminio, obtenidas como hemos indicado, no pro-
duce la cristalizacién de éste, aun agregando grandes cantidades de los
mismos. Empleamos alcohol absoluto, benceno, éter, ete.

2.° Por evaporacion del disolvente.

a) Elevando -la temperatura.

Colocando disolucién de tetrationato de aluminio en bafo de agua,
se observa céomo en seguida comienza la descomposicién. Se desprende
dioxido de azufre, a la vez que se deposila azufre. El s6lido que queda
esta constiiuido por sulfato de aluminio, ademas de azufre.

b) Disminuyendo la presion.

Estas experiencias las realizamos colocando la disolucién acuosa de
tetrationato de aluminio, en una capsula plana que introducimos en un
desecador de vacio de cloruro calcico. Extraemos el agua por medio de
una trompa de agua y observamos cémo la evaporacion del disolvente
origina la formacién de un producto de color amarillo, que en agua da
ana disolucién turbia. Filtramos y el liquido filtrado da reaccién de
iones sulfato, mientras que con nitrato mercurioso da un precipitado
negro, en lugar del precipitado amarillo caracteristico de los tetratio-
natos. En el filtro queda la parte insoluble en agua y que identificamos
como azufre.

Como resultado de estas experiencias, no se ve posibilidad de cris-
talizar la sal, por adicién de agentes precipitantes, mientras que la eva-
poraciéon del agua nos lleva en todos los casos a la descomposicién del
producto dando azufre, diéxido de azufre y sulfato de aluminio.

Hi. — PREPARACION DE LA SOLUGCION ALCOHOLICA DE TETRATIONATO DE
ALUMINIO, ESTABILIDAD,

Al no lograr la cristalizacién del tetrationato de aluminio a partir de
su disolucién acuosa, intentamos la preparacion de la solucién aleohé-
lica del mismo.

Suponemos que el tetrationato de aluminio serd soluble en alcohol,

cosa que deducimos al no producir el alcohol efecto precipitante sobre
la disolucién acuosa de tetrationato de aluminio.

Partimos de tetrationato de bario y cloruro de aluminio anhidro y la
reaccion sera:

Empleamos cloruro de aluminio anhidro, como sal de aluminio de
partida, en vez de sulfato, por ser soluble en alcohol. El tetrationato de
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bario es poco soluble en alcohol, pero pensamos que el equilibrio se des-
plazara hacia la derecha, es decir, hacia la formacion de tetrationato
de aluminio, si lo empleamos en exceso, puesto que el cloruro de bario
que se forme también es insoluble en este disolvente, y, por tanto, no
podremos separar por filtracién. .

Realizamos esta operacion, mortereando las cantidades precisas de
tetrationato de bario y cloruro de aluminio, en un mortero de vidrio.

Mas comodamente se puede realizar este mortereo en wun aparato
analogo a un molino de bolas (3), constituido por un frasco de vidrio
de paredes gruesas donde colocamos el alcohol, tetrationato de bario y
cloruro de aluminio, junto con unas bolas de vidrio. La agitacién meca-
nica de este frasco, infroducido en un cilindro metalico al que se le
hace girar, realizan mas rapidamente la operacién de mortereo.

Después de algunas horas de agitacion se filtra para eliminar 2l clo-
ruro de bario insoluble formado, y sobre el filtrado agregamos nueva
cantidad de tetrationato de bario. Repetimos la agilacién y filtrado del
cloruro de bario, hasta agregar el tetrationato de bario necesario para
que el filtrado no dé reacciéon de cloruros. Esta reaccion necesita todas
estag precauciones porque el cloruro de bario precipitado entrapa tetra-
tionato de bario e impediria que la reacciéon continte. Debido a esto la
cantidad de tetrationato de bario requerida es mucho mayor que la que
corresponde a la estequiometria de 1a reaccion, puesto que al filtrar el
cloruro de bario, se elimina también tetrationato de bario que no ha
reaccionado todavia y es preciso agregar de nuevo al liquido filtrado.

Después de unos diez dias de agitacion y filtrado de los compuestos
insolubles en alcohol, conseguimos que la soluciéon resultante no dé reac-
ci6on de iones cloruro y solamente dé reaccién de iones tetrationato y
aluminio. De esta manera conseguimos tener disolucién alcohdlica de
tetrationato de aluminio.

Contrariamente a lo que sucede con las disoluciones acuosas de tetra-
tionato de aluminio, que recién preparadas comienzan a descomponerse
en azufre, diéxido de azufre y sulfato de aluminio, las soluciones alco-
hélicas son muy estables, de manera que pueden guardarse meses Sin
que se adviertan descomposiciones.

1V.— ENSAYOS DE LA CRISTALIZACION A PARTIR DE LA SOLUCION
ALCOHOLICA.

Analogamente a lo realizado con la disoluciéon acuosa intentamos
ahora, a partir de la disolucién alcohdlica, cristalizar el tetrationato de
aluminio. Realizamos los ensayos:

12 Por accion de agentes precipitantes.
2.2 Por evaporacién del disolvente:

a) Elevando la temperatura.

b) Disminuyendo la presion.
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1. Por accion de agentes precipitantes.

La adiciéon de acetona o de benceno a la disolucién alcohdlica de te-
trationato de aluminio, no produce ningiin efecto precipitante.

Agregando éter anhidro a las disoluciones alcoholicas de tetrationato
de aluminio, lo tinico que se consigue es la formacion de capas de las
cuales no se puede llegar a la cristalizacion del producto por mucho
que sea el éter agregado.

2.9 Por evaporacion del disolvente.

a) Aumentando la temperatura.

Colocando la disolucion alcohodlica de tetrationato de aluminio sobre
un bano de agua y calentando, se llega a una descomposicion del pro-
ducto, de manera analoga a la que se produce a partir de la disolucion
acuosa.

Lo mismo sucede si se realiza calentando a mas baja temperatura,
50°C, y operando en corriente de aire mediante un dispositivo como el
indicado en la figura 1.

Trompa ————— + Aire

Bafio de agua Clch

Disolucion alcohodlica (‘5406)3 Al,

Colocamos en el matraz Erlenmeyer la disolucién alcohélica de tetra-
tionato de aluminio, y por medio de una trompa de agua hacemos pasar
una corriente de aire seco, con objeto de acelerar la evaporacion del
alcohol. Se va concentrando la solucién, hasta que llega un momento
en que el tetrationato de aluminio se descompone totalmente en azufre,
dioxido de azufre y sulfato de aluminio.

b) Disminuyendo la presién,

Colocando en un desecador a vacio de cloruro calcico la solucién al-
cohdlica de tetrationato de aluminio y conectandolo a una trompa de
agua, vemos cémo la solucién se va concentrando, pero como en los
casos anteriores, se llega a una concentracién tal que el tetrationato de
aluminio se descompone totalmente en la forma indicada anteriormente.
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V.-— COMPROBACION DE LA INSOLUBILIDAD DEL TETRATIONATO DE ALUMINIO
EN ETER ANHIDRO.

[ En éter suponemos que no sera soluble el teirationato de aluminio,
debido a la formaciéon de capas que se originan al agregar éter sobre
' las soluciones acuosas o alcohélicas del mismo.
Para comprobarlo, y dados los resultados negativos obtenidos para
3 la recristalizacion del tetrationato de aluminio a partir de sus soluciones
en alcohol y agua, intentamos preparar su soluciéon en éter, ya que pre-
parada ésta, estimamos que simplemente al aire y por evaporacion del
éter, nos seria posible obtener los crisiales de tetrationato de aluminio.
i Para ello procedemos de analoga manera a la preparaciéon de la solucién
i alcoholica, basandonos en que el cloruro de aluminio anhidro es soluble
al éter anhidro. Operamos en el ragitador mecanico de bolas de vidrio,
\

y observamos como después de varios dias de agitacion, el filtrado de
I lo que suponiamos mezcla de cloruro y de tetrationato de bario, no da
todavia reaccion de iones tetrationato, lo que mnos hace suponer que el
tetrationato de aluminio es insoluble en éter, y, por lo tanto, no podemos
preparar su disolucion en él.
Esta insolubilidad del tetrationato de aluminio en éter confirmé nues-
tra sospecha, deducida de que la accion del éter sobre las disoluciones
acuosas o alcoholicas originaba la formaciéon de capas.

3 VI. — PREPARACION. DE LA SOLUCION ACUOSA DE TETRATIONATO DE ALUMINIO
I8 ACIDULADO CON CLORHIDRICO. CRISTALIZACION,

Cuando intentamos preparar por primera vez la disolucién alcoholica
[ de tetrationato de aluminio, a partir de la reacciéon (II) era nuestro obje-
& tivo lograrlo sin necesidad de mortereo, es decir, disolviendo el tetrationa-
| to de bario y el cloruro de aluminio anhidro en alcohol, mezclando las dos
\ soluciones y eliminando el cloruro de bario formado, insoluble en al-
‘ cohol, por filtracién. De esta manera el liquido filtrado seria tinicamente
disolucién alcoh¢lica de tetrationato de aluminio. Sin embargo, trope-
zamos con el inconveniente de ser el tetrationato de bario insoluble en
alcohol y hubimos de operar como hemos expuesto anteriormente.

Mas adelante y, como no pudimos cristalizar el tetrationato de alu-
minio de sus disoluciones acuosas o alcoholicas, con objeto de evitarnos
los diez dias de mortereo, y dada la pequena solubilidad del tetrationato de
bario en alcohol, disolvimos éste, en mezcla de agua-alcohol 1:1, con
objeto de aumentar su solubilidad, y el cloruro de aluminio en alcohol.

Mezclabamos entonces las soluciones y, como el cloruro de bario era
soluble en el liquido acuo-alcohélico resultante, teniamos una solucién
de tetrationato de aluminio y cloruro barico. Para eliminar éste, pensa-
mos tratar esta solucién con acido sulfurico, para precipitar el sulfato
barico insoluble, quedando entonces después de filtrar, la disolucion de
tetrationato de aluminio acidulada con el acido clorhidrico formado.
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La reaccion seria:

(IIT) (8404)5AL, -+ CL,Ba + SOH, — (S,04),Al, - SO,Ba. - 2CIH

¥y, por tanto, al precipitar el sulfato de bario, la disolucién de tetratio-
nato de aluminio vendria acidulada con el acido clorhidrico que queda
en libertad.

Las cantidades de partida empleadas en un primer ensayo fueron:

Tetrationato de bario cristalizado con dos moléculas de agua, 4,46
gramos; cloruro de aluminio anhidro, 1 gramo; acido sulfurico concen-
lrado (d =1,84), 0,656 mls. Empleamos acido sulftrico concentrado con
objeto de diluir la solucién lo menos posible.

El tetrationato de bario se disolvia en mezclas de alcohol-agua 1:1
y el cloruro de aluminio anhidro en alcohol, Mezclabamos las dos solu-
ciones y agregdbamos los 0,65 mls. de acido sulfurico concentrado, can-
tidad justa para precipitar {odo el bario. Eliminabamos el sulfato de
bario por filtracién y nos quedaba, como ya hemos indicado, la disolu-
ci6n acuo-alcohdlica de tetrationato de aluminio acidulada con CIH.

Pensamos entonces, evaporar a vacio el disolvente en un desecador
de hidroéxido sédico. No obstante, comoquiera que el tetrationato de bario
es poco soluble aun en las disoluciones acuo-alechdlicas empleadas (el
tetrationato de bario se precipiia de su disolucién acuosa por adicién
de un volumen igual de alcohol (4), este método, si bien tenia la ven-
taja de una mayor rapidez, tenia el inconveniente de obtener disolucio-
nes muy diluidas, pues hubimos de disolver el tetrationato de bario em-
pleando bastante volumen de agua-alcohol. Por ello, al tratar de crista-
lizar el tetrationato de aluminio de estas disoluciones, con objeto de
ganar tiempo, las concentramos primeramente por destilaciéon a vacio,
anles de introducirlas en desecador.

La destilacién a vacio, se hace calentando suavemente la disolucién
en bafo de agua y, una vez concentradas las soluciones, las colocamos en
un desecador a vacio sobre hidréxido sodico, para terminar de evaporar
el disolvente.

Operando de esta manera, al cabo de tres o cuatro dias, aparecen
unos eristales blancos, que cuando estan completamente secos los saca-
mos del desecador y disclvemos en agua. Se observa que los cristales
formados son muy higroscépicos y se disuelven facilmente en agua. La
solucién acuosa de estos cristales da bien las reacciones del ion tetratio-
nato, con nitrato de plata y nitrato mercurioso, y también da reaccién
de aluminio con amoniaco. Ademas presenta una débil reaccién de iones
sulfato, Estos cristales, identificados cualitativamente como tetrationato
de aluminio, impurificado con muy poco sulfato de aluminio Yy, por lo
tanto, con azufre, no fueron analizados cuantitativamente, la primera
vez que se obtuvieron.

Sin embargo, dado que la investigacién cualitativa fue favorable, este
método lo hemos realizado repetidas veces, y. en definitiva, nos ha lle-
vado a la preparacién del tetrationato de aluminio.
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Naturalmente, hemos introducido diversas modificaciones, debido a
las observaciones hechas a lo largo de su desarrollo.

Asi, hemos comprobado, cémo al concentrar la solucion por destila-
cion a vacio, la temperatura del bano exterior no debe pasar de 55-60° C.,
puesto que por encima de esta temperatura se acelera mucho la des-
composicion. Ademas, y como siempre tiene lugar una cierta descompo-
sicion, al destilar, es conveniente filtrar el liquido concentrado antes de
ponerlo en el desecador de vacio, con objeto de obtener productos de
mayor pureza.

En sucesivas preparaciones, hemos sustituido la mezcla alcohol-agua
1:1 que empleabamos para disolver el tetrationato de bario, por agua
destilada. De esta manera, preparabamos soluciones acuosas concentra-
das de tetrationato de bario y se lograba disminuir mucho el volumen
de liquido a concentrar,

Ademas y, con este mismo objeto, de hacer la desiilacion a vacio,
calentando el menor tiempo posible, la solucién de tetrationato de alu-
minio, hemos empleado algunas veces el cloruro de aluminio disuelto
en éter, De esta forma, al mezelar la solucion de tetrationato de bario en
agua, con la de cloruro de aluminio anhidro en éter, se forman dos capas,
acuosa la inferior y etérea la superior. Se agregaba el sulfurico para
precipitar el bario, y el sulfato de bario formado quedaba en la capa in-
ferior. Entonces separabamos la capa etérea superior por decantacion y
la despreciamos, puesto que, como es légico, no da reaccién ni de tetra-
tionatos ni de aluminio, ya que, como hemos anotado anteriormente, el
tetrationato de aluminio es insoluble en éter. Una vez separada la capa
superior, con la capa acuosa seguimos el método como de ordinario. De
esta forma conseguimos agregar el cloruro de aluminio sin aumentar la
cantidad de disolventes.

No obstante, mas adelante hemos preparado la disolucién de cloruro
de aluminio en agua, sustituyendo, entonces, el cloruro de aluminio
anhidro, por cloruro de aluminio cristalizado con seis moléculas de agua.

Finalmente, operando con disoluciones saturadas en agua de tetra-
tionato de bario y de cloruro de aluminio, hemos, incluso,. eliminado la
concentracion primero por destilacién a vacio, que se verificaba antes
de introducir el liquido a cristalizar en el desecador de hidréxido sédico.

in definitiva, el método que hemos empleado en lag tultimas prepa-
raciones de tetrationato de aluminio, con buenos resultados, es el si-
guiente:

1.0 Preparacion de las soluciones acuosas saturadas de tetrationato
de bario cristalizado con dos moléculas de agua y de cloruro de aluminio
cristalizado con seis moléculas de agua, en las cantidades correspon-
dientes a la estioquiometria de la reaccion.

2.0 Mezela de estas dos soluciones y adicién del acido sulfurico ne-
cesario para precipitar todo el bario.

3.0 Filtracién del sulfato de bario formado.
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40 Evaporaciéon de la solucion filtrada de tetrationato de aluminio
en desecador a vacio y sobre hidréxido soédico.

Operando de esta forma en un plazo variable de cuatro a seis dias,
dependiendo de la cantidad de liquido a concentrar, y haciendo el vacio
por medio de una bomba de aceite, obtenemos siempre el fetrationato
de aluminio cristalizado, en forma, como hemos dicho anteriormente,
de cristales blancos, muy higroscépicos y facilmente solubles en agua.

El rendimiento de la operacion, oscila en todos los ensayos realiza-
dos, de un 80-85 %. %

Como veremos mas adelante, el tetrationato de aluminio eristalizado,
como indicamos, va siempre acompanado de algo de azufre y de sulfato
de aluminio. Entonces, para lograr por este método productos mas blan-
cos, es conveniente filtrar el liquido a cristalizar, poco antes de que la
cristalizacién comience, es decir, cuando el liquido esta bastante con-
centrado. De esta manera se logra eliminar el azufre. No se puede obte-
ner, a pesar de esta filtracion, tetrationato de aluminio puro, puesto
que siempre va acompanado de sulfato de aluminio que no podemos eli-
minar por filtracién. Se logra, sin embargo, purificarlo algo, al eliminar
parte del azufre, y ademéas los cristales obtenidos presentan color mas
blanco y mejor aspecto.

VII. — ANALISIS DE LOS CRISTALES.

Antes de proceder al analisis cuantitativo de los cristales obtenidos,
pensamos seria conveniente ponerlos de nuevo en desecador sobre hi-
droxido sédico (ahora sin vacio) con objeto de secarlos hasta un peso
constante. Se emplea hidréxido s6dico para eliminar las ultimas trazas
de acido clorhidrico, pues los cristales recién obtenidos huelen fuerte-
mente a clorhidrico y su solucion acuosa da reaccién de cloruros.

Al ir haciendo pesadas se observa cémo no llegamos nunca a un
peso constante, es® decir, los cristales colocados sobre hidroxido sédico,
pierden de peso continuamente. Creemos sera debido a pérdidas de agua
de cristalizacién, y por ello tomamos muestras del producto antes de
alcanzar la constancia de peso, para realizar con ellas el analisis. Obser-
vamos que todas estas muestras ya parcialmente desecadas mo se disuel-
ven bien en agua, ni en alcohol, aun cuando ambos disolventes se aci-
dulen con 4acido clorhidrico. Pensemos que pudiera ser debido a una
hidrolisis del producto en el momento de agregar el agua para disolver,
pero esto no es probable, puesto que el producto recién obtenido se di-
solvia bien. Suponemos entonces, que lo que ha ocurrido es la descom-
posicién del tetrationato de aluminio, dando azufre insoluble en agua
que deja la solucién turbia, y esto se confirma por el hecho de que las
disoluciones en alcohol son més claras y transparentes que en agua,
como corresponden a la mayor solubilidad del azufre en el primero de
estos disolventes.

Comprobamos también la presencia de sulfato de aluminio en los

— 104 —




PLERAEFNIP VA S RESARS CR IS OFN. D E TESPRE TS RESANETES I O PN A STES0NE'S

cristales puestos a secar, lo que nos indica que la accion del hidréxido
sédico como agente deshidratante, simultaneamente a la pérdida de agua,
lleva consigo la descomposicién del “producto solido, analoga a la que
hemos observado en disoluciéon dando azufre, dioxido de azufre y sul-
fato de aluminio.

Por esta razén, procedemos a hacer los analisis de los cristales, sin
someterlos a un nuevo secado, y los realizamos tan pronto conmi® se ha
eliminado todo el acido clorhidrico que los acompafiaba.

La determinacion de aluminio la hacemos precipitando con amonia-
co, el hidroxido de aluminio, calcinando y pesando Al,O;. También he-
mos realizado algunas veces la determinacién del aluminio con oxina (5)
y pesando el oxinato de aluminio correspondiente.

Ultimamente, hemos realizado la determinacion de aluminio, con re-
sultado satisfactorio, por calcinacién directa de los cristales de tetratio-
nato de aluminio y pesando el Al,O; resultante. Este método, reune las
mejores condiciones de comodidad, rapidez y exactitud.

La determinacion del azufre se ha realizado en todos los casos, tra-
tamos la disolucion acuosa de tetrationato de aluminio con bromo, y
precipitando el sulfato resultante, con cloruro de bario, en forma de
sulfato barico.

Los resultados de los analisis efectuados a los cristales de tetratio-
nato de aluminio, obtenidos en las distintas preparaciones, son los si-
guientes, resenados en la Tabla I.

T ABLA I

Preparacién n.° Aluminio % ; Azufre %
3 6,34 46,55
4 5,98 34,10
5 6,30 33,20
6 7,43 81,20
7 5,68 -
8 5,45 —

12 7,90 33,25
13 5,63 34,85
14 5,74 33,10
15 5,98 -—

Los % de aluminio y azufre correspondiente a distintos hidratos po-
sibles de tetrationato de aluminio, vienen reflejados en la Tabla II.

SIS AEBET AS = ]

Aluminio % Azufre %
SRS 7,43 52,98
(SO AL 6HD . 6,47 46,04

(8404)3A1,.18,0 ......... 5,14 36,57
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VIII. — DESCOMPOSICION PARCIAL DEL PRODUCTO DE LA CRISTALIZACION

La comparaciéon de los andlisis efectuados a las muestras de nuestro
producto, con los % tedricos correspondientes a distintos hidratos posi-
bles de tetrationato de aluminio, nos indica, que excepto en el caso de la
preparacién ntimero 3, que nos dio el analisis correspondiente al tetra-
tionato de aluminio con seis moléculas de agua, en todos los demas casos,
los %de aluminio y azufre estin comprendidos entre los del tetrationato
de aluminio anhidro y los del cristalizado con dieciocho moléculas de
agua.

Si tuviésemos en cuenta solamente los % obtenidos para la determi-
nacion del aluminio, pareceria que los analisis habian sido practicados a
productos en distinto grado de hidratacién, cosa en cierto modo légica,
puesto que es dificil parar el secado del producto en el mismo grado de
hidrataciéon, ya que unicamente tememos en cuenta para ello el que no
den reaccion de iones cloruro. Sin embargo, teniendo en cuenta que con-
forme aumenta el % de aluminio obtenido en los analisis no sélo no
aumenta, sino que disminuye el % de azufre, resulta logico pensar que,
como ya habiamos indicado antes de una forma meramente cualitativa,
la deshidrataciéon del producto lleva consigo su descomposicion, siendo
esta descomposicion la que influye mas en los resultados de los analisis.
Por tanto, los cristales que analizamos estan impurificados con sulfato
de aluminio, cosa que ya determinamos experimentalmente; y esta for-
macién de sulfato de aluminio origina simultineamente una pérdida de
azufre en forma elemental impurificando también los cristales y en forma
de dioxido de azufre que se va del medio. Esto hace, como se ve en
las Tablas I y II, que el producto analizado dé un contenido de aluminio
mayor y un % de azufre menor que los correspondientes.

Asi, pues, parece ser que la cristalizacion del tetrationato de alumi-
nio lleva consigo cierta descomposicién, y tinicamente en un caso excep-
cional, no repetido posteriormente, fue analizadg, un producto correspon-
diente al hidrato con seis moléculas de agua.

En vista de los resultados obtenidos en estos analisis, y para tener la
certeza de que el producto cristalizado era principalmente tetrationato de
aluminio, hicimos una disolucién en alcohol de los cristales obtenidos,
evitando de esta forma que se disuelva el sulfato de aluminio que acom-
pana al tetrationato. Filiramos y en el filtrado determinamos azufre y
aluminio, para ver si la relacién S/Al resultante corresponde a la teérica,

El resultado de analisis dio una relacién S/Al en el producto anali-
zado igual a 6,03, mientras que la relacién teérica S/Al en el tetrationato
de aluminio es igual a 6. Esto nos indica que, efectivamente, el producto
obtenido es principalmente tetrationato de aluminio, aunque no podemos
precisar las moléculas de agua con que cristaliza.
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IX. — COMPROBACION DE LA DESCOMPOSICION PARCIAL DEL PRODUCTO
EN LA CRISTALIZACION

Hemos visto, como la cristalizacion del tetrationato de aluminio de
su solucion acuosa acidulada con clorhidrido, realizada por evaporacion
del agua en desecador a vacio sobre hidroxido sédico, lleva consigo una
descomposicion del producto. Para comprobarlo y tener certeza absoluta
de que la reaccién de ion sulfato que dan los cristales, es debida a la
descomposicion del producto y no a una adicion excesiva de acido sulfu-
rico, al precipitar el bario, cosa por otra parte no dificil, al emplear sul-
furico 36 N, planteamos la siguiente experiencia, realizando paralelamen-
te la preparacion de cuatro muestras distinlas de tetrationato de aluminio.

Operamos en todos los casos de la misma manera, variando tnica-
mente las cantidades de partida.

Preparacion “A”
A partir de:
2 gramos de S,0;Ba.2H,0O
0,81 gramos de Cl;Al.6H,O
0.49 gramos de SOH,—5,7 c.c. de SOH, 1,75 N
Preparacién “B”
A partir de:
6 gramos de S,0;Ba.2H,0.

2,43 gramos de Cl;AL6 H,O
1,47 gramos de SOH2 = 17,3 c.c. de SOH, 1,75 N

Preparacion “C”
A partir de:
12 gramos de S,0¢Ba.2H,O
4,86 gramos de Cl;Al.6 H,O
2,95 gramos de SO,H, = 34,6 c.c. de SOH, 1,75 N
Preparacion “D”
A partir de:
24 gramos de S,0¢Ba. Hy,O

9,72 gramos de Cl;Al 6 H,O
2,95 gramos de SOH,— 69,3 c.c. de SOH, 1,75 N

Una vez filtradas las soluciones para eliminar el sulfato barico se
introducen en distintos desecadores de hidréxido sodico, a los que se
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tes hace el vacio. Las soluciones correspondientes a las preparaciones A.
y D. presentan un ligero exceso de iones bario, mientras que las corres-
pondientes a las preparaciones B. y C. presentan ligero exceso de iones
sulfato.

Se analizan los cristales obtenidos en cada caso y nos encontramos
con que todos ellos dan reacciéon de iones sulfato. Ademas, los .crista'l'es
correspondientes a las preparaciones B. y C. dan en agua una disolucion
m4s clara y transparente que los obtenidos en A. y D. De aqui, se
deduce, que en todos ellos ha habido descomposicion del producto para
dar iones sulfato, y la mayor turbidez de las soluciones preparadas con
cristales de las preparaciones “A” y “D” se debe unicamente a la for-
macién de sulfato de bario, a partir del sulfato originado en la descom-
posicién del tetrationato y del bario en exceso.

De esta experiencia se deduce ya, sin lugar a dudas, que la cristali-
zacion del tetrationato de aluminio va acompanada de una descompo-
sicion del producto para formar sulfato de aluminio y, por lo tanto,
azufre y dioxido de azufre, segun la reaccién:

IV (S,00)5AL — (SO,)5AL - 350, - 6S

Como consecuencia, para la preparacion del tetrationato de alumi-
nio puro, tendremos que efectuar una cristalizacion:

X.— PREPARACION DE TETRATIONATO DE ALUMINIO A PARTIR DE SULFATO
DE ALUMINIO

Hemos observado hasta ahora, el distinto comportamiento que pre-
sentan al concentrar en desecador a vacio, las soluciones acuosas de te-
trationoto de aluminio, segin se obtengan a partir de cloruro o de sul-
fato de aluminio. Ambas soluciones se diferencian Unicamente en que
la 1%, es decir, la preparada a partir de cloruro de aluminio, cuando
se pone el desecador esta fuertemente acidulada con acido clorhidrico.

Por tanto, es de suponer que-sera el clorhidrico la causa de que la
soluciéon preparada a partir del cloruro de aluminio se descomponga
muy poco al cristalizar, mientras que la obtenida a partir del sulfato
se descomponga totalmente.

Para comprobar el papel del clorhidrico, planteamos la experiencia
(ue resenamos a continuacion:

Preparamos disolucién acuosa de tetrationato de aluminio, a par-
tir de sulfato, de acuerdo con la reaccién (I), y con las siguientes can-
tidades de partida:

6 gramos de S,0,Ba.2 H,O
3,35 gramos de (SO,);AL,.18H,0

que disolvemos en agua por separado, en forma de soluciones saturadas.
Mezclamos las dos soluciones y separamos el precipitado de sulfato de
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bario por filtracién. El filtrado lo separamos en dos partes, una de las
cuales se acidula con un mililitro de 4cido clorhidrico concentrado.

Pasadas doce horas, la parte de solucion no acidulada con clorhi-
drico aparece con un precipitado bastante grande de azufre y no es
transparente. La parte acidulada con clorhidrico tiene también un ligero
precipitado, pero no huele a SO,, y es transparente.

Filtramos nuevamente las dos disoluciones y las colocamos en cap-
sulas planas, en desecadores de vacio, sobre hidroxido sédico, y hacemos
vacio por medio de una bomba de aceite.

Pasados cuatro o cinco dias, empiezan a formarse los primeros cris-
tales y, cuando estan iotalmente secos los productos de ambos deseca-
dores, se observa como el tetrationato de aluminio de la soluciéon no
acidulada con clorhidrico se ha descompuesto casi totalmente. Esta so-
lucion no acidulada, da un producto muy amarillo que huele fuerte-
mente a dioxido de azufre, deja gran residuo insoluble de agua, y no
da las reacciones caracteristicas de los iones tetrationatos. Es decir, se
descompone no so6lo al evaporar a vacio, sino, como ya se dijo anterior-
mente, incluso en solucién.

Por el contrario, de la parte de soluciéon acidulada con clorhidrico,
cristaliza un producto blanco, soluble en agua, higroscopico y que da
las reacciones caracteristicas de los iones tetrationatos, con nitrato de
plata y nitrato mercurioso, y, por lo tanto, completamente analogo al
obtenido a partir de la solucién preparada con cloruro de aluminio.

Esta experiencia se repiti¢ varias veces con los mismos resultados,
lo que nos lleva a explicar lo que ocurre de la manera siguiente:

Hemos observado, que la disoluciéon acuosa de tetrationato de alumi-
nio, preparada a partir de sulfato de aluminio, presenta el mismo pH
(papel indicador) antes y después de ser acidulada con clorhidrico. Esto
nos indica, que como corresponde a una sal de acido fuerte y base débil,
el tetrationato de aluminio se hidroliza dando reacciéon acida.

Al evaporar la solucién, lo que sucede es que, por efecto de la hidro-
lisis, se precipita primeramente hidroxido de aluminio (precipita a pH —
— 3,8), quedando acido tetrationico en libertad, Este es incapaz de di-
solver el hidréxido de aluminio formado y llega un momento en que se
descompone dando azufre, dioxido de azufre y acido sulftirico. Sabemos
que, a determinadas concentraciones, el acido tetratiénico se descompo-
ne (6), en la forma indicada.

Cuando la solucién a evaporar se acidula con acido clorhidrico, o
bien se prepara a partir del cloruro de aluminio, pues entonces queda
clorhidrico en la soluciéon, lo que ocurre es que este acido impide la
precipitacién del hidréxido de aluminio y, por lo tanto, lo que se “seca”
es tetrationato de aluminio y no acido tetrationico como en el caso an-
terior. De esta manera la adicién del clorhidrico impide la descompo-
sicién del producto a cristalizar.

Hemos indicado, que ya en solucién, la presencia de acido clorhidrico
estabilizaba la descomposiciéon de tetrationato de aluminio. Si nosotros
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filtramos soluciéon acuosa de tetrationato de aluminio, sobre tubos de
ensayo en uno de los cuales se ha colocado una gota de acido clorhidri-
co, se observa como en los tubos no acidulados comienza en seguida la
descomposicion, mientras que en aquél que tiene CIH, la solucién per-
manece clara.

Los analisis de los cristales obtenidos a partir de la disolucion acuo-
sa de tetrationato de aluminio, preparada con sulfato de aluminio y aci-
dulada con clorhidrico, son totalmente analogos a los realizados sobre
muestras de tetrationato de aluminio, preparadas a partir de la solucién
acuosa obtenida con cloruro de aluminio y que han sido resenados an-
teriormente. Es decir, dan un producto impurificado con algo de azufre
y de sulfato de aluminio.

La cantidad de acido que se agrega a sucesivas preparaciones de le-
trationato de aluminio hechas por este método, es la que corresponde
al CIH que queda en libertad cuando eliminamos con sulfurico, el bario
procedente del tetrationato de bario empleado, cuando la disolucion se
hace a partir de cloruro de aluminio.

XI. — RECRISTALIZACION

Dividimos los ensayos realizados, para lograr la recristalizacion del
tetrationato de aluminio, en varios grupos, segtin sea el disolvente em-
pleado en la solucién de partida.

1) Partiendo de soluciones acuosas de tetrationato de aluminio.

El tetrationato de aluminio preparado hasta ahora, va siempre acom-
panado de azufre y sulfato de aluminio, y lo hemos descrito como muy
facilmente soluble en agua. Con objeto de purificarlo intentamos su re-
cristalizacion, y para hacerlo de su solucién acuosa, con objeto de pre-
parar las soluciones lo mas concentradas posibles, determinamos aproxi-
madamente su solubilidad en este disolvente, resultando ser del orden
de 1 gramo de tetrationato de aluminio por 1. c.c. de agua.

Para intentar la recristalizacion, partimos siempre de soluciones que
tienen 1 gramo/c.c.. y sobre ellas agregamos distintos agentes precipitan-
tes, como alcohol, acetona, ete.

Debido a la solubilidad del tetrationato de aluminio en alcohol, que
nos llevé a preparar de manera indirecta su disolucién en este disolvente,
esperamos «que la acciéon del aleohol, sobre la disolucion acuosa de tetra-
tionato de aluminio, no tendra ningin efecto precipitante, como asi sucede.
Unicamente, logramos precipitar de esta manera, el sulfato de aluminio
que impurificaba los cristales de partida.

Los mismos resultados se obtienen, cuando tratamos con acetona. Sélo
logramos precipitar el sulfato de aluminio. Esto parece indicar que el
tetrationato de aluminio sera también soluble en acetona.

La adicion de éter sobre la disolucion acuosa de tetrationato de alu-
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minio, da lugar a la separacion de dos capas, etérea la superior y acuosa
la inferior. De esta segunda capa no se logra cristalizar tetrationato ni
aun agregando el éter en grandes cantidades.

La misma formacién de dos capas sucede, cuando a las soluciones

acuosas previamente tratadas con alcohol o acetona, o con la mezcla de

los dos, se les agrega éter.

Sin embargo, la recristalizacion del tetrationato de. aluminio de su
disolucion acuosa se ha logrado por adiciéon de éter en tratamientos su-
cesivos. Después de un primer tratamiento con éter y, una vez que la so-
lucion esta libre de iones sulfato, se filtra para eliminar el sulfato de
aluminio cristalizado primeramente, y a continuaciéon se decanta el éler
de la capa superior. Agregamos nuevas cantidades de éter y separamos
ia capa etérea superior cada vez, hasta que llega un momento, despues

de cuatro o cinco tratamientos, que de la capa inferior se separan crista-

les de tetrationato de aluminio.

2) Partiendo de soluciones de tetrationato de aluminio en acetona.

Antes de inlentar la recristalizacién del tetrationato de aluminio de
su disolucion en acetona, estimamos conveniente un estudio de su solubi-
lidad en este disolvente. Al preparar distintas soluciones de tetrationato
de aluminio en acetona, nos encontramos con que éstas no dan las reac-
ciones caracteristicas de los iones tetrationatos y con el tiempo originan
productos de olor desagradable, depositandose sulfato de aluminio, mien-
tras que la solucion que se colorea de amarillo, no da reaccién de alumi-
nio y contiene azufre en disolucién.

Si sobre las disoluciones, recién preparadas, agregamos éfer, unica-
mente provocamos la cristalizacién de sulfato de aluminio.

De todos los ensayos realizados, con las disoluciones de tetrationato
de aluminio en acetona, deducimos que la acetona provoca la descompo-
sicién del tetrationato de aluminio, dando lugar a la formacién de sul-
fato de aluminio y de azufre, ademas probablemente de SO,, y este azufre
y diéxido de azufre producen con la acetona productos de olor desagrada-
ble y cuyo color, primeramente amarillo, va oscureciéndose con el tiempo.
Posiblemente, se trata de la formacion de tiocetona y productos de po-
limerizacion. :

3) Partiendo de disoluciones de tetrationato de aluminio en alcohol.

Estudiamos primeramente la solubilidad del tetrationato de aluminio
en alcohol, al objeto de preparar scluciones saturadas, para sobre ellas
agregar los distintos agentes precipitantes. Dentro de los errores posibles,
al estal impurificados los cristales a recristalizar por sulfato de alumi-
nio, determinamos su solubilidad, siendo del orden de 0,5 gramos de
tetrationato de aluminio, por cada mililitro de alcohol.
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Esta concentracién, de 0,5 gramos/mls., es la que empleamos en todas
las experiencias de cristalizacién que vamos a realizar, tanto cuando se
emplea alcohol de 96°, como cuando hacemos la soluciéon en alcohol
absoluto.

PRIMERA EXPERIENCIA

Disolvemos un gramo de tetrationato de aluminio en dos mililitros
de alcohol de 96° y filtramos para separar el sulfato de aluminio, inso-
iuble en alcohol que acompanaba al tetrationato. Sobre el liquido filtra-
do, agregamos 7 mls. de éter anhidro. Al ir cayendo el éter, se va for-
mando una turbidez blanca, que desaparece al agitar. Cuando se han
agregado ya los siete mililitros de éter permanece la turbidez blanca
y se va separando en el fondo del tubo, en que se hace la operacion, una
capa de un volumen igual al primitivo de alcohol, a la vez que la capa
superior se va quedando transparente.

Decantamos la capa superior de éter, y observamos que da reaccion
positiva de tetrationatos.

A la capa inferior le agregamos otros siete mls. de éter y agitamos.
Vuelven a separarse dos capas, con las que hacemos el mismo tratamien-
to, es decir, decantamos la capa superior, que sigue dando reaccién po-
sitiva de tetrationatos, y sobre la inferior, cada vez de menos volumen,
agregamos nuevamente éter.

Al repetir por tercera vez este tratamiento con éter, siguen formadas
las dos capas, pero al cabo de algunos dias desaparece la inferior, apa-
reciendo en su lugar un precipitado blanco.

Este precipitado blanco, da las reacciones caracteristicas de los iones
tetrationato y aluminio, mientras que el éter que decantamos la tltima
vez y que estaba ahora en confacto con los cristales de tetrationato de
4luminio formados, no da las'reacciones de los mismos.

Resumiendo esta experiencia, repetida varias veces, podemos decir:

Los tratamientos sucesivos con éter, producen una reduccién de la capa
alcoh¢lica inferior, hasta que llega un momento en que se produce la
cristalizaciéon. El éter de la capa superior da siempre reaccién positiva
de iones tetrationato, excepto la tltima vez, cuando han aparecido ya
los cristales.

SEGUNDA EXPERIENCIA

La realizamos empleando diferentes concentraciones de tetrationato de

aluminio en alcohol; sobre las disoluciones agregamos distintas cantida-
des de éter.
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Las cantidades de tetrationato, alcohol y éter, empleadas en cada caso,
vienen reflejadas en la Tabla III.

I SAY BT A ITI

(5406)3Ala (V) Alcohol Eter anhidro
1 2 gramos 4 c.c. 8 c.c.
2 2 gramos i2%eres 24 c.c.
3 2 gramos 20 ec.c. 40 c.c.
4 2 gramos 12:c.c. 24 c.c.

= =

La disolucién de los 2 gramos de tetrationato de aluminio, se hace em-
pleando alcohol de 96° en todos los tubos, excepto en el n.° 4 (igual con-
centracién que el n.° 2), que se prepara con alcohol absoluto. '

Una ve zhechas las disiintas disoluciones, filtramos para eliminar el
sulfato de aluminio, insoluble en alcohol, que acompanaba al tetrationato,
y colocamos las disoluciones filtradas en matraces Erlenmeyer. Sobre cada
una de ellas agregamos las cantidades de éter indicadas.

La accién del éter sobre la disolucion n.° 1, produce la formaciéon de
capas, Lo mismo sucede en la solucion n.° 2, con la diferencia de que
en este caso la capa inferior es de menor volumen. En el n.° 3, no hay,
por el contrario, separacion de capas, mientras que en el n.° 4, preparado
con alcohol absoluto, vuelve a haber formaciéon de capas, pero en este
caso la capa inferior es de volumen bastante mayor que la formada en
el n.° 2, de igual concentracién, pero preparada con alcohol de 96°.

En todos los casos, al caer el éter sobre la disolucion alcohélica de
teirationato de aluminio se forma una turbidez blanca, que desaparece
rapidamente al agitar en el n.° 3, es decir, en el que no hubo formacién
de capas, y, mas lentamente, en las demas soluciones. En éstas la desapa-
ricién de la turbidez lleva consigo la separacion de capas, que al cabo de
algunas horas estan completamente transparentes. Unicamente la capa
inferior del n.° 1 permanece turbia y con el tiempo se deposita un pe-
queno precipitado.

La adicién de 20 c.c. mas de éter sobre la disoluciéon n.° 3, provoca
ahora, la separacion de capas.

Todas las capas superiores, etéreas, dan reaccién positiva de ion te-
trationato, observandose que precisamente la del n.° 2 (con volumen de capa
inferior mas pequeno), es la que da una reaccién mas fuerte de S04 —.

Por nuevas adiciones de éter sobre las disoluciones no se precipita el
tetrationato de aluminio, mientras que si se decontan las capas superiores
y se agrega éter nuevo en todos los casos, al cabo de tres o cuatro trata-
mientos cristaliza siempre tetrationato de aluminio.

(*) Se trata de (SiOg)sAle.xH:0, no pudiendo calcular el nimero de moléculas de agua de
cristalizacién, por no tener todavia un producto puro.
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De esta experiencia podemos sacar la conclusiéon, que la formacion
de la capa inferior no depende de la relacion alcohol/éter, pues para
una misma cantidad de tetrationato (2 gramos en este caso), conforme
aumenta la cantidad de alcohol en que se ha disuelto, la relacién nece-
saria para que se forme capa disminuye.

Asi, con la relacién alcohol/éter igual a 1/2, se forma capa en el
tubo n° 1, que habia 4 mls. de alcohol; también se forma, pero de
volumen menor, en el n.° 2, en el que se emplearon 12 mls. de alcohol,
pero no se forma en el n.° 3, con 24 mls. de alcohol empleado. Sin em-
bargo, aparece en este tubo, cuando por adiciéon de 20 mls. mas de éter
la relacion alcohol/éter se hace igual a 1/3.

Se deduce también de esta experiencia, que empleando alcohol abso-
luto, n.° 4, la relacién aleohol/éter igual a 1/2 produce un volumen de
capa inferior, para la disoluciéon de 2 gramos de teirationato en 12 mls.
de alcohol, mayor que en el n.° 2, en que se emplea alcohol de 96°.

TERCERA EXPERIENCIA

En esta experiencia, al contrario que en la anterior, se mantiene la
misma concentracion de tetrationato en alcohol, variando, unicamente,
la cantidad de éter agregada en cada caso.

Preparamos tres disoluciones que contienen, cada una, dos gramos de
tetrationato de aluminio disueltos en cuatro mililiiros de alcohol Fil-
tramos, como siempre, para eliminar el sulfato de aluminio insoluble y
las disoluciones filtradas las colocamos en tubos de ensayo graduados,
con objeto de medir las capas que se formen, cuando agreguemos éter.

Las cantidades de éter agregadas sobre cada tubo, asi como el volu-
men de las capas formadas, vienen dadas en la Tabla IV, donde Ia co-
lumna TETRATIONATO, corresponde al volumen que resulta después de fil-
trar la solucién de tetrationato de aluminio en alcohol, y que casual-
mente es algo mayor en el tubo n.° 3. La columna ETER corresponde a
la cantidad de éter agregada en cada caso, y las columnas cAPA sup. y
CAPA INF. son el volumen de los capas superior e inferior, que resultan
después de la adicion del éter.

TABLA 1EAY

Tubo Tetrationato Eter Capa sup. Capa inf.
1 2,6 c.c. 4c.c: osl04cic: 3,616
2 2,6 c.c. SHcc 8,4 c.c. 2,2 ¢.c.
3 3,0 c.c. 16 c.c. 573055 c.c: 2,0 c.c.

Al agregar el éter, se forman enturbiamientos en los tres tubos, y éstos
son mayores y mas persistentes conforme aumenta la cantidad de éter
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agregada. Se agitan los tubos Yy, una vez tapados, se dejan en reposo
hasta que se separan perfectamente las capas y éstas son completa-
mente transparentes, en cuyo momento se hacen las lecturas de los
volimenes de las capas formadas.

A las doce horas de agregar el éter, aparecen pequenos precipitados
de tetrationato de aluminio en todos los tubos, siendo mayor la canti-
dad de precipitado conforme la adicion de . éter es mayor.

Las capas superiores de los tres tubos, dan reaccién positiva de te-
trationato, siendo menos intensa la reaccién cuando la adicion de éter
es mayor.

Se deduce de esta experiencia que, para una misma concentracion
de tetrationato de aluminio en alcohol (2 grs/4mls), al aumentar la
cantidad de éler agregada y, por tanto, disminuir la relacion alco-
hol/éter de 1 a 1/2, y a 1/3, la cantidad de tetrationato de aluminio
que queda en la capa éterea superior disminuye; también disminuye el
volumen de la capa alcoho¢lica inferior, mientras que aumenta la can-
tidad de tetrationato de aluminio que se separa de esta capa.

CUARTA EXPERIENCIA

En la experiencia anterior se ha visto como aumentando la cantidad
de éter agregada, el precipitado formado de tetrationato de aluminio
era mayor y la capa etérea daba menos intensa la reaccién de ion te-
trationato.

Con objeto de fijar la cantidad de éter necesaria, para trabajando
con disoluciones alcoholicas saturadas de tetrationato de aluminio, re-
cristalizar totalmente éste en una sola operacién, sin necesidad de tra-
tamientos sucesivos con éter, planteamos esta experiencia, que nos per-
mitira determinar la relacion alcohol/éter, requerida para ello,

Se trata de preparar distintas mezclas de alcohol/éter y, sobre ellas,
agregar siempre la misma caniidad de tetrationato de aluminio, con el
fin de llegar a obtener mezclas de alcohol éter, en las que la solubilidad
del tetrationato sea minima.

Operamos con las cantidades de alcohol, éter y tetrationato de alu-
minio reflejadas en la Tabla V, de la manera siguiente:

-

Preparamos en tubos de ensayo (a partir del n.° 5 en matraces Er-
lenmeyer) las distintas mezclas de alcohol/éter indicadas y que, natu-
ralmente, producen un liquido homogéneo. Sobre cada una de estas mez-
clas agregamos un gramo de tetrationato de aluminio so¢lido. Agitamos
y, la turbidez que se forma, tarda mas en desaparecer, cuanto mas éter
tiene la mezcla.
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TA Bl A Y

Tubo Alcohol 96° Eter (S:06)3Al2
1 2 c.c. 2¢c.c. 1 gramo.
2 2 c.c. 4 c.c. 1 gramo
3 271C.C: 8 c.c. 1 gramo
4 25CLC. 16 c.c. 1 gramo
5 2 c.c. 24 c.c. 1 gramo
6 DE CECT 32 c.c. 1 gramo
7 2iC.C. 64 c.c. 1 gramo
8 28cic: 14 05cc. 1 gramo
9 0 c.c. 20 c.c. 1 gramo

ILos resultados son:

N.° 1. —En este tubo se ha disuelto todo el tetrationato agregado
(queda el residuo de sulfato de aluminio que acompana a los cristales
de tetrationato). No se forman capas.

N.2 2.—Se observa la aparicién de dos capas. En la superior de
éter-alcohol, hay reaccion positiva de tetrationatos. La capa inferior es
mas rica en tetrationato de aluminio y, ademas, de sulfato de aluminio
tiene tetrationato de aluminio sin disolver.

N.os 3, 4 y 5. — Analogos al n.° 2, con las siguientes diferencias. La
capa superior va aumentando en volumen y su concentracién en tetra-
tionato va disminuyendo. La capa inferior va disminuyendo de volumen,
teniendo concentracion similar de tetrationato, y va aumentando la can-
tidad de tetrationato de aluminio no disuelta.

N.> 6.— Desaparece, en este tubo, la capa inferior, notandose, sin
embargo, un cierto reblandecimiento del sélido, por accién del disolvente.

N.os 7 y 8. — Parece ser que en estas mezclas no se ejerce accion
disolvente sobre el tetrationato de aluminio, ya que el producto sélido
esta completamente suelto.

N.° 9.—El liquido (éter anhidro), de este tubo no da reaccién de
tetrationatos, lo que nos confirma que el tetrationato de aluminio es to-
talmente insoluble en éter anhidro.

De estos resultados deducimos que, trabajando con disoluciones alco-
holicas saturadas de tetrationato de aluminio, la cantidad de éter que
debe agregarse para que se produzca la cristalizacién total, es la corres-
pondiente a la relacién alcohol/éter, del tubo n.° 7, y, por tanto, igual
a 1/32.
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QUINTA EXPERIENCIA

Repetimos la experiencia CUARTA, pero empleamos aleohol absoluto,
con el fin de ver si logramos también la recristalizacién del tetrationato
de aluminio empleando menor cantidad de éter.

Como en la experiencia anterior, preparamos primeramente las mez-
clas alcohol absoluto-éter indicadas en la Tabla VI y, sobre ellas, agre-
gamos en todos los casos 1 gramo de tetrationato de aluminio solido.

T ABULA VAL

Tubo Alcohol abs. Eter Tetrationato
1 2 c.c. 16 c.c. 1 gramo
2 2icc, 32 c.c. 1 gramo
3 2 c.c. 48 c.c. 1 gramo

En este caso los resultados son:

Tubo n.° 1.— Este tubo, analogo en la proporciéon alcohol-éter al
'n.° 4 de la experiencia anterior, deja sin disolver bastante mas 'canti-
dad de tetrationato de aluminio que el preparado con alcohol de 96°. Se
separan capas y la superior da reaccion de tetrationatos.

Tubos 2 y 3.— Dan también reaccion positiva de tetrationatos, aun-
que muy débil, especialmente en el n.° 3. En estos tubos, no hay capas,
y unicamente en el n.° 2 hay cierto reblandecimiento del sélido por
accion de la mezcla disolvente. En el n.° 3 no se aprecia, aparentemente,
ninguna disolucion del tetrationato de aluminio.

Como consecuencia, empleando disoluciones saturadas en alcohol ab-
soluto de tetrationato de aluminio, podremos recristalizar totalmente éste,
empleando el éter necesario para formar la relaciéon alcohol-éter corres-
pondiente al tuvo n.° 3, es decir, igual a 1/24.

El resultado de las experiencias cuarta y quinta nos llevd, al efec-
tuarlas a la inversa, a la recristalizacion- del tetrationato de aluminio.
Para ello disolvimos el tetrationato de aluminio en alcohol de 96° o en
alcohol absoluto, en forma de disoluciones saturadas y agregabamos las
cantidades de éter necesarias para formar las relaciones 1/32 6 1/24,
respectivamente, en las cuales es minima la solubilidad del tetrationato
de aluminio:

a) Partiendo de disoluciones en alcohol de 96°.
b) Partiendo de disoluciones en alcohol absoluto.

A) Partiendo de disolucion en alcohol de 96°

Disolvemos un gramo de tetrationato de aluminio en 2 c.c. de alco-
hol de 96° y filtramos, como siempre, para eliminar el sulfato de alu-
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minio insoluble. Sobre el liquido filtrado, agregamos 64 mls. de éter an-
hidro, agitamos, y se produce la separaciéon de capas. La capa inferior,
alcohdlica y muy viscosa, al cabo de dos dias aparece en forma de un
s6lido muy blanco compacto, sobre el fondo y paredes del Erlenmeyer
en que se realizé el ensayo.

Repetimos esta experiencia, pero agregando sobre los 64 c.c. de éter
anhidro, el filtrado de la solucién de tetraiionato de aluminio en alco-
hol. Operamos dejando caer gota a gota la solucién alecoholica filtrada
del tetrationato, sobre el éter, y, esta vez, sin agitar. La capa inferior,
tarde ahora 3 6 4 dias en transformarse en sélido.

En los dos casos el producio solido es muy blanco, higroscépico y
tacilmente soluble en agua. Da las reacciones caracteristicas de los iones
tetrationato y aluminio y no de iones sulfato,

B) Partiendo de disolucion en alcohol absoluto

Realizamos en este caso la recristalizacion de forma analoga, pero
empleando en el mismo el éter necesario para la formaciéon de la rela-
cion 1/24 de alcohol/éter. Como en el caso anterior, se obtiene tetratio-
nato de aluminio, libre de sulfato.

Una mas rapida cristalizacion se logra sometiendo a agitacién el éter
una vez que se le ha agregado la disolucién alcohélica de tetrationato.
Esto que hemos comprobado por una simple agitacién manual, lo lle-
vamos a la practica realizando la agitacion por medio de un agitador
magnético, operando con un aparato que describe en la figura 2.

Placa filtrante N°4

Tubo capilar

Eter

Agitador magnetico

En el matraz Erlenmeyer se coloca el éter necesario y se cierra con
un tapon de goma perforado, por cuyo orificio hacemos pasar la cana
de una placa filtrante, que nos servird para verificar la filtracion de la
disolucién alcohélica de tetrationato de aluminio. Tapamos igualmente
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esta placa y a través del tapon hacemos pasar un tubo de cloruro cal-
cico con el fin de evitar la hidratacién del producto. La cana de la placa
filtrante acaba en un tubo capilar y éste reposa exactamente sobre la
superficie del éter, con el fin de que las pequenas gotas de la disolucion
que caen se difundan rapidamente por el éter que estd agitandose por
medio de un agitador magnético.

De esta forma se logra una cristalizaciéon mas rapida, obteniéndose
una masa cristalizada compacta.

Si, por el contrario operamos sin ninguna agitacién y dejamos com-
pletamente en reposo las dos capas que en principio se forman, la cris-
falizacion tarda mas tiempo y entonces se observa como poco a poco
van apareciendo cristales, en algunos puntos de la capa alcohdlica in-
ferior, formando como agujas cristalinas, hasta que con el tiempo la
cristalizacién se extiende a toda la masa del aceite.

En diversos trabajos llevados a cabo en estos laboratorios, se ha
visto como al intentar cristalizar una sal por cambio de disolventes,
se originaba la separacion de capas. Asi, R. Usén (7), al hablar de la
cristalizacién del tiosulfato de manganeso a partir de su disolucién acuo-
sa por adicién de acetona o éter, indica que de las dos capas formadas
“la superior no tienen ninguna caracteristica especial”, mientras que “la
inferior se asemeja a un aceite por su aspecto y viscosidad”“. En nuestro
caso la capa inferior formada cuando a las soluciones acuosas o alecohé-
licas de tetrationato de aluminio se les agrega éler, tiene también este

aspecto y viscosidad que le asemeja a un aceite, sobre todo cuando bien
por diversos tratamientos de éter, o biem por agregar de una vez el
éter requerido para la recristalizaciéon, la capa inferior esta préxima a
cristalizar.

La concordancia de propiedades de los aceites formados en nuestro
caso, con los del tiosulfato de manganeso en cuanto a que toda la sal a
cristalizar est4d en la capa inferior, y que ésta disminuye de volumen
cuando se agrega un agente precipitante, nos lleva a explicar la forma-
cion de aceites de analoga manera a como lo hace R. Usén en el trabajo
citado.

Segun esto, los aceites no son sino solvatos de la sustancia disuelta
(tetrationato de aluminio) con moléculas de disolvente, en nuestro caso
agua y alecohol, pues hemos visto que para una misma concentracion de
tetrationato de aluminio, el aceite era mayor con una misma cantidad
de alcohol absoluto que cuando se emplea alcohol de 96°. El solvato que
es insoluble en éter y se separa al agregar este disolvente, constituye un
estado intermedio entre la disolucién de partida y el sélido cristalizado,
de tal manera que sélo conseguimos romperlo y, por lo tanto, cristali-
zar la sal, cuando el éter que agregamos es suficiente para eliminar las
moléculas de solvatacion que rodean a los iones de tetrationato de alu-
minio. Como hemos visto, al agitar, se logra la cristalizacién mas rapida
del aceite, ya que en este caso, el éter estdh mas en contacto con las mo-
léculas solvatadas.
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XII. — ANALISIS DE LOS CRISTALES

Antes de proceder al analisis del producto cristalizado, y puesto que
el tetrationato de aluminio, colocado en decantador pierde constante-
mente de peso, descomponiéndose, procedemos al secado de los crista-
les, por medio de una corriente de aire seco.

La operacion la realizamos por medio de un aparato como el que se
describe en la fig. 3, Se separan primeramente por filtracién los cris-
tales, se lavan con éter y a continuacién se conecta la placa filtrante
con el resto del aparato. El aire pasa a través de cloruro calcico, hidro-
xido soédico, sulfurico y pentoxido de fosforo, antes de pasar a través
de los cristales de tetrationato de aluminio, colocados en la placa filtrante.

Placa filtrante.

Trompa

Los resultados de los analisis efectuados sobre el producto recrista-
lizado y seco, vienen reunidos en la Tabla VIL

IESAGB SEEAY sVl

% Aluminio % Azufre Promedio Al. Promedio S.

5,14 36,52
9,27 36,90 9,19 %
9,28 36,46
5,09 36,72

Los % de aluminio y de azufre calculado para el tetrationato de alu-
minio cristalizado con 18 moléculas de agua son:

5,14 % de aluminio y 36,57 % de azufre.
Esta concordancia de resultados nos lleva a la conclusién de que el

producto preparado por nosotros corresponde a la férmula: (S40¢)3Al5.
18H,0. :
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XIII. — ESTABILIDAD DE LOS CRISTALES DE TETRATIONATO DE ALUMINIO

Los cristales de tetrationato de aluminio, dejades al aire, icon el
tiempo toman color amarillo y su disolucién acuosa da reaccién de
sulfatos.

Si se someten a la accion de agentes deshidratantes como sulfato de
cobre anhidro, cloruro calcico, hidréxido sédico, los cristales pierden de
peso constantemente, originandose la descomposicién del producto dando
azufre, dioxido de azufre y sulfato de aluminio. Esta pérdida de peso
es mas rapida conforme aumenta el poder deshidratante del desecante
empleado, lo que nos indica que la molécula estable del tetrationato de
aluminio, corresponde a la cristalizada con 18 moléculas de agua. Por
ello la deshidratacion del producto sucede simultineamente con la des-
composicién del mismo.
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SEGUNDA PARTE

PREPARACION Y PROPIEDADES DEL TETRATIONATO DE BERILIO

I.— PREPARACION DE LA SOLUCION ACUOSA DE TETRATIONATO DE BERILO.
ENSAY0S DE CRISTALIZACION

Tratamos de preparar la disolucién en agua de tetrationato de berilio,
por accion del tetrationato de bario sobre el sulfato de berilio, ambos en
solucion acuosa.

Segun la reaccion (1)

(1). SO4Ba + S4OGBa - SO4Ba “I[" S*OGBa

nos precipitara sulfato de bario, quedandonos soluciéon acuosa de te-
frationato de berilio.

Empleamos, puesto que la reaccién es de mol a mol, como cantida-
des de partida, las correspondientes a 0,01 mol de cada uno de los pro-
ductos, lo que equivale a emplear 1,77 gramos de sulfato de berilio cris-
talizado con cuatro moléculas de agua y 3,97 gramos de tetrationato de
bario cristalizado con dos moléculas de agua.

Preparamos soluciones saturadas, de estas cantidades de productos,
en agua, las mezclamos, y separamos por filtracion el precipitado de
sulfato barico formado. El liquido filtrado, constituye la disolucién acuo-
sa de tetrationato de berilio, cosa que comprobamos experimentalmen-
te, puesto que da las reacciones caracteristicas de los iones tetrationato
y berilio y solamente éstas.

La adicién a esta solucién acuosa de tetrationato de berilio, de alcohol
de 96°, alcohol absoluto, acetona, benceno y éter, no produce, como era
de esperar, una analogia con el tetrationato de aluminio la precipitacion
del compuesto. :

JI. — CRISTALIZACION

Al no poder cristalizar el tetrationato de berilio a partir de su diso-
lucién acuosa por adicién de otros disolventes, intentamos hacerlo por
evaporacién del agua, y para ello empleamos el método que mejor resul-
tados nos dio en la cristalizacién del tetrationato de aluminio, es decir,
efectuandola a la temperatura ordinaria y en desecador a vacio sobre
hidréxido sédico.
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De acuerdo también con el distinto resultado que se obtiene, cuando
la disolucién acuosa del tetrationato de aluminio se somete a este tra-
tamiento, la disolucion acuosa de tetrationaio de berilio se divide en dos
partes, cada una de las cuales se somete por separado a la accién des-
hidratante del hidroxido sodico en desecador de vocio y acidulando una
de ellas con acido clorhidrico.

Al ir concentrandose ambas soluciones, aparecen cristales blancos,
sin notarse, una vez que ambas han cristalizado totalmente, diferencia
apreciable, en los cristales obtenidos a partir de cada una de ellas.

Tanto los cristales obienidos a partir de la soluciéon acidulada, como
de la no acidulada con clorhidrico, presentan el mismo aspecto: son
blancos, muy higroscopicos, facilmente solubles en agua, y en ella dan
reaceién positiva los iones tetrationmato y berilio y también, aunque me-
nos intensa de sulfato, pero sin que se advierta, mayor cantidad de sul-
fatos, y, por lo tanto, mayor descomposicion, en la cristalizacion obte-
nida a partir de la solucion no acidulada con CIH.

Comparando estos resultados, con los obtenidos en la cristalizacion
del tetrationato de aluminio, coinciden en que este proceso va siempre
acompanado de cierta descomposicion, pero, sin embargo, en este caso,
no hay diferencia de comportamiento en la cristalizaciéon, realizada con
solucion acidulada con CIH, o sin acidular,

Al explicar los efectos del CIH, en la cristalizacion del tetrationato
de aluminio, decia que actia evitando la hidrolisis, y, por lo tanto, caso
de no agregarle a la solucién a cristalizar, ocurria la precipitacion del
hidroxido de aluminio y, como consecuencia, al no poder existir acido
tetrationico libre, sino en solucion, la evaporacion del agua nos origina-
ba la descomposicion de este acido, en azufre, dioxido de azufre y acido
sulftrico.

En la cristalizacion del tetrationato de berilio, no ocurre esto; ambas
soluciones aciduladas y sin acidular, dan productos analogos y, por lo
tanto, sin que el acido clorhidrico juegue un papel importante en Ia
cristalizacion de este producto.

La diferencia de estas dos cristalizaciones estriba en el distinto pH
de precipitacion de los hidréxidos correspondientes. Sabemos que el hi-
droxido de aluminio precipita a pH 38,8, mientras que el hidréxido de
berilio lo hace a pH 6. En ambos casos, la disolucién de tetrationato de
aluminio o berilio en agua da un pH medido con papel indicador com-
prendido entre 3 y 4. De esta manera observamos, como al concentrar
las soluciones respectivas, precipitara el hidréxido de aluminio, mien-
tras que el de berilio no lo hace por necesitar un pH mas alcalino para
ello, de suerte que en este segundo caso no es necesaria la adicién de
clorhidrico, para evitar la precipitacién del hidréxido y, por lo tanto, la
cristalizacion puede efectuarse sin acidular la solucién de partida.

Los cristales obtenidos, en ambos casos, blancos, muy higroscépicos
y facilmente solubles en agua, estin, como hemos dicho, impiu*ificados
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por sulfato de berilio, puesto que la solucién acuosa de los mismos da
con cloruro de bario, precipitado blanco de sulfato de bario.

El anélisis cuantitativo nos indica que asi es en realidad, puesto que,
como se observa en la Tabla I, los cristales obtenidos dan un contenido
de berilio mayor y de azufre menor, que los correspondientes al tetra-
tionato de berilio.

TABLA

Cristales obtenidos 39,66 % de S 3,94 9% de Be.
S40sBa.4H,0 41,96 % de S 2,95 % de Be.

Esto nos indica que la aparicion en los cristales de impurezas de sul-
fato de berilio va acompanada de la pérdida de azufre en forma de didxi-
do de azufre y azufre elemental, que hace aumentar el % de berilio en
el producto analizado y disminuir el % de azufre.

La determinaciéon cuantifativa de berilio, se realiza por precipita-
cién del hidréxido (8) y calcinaciéon a oxido, y con mayor rapidez y co-
modidad por calcinacién directa del producto obtenido y pesada del 6xido
de berilio formado.

El azufre lo determinamos por precipitaciéon del sulfato con cloruro
de bario, en la disolucién previamente tratada con agua de bromo, para
oxidar al tetrationato a sulfato.

III. — RECRISTALIZACION

El tetrationato de berilio, analogamente al de aluminio se disuelve
facilmente en alcohol, y por ello al intentar su recristalizacién partimos
ya de su disolucién alcoholica.

La adiciéon de éter anhidro;, a la disolucion alcoholica de tetrationato
de berilio, produce la formacion de una turbidez y, mas tarde, la sepa-
raciéon de un aceite, del que atin con enfriamiento no cristaliza al com-
puesto. Sin embargo, si decantamos el éter de la capa superior y agrega-
mos nueva porcion de éter anhidro, el aceife se vuelve mas viscoso y al
cabo de tres o cuatro adiciones de éter desaparece el aceite y cristaliza
el tetrationato de berilio. El éter que sucesivamente se va decantando, da
siempre, excepto la ultima vez, es decir, cuando ya ha cristalizado el com-
puesto, reacciéon de iones tetrationato.

Con objeto de efectuar la recristalizacién mas rapidamente y en una
sola operacion, estudiamos la solubilidad del tetrationato de berilio, en
distintas mezclas de aleohol absolufo-éter anhidro, para emplear en la re-
cristalizacién la proporciéon de alcohol-éter en la cual la solubilidad del
tetrationato sea minima, ya que entonces al emplear la relacién requerida
se formaran los cristales directamente, o, en caso contrario, el tiempo de
duracién del aceite sin cristalizar sera muy pequeno.
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Preparamos las mezclas de alcohol absoluto-éter anhidro indicadas en
la Tabla II, y en cada una de ellas, 0,5 gramos del tetrationato a crista-
lizar, para ver en cual de ellas la solubilidad es nula.

TASB ToeA = 10T

Tubo Alcohol 2 Eter S:0sBa
1 1=cicy 4 c.c. 0,5 gr.
2 1 (€, SECIC: 0,5 gr.
3 1 cic: 16 c.c. 0,5 gr.
4 i|Sicics S2NCiCs 0,5 gr.
5 I=cic 64 c.c. 0,5 gr.
6 Ecic 128 c.c. 0,5 gr.
7 10 c.c. — 0,5 gr.
8 - 10 c.c. 0.5 gr.

Pasadas 48 horas, se observa que la disolucién es menor conforme la
cantidad de éter de la mezcla aumenta. A la vez, mientras disminuye la
solubilidad, disminuye el volumen del aceite o capa inferior.

La solubilidad es practicamente nula en el tubo n.° 5 en el cual los
cristales agregados se mueven libremente al agitar. Lo mismo sucede en
los tubos 6 y 8, mientras que en el 7, preparado con alcohol absoluto uni-
camente, la solubilidad ha sido total, salvo el pequenio residuo de sulfato
de berilio insoluble.

Vemos también como al aumentar la cantidad de éter de los tubos, la
reaccién de ion tetrationato de la capa superior disminuye, siendo ya
practicamente nula en el n.° 5.

De acuerdo con estos resultados, preparamos la recristalizacion del te-
trationato de berilio a partir de la disolucién saturada en alcohol abso-
luto, agregando el éter necesario para formar la relacién alcohol-éter igual
a 1/64.

Determinamos la solubilidad del tetrationato de berilio en alcohol ab-
soluto y, aproximadamente, es del orden de 1 gramo por mililitro. Em-
pleamos siempre esta concentraciéon de 1 gramo de producto a recrista-
lizar por cada ml. de alcohol, que nos garantiza, después de filtrar para
eliminar el sulfato de berilio insoluble, el trabajo con soluciones saturadas.

Operamos, analogamente a la recristalizacién del tetrationato de alu-
minio, preparando disoluciones saturadas, filtrando y agregando sobre
el filtrado la cantidad de éter calculada.

En todos los casos se forma primeramente el aceite, que con el tiempo
se transforma en una masa cristalina que se mueve libremente al agitar.

Los cristales obtenidos, se filtran a través de una placa filtrante, se
lavan con éter y se secan en corriente de aire seco, que pasa a través de

cloruro, caleio, hidréxido sédico, sulfdrico concentrado y pentoxido de
fosforo.
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El tetrationato de berilio forma cristales de color blanco, muy higros-

J copicos y facilmente solubles en agua, alcohol y alcohol absoluto. Las
%‘ disoluciones en acetona de este producto se descomponen con el tiempo.
]
§ IV.— ANALISIS DE LOS CRISTALES

4' Los resultados de los analisis realizados a muestras del producto re-
: cristalizado, vienen dados en la Tabla III, y coinciden con los % corres-
) pondientes al tetrationato de berilio cristalizado con cuatro moléculas
: EEAS RS ST

ﬂ“: % Berilio % Azufre Promedio Be. Promedio S.

4 it s by

3,01 42,55

E 92,94 41,62 2,91 % 41,79 %

2,79 41,20

de agua: 2,95 % de Ba. y 41,96 de S., de donde deducimos que al pro-
ducto preparado y recristalizado por nosotros corresponde la férmula:

S;0¢Ba.4H,0.
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PREPARACION Y PROPIEDADES DEL TETRATIONATO DE INDIO

I.— PREPARACION DE SULFATO DE INDIO

El primer paso para la aplicacion del método usado en la prepara-
cion de otros tetrationatos, constituye en este caso la obtencion de sul-
fato de indio, ya que el indio de que disponemos esta en forma de é6xido
de indio trivalente In,Os.

La preparacién de sulfato de indio (9), se efectiia por disolucién del
6xido en acido sulfurico 1 : 1, y cristalizacion, realizada por evaporacion
del agua o bien por adicién de acido sulfurico concentrado. En ambos
casos, es preciso lavar los cristales de sulfato de indio obtenidos, con
objeto de eliminar el sulfurico que entrapan.

En relacién con la preparacién de sulfato de indio realizada varias
veces por nosotros, podemos hacer las siguientes observaciones:

1.2 Para la disoluciéon total del o6xido de indio trivalente, en acido
sulfurico diluido 1 :1 es preciso calentar.

2.2 Si la cristalizacién del sulfato de indio se hace por adicién de
acido sulftirico concentrado, se forman rapidamente cristales muy pe-
quenos, que tienen un aspecto analogo al del sulfato de bario.

3.2 La cristalizacién lenta originada por evaporacién del agua de la
solucion, realizada, tanto por calentamiento, como sometiendo la misma
en frio, a la accion de un agente deshidratante en desecador, produce
cristales grandes.

42 El lavado de los cristales, para eliminar el acido sulftirico que
entrapan, se realiza empleando un agente que no disuelva el sulfato de
indio. Lo realizamos, empleando éter anhidro, ya que, ademas de su
solubilidad en agua, los cristales de sulfato de indio son solubles en
alcohol.

5.2 El sulfato de indio cristalizado y lavado, como se indica, es de
color blanco e higroscépico.

6.2 El analisis cuantitativo realizado a los cristales de sulfato de
indio, da una composicién, Tabla I, que corresponde a la férmula:
(SO4)5In,.S0,.H,8H .0, dada por R. E. MEYER (10).

S oONE



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO -QUIMICAS Y NATURALES

AR AT 1

Calculado  ....... 30,21 % de Indio 50,82 % de SO,
Encontrado ...... 30,64 % de Indio 50,67 % de SO,

Para la preparacion de tetrationato de indio, emplearemos como pro-
ducto de partida el sulfato de indio que corresponde a la féormula arriba
indicada.

11. — PREPARACION DE LA SOLUCION ACUOSA DE TETRATIONATO DE INDIO.
ENSAYOS DE CGRISTALIZAGION

La preparaciéon de la solucion acuosa de tetrationato de indio, la rea-
lizamos de acuerdo con la reaccion:

(1) 38S,04Ba L (SO,)sIn, = 3S0,Ba - (S,04)sIn,

y, de acuerdo con la estequiometria de la reaccién, empleamos las si-
guientes cantidades de partida: tetrationato de bario cristalizado con dos
moléculas de agua 7,83 gramos, y sulfato de indio 5 gramos.

Operamos disolviendo estas cantidades en la menor cantidad de agua
posible y mezclamos las soluciones. Se produce el precipitado de sulfato
de bario que separamos por filtracion y, el liquido filtrado, constituye
la solucién acuosa de tetrationato de indio, cosa que comprobamos ha-
ciendo con resultado posiiivo las reacciones caracteristicas de los iones
tetrationato e indio trivalente.

Esta disolucién acuosa se somete a la accién deshidratante de hidro-
xido sodico, en desecador de vacio, con objeto de lograr la cristalizacién
del tetrationato de indio, ya que, como ocurre con los otros tetrationa-
tos estudiados. el de indio debe ser también muy soluble en agua, puesto
que de su disolucion acuosa no se precipita por adiciéon de éter.

La disolucion acuosa de tetrationato de indio colocada en un deseca-
dor de hidroxido sédico a vacio para cristalizarla, se acidula con acido
clorhidrico, puesto que el pH de precipitacién del hidréxido de indio
es 3,4.

Después de tres o cuatro dias, la solucién acuosa colocada en el dese-
cador se ha transformado en un sélido de color blanco o ligeramente
amarillento, que, disuelto en agua, da bien las reacciones de los iones
tetrationato e indio y también de iones sulfato, ademas de apreciarse la

~presencia de azufre. Por otra parte, al sacar la capsula del desecador
donde se realizo la cristalizacién, se nota olor a diéxido de azufre. Todo
esto nos indica que, analogamente a lo que, sucede con otros tetrationa-
tos, el de indio también se descompone parcialmente al cristalizar, para
dar azufre, diéxido de azufre y sulfato de indio; y, por tanto, para ob-
tenerlo en estado de pureza sera preciso verificar su reecristalizacién.
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Para ello, disolvemos el producto obtenido en alcohol e intentamos,
de la disolucién alcoholica, precipitar el tetraiionato de indio por adicion
de éter anhidro. Ahora bien, en este caso tememos el inconveniente de
que tanto el sulfato como el tetrationato de indio son solubles en alcohol
y, por tanto tendremos que llevar a cabo una cristalizaciéon fraccionada.

Operamos agregando éter poco a poco, a la disolucién alcohdlica de
la mezcla de sulfato y tetrationato de indio, con objeto de eliminar pri-
meramente el sulfato, al que suponemos menor solubilidad en alcohol.
Sin embargo, por mucho que sea el éter agregado, nunca conseguimos
eliminar el sulfato de tetrationato, es decir, que tanto el precpitado como
la solucién formada después de cada adicion de éter, da siempre, su
analisis, una mezcla de los dos.

III. — PREPARACION DE LA SOLUCION ALCOHOLICA DE TETRATIONATO DE
INDIO. ENSAYOS DE CRISTALIZACION

Siendo negativos los resultados de nuestros intentos de separar por
adicion de éter, la mezcla de sulfato de tetrationato de indio, intentamos
ahora realizar la separacion del tetrationato de indio del sulfato de alu-
minio, ya que éste es insoluble en alcchol.

Esto equivale, a preparar la disolucién alcoholica de terationato de
indio, por disolucién por separado en alcohol de tetrationato de aluminio
y sulfato de indio, y mezcla de estas dos soluciones, con posterior filtra-

" ci6n para separar el sulfato de aluminio producido segtn la reacciéon

@) (S,00)5AL - (SO,)sIn; — (S:04)sIn, - (SA,)AL

Siendo solubles en alcohol el tetrationato de aluminio y el sulfato de
indio, productos de partida, y el tetrationato de indio, producto final, la
reaccion se desplazara hacia la formacion de éste, por ser el sulfato de
aluminio insoluble en alcohol.

Disolvemos, pues, las cantidades estequiométricas de la reaccién en
alecohol y mezelamos las soluciones. Filtramos para eliminar el sulfato de
aluminio insoluble formado, y, sobre el liquido filtrado, agregamos éter
anhidro. Se forma un precipitado que da reaccion de iones sulfato y te-
trationato, quedando la solucién nuevamente filtrada, dando reaccién po-
sitiva también de sulfato y tetrationoto. El hecho de que por sucesivos
tratamientos con éter, los precipitados formados, después de lavados, den
siempre reaccién de sulfato y tetrationalo, lo mismo que las soluciones
resultantes, después de filtrar para separar los precipitados, nos lleva a
la conclusién de que tampoco podemos separar perfectamente el tetratio-
nato de indio, del sulfato de aluminio.

Antes de seguir adelanie en el estudio de la preparacién del tetratio-
nato de indio, hicimos un estudio de la solubilidad del sulfato de indio
y del tetrationato de indio en distintos disolventes, con objeto de encon-
trar uno, en el que la solubilidad sea positiva solamente para uno cual-
quiera de los dos productos con que trabajamos.
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Colocamos en tubos de ensayo 0,1 gramos de sulfato de indio y sobre
cada uno agregamos un disolvente distinto. Empleamos ademas alcohol
de 96° y éter anhidro, éter de petrdleo, benceno, butano, acetona, tetra-
cloruro de carbono, etc. En todos estos disolventes la solubilidad del
sulfato de indio es negativa excepto para el alcohol de 96°, en el cual,
como ya hemos visto anteriormente, es soluble el sulfato de indio.

Repetimos la experiencia, pero empleando, como soluto, el producto
cristalizado por nosotros, y constituido, por tanto, por mezcla de sulfato
y tetrationato de indio. Nuestra idea era encontrar algun disolvente de
los anteriores, en .que el sulfato no era soluble, que disolviese el tetra-
tionato, con el fin de tratar con él, el producto que cristalizamos. Sin
embargo, no obtuvimos resultado positivo, ya que todos los disolventes, ex-
cepto el alcohol, dieron reaccién nula de tetrationato. Unicamente, pues,
se disolvia el tetrationato de indio en alcohol, pero ya hemos visto cé6mo
de la solucién alcohoélica, no lo podemos separar del sulfato de indio que
le acompana.

V. — PREPARACION DE TETRATIONATO DE INDIO EN SOLUCION ALCOHOLICA
LIBRE DE SULFATOS. RECRISTALIZACION.

Pensamos obtener tetrationato de indio en solucién alcohdlica libre
de sulfatos, operando a partir de sulfato de indio y tetrationato de bario
y empleando exceso de este tltimo producto.

Segun la reaccién indicada anteriormente
(1) 35406Ba —l'-' 1(804)31112 = 3SO4Ba —{—,(8406)311'12

y la de descomposicion del tetrationato de indio que se produce mien-
tras se realiza la cristalizacién

(2)  (5,0¢)3In = (SOy)3In, - 3SO5 | 6S

lenemos, una vez terminada ésta, tetrationato de indio impurificado con
sulfato de indio y azufre, pues el diéxido de- azufre se va del medio. El
sulfato de indio puede eliminarse de la disolucién que termine la crista-
lizacién, empleando tetrationato de bario en exceso, que hara se precipite
en forma de sulfato de bario. De esta manera todo el sulfato de indio pro-
ducido segtiin (2) se precipitara en forma de sulfato de bario, y quedara
de nuevo en solucién el indio en forma de tetrationato, ya que se vol-
vera a realizar la reacciéon (1). En definitiva, no hacemos sino produ-
cir la reaccién (1) entre sulfato de indio y tetrationato de bario, cons-
tantemente, mientras se esta secando el producto.

Una vez evaporada toda el agua, tendremos cristales de sulfato de
bario y tetrationato de bario (todavia en exceso), ademas de los de te-
trationato de indio y, siendo tinicamente éstos solubles en alcohol, tra-
tando el cristalizado obtenido con este disolvente, podremos llegar a ob-
lener disolucién alecohélica de tetrationato de indio, libre de sulfatos, y
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de ella y por adicion de éler, conseguiremos ya cristalizar el tetrationato
de indio puro.

Operamos disolviendo cinco gramos del sulfato de indio ecristalizado
por nosotros en agua, al que agregamos la disolucién en agua de 13 gra-
mos de tetrationato de bario, en lugar de los 7,83 gramos que corres-
ponden de acuerdo con la estequiometria de la reacciéon. Filtramos para
eliminar el precipitado de sulfato de bario formado, y el filtrado da re-
accion positiva de iones tetrationato, indio y bario, y se coloca en una
capsula en desecador a vacio sobre hidroxido sodico. A los tres aparece
todo cristalizado en forma de una masa de color blanco. El producto
seco es higroscopico, lo que nos demuesira la higroscopicidad del tetra-
tionato de indio, ya que los otros dos productos que le acompainan, sul-
fato y tetrationato de bario, no lo son. La disolucién acuosa de este pro-
ducto cristalizado, después de filtrar para separar el sulfato de bario
insoluble, da, ademas de reaccién positiva de tetrationato y de indio,
reaccion de bario, lo que nos garantiza haber empleado suficiente exce-
so de tetrationato de bario.

A partir de este producto seco, preparamos la disolucién aleohélica
de tetrationato de indio por adicion de alcohol. La cantidad de alecohol
que se agrega es la que corresponderia para la preparacién de una so-
laciéon saturada, suponiendo que la solubilidad del tetrationato de indio
en alcohol es analoga a la del tetrationato de aluminio. La disolucion
se hace anadiendo el alcohol en un matraz Erlenmeyer en el que se
habia colocado el cristalizado obtenido. Una vez cerrado el matraz se
agila por medio de un agitador magnético.

Después de una hora de agitacién, al intentar filtrar, para separar
la solucién de tetrationato de indio, del residuo insoluble de sulfato y
tetrationato de bario, nos encontramos con que al hacerlo por placa fil-
trante n.° 4 6 papel de filtro de poro estrecho, no conseguimos que pase
a través del sistema filtrante ni una sola gota de liquido. Si, por el con-
trario, filtramos por placa de vidrio o papel de filtrar de poro mas an-
cho, el liquido pasa a su través exactamente igual que el puesto a filtrar.

Esto se debe probablemente a la descomposicion que ha habido a lo
largo del proceso de secado, que ha originado azufre (2), que al agregar
alcohol queda en forma de disolucion coloidal y no es posible separarlo
por filtraciéon. Tampoco se eonsiguen resultados satisfactorios cuando
la solucién alcohdlica se centrifuga antes de filtrar.

Por ello, repetimos la experiencia, pero ahora filtrando cada doce ho-
ras el liquido puesto a cristalizar, con objeto de ir eliminando poco a
poco el sulfato de bario formado y, con él, el S. De esta manera, des-
pués de cada filtracién colocamos en el desecador una solucién acuosa
transparente (libre de azufre) de los tetrationatos de indio y de bario y,
por esta razon, una vez que se ha realizado la cristalizaciéon, tenemos los
cristales exentos de mayor parte de azufre, que trabajando como ante-
riormente les acompafiaba. Después de cada filtraciéon se comprueba si
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la disolucion que se coloca de nuevo a cristalizar presenta todavia exce-
so de iones bario.

Una vez que se ha evaporado totalmente el agua, el producto seco
se disuelve en agua y alcohol y, en ambos casos después de filtrar el sul-
fato de bario, nos queda una solucién clara. La primera presenta una
reacciéon positiva para los iones tetrationato, indio y bario, lo que nos
‘garantiza un exceso de bario, mientras que la segunda, es decir, la diso-
lucién alcohélica, presenta reaccién solamente de tetrationatos e indio
y no de sulfato ni de bario. Esta disolucion alcohélica es, pues, unicamen-
te de tetrationato de indio.

Para lograr la recristalizacion de este producto procedemos a agre-
gar la disolucién alcoholica sobre gran exceso de éter anhidro, para
lograr su pronta cristalizacion, impidiendo a la vez su descomposicion,
posible si el tiempo de duraciéon de aquélla fuese grande.

Operamos agregando la disoluciéon de tetrationato de indio en 5 mls.
de alcohol, sobre 90 mls. de éter; entonces se forma una turbidez y, ra-
pidamente, se separan cristales de tetrationato de indio. Estos cristales
se separan por filtracién, se lavan con éter y se secan en corriente de
aire seco, Son blancos, higroscopicos y facilmente solubles en agua y
alcohol.

V. ANALISIS DE LOS CRISTALES

La determinacion cuantitaliva se hace por disolucién en agua y pre-
cipitacién de su solucién del indio en forma de hidréxido, y calcinando
a oxido, y del azufre en forma de sulfato de bario.

La determinacién del indio se ha realizado también por calcinacion
directa del tetrationato de indio y pesada de oxido.

do AR A LT

% de indio % de Azufre Promedio in. Promedio S.
22,25 35,95
21,47 35,67 21,98 % 36,01 %
20,13 36,42

Los resultados de los analisis se resumen en la Tabla II y coinciden
con los del tetrationato de indio, cristalizado con nueve moléculas de
agua; cuya composiciéon es: In =216 %; S= 36,10 %, de donde para
el producto recristalizado por nosoiros se deduce la siguiente férmula:
(S40¢)3In,.9H,,0.
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PREPARACION Y PROPIEDADES DEL TETRATIONATO FERROSO
INTENTOS DE PREPARACION DE TETRATIONATO FERRICO

[. — PREPARACION DE LA SOLUCION ACUOSA DE TETRATIONATO FERROSO

Preparamos las soluciones acuosas de tetrationato ferroso, haciendo
reaccionar disoluciones en agua de tetrationato de bario y sulfato fe-
rroso y filtrando para separar el precipitado de sulfato de bario que
se forma.

El procedimiento es el mismo que se ha seguido para la preparacion
de las soluciones acuosas de los tetrationatos de aluminio y berilio, y
en este caso la reaccion es:

(1) 8,04Ba + SO Fe = S,0O4Fe + SO Ba

Operamos, como siempre, preparando las solucionmes acuosas satu-
radas de las cantidades estequioméiricas de la reacciéon, mezclando las
soluciones y filtrando el precipitado de sulfato barico. Trabajamos con
tetrationato de bario cristalizado con 2 moléculas de agua y sulfato fe-
rroso cristalizado con siete moléculas de agua.

La solucién acuosa filtrada da unicamente reaccion de iones tetratio-
nato y ferroso y esta constituida, por tanto, tinicamente, de tetrationato
ferroso. Es de color débilmente verde, como las soluciones de otras sales
ferrosas.

~ Analogamente a lo que sucede con los otros tetrationatos estudia-
dos, el ferroso no se precipita de su disolucion acuosa por adicién de
otros disolventes, como alcohol, ete.

1I. — CRISTALIZACION

La realizamos, como de ordinario, colocando la disolucién acuosa
a cristalizar, dentro de un desecador de vacio y sobre hidréxido sodico.

Vimos la diferencia de comportamiento en la cristalizacién de los
tetrationatos de aluminio y berilio, ya que mientras que el primero ne-
cesitaba ser acidulado para evitar su descomposicion, el segundo no pre-
cisaba este tratamiento con &cido clorhidrico para lograrlo, Lo expli-
cabamos diciendo que el clorhidrico anadido en el primer caso evitaba
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la hidrolisis y, por lo tanto, la precipitacion del hidréxido de aluminio,
mientras que en el segundo debido a un pH més elevado de precipita-
cién de hidréxido de berilio, no precipitaba éste, y, por tanto, no era
preciso acidular.

Operando en el caso de la cristalizacion del tetrationato ferroso por
duplicado, es decir, poniendo dos soluciones a cristalizar y estando una
de ellas acidulada con clorhidrico, tampoco, analogamente al de berilio,
se observan diferencias. De ambas disoluciones se obtienen los mismos
cristales de tetrationato ferroso. Naturalmente, que en los dos casos ha
habido algo de descomposicion, pero no se advierlen diferencias aprecia-
bles entre ellos El hecho de que el pH de precipitacion del tetrationato
ferroso, sea 5,8, nos confirma en la idea de que el papel del acido clorhi-
drico en la cristalizacion del tetrationato de aluminio, era simplemente
de evitar la hidrolisis y, por tanto, la precipitaciéon de hidroxido.

Acabamos de decir, que obtenemos cristales de tetrationato ferroso,
siempre que la solucién acuosa se coloca en un desecador a vacio sobre
hidréxido sodico. Los cristales, que tardan en formarse tres o cuatro
dias dependiendo de la concenfraciéon de la solucién de partida y del
vacio que se logre en el desecador, son de color verde débil, y estan im-
purificados por algo de azufre y sulfato ferroso. Es decir, la cristaliza-
cion del tet1at10nato ferroso va acompanada de cierta descomposicion,
analoga a la de los ofros tetrationatos estudiados, para dar, ademas
de azufre y sulfato ferroso, dioxido de azufre.

Realizamos el analisis cuantitativo de estos cristales determinando
azufre total y hierro y en algunos casos determinamos la cantidad de S
que se encuentra, como sulfato y como tetrationato.

La determinacién cuantitativa se realiza, a partir de la disolucién
acuosa de los cristales, tratando con agua de bromo para oxidar los te-
trationatos a sulfatos y a la vez los iones ferrosos a férricos, precipi-
tando el hierro férrico con amoniaco y los sulfatos con cloruro de bario.

Las determinaciones del azufre presente en forma de sulfatos se ha-
cen, precipitando el sulfato de bario, antes de tratar con bromo, aun-
que en este caso no son totalmente correctas por no haber eliminado
antes el hierro de la disolucién.

La determinacién de hierro se realiza también por calcinacién di-
recta de los cristales obtenidos y pesando Fe,O;. En esta calcinacién,
como ocurre en las de los demas tetrationalos estudiados, se produce
primneramente una masa de color amarillo, azufre, que se quema, (ue-
dando finalmente el 6xido correspondiente.

Los resultados de los analisis vienen resefiados en la Tabla I, mien-
fras que los % de azufre y hierro de distintos hidratos posibles de te-
trationatos ferroso se expresan en la Tabla IL

La no constancia de los resultados de la Tabla I, unido a que la
comparacion de éstos con los de la Tabla II nos muestran un contenido
de hierro mayor y de azufre menor, nos confirma que la idea de que en
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la descomposicion parcial del tetrationato ferroso, que se produce al cris-
talizar la sal, hay una pérdida de azufre en forma de 6xido, ademas del
que se queda en forma elemental.

TEATB . A I

S como SOs= S como S0 = S total Hierro
- — 30,01 % 14,77 %
— - 29,32 % 14,12 %
3,84 % 25,34 % 28,68 % 15,56 %
— — 28,36 % 17,58 %
- - — 17,26 %
— —- — 15,73 %

A B A = T

% de azufre % de hierro
S.O¢Fe 45,70 ) 19,95
S,0.Fe.2H,0 40,52 17,67
S,0¢Fe.4H,0 36,37 15,87
S,0.Fe.7H,0 31,53 13,76

No teniendo en cuenta el azufre que se va del medio en forma de
diéxido de azufre y, considerando que, como veremos mas adelante, el
tetrationato ferroso cristaliza con 7 moléculas de agua, el rendimiento
de la cristalizacion de todas las preparaciones efectuadas, es del orden

del 70 %.

III. — REGRISTALIZACION

Para llegar a la obtencién del tetrationato ferroso puro, tendremos
que proceder a su recristalizacion, que realizaremos a partir de su diso-
lucion alcohoélica, ya que como deduciamos del comportamiento de la so-
lucion acuosa con el alcohol, los cristales obtenidos en la cristalizacion
son solubles en este disolvente.

PRIMEN ENSAYO

Sobre 1 gramo del producto cristalizadu, agregamos 5 c.c. de alcohol
de 96°. A las cuatro horas, queda un residuo sin disolver, que separamos
por filtracion. El filtrado, incoloro y transparente, da perfectamente las
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reacciones de tetrationatos y hierro divalente y no da reacciéon de sulfato,
como corresponde a la no solubilidad de sulfato ferroso en olcohol.

Colocamos 1 c.c. de esta disolucion alcohdlica de tetrationato, en cua-
tro tubos de ensayo, sobre los que agregamos a continuacién las cantida-
des de éter anhidro indicadas en la Tabla IIL

AN b T ] e Gl

Si0cFe, en alcohol Eter anhidro

LBcicE 4 c.c.
2EGiC: i 9 c.c.
1 cic. 14 c.c.
I=cic 24 c.c.

Al ir agregando el éter sobre cada uno de los tubos, se observa una
turbidez intensa, que al principio desaparece al agitar, y que después
permanece. Con el tiempo va desapareciendo dando a la formacion de
un aceite. La turbidez dura mas tiempo, cont01me aumenta la cantidad
de éler agregada en cada tubo. =

La viscosidad de los aceites aumenta con la cantidad de éter agregada,
de tal suerte que al agitar el tubo n.° 4 se queda parte del aceite por las
paredes del tubo de ensayo casi cristalizado, mientras que en el fondo
queda el resto semisdélido.

La cantidad de aceite de cada tubo, disminuye al aumentar el volu-
men de éter agregado.

El aceite formado en todos los tubos, es primeramente incoloro, des-
pués amarillo y, finalmente, al cabo de dos horas, rojo. Esto nos hizo sos-
pechar que se habia producido una oxidacién del hierro ferroso a férrico.

A los dos dias de comenzada esta experiencia siguen todos los aceites
de los tubos de color rojo, y tinicamente las partes de aceite que queda-
ron en las paredes del tubo n.° 4 cuando se agit6, han cristalizado, dando
un solido blanco. Este disuelto en agua da bien las reacciones de los iones

tetrationato y ferroso, pero por su pequefia cantidad no se le pudo hacer
analisis cuantitativo.

Algunos dias después, todos los aceites siguen de color rojo intenso y
estan casi cristalizados (sélidos), siguiendo de color blanco tunicamente
los que cristalizaron en las paredes del tubo n.° 4,

Al mes de comenzada la experiencia, todos los aceites de los tubos
estan perfectamente cristalizados, y presentan color blanco. En ellos esta
el hierro en forma ferrosa, pero dan reaccién de sulfatos en vez de tetra-
tionatos.
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SEGUNDO ENSAYO

Se realiza este ensayo, preparando mezclas de alcohol-éter, con el fin
de estudiar en cual de ellas es insoluble el tetrationato ferroso.

Las mezclas de alcohol de 96°éter anhidro, que se resenan en la Ta-
bla IV, se colocan en maftraces Erlenmeyer y, sobre cada una de ellas,
agregamos en todos los casos, 0,250 gramos de tetrationato ferroso.

ACBR L PAT e LV

Alcohol Eter S5i0¢Fe

mls. : 4 mls. 0,250 grs.
mls. 8 mls. 0,250 grs.
mls. mls, 0,250 grs.
mls. mls. 0,250 grs.
mls. 64 mls. 0,250 grs.
mls, — 0,250 grs.
— 10 mls. 0,250 grs.

ES (eI B SN NN

Al agregar el tetrationato ferroso sobre estas mezclas, se observa en
seguida disolucion en los tubos n° 1, 2 y 6, y no en los demas.

Doce horas después de comenzada esta experiencia tenemos:

Tubos 1 y 2. — Aparecen con aceite formado de color rojo, por lo
que creimos se habia producido la oxidaciéon del hierro. Las capas supe-
riores, dan bien la reacci6on de ion tetrationato.

Tubo 3. — La accién disolvente de la mezecla de este lubo ha sido muy
pequena. La capa superior da débil reaccion de tetrationato,

Tubos 4 y 5. — No se aprecia ninguna disolucién. Las capas superio-
res de estos tubos no dan reaccidon de tetrationatos.

Tubo 6. — Ha habido bastante disolucién, pero no se ha producido
cambio de color y, por lo tanto, lo que creimos era oxidacion.

Tubo 7. — No hay disolucién ni cambio de color.

De acuerdo con los resultados, para la recristalizacion del tetrationato
ferroso empleamos la concentracién correspondiente al tubo n.° 4 en el
que no hay disolucion. La relaciéon alcohol de 96°-éter anhidro es, pues,
en este caso, igual a 1/32.

Operamos como sigue:

Se disuelven 38 gramos de tetrationato ferroso en 6 mls. de alcohol
de 96°, queda residuo de sulfato sin disolver que separamos por filtra-
cion a través de una placa filtrante recogiendo el filtrado sobre 182 mls.
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de éter anhidro. Se forma al principio un precipitado blanco, que desapa-
rece al agitar en forma de una turbidez, en toda la masa de éter. .En
seguida desaparece la turbidez y se separa un aceite incoloro.. Para evitar
que este aceite con el tiempo se vuelva rojo, como ha ocurrido en ot.ras
experiencias, y, por lo tanto, se produzca lo que creiamos era una oxida-
¢ion de hierro ferroso a férrico, agregamos un exceso de éter, hasta 200 mls.,
con el fin de lograr rapidamente la ruptura de solvato y, por lo tanto, la
cristalizacion. De esta manera, al cabo de media hora aproximadamente
el aceite ha cristalizado totalmente y, los cristales separados por filtra-
cion, lavados con éter y secados en corriente de aire seco, dan reacciéon
una vez disueltos en agua solamente de iones tetrationato y ferroso.

IV.— ANALISIS DE LOS CRISTALES

Los resultados de los analisis cuantitativos realizados a diferentes
muestras de tetrationato ferroso recristalizado, estan teflejados en la
Tabla V, y coinciden

IESASBEE ATV

% Hierro % Azufre Promedio Fe Promedio S.

13,84 —
13,95 —
14,03 31,38
14,12 31,48
13,95 31,08

con los % correspondientes al tetrationato ferroso, cristalizado con siete
moléculas de agua: 13,76 de Fe y 31,63 % de S.

Por tanto, deducimos para el tetrationato ferroso que hemos pre-
parado la siguiente féormula: S,0.Fe.7H,0.

V. ESTABILIDAD DEL TETRATIONATO FERROSO

El tetrationato ferroso recristalizado, se presenta de color blanco o
débilmente verdoso, y no es higroscopico. Su solucién acuosa se conser-
va sin descomponerse durante bastante tiempo.

Recién ecristalizado, toma color amarillo-rojizo en algunos puntos, lo
que nos llevé a la idea de que era inestable, por producirse la oxida-
cion del hierro ferroso a férrico. Sin embargo, guardado en pesasustan-
cias cerrado al aire, no se nota al destaparlo olor a SO,, como ocurre
con otros tetrationatos preparados, Es de notar que el color pardo-rojizo
que toman los cristales, es unicamente en aquéllos que estan formando
aglomerados, mientras que el resto del producto, que esta mas pulve-
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rizado, sigue con su color débilmente verdoso. El hecho de que la colo-
racion rojiza, la tomen unicamente los cristales que, por estar mas aglo-
merados, no estan quizas totalmente secos (con algo de éter), y que so-
Jamente en los tubos que habia disolucién, pero habia también éter, se
producia, al hacer las experiencias de cristalizacién, coloracién roja u
oxidacion, nos lleva a la conclusién de que esta coloracién roja no es una
oxidacién, sino originada por la formaciéon de un complejo con el éter.
Asi vimos, que la disolucién acuosa o alcohélica de tetrationato ferro-
so, nunca tomaba color rojo, y unicamente se advertia éste, al agregar
éter. También vimos, que en la experiencia primera de recristalizacion,
al mes de preparada, posiblemente (era verano) ha desaparecido todo el
éter por evaporacion, siendo ésta la causa de que los cristales originados
por los aceites rojos sean otra vez blancos o ligeramente verdosos.

Esto, queda también confirmado por el hecho de que, como veremos
mas adelante, son los iones férricos los que se reducen a ferrosos en
presencia de tetrationatos.

Asi, pues, el tetrationato ferroso es muy estable, de tal suerte, que a
los cuatro meses de estar preparado, los cristales guardados en pesasus-
tancias cerrado al aire no presentan ningtin olor a diéxido de azufre,
y aunque dan\una solucién ligeramente turbia al disolver en agua, esta
disolucién da bien las reacciones de los iones tetrationato y ferroso, pero
no se aprecia precipitado de sulfato de bario y, por tanto, descomposi-
cion, al agregar cloruro barico.

VI.— INTENTOS DE PREPARACION DE TETRATIONATO FERRICO

Pretendemos preparar el tetrationato. férrico de manera analoga a
la realizada para la preparacién de los otros tetrationatos estudiados y
para ello intentamos preparar la solucién acuosa primeramente.

Operamos, como siempre. haciendo reaccionar tetrationato de bario
con sulfato férrico y filtrando el precipitado de sulfato barico formado.
Sobre la solucién acuosa asi preparada, no ejercen ninguna accidén pre-
cipitante otros disolventes, lo que nos lleva a la idea que el tetrationato
férrico también es muy soluble en agua <y alcohol. Por eso intentamos
cristalizarlo, por evaporaciéon del agua en desecador de vacio sobre hi-
dréxido sédico y, teniendo en cuenta que el hidréxido férrico precipita
a pH 2,2, se coloca la solucién a cristalizar acidulada con acido clorhi-
drico. ,

Una vez obtenidos los cristales, éstos en solucién acuosa dan reaccién
de iones sulfato; es decir, como siempre, el proceso de eristalizacion va
acompanado de cierta descomposiciéon, y, por tanto, para llegar a obte-
ner un producto puro, sera preciso realizar una recristalizacion del mismo.

Para efectuar la recristalizacion, tenemos en este caso el inconveniente
de que no sélo el tetrationato, sino también el sulfato férrico, son solu-
bles en alcohol. Por ello, tratamos de encontrar un disolvente de uno
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solo de estos productos, pero sin conseguirlo, ya que en alcohol son los
dos solubles, en benzol y en éter los dos insolubles, y en acetona se
produce la descomposicion del tetrationato.

Por ello, estudiamos la solubilidad de la mezcla de sulfato y tetratio-
nato férricos obtenidos en la cristalizaciéon en distintas mezclas de al-
cohol-éter encontrando que el tefrationato es mas soluble que el sulfato
y que, por lo tanto, de la disolucién alcohdlica de los dos, podremos se-
pararlos, por adicion de cantidades adecuadas de éter en distintos tra-
tamientos.

Asi, disolvemos 3 gramos de la mezcla de sulfato y tetrationato
férricos en 6 milimetros de alcohol y filiramos para separar parte del
solido sin disolver. Sobre el filtrado agregamos éter anhidro de 5 en
5 mls., filtrando cada vez el precipitado de sulfato férrico formado y
estudiando la reaccién de idones sulfaio en el liquido filirado. Esta reac-
cién es positiva, hasta que se agregan 30 mlis. de éter, momenio en que
el filtrado da unicamente reaccion de iones tetrationato y de hierro y no
de sulfatos. Entonces, al ultimo filtrado se le agrega el éter necesario
para completar 192 mls., que es la cantidad calculada para que del acei-
te, que habia ya comenzado a formarse en las ultimas adiciones de éter
que se hicieron para eliminar el sulfato férrico, crisialice el tetrationato
férrico. En este aceite esta contenido practicamente todo el tetrationato
férrico, ya que la capa superior, de éter, no da sino una reaccion de
iones tetrationato muy débil. De este aceite, primeramente de color ama-
rillo y que rapidamente se vuelve incoloro, cristaliza una masa de color
blanco, que separamos por filiracion, lavamos con éter, secamos en co-
rriente de aire seco y analizamos. Es de notar que estos cristales no son
higroscépicos.

Los cristales preparados de esta forma, se disuelven bien en agua,
dando una solucién transparente, ausencia de azufre, que con nitrato
mercurioso y con nitrato de plata da las reacciones caracteristicas de los
iones tetrationatos. Sin embargo, con suifocianuro y ferrocianuro pota-
sico, no da las reacciones caracteristicas de los iones férricos, y solamen-
le se produce la coloracién roja y el precipitado de azul de prusia, que
forman estos reactivos con el hierro trivalente, cuando se trata de solu-
ciones previamente con agua oxigenada u otro oxidante. Esto mos indica
que el hierro en el producto preparado por nosotros esta en estado ferro-
So y, por consiguienie, dado que la reaccion de iones tetrationato es po-
sitiva, lo unico que hemos logrado ha sido preparar de nuevo el tetra-
tionato ferroso ya descrito anteriormente.

Esta experiencia se repite varias veces con el mismo resultado de
preparacion de tetrationato ferroso, que comprobamos al hacer los ana-
lisis cuantitativos de los cristales obtenidos. Estos estan resenados en
la Tabla VI y coinciden con bastante aproximacion, con los % corres-
pondientes al tetrationato ferroso cristalizado con siete moléculas de
agua. :
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TABLA VAT

Producto cristaliza- 13,45 % de Fe 33,84 % de S
do por nosotros ... 14,04 % de Fe 31,36 % de S
S.0.Fe.7TH,O ... ... 13,76 % de Fe 31,63 % de S

VII. — ESTUDIO DE LA REDUCCION DEL HIERRO FERRICO, EN PRESENCIA DE
TETRATIONATOS,

El hecho de que el producto cristalizado y que en principio supusi-
mos como mezcla de tetrationato y sulfato férricos, dé, con el tiempo
tunicamente reaccion de iones ferrosos, nos lleva a pensar que es el mis-
mo ion tetrationato el que produce esta reduccion. Segun esto, ya desde
el principio de la operaciéon tendremos iones ferrosos en el medio, cosa
que operando como hasta ahora, no apreciamos hasta el momento en que
realizabamos la ultima recristalizaciéon. Con objeto de comprobarlo, veri-
ficamos algunas nuevas experiencias de preparaciéon de tetrationato fé-
rrico controlando desde el principio la existencia de iones ferrosos y fé-
rricos en el medio en que trabajamos. La determinacion de los iones
férricos, se hace cualitativamente utilizando sulfocianuro y ferrocianuro
potasicos, y la de iones ferrosos con ferrocianuro potasico.

Antes de efectuar estas experiencias, realizamos un estudio de las
reacciones posibles:

En primer lugar, tendremos la reduccion del hierro trivalente a di-

valente segun:

(II) Fett++ Fet+ 10 —Fet+
v la oxidacion consiguiente del tetrationato para dar sulfatos:
(D) S.06= - 10 H,O =4 SO,= - 20H++ 14 9
siendo el proceso total suma de los dos:
(A) T7(S404)3Fes 4 10H,O — 4SO,Fe - 10'S,04Fe - 10 S,04H,

Pero ademas, tendremos el proceso normal de descomposicién de to-
dos los tetrationatos:

(IV) (S*OG)gFeg = (804) 3Feg + (SOZ + 6 S
y asi, podemos suponer que la reduccién del hierro trivalente a divalen-

te, se hace por intermedio del SO,, ya que sabemos que es posible el

proceso:
Fett+ | 10 — Fet+
SO, -+ 2H,0 —SO,=|}- 4H+ 26

SO, F 2H,0 | 2Fettt — SO,= + 4 H¥l 2 Fet+
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Este ultimo proceso sera el verdadero, caso de que el potencial de
oxidacién del Fet++ a Fet++, no sea suficiente para producir la oxida-
dacion del tetrationato de sulfato.

Ahora bien, sabemos que la reduccion del hierro férrico a ferroso es
total; luego, tanto el F+++ en forma de tetrationato, como el que esté
en forma de sulfato (IV), reaccionara con el SO,. Luego:

(V) SO, -+ 2H50 +- (S404)sFe; = SO.Fe | S,0qFe - 25,06H,
(VD SO, + 2H,0 - (SO4)sFe; = SO4Fe + SOH,
y sumando (IV), (V) y (VI) tendremos después de simplificar
(B) 2(S5,0¢)sFe; 4 4H,0 = SO, + 68 4 350,Fe  S,0.Fe +
-+ 25,0¢H, - 2S0,H,

Estos dos procesos totales (A) y (B) que hemos descrito, aun podrian
ampliarse, teniendo en cuenta que si el potencial de oxidacién Fet++ |
- 10 — Fet+, es capaz de oxidar al tetrationato, éste podria pasar, no
s6lo a sulfato, sino también y a diéxido de azufre y entonces el numero
de procesos posibles seria mayor.

Para aclarar, dentro de lo posible, estas cuestiones, hacemos las ex-
periencias siguientes:

PRIMERA

Procedemos a un nuevo intento de preparacion de tetrationato férri-
co, en solucién acuosa como anferiormente, pero agregando exceso de
tetrationato de bario, de tal manera que la soluciéon, después de filtrar
para eliminar el sulfato barico, presenta ademas de iones tetrationato y
férrico exceso grande de iones bario. Esta solucién se divide en dos par-
tes: una de ellas convenientemente acidulada con clorhidrico se coloca
a crisializar en desecador de hidroxido sédido a vacio, y la segunda se
guarda en un matraz Erlenmeyer cerrado.

Pensamos, que si en el proceso de cristalizacién sucede tnicamente
la descomposicion segun (IV), al ir transformandose el tetrationato fé-
rrico para dar sulfato férrico, éste precipitara en forma de sulfato bari-
co, con el bario en exceso, quedando, por tanto, el hierro férrico nue-
vamente en forma de tetrationato, ya que al eliminarse el bario quedan
iones tetrationatos libres. Entonces una vez cristalizado todo el conte-
nido de la disolucion, tendremos cristales de sulfato de bario, de tetra-
tionato de bario en exceso y de tetrationato férrico, y de ellos podremos
extraer el tefrationato férrico con alecohol, por ser éste el uinico soluble
en este disolvente.

Si, por el contrario, hay ya en la cristalizacién, una reducciéon del
hierro al estado ferroso, con la correspondiente oxidacién a sulfato de
los iones tetrationatos, segiin (A) o (B), el exceso de iones bariop hara
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que este proceso de oxido-reduccién, sea rapido, al eliminarse el sul-
fato en forma de sulfato de bario, y, por lo tanto, desplazarse el equili-
brio. Entonces, una vez seco el producto, todo el hierro estara practica-
mente en estado ferroso.

Colocamos, pues, parte de la disolucion acuosa de tetrationato fé-
rrico, preparada con gran exceso de tetrationato de bario en un deseca-
dor sobre hidréxido sédico y hacemos el vacio. La disolucién, presenta
el color amarillo caracteristico de las sales férricas. Al ir concentrando-
se, aparece en el liquido un depésito blanco, indudablemente de sulfa-
to de bario, y la solucién va tomando un color verdoso caracteristico de
los iones ferrosos. A los cuatro dias se ha evaporado todo el agua, y el
solido resultante, presenta el color caracteristico de las sales ferrosas.
Se disuelve bien en agua, quedando un residuo sin disolver constituido
por sulfato barico. La disolucién filtrada de estos cristales, da bien las
reacciones caracteristicas de los iones tetrationato, con nitrato mercu-
rioso y nitrato de plata, y no da reaccién de iones bario, sino de sulfa-
to. Ademas, practicamente todo el hierro estd ahora en forma de iones
ferrosos.

La segunda parte de la solucién de tetrationato férrico preparada con
exceso grande de tetrationato de bario, se colocéd en un matraz Erlenme-
yer cerrado y se dejo estar. Al cabo de diez dias todo el hierro se ha re-
ducido también al estado ferroso, dando la soluciéon reaccion de iones
sulfato. Ademas. esta solucién presenta fuerte olor a SO..

De esta experiencia se deduce claramente, que se produce siempre la
reduccion de Fet++ a Fet+, a la vez que se oxida el tetrationato, aun-
que sin poder precisar cual es exactamente el mecanismo de la reduc-
cion, si el (A) o el (B), o lo que es mas probable, los dos simulianeamente.

SEGUND A

Al cristalizar la disolucién acuosa de tetirationato férrico (sin exceso
de tetrationato de bario), obtenemos, no como creiamos al principio y
como sucede trabajando con otros tetrationatos, mezcla de tetrationato
férrico con sulfato férrico, sino ademéas de éstos, sulfato y tetrationato
ferrosos. Este sélido, con el tiempo, igual que ocurre en la experiencia
anterior, da unicamente reaccién de iones ferrosos.

En esta experiencia y a partir de un cristalizado reciente, es decir,
que todavia da coloracién amarilla y, por lo tanto, predominio de iones
férricos, repetimos la recristalizaciéon que, como vimos, nos llevé a cris-
talizar el tetrationato ferroso.

La disolucién alcohdlica constara, pues, de la mezcla de tetrationa-
tos ferrosos y férricos y de sulfato férrico, ya que el sulfato ferroso
que acompanaba a los anteriores en el cristalizado es insoluble en
alcohol. Por adiciones sucesivas de éter, se consigue la eliminacién
total de los iones sulfato, a la vez que comienza a formarse un acei-
te de color amarillo. Cuando la solucion no da reaccién de sulfatos, se
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filtra para eliminar el precipitado de sulfato férrico formado, y al fil-
trado se agrega el éter necesario para la cristalizacion del tetrationato.
Entonces el aceite que presentaba color amarillo y daba practicamente
s6lo reaccion de iomes férricos, rapidamente se vuelve incoloro. Estu-
diando entonces las reacciones, se observa que el aceile no da iones fé-
rricos, sino ferrosos, a la vez que vuelye a dar reaccion de sulfatos ade-
mas de tetrationatos. Es decir, al eliminar completamente los iones sul-
fato del medio, la reaccion se ha desplazado rapidamente hacia la forma-
cion de los mismos, resultando, por tanto, los iones sulfato como produc-
to de oxidacién de los iones tetrationatos. En esta experiencia no se ad-
vierte la presencia de SO,, por lo que el proceso (A) parece ser ahora
el responsable de la oxidacion de los tetrationatos.

Si a una porcién del aceite se le agrega acetona, antes de cristalizar,
ésta, como hemos dicho anteriormente, destruye a los tetrationatos; en-
tonces el hierro vuelve a estar en estado férrico, lo que nos confirma
que son los tetrationatos los que producen la reduccién del Fet+r.

Resumiendo estas dos experiencias, podemos decir que en la recris-
talizacién, la oxido-reduccion se efectiia segtin el proceso (A), pues ade-
mas, como ya hemos visto al recristalizar otros tetrationatos, su wvelo-
cidad de descomposiciéon para dar SO, y sulfato, es lo suficientemente
pequena para poder obtener productos muy puros, lo que nos confir-
ma que el proceso (B) no interviene. En la cristalizaciéon que se realiza
mas lentamente, y en la que produce siempre la descomposiciéon parcial
de los tetrationatos, es légico que la reaccién total dependa de los pro-
cesos (A) y (B). !

VIII. — OTRAS EXPERIENCIAS.,

Hemos visto, al estudiar las posibles reacciones de oxidaciéon de los
iones tetrationatos, cémo siempre nos quedaba parte de éste sin oxidar,
no solo como tetrationato ferroso, sino también incluso como acido te-
trationico libre.

Segtiin la reaccion (A), por ejemplo, de 21 moles de S,04= solamen-
le uno era oxidado por 14 atomos gramo de ion férrico. Por lo tanto,
queda la solucién con practicamente todo el tetrationato de partida.

Entonces la adicién de sal férrica, a una solucion de este tipo, lle-
vara consigo la reducciéon de la misma sal ferrosa, con la consiguien-
te oxidacion del tetrationato a sulfato, y se realizara mientras haya iones
S:0g= en la misma. Esto podria ser un método volumétrico de wvalo-
racion de sal férrica y, por tanto, de tetrationatos.

La comprobacion de esta idea se realiza utilizando como solucion de
iones S;04 =, la solucién filtrada de la cristalizacién de los aceites, y en
la que, por tanto, habia acidotetratiénico libre, ya que el tetrationato
ferroso habia cristalizado de los mismos. Era, pues, disolucién en alcohol-
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éter de acido tetrationico. Como sal férrica agregamos disolucion de
cloruro férrico diluida.

Tomamos un volumen cualquiera de esta solucién y, sobre él, y con
una bureta, agregamos la disolucion de cloruro férrico. Después de cada
adicién de esta sal, comprobamos la existencia de iones férricos, a la vez
que se estudia la presencia de iones S,04=.

Agregamos, pues, unas gotas de cloruro férrico diluido a la solucion
de S,O¢H, y vemos como al momento no da ésta reacciones de iones
férricos sino ferrosos. Como se habia previsto, se sigue produciendo la
reduccion de hierro férrico a ferroso y el proceso es instantaneo.

Seguimos agregando cloruro férrico hasta que ya no se reduce a
Fet+, momento en que coincide con la desapariciéon de todos los iones
de S,05= del medio.

Se repite la experiencia varias veces, y siempre se gasta la misma
cantidad de eloruro férrico; es deecir, para un mismo volumen de la
solucién de tetrationatos, se emplea la misma cantidad de ion férrico
en oxidarlo.

Estas valoraciones se pueden hacer, incluso, empleando SCNEK como
indicador interno. Entonces se observa, como al caer la gota de cloruro
férrico la solucion se pone de color rojo, en el punto donde cae, pero
este color rojo desaparece al agitar. El punto final de la valoracion vie-
ne dado por la formacién del color rojo permanente.

Este indicador es reversible, de tal forma que si una vez que se ha
agregado el suficiente cloruro férrico para que la solucién tome color
rojo, se agrega mas solucién de iones tetrationato, vuelve a perder el color
rojo, por reducirse de nuevo el Fei+t anadido en exceso. Nuevamen-
te vuelve a tomar color rojo cuando se procede a ofra adicion de sal
férrica.

Hemos realizado 'también algunas experiencias de valoraciones, uti-
lizando como soluciéon de iones tetrationato, tetrationato de bario y acido
tetrationico, disuelto en agua y en alcohol. En todos los casos hay una
reduccion del cloruro férrico agregado, pero en estos casos el proceso
de reducciéon del Fet++ es mucho mas lento. :

De todas las experiencias llevadas a cabo para cristalizar y recrista-
lizar el tetrationato férrico, se deduce, pues, que este tetrationato férri-
co no puede tener existencia mas que en forma metastable, ya que siem-
pre los iones férricos en presencia de iones tetrationatos, con el tiempo,
y dependiendo éste de las condiciones en que encuentren se reducen a
iones ferrosos, produciendo la oxidacién del tetrationato.
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QU ENTA PARTE

INTENTO DE PREPARACION DE TETRATIONATO TALICO
PREPARACION Y PROPIEDADES DEL TETRATIONATO TALIOSO

I.— INTENTO DE PREPARACION DE TETRATIONATO TALICO

Hemos visto, al describir nuestros intentos para la preparacion del
tetrationato férrico, como siempre que se encontraban en presencia iones
hierro trivalentes, y iones tetrationato, se produce una reduccion del
hierro férrico a ferroso con la consiguiente oxidacion del tetrationato a
sulfato. El hecho de que el potencial normal de oxidacién de la reaccion:
TIH++ | 2 § =TI+ sea superior al de la reaccion F+++ | 160 —Fet+,
nos indica que el talio trivalente es mas oxidante que el hierro triva-
lente y que, por lo tanto, la preparacién del tetrationato talico no sera
posible, puesto que en este caso también se producira la oxidacion de
los iones tetrationato a sulfato.

Sin embargo, para comprobarlo experimentalmente, planteamos una
experiencia de preparacién de tetrationato talico.

Como producto de partida, disponemos de o6xido talico T1,03; y con
¢l preparamos primeramente una sal talica que posteriormente tratare-
mos con tetrationato de bario.

Las sales talicas son todas muy inestables. El sulfato se descompo-
ne en solucién acuosa (11). Los haluros, debido a la gran tendencia del
talio trivalente a pasar al estado talioso, son relativamente inestables. El
cloruro es estable en solucion acuosa, perdiendo cloro a 40°C, (12) y por
ello lo utilizaremos como producto de partida,

Para su preparacion empleamos la reaccién:

(1) T1,0; -+ 6CIH — 2CL,TI -+ 3H,0

que realizamos con las siguientes cantidades de partida: 0,45 gramos de
T1,0; y 0,219 gramos de CIH. Los 0,219 gramos de CIH corresponden a
0,51 mls. de clorhidrico concentrado de 36 % en peso de CIH y densi-
dad 1,18. Con estas cantidades de partida se obtendran 0,62 sramos de
cloruro talico.

Sobre los 0,45 gramos de oxido talico, colocados en un tubo de ensa-
yo, agregamos los 0,561 mls de acido clorhidrico. La disolucién es rapi-
da y, cuando se ha logrado, agregamos agua destilada para aumentar
el volumen. Queda entonces una solucion transparente de ligero color
amarillo y que da, como es légico, reaccion de iones T,
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Con objeto de no disminuir el rendimiento, a la vez que se evitan
operaciones, no procedemos a la cristalizacion del cloruro talico, sino que
empleamos su disolucion asi obtenida, para intentar la preparacion del
tetrationato talico.

La preparacién de éste la haremos analogamente a la del tetrationa-
to de aluminio segiin la reaccion:

(I1) 3:S,0,Ba - 2 CLTl —(S,04)sTl, + 3 ClBa

con tratamiento posterior de sulfurico para eliminar el bario, quedando
entonces CIH en libertad:

(II) CL,Ba - SO,H,— SO,Ba - 2CIH.

Como suponemos, por otra parte, que el tetrationato reducira al talio
trivalente a monovalente y éste precipitaria al estado de cloruro talioso
insoluble, entorpeciendo la marcha de la experiencia, hacemos la reac-
ciné a la inversa, es decir, tratando la soluciéon de cloruro talico con
acido tetratiomico, lo que equivale a tratar primeramente el tetrationato
de bario con sulftirico para eliminar el bario y obtener asi la disolucion
acuosa de acido tetratiomico.

La solucién del cloruro talico que tenemos es de 0,62 gramos; para
reaccionar con la misma se necesitan 1,19 gramos de tetrationato de bario
y, por lo tanto, los 0,411 gramos de bario que thay en él, se precipitaran
con 0,294 gramos de sulfurico, que equivalen a 0,16 mls. de sulftri-
co 36 N.

Preparamos soluciéon saturada en agua de los 1,19 grs. de tetratio-
nato de bario y sobre ella agregamos los 0,16 mls. de sulfurico concen-
trado; centrifugados para separar el precipitado de sulfato de bario. for-
mado y el liquido que sobrenada lo filtramos sobre la disolucion de los
0,62 gramos de cloruro talico. En seguida se forma un precipitado blanco,
que se deposita en el fondo del tubo de ensayo en que se realiza la
operacion, y sobre él queda un liquido incoloro y transparente.

Este liquido da reacciéon positiva de iones S,0,= y TI+, y no da
reaccion de TI++f. La reduccién ha sido, pues, completa y muy [ra-
pida, ya que si quedase algo de ion TI+++ al anadir yoduro potasico,
quedaria iodo en libertad y, sin embargo, éste no se reconoce con en-
grudo de almidén. La identificacion cualitativa de los iomes TI++ y
TI+, se realiza tratando la solucion que se estudia con yoduro potasico.
En ambos casos se produce un precipitado amarillo de yoduro talioso,
pero si hay talio trivalente se produce ademas yodo libre que se pue-
de reconocer por el color azul que toma con el engrudo de almidén:

RSB EE R Ol ST e /oi s
El hecho de que la soluciéon dé positiva la reaccion de TI+ al tra-

tar con IK, se debe a que el yoduro talioso es todavia mas insoluble
que el cloruro.
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La reaccion Redox de este proceso habra sido:

7 THH++ 14 6 —7 T1+
S.:0= -+ 10 H,0 — 4 SO,= + 20 H+ -} 146

TS O - 10 H;0 = 7. TLH -1 4'S0,= | 20K+

o bien:
(V) 7(S404)3Tl, 4+ 20 HyO == 7S,0Tl, + 8 SOH, 4’12 S,06H,

segun la cual, y anilogamente a lo que ocurre con el hierro férrico, de
21 moles de S,04,= solamente dos son oxidados por 14 atomos gramos
de talio trivalente, quedando también acido tetratiénico en libertad.

De esta experiencia deducimos la imposibilidad de preparacién del
tetrationoto talico.

II. — EXPERIENCIA PARA LA PREPARACION DEL TETRATIONATO TALIOSO.

Puesto que en el producto de partida, Tl,O;, tenemos el talio en es-
tado trivalente y hemos de preparar el tetrationato talioso, emplearemos
el mismo ion tetrationato para reducir el talio de partida.

Primera experiencia
Tratamos de disolver directamente el Tl,0; en acido tetrationaico. La
reaccion sera:
(VI) Tl,05 + 3 S;06H,; —((S,04)5T1; 4 8 H,O

y como hemos visto, se producira seguidamente la reduccion del talio
trivalente a monovalente, con la correspondiente oxidacion de los iones
tetrationato a sulfato: |

VD) 5 7(S100) Tl 20/H,0 —7 S,0,8l -8 SO, H = 12:S,0,H;

Sumando (VI) y (VII), teniendo en cuenta que, como todo el tetratio-
nato talico producido en (VI), se descompone en (VII), tendremos que
multiplicar la primera (VI) por 7, y itendremos el proceso total:

L0, 208, O H: — 7(S 10T, = 20H,0 —
— 7(Si0p)5 Tl -k 21 H,0' - 7S,0, Tl 8SO,H, -~ 125,0,H,

que simplificado quedara:
(VIII) 7TL,03 4 9S,06H, = H,0 | 75,0411, 4 8 SO,H,

Segtin esta reaccion (VIII) al disolver dxido talico en acido tetratio-
nico nos quedara una solucién acuosa de tetrationato talioso acidulada
con sulfurico. Este sulfurico lo podriamos eliminar con iones, Bat+, pe-
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ro con objeto de no introducir otros iones en la soluciéon y teniendo
en cuenta que el tetrationato de bario es el punto de partida para la pre-
paracion del acido tetrationico, lo que haremos sera tratar el 6xido tali-
co con una mezcla de acido tetrationico y tetrationato de bario en la
cantidad necesaria para que todo el sulfurico producido, se precipite en
forma de sulfato de bario.

La reaccion sera:

(IX) 7TLO, | 8S,04Ba | S,0.H, = 7S,0,Tl, 1 8S0,Ba + H,0

y de esta manera, partiendo en vez de con nueve moles de acido tetra-
tiénico, con ocho moles de tetrationato de bario y un mol de acido te-
trationico, conseguiremos eliminar todo el sulfurico producido ‘en forma
de sulfato de bario.

Esta reaccion la realizamos, pues, tratando el oxido talico con la can-
{idad necesaria de tetrationato de bario, del cual se ha eliminado la
1/9 parte del bario con acido sulfurico y filtrando el sulfato de bario
formado. Operamos como sigue:

Sobre 0,35 gramos de teirationato de bario disuelto en agua, agrega-
mos 0,11 mls. de acido sulfurico 1,75 N. y filtramos para separar el sul-
fato de bario formado. El filtrado mezcla de tetrationato de bario y aci-
do tetratiénico en la proporcion de 8:1, se agrega sobre 0,31 gramos de
oxido talico en suspensiéon acuosa. Se agita fuertemente, y se observa al
dejar en reposo como el liquido que sobrenada se va poniendo turbio, lo
que indica que se precipita sulfato de bario y que la reaccién marcha.
Poco a poco se va decolorando la masa parda formada por el sulfato de
bario y el Tl,O; sin atacar y, finalmente, al cabo de unas cinco horas,
tenemos en el fondo del tubo de ensayo en que se realiza la reaccidn,
una masa parda de oxido talico sin atacar y sobre ella un precipitado
blanco de sulfato barico. La solucion acuosa que queda debera ser, por
tanto, tinicamente de tetrationato italioso.

La determinaciéon cualitativa de los iones, presentes en la solucién,
nos indica la ausencia de iones Tl+++ lo que nos confirma la reduc-
ciéon total del talio, y la presencia de iones TI+ y S,0,=, ademas de
pequena cantidad de iones SO,=. La determinacion de sulfatos la reali-
zamos agregando hidréxido de bario, pues la adicién de CL,Ba podria
dar lugar a la formacién de cloruro talioso insoluble que precipitaria
con el sulfato de bario.

El hecho de no haber iones bario en solucién nos indica que la reac-
cién ha terminado y, por tanto, que todo el ietrationato de bario ha reac-
cionado. La velocidad de disolucién del 6xido talico fue en principio pe-
quena, puesto que la mezcla de sulfato de bario y éxido talico sin disol-
ver, permanecié bastante tiempo de color pardo. Mas adelante y, como
era de esperar, ya que al precipitarse el SO,= originado en la oxidacién
del tetrationato, el equilibrio debe de desplazarse hacia la formacién de
sulfato, aument6 la velocidad de reaccién y rapidamente el precipita-
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do quedo de color blanco, excepto la pequena cantidad de cristales de
oxido talico puestos en exceso.

Separamos por filtraciéon el liquido del precipitado y estudiamos por
separado ambas partes.

Precipitado

En un principio pensamos que el precipitado de color blanco era uni-
camente sulfato barico. El hecho de que al agitarlo con agua tomase un
aspecto analogo al de las sales de plata insolubles, nos llevé a pensar
que, junto con el sulfato de bario formado, tuviésemos también, tetra-
tionato talioso, segun esto, poco soluble en agua.

Por ello, lavamos con agua el precipitado colocado en una placa fil-
trante, hasta que las aguas de lavado, que recogemos sobre aicohol, no
dan reaccion de iones talio monovalente. Al caer sobre el alecohol, se
origina un precipitado que supusimos era tetrationato talioso.

Filtrado

Al filtrado le agregamos alcoliol, formandose también un precipitads
que, como el anterior, supusimos era de tetrationalo talioso.

De esta experiencia deducimos que el tetrationato talioso era poco
soluble en agua e insoluble en alcohol. Esto nos llevé o realizar una ex-
periencia segun la reaccion (VIII), es decir, haciendo reaccionar acido
tetrationico con TI,0; pues de esta manera cbtendriamos un tnico pre-
cipitado de tetrationato falioso, del que se podria eliminar el sulftirico
entrapado por lavados con alcohol.

Sequnda experiencia

La realizamos disolviendo 1 gramo de 6xido talico, colocando en un
tubo de ensayo, en acido tetrationico, obtenido a partir de 1,12 gramos
de tetrationatc de bario y 3,23 mls. de sulfdarico 1,75 N. La disolucién
es muy lenta al principio, siendo total al cabo de unas cinco
horas. Entonces, ademas de una disolucién que da reaccién positiva
de S.04=, SO,= y Tl+, nos queda el precipitado de color blanco y as-
pecto analogo al de las sales de plata insoluble y que suponiamos tetra-
tionato talioso.

La disolucion filtrada se agrega sobre alcohol y se origina un pre-
cipitado, que identificamos como sulfato talioso, en vez de tetrationato,
v que nos llevé a estudiar los precipitados formados por adiciéon de al-
cohol en la experiencia primera y que igualmente son sulfato talioso;
mientras que los liquidos acuo-alcohélicos de las dos experiencias daban
reaccion positiva de tetrationatos. De aqui deducimos que el precipitado
formado ahora no sera tampoco tetrationato talioso. Intentamos investi-
garlo, pero debido a que la cantidad formada era muy pequefia, no pudo
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hacerse, Unicamente vimos que daba reaccion positiva de TI+, por lo
que pensamos que podria tratarse, por analogia con las sales de plata,
de sulfuro talioso, originado en la descomposicion parcial del tetrationato.

Con objeto de ver si hay alguna concordia mayor entre los teiratio-
natos de plata y talioso hacemos algunas experiencias.

En primer lugar, si sobre disoluciones de acido tetrationico o de te-
trationatos solubles agregamos sulfato ttalioso en solucién acuosa, no se
produce ningtn precipitado, de donde deducimos la solubilidad en agua
del tetrationato talioso. Esio no ocurre cuando se agrega nitrato de pla-
ta, pues entonces se forma un precipitado blanco que se descompene
dando lugor a la formacién, finalmente, de sulfuro de plata.

Pensamos que podria ocurrir, en el caso de la plata, de manera ana-
loga a cuando trabajamos con TI+, solamente la descomposiciéon parcial
del tetrationato para dar sulfuro quedando, por tanto, parte del teira-
tionato de plata sin descomponer en solucion. Para comprobarlo, agre-
gamos nitrato de plata sobre solucién de tetrationato de bario e inver-
samente agregamos disolucién de tetralionato de bario sobre nitrato de
plata. En el primer caso, en el que tenemos exceso de tetrationatos, se
confirma nuestra hipétesis con la presencia de iones plata en la solu-
ci6n, mientras que en el segundo, hecho en exceso de plata, la presen-
cia de tetrationatos nos serviria de confirmacién. Sin embargo, no suce-
de esto, y en el primer caso toda la plata ha precipitado, quedando sélo
exceso de tetrationatos, mientras que en el segundo caso todo el tetratio-
nato ha precipitado quedando tnicamente exceso de iones plata.

De lodas estas experiencias llegamos a la conclusion del distinto com-
portamiento de los tetrationatos de plala y de talio monovalente. El pri-
mero insoluble en agua y soluble el segundo. EI tetrationato de talio mo-
novalente es también soluble en alcohol, puesto que la adicion de éste
sobre su solucién acuosa no ejerce sobre él acciéon precipitante (vimos
que al agregar aleohol era sulfalo talioso lo que en principio creiamos
seria tetrationato talioso) y, ademas, se descompone parcialmente al -for-
marse para dar lo que creemos se trata de sulfato talioso.

Tercera experiencia

Los resultados de la experiencia anterior nos llevaron a realizar ésta
como la primera, es decir, a partir de la reacciéon (IX). Operamos exac-
tamente igual que en ésta con la tunica variacién de agregar la mezcla
de acido tetratiémico y tetrationato de bario sobre T1,0; sin ponerlo en
suspensiéon acuosa.

Una vez que la reacciéon ha terminado tenemos: Un liquido que da
reacciéon positiva de iones S,0,= y TI+ y no da Baf+ ni So,=. Al no dar
reacci6n de bario se deduce que la reaccion ha terminado y que, por
tanto, todo el tetrationato de bario ha reaccionado.

Un sélido, constituido por Tl,O, colocado en exceso y que ya no se
podra disolver, por no haber en el medio tetrationato de bario para re-
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ducirlo y disolverlo, y un precipitado de color blanco mezecla de sulfato
de bario y de lo que creemos es sulfuro talioso.

Centrifugamos para separar el sélido del liquido y filtramos para se-
parar las ultimas trazas de sélido. El filtrado constituido tinicamente por
disolucién de tetrationato talioso se coloca a cristalizar en desecador a
vacio sobre hidroxido sodico.

Una vez formados los cristales, éstos se presentan de color amarillo
débil y son facilmente solubles en agua. No son higroscépicos y parece
que son muy estables puesto que no presentan olor a SO,. El hecho de
que en su disoluciéon acuosa no dé reaccion de sulfatos, nos indica que
en su cristalizacién no hay, como en los otros tetrationatos preparados,
ninglin proceso de descomposicion.

El rendimiento de la preparacién es del orden del 52 %.

[II. — ANALISIS DE LOS CRISTALES,

La determinacion cuantitativa del talio se realiza precipitando el ta-
lio en forma de Tl,0, siguiendo las indicaciones de Browning y Pal-
mer (13) y la del azufre en forma de sulfato de bario.

Los resultados vienen expresados en la Tabla I y coinciden con
ios % de talio y azufre calculados para un tefrationato talioso cristali-

FEEAYB A ==

% Talio % Azufre Promedio Talio Promedio S.

62,45 19,60
5 62,63 % 19,70 %
62,82 19,81

zado con una molécula de agua: 19,68 % de azufre y 62,81 % de talio.
De aqui deducimos para el tetrationato preparado por nosotros, la si-
guiente formula: S,04T1,.1H,0.
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SEXTA PARTE

iCALCULO DEL POTENCIAL NORMAL DE OXIDACION DEL SISTE-

MA S,06= A SO,= Y DE LAS CONSTANTES DE EQUILIBRIO DE

LLAS REACCIONES DE REDUCCION DE IONES FERRICOS Y TALI-
COS POR LOS IONES TETRATIONATO

I.— CALCULO DEL POTENCIAL NORMAL DE OXIDACION.

Al intentar la preparaciéon de los tetrationatos de hierro y talio tri-
valentes, nos encontramos con que estos iones se reducen a hierro diva-
lente y talio monovalente, provocando la oxidacion de los iones tetratio-
nato para dar sulfatos.

Los potenciales normales de oxidacion de las reacciones:

1‘e+++ + 20 = Tl+ EO = —_1,32 VOItiOS (15)
Fettt 14 10— Fett Eo— -0,77 voltios (15)

son perfectamente conocidos, mientras que en la literatura sélo hemos
encontrado un trabajo de B: V. Ptitayn y otros (14), en el que se indi-
ca que el potencial normal de oxidacion del tetrationato para dar sulfa-
tos y azufre es 0,550 voltios.

Con objeto de comprobar tedricamente, la reduccion de los iones fé-
rricos y talicos observada experimentalmente, hacemos el calculo de los
potenciales normales de oxidacién de los distintos procesos posibles de
oxidacion de los tetrationatos, a partir de los calores de formacion de
las sustancias que intervienen, con los datos de Wiberg (15).

Asi, para la reaccién:

(I  S406=+ 10 H,O — 4 SO,= + 20 Ht |- 14 0

tenemos:
Calor de formacion de S;O4= en sol. acuosa—-240 Kcal/mol
3 E3) b SO4: 3 I :_176’1 b4
Lk EE) .,, H20 LE t3) = 56’69 b2
b2 99 tE] H+ s 5 b et 0 b

Con estos datos calculamos la energia libre de la reaccién, teniendo
en cuenta que ésta la hemos escrito con los electrones en el segundo
miembro sumados.

Ao— X nAoprod. - X nAoreact.
Yy en nuestro caso:

Ao = X 4(176,1) - ( =240 -10( 56,69)) =—102,5 Kca.
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y de aqui.
Eo—102,5/14 x 23,061 — - 0,317 voltios.

Se podria considerar que la oxidacion del ion tetrationato pudiese se-
guir otros caminos; p. e.:

AID) S,04= - 6H,0 3S0,= - S 12H+ | 80

Ahora bien, en la reduccién del T1,0; por tetrationatos no se advierte la
presencia de azufre, y ya hemos dicho al hablar de nuestros intentos
de preparacion de tetrationato férrico, como, cuando en el aceite ama-
rillo se produce la reduccién del hierro férrico a ferroso, no apareceria
tampoco este elemento. De aqui deducimos que solamente la reaccién (I)
interviene en el proceso de reduccion de los iones férricos y talicos.

II.— CALCULO DE LAS CONSTANTES DE EQUILIBRIO.

Conociendo los potenciales normales de oxidacion de los dos sistemas
que intervienen en las reducciones de los iones férricos y talicos y oxi-
dacion de los iones tetrationato, podemos calcular las constantes de
equilibrio de los dos procesos, ya que el potencial de la pila Eo, es en
cada caso

Eo=E, -E, —-0,059.10g.K/n
de donde podemos calculor K, consiante de equilibrio de la reaccién,
puesto que los demas datos son conocidos.

Asi, para los procesos redox que estudiamos, tememos las reaccio-

nes (IV) y (V) dadas anteriormente en las paginas 95 y 108, respecti-
vamente:

(V) 7(S40¢);Fe + 10H,0 —> 4S0,Fe 1 10S,0.Fe - 10SO.H,
(V) 7(S,404)sTl, - 20H,0 — 7S,0,T1, - 8SO,H, - 12S,0,H,

en las cuales la aplicacion de la férmula anterior nos conduce a:

Eo —0,317-0,771 — — 0,454 — — 0,059,logK, /14 para (LV)
Eo —=0,3171,32 = — 1,023 — — 0,059,10gK,/14 para (V)

de donde resultan los valores deK; y K, del orden de 101°7 y 10242 respec-
tivamente, que nos indican que ambas reacciones estan completamente
desplazadas hacia la formacion de iones ferrosos y taliosos, cosa confir-
mada por los hechos experimentales.

Una prueba mas de la gran capacidad de oxidacion de los iones talicos
se puede deducir de que su potencial normal de oxidacién es mayor que
el del proceso Br a Br (1,08 voltios), y sabemos que el bromo oxida
cuantitativamente los tetrationatos a sulfatos, y, como tal, se emplea
para la determinacién analitica de dicho ion.
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CONGLUSIONES

1. Hemos preparado por primera vez los tetrationatos de aluminio,
berilio, indio, hierro .y taiio y a los que corresponden las siguientes féormu-
las: (S404)3Al1,.18H,0; S,0,Ba.4H50; (S,04)3In,.9H,0; S,0:Fe.7H,0 y S,04
'rlz-H?‘O-

2. Estos tetrationatos son de color blanco, muy solubles en agua y
alcohol e insolubles en éter. Las disoluciones alcohdlicas son mas estables
(que las acuosas.

3. Los tetrationatos de aluminio, berilio e indio son muy higrosco-
picos, mientras que no lo son los de hierro y talio que, por otra parte,
son mas estables.

4. No es posible la preparacion de los tetrationatos de hierro y talio
trivalentes, puesto que estos iones oxidan a los iones tetrationatos a
sulfatos. :

5. La cristalizacion de los tetrationatos de hierro II, berilio y talio I,
se realiza por evaporacion de sus disoluciones acuosas en desecador a
vacio sobre NaOH. Para cristalizar los tetrationatos de aluminio e indio,
es preciso acidular la solueion a evaporar, para evitar la precipitacion de
los hidroxidos correspondientes, y la descomposicion del acido tetratio-
nico formado por hidrolisis.

6. Paralelamente a la cristalizacion, se produce en todos los casos,

excepto en la preparaciéon del tetrationato talioso, la descomposicién par-
cial del tetrationato, para dar azufre, dioxido de azufre y el sulfato corres-
pondiente.
7. La recristalizacion necesaria para la obtencién de productos puros,
se realiza por adicion de éter a las soluciones alcoholicas saturadas del
tetrationato respectivo, separandose aceites (solvatos) que, con el tiempo,
originan los cristales. Esta recristalizacion no es preciso efectuarla para
el tetrationato. talioso, puesto que ya su primera cristalizacion da lugar
a la formacién de productos puros.

8. Se determina tedricamente el potencial normal de oxidacion de la
reaceion S,04,= a SO,=, que se produce cuando los iones tetrationatos
reaccionan con los iones férricos y talicos, y cuyo valor resulta ser igual
a 0,317 voltios.

9. EI calculo tedrico de las constantes de equilibrio para las reaccio-
nes entre los iomes tetrationato y los iones férricos o talicos, da valores
del orden de 10197 y 102*2, que nos confirman los hechos experimentales
estudiados y de los que se deduce que las reacciones estan desplazadas
hacia la formacion de los iones ferrosos y taliosos.

— 159 —




REVISTA DE LA

ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

(1-a)
(1-b)
(1-c)
(1-d)
(1-e)
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(11)
(12)
(13)
(14)
(15)

BIBLIOGRAFTIA

R. PorriLLo: An. Soc. Esp. Fis. Quim. 27, 236, 351, 1929,

J. MARTIN SAURAS: Boletin Univ, Santiago. En-Mar. 1935.

Chemical Abstracts. 1907-1958.

M. Scumriror: Z. anorg. allg. Chem. 289, 147, 1957,

A. ViraLcer y R. Uson: Rev. Acd. Cienc. Zaragoza IX, 97, 1954.
R. Portiiro: 4An. Soc. Esp. Fis. Quim. 27, 236, 1929.

R. Uson: Rev. Ac. Ciencias Zaragoza, 77, 1950,

V. Paracio: Rev. Universidad Zaragoza, 3, 1950.

R. PorriLLo: An. Soc. Esp. Fis. Quim. 27, 236, 1929.
TreADWELL-HALL: Edicién Espafiola. Tomo II, pag. 175.

G. Brauer: Quimica inorgdnica preparativa. Edic. Esp., pag. 254.
R. Uson: Rev. Acd. Ciencias. Zaragoza, 77, 1950.

R. PvriBL y K. KucHArskY: Coll. Czechos. Chem. C. A. 3286°.
y (10) Merror: 4 Comprehensive Treatise on Inorganic. Chemistry. Tomo V.,
pagina 404.

Hooeman: Handbook of Chem. Fhys. pag. 591.

Siewick: Los elem. quim. y sus comps. Ed. Esp. Tomo I, pag. 470.
TreapwWEL-HALL: Edic. Esp. Tomo I, pag. 61.

B. V. Prirsyn: Khin. Akad. Nak. C. A., 9833%. 1956.
WiBerG: Die Chemische Affinitat. 1951.

ORI s e Al

e e

Aot

A b S SN




	PORTADA E ÍNDICE
	01
	02
	03
	04

