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SOBRE LA EST.ABILlDAD DE LA ECUACION
FUNCIONAL

f (x+ ~ ) = f (x)+ f (~)

por BALTASAR R.-SALI NAS

Si f es una función real medible sobre la recta real R que sahsface

I f (a;+ y ) - (f(x) + f(y)) I< E

para todo par de puntos x, y de R, HYERS (1) ha demostrado que existe
un número real' a tal que

I f(x) - ax I¿: E

- 5 -

Si f es una función real, medible sobre R, que satisface. '

T EORElIIA. - Dadas las funciones reales El =:::" ° y E2 =:::" 0, sumables
sobre cada intervalo finito de R y tales que:

I f(x ) - ax I¿: E1(X) + El * + E2 *(2)

1. E1(X) = o(x ) pyra x ~ 00

2. El * = lim ~ixE1(t) d t « + 00 ).- x
x - oc o

(') H YER5, D. H . : On. the Sta bility 01 the Linear Eunctional Equation, Proe. Nat. Acad. SeL
U. S. A., 27 (1941i.), p p. 222·224.
. (') ULAM, S. M.: A Collection 01 Mat'hematieal Problems. New York, Interscieneie Publishers,
Ine., 1960, pp . 63,65.,

(1) I f(x + y ) - (f(x) + f(y ) ) I ~ E1(X) + E:.1(y) + E2(X + y )

para todo par de puntos x , y de R, existe un número real a tal que

¡3 . E2 * =liin . .~ r'Eit)dt « + 00).
x ..... oo .Jo ·

para todo x E R. E sta cu estión había sido planteada an te r ior me nte por
ULAlII (2) .

E n este trabajo vamos a generalizar este r esultado demostrando:
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(xE R)

f (x )

x
lim ----=u.

fa: fa(x ) 1= f ea + x) - f (x )

lim [f/x + t) - fn(t) ] =f(x + t ) - f (t) .

(4) 0 (XUn(Y + t) - fn(t )] dt=1 YU n(X + t) - fnU)] dt
o o

I t nex + t) - fnCO I :=:: I f ex + t) - f (t) I

l n para f (x ) > n ,
fn(x) 'f= . _f_CXn) para --n.c:. f (x ) ~ n,

para f (x ) < - n ,

Si f no ' es acotada y fn es la función definida en R poniendo

I
% l x+y 1%

\ o [f (y + t) - fet)] dtl= /U)dt- /(t) d t

l
x

+
Y 1Y 1Y

= / (t)dt - "?": o [f(x + t) - fU) ] dt,

Para demostrar este teorema vamos a probar antes el siguiente:

LEMA. - Si f es una función r eal, m edible sobre R tal que

(3)

para todo par de puntos x y t de R.

aplicando el te or ema de LEBESGUE, puesto que

y

para probar (4) es suficiente hacer n -7 00 en

D E MOSTRACI ÓN. - Si f es una función acot ad a r esulta inmediata­
mente la igualdad (4) de

cualesquiera que se an los puntos x e y de R.

es sumable sobre cada intervalo finito de R para todo a E R, resulta

para todo XE R y, por con siq u ien te ,



lendremos

y

ECUACIO N FUNCIO NALDE LAESTABILIDADLA

I
f (y ) I 1 JX 1 iY

.( (x ) - -- x ~ - , - ¡cp(y, t) d t I+ - - :cp(x,t) d t I
y I y I IY I o

El(y ) 1 l X 1 ( x+r
= Ix \- - + - - IEl ( t) d t 1+ -- IE2(t) d t I

IYI Iy! o IY I r

1 [J 1 {, x+ y+ El(X) +. - El(t )d t + - E2(t)dt.
y . y • x

DEMOSTRACIÓN DEL TEOUEMA. - Siendo

1 de diciembre de 1960

I
f (x ) Ilim - - - a. = O

x '-+, 00 X

f (x )
lim -- =0. .
x -+ ce X

,- 7 -

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

cp (x,y) . f(x + y ) - (f(x ) + ttu»,

fa,(x ) = 1f ea + .r) - ( (x ) I

~ If ea) I+ El(X),+. El(a ) + f2(X + a ),

1 l Y a
lim -- El(t)dl = El *

,~ s; 0 -

(5)

(6)

Por. tanto, como evide n tem en te se puede encontrar una sucesión { Yro }
de modo que

y ( (y,,)/n, sea convergente hacia un número r eal a. para n -7 00, si toma­
mos y = Yn Y hacemos n -7 00 en (6) se obtiene (2) . Por consiguiente, .

de donde resulta en virtud de (1) la desigualdad

fa es s um ahle sobre cada intervalo finito de R para ca da a E. R. P or tan­
to, si aplicamos el lema precedente a t y ponemos

SOBRE
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(3.1)

(3.2)

CUANTICA ,RELATIVISTA

por L. M. G A RRIDO

donde hemos simplificado la notación no indicando explicitamente el es­
tado. Evidentemente, la incertidumbre de Al en uno de sus estados pro­
pios debe ser nula; es fácil comprobar que asi es. La notación completa es

. - Ahora bien, cuando dos observables Al y Bj, son incompatibles y, por
co n siguien te, no conmutan, no exis te es tado que sea propio de ambos, ya
que si así fu er a serian co mpa tibles . P or consig uien te, nunca pued en ser
~AI y ~Bj' nulas ambas para el mismo sist ema. Este h echo va a ser uti-

FACULTAoD DE CIENCIAS DE LA UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

1. INCERTIDUMBRE E INCOMPATIBILIDAD

PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE DE HEISENBERG

CAPITULO III

El 'valor esperado al medir experimentalmente un observable en un
conjunto de sistemas preparados idénticamente puede ser calculado cuan­
do conozcamos cuál es el operador correspondiente al atributo, y el estado
en que los aparatos preparan al sistema. Pero para que los resultados ex­
peruncntales, cuyo valor medio calculamos, coincidan exactamente con el
valor esperado obtenido algebraicamente, es ;preciso realizar infinitas me­
diciones del valor del observable.

.A pesar de que de hecho no podemos repetir experimento alguno un nú­
mero infinito de veces, calcularemos mediante (2.110) la desviación cua­
drática media tan usada en los cálculos estadisticos. Tal desviación no co­
rresponderá a un error en la medida rpor no haber 'r ea lizado infinitas me­
diciones, sino que será consecuencia directa del carácter estadistico pecu­
Jiar de nuestro conocimiento del microcosmos Llamaremos incertidumbre
-Is'{' Al de Al en el estado I <P ) , a esta desvi;ción cuadrática 'm edia . Por
consiguiente:

CINEMATICA
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(3 .3)

(3 .4)

(3.5)

(3.9)

(3.6)
(3.7)

(3 .8)

(3.14)

( 3.13)

(3.11)

(3.12) :

(3.15)

(3.10)
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1 1
Al ~ = - {AI' ~} +- [AJ' Bj ]

2 2

I <pd = (Al - ( Al» ) I rp ) = A l I <P )

AI-Al- ( Al )

. (i!Bj)2~ ( <P2 I <P2)

I <P2 ) - (B j - ( Bj» I <p ) = Bj I <P )
Bj=Bj- ( Bj)

donde A es un parámetro. El producto de la s in certidumbres de dos ope­
radores no c om pa tibles ver-ificar á

S e introduce la unidad imaginaria, i, para que el operador C, sea her­
mítico. Es fácil ver que también se ve r if ica

El producto de dos op eradores puede ser escr it o en función de su con­
mutador y de su an ti conm utador de la siguiente forma:

Definamos. ahora el conmutador iClj de los operadores Al y Bj' el cual.
no será nulo puesto que no son compatibles

Utilicemos ahora la desigualdad de Schwarz válida para cualqu ie r ál­
gebra vectorial

cuya comprobación es muy fácil si recordamos que I<PI ) y I<P2) son v ec­
tores. Evidentemente, el signo igual es válido cuan do I <PI ) Y I <P2 ) so n
paralelos, es decir, cu an do se v eri fi ca

De la misma forma podemos escribir la expresión c or r esp on dien te para
el observable B j

y , por consiguiente,
(i!Al)2 (8B j )2 = ( <PI I <Pl ) ( <P2 I <P2 )

donde de finimo s

lizado ·par a expresar una cier ta relación en t r e incompatibilidad e incerti­
dumbre.

De la definición de incertidumbre deducimos

.
REVIBTA- -. DE. LA ACADEM IA DE CIFJNCIAS EXACTAS, F/S/CO - QUIM/CAS y NATU RALl:.:S .
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2. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE

(3.16)

(3.17)

R E L A T 1 V 1 S T AC: UAN T I C A

1
' ~A¡ ~Bj ~ - I ( Clj ) 1

2

I 1
- (~A¡) 2 (~Bj) 2 ~ 1«(- - {Al' Bj } +- Clj) ) 12 =

2 2

. 1 1
:- (_ {AI'Bj } )2 + - ( C¡ ) 2

2 4

con lo cual se tiene

c.t: N. E. M ;4 T. J C A·

Supongamos que intentamos medir la coordenada Xl de la posición
de un electrón, el cual forma parte de un haz de electrones suficientemen­
te poco denso para que las interacciones ren tr e los mismos sean desprecia­
bles. Si el haz se mueve en dirección paralela .a Xa, para medir qué elec­
trones tienen un cierto valor de XII haremos que el plano Xa F= O sea una
pantalla totalmente opaca a los electrones; en ella cortamos un orificio
M por donde podrán pasar estas partículas, Ias cuales serán detectadas
detrás por medio de plac-as fotográficas . El diámetro del orificio M es una
medida de la incertidumbre, ~XI con que conocemos la coordenada X, de
los electrones que llegan a la placa. Si M es suficientemente pequeño y ob­
servamos en la placa cómo van llegando los electrones, vemos que cuanto
menor es ~XI mayor es la dispersión que sufren al atravesar el aguj ero;
no llegan a la placa a lo largo de la línea que paralelamente a Xa pasa
por M, sino que más bien presentan una conducta semejante a la de la
luz que sufre dispersión al atravesar orificios pequeños .

De hecho, si un electrón ha llegado a un cierto punto de la placa foto­
gráfic-a, no podemos predecir dónde llegará el siguiente electrón que atra­
viese M. Cuando muchos electrones hayan incidido en la placa, los impac­
tos formarán los anillos de dispersión que se estudian en óptica cuando

que es la relación buscada ent r e incertidumbre e incompatibilidad. Tal
desigualdad es característica de la Mecánica Cuántica y consecuencia di­
recta del. Algebra de la Medida.

La demostración de este último paso es muy fácil de hacer. Los ope­
radores e¡j y {Al' Bj} son ambos a utohermíticos, por lo cual sus valores ,

esperados en cualquier estado son reales . .A'h or a bien, si ( C¡j) y ( { Al' Ej } )
SOn reales, la relación ('3.16) es inmediata.

-: P uesto que la incompatibilidad entre 'dos operadores esti esencialmen-
te determinada por su conmutador no nulo, tenemos
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Ahora bien, si el electrón, al atravesar 1\'1 no sufriera dispersión algu­
na, la componente PI' de su momento lineal sería nula, Si sufre dispersión,
lo cual, de hecho, ocurre cuando el diámetro de M es pequeño, el valor de
PI es desconocido. Así, pues, si queremos conocer X, con pequeña indeter­
minación, el momento conjugado PI> aparece con gran indeterminación.

Si, por otra parte, intentamos medir las posiciones de ~n mismo elec­
trón a intervalos ~t de tiempo, obtenemos resultados, que aunque inte­
riores a una pequeña región del espacio, están disbrlbuídos en esta re­
gión -de una forma totalmente irregular. Cuando ~t tiende a cero los re­
sultados de mediciones adyacentes no ' tienden a formar una línea Tecta.
y así vemos que en Mecánica ,Cuántica no existe el atributo "velocidad de
una -p ar t ícula " , definido corno el límite del cociente del incremento de la
posición por el intervalo de tiempo. _

Mientras que en la Mecánica Cuántica podemos atribuir a un sistema
valores exactos de su posición y de su momento, no ocurre así para los
sistemas del microcosmos. Si fijamos las coordenadas, desconocemos to­
talmente el momento del sistema o viceversa. Este es un hecho experimen­
tal; pero . también puede verse que las conocidas leyes de la óptica on­
dulatoria, de la electrodinámica... , estudiadas desde un punto de vista .
meramente clásico, cierran el camino a una medición exacta simultánea
de los pares de variables canónicas conjugadas.

Una descripción completa del estado de un sistema físico del macro­
cosmos para el que sean válidos los puntos de vista clásicos necesita me­
dir cierto número de pares de variables canónicas conjugadas. Pero para
el micr9co~nos esto no es posible. Una representación completa de un -es-

-12-

la luz atraviesa un orificio pequeño. Por consiguiente, vemos que los ex­
perimentos, rios fuerzan a abandonar el concepto de trayectoria en Mecá­
-n ica Cuántica, aunque, ciertamente, son compatibles con la idea de proba­
bilidad de que un cierto electrón recorra una trayectoria determinada.



(3.22)

(3.21)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

R E L A T 1 JI 1 S ' T -A

[X, ·P] = i C

[ X , P] = i tz.

i1P. i1X ~ _li_
2

CUANTICA

y por consiguiente

donde C es Un operador herrnitico, relación de la cual decimos que

La relación (3.22), expresión del principio de incertidumbre, es conse­
cuencia de mediciones experimentales; de ellas deducimos el orden de
magnitud del conmutador de los observables correspondientes a pares de
variables canónicas conjugadas.

La relación entre incertidumbre e incompatibilidad, estudiada por pri­
mera vez por Heisenberg, permite establecer una relación entre Mecánica
Clásica y Cuántica, llamado Principio de Correspondencia, ya que la Me­
cánica Cuántica ha de dar la Mecánica Clásica en el límite en que Ii sea
cero, es decir, para los sistemas muy grandes respecto 'a l cuanto de ac­
ción de Pl ánck. Para estos sistemas grandes la relación {3.21) se escribe

de donde se obtiene inmediatamente la relación fundamental que liga
operadores canónicos conjugados de la Mecánica Cuántica.

Podemos fijar el orden de magnitud de ( C) , obteniendo experlmen­
talmente las incertidumbres que de hecho aparecen al medir variables

canonicas conjugadas de un sistema. Tal valor es Ji = _h_ donde h es
. 2i

la constante de acción de Planeik. Y así Heisenberg escribió

tado de un sistema de microcosmos utiliza menor número de atributos:
en la Mecánica Cuántica son observables compatibles solamente 11110 de
cada par de variables canónicas conjugadas de la Mecánica Clásica.

Por consiguiente una variable generalizada de un sistema X, y su mo­
mento canónico conjugado 'P no conmutarán

CINEMATICA

[P, X] r-v O , (3.23)

Y, por consiguiente, pares de variables conjugadas son compatibles en la
Mecánica Clásica como es bien sabido.

Este mismo Principio de Correspondencia permite también la opera-o
ción inversa, o sea, "cuantificar" la Mecánica Clásica'. Supongamos que

. hayamos de estudiar un sistema físico cuya acción .sea del orden de ti Y al
que, por consiguiente, haya de aplicarse la Mecánica Cuántica. Para de­
terminar cuáles son los observables que hemos de utilizar plantearemos
el problema como la haríamos si fuera válido aplicar la MecánicaClásica,

-13-
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y determinaremos los pares de var iables conjugadas. El paso a la Mecá­
nica Cuántica lo hacemos considerando que esas variables con j ug adas son
operadores que satisfacen la relación (3.21) .

No se crea, sin embargo, que esta correspondencia entre ambos pun­
iosde vi sta - clásico y cu ánt ico- , ex iste siempre, pues hay algunos as­
pectos , t ales com o la di stinguibilidad en tre los siste m as, que son totalmen­
t e diferentes en arrib as Mecánicas. P ero a su vez es te Principio de Co­
rresponden cia ti en e un signif icado mucho m ás profundo que el de ser
una m er a regla práctica para con str uir la Mecánica Cuántica; parece in­
dicar una dep endencia de es ta última del punto de vi sta clásico. Así es ,
ya que es imposible h ablar de Mecánica Cuántica sin la existencia de sis ­
t emas físicos para los que no sea válida ; es tos " sistemas clásicos "son
los aparatos con que .realizarnos el proceso d e m edida.

El té r m in o Mecánica Clá sic a lo utilízamos aquí para indicar la m ecá­
nica de los cue rpos del macr ocosmos. Si intentáramos construir la Mecá­
nica Cuá nti ca a partir cíe la fcr ru u la ció n m ás gene ral de la clásica por
medio del Pr-incipio de Correspo n de nc ia, u til izar ía mos la Me c áni ca Clási­
ca Helativistica como mo de lo a partir del cual se fo r m ula rá una Mecánica,
Cuántica ' también covaria n te rel ativi st a, de acu erdo con las ideas de la­
R ela tividad Restringida que fueron presen tadas en el ca pít ulo p ri me ro.
No ' se h a construido aú n una Mecá n ica Cuán tica de acue r do con las id eas
de la Rela tividad General. Sin embargo, un a Mecánica Cuán tica Relati­
vista m ezcla los as pectos cinerná ticos y dinámicos de toda mecánica ,
motivo p or el cual n o es c-onven ien te p edagógi camente comenzar pre­
se n tando el caso ' m ás general~ Además, algunos as pectos r elativistas de
la Mecánica Cuántica ex ige n una pres enta ci ón más cuidad osa que la ex­
puesta aquí del Alge bra de la Medida. P Or cons iguiente, comenzamos c-on
la formulación no relativi sta de la Mecánica Cuántica, indicando en al­
gunos casos cómo se pued en incluir los aspectos relativistas. Y así, 10
expuest o m ás arriba justifica las r elacion es de incer tidu m bre de una
coorden ada X

j
de un .sistem a y de la componente correspondiente P j del

momento lin eal mientras que las de energía y ti empo /han de se r dedu­
cidas más adelante a partir del principio dinámico.

B. SOPORTE CONTINUO

Vimos en (2.96) cómo los valores propios de un ob servable, obtenidos
expe rimen ta lm ente , eran los valores propios de un op erador. Pero no se
establec ió que tal cor respon de n cia en tr e lo s r esultados experimentales y
las solu cio n es de (2.96) fu er a .biu n ívoca . Estudiamos ahora al gunos ca­
sos particulares.

L as r elac ion es (3.21) ' de conmutación de variables c-anónicas conjuga­
das implican ciertas con dicione s sobre las dimensiones de nuestra Alge­
bra y s obre el esp ectro de valores propios de los oper adores que contie-

. .:....:: 14 =-



nen. En efecto, consideremos dos operadores observables, P y X, que sa­
tisfagan la relación

T omando trazas- de ambos miembros llegamos a

-C I N E M A T I C A C U A NT1CA

[ P , X ] =- i ti

RELATIVIST.Á

(3.24)

tr PX - trXP = -i Ii N (3 .25)

puesto que tr 1= N, el número de dimensiones de nuestra Algebra. Aho­
ra bien, si introducimos la representación matricial de los op eradores

(3.32)

(3.31 )

(3.28)

(3.27)

(3.29)

(3.26)

tr PX -:F. tr XP

tr PX 1= L :¿ ( al; I P I aa. ) ~ a(1· IXI ali )
~ '7.

X(I,+ iEP) IxIX. ) = Eti I x :x. ) + xIX.(I :+ iEP) I xIX. )

Supongamos la exis tencia de un esta do propi o del ope rado r X

mientras que

(I + iEP) X I x:x. ) 1= x IX. (I + iEP) Ixa. ) (3.30)

Por medio de la relación de conmutación (3.24) de los operadores P
y X la ecuación anterior se convierte en

Luego si X tiene un valor propio xIX. también tiene otro valor propio
xIX. - di tan próximo a él como se quiera. Por consiguien te, si los esta­
dos (I + iEP) IxIX. ) § IxlX.- di ) existen, el espectro del observable X no
solam en te tiene infinitos valores propios, sino que su espectro es continuo.

Para describir la realidad física no nec-esitamos una infinidad tan

Ahora bien, suponiendo que E es muy pequeño, (3.31) es equivalente a

y supongamos que ten ga sentido la operación de P s obr e Ix:x. ); eviden­
temente se tiene

trXP 1= L -L ( a(1· I XI a lJ ) (ali IP Iaa. )
a ~

Ambas trazas sólo difieren en el orden en que realizamos la sumación
doble; si N fu era finito, los valores de las mismas serían iguales. Puesto
que según ('3.25) no pued en s er iguales, el Algebra de la Medida ti en e in­
finitas dimensiones. En es te caso, las s um as són se ries y ya no podemos
invertir el orden en que las r ealizamos, a no se r que se a n uniformem en­
te convergentes. Luego para dos observables, en general, se tendrá

-15-
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grande; sería suficiente un número infinito, pero numerable, de valores
propios, ya que, según indicamos, el contínuo icarec e de sentido físico,
ningún experimento de medida puede llegar a: diferenciar los puntos del
continuo. Ciertamente no tendremos inconveniente de utilizarlo como lo
hacemos en la Mecánica Clásica . Pero espacios de un número infinito
numerable de dimensiones son esencialmente distintos de espacios de un
número infinito no numerable de dimensiones y el paso al limite, en este
caso, puede modificar esencialmente el sentido físico del Algebra de la
Medida. Ambos espacios no son isomorfos.

En la Mecánica Clásica usamos el continuo ; pero no manejamos es­
pacios de un número no numerable de dimensiones. De hecho casi todo
puede ser expresado en un espacio cartesiano, de tres dimensiones: El
continuo aparece como el soporte de ciertas funciones, por ejemplo la
corriente eléctrica j(x), que representa la realidad fisica. Pero no en­
tran en 'n uestros cálculos un número no numerable de funciones.

De forma semejante en la Mecánica Cuántica utilizamos el continuo
como el soporte de un número numerable de funciones que serán las
funciones de onda. Este espacio funcional puede ser isomorfo con el Al­
gebra de la Medida. El soporte que introducimos será el espacio con­
tinuo de tres dimensiones. A partir de ahora x

j
(j = 1,2,3) , serán pará­

metros que de alguna forma darán las posiciones del sistema en el
espacio. p 'ero no implicarán que habiendo medido la posición de una
.pa r t ícu la, o ,sea, el. observable X j !hayamos obtenido el valor Xj' En los
párrafos siguientes veremos cuál es el significado de medir Ia posición
de una partícula en este espacio. ,

Nuestra dificultad surge por haber hecho la elección (3.20) . Los datos
experimentales dan el orden de magnitud del operador Cr y pero no nos
obligan a hacer que tal operador sea múltiplo de la unidad; si no lo hu­
hiéramos elegido múltiplo de la unidad es de esperar que hubiéramos ob­
tenido una cuantificación del espacio.

Sin embargo las reglas de conmutación de observables canónicos con­
jugados (3.21) tienen que ser, si no son totalmente ciertas, unaaproxi­
mación muy buena de las verdaderas, ya que con ellas obtenemos con­
secuencias de acuerdo con la realidad . El mismo Heisenberg mantiene
que la Mecánica Cuántica conocida hoy en día es una aproximación de
otra Mecánica más perfecta y defiende también la existencia de una:
longitud elemental, el cuanto de espacio, que limita la validez del 'pre­
sente formulismo. De la misma forma que la Mecánica Cuántica se con­
vierte en clásica para sistemas cuya acción sea grande respecto a ti se­
gún (3.23), la futura Mecánica Cuántica degenerará en la formulación
actual para sistemas que sean mayores que ese cuanto de espacio. Pero.
desconocemos el valor de tal longitud y la forma de modificar nuestro
formulismo para incluirlo.

Para terminar este apartado, diremos que la demostración de la exis­
tencia del espectro continuo es heurística, como veremos al estudiar el
espectro del momento angular. '
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4. ESPACIO DE HILBERT. PAQUETE DE ONDAS

En, el capítulo segundo hemos logrado establecer una relación entre
los estados físicos de un sistema y los elementos de un espacio al cual
llamaremos ahora espacio de Hilbert, Es un espacio vectorial, métrico,
completo, de infinitas dimensiones. El carácter vectorial se obtuvo al
estudiar el cambio de representación de los símbolos que correspondíun
a cada estado fisico; al introducir el producto escalar entre estos vecto­
res -elementos- apareció su carácter métrico; el principio de !superp o­
sición (2.103) según el cual cualquier elemento puede ser escrito como
una combinación lineal de. un sistema completo de elementos ortouorma­
les -vectores unidad- del espacio, justifica el apelativo de completo que
le hemos dado; y el principio de indeterminación de Heisenberg indicó
la necesidad de que tal espacio contuviera un número infinito de ele­
mentos linealmente independientes, es decir, que su número de dimen­
siones fuera ·in fin i to.

Ahora bien, para representar la realidad física sólo necesitamos un
número numerable de dimensiones. Al espacio de Hilbert que cumple
esta última condición le llamaremos espacio de Hilbert propio o sepa­
rable. Podemos enunciar uno de los postulados fundamentales de la Me­
cánica Cuántica: existe una correspondencia biunivoca entre los elemen­
tos del espacio de Hilbert propio y los estados de los sistemas físicos.
Este postulado permite otra forma de presentar la Mecánica Cuántica;
en efecto, pudimos haber introducido axiomáticamente el espacio de ' Hil­
bert propio, y luego presentar una interpretación física de! mi smo con
ayuda del postulado anterior.

La ecuación de valores propios (3.29) cuando el espectro ---':"'sopor te­
es continuo, no puede 'ser satisfecha en el espacio de Hilbert propio ya
que ' por definición este último no es suficientemente grande. Por - consi­
guiente, en el espacio de Hilbert propio hay que tratar el espectro conti­
nuo y el discreto de forma totalmente diferente, con lo cual se píerde la
unidad formal de la exposición, ya que no existe razón fisica alguna por
la que el medir la posición de un sistema sea una operación esencialmen­
te distinta de la que mide su momento angular, por ejemplo. Dentro del
espacio de Hilbert propio muchas de las propiedades atribuídas a los ope­
radores y a los vectores y funciones de onda no son cier-tas para el caso
de espectro continuo. Y así, al no existir en él estados unidad que satis­
fagan

X \x )= x ix )

tampoco podríamos hablar de una función de ondas en representación
Ix ) definida mediante el producto escalar

<p(x) = ( x I <P ) (3.33)

por lo cual habriamos de ' p r esen tar otra forma de tratar con las funcio­
nes de onda para espectro continuo.

-17-
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A fin 'de man ten er tod as las r elaciones y definiciones introducidas al
pr ese n tar el Alg ebra de la Medida, utilizamos un espacio de Hilbert im­
propio o no -separable, permitiendo que contenga un n úmero infinito no­
num er able de dim ensiones. En t al espacio es posible la ecuació n de va lo-

. r es pr opios (3 .29) par a espectro con ti nu o, y, por consiguien te, los opera­
dores de espectr o con ti n u o podrán ser tratados formalmente como lo hi­
cimos en el ca pít u lo segundo. El es pacio de Hilhert n o sepa rable es , sin
emba rg o, impropio, aunque muy co nven ien te, pues es demasiado gra n de
p ara correspo n de r a la r ealidad fís ica ; no tod o ele me n to del espacio de
Hilbert n o-separabl e r epresenta un estado fí si co del sis te ma.

E n lo que sigue m anej a remo.s el espacio de Hi lbert impr opi o, puest o
que p ermitir á u tilizar fo rmalmente el Alge bra de la Medida tal como fu e
p rese n tada ; pero h emos de apren de r a construir ele men to s del mi smo que
tcngan sentido fi sico. •

Su p on gamos que inten tamos m edir el atribu to X cuya ec uac ión de va -o
lores propios (3.32) da espect ro con tin uo; in terpretaremos es tos valores
p ropios, x ,como parámetros, como soporte, p ara describir la realidad Ií­
sica . H acemos c-orrespo n der cada valor de x cou cada punto de una r ect a
de lon gitud infinita, y lu ego dividimos es ta r ecta en intervalos de longi­
i ud dx fin ila, tan peque ña como se quiera. El con] unto de t al es interva­
Jos es . num erab le y, cons iguien temen te, pod emos a tr ibuir un n úmero en­
t ero a ca da intervalo .

....... x n-l n n+1 x--

1

Medir la po sicion del sistema equivale a medir en cuál de esos inter­
vales se halla ; si nuestr os ap aratos son muy precisos dx es muy peque­
ño, per o nunca p odrá ser cero . Ll ama rem os Ixn ) el estado del sis tema que
se h all a en el interval o n. Un sis te ma del cual no sa bemos con tod a ce r­
t.eza en qué in tervalo .se h alla, es tá en un es tado I ep ) dado por el p rin ci­
pi o de superposición

I ep ) = 2.: r(J (x.) I x n )

"
do nde la función de ondas

(3.34)

, (3 .35) .

es la a mpli tud de la probabilidad de que tal siste m a esté en el intervalo n .
Para dx su fic ien te men te pequeño, es evide n te que tal probabilidad h a

de ser proporci on a l a la lon gitud dx del inter val o. De est e sup ues to ap ren­
demos la forma de cons truir los estados Ixn ) , con sentido fí si co, a partir
de los [ x ) . que ' n o lo tien en. .

(3.36)

-18-
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.p a r a dx suficientemente pequeño. El principio de superposlclOn se escr i­

.h ir á, al convertir la seri e en integral, de la s ig u ie nte forma:

'q u e llamaremos funci ón de on da para ope radores de espec tro co n ti n uo,

.a unq ue, en verdad, difiere d e (3.35) en el f actor 11 dx . P ara ob te ner es ta­
dos físicos hemos asociado los elem en tos del espacio de Hilbert impropio
d e la forma expresada en (3 .37) , es -decir , h emos formado "paquet es " de
e sta dos impropios.

El operador unidad se escr ib irá a si:

.d on de la función <p (x ) es

I<P >= .f: qJ (x) dx I x >

. qJ (x ) _ ( x IqJ )

1 = .f-"~ I x >dx ( x I

. (3.37)

(3.38)

( 3 . :~ ~))

lo cual 'in d ica la m anera có m o ge neraliza r toda s , la s relaciones del Alg e­
.b ra de la Medida co n só lo a firmar que la s su mas q ue aparezcan r espect o
.a los índices de valores propios de operadores de espectro co n tin uo, se con-
v ie rten en integral es r esp ect o a l p arám etro correspon die n te. .

La rela ción de or tonor malida d (2:32) que en el caso de es p ec tro d iscre­
to se exp resa m ediante la delta de Kr oriecker te n drán en el espacio de
H ilbe r t impropio un se n tido di stinto cua n do trata mos con oper adores de
-espeotr o co n tin uo. E n ef'ecto, a parti r de los estados f ísi cos I x" > for ma-
-dos por p aquet es de es tados imp ropios tenemos

-o también

( x' I x >=
dx

(3.40)

(3 .4 1)

" euyo signifieado es eviden te . El p roduct o ( x' I x > será nul o si x ' =1= x ;
esto será asi si empre que dx =1= o. P ero si queremos estudiar el caso
x = x', hemos de hacer dx -) o y en tonees ( x' I x > es infinito . E scribimos

(3.42)

'in tr od ucien do la llamada delta de Dira c cuyo va lo r es ce ro para x ' =1= x
:e infinito para x ' = x.

Puesto que la s sumaciones so bre indices de espect ro di scret o se con­
vier te n en integrales para el caso co n ti n uo, la prop iedad 'sigu ien te de la
.delta de Kronecker

L f (a!7-) ():¡, 13 = f (aI1)
a

(3.43)
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se tr-aduce en

f: f (x) dx ()(x - x ' ) = f (x ') (3.44)

Como ca so particular se tiene

(
~x /1x )x+ - -,x---
2 2

- De la misma forma en que ( a "'- I al! ) = 5a.,13 es la función de onda de
IaIJ ) en su misma representación, ( x ' I x ) = ()(x' ----' x) puede s er inter­
pretada formalmente como una función de onda impropia del estado im­
propio Ix ) en' su misma representación. Sin embargo, aunque tal delta
.de Dirac sea impropia, ya que no corresponde a si tuación física alguna, la
manejaremos en nuestros ,cálculos siempre que sepam os interpretar lue­
go los resultados obtenidos y ex traer de ellos su contenido físico, para
lo cual bastaría construir paquet es de on das (de es ta dos impropios).

La definición (3.36) puede ser considerada como un caso particular
de {3.37) en el caso en que cp (x) sea nula fu era del intervalo

(3.45)J
.oo

, dx()(x - x ' ) = 1
-00

Entonces (3.37) se convierta en

Ahora bien, si ~x es pequeño, I rp ) será el estado en que sabemos con;
certeza que el sistema se en cuen tr a alred ed or de x, es decir, Iep) = Ix

n
) ,

si x está en el intervalo n. Entonces .

Ax

f
x + ~

I rp ) = cp(x) dx I x )
~xx - -_
2

I cp ) = !xn ) = cp(x ) dx Ix)

(3.46)

(3.47)

si n olvida r que ~x ~ dx, es de cir,

(3.48)1
1

cp(x) = - = =­
V dx

y la r elación de normaliza ción (3.40) es

(3.49)

expresi ón sim bólica que debe ser interpretada también como el límite de
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(3.45) , según la cual, una vez hechos los cálculos n ecesarios para resol ­
ver un problema determinado, la función delt a Mx' - x) deb e ser subs-

tituída por Bx',x ,donde dx es la imprecisión con que de h echo hemos
dx

medido el valor del atributo X.
En general, tendremos más de un observable de espectro con tin uo. El

soporte espacio-ti empo can el cual construimos el espacio de' Minkowski
siempre aparecerá en los estudios de la Mec ánica Cuánti ca . De la misma '
forma que en (2.19) definimos l a delta de Kronecker cor respon diente a un
c onj u nt o completo de observables, hemos de introducir aquí una delta de
Dirac más complicada que también será producto de d eltas de Dirac, Y

así, ,si ah ora x = Xj' j = 1,2',3, e's Un punto universo (con cuat ro co mpo­
nen tes) la correspondiente delta de Dirac será :

(3.50)

(3.51)

Para que un vector es tado tenga sentido ha de ser normalizable a uno ;
t al hecho se expresaba diciendo que su m ódulo ha de se r finito. Para el

. c aso de- soporte continuo la función de ondas ('3.38) h a de ser cuadr ática­
mente integrable y verificar

J::* (x) dx <p(x) < oo

si ha de representar situaciones físicas .

5. DISTRIBUCION DELTA DE DIRAC

Hace ya más de medio s ig lo que H eaviside (1) introdujo sus r egla s
para el cálculo sim bó lico. Con ellas, m ediante cá lcu los m atemáticos p oc o
Tigurosos y muy a u daces, obte nia soluciones válidas de p roblemas físi cos.
Des-p ués Dirac (2) 'Presentó su famosa delta que con te nia ideas aún más
inaceptables para los matemáticos (3) -pero cuyos r esultados estaban jus­
tificados pOT su éxito. Cuando tal situación contradictoria aparece, nace,
.generalmente, como consecuen cia de la misma, una nueva teoria m ate­
mática que justifíca y da rigor al lenguaje de la E ísica ; tales con t radic ­
ciones aparentes s on importantes fuentes de progreso.

L. Schwartz (3) h a conseguido formular una sín tesis p or medio de su
" Teorí a de Distribuciones " que engloba de una forma a la vez sen cilla y
matem áticamente r igu rosa todos los resultados obtenidos por los fisi cos .
Para ello ha tenido que gen eralizar los con cep tos de función y m edida, y
presentar nna buena definición de derivada aplicable a est os nuevo s do-

Q) HEAVISIDE, «ON OPERÁTORS IN MATHEMATICAL PHYSICS», Proc. Roy. Soco 52, 504
0(1893) Y 54, 105 (1894) .

(2) P . A. M. DIRAC. - «THE PHYSICAL INTERPRETATIO N OF QUANTUM DYNAMICS». - Proc,
]toy. Soco 113 621 (1926) .

(3) 1. SCHWARTZ. - «Theorie des Distrib utions», 1 y H, Parí s, Herrnann & Cie. - 1950, 1951.

-21 - .



(3.52)

Rr;V/~.TA, DE LA A,CAD EM IA" ' P,E CIENqAS EXACTA S , Fl SI CO · QUIMICAS y NATURAL~S.

mimos matemáticos. Pero, desgraciadamente, todas las partes de su tra­
tado requieren cierto conocimiento de la topología general 'Y del an álisis.
funcional. Nos limitaremos, pues, a estudiar las propiedades de la distri-; ,
bución delta' de Dirac heurísticamente, utilizando métodos semejantes' 'a­
los usados por Dirac inicialmente aunque sabiendo que los resultados que
ob te ngam os son válidos, y están libres de la crítica de ' Ton Neum án n (4 ) ..
pues pueden ser demostrados 'ri gu rosam ent e (5) .

La delta de Dirac es u n a generalización de la delta de Kronecker para .
el caso de soporte continuo ; Mx)es nula para todo x ex cep to pata x = o.
punto en el que 'se hace infinita, de forma que se verifique la relaci ón fun':'
damental .

.f: 00 dx f (x ) () (x) = feo)

supuesta la existencia de 1'(0).
Las propiedades que vamos a atribuir a la di stribución delta serán.

obtenidas operando formalmente bajo el signo integral; y solamente baj o-.
el sign o integral tendrán por consiguiente auténtica validez.

Así , por ejemplo, decimos que I)(x) es par porque se verifica

J_: dxf(- x ) &ex) = 1'(0)

Cambiando x ~ - x se convierte en

J' 00 dxf(x) M- x ) = 1'(0 )
- 00

que comparada con (3 .53) nos lleva a la conclusión de ' qu e

()(x) =M-x)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Puesto que 1'(0) existe h a de ser acotada. De

deducimos
l'00 dx x f(x) ()(x) = o

, ~OO

x()(x) :- o

(3.56)

(3.57)

Si en (3.52) hacemos el ca mb io x ~ Ax llegamos a

(3.58)

(4) J. VON NEUMAN. - «Fundamentos Mat emát icos de la Mecáni ca Cuántica». - Trad. R. Ortiz ,
C.S.I.C. 1949.

(5) . Rigurosamente la delt a de Di rac es una medid a y 1'0 una función , mientras que su deri vada e50
una distribución y no un a medi da .
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y; -p or consiguiente,

CUA NTICA

¡/,IMAX) = ~lx)

RELATIVISTA

(3 .59)

puesto que la delta es par.
De forma semejante podemos justificar las siguientes propiedades de

mucha aplicación en los cálculos necesarios para los estudios nucleares.

f(x) ~(x - a) = fea) Mx - a )

Mx2~/,2 ) =+\/,1- 1 ¡b(x -:»'+ Mx +A)} (3.60)

•. (3.61)

Introducimos ahora la derivada de la delta de Dirac mediante

J: 00dxf(x) ~'(x) _~ - f'(o)

donde 'f' (o) es la derivada de f(x) respecto a x ·en el origen. Justificamos
esta definición integrando formalmente por partes la relación (3.52), con

. lo cual queda

Joo - [ ] 00 ¡ oo_ oodxf'(X) b(x) = __f(x) Mx) 00 - ..... ~xf(x) /)'(x)

= - J oo dxf (x) ~' (x)
- 00

(3:62)

pero la distribución derivada ~'(x) no debe ser interpretada con el signi­
ficado que damos a la derivada d_e una función diferenciable. Establece,
sencillamente, una relación cuya demostración rigurosa sale de los lími­
tes de este tratado .

Mediante la igualdad

deducimos

J..:....oooodXf(X) xó' (x) ~-== ~ feo)

x~'(x)!+ ~(x) = o

(3.63)

(3 .64)

que puede ser obtenida también derivando (3.57).
La función paso de Heaviside E(X) se define haciéndola idénticamente

nula para argumento negativo e igual a uno para argumento positivo

o

1

x <o

x >o

(3.65)

Evidentemente, se verifica la siguiente relación

J~ ~x~(X) = E (y ) (3.66)
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que pued e ser interpretada formalmente diciendo que la derivada de la
fun ción de Heaviside es la 'd elt a de Di r ac

e'(y) = bcy) (3.67)

= 1'(0 ) (3 .69)

(3.68)

E

cuyo significado apa rece al calcular

1=J~- dxf' (x ) ()(x) = lilll '~l'" dxf(x) --- -
- E -> o . 'li: - <Xl

1 f 1 1 rce dt= lim - d U(Et ) = 1'(0) -
E -> o n 1 + 12 :n: 1 + t2

• - ce

L a delta de Dirac adm it e representaciones que son el limite de Iun­
. ciones ordinarias. Tales expresiones sólo adquieren sentido baj o el signo

integral; y la forma de justificar su validez nos muestra cómo h emos de
utilizarlas en los casos prácticos. Así. . por ejemplo, escribiremos

. 1 E
/)(x) t= lim - - --- -

E -> o :n: E2 + x2

desp ués de h acer el ca m bio x = El. E sta forma heurística de justific ar
( 3.68) ín dica que hemos de hacer prímero las ope raciones algebraicas s u­
ponien do E~ o y luego pasar al limite.

Otro ej emplo que resu lt ará muy práctico es

l JT -/)(x) = lim -- e ix ¡ dt
T ... o 2:n: -T .

. - C:3. 70)

E videntem ente tal limite n o existe ; pero sin emba rgo vamos a darle se n­
tido: Antes de pasar al límite se tiene

1 [T
2:n: • -T

'X'd sen xTe t t:=: - - -
nx

(3 .71)

y en to nces la in tegr al 1 es '

(3.72)

:n: y

sen y
1~f ~xf(x)/)(x) = Iim rce dy l' (~)

• _ 00 T ... O. _ ce 'I

= 1'(0) f ce tI) sen y = 1'(0 )
. _ ce :n: y

A' pesar de q ue hemos ll amado impro p io el espacio de Hilbert no .se­
parable, porque carece de sentido fí si co, hemos de advertir que única­
m ente por medio del contenido to tal de experiencia y teoría fís ica pueden
se r definidos de u na manera apropiada los concep tos en F ísi ca. Nie ls

-24-



CINEMAT1CA CUANTICA RELATIVISTA

Bohr cree que cualquier intento para definir rigurosamente los conceptos
físicos viola necesariamente su verdadero significado físico. Por consi­
guiente el deseo del matemático de una presentación deductiva de la teo­
ría física no puede en principio ser satisfecho. La Fisica no puede olvidar
que la imagen que presenta del mundo real es obra del hombre, capaz
de ser perfeccionada. No existe teorema alguno que -dem ues tr e que tal
imagen es necesaria y suficiente; más bren creemos lo contrario. Por esto
el postulado enunciado según el cual el espacio de Hilbert separable es
el "propio" para representar la realidad fisica puede ser revisado cuando
se logre presentar una teoria coherente de la Física Nuclear ultra-rela-
tivista. .

6. REPRESENTACION DE MOMENTO Y DE COORDENADAS

Si, pues, f'(x) .es desarrollable en serie de potencias y derivable térmi­
no a término, por ejemplo, si es analítica, llegamos a las siguientes re-
laciones .

Evidentemente puesto que operadores canónicos conjugados no con­
mutan, cada uno de ellos ha de estar incluido en distinto conjunto corn­
pleto de observables compatibles dando origen a distintas representacio­
nes del sistema físico Aqui "representación" es utilizada en ~l sentido
de determinación o medida de los atributos del sistema. En particular po­
demos hablar de una representación de momentos y otra representación
de coordenadas. .

Veamos cuáles son las propiedades algebraicas de dos op eradores
cualesquiera que satisfacen lª · relación (3-24) . Consideremos una fun­
ción f(X) del operador coordenada X y la función derivada fCl (X). Para
definír f'(X) hemos dé considerar la existencia de f(x), donde x es un

1 f . . d . d f () df'(x) .parámetro, y a uncion eriva a, (~x -- respecto a x. Los valo-
dx

res dc las cantidades I(X) y f(l (X) en un sistema han de ser calculados
de forma distinta a par-tir dc los datos que dé un mismo aparato capaz
de medir X.

Algebraicamente se tiene por medio dé (3.24).

[P,X2] = PX2_X2p = (XP - j!i)X'-X2P~X(XP- jli) -ifiX-X2P=

=- 2ili: X (3.73)

y, en general, puede verse por inducción, que

[P,X'] =-infiX'-l

[P,f(X)] ~ - ifif(l(X)
[P,[P,f(X)]] ,==(_jfi)2f(2(X)

[P, [P, [P,f(X)] ] ] \= (- iii)"f('(X)

(3-74)

(3.75)
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donde f(~(x) es la derivada enésima de f(x) respecto a x, Hemos de hacer
ahora una advertencia sobre la validez de las ecuaciones (3-75). En el
caso en que f(X) contenga explícitamente el parámetro x, es decir, cuando

f(X) :.- F(X,x) (3.76)

evidentemente f(1(X)

que hemos de tomar

que entra
dF(y,x)

dy

dF(x,x)
en (3-75) no es obtenida de sino

dx
es decir, el operador P no genera la parte

de la derivada correspondiente a la aparición explícita del parámetro x en
la definición de f(X) sino solamente la parte que pudiéramos llamar fí­
sica que se caracteriza porque ef valor de f(X) cambiará cuando haya
cambiado el valor de X medido en el .sisterna, es decir, en este caso, cuando
el sistema físico haya sufrido una traslación. Supongamos pues que f(X)
no depende explícitamente de x, y realicemos entonces una traslación in- _
finitésima del sistema, \'ix, en la dirección de la coor denada X. La f(X)
se convertirá en f(X '+ óx). Con ayuda de (3.75) se tiene, linealmente
en \'ix .

(3.77)==e

f(X + \'ix) :::: f(X) - i~ ()X [P ,f(X) ] "-' (1 - ~; p) f(X) ( 1+ ~: 1') ==:

_ \'ix p + \'i. x P
iJi f(X)e I1i

Interpretamos esta relación diciendo que P genera el movimiento en X,
o sea, el momento es el generador de las traslaciones. Más adelante es­
tudiarernos este punto más detalladamente. Cabe generalizar (3.77) para
el caso en que la función dependa de los tres X j ('j = 1,2,3. Se ·tend rá
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+ _l_ ox.p .
f(X1,X2, oo . ) e ili J . J

(3.78)

Podemos también demostrar que el operador coordenada es el gene­
rador de los cambios. de momento. Bastaría para ello calcular [X,f(P)] =
= ¡Ji f (l (P ) Y seguir un desarrollo semejante.

En general P no depende de x, pero hay casos .en que así ocurre. Por
ejemplo el hamiltoniano puede ser una función explícita del tiempo. En
tales casos el operador P que 'figu ra en (3-75) debe estar particularizado
para el valor de x correspondiente.
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Un ej emplo, clarificará lo a n terior . Podemos volver a ap licar la misma
traslación infinitesimal a ambos miembros de (3-77) , obten iendo

donde hemos indicado explícitamente cuál de estos op eradores gen era cada
una de las dos traslaciones infinitésimas . Si P es independiente de x

(3.79)

&x &x
+-.- P 1) + - .- P(2)

l /i I tif (X) e

&x ()x.' --¡¡; P (1) - --¡¡; p (1)

rrx + 2()x) =e

(3.80)

y los exponentes pueden sumarse, teniendo, en ge n er a l, para una trasla­
ción finita

f (X + x) =e

xP
---

in

xP+-' -
f (X) e iñ

<3'.81)

Pero cuando P dependa exp lícitamen te de x , P (2) estará particulariza­

do para un valor de x que difiere en &x del val or en que lo es tá P (1) ' P or
consiguiente, en gen er a l, t ales op era do res n o co nm uta r án, y no podremos
multiplicar la s exponenciales sumando los exponentes. P ara un a tra sl a­
ción finita habremos de con serva r el or de n que aparecen los op era do res
que producen las ,traslaciones infinitésimas .

Veamos ahora cuál es la a cción de P sobre un es ta do Icp ) en r epresen­
tación de coordenadas. Nos interesa, pues, ca lcu la r <x IP Icp ) . Para con­
seguirlo, escribimos P de la s igu ien te forma

P== +"in [(1 +~P)_ 1]
ox In

(3.82)

lo cual, m ediante el uso de la h ermiticaconjugada de la ec uac ió n (3.32) , da

(3.84)

<x IP ¡ep )= lim~ ( .; ~ - Ilxl cp ) - í x I cp ) ) = - i ti~ cp(x) (3.83)
ox- ax ox _

. donde cp(x ) es la función de ondas del estado I cp ) en r epresentación d.e
coordenadas. Esto indica que en representación de coordenadas el op era­
dor P, r elacionado con X m ediante (3.24) , produce el efecto de derivar
la función de ondas. De aquí que frecuentemente se es criba

P
. O ·

j ,-..J - In-­
oXj

Si introducimos ahora el continuo de P , caso de que exista , m ediante

P Ip )= PIp ) (3.85)

vemos que la función de ondas de P I cp ) en rep re se n tación de momen-

- ,'}Ji-



REVIBTA DE LA ACADEMIA DE CIE)NCIAS EXACTAS, Fj SICO. QUIM.lCAS . y NATURALES

tos es p<p(p) , donde <p(p ) =:::j ( p I <p ). De igual forma podríamos demos­
tr ar que en r epresentación de momentos la coordenada X, es

(3.86)X . r-J i n_ o_
l OPi

para el espacio de tres dimensiones.
Queda por estudiar la forma cómo pasamos de 'la r epresentación de

momentos a la de coordenadas. Para ello hemos de calcular ( p Ix) . In­
troducimos el elemen to de m atriz M = ( p IP Ix ); si lo consideramos
com o el producto de ( p IP por I x ) la ecuación conjugada hermítíca de
(3.85) da M= P ( p Ix ); si lo vemos com o el producto de ( p Ipor P [x )
mediante (3.82) y la ecuación (3.32) resulta

. o
M=l ti - ( p I x )

ox
o

i ti - (p l x ) . p (p l x )ox (3.87)

y, p or cons ig uien te,

+ px
( p I x ) = ce i ti

_ px
(3.88)

( xl p ) = c *e i ti

P uest o que una fa se constante no m odifica en nada el contenido fí­
sico de la teoría, según indícamos en el cap ít ulo segu n do, elegim os

1 .

V 2rri fi
(3.89)

come consec uen cia de comp arar (3-70) con
p(x' - x)

i ti .

(3.90)
Establecemos ahora la relación entre las funciones de onda en ambas

represeritaciones

(3.91)

-28-
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10 cual indica que las funciones de onda del mismo estado en las r.epre­
s en tac íones de momentos y coordenadas están relacionadas por medio de
una transformación de Fourier. Los términos función de onda y paquete
de ondas justificados ahora al ver que de hecho están formados por corn-.
binaciones lineales de ondas elementales.

En general cuando trabajamos con las tres dimension es del esp ado
o r dlna rí o.

(~ .9 2)

Observemos que el operador P tiene dos representaciones distintas me­
diante derivadas respecto al soporte continuo. La relación ('3.83) dio la
representación (3.84) cuando la dedujimos utilizando la ecuaci ón h ermí­
tica conjugada de (3.32) ; mientras que en (3.87) obtenemos una expr esión
semeja n te pero con el s ign o cambiado. Por esto es precis o expresar la
f orma como han de actuar estas derivadas y escribir

con 10 cu a l (3-87) es

(3.93)

Corno ejercicio de gran interés práctico vamos a ca lcular el siguiente
elem en to de matriz ( x Ip mIq¡ ). Ya conocemos por ('3.83) que la fun­
ción de onda del estado P Iq¡ ) es igual a - i 11. veces la derivada r especto
a x de la función de onda de Iq¡ ). Siguiendo el mismo procedimiento uti­
lizado entonces, llegaremos a la conclusión de que ( x Ip2 Iq¡ ) , o sea, la
función de onda de p 2 Iq¡ ) en -i Ji veces la derivada respecto a x de la
función de onda de P Iq¡ ) . De esta forma, pues, se demuestra fácilmen-

te que

(3.94)

7. PRINCIPIO DE COMPLEMENTARIEDAD DE BOHR

Ya hemos indicado que no debemos buscar el origen de las relaciones
-d e incertidumbre de Heisenberg en los er r ores com eti dos al realizar los
exper im en tos de medida debidos a que los instrumentos de medida nunca
son perfectos y no permiten determinar los valores de los observables
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con ' una precisión infinita. En todos los razonamientos anteriores hemos
s up ue s to que esta clase de er rores es despreciable. El fundamento físico
d~ . la s r elaciones de incertidumbre es la modificación que' el estado del
s istem a medido sufr e como consecuencia de la intervención del aparato
de m edida, modificación que hasta cierto punto es incontrolable. Deci­
'IÚ OS ihas ta cierto punto pues la perturbación imprevisible sufrida por
un . sistema físico cuando en él r ealizamos una m edida es suficientemen­
te fu erte para que siempre se c um pla el principio de Heisenberg;

Los postulados fundamentales ' de la Mecánica Cuántica fueron Ior­
'm u lados hace más de treinta años. La. Físíca del siglo XIX sólo conocía
Il:i Mecánica Clá sica La repres entación de un sistema cuántico por medio
de los elem en tos defespacio de Hilbert llama la atención por su carácter '
abstracto. Además, la interpretación estadistica es difícil de captar intui­
tivamente. Ahora bi en, si intentamos r epresentar los fenómenos cuán­
ticos por medio de las imág enes que el h ombre obtiene del macrocosmos,
es decir, de una maner a concreta y más ac cesible a la intuición, llegamos
se mp re a con tr adicci ones. E st e es el or ige n de la dualidad partícula-onda
d e los siste mas cuán ti cos, los cuales presentan los aspectos contradic­
torios de particulas y de ondas. Esto no quiere decir que no sea posible
construir una imagen coherente de los fenóm enos cuánticos; lo único
que afirmamos es que nadie lo ha hecho aún.

P er o es preciso advertir que ningún r equisito lógico exige que los
c on ceptos- m ás o menos abstractos de una teorí a fisica puedan ser exp re ­
sados en lenguaje concreto, capaces de se r apreh en didos por nuestra
im ag inación . La ausencia de unas imágenes que ay u de n a nuestra intui­
ción no es una insuficiencia de la teoría cuánt ica . Desde el punto de
vista lógico, da aparente contradicción que nace en la cinemática cuántica
al consider~r los sistemas físicos qu.e estudía bajo los aspectos contra­
di ctorios de partículas y de ondas fue resuelta mediante el principio de
com ple rn entar iedad desarrollado en 1927 por BolIT. Llamamos principio

. de complementaríedad al nuevo ,ín st r um en to lógico que líga conceptos que
,se excluyen mutuamente y que no pueden, por consiguiente, ser aplica­
dos al mismo tiempo porque son contradictorios aunque, .en verdad, am­
hos son necesarios para obtener una descripción completa de la realidad
física . -

Según Bohr, para estudiar los fenómenos Iisícos s iem p r e es necesario
utilizar la terminología clásica - del macrocosmos- aunque el fenómeno
pertenezca al microcosmos. Además, puesto que hay una fuerte inter­
acción en el dominio cuántico entre el fenómeno fisico y el instrumento
con el que se le observa no exíste la distinción natural y clara ent r e
ambos que exige el con cepto ordinario de obs ervación y, por consiguiente
los r esultados de observac iones efectuadas en el mismo sistema bajo dis­
tintas con diciones expe rimen tales no pueden alcanzar su unidad en una
imagen única , sino qu e aparecen con as pe ctos cotradic tor ios.

. Par a evitar los errores que aparecen a l utilizar sin cuidado t al es imá­
genes cont radic to r ias - las de partícula y de onda- hemos de delimitar



claramente sus dominios de validez. El principio de incertidumbre de
Heisenberg exp resa las restricciones con que podemos utilizar ambos pun­
tos de vista. Este principio contiene de una manera cuantitativa muchos
aspectos del de complementariedad de Bohr s i enunciamos este último di­
ciendo que la descripción por m edio del lenguaje clásico de las propieda­
des físicas de sistemas cuánticos utiliza necesariamente pares de varia­
bles canónicas conj u gadas, de forma que el conocimiento de cada una de
estas variables está restringido por el prinipio de incertidumbre.

El principio de incertidumbre es, pues, el precio que pagamos por in­
t entar describir fenómenos físicos mediante conceptos contradictorios, pero
.s hn ult áneamente hemos de abservar que el mecanismo lógico contenido
en el principio de complementariedad implica una ampliaci ón considera­
hle de los medios humanos para describir los fenómenos naturales. Mien­
tras que la Física de los siglos precedentes se rige por un sistema lógico
estrecho, del cual es pieza fundamental el principio de contradicción, los
fenómenos cuánticos establecen una conexión entre varios conceptos con­
tradíctoríos mediante el principio de complementariedad, el cual consti­
tuye un definitivo avance lógico para es tu dia r los fenómenos físicos .

La dualidad partícula-onda es mantenida por el principio de comple­
m entariedad pero bajo su luz deja de ser paradójica: los aspectos ondu­
latorios y corpusculares de los sistemas cuánticos son dos aspectos corn­
plementariosque no pued en manifestarse más que por medio de dispo­
sitivos experimentales que se exc luyen mutuamente. Todo intento de ob­
servar uno de los dos aspectos implica una modificación del dispositivo
experimental que ' destruy e cualq uier posibilidad de ' _observar el otro
aspecto.

C. 1 N E M A TIC A CUANT1CA R E L A T 1 V 1 S T 'A

R. TEORIA DE TRANSFORMACIONES

Hemos .u ti lizado la palabra representación en dos sentidos distintos.
En primer lugar llamamos "representación" del sistema físi co a l conj un­
to completo de observables compatibles cuya medición da el máximo co­
nocimiento posible del mismo. Obtenemos entonces sistemas completos
de estados ortonormales cor r esp on dien tes a cada conjunto completo de
observables compatibles . Surge el segundo concepto de "representación"
al representar los estados de un sistema y los operadores por medio de
los distintos sistemas completos de estados ortonorrnales. Sin em ba rgo ,
no cabe confusión alguna ya que .en .un caso se trata de r epresentar el
sistem a físico, y en otro de representar los es ta do¿ y obser vables.

R ealizar una transformación en un s is te ma físico es reemplazar cada
uno de sus obser vab les X p or un nuevo observable X, cada u no de s us

estados vectores I <p ) por un nuevo estado 1<i0 '. de for ma que se conser ­
v en las propied ades físi cas del sistem a . P or hip ót esi s, el obser va ble tran s-
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(3.95)

(3.96)

(3.97)

U BA 1= ¿ Iba; ') ( a e.t I
e.t

Sus elementos de matriz .en la representación A son

( al I U BA IaS) = <al lbS )

y en la representación B son

(bY I.uBA IbS ) = (ail bS ) (a.98)

es decir, son iguales en ambas representaciones.
Tal operador actuando en un estado unidad Ial ) de la representa­

ción A lo transforma en el correspondiente Ib
'

) de la representación B

UnA Ial ) = : b
'

) (3.99)

forÍnado X debe tener el mismo espectro de valores propios que el ori­
ginal X, y los estados propios de cada valor propio de X han de ser los
transformados de Ios estados propios 'del mismo valor propio ' de X. Estas
son las dos condiciones que expresan la conservación de las propiedades
físicas al realizar la transformación. Como ejemplo de transformaciones
podemos citar las rotaciones, translaciones, simetrias.

Es preciso, sin embargo, pasar del concepto físico de transformación
al matemático, y hallar la expresión matemática de los operadores que
realizan tales transformaciones. Para alcanzar este objetivo vamos a es­
tudiar las transformaciones que cambian la representación de estados y
observables. Siendo las representaciones distintas formas de expresar el
mismo contenido Iísieo, tales transformaciones conservarán las propieda­
des físicas del sistema,

En el capítulo anterior llegamos a la conclusión de que la transfor­
mación que lleva de una representación de un operador a otra, es una
transformación de semejanza, como era de esperar, ya que no es más-que
un cambio de ejes. El operador que realiza tal transformación tiene por
elemento de matriz las funciones de transformación.

Supongamos que nos referimos en particular a las representaciones.
A, B,C... Tratamos de hallar los operadores que realizan el paso de una
representación a otra. Para lograrlo, establecemos arbitrariamente una
correspondencia biunívoca entre los distintos estados unidad de cada Te­
presentación; lo cual es' posible, ya que según vimos el número de esta­
dos unidad de una representación es independiente de la representación,
es decir, es el mismo en todas las representaciones, Fijamos, pues, que
estado I be.t ) corresponde a un cierto estado I aa; )

y así sucesivamente para cada par de representaciones.
El operador U BA que realiza la transformación de la representación

A a 'la representación B es

REVISTA DE LA ACADEMIA DE C/ENCIAS EXACTAS , F/S/CO· QUIMICAS y NATURALES



Llamamos transformación unidad aquella que no cambia la repre­
sentación. El operador que la realiza es el operador unidad

Dada una transformación generada por U BA "p odem os' también con­
sideral' la transformación reciproca que deshaga el cambio de represen­
tación que hizo la primera; el operador correspondiente será

(3.100)

(3.101)

(3.102)

RELATIVISTAC UA NTICA

U AB U BA = U AA = 1
U BA U AB = UBB=I

U AB = ¿ Iaa ) <ba. I
a

U AA 1= ¿ Iaa ) ( aa I= 1
a

Evidentemente, se verifica

equivalente a
U - I

ll A = U AB

También es una transformación la realización s ucesiva de dos o más.
transformaciones. Por ejemplo, podemos considerar el paso de la repre-·
sentación A a la B, y luego de la B a la C. La transformación resultante
será el paso de la representación A a la C generada por el operador U e A

Puesto que se verifica

CINEMATICA

Luego estas transformaciones, al op erar sobre un estado cualquiera Icp )
dan otro distinto J'1\I ) cuya función de onda en la nueva representación: -

Los operadores cuyo herrnitico conjugado es su reciproco se llaman uni­
tarios si pueden ser aplicados a un estado cualquiera. Tal es el caso con:
Jos operadores que generan la mayoría de las transformaciones.

Veamos cómo se transforma un estado cualquiera bajo la acción de"
estos operadores unitarios. Sea I cp ) tal estado que en representación.
A es

(3 .104)

(3.105)

U :+BA = U-IBA

I cp ) = ¿ cp (aa:) Iaa )
a

J1\I )= U BA !cp )= ¿ cp (aa.) ,_ba )
a

Aplicando el operador U BA

U e BUBA = (¿ IelJ ) <b (3 I)( ¿ Iba ) <aal) = ¿ Ica) <a<X 11= U e A (3 .103)
~ a a

vemos que a la realización sucesiva de dos transformaciones corresp on ­
de un operador U e A que es el producto de los que generaban dicha s
transformaciones.

Hallando el herrnitico con j ugado del operador U BA se tiene el U AB :

que es U -IBA' es decir,
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(3.112)

(3.110)

(3.109)

(3.11'1)

(3.107)

(3.108)Z=UZU-1Y = UYU-1X= UXU-1

-34~

(Iu e multiplicada por U da .

U+A¡U 1= A¡U+U= U+UA¡

y se verifica

X+Y=Z

también se tiene X + y = Z. De forma idéntica llegamos a XY = Z si tu­
viéramos XY = Z . En general, si una ecu ación f (X,Y,Z .. .) = O expresa

una ley física en una cier t a r epresentación, la ecuación f(X;Y,Z .. .) = O es
otra expresión de la misma ley pero en distinta representación siempre
qu e tomem os el operador de transformación de la forma indicada.

Evidentemente si X es un observable, x también ha de serlo, para que
cor re spon da a la misma realidad física. Tal hecho está asegurado por la
unitariedad del operador que realiza los cambios de representaciones.
En efec to si X es obse rv able X 1::= X + y 'entonces

tiene igual valor, <p(a e() = 1V(b li ) , que la función de ondas del estado pri­
mitivo en la r epresentación original.

De la relación evidente para el elemento de matriz de un operador
cualquiera X

Si tenemos un conjunlo completo de observables A formado por los ope­
radores A p es condición necesaria para que todo A¡= UA¡U-1 sea h er­
mítico que U sea unitario. En efecto se verifica

Jo que implica, tomando la hermítica conjugada de aquella relación

deducimos que el operador X U X U -1 tiene los mismos elementos de
matriz en una nueva representación que el operador X en la primitiva,
si U es el operador que realiza la transformación de la nueva a la pri­
mitiva .representación. Y puesto que los elementos de matriz son los que
llevan el sentido físico de la teoría, en una transformación en que los es-
tados se ir ansfor men en I(p)= U I rp ) los op eradores sufren una trans­
formación de semejanza X=::; U X U - l.

·La propiedad fundam ental de la transformación de semejanza con
ope radores lineales es la de conservar las relaciones algebraicas . Si
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(3.118 )

(3.117)

(3.116)

(3.115)

(3.114)

RELATIVISTA

U+= U-l

CUANTICA

E inversamente toda transformación E bajo la cual el producto escalar
.de dos estados permanece constante es una transformación unitaria. Pues
si se ha de verificar

se verifica

La totalidad de tales operadores forman grupo respecto a la opera­
-ci ón de multiplicación. El operador unidad es unitario; si U es uni­
tario también lo es U-l; si U1 Y U2 ·son unitarios, también lo es U1U2 '

La propiedad fundamental de los operadores lineales unitarios' es la
de corresponder a transformaciones bajo las cuales el producto escalar
es invariante. Si definimos los estados transformados mediante

U+U i= 1 (3.113)

Los operadores que conservan el producto escalar entre ciertos estados
unicamente se llaman isométricos.

La relación (3.107) para operadores unitarios cualesquiera se gen e­
raliza en

Queremos estudiar las propiedades de los operadores lineales unil.a­
:rios, U, o 'sea de los que definidos para todo elemento del espacio de Hil­
.bert verifican

'9. GRUPO UNITARIO

'si tal transformación ha de conservar la longitud de los vectores como
·se ve a corifinuación

Por consiguiente U+U conmuta con todos los operadores de un con­
junto completo de operadores compatibles ;si no es un operador del con­
junto, hade ser un múltiplo de la unidad. De hecho tomamos

.(; I N E M A T I C A

( <¡Jl IE +E i <¡J2) = ( <¡J l I <¡J2 )

. j)ara todo par de estados, deducimos

E +Et= 1

(epl IXIq;; ) = ( <¡Jl IXI <¡J2 ) (3.119)

j)ara un operador X definido en (3.108) .
Es fácil comprobar que un operador unitario U puede ser la expr e-
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(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.120) .X= VXV-l

1
V=l ·i.. ' - -C>W,

J i ti rv

sión matemática de una transformación fí.sica si definimos su opera­
ci ón sobre estados y observables como sigue

Puesto que los operadores unitarios forman grupo, en el caso de grupos
continuos, tendrá especial interés el estudio de los operadores unitarios
infinitesimales, ya que podremos formar operadores unitarios que co­
rrespondan a transformaciones finitas como producto de un número su­
ficientemente grande de operadores unitarios infinitesimales. Y, así, para
estudiar las transformaciones continuas que sufre un sistema físico bas­
tará hacerlo con las transformaciones infinitesimales. Las traslaciones,
rotaciones ... son transformaciones continuas.

Si G¡, es un operador herrnitico y A es un parámetro, el operador

es un operador unitario infinitesimal si ()A es suficientemente pequeño.
Para comprobarlo basta calcular su hermítico conjugado

y, además, -1 ep' ~= v' I qi ) solo difier e de .1cp) en un factor de fase, lo
c ua l no modifica el contenido físico del estado. Así ll egamos a la conclu­
sión de que a cada transformación física corresponde un operador uni- ·
tario que, exceptuado un factor de fase , está definido completamente por
las leyes de transformación de las variables dinámicas del sistema. .

Si A es un operador hermítíco, el operador V = e'A es unitario como
puede com p robar se inmediatamente. Mediante los valores y estados pro­
pios de A el operador unitario correspondiente puede escribirse asi
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puesto que los nuevos estados y observables cumplen las dos condiciones
suficientes para asegurar que la transformación conserva las propieda­
des fisicas del sistema. Ahora bien, el operador unitario V que corres­
ponde a la transformación física no está unívocamente determinado por
la relación entre los estados .y observables . antes y después de verificar
la transformación. Pues si Ves el operador que de acuerdo con (3.120)
realiza .la transformación, también U' = Ue'<, donde a es real, puede rea­
lizar la misma transformación. En efecto, se verifica

•

1
V += 1- -- ()AG, = V-li li r,

(3.124)

cuando despreciamos potencias de ()A superiores a la primera. La impor­
tancia de los operadores unitarios infinitesimales radica precisamente
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Si definimos la variación en el es tado l) I rp ) gene rada por (3.123) así

(3.127)

(3.125 )

(3.126)

RELATI,VISTA.

l) !rp ) ¡eV) -lrp )

C UA NTICA

Un observable cualquiera X bajo la transformaci ón generada por
.(3.123) se convertirá en X de acuer do con (3.119) ,

ese veri fi ca

'C IN E M A T I CA

.en que en todos los cálculos el parámetro l)A entra linealmente. Al ope­
rador GA se le llama generador de la transformación continua caracterí­
.zado por el parámetro A,' Sus dimensiones so n las de acción, 1j, divididas
.p or las de X,

El operador GA ha de ser herrnitico y ha de tener sentido ac tua n do
'sobr e cualquier elem en to del espacio de Hilbert para que (3.123) sea
.un ita r io.

Bajo la acción del op erador (3.123) un es tado I rp ) se transf ormará

-en un nuevo estado Icp ) por medio de

x= UXU-l t:= ( 1 +_._1 _ (\}'Gi. ) X ('1 .__. J_ bl.Gi. )

1Ii l1i
( ~U 28)

Definimos aho ra la va r iación del operado r m ed iante

sx X-X
jo cual nos da

"X '!Ji. -G X ]u. l= - '- !. J;".J.
i ti '

(3.129)

(3.130)

donde no podemos cambiar el orden de los factores, pues, en ge ne ra l,
.<lX no conmutará con Y. Pero se tiene

relación en la que figura el con m utador del gen erador con el operador,
No es difícil . comprobar que los conmutadores satisfacen las mismas re­
laciones formales que el álgebra de las diferencias . Esta última da

()(XY) t:=~'[ GA, XY] =~~ [GA, Y ] Y ·.-L X [ G¡., Y ] ¡= (l)X) Y :...L XIlY
i s i " iJi ( I \ . I

(3.132)

Para hallar la variación de feX) definida así M(X) = f(X) - f(X) es-
aA '

c r ibim os M(X ) = - - [GA• f(X)] . Si queremos relacionar ()f(X) con la
iJi

(3.131)()(XY ) t:= (l)X) y + Xl)Y
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Si X es un operador que tiene recíproco X-l es particularmente inte­
resante el cálculo de la variación del operador recíproco que resulta

(3.135)

(3.134),

La validez de

Of(X)~ ;)~ [GA' «x:J.
es consecuencia de lo dicho en (3.108) , según lo cual

;)(X 3) =;) {( XC) X }k= (;)X2) X + X2;)X k= (;)X) X2 :+ X (;)X) X +
+ X2 (bX) (3.133)·

variación bX desarrollaremos f(X) en potencias de X y obtendriamos la.
variación de cada término aplicando sucesivamente (3.131) , teniendo en,
cuenta que ;)X no conmutará, en general, con X. Por ejemplo,

(3.136)

La función de transformación ( aa.1 b (3 ) bajo la acción de un opera­
dor unitario infinitesimal sufre una variación nula

(3.137)

dándonos una de las propiedades caracteristicae de los operadores uni-·
tarios: la de conservar la ortonormalidad.

Observemos aquí que para realizar la transformación Infinitesimal.
correspondiente al operador unitario infinitesimal (3.123) hemos de va-o

-ri ar-sim ult án eam ent e los estados y los observables de acuerdo con (3.127)
y (3.130) a fin de conservar las propiedades físicas del sistema. Al estu­
diar la dinámica veremos que también el movimiento es una transf'orma-.
ción continua . con 'j. = t , el tiempo, pero entonces será suficiente variar,
o bien los estados 'o bien los observables, ya que en los distintos instan-o
tes de tiempo el sistema tiene distintas propiedades físicas .

10. GRUPOS DE TRANSFORi?I'1ACIONES

Con las distintas transformacion es qu e p od emos realizar en un sis-­
tema físico se pueden formar ciertos gr upos de Lransformaciones . Lla­
maremos transformación prod ueto de otras dos a la realización sucesi­
va, y en un orden determinado, de cada una de ellas. Evidentemente, el.
op erador unitario que corresponderá a la transformación producto será,.
exceptuado un factor de fa se, el producto de los op eradores correspon-·
di en tes a cada una de la s transformaciones. Si es p osible, elegiremos las,
fases de los operadores unitarios de forma que a l grupo de transforma­
ciones corresponda un grupo de operadores unitarios. Esta propiedad.

. existe, efectivamente, para ciertos grupos, pero no para todos. En todos,
los casos encontrados hasta ahora en la Mecánica Cuántica siempre es
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11. OPERADORES ANTlUNITARIOS

(3.140)

(3.138)

RELATIVI ST A

X= K X K -l

-39 -

K+ Kt= J( K +i= 1

C U A NTIC A

Iq;- )= l{ I rp )

y la de antil ln earidad

K (/,] IIp])+ !.~ I Cjl2 ») = I,] * (K ICjll » + 1'2* (K I CP2 ») (3.139)

Entonces, si X es un observable, el operado r X también es otro obser­
vable que tiene el mismo espectr o de valores propios que X, y , además,
el sub-espacio de cada val or propio de X se transforma en el corres-

pondiente del mismo valor propio de X. Baj o una transformación anti-

A toda transformaci ón no siempre corresponde ' un operador unita­
rio del espacio de Hi lhert, Hay algunos casos en que la transformación,
aunque preservando las propiedades físicas del sistema, transforma las
relaciones algebraicas en tr e' los observables del s istema en la relación
compleja conjugada, lo cual no puede conseguirse por medio de opera­
dores lineales unitarios , y a que según hemos visto en (3.10S) és tos con­
serva n las r elaciones al gebraicas entre los obse rva bles .

A tales transformaciones corresponden operadores antiunitarios K que
son operadores unitarios antilineales . P or cons ig uien te , satisf acen la r e-o
Iación de unitaried ad

posible encontrar o bien un solo operador para cada transformación del
grupo o bien dos operadores de signo conhoario. Eslo últim o ti en e lu gar
en el caso de rotaciones de un sistema compuesto de un número impar
de spines semi-enteros.

En mecánica clásica las transformaciones aqu í estudiadas correspon­
den a las transformaciones canónicas.

Los grupos de transformaciones más importantes son las transfor ­
maciones del espacio (tr a slacion es, reflexiones, rotaciones) y sus distin­
tos subgrupos. Otro grupo de transformaciones interesantes es el de per ­
mutaciones, que adquiere gran importancia al estudiar sistemas forma­
dos por subsistemas.

CI NEM ATIC A

donde Al Y 1..2 son parámetros complejos . No es tarea fácil interpretar f'í­
. sicarnente la acción de operadores antilineales aunque SOn necesarios
para representar la acción de ciertas transformaciones tales como la in­
versión temporal, es decir, el intercambio de futuro y pasado.

Un operador antiunitario K define una transformación antiunitaria
de Ios operadores lineales y de los ' vectores del esp acio de Hilbert, de
acue r do con las siguientes ley es de transformación
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(3.141)

(3 .143)

. (3.142)

[P,X] = i Ji

-40-

No queremos seguir desarrollando el es tu dio de los operadores an ti­
unitarios: ya que su aplicación es limitada: apare cen esencialmente al
estudiar la reversibilidad temporal de las ecuaciones del movimiento.

Si a los parámetros j, les aplicamos la misma ley de transformación
que a los ope rado res, obtene mo s

Por consiguiente, la transformada bajo un operador antiunitario de
cualquier relación entre. vectores y observables es la relación entre los
vect or es y observables transformados que se obtiene al reemplazar cada
coeficiente por su complejo conjugado. Como ejemplo particular hace­
mos notar que las relaciones de conmutación (3.21) se convierten en

.nni ta ri a los productos escalares se transforman en su complejo conju­
gado; y así (3.107) debe ser substituida por



-41-

PRINCIPIO DE EXCLUSION DE PAULI

RELATIVISTA

CAPITULO IV

' C U A 'N T 1 'e A

Los sistemas del microcosmos, obj eto de estudio de la Mecánica Cuán­
tica , que hemos considerado h asta ahora, no tenían estructura interna, pues
no estaban formados por el conjunto ' de sus p artes sino que los considerá­
bamos como un todo. Sin emb argo, existen sistemas en el microcosmos , tales
como el núcl eo atómico, formados a su vez por otros sis temas -protones
yneutroDE¡s para el núcleo-e- para cuy o estudio h emos de aplicar ' también
la Mecánica Cuántica; llamaremos a estos últimos, subsistemas. El objeto
elel presente capítulo es construir los estados y obs ervables de un sist ema
compuesto por subsistemas idénticos entre sí a partir de los estados obs er­
vables de los subsistemas que lo constituyen.

Apenas estudiamos sistemas formados p or subsistemas distintos entre sí ,
Ell el apartado 3 introducimos el producto directo o topológico de espacios
de Hilbert para presentar la cinemática del sist ema tomando como base la
de los subsistemas. Dos subsistemas son idénticos si sus propiedades físicas
son rigurosamente iguales; ningún experimento permite distinguirlos. Pode­
mos estudiar cada un o de ellos utilizand o el mismo conjunto de observables.
Citemos comcejemplo a dos electrones, o en general, un conjunto de par-
tículas elementales de una clase determinada. .

Hemos de ad vertir . que para aplicar los resultados de este capítulo 'a
casos prácticos es p reciso que la interacción mutua entre los subsistemas
sea despreciable,. de forma que el estado del sist ema esté perfectamente
determinado conociendo los estados de los subsistemas que lo forman . Sí
la interacción entre los subsistemas es ·muy fuerte no podemo s hablar de
subsistemas ni de sus esta dos y hemos de rep resentar al sist em a como un
tO,do o por medio de otro conjunto de subsistemas que cumplan 'la condi­
ción de ser casi independientes.

La diferencia entre' sistema y subsistema es meramente- lógic a: el sub­
sistema es parte del sist ema, p ero ambos caen en el dominio de la Mecánica
Cuántica. "El sistema tien e estructura interna y queremos estudiar .sus pro­
piedades precisamente a partir de la 'm ism a; Al subsistema lo consideram os
como . un todo, sin estru ctur a, pero muy bien pudiera, a su vez, tenerla. · ··

Evidentem ente este capítulo será d e gran transcendencia para la formu­
lación relativista de la Mecánica Cuántica, pues para altas energías tiene

l . SISTEMAS COMPUESTOS DE PARTES IDENTICAS

CINEMATICA
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importancia física la posibilidad de crear o aniquilar partículas y, por con­
siguiente, para describir tal proceso, desarrollar un formalismo en el que
podamos incluir varias partículas simultáneamente.

2. INDISTINGUIBILIDAD DE SUBSISTEMAS IDENTICOS

Consideremos un conjunto de subsistemas idén tico s entre sí; por ejemplo,
un conjunto de eleétrones. En Mecánica Clásica, los subsistemas id énticos
no pierden su individualidad a pesar de tener propiedades físicas idénticas..
Esto es así puesto que en Mecánica Clásica podemos numerar los subsis­
temas en un ins tante, y seguir el movimiento de cada uno d e ellos en su
trayectoria; y así en cualquier instante de tiempo después podemos identi­
ficarlos d e nuevo.

En Mecánica Cuántica la situación es totalmente distinta como cense­
cu encia del principio de incertidumbre. El concepto de trayectoria no tiene
sentido aquí. Si conocemos exactamente la posición de un subsistema en un
cierto instante , sus coordenadas no tienen valores perfectamente definidos
incluso en un instante infinitamente próximo. Por consiguiente, aunque
numeremos los subsistemas en un instante, no podemos identificarlos en
insta n tes siguiente s, y así no podemos decir cuál de los subsistem as h a p a.­
sado por un cierto lugar en un cierto instante .

. En Mecánica Cuántica no hay posibilidad alguna, en principio, de dis ..
tinción entre subsistemas idénticos, los cu ales pierden su individualidad. La
identidad de . los subsistemas respecto a sus propiedades físicas tiene aquí
consecuencias que no aparecen en ' Mecánica Clásica: son completamente
indistinguibles.

y así, ningún cambio físi co d ebe tener lugar en las propiedades del sis­
tema cuando intercambiamos dos cu alesquiera de estos subsistemas idénti­
cos. Esta circunstancia es el origen d e ciertas propiedades peculiares de los.
sistemas cuánticos que no ocurren en el dominio clásico. Las transiciones­
que resultan al intercambiar dos subsistemas idénticos no pueden ser ob­
se rvados p or procedimiento alguno, y, consiguientem ente , los estados corres­
pondientes del sistema h an de ser exactamente el mismo estado, y hemos.
de negar que .tal transición ha ocurrido, puesto que no podemos obser­
varla .

Lo s obse rvables del sistema serán, en general, funciones de los obs er­
vables de sus subsistemas. Así, por ejem plo, si despreciamos la energía d e
interacción entre los subsistema s, la ene rgía del sistema será la suma de
las ene rgías d e cada uno de los subsistemas. La indistinguibilidad de los
subsistemas implica que todos los observables del sistema han de ser fun ­
ciones simétricas de los observables de sus subsistemas, es decir, tales obser­
vab les han de ser invariantes respecto al intercambio de los observables:
de dos cualesquiera de sus subsistemas. Esta condición debe ser cierta
cualquiera que sean las perturbaciones a que sometemos nuestro sistema
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(4-1)

(4-2)

RELATIVISTACU AN T I CA

{ h<p ) + b<p' )}¡ 1'2<P ) + 12<P' ) , = 112<P ) + 112<P' )
( I<P' II<P) +( 2<P'/ 2!fl ) = <12<P'/12<P )

lAI<p ) IJ. I<p ) = p,12<P )

<CI JVEMATICA

3. PRODUCTO DIRECTO O TOPOLOGICO
DE ESPACIOS D E HIILBERT

- 43-

donde definimos lAIrp ) . Ío·11 <P ) . Es fácil ver -qu e el esp acio producto es
también otro espacio de Hilbert. Utilizaremos la sigu iente notación :

Consideremos dos espacios de Hilbert, IH y 2H cuyos elem entos son ! I<P)
y -12!P ) respectivamente. Diremos que el producto 11<P ), 12<P ) , respetan­
do el orden de los factores, define un elemento h2<P ) de otro espacio de
Hilbert, 12H, al que llamaremos producto directo o topológico de los ante­
riores , cuando para dos elementos cualesquiera de IH y 2H se verifica

El procedimiento seguido no es más qu e .una generalización del que
se emplea para describir el plano -dos dimensiones- a partir de dos ejes
de coordenadas rectangulares : el plano es el producto directo de dos espa­
cios de un a dim ensión, de dos líneas rectas.

Podemos también definir de forma análoga el producto directo de un
núm ero finito de espacios de Hilbert. Un espacio de Hilbert, IH , puede
ser siemp re considerado como contenido en otro espacio de Hilbert 12H
más amplio. Este hecho tiene una gran imp ortancia física. En el Algebra
de la Medida definíamos un conjunto completo de observables compatibles
basándonos en la idea de qu e tales observables daban la máxima infor.ma­
ción de datos no contradictorios que podemos tener acerca de un sistema
físico . Pero evidentemente, el número de observables que formen el con-

. junto ' dep enderá del número de datos que nos interesa o qu e nuestras
máquinas sean capaces de obtener acerca del sistema físico. Cuando, por
cualquier motivo, deseemos que el Algebra de. la Med ida contenga más
información, no estamos obligados a eliminar el álgebra construída antes
para el estudio del sistema concreto, sino que podemos .constderarla como
contenida en un espacio de Hilbert mayor que aquel utilizado inici almente
para fijarla, de forma que las nuevas dim ensiones del nuevo esp acio, se
emplean para incluir la información extra que ahora podemos o queremos
incluir para completar nuestro estudio del sistema f ísico. El proceso es exac­
tamente el mismo que el utilizado en Mecánica Clásica para representar
los fenómenos _físicos "en espacios de una, dos, n dimensiones según
convenga.



(4-6)

(4-5)

(4-3)

(4-4)

. , '

x+(ep ') = ¿ qi' (a") x+ (a f3)

~

Este estado no tiene. sentido más que cuando sabernos qué subsistema
está en él. Y esto sólo puede ocurrir cuando el sistema contiene un solo
subsistema, ya que en cualquier otro . caso, por ser los subsistemas indistin­
guibles, no podemos determinar qué subsistema está en (4-3). Así, pues, el
estado -del sistem a con un solo subsistema es

Evidentemente cualquier otro subsistema del conjunto tan;bién pued e
estar individualmente en este estado. Y por consiguiente con ayuda de (2,89)
deducimos qu e el operador que crea el estado (4,3) á partir del vacío es

Queremos que este método de construir los estados del sistema sea vá­
lido ind ependientemente del número de ' subsistemas que contenga. El es­
tado del sistem a con dos subsistemas debe ser

donde C2 'es una constante de normalización que fijaremos más adelante.
La' exp iesiónjmterlor (4-6) r epresenta el estad o formado por dos subsiste­
mas; de ell a no podemos decir cuál de estos se halla en el estado I ep ' >,
y cuál en el ! epa>. Solamente indica qu e uno de los dos está en 1: ep ' > y el
otro en I ep ' >, de acuerdo con la indistinguibilidad de los subsistemas.

Ahora b ien, para que el coeficiente C2 esté bien definido en (4-6) es

REVIBTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FlSICO· QUIMICAS y NATURALES
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4. OPERADORES DE CREACION

Al introducir en el capítulo segundo el concepto de operador de crea­
ción (2,90), nos limitamos a considerar la posibilidad de obtener los estados
unidad d e una representación A por medio de los operadores de creación
según indica la relación (2,89). Queremos ampliar ahora este proceso, y
hallar los operadores unidad que actuando sobre el vacío generen estados

. cualesquiera que sean sus funciones de onda.
Sea A .{Ar } , donde "1''' va desde 1 hasta h, un conjunto completo de

observables compatibles capaces de d escribir los estados físico s de un o cual­
quiera de los subsistem as que componen el sistema, es decir, el conocimiento
de los valores de cada uno de los observables del conjunto A €1l un de­
terminad o subsistema es información suficiente para determinar el estado
del mismo. Puesto que los subsistem as son idénticos entre sí, este mismo
conjunto A sirve para representar los estados de cualquier subsistema del
sistem a.

Los es tados unidad de la representación A son los estados propios (2-96).
En general el subsistema se hallará en un estado de función de onda ep '
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(4-7)

(4-8)

(4-9)

(4-10)

(4-11)

'X (<p ') = ¿ <p'O(a13) X(alj)

~

Pas emos ahora a estudiar la forma gen eral del estado form ado por n
subsistemas idénticos.

vector en el que figuran únicamente los números de ocupacion; así, por
ejemplo, el estado (4-6) de dos subsistemas introducido en el apartado an­
terior, en esta notación se escribe así:

Supongamos que queremos hallar el estado del sistema que contiene nI
subsistemas en , el estado I<pI ) , n2 subsistemas en el estado I <p'2 ) , n. subsis­
temas en el estado I <p ' ) y así sucesivamente. El número de subsistemas
del mismo será n donde

5. ESPACIO DE FOCK

o más sencillamente

Conocida la sucesion de estados .índlviduales de los subsistem as I <p ' )
(S = 1, 2 ... ) y los números n. de subsistemas idénticos que están en cada
uno de ellos, el estado del sistema está completamente determinado. No lo
estaría si los subsistemas no fueran id énticos, pues ade más de la informa­
ción anterior para determinar el estado del sistema deberíamos saber qué
subsistemas -y no sólo cuántos- se hallan en cada uno de los estados
I <p' ) , pero si los subsistemas son idénticos, no. es posible distinguirlos y
no cabe hacer esta última pregunta.

Los números enteros ns reciben el nombre de números de ocupación.
Si fijamos los estados I <p ' ) , el estado del sistema puede ser representado
de la siguiente forma:

suponiendo que todos los números de ocupación que no figuren expresa­
mente-son cero.

Para que la notación (4-9) no sea ambigua, h emos de suponer qu e todos

preciso exigir que los estados I <p' ) y I <p' ) estén normalizados, ya que de lo.
contrario la expresión (4-4) no define adecuadamente a los operadores
'X. (qi '), sino que deja en libertad la constante de normalización. Evid ente­
mente, (4-6) es un elemento de un espacio' de Hilbert que es producto di­
recto de los de cada subsistema.

El operador de aniquilación correspondiente es
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(4-15)

(4-14)

(4-13)

(4-12)

I 0 1 , O2 .oo OS" , ) = I O )

X+(<p') In] ns • • • ) = 11s V ns+ 1 In, ... n s '+ 1 .. . )

X (<p") In, ns' ... ) -= 11. Vll. I n], ... ns- 1, ... )

Ya indicamos que queremos ampliar la definición d e operadores de
creación o d e aniquilación, de forma que esencialmente modifiquen los nú­
meros de ocupación del sistema sobre el que actúan. Esto es una -genera­
lización de la definición (2-22) del operador de creación y del de aniquila­
ción que hasta ahora sólo podían actuar en el vacío. Esta generalización
impondrá sobre los operadores de creación y de aniquilación ciertas res -
tricciones que vamos a determinar. .

La ge ne ralización debe h acerse siguiendo el sentido físico, d e form a que

<<p' I <ps ) = s.,
(t, s = 1, 2 .. .)

Si este requisito no fuera impuesto podríamos desarrollar I <p' ) en
una combinación lineal de los demás, e nt re ellos el I <p' ) , y entonces (4-.§) ,
por ejemplo, indicaría que más de un subs istema está en el es tado I <p' ) y
menos de uno en el estado I <p' ) , lo cual complica la interpretación física.
La restricción (4-12) puede ser eliminada, según indicaremos más adelante.
Esta limitación implica que los estados ¡<p' ) (S = 1,2 .. . ) son estados uni­
dad de u na representación desconocid a.

Evidentemente, la notación (4-9) determina el es tado del sistema si fij a­
mos previamente el conjunto I <p ' ) de estados ortonormales, como supon­
dremos que h emos hecho, a partir de ahora, siempre que la utilicemos.

El esp acio formado por los estados (4-9), que difieren en los va lores de
los números de ocupación, se llama espacio de Fock. El espacio de Fock
no fija , pues, el número de subsistemas que componen el sistema. De aquí
que sea muy ap ropiado para representar los fenómenos relativistas e n Me ­
cánica Cuántica.

El estado vacío de subsistemas es

11s
2 =1 (4-16)

Veremos más adelante la necesidad de introducirlo.
Para estudiar el estado general del sistema con n ., n2, na, oo ' , ns, ... SUD-

La expresión de las constantes 11s V ns+ 1 y 11s Vll. que figuran en el
segundo miembro se introduce para hacer más fácil la normalización de los
nuevos estados. El número 11s es un número real que cumple la relación.

El estad o formado por un solo subsistema es, según (4-7), el siguiente

los estados individuaies I <p' ) h an de ser ortogonales en tre sí dos a do s.
Puesto que están normalizados a la unidad h an de cumplir .
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(4-17)

(4-18)

(4-19)

(4-20)

(4-21)

REL ATiViSTAC UA NTiC A
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Na InI, n2 oo . n" oo. ) = Ils I nI, n2 ... n. oo . )

El número total de subs ist em as en el sistema (4-17) es

n = Z;'ng

Ci NEMATiCA

y, por consiguiente, e l operador número de subsistemas del sistema es

Los distintos estados (4-17) forman un conjunto completo de estados
unidad del sistema form ad o por un número arb itrario de subsistemas.
Ahora bien, si tenemos un conjunto de observables tales que sus estados
propios forman un conjunto completo de es tado s unidad con el significado
de que cualquier estado del sistema pued e ser escrito como una combina­
ción lineal de tal es estados unidad, de acuerdo con el principio de super­
posición, tal es observables conmutan, Por consiguiente, todos los operado­
res N. conmutan.

Evidentemente, esta representación de los estados del sistema en el
espacio de Fock tien e extraordinaria importancia para la Mecánica Cuán­
tica relativista en que, por haber suficiente energía, el proceso de creación
o aniquilación de subsistemas es importante. Relativísticamente la estruc­
tura de los sistemas puede, pues, cambiar cuando, según las ideas de
Einstein, la ene rgía se convierte en un subsistema o, un subsistema desapa­
rece produciendo cierta ene rgía.

Si no hay inte racción en tre los subsistemas y los estados individuales
de cada uno de ellos, son estados propios del operador ene rgía, puesto que
entonces la ene rg ía total del sistema es la sum ayde las energías de sus
comp onentes, y los estados (4-9) serán también est ados propios del opera-

sistemas en los estados de función d e onda cpI, cp2, cp3, ... cp', oo' respectiva­
mente, hemos de considerar las variables dinámicas número de subsiste­
mas N, como obs ervables. Sus valores propios son O, 1, 2, 3 ..., es decir,
e l conjunto de los números naturales .

El estado general (4-9) será simult áneamente un estado propio de todos
los operadores N. como indica la expresión

Además, sólo tenem os un estad o (4-17) para 'cada conjunto de números
de ocupación nI, n2 . oo na oo .; por consiguiente, los obse rvab les N, forman un
conjunto completo de observables compatibles para el espacio de Fock,
puesto que -el conocimiento de sus va lores en un sistema es suficiente para
determinar complet am ente el estado ' del sistema.

Las propiedades de normalización y ortogonalidad entre estos est ados
del espacio de Fock están incluidos en la siguiente relación :
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(4-22)

(4-23)

(4-24)

el estado.
semejante
X+(cpS) .¡ n )

-4a-

N ln )= n ln )

Sup ongamos que I n ) cont enga al menos un subsistema en
I cps ) . Si el. estado in ) contiene n subsistemas de forma
X(cp') I n) ha de contener n + 1 subsistem as, mientras que el

Tratemos ahora de escribir los operadores N, en función de los de crea­
ción y aniquilación introducidos en (4-4). El operador X+(cpS) X(cpS) actuando
sobre el estado (4-9) debe, evidentemente, multiplicarlo por una constante,
puesto que deja invariante todos los números de ocupación : el
operador X(cpS) disminuye ns en una unidad, mientras que X+(cpS) lo res­
taura a su valor inicial. Haciendo uso suc esivo de las definiciones (4-15)
y de la limitación (4-16) se ve inmediatamente que X+(cpS) ·X (rp") es el ope­
rador que, actuando en un sistema, da el número de subsistemas en el
estado I cpS) de acuerdo qon la relación (4-17). Por consiguiente, el opera­
dor N¿ es

pues cuando se aplica a un sistema con' n subsis temas. idénticos. en tre sí, da
el número n de subsistemas que lo .integran. Sea I n ) un estado genérico de
ése sistema; evidentemente, de esta manera no está completamente deter­
minado, pues debíamos indicar los estados en que se hallan los subsiste ­
mas del mismo; pero tal notación es suficiente para nuestros propósitos
presentes. La propiedad esencial del operador N es

El operador número total de subsistemas N del sistema será, evidente­
mente, la suma de los. distintos operadores N 8 para todo s, es decir, estará
definido po r

dar energía total. Cuando hay inte racción entre los subsistemas del pro­
blema es más difícil de estudiar,

Esta representación de los sistemas en el espacio de Fock considerando
su estructura interna, es aplicable para los fenómenos no re lativistas. ' En
este caso el número total de subsistemas permanecerá constante durante
los procesos dinámicos, aunque po dían variar los valores de los distintos
números de ocupación siempre de forma que su suma total sea el nú­
mero fijo n.

Hubiera sido suficiente escribir una de las dos ecuaciones que figuran
en (4-15); la otra es consecuencia' de es ta única al exigir que los operadores
de creación y aniquilación de un mismo subsistema sean operadores mu ­
tuamente hermíticos conjugados.
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contendrá n -1 subsistemas. Ambas re laciones se expresan, de acuerd o
con (4-24), así:

7. FERMIONES y BOSONES

Estos estados deben ser normalizados a la unidad para lo cual intro­
ducimos la constante Cn'

(4-29)

(4-26)

(4-27)

(4-28)

(4-25)

n
I n) =Cn ol1x+(cp '¡lo )

= 1

[N, X(cp8) ] =- X(cp')

[X+ (cp ~),N] =-X+(cp')

[N, X+(cp8) ] In ) = X+(cp8) I n )

[N,'X (cp8)] In ) = - X(rp") In)

N ;t (cp8) I n ) = (n + 1) X+(cp8) In )

N X(cp8) I n ) = (n -1)x (cp8) IOn )

Es muy importante observar qu e el .estado del sistem a no pued e depen­
der en absoluto del orden con que escribimos los ope radores de creación
en el producto (4-29) que actúa sobre el estado, vacío, puesto qu e los sub ­
sistemas son idénticos entre sí y, por consiguiente, indistinguibles. .Y así,
por ejemplo, X+(cp ') X(cp') 1"0 ) ha .de representar el mismo estado que (4-28)

que, mutuamente, son hermíticos conjug ados, puesto qu e N es autoherm í­
tico. Supongamos ah ora que (4-27) se ve rifique, lo cua l implica la validez
de (4-25). Evidentemente, X+(cp') Io ) es el estado de un solo subsistema.
El sistema con dos subsistemas será, según lo anterior,

Ahora nos interesa hallar las limitaciones que estas hipótesis imponen
en los operadores de creación y aniquilación de un subsistem a indistin­
guible. .Las relaciones (4-25) pueden ,escribirse . también así:

y puesto que I n) puede ser un estado cualquiera de un sistema con un
número arbitrario de componentes, deducimos qu e las relaciones anter iores
han de ser válidas entre operadores también

Aquí s ólo sabemos que un subsistema está en el estado I cp' ) y el otro en
estado determinado por I cp ' ) ; pero no podemos decir cuál es el estado en
que está cada uno de los dos subsistemas. El estado general del sistema
formado por n subsistemas, por consiguiente, es :
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(4-34)

(4-35)

(4-32)

(4-33)

(4-30)

[ <P (<p') , <I> (rp') ] = o
[<P+(<pt), <P +(<p' ) ] = o

..

x+(<pt) = 'lI}+ (<P')

Y si { A, B J es el anticonmutador de A y B ' se verifica

. { 'lp (qi'), 'lp (rp") }= o
{, 'lp+ (rpt), 'lP+(<P') 1= o

Pa ra ellos se ve rifica

(4-31)
A=± 1

o sea

Repitiendo la permutación d e los op eradores de creación un a vez más,
l legamo s a

La segunda clase está ca racte rizada por la ra íz /, = - 1. Los operadores
de cr eación corr esp ondientes anticonmutan entre sí; también anticonmutan
en tre sí los de aniquilación. Los subsistemas de es ta clase se distingue n
con el nombre de Fermi-Dirac. A ell a pert enecen la mayoría d e las p ar­
tículas elementa les como los electrones, protones , neutrones... Los opera­
dores de cr eación de los subsistemas de Fermi-Dirac suelen escribirse d e
la siguiente forma: .

·REVISTA DE L.:1 ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO ~QUIMICAs y NATURALES

El estado (4-28) formado por dos subsistemas id énticos es sim étrico o
antisimétrico resp ecto al inte rcambio de los mismos según sean bosones
-subsistemas de Bose-Einstein- o fermiones. · Este resultado puede ser
ge ne ra lizado inmediatamente a sistemas formados por un número finito
cualquiera de subsistemas idénticos, Pues si cua lquie r 'p ar de e llos ha d e
ser descrito por medio d e un estado sim étrico, por ejem plo, cualquier otro
.IJar, debe tener la misma propiedad. D e aquí que el estado de subsistemas

y, por consiguiente, no puede diferir de él más que en un factor de fas e.
Si A es una constante se debe verificar. .

Pu esto que 'le es real , una relación sem ej ante a (4-30) se verifica con los
- operadores de aniquilación.

Ten emos dos clases de subsistemas físicos. Las variab les dinámicas de
la primer a clase corresp onden a A= 1. Los operadores de cr eación corres­
pondien tes conmuta n ent re sí; lo mismo h acen los ope radores de aniquila­
ción según se deduce de h acer A= 1 e n (4-30). Los subsistemas de esta
clase se llaman de Base-Einstein. Como e jemp lo podemos mencionar el
fotón. Los operadores de creación de es ta primera cla se su elen design ar­
se así :
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(4-39}

(4-37), .

(4-38)

(4-B6)

I <P2 ) = L n, Iqr' )
s

Si existen operad ores que ve rifiquen (4-33) y (4-36), o bie n (4-35) y (4-37),
.Ia exp resión (4-29) da el estado de l sistema correspondiente y (4-23) es el
.operad~r número.

Para que las relaciones (4-36) y (4-37) sea n válidas, es preciso que <p" y rp '
.sean funciones de onda d e estados ortogona les, o iguales. Sin embargo, (4-29)
es válida incluso cuando las di stintas funciones de onda no lo se an. En
ef ecto; limitémonos al caso de dos subsistemas id énticos, uno .de los cuales
-est á en el estado I <p¡ ) y e l otro en el 1 <P2 ) . Por el principio d e superposi­
ción escri biremos I <P2 ) en la b ase com p le ta q ue forman 19s estad os orto-
normales !<pt' ) . •

d onde R, son constantes. Y supongamos, p ara sim plifica r, que I <PI ) =
= I <po ) . Decimos que

.m ientras que para los fermiones ll eg arnos a

.íd éntícos, o bien, no cambíe cuando cualquier par d e subsistemas es inter­
.cambiado, o bien, cambie su signo, al realizar en él la misma operación.
En el primer caso el estado es simétrico; y en el segundo, antisimétrico. Este

.mísmo resultado es obtenido cuando trabajamos con la exp resión (4-29) para
el estado del sistema y las propiedades de conmutaci ón (4-33) y (4-35). Tam­

·b ién deducimos de esta forma que a un conjunto d e Ie rmiones corresponde
'un estado antisimétrico, mientras que a uno de bosones corresponde uno
.sim étríco.

Supongamos que los su bsiste mas fue ran a su vez compuestos : La sime-
trí a o an tisímetr ía d e los esta d os que correspond an a es tos subsiste mas d e­

.p end erá del número de fermiones que en tren e n su comp osición, ya que
el intercambio de dos subsistemas compuestos id énticos es equivale nte al
intercambio simultáneo de varios pares de componentes id énticos. El ínter­

.cambio de bosones no modifica el estado del subsistema, mi entras que lo

.hace el intercambio de fermiones. Por consiguiente , subsistemas comp ues tos
formados p or un número impar de fe rmi ones , se c omportan como fermiones,
mientras que los que contengan un número par de fermi ones pertenece n

.a la clase de Base-Einstein. Y así, los núcleos a tómicos cuyo p eso atómico
sea impar, son de la clase F errni-Dirac, y los que tienen un peso atómico

.p ar, son bosones.
Como colofón de este apartado examinamos las con secuencias qu e las

.p ropiedades de conmutación (4-33) y (4-35) ·imp lican en las relaciones (4-27).
Para la clase de Base-Einstein, después de unas pocas manipulaciones alge­
.brá icas, ten em os



(4-46)

(4-45~

(4-44~

(4-43)

(4-41)'

(4-40)-

(4-42}
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c~ = 1

~. n, X+(ep') X+(ep') Io )
s

CB - (n In 1 n ')_1/.n- 1 · 2 . · .. h' •

~ns =n
s

'J'

Supongamos ahora que dos cualesquiera de estos Iermiones estén en el
mismo estado, es decir, que ep' = rp" : La relación de anticonmutación (4·35)
para los correspondientes operadores de creación se convierte en

8. PRINCIPIO DE EXCLUSION DE PAULI

dado en función de los números de ocupación nI, n2 ... nh • Para deducirlo
hallamos el valo r del cuadrado del módulo del estado X+"'(epl) Io ). D e
acuerdo con la ley de recurrencia

de donde se obtiene inmediatamente (4-42).
Si dos subsistemas jamás pudieran estar en el mismo es tad o -como

ocurre si son Iermiones, según vamos a ve r inmediatamente- tal factor de
normalización se convierte en

Consideremos un sistema formado po r n fermiones en estados cuy as.
fun ciones de onda se an epI, ep2, oo. ep' oo. rp". El es tado del sist em a tenida en
cuenta su normalización, es

por lo cual

lo cual corresponde al sentido físico que hemos dado al hacer la descom­
posición (4-40).

. Hemos indicado anteriormente que (4-29) debe ser normalizado a la
unidad. Supongamos que, de acu erdo con (4-12), I ep ' ) describan estados
normalizados a uno. El factor C, de normalización del estado (4-29) qu e
contiene n bosones es

REVISTA DE · LA _ ACADEMIA DE ClJi)NCIAS EXA CTAS , FfSICO · QUIMICAS y NATURALES.

y, por consiguiente, (4-39) es

es el estado de esos dos subsistemas indistinguibles. El operador X+(ep2f
según (4-4) se escribirá así:

i:
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9. SIMETRIZACION O ANTISIMETRIZACION

(4-47)t = s

y, por consiguiente, (4-45) es igual a cero. Este es el principio de exclusión
de Pauli que podemos enunciar de la siguiente 'm anera : Dos fermion es no
pueden ocupar el mismo estado cuántico en un sistema. La importancia de
este principio es enorme: ha permitido estudiar la estructura del átomo y
explicar m uchas observaciones hechas en química. El principio de exclu­
s i ón no es ap licable a bosones i : pueden existir en un sistema un número
cua lquiera de bosones en el mismo es tado, según deducimos de las reglas
de conmutación . '

Experimentalmente observamos que el carácter Iermiónico o bosónico
de un subsistema está en correspondencia biunívoca con su spin, que es el
momento angular intrínseco del mismo, y que estudiaremos con detalle más
adelante . D e hecho, existe una regla 'general por la cual subsistemas de
spin semi-entero son fermíones , mientras que aquellos de spin entero son
bosones. Y esta regla no tiene excepción alguna.

Dada la antisimetría de (4-45), independientemente de su normaliza­
ción , queda el problema 'del signo que va delante del estado, el cual queda
determinado cuando fijemos,una ordenación de los ope radores de creación. D e
aquí la existencia del número 11. que aparecía en (4-15). Esta dificultad no
aparecía en el caso de bosones, puesto que, dada la simetría del estado, su
signo, una vez elegido, era conservado bajo toda ' permutación de las par­
tículas. Para basanes, pues, 11. = 1, mientras que para fermiones 11. será
determinado más adelante.

'0 sea, un operador es igual al mismo con el signo cambiado. Tal operador
ha de ser nulo

" Consideremos un sistema formado por n subsistemas idénticos, por ejem­
plo, n electrones: Puesto que los electrones son Iermiones, su estado será
antlsimétrico respecto al in tercambio de dos cualesquiera de los mismos,
-de acuerdo con cuanto precede. Pero estos n electrones no son los únicos
que hay en el universo. Hay muchos más que también son idénticos a los n :
que consideramos, y, por consiguiente, indistinguibles de los mismos. No sa­
bemos, pues, cuáles son esos n electrones. Y así, estrictamente, hemos de
considerar sistemas que contengan todos los electrones del universo para
lJOder antisimetrizar adecuadamente los estados correspondientes. Ignorar
los otros, y tratar el sistema de n electrones como un sistema Formado por
el ectrones distintos del resto, supone que las propiedades de esos electro­
nes son distintas de las de los demás electrones del universo. Podemos pre­
guntarn os si hay casos en que esta última hipótesis sea válida, o, si la: iden­
.tidad de los subsistemas nos obliga a admitir siempre una misteriosa corre­
l ación entre todos los electrones del universo.

Investiguemos las consecuencias de la identidad de 10s subsistem as en



REVIBTA DE LA. ACADEMIA DE CI]i)NCIAS EXACTA S, F/SICO - QUIMICAS y NATURALES:

10. FUNCIONES DE ONDA

(4-48)

(4-49¡

I cp' > = ¿ cp' (aIJ) I alJ )
~

( aYI cp' > = L cp8(a15) ( aYIa13 > = cp (aY)
p

Qu eremos obtener ahora la fun ción de onda que corresponde a un sistema
form ado por n subsistemas idénticos entre sí, en función de las ' funciones
de onda de cada un o de los componentes del sist ema. Hagamos todo en
representación A, como hasta aquí. El estado general se rá construido por
medio d e op eradores de creación actuando en el estado vacío tal como es-

A tal siste ma, en representación A, corre sponde una función de onda cpt (al3) ~

puesto que en efec to se ve rifica

-54-

El estado general de un sistema formado por un solo subsistema -sis­
tema y subsistem a coin ciden- es

el caso cuando la conduc ta de los componentes del sistema es conocida
aproximadamente. D e hecho, los n electrones del sistema estudiado se hallan
todos en el interior de un cie r to dominio D del espacio; y las interacciones.
posibl es en tre ést os y cuantos se ' hallan en el exterior de D son desprecia­
bles . Si estos últimos no pueden penetrar en D, podemos afirmar que los n
electrones de nu estro sistema son p erfectamente distinguibles de los del
resto del universo aunque sean indistinguibles entre sí. En este caso las
conside raciones teóricas qu e nos forzaban a formar estados antisim étricos
para fermiones (o simétricos para bosones) dej an de existir para todos los
electro nes del un iverso aunque siguen siendo válidas para los n e lec trones
de nu est ro sistema. Y así podemos ignorar, a efectos de construir el estado
del sistema, cuantos el ectrones se h allan fuera de D.

La condición de distinguibilidad la hemos expresado así: todos los elec­
trones del sist ema son interiores a D ; los elec trones exteriores al dominio D
no pueden pe ne tra r en él. Esto es eq uivalente a decir que las funciones de
onda s de los e lec trones inte riores a D se 'an ulan en el exterior , mientras.
que las correspo ndientes a e lec tro nes exterio res a D se anulan en el
interior de D. Genéricam ente podemos es tablece r que cuand o la-s fun­
ciones de ondas de subsistem as id énti cos no se superponen, no es preciso
aplicar e l p rincipio de indistin guibilidad a todos los subsis tem as del uni­
vers o; h emos de limitarnos a simetrizar o antisimetrizar, según convenga,
los estados formados por subsistemas cuyas funciones de onda se super­
pone n.
. Los resulta dos ante riores son de gr an imp ortancia práctica ya que, d e

no ser ciertos, tendríamos que considerar en cualquier problema siempre
todos los subsistemas idénticos qu e ha y en el universo ; lo cual es, a todas.
luc es, imposible.
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(4-51)

(4-54)

(4-50)

RELATI VI STA.CU AN T I CA

<o I <I> (aa.) <I> (a')') <I> +(aI3) <I> +(ao) ! o ) =
= ( o I <I> (aa.) (/)[3, . + <I> +(afj)<f. (a')'» l]) +(ao) I o ) =

= /)13 , ~ ( o I (/) 0;" + <I>+(ao) <I> (aa) Io ) +
.+ <01<I> (aa.) <I>+(afj) (/). a+ <I> +(ao) <I> (a')'» !o) =

= /)13 " /)a' (; +- s.,(; /),z,0

r:I NEMATICA

y, por consiguiente, 1['. funció~ de onda que buscamos es

epI2 (a')', aa.) = C ( o ! X(aa) X(a')') X+(epl) X+(ep2) lo ) =
= C ~. epI (al') ep2 (ao) ( o IX(aa) '1. (a')') x:(aIJ) x+(ao) Io) (4-52)

~, o
Hemos de calcular el elemento d e m atriz vacío a vacío de un producto

de operadores de creación y aniquilación. Para ello hacemos uso de la pro­
piedad según la cual un operador de aniquilación actuando en el vacío h a
de dar cero, pues nada tiene que aniquilar.

X Io ) = o (4-53)

Por consiguiente , ' h aci endo uso de (4-36) y (4-37) válidas en este caso,
puesto que los estados unidad son ortonorrnales dos a dos, conmutam os
los operadores hasta que los de aniquilación 'ac túen directamente e n el
vacío.

Comencemos por e l caso de Bose-Einstein: Entonces

serán

epI Y ep2 no tienen por qué ser estados ortogonales entre sí. Pueden ser cua­
lesquiera, pero los elegimos ahora, ortonormales.

Para obtener su función de onda h emos de d efinir las bases sobre las
cuales h emos de proyectar. Tales bases serán los estados de un sistema
formado por dos subsistemas indistinguibles , los cuales están en los es tados
unidad de la representación A. Es d ecir, las bases que hemos d e elegir

cribimos en (4-29). Para comenzar limitémonos al caso n = 2. El estado
del sistema será _

que es simétrica respecto a intercambio de los subsist emas como era d e
esperar.

y, por consiguiente, la función de, onda .que buscamos, haciendo la constante

d l
, , ; . C 1

e norma IzaClOn = --= . es
V2

ep.ft (a" aa.) = /1_ ¿ epI (aIJ) <p2 (ao) {ill3,. /)a .o +0"0 /)a,[l } =
1 2 ~ . o1. . •

= V2 (epI (a.) ep2 (aCl.) +- <pI (a~) ep2 (ar) = ep ~2 taCl., a.) (4-55)



(4-57)

(4-58)

(4-56)

que es nula para todo otro conjunto de valores de ai y de a(X. qu e no sean
los anteriores como lo son rp f~ y ep;2 Por consiguiente, cuando los SUbSIS­
temas son distinguibles entre 'sí, la función de onda del sistema es el pro­
ducto de las funciones de ondas de los componentes.

Todas estas conclusiones son válidas cualquiera qtre sea el número n ele
sub sistemas que forman el sistema, como es fácil de comprobar por los .
procedimientos expuestos en los párrafos anteriores. La función de onda
de n bosones idénticos es la combinación simétrica de las funciones de onda
de cada uno de ellos. Supongamos que cada subsistema puede estar en
uno de h . estados, y que los números de ocupación correspondientes son

h

n ., n2 ... nJ¡ de forma que ¿; ns = n: Entonces
s = 1

B . 1 2 n -11n, ! n2 ! ... nJ¡ ! . ' 1 1 '2 2 ' s. b n91, 2 ... h (a , a .. . a) - . ' n ! ..rrn { ep (a) ep (a ) .. . rp ( a ) ... rp (a) }

(4-59)

con lo cual expresamos la suma de todos los productos posibles de las J¡
funciones de onda con distintos argumentos. El número total de términos
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y,. por consiguiente, la función de onda del estado de dos fermiones indis­
tinguibles es

F - 1 Fep12 (a-r, ao.) = JI} (q¡l (ai ) ep2 (aa) - epI (aa) cp2 (ai ) =- rp 12(ao., a-r)

es decir, el determinante de las funciones de onda ele los estados ele los
mismos.

Tal función de onda es antisimétrica respecto al intercambio de los
subsistemas.

Estudiemos ahora cuál es la 'función, de onda en el caso en que los sub­
sistemas sean o bien distintos o bien idénticos aunque dotados de una pro­
piedad que nos p ermite distinguirlos , tal como que uno está -aquel cuyo
estado es I epI > en el dominio DI, y el otro en el dominio D 2; exterior al
dominio DI: La función ele onda epI (ai ) se anulará para valores de a'(
que correspondan a puntos exteriores de D I; lo mismo ocurrirá a ep2 (aa.)
con respecto a D 2 • Si ai es interior a D I y aa. es interior a D 2, ambas fun-
. d 1 B F .oron es e onc as, ep 12 o cp 12, se convierten en

Para el caso de fenniones podemos seguir el mismo procedimiento. Pero
la relación de anticonmutación entre los operadores de creación y de ani­

. qu ilac ión produce el siguiente resultado:
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(4-61)

RELAT IVISTA

El factor que aparece ha sido elegido de

C UA NTICA

nI

epI(al) ep1(a2) .. . .. . <pI(a")
ep2(a1) '2( 2) 2( n)

1
epa .. .. .. <pa

= - - (4-60)
vil!

ep"(a1) epD(a2) . ..... ipn(aD)

CINEM ATICA

en la suma es

1
El factor -- es el de normalización a la unidad del estado del sistema si

v n!
las funciones de onda de cada fermión lo están.

El principio de Pauli también aparece aquí de una forma clara, pues
si dos de estos ferrniones idénticos están en el mismo estado tal determi­
nante, al tener dos filas iguales es nulo, y, "p or consiguiente, no hay proba­
bilidad alguna de que eso ocurra.

La función de onda del estado de 11 subsistemas distinguibles entre sí,
es el producto de las funciones de onda de cada uno de ellos.

Por medio de las funciones de onda obtenidas podemos representar los
estados del sistem a en las bases (4-51) utilizadas para calcularlas. ASÍ , el
estado normalizado de n Iermiones será

La integral debe ser suma si los valores propios de los operadores A
fueran discretos.

La dificultad del planteamiento presentado hasta ahora reside en hallar
los estados en que se hallan cada uno de los subsistemas. Generalmente
conocemos los subsistemas y las interacciones que los ligan, pero no los
estados de cada uno de ellos. Por eso a veces no es posible escribir el es­
tado del sistema, Esta dificultad se acentúa cuanto mayor es n.

Casos como éste, en que no tenemos la máxima información compatible
con los postulados de la Mecánica Cuántica, se es tudian por medio del
operador densidad . La solución ' ge neral del p roblema que ahora plantea­
m os, será estudiada en otro capítulo.

" "
nI . n2 . .. . nf¡ .

forma que ep,: .. . h esté normalizado ~. un o cuando los estados de los sub­
sistemas verifiquen (4-12).

La función de ondas de n fermiones id énticos es la combinación antisi­
métrica de las funciones de ondas de cada uno de ellos:

1 r . '
I F ) - dI "} 2 F ( 1 ") ; ( ") +("1) I \ep¡ 2" ' n --= a ... ua ep. I,2 " ' u a , .. . a 111 a ... .. . 1\J a o .'

v' nl . '



(4-64)

(4-63)

(4..f:l2)

(4-65)<n, -1 1ll> (q¡") Ins ) = vns

<q¡F I q¡iF ) = I q¡o 1
2+Jda! Iq¡lF(al)

1
2+ ...+

/ da- oo. dan I q¡F¡'2 ... 11 (al ... a") 12

que podemos escribir más sencillamente así :
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y añadiendo qu e la matriz es diagonal en todos los otros números de ocu-

de manera que la normalización de este estado es

El estado general I qJF ) con un número no "fijo de' fermiones deb e inscri­
birse, de acuerdo con el principio de superposición de la siguiente forma ~

No es necesario conocer cuanto sigue en este ap artado para las aplica­
ciones prácticas. En él queremos hallar las matrices que representan a los
operadores de creación y de aniquilación para bos ones y para Iermiones
en el espacio de Fock. Esencialmente hemos de exigir que tales matrices
satisfagan las relaciones de conmutación (4-33) (4-36) para bosones y las de
anticonmutación (4-35) (4-37) para fermiones . Este requisito es el que deter­
mina el valor que ha de tomar la constante real 1']s de (4-15) que hasta
ahora solamente sabemos que h a de- val er ± 1 según la restricción (4-16)
que hemos utilizado para calcular la expresión (4-22) del operadornúmero Ns '

Para bosones es suficiente hacer 11s i::=: l . Los elementos de matriz del
operador de aniquilación se obtienen de (4-15) y de las relaciones (4-21). Y
así tenemos que los únicos elementos no nulos son

11. REPRESENTACION DE LOS OPERADORES DE CREACION

y ANIQUILACION EN EL ESPACIO DE FOCK



(4-67)

(4-69)

(4-68)

(4-70)

(4-71)

(4-67')

R EL ATI VI S T ACUANT I CA

IO v'I O O ........ .. ..

O O v'2 O .. ........ '..

O O O v'3 ..... .... ... . (4-66)

O O O O . .......... .

(O 01)1jJ (cp")~ '1'] . O

C INEMAT ICA

1> (cp") <1> +(cpS) = N, + 1

[<1> (cp"), <1> + (cp")] = 1

De form a id éntica encontramos qu e

y así los operadores 'ljJ (cp") , con relación a cada número de ocupación, vienen
representados por matrices. de dos filas y dos columnas, diagonales respecto
a nt (= 0,1) t ?' S, mientras que respecto a ns tienen la forma

Los operado res <P (cp ') y <1> (cp") con t?'S actúan en distintas var iables
(N, y Ns) .y, por consiguiente, conmutan. Lo mismo puede decirse de sus her­
míticos conjugados, con lo cual ve.mos qu e la elección 11. = 1 es la apropiada
para bosones, ya que (4-66) satisface (4-36).

Tratemos ahora de estudiar la repres entación de los operadores de crea ­
ción y de aniquilación correspondientes a fermiones. Los números de ocupa­
ción ns sólo pueden adquirir dos valores : a saber , el cero y la unidad. De
la misma forma que antes vemos que los únicos ele.mentos no nulos son

El operador (I> +(q/) es el hermítico conjugado del (I> (cp") y, por consiguien­
te, sus elementos de matriz han de verificar la relación ' (2-78).

pación. Si nos fijamos en los distintos valores de ns la ma triz que represen ta
al operador (I>(cp') es:

y, po r consiguien te,

expresión que también se obtiene de la segunda ecuación en (4-15). Por me­
dio del producto de estas dos m atrices podemos ve r que el ope rador
1>+(cp') <1> (cp")- está representado como esperábamos, po r un a matriz diagonal
cuyos elementos diagonales son ns. Esto quiere decir qu e se verifica
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(4-77)

(4-76)

(4-74)

(4-?S)

(4-72)
(4-73)

8- 1

~ (1, s - 1) = ~ n t
1=1

~'+(cp')'tjJ(q>') 1= N.
'tjJ(cp' )1¡J+(cp' ),= 1-N,

'1.= ( _ l)- L(l, s -1)

don de el facto r -1 está elevado a un a potencia igual a la suma de los nú­
meros de ocup ación de todos los estados hasta el s, excluyendo este último,
es decir, que

Con esta elección es fácil probar que existen operadores que pueden repre­
sentar a los de creación o aniquilación de fermiones según mostraron por
p rimera vez Jardan ,y Wigner (1).

El contenido de este apartado es de po ca importancia física. Para las
aplicaciones físicas sólo nos interesa sab er qu e los operadores de creación
y de aniquilación existen y qu e, consiguientemente , no estarnos, manejando
símbolos carentes de sentido desde el punto de vista matemático. Es muy
raro tener que utilizar estas representaciones de los mismos. Sin emb argo,
no es fácil fijar la representación cuando el número de números de ocupa­
ción es infinito (2). Esta es una de las dificultades que aparecen en la Teoría
Cuántica de Campos, la cual utiliza un número infinito de subsistemas.

(1) J ORDAN y W IGNER: Z. Phys. 47,631 (1928) .
(2) R. H AAG: Kong. Dan. vu. Sele. Mat·fr . 29,12 (1955). .
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Supongamos que los subsistemas idénticos que integran el sistem a se ha ­
llen en es tados propiós de su energía, es decir, que si llamamos hamilto­
niano, H r , al operador que representa la energía del subsistema r; en primer
lugar, por ser todos ellos idénticos entre sí, H, ha de ser independiente del
subíndice r '

es decir, qu e satisfacen las relaciones de anticonmutación
4

Queda aún por probar cómo estos operadores pueden satisfacer las. rela­
ciones,(4-3S) y (4-37) para t 7'= s. Para conseguir esto es preciso establecer una
ordenación entre los estados I cp' >(s 1= 1,2 .. .). Esta ordenación es arbitraria
pero debe ser mantenida una vez establecida. y entonces debernos hacer 11.
igu al a + 1 ó a - 1 según el número de estados ocupados con t < s sea par
o impar. Es decir , elegimos para fermiones

donde la primera fila y columna siempre se refieren al valor n. = O, Y la
segunda al n. = 1. Como antes es fácil ver que

.:,}-2. OPERADORES DE VARIOS SUBSISTEMAS INDISTINGUIBLES



donde ·1E"> son soluciones de la siguiente ecuación de valores propios:

y además los estados i lp' > que representan el estado individual de un sub­
sistema cualquiera verifican

(4-79)

(4-81)

(4-80)

(4-83)

(4-84)

RELATIVIST A

- 61--'- -

H IE' > = E' IE' >

C UA NTICA

= ~ X+(lp') <lp' l·H IIp' )X(lp')
.,'

<cP',. l n, I Ip'r>= <lp' lBI Ip">

CI ll' EMATIC 'A
,

puesto que en este caso

Las cantidades E' son los distintos valores propios de la energía de cada
subsistema, Tales estados propios suelen también designarse con el nombre
de estados estacionarios,

Si los subsistemas no interaccionan entre sí, la energía total El' 'del sis-
tema tendrá por valores propios ...

y serán independient es de r dada la identidad de los subsistemas, aunque
para calcular el 'valor de (4-84) hayamos de trabajar como ' si sólo existiera
el subsistema r. El ope rador Bl':= B sólo puede ser definido cua ndo imagi-
nemes que cada subsistema es distinguible, '

Supongamos , aunque sólo sea como hipótesis de trabajo a la que hemos

lo -cual indicará que el estado del sistema será estado estaciona rio de un
ope rador JI T tal que

H T = ~ E'N~ = ~ ;( (lp')E' X(lp")=. -

¡ lp" >~ IE" >

Los elemen tos de matriz de B; en la representación cuyos es tados unid ad
sean ¡ lp' > verificarán

<lp" IH IIp' >= E' bus e (4-82)

y así hem os escrito el operador hamiltonia~o del s istem~ HT a p~rtir del
ope rador hamiltoniano del subsistema H. c= H, Fij émonos en qu e. para calcu-,
lar ( lp" 1H IIp' > hemos supuesto que sólo existía un solo subsistem a cuyos
estados estacionarios calculábamos en (4-79). .

Hemos deducido es ta fórmula intuitivamente con sólo suponer que la
energía del sistema era la suma de las energías de los subsistemas,

Queremos ver que la exp resión (4-80) es completamente g~n,eraL Desig­
nemos por BT un operador del conjunto de subslstemas -d éfínldñ como la su­

.rna del observabl e Rr de un solo subsistema,
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(4-88)

(4-85)In. , n2, .. . n s' ... ) D

D€ esta forma ' obtenemos

BTInI, n2, "' , ns' ... )= ¿ X+(cpm)x+-1 (cp') InI, n2, '" ns' .. . ) <CPrmIn, I CP: ) (4-90)
r,m

dond e X+-1(cpB) significa qu e un fac tor ;( cpB) que creaba el estado del sub­
sistema debe ser omitido en el estado In] , n2, ' '', ns , .. . ) .

T BT InI, n2, ... Ds' ••• ) D =-Br T IDI, n2 Ds ) D =
=~ BT I DI, n2, ... 11s' .oo ) = :¿T InI, n2, ... , Ds -l,rro ) D<cpr"t IB, I cr..' ) (4-88)

1',01

donde InI, n2 ... ns -1, rOl' ... ) u es el estado del 'sistem a con subsistemas
'd ístinguíbles en que el subsistema r se halla en el estado I cpm ); todos los
demás subsistemas permaneciendo en el estado en que estaban en (4-85).

Sumando esta ecuación para todo valor de r y aplicando el operador
de indistinguibilidad T se tiene

B, IDI, n2 . oo ns' ... ) u = ~ I ni , n2, '" ns-1, r Oloo . )D <CPr
mI Br I cp/ ) (4-fi7)

m

puesto que BT es operador simétrico en los subsistemas y, por consiguiente,
se verifica

símb olo que no -solamente da los números de ocupación de cada estado I cpB) ,
sino que; ad emás , dice cuáles son los subsistemas que están en cada uno
de esos estados, información qu e h emos señalado por medio de subíndice D.
D ado un estado como (4-85) podem os determinar de una manera unívoca, el
estado cor respondiente de subsistemas idénticos con los mismos números de
ocupación, es decir, existe un operador, T, tal que actuando en (4-85) da el
estado correspondiente de la clase (4-9) en que los subsistemas son indis­
tinguibles. Por consiguiente,

In. , n2, oo. n s' oo. ) F= TI nI, n2 ' oo ns' ~" ) f) (4-86)

Tal operador T produce la sime trización o la ant íslme trizaoión de (4-85)
según qu e tratemos con bosones o con fermiones. Sin embargo, DO podemos
definir el operador recíproco de T, pues partiendo de un estado en que los
subsistem as son indistinguibles podemos encontrar muchos estados del sis­
tema en que los subsistemas sean distinguibles con los mismos núrneros de
ocupación. '

Supongamos que en (4-85) el subsistema r sea uno de los n s que están
en el estado I cpB): El operador B,.t= B actúa sobre él únicamente . Por con­
siguiente,

de renunciar más tarde, ,que cada subsistema es distinguible. El estado del
sistema es



Br In. , n2, .. . na.... ) = ¿'X+{lpm) <CPrmIn, I cp/ ) "1. (cp.) InI, n2, ..., ns' ... ) (4-92)
m .s

Ahora bien, de la relación (4-53) y de las relacion es de conmutación de
los op eradores de creación y de aniquilación

(4-91)

(4-93)

R E L A. T I V I S ' T ACUANTICA

-:- ¿,'X+(cpm) <cptn IB I cp. ) X(cp')
nl , 8

B r = ¿, X+(cp m) <CPl'm[ n, ! cp/ ) X(cpS) =:
m ,»

CINEMA TICA,

x(cp.) In-, n2, .. ., na' .. . ) = X+. l(cpb) InI , n2, " ' , ns' .. . )

y, por consiguiente,

y puesto qu e los estados InI, n2, .. . na, ... ) forman un conjunto completo ,
llegamos a la conclusión de que la ' anterior es una ecu ación entre opera­
dores de forma que se tiene

V T = L Vr • r , (4-95)
r-r '

Siguiendo proced imien tos algebraicos semejantes a los emp leados para
h allar (4-93) llegaríamos a demostrar

V T = ¿, X+(cptn) x'''(cpn) <cptn, rp" !VI rp', cp' ) X(cp.) X(cp') (4-96)
m .n .a.t

donde <rp'", rp" IVI rp', c( ) es el elemento de matriz de Vr.. r' entre los
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exp resión para el operador que actúa sobre un subsistema cualquiera de
los que forman el sistema. Hemos hecho uso de la importante ecuación (4-84)
qu e indica la manera cómo calcular <cpmIB I cps ) ; a saber, hemos de calcu­
lar el valor de este elemento de matriz, como si sólo exístera un único sub­
:sistema, el r.

Intentemos ahora comprender el significado físico de esta fóimula
p ara BT • La acción de B I sobre el estado del sistema es fácil de imaginar.
T al operad or debe aplicar la acción de B = B, sobre cualquier subsistema
del conjunto; ahora bien , B toma un subsistema en el estado I cp. ) y lo
deja en el estado ' I cptn ) , y la amplitud de la probabilidad de que esta
m odificación tenga 'lugar es <cpmIB I cp. ) . El operador BT dado por la
expresión (4-93) tom a un subsistema cualquiera en . estado Icp.) , lo hace
desaparecer, y luego lo crea en el estado I cpm ) ; y la amplitud de que esto
te nga lugar es <cpm IB I cp. ) . y así vem os_'el buen sentido de esta fórmula.

Extendamos esta representación de operadores en el espacio de Fock
a otros casos más complicados. Im aginemos, por e jemplo, un operador -Vr • 1"

que actúe entre los estados de dos subsistemas determinados del conjunto
a los que designamos con las letras r y r', Por ejemplo, si los subsistemas
son cargados, -V, r' pu ede ser la energía de Coulomb generada por sus car­
gas. Puesto qu e todos. subsistemas son idénticos Vr , 1" no puede depender
de los subíndices r y r' .

(4-94) .
El operador que representa la acción de todos los V actuando entre

cualquier par de subsistemas es
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estados que se indican calculados como si sólo existieran estos dos subsis­
temas únicamente y fueran distinguibles, es decir, de forma

( lpm, lpD IVI lp " lp' ) =
= I epD (a)" lpm (a')" da da' ( a, a' IVI a", a' '' ) da" da'" lp' (a") lp' (a"/)

en que la fun ción de onda de l rp", lp' ) en representación A sea el pro­
du cto lp' (a) ep' (a') de las funciones de onda de cada uno de los subsistemas,
es decir, sin simetrizar,

Este m étodo permite escribir por medio de operadores de creación y de
aniquilación un operador cualquiera que actúa entre un número fijo de
los subsistemas indistinguibles que compongan el sistema. Tales fórmulas
tienen gran importancia práctica .

13. EL OPERADOR DENSIDAD

Consideremos un subsis tema que form a parte de un sistema cerrado:
Para que el estado del sistema pueda ser des crito por medio de los pro­
duc tos de las fun ciones de onda de los subsistemas que lo forman, es pre­
ciso que el aparato que mida o produzca este sistema describa completa-

. mente el subsi stema consid erado y todo el rest o del sistema también, es
dec ir, describa completamente los estados de los subsistemas que forman
el sistema. Pero, a veces, es imposible realizar tal experimento por la gran

, cantidad de da tos que hay qu e recoge r. La situación es, en principio, se­
mejante a la que ocurre en el dominio clásico do nde es imposible hacer un
estudio riguroso de las propiedades de un cue rpo _m acrocósmico a partir

' de sus componentes dad a la imp osibilidad, de hecho, de considerar todas
las propiedades y condiciones inici ales de estas partes constituyentes.

Desde un punto de vista meramente mecánic o el problema de explicar
las p ropiedades de los cuerpo s' macrocósmicos a partir de la Mecánica
Cuánti ca es tan insoluble como lo es si pretendiéramos hacerlo mediante
la Mecánica Clásica . .

En ambas m ecánicas hemos de conocer' un número infinito de datos,
suficientes para . determin ar el estado de cada partícula que compone el
cuerpo .macroc ósmico , lo cual es de hecho imposible de conseguir.

. Por consiguiente, tenernos qu e decir que, en general, no dispondremos
de la información máxima compatible con los postulados de la Mecánica
Cuántica acerca de l estado de un sistem a formado por un número muy
grande de subsis tema s, sencillamente po rque no sabremos en qué estado
se encuentra cada subsistema. Estudiemos otro ejemplo en que tampoco
disponemos de la info rmación máxima. , -

Para cons truir el estado de cada subsistema hemo s de medir los valores
de un conjunto completo de observables. Pero hay muchos casos en que
nuestros experimentos no ana lizan tod as los observables necesarios para
obtener la información máxima consistente con la Mecánica Cuántica. Así,

- 64-



-65-

El valor medio I contien e aquí dos cálculos estadísticos: uno co­
rrespondiente a la misma naturaleza estadística del conocimiento que ·
dan los vectores Is > y que se expresa por medio del va lor espe­
rado <s iL ! s ); y otro originado al calcular el valor medio de estos va­
lores esperados. Sin embargo, es preciso tener en cuenta el hecho de que
estos dos e lementos estadísticos no pueden ser separados conceptualmente;
el proceso estadístico completo debe ser h echo simult áneamente en una
sola operación y no debe ser representado como el resultado de aplicar
consecutivamente un promedio puramente mecánico cuántico y luego otro

por ejemplo, para conocer el estado del p rotón hemos de saber la orienta­
ción del observable ll amado spin; pero a veces estudiamos las propiedades
de una gota de agua - en cuya constitución entran los protones- sin saber
nada acerca de las orientaciones de los spines de los mismos, es decir,
disponemos de "menos información" acerca de los protones que 'la qu e en
verdad nos permite adquirir la Mecánica Cuántica sobre los mismos.

El estado dinámico de un sistema cuántico está completamente deter­
minado cuando, según vimos, podemos medir con toda precisión los valores
de los observables que forman un con junto completo para tal sistema. A
tal estado corresponde un vector del espacio de Hilbert. Si la información
que podemos obtener sobre un sistema es incompleta, es decir, menor que
la máxima permitida por la Mecánica Cuántica, nos con tentamos con decir
que el sistema tiene cier tas probabilidades, P, (s =1, .. . N.) de encontrarse
en los esta dos din ámicos representados respectiva mente por los vectores
or togo na les ! s ) . Sin embargo, al estado físico del sistema no corr esponde
ningún vec tor de l espacio de Hilb ert. Tal estado . sólo puede ser corres­
pondido por la superposición incoherente de vectores del mismo esp acio;
pero esta correspondencia no es única en gen eral, pues de la misma forma
como utilizamos para describir la situación física , las probabilidades Ps Y
los vectores ortogonales Is ) , pudiéramos utilizar otro conjunto de proba­
bilidades, y de vectores.

Sup erposición incoherente quiere decir, por definición, que para calcu­
lar la probabilidad de encontrar un cierto resultado experimental con lill

sistema ' del que no pos eemos .m áxima información, hemos de calcular la
probabilidad p ara cada un o ele los est ad os I s >, y luego hallar el valor me­
dio atribuyendo a cada vector I s ) un peso P, asignado previamente. La
superposición sería coherente si en lugar de las probabilidades conociér a­
mos las amplitudes de las mismas y de esta forma pudiéramos hallar me­
diante el principio de superposición el es tado del sist ema qu e será único.

y así supongamos que .se efectúa, en tal sistema, la medición de un
cie rto observable L : El valor . me dio, L, de los res ultados de ta les medi­
ciones , será el va lor medio de los valores esperados de L en cada esta­
do [s >. Y, por cons iguiente, supuestos normaliza dos a la unidad los vec­
tor es Is ) será

(4-97)

RELAT IVISTAC U A N TIC 'A

L= ~' Ps <s iL I s >_
B

CINEMATICA
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(4-99)

(4-98)

(4-100)=¿Ps(s \L ! s )=L
•

= ~ r , Tr(S (s) L S (s) ) = ~ Ps Tr ( I s ) ( s ¡ L is ) ( si) =
• s

= ~ r,Tr ( s ILis ) I s ) ( s I= L p. ( s 1L is ) Tr ( Is ) ( s I)=
• •

Pero hemos de hacer constar que la exp resión (4-99) no puede ser la
definición del operador densidad [l . Pues sólo tiene un valor muy limitado
el mecanismo de hallar el promedio sobre los distintos estados I s ) , los
cuales han sido introducidos únicamente para aclarar la transición entre las
descripciones completas - información máxima compatible con los postula­
dos de la Mecánica Cuántica- e incompletas, . de los sistemas físicos . En
pa rticular sería erróneo suponer qu e la descripción por medio del operador
densidad corresponde al hecho de que el subsistema tien e cierta probabi- •
lielad de estar en cada estado I s ) , y que el calcular el valor medio es pro-

promedi o puramente estadístico. Y esto es así a pesar de la forma cómo para
ayudar nu estra im aginación, hemos calculado el valor medio.

Una descripción mecánico-cuántica de un sistema basada en una infor­
mación incompleta acerca del mismo puede ser obtenida por medio de l
operado r d ensidad. El conocimiento de l operador densidad, al que desig­
naremos con la letra [1, permite calcular el valor medio de cualquier obser­
vable del sistema y también las probabilidades de obtener en lljl1 experi­
mento los distintos valores propios de estos observables. D esde el punto de
vista estadístico, la insuficiencia de la descripción de un sistema propor­
cionada por el operador densidad, reside en el hecho de qu e los distintos
resultados de nu est ras mediciones qu e pueden ser predichos con cierta
aproximación mediante el operador [1 , podrían ser predichos con mayor
exactitud o incluso con certeza -si se tratara de 1\.11 estado propio- si al
estado físico del sistema descrito por [1 le correspondiera un vector estado
del espacio de Hilbert.

La definición de operador densidad se hace po r .medio de la siguiente
relación :

D~q=~~n ~ wq ~~~DWWq =
• I

En efecto, calcu lemos Tr ([1 L). Se tiene, puesto que S (s) = Is) ( s [ es
un selector,

es dec ir, es el operador tal que la traza de su producto con el observable,
da el valor medio del mismo en el sistema considerado" Representa el con­
junto mínimo de datos. que necesitamos para calcular el valor medio de
un observable. Comparando ambas expresiones de [ deducimos que
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14. USO Y PROPIEDADES DEL OPERADOR DENSIDAD
~

w, = Tr º~D (4-101)

En parncular, la probabilidad de hallar el sist ema en el estado la ) , debi­
damente normalizado a la unidad, es

(4-102)

RELATIVISTAC UANTICA

Wo; = Tr (Q l a) ( á I ) = (!a ,. Q ! a )

CINEMATICA

Estos sistemas físicos, de los que tenemos menos información que la
máxima compatible con los postulados de la Mecánica Cuántica, están exacta
y completamente definidos por su operador densidad. Con él podemos calcu­
lar los valores rnedíos de los observables y la distribución estadística de
los resultados de las mediciones que hagamos en tal sistema. ' Por consi­
guiente, consideraremos idénticos los sistemas que tengan el mismo opera­
-dar densidad.

A fin de aclarar nuestras ideas vamos a estudiar la diferencia que existe
e n tre el conocimiento que obtenemos de un sistema físico cuando a su
estado corresponde un estado vector del espacio de Hilbert, y cuando, como
máximo, podemos obtener un operador densidad sin 'que exista vector que
represente el estado físico del sistema. Aunque la terminología puede con­
ducimos a error, llamaremos puro al estado del sistema en el primer caso ,
y m ezcla, cuando como máximo existe el operador densidad. Un estado puro
está caracterizado por la existen cia de un experimento que da un resultado,

Si S D es el operador selector que selecciona los estados vectores combi­
nación de los vectores unidad I a~ ) donde, a puede tomar ciertos valores
que forman cierto dominio D entre los posibles de los vectores propios del
conjunto de observables A (S D, hablando matemáticamente, es el p royector
del subespacio generado por los ve ctore s unidad cuyos índices están en D) ,
la probabilidad W D para que al realizar un experimento encontremos al
sistema físico en un estado cualquiera de los anteriores es

mediar sobre estos estados -con estas probabilidades. Tal supuesto contra­
diría los principios básicos de la Mecánica Cuántica.

Muchas veces se realizan cálculos en Mecánica Cuántica sin el uso de
los operadores densidad, aun en casos en que no se dispone de la máxima
información posible. Y así , por ejemplo, se supone que disponemos de in­
formación máxima y que, por consiguiente, se han medido los valores
<le todos los observables que forman el conjunto completo y luego se halla
el promedio de los valores esperados sobre las variables que en verdad no
fueron medidas . Pero si conociéramos el operador densidad los cálculos
pueden llevarse a cabo más rápidamente, ya que evitam os la introducción
de variables. superfluas, lo cual es de gran importancia para estudiar 'el sis­
tema formado por muchos subsistemas. , Entre las variables que no utiliza­
mos usando el operador densidad, figura la fase del estado del sistema.
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predicho con completa certeza, cuando lo realizamos en un sistema que está .
en ese y sólo en ese esta do. Matemáticamente esto equivale a decir que el.
estad o ve ctor es vector propio de cierto operador. Por e jemplo, la polari­
zación 'lineal de un haz luminoso en un plano dado está caracterizada por
el paso, con toda certeza, de "cada foton " qu e la constituyen, a través de'
un prisma de Nicol convenientemente ori entado; ningún otro estado de po­
larización es completamente transmitido por el mismo _prisma. El paso a.
través de un prisma de Nicol define completamente el estado de polari-­
zación porque haces filtrados así, se comportan de la misma forma con res­
pecto a cualquier otro expe riment o qu e analice polarizaciones. Este expe­
rimento da la máxima información posible; y así un estado puro puede ser­
identificado des cribiendo el experimento completo que lo caracteriza.

A veces no es conveniente determinar e l estado puro por medio del ex­
perimento qu e repetido cuantas veces qu eram os siemp re da el mismo re­
sultado, es deci r, por el observable del qu e el es tado puro es estado pro-o
pio. En ese caso caracterizamos el esta do puro por una combinación lineal.
o superpo sición de esta dos p ropios de un conjunto completo de obs ervables.
Pero aun en los casos en qu e u tilizamos e l principio de superposición, es:
posib le. si qu eremos, h all ar el obse rva ble del que el estado puro es estado·
p rop io. Observem os que en este principio de superposición los coeficientes
de la combinación lineal tien en el significado de amplitud de probab ilidad
y no Son proba bilida de s.

Pero hay sistemas en la Mecánica Cuán tica' para los cua les nin gún ex­
perimento que dé información completa de los m ismos da un resultado
ún ico cap az de ser p redicho con certeza. Por ejemplo, ningún polarizador
admite o rechaza con certeza fotones de un h az luminoso que esté parcial­
mente pol arizad o. Tenem os menos información que la máxima posible. La
des cripción de un estado m ezcla como una supe rposición de estados puros,
a cad a uno de los cuales corresponde un estado ve ctor, no es única. y así'
no ha y razón alguna porque luz no pola rizada debe ser descrita como m ez­
cla de dos po larizac iones lineal es, en lugar de dos ¡::olar izac iones circulares. Al
no existir ese experimento que da el mismo valor cuantas vec es repitamos­
la me di ción, el. es tado físico del sistema no puede estar repre sentado por
un ve ctor en el espacio de Hilbert.

Consideramos definido e l estado de un sistema, sea puro o no , por SU"

histo ria previa , es decir, po r el m étodo de ob tenerlo : El conocimiento del
método cómo un sistema físico fu e prepar ad o puede ser reemplazado por
experimentos ap ropiados en un con jumto de sistem as físicos p reparados:
id énticamente,

El estado puro es descrito por medio de un es tado vector, mient ras .q ue
el estado mezcla lo es por un operador densidad. Evidentemente, e l opera­
dor densidad debe adm it ir el caso límite de m edir algo con toda certeza
para así dar lugar al estad o puro.

Podemos dar dos inte rpretaciones distintas al contenido físico del ope ­
1ador de nsida d : El primer pun to de vista conside ra el 'sistem a com o un
con junto de subs istemas id énticos, es decir, como un conjunto estadístico-
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-de subsistemas mecánico-cuánticos cuyos estados sean puros aunque dis ­
tintos, 'y pretende hallar 'e l valor medio de una propiedad del subsistema

.sob re todos los del con junto. En este caso cada subsistema está preparado

.por distintos experimentos puesto que se hallan en estados puros distintos.
Esta interpretación es la que conviene a la estadística cuántica. Y podemos,
en segundo lugar, considerar un sistema formado por subsistemas idénticos
cuyo estado no es puro sino que es descrito, para todos los subsistemas, por
el mismo operador densidad. Aquí preparamos todos los, subsistemas por
zmedio de los mismos experimentos y el sistema no es sino un conjunto de
.subsistemas idénticos, en el mismo estado mezcla por lo cual el cálculo del
'valor esperado de un observable del subsistema, se hace considerando un
:solo subsistema y un operador densidad. Este segundo punto de vista es
'el que h em os utilizado al presentar Q. Pero ambas maneras de concebir
-el contenido físico dan los mismos resultados.

El punto de vista estadístico permite al físico 'h acer predicciones sobre
.las propiedades de un sistema aunque conozca el valor de un número muy
pequeño de parámetros. Predecir la realidad física de esta manera es po ­
.síble porque el científico utiliza la idea de conjuntos representativos (1),
'T ales conjuntos representativos, son un sistema, formado por subsistemas
.íd én tícos tales que los va lores de los parámetros conocidos son los mismos
p ara todos los subsistemas del conjunto, mi entras que los otros parámetros
.tienen valores distribuídos de una manera adecuada para los distintos sub­
-sistemas. De h echo, los sist emas físicos tendrán muchos grados de libertad,
.aunque sólo nos interesará el conocimiento de unos pocos. Y así siempre
'que tenemos el estado de un sistema con muchos grados de libertad, obte­
nem os el operador densidad hallando el promedio sobre todos los grados
-d e lib ertad que no nos interesan. ' Por consiguiente 'podemos decir que la
-descríp ci ón más generar de un siste ma cuántico se obtiene mediante el
.operador densidad.

Vemos, pues, que no es posible dar una sola definición del ope rador
«lensídad. Tal definición depend e comple tamente del punto de vista que
adoptemos; considerado estadísticamente es el que e n Mecánica Cuántica
'hac e los efectos de la función de distribución del dominio clásico; desde el
punto de vista cuántico, es la forma más general de describir un sistema...
y finalm ente aún podríamos darle una tercera interpretación, ya que tam­
bién es el método más conveniente para: manejar todos los parámetros de
interés en un cierto experimento y describir la conducta del mismo.

El operador densidad Q es un . operador hermítico definido positivo, y
cuya traza es igual a la unidad. Recíprocamente, todo op erador hemítico,
definido positivo y de traza unidad, puede ser considerado como un opera­
dor densidad. La condición de que el valor medio de un observable sea un
número real, requiere que Q sea h errnítico; la condición de que el valor
medio del operador identidad, I, sea la unidad, requiere que la traza de Q

'sea uno; la condición de que todo operador observable ele va lores propios
no negativos, tenga un va lor medio no negativo,' precisa ,que el operador

RELATIVISTACU AN T I CA«: I N E' M A TI C A



(4-109)

(4-107)

(4-103)

(4-108)

(4-105)

(4-104)

. (4-106)

.Q¡ =Tr (g U¡)

L TI (g L) = ~ L¡ O¡
i

L = ~ T r (L U¡) U.¡ = 2:,.t; Ui
i j

<a~ I g I a~ ) = 2: p. I ( aa 1 s ) !2:> Q
s

Tr g = ~ Ps Tr { Is) <sI}= 2: Ps = 1
• •

y, por -consiguiente,

y para el operador densidad

Sí se sabe con certeza que un sistema se encuentra en un estado
puro l a ) , el operador densidad para el mismo es

15. EJEMPLOS DE OPERAPORES DENSIDAD

Para sistemas cuyo conjunto completo de observables poseen N estados
unidad ortonorm ales, de forma que Q es una m atriz cua drada de N colum­
nas y N filas, necesitamos N2 operadores U¡ or tog onales según (4-105).
• Cualquier operado r L del sistema puede ser desarrollado como una com­
binación lineal de U,

Un a elección apropiada de los operadores U¡ sirve en muchos casos para
simplificar los cálculos.

La hermiticidad del operador (4-99) es evidente.
A veces conviene desarrollar el operador densidad en función d e otros

operadores más conocidos. Para ello necesitamos un conjunto de operadores
herm.Í~icos U, (i = 1, 2, .. . k, ... h) tales que dos a dos verifiquen la siguiente
relaci ón:

REVI:>TA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , FfSI CO - QUIMICAS y NATURALES

densidad sea definido positivo, esto es, que todo elemento diagonal de Q.

en cualquier representación, ha de ser no negativo.
Es fácil comprobar algebraicamente que el operador densidad (4-99)

introducido anteriormente satisface estas propiedades. ASÍ, por ejemplo, la
traza del mismo es

y su carácter de positivo definido aparece al calcular sus elementos diago­
nales en una representación cualquiera,
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Recíprocamente, para que un operador densidad represente un estado puro,
es necesario y suficiente que se verifique (4-111). Para cualquier otro ope­
rador densidad se tiene

(4-110)

(4-112)

(4-113)

(4-111)

REL ATI VI S T A

TI Q2 <1

TI Q2 = 1

C UAN T I CACI NEMATIC A

como puede comprobarse inmediatamente. Tal propiedad puede propor­
cionar una medida de la información que el operador densidad contiene
acerca del sistema que representa.

Estudiemos aho ra cuál es el operador densidad qu e corresponde al es­
tado de un sist ema un a vez hemos realizado una medición en el mismo. Si
la obse rvación realizada indica que el sistema se halla en uno de los esta­
dos que el operador SI) an tes definido, selecciona, el operador densidad des­
pues de hecha esta medición, es, salvo constante, la proyección fi = S D ºS ()
del operador densidad Q que tenía el sistema antes de realizar el expe ri- .
mento. La constante se fija por la condición de que el operador Q1 tenga
una traza igual a uno; por consiguiente, tal constante es el recíproco
de Tr g1 = Tr ºSI) = W 1)

La variación acausal del operador densidad al realizar una medición es

SI) QSo

Tr ºS o

En muchos casos el valor de las probabilidades PB se deduce de prin­
cipios o consideraciones qu e salen del ma rco de la Mecánica Cuántica. Así
por ejemplo, la Mecánica Estadística prueba que el estado de un sistema a
temperatura T deb e ser representado por una superposición incoherente de
estados propios de la energía- IE' ) con pesos proporcionales al facto r

exp ~- :; 1 de la función de distribución de Boltzmann. A fin de que

la sum a de todos los pesos corre spondientes a todos los valores p ropio s
de la ene rgía sea igual a 1, el peso de cada estado debe ser igual a l fac-

tor exp ~- ~: . ~ dividido por la suma de todos ellos sobre los distintos

estados Z (T) = ~. exp l- :; ~ .Por consiguiente, el operador densidad

es diagonal en la representación que incluye al operador hamiltonlano H

que verifica

si la ) está normalizado a la unidad. Recíprocamente si el operador densi­
dad de un sistema es un selector (proyector) representa el estad o puro;
exactamente, el que tal operador selecciona.

Los -operadores densidad de estados puros verifican
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(4-114)

(4-115)

KT
e

Z (T)( E' , F I QIE" , r ) =
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I

(1) U. F ANO: Ret!. Mod. Phys. 29,74 (1957).

donde f son los, índices correspondientes 'a los otros observables que con H
forman el conjunto completo. En general el operador densidad en Mecá­
nica Estadística, es

entre el conjunto completo de observables compatibles que la generan. Sus
elementos de matriz en esta representación son

E'

Q=
Tr (e- H/KT)

que es una función del operador hamiltoniano exclusivamente (1).
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C AT EDR A DE FÍS ICA MATEMÁTICA, F ACULTAD DE C IENCIAS, Z ARAG0 7.A

INTRODUCCION

32 Q
6 Q

38 Q
575 Q

TERMONUCLEARES

Nuclear . . .

Carbón ' oo oo . oo •• • •• oo oo . oo • • oo oo. oo ,

Petróleo oo . oo , oo. oo, oo . oo , oo . oo' oo'

TABLA 1

Hasta 1850 .. . . . . . .. . . . . .. ... .. . 6-9 Q
En 1850-1950 oo . oo ' oo . oo • • oo oo . • 4 Q
H asta 2.000 . oo oo . • oo • oo oo . oo ' • oo oo. 25 Q
Hasta 2.050 . oo oo. oo ' oo, oo. oo . • oo oo. 100 Q
~n e l momento presente 10 Q por centuria.

Consumo J
. t

Reservas .{

por FRANCISCO G ~SCON LA TASA

donde Q= 2'5 .1020 calorías. El cálculo del consumo se ha realizado extrap o­
lando el crecimiento de población y consumo individual, y el de las res ervas
con tando las explotaciones económ icamente posibles hasta un precio doble
del actual. Las rese rvas de uranio son de 50 mill ones de Kg., o sea que pueden
producir algo mas de 10 veces la energía de todo el carbón que nos queda.
En un período de 100 ó 150 años , quizá hayamos acabado con los dos tipos
de combustible.

El gran desarrollo industrial cons eguido en la primera mitad del siglo xx
tenía como base la utilización de combustibles fósiles: carb ón, 1Jetróleo y
derivados. Sin embargo, es bien conocida la desigu al distribución de estas
mate rias primas en la supe rficie terrestre . Hay muchas na ciones que carecen
de estos elementos básicos y, las restantes, ven cómo sus reservas disminuyen
ráp idamente. .

El descubrimiento de la fisión nuclear, y posterior control de las reaccio­
nes, vino a poner remedio a esta situ ación. Hoy en día, naci ones com o In­
glate rra, están explotando esta nueva fuente de energía en escala ind ustr ial.
España deberá tener en marcha sus reactores antes de diez años.

. La siguiente tabla según Palm er Putnam (1953) puede darnos un a idea
del consumo y reservas de combustibles.

REACTORES
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, El precio de la energía producida por fisión tiende a ser aproximada.
mente el mismo que la que se obtiene por procedimientos hidráulicos.

Sin embargo, estos reactores de fisión, tienen un inconveniente extraor­
dinario: las cenizas radioactivas. El conseguir la energía que hoy en día se
consume, con reactores de este tipo, supondría una cantidad de cenizas ra­
dioactivas equivalente a la explosión de 200.000 bombas atómicas por año.
Teniendo en cuenta el aumento de las necesidades de energía, el proceso de
fisión, para el año 2000, originaría una radioactividad equivalente a ocho mi­
llones de bombas atómicas. Esto representa un verdadero peligro para la
humanidad, teniendo en cuenta que todavía no se ha resuelto el problema
de deshacerse dé las cenizas radiactivas.

Todo esto, nos obliga a emprender la rápida carrera que han comenzado
todas las naciones para lograr una· nueva forma de obtener energía: el apro­
vechamiento ' de la enorme cantidad de energía desarrollada en la bomba
'de hidrógeno.

Igual que se conguió domar y controlar la bomba atómica, intentamos
hacerlo con la bomba de hidrógeno, es decir, fabricar un aparato que llama­
mos reactor de fisión controlada, que produzca energía barata, controlada y
sin peligro.

Aunque históricamente se conoció antes la existencia de estas reacciones
en las estrellas, que el descubrimiento de la fisión, quizá por motivos psico­
lógicos no se intentó producir en la Tierra estas reacciones de tipo astro-
nómico. .

La información sobre los estudios realizados en este campo ha sido muy
escasa hasta hace poco tiempo. Los primeros trabajos se deben a Rutherford
y Oliphant en 1934. Sin embargo, hasta 1951 no se vio la importancia de la
fusión y entonces pasó a ser investigación secreta. Empezaron a publicarse
algunos trabajos en 1957 y, posteriormente, se dieron muchísimos más datos
en la Conferencia de Ginebra para usos pacíficos de la energía atómica.

La investigación sobre las formas de control y puesta en marcha de reac­
tores es un problema fascinante, difícil y potencialmente muy Jmportante.
Esperamos que la predicíóri del físico indio H. J. Bhabha, en 1955 en la
primera Conferencia de Ginebra, de que el problema estaría resuelto antes
de 20 años , se confirme para bien de la humanidad. .

Haremos un resumen de la teoría, dificultades y ventajas de la fusión
controlada.

FI5ION y . FUSION

El núcleo está formado por un conjunto de protones' 2 (número atómico)
de masa Mp y un conjunto de neutrones N de masa Mn' A la suma de los
números de protones y neutrones se le llama número másico, A = 2 +N.

La diferencia entre la masa de los nucleones (protones y neutrones) y la
'masa de núcleo M:

(2 Mp+N Mn)-M

multiplicada por la velocidad de la luz al cuadrado, recibe el nombre de
energía de ligadura, B.

::-:74-



Fig. 1
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sea an áxírna. . con des-

TERM O N U CLEA R 'E SR. E _A C T O R E S

a transformarse en elementos donde la' relación

Como los núcleos son positivos, se repelen con la fuerz a 'F = -----

* 1 eV = 1'60 X 10 - :el ergo

PROCESO ' D E FUSION

r2

por tanto, será preciso comunicarles un a gran velocidad inici al pa ra qu e pue­
dan salvar esta barrera de potencial. Para alcanzar estas velocida des tan

- e Q
, /

8 :::---::-
@ - U2 3

!l - @ O Productos de fisión

. ~ ,
@ .

prendimiento de energía.
La fisión o escisión de los núcleos pesados se produce al incidir un neu ­

trón en un núcleo pesado (U235 Ó Fu). Como el neutrón no tien e carga puede
penetrar fácilmente en el núcleo; éste, se vu elve alt amente inestable y se
fragmenta (Fig.l) , en dos núcleos de A intermedio y cierto núm ero de neu­
trones, que en condiciones especiales puede producir una rea cción en cadena. •
La mayor parte de la ene rgía liberada (200 'MeV por núcleo) <,> , aparece en
forma de energía cinética de los fragm entos de fisión , pudiendo convertirse
en trabajo útil mediante un ciclo térmico.

Es en cierto modo inverso del anterior. Aquí, los núcleos ligeros se unen
(fusionan) para dar dos núcleos más pesados (Fig. 2). Este fenómeno se su­
pone ocurre en las estrellas, aunque- como veremos , las condiciones en qu e
se realiza en ellas no pueden practicarse en la Tierra.

El proceso de fusión es análogo al fenómeno producido al poner en 'con­
tacto dos gotas de agl~a; las gotas se unen formando un a gota única, cuya
temperatura es mayor que las de las ' dos separadas, se ha p roducido pues,
una liberación de energía.

B
La energía de ligadura por nucléon, --, es un a magnitud de particular

A
interés. Tiene un valor máximo para los elementos situados en él centro del
sistema de períodos. Todos los elementos pesad os y ligeros tien en tenden cia

B
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alt as es preciso calentar los materiales que han de producir la fusión a altas
temperaturas.

Las reacciones de fusión son análogas a los procesos de combustión ordi­
narios. Para que se inicie este fenómeno, el combustible debe calentarse
hasta alcanzar la temperatura de ignición; para que sea continuo, es .decir,
se automantenga, es preciso que el calor desarrollado por la combustión de
una partícula sea suficiente para elevar la temperatura de otra partícula
próxima, hasta alcanzar su punto de ignición. Por tanto, eS preciso evitar
las pérdidas de calor, bien ,en forma de radiación, bien en forma de partículas
calientes que salen del núcleo de reacción.

Precisamente en estas dos condiciones estrib a el problema de los reac­
tores de fusión. La temperatura de ignición es de varios centenares de mi­
llones de grado s y, para evitar pérdidas de calor, será preciso aislar el ma­
terial a reacionar de las paredes del recipiente que lo contiene. La deno­
minación de reacciones termonucleares proviene de ser un proceso esencial­
mente térmi co.

COMBUSTIBLES

La fuerza de repulsión culombiana entre dos núcleos será mínima cuan­
do lo sean Z¡ y Z2, o sea , en los núcleos mas livianos la velocidad inicial
precisa para atravesar la barrera, y , por tanto, la temperatura requerida, será
mínima.

Los materiales más apropiados serán; pues, los átomos ligeros, H, He , Li
y sus isótopos que figu ran en la siguiente tabla:

TABLA 11

Elemento Isótopos Electrones

I Protones N eutrones. corticales ,

l
!-JI ó P O

H H2 Ó D 1 1
- 1

H3 Ó T 2

\
. He3 1

He ¡ Hé 2 2 2

~
LiG

·3 3
3

Li Lz'7 4

.y las reacciones a q~e den lugar:

1) 4 p~ He4 +Ze' + 26'7 MeV

)
.L --- T (1'0) + p (3'0) + 4

2 D I D ---.. lIe3(0'8) + n (2'5) + 3'25

3) . T +D ~ H e4 (3'5) + n (14'1) + 17'6

4) T + T ~ H/ (3'8) + 2n (7'6) + 11'4
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6D ~ 2He4 (TI) + 2p (17'7) + 2n (16'55 + 11'8).

5) He3 + D ~ H/ (3'6) + p (14'7) + 18'3

6) He3 + H/ ~H/ (4'3) + 2p (8'5) + 12~8

7) Lío+ D ~ 2Hc4 + 22'4 .:

8) Lí7 + p ~ 2Hc4 + 11'3

D +D ~ T (1'0) + p (3'0)

D + D ~ He3 (0'8) +- n (2'45)

D + T~ He4 (3'5) + n (14'1)

D + He3 ~ H e4 (3'6) + p (14'7)

TERMO N UCLE AR E SR E A C T O R E S

;

donde los ' número s entre paréntesis indican la energia qu e acarrea cada
partícula resultante , y los núm eros últimos, la ene rgía total desprendid a
en MeV.

La 1) es impracticable por su pequeña sección eficaz y solo se origina
en las estrellas con gran lentitud, a través de dos' procesos , igualmente pro­
bables a la temperatura de las estrellas, den ominados ciclo del carbono y
caden a protón-protón.

La 2) da lugar a dos reacciones de igu al probabilidad, realizándose si-
multáneamente. ::,

La 3) es muy interesante p or desprender gran energía; sin embargo, tiene
dos gravísimos inconvenientes: el no existir tritio en la na turaleza y ser
su obtención mu y costosa, y el no desprender protones , imposibilitando una
prob able conversión di recta de la energía -de .reacci ón en energía eléctrica.
Los .m ismos inconvenientes, p ero m ás acentuado s" p resenta la 4).

La 5) tien e un a sección .eficaz pequeña, y ya en ella, aunque más 'acen­
tuado en las restantes, e l efe cto de la barrera de potencial hace muy difíciles
las reacciones.

La reacción más prometedora es, pues; la DcD , qu e a su vez puede de­
sencadenar una serie de reacciones secundarias en la siguiente forma:

Esta reacción completa, equivalente, a la fusión de seis deuterones, no
es fácil conseguirla por lo dicho sobre la reacción 3). Si la consiguiésemos
obtendríamos una energía que no escaparía del núcleo de reacción (protones)
de 4'4 MeV por deuterón, y una energía adicional que escaparía (neutrones)
de 2'76 MeV por deuterón, La energía total sería de 7'2 MeV y, si no ocurre
la reacción D - He3 , solamente 4'7 MeV por nucleón.

Aunque en la fisión la energía desarrollada por núcleo (200 MeV) es
mayor que para la fusi ón (3'6 MeV de promedio en el caso de la D - D
única), la energía por unidad de masa es mayor en la D - D (100 millo nes
de Kw-h por Kg) qu e en la fisión (20 millones de Kw-h por Kg).
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' D cJb· .

el coste d el combustible es una pequeña fracción del. . 1

precio de , los combustibles ·cOnvencionales. En un litro de agua h ay -'-
SO

de gra mo de -O y el coste de extracción menor es de 2'50 p esetas. 'Si se 'e m­
please en un reactor, la ' energía -p roducida equivaldría a la de la 'cornbus­
tión de SOO litros "de gasolina.

.i;

El D se enc uen tra 'mezclad o con el H en todos sus compuestos en una
parte en ' seis mil dé H. El tritio es 'un isótopo radioactiva, prácticamente
inexis ten te en la Tierra. La cantidad de deuterio que existe en el agua de
los océanos; fácilmente re parab le por electrolisis y destilación fraccionada, se
calcula en 4'5 .1016 Kg. de la que se puede obtener una energía de 1020 Kui­
año. D ado el actual consumo d e e ne rgía , 5.10!! Ki o, hay en la Tierra com­
bustible de D p ar a 20.000 millones de años', o sea, se is mil ve ces ·la edad
q ue se calcula al sistema solar.

Para hacernos una idea más familiar de esta s magnitudes direm os, que
en el agua que cabe en un cubo corr ien t é..hay alrede do r de l /S de gramo
d e D, que aproximadamente serviría pa ra llenar los pulmones de un hom­
bre; la en ergía lib erada en la fusión 'de este deuterio es semej ante a la pro­
d ucida en la combustión de 2 toneladas d e carbón, o sea que una familia
podrá calentarse y cocinar todo 'un año con el D contenido en un cub o de
agua .

Por otra 'p arte

AB UNDANCIA Y PRECIO DEL COMBUSTIBLE

Fig.2

REVl5'TA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTA S, FlSICO· QUIMICAS y NATURALES



-79-

SEGURIDAD

APROVECHAMIENTO D E LA ENERGIA

TERMO N UCLEJARESREACTORES

Para evitar accidentes se requiere que la cantidad de combustible en el
r eactor sea p equeña, con el fin de prevenir una explosión o reacción des­
controlada.

No presentan el inconveniente de los rea ctores de fisión , pues los pro­
ductos resultantes no son radioactivos . Sin emb argo, hay que tener presente
que el intenso flujo de neutrones desprendido choca contra la estru ctura
d el reactor, pudiendo converti rla en ra dioac tiva, por lo que deberán to­
mar se precauciones.

0'01 < W4 < 2000 KeV

Los diversos estados de la materia corresponden a ciertos valores de
l a en ergía de ligadura entre las partículas constitutivas. Si la energía de una
·p artícula es superior a la energía ' de ligadura en un d et erminado es tado, la
materi a cambia de estado. Los es tados ordinarios son por orden de ene rgía
por partícula, sólido, líquido y gaseoso. Aho ra bien , si a un gas le incre­
men tamo s su energía, puede llegar a exceder la ene rgía de ionización de}
á tomo, hecho que sucede normalmente con unos pocos e V; entonces e l
átomo pierde sus electrones y aparece un lluevo estado de la mate ria que
difiere de los tres clásicos en varios aspectos. Este estado de la materia,
·cuarto estado 6 plasma, corresponde a un a energía cinética media por ' par-
tícula W4 comprendida aproximadamente entre . .

PLASMA TERMONUCL)!}AR

En la reacción D - T el 80 % de energía aparece como ene rgía cinética
de los neutrones; éstos son moderados en el exterior y, por sus sucesivos
intercambios caloríficos, se consigue transportar la ene rgía a un ciclo tér­
mico ordinario.

En la reacción D - D, solo el 33 % aparece en forma de energía cin ética
d e los neutrones; el resto de los productos de reacción tienen carga eléctrica.
Imaginemos 'rodeando al D un campo magnético creci ente; estu diarem os
cómo se puede comprimir el:D con este campo, aumentando su densidad
y en tonces la energía generada aumentará con e l cuadrado de la densidad,
elevándose la temperatura y presión, y originándose una expansión contra
el campo; estas variaciones del campo pueden inducir corrientes aprove­
chables, aunque tal vez resulten antieconómicas. Otros procedimientos se

.h an ide ado con el fin de cons eguir la transformación directa de la ene rgía.
de re acción en eléctrica.
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Al aumentar la energía sobre este límite , definimos e l qumto esta do,
corno el que tiene una energía W5 tal que:

2 < W 5 < 200 MeV

es te estado "riugas", está formado por nucleones y e lec trones libres. El
sexto es tado lo definirnos igualmente por

0'2 < W G < 4 GeV

con teniendo elect rones, nucleones mutilados y mesones . ,
El plasma es, pues , el estado de la mat eria formado por electrone s y nú ­

cleos completamente ionizados.
Probablemen'te más del 99'9 % de la materia del Unive rso existe en

forma de pl asm a. Sin em bargo, en nuestro pl an eta tien e que producirse
bajo condiciones especia les, pOJ reque rir much a e ne rgía, es decir, tempe­
ra tura.

El campo d e estud io del pl asm a es muy amplio, p or serlo la ga ma de
energ ías . que abarca . Puede consi derarse desde e l p unto de vista estadís ­
tico, hidrodinámico, etc.

Nos limitaremos a hacer un estud io rest rin gido, teniendo corno mira los.
reactores termonucleares .

TEMPERATURA CI NETICA

En el plasma no cabe hablar d e temperatura en el se ntido ordinario de
acuerdo con la teo ría cinética por estar lejos del equilib rio térmico.

Introducirnos el concepto de temperatura ciné tica T¿ en función de la.
ene rgía cinética media de translación de las partículas a partir d e la.
expresión :

2 u,
luego T¿=---- , así pues llamaremos temperatura cinética de un plas­

S K
ma la temperatura que tendría un gas e n equilibrio térmico, cuyas p artícu­
las tu viesen la energía cin ética media del pl asma.

La equivalencia es : 1 eV = 1'16 . 104 0K. Mediremos la temperatura in­
distintamente en grados o en eVo

A la temperatura ambiente la ve locidad del ' D es de 5.000 Km /H
A 100.000oK los átomos p ierden sus el ectrones formando el plasma con una
velocid ad para el D de 20.000.000 Km/h. A 100.000.000 °K empieza la fu ­
sión y a 400.000.000 oK la reacción D-D es automantenida.
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SEOCION EFICAZ DE REACCrON

(9)
1

p == -- n 2 < a V> W d2 .

TER M O ' N U C . L E A R E S

1
Rn . __ n2 < o V >

2

en donde, si la en ergía d e los deuterones viene exp resad a en KeV , a viene
exp resada en barn (1 barn = 10- 24 [1m2).

. La gráfica ad junt a (Fig. 3) corresponde a medidas de la sección eficaz
para las reacciones 2), 3) Y 5) en función de la ene rgía r ela tiva de 'las
partículas.

Si los iones 1 y 2 son iguales, como en el caso de la re acción V-V ,
tendremos:

288 1
. --45'8WaDD=--- e . 2

W .

Pueden usarse expresiones analíticas para el cálculo de < a V > para
bajas y medias energías, donde se 'sup one una distribución de ve locidades
d e Maxwell. . '

La expresión general de la reacción eficaz calculada teóricamente para
estas energías es en el caso de la V-V

sie nd o nI la densidad de -iones del tipo 1.
Si W I 2 es la ene rgía desprendida por reacción , la potencia des arrollada

por esta s reacciones será:

RI = n2 < a V 12 >
siendo < a-V I 2 > el producto promedio de una distribución de ve locid acles
apropiada a la temperatura cinética del pl asma.

El número total de reacciones por segundo será

Las reaccione s de fusión consisten en el ch oque de dos cuerpos; esta
colisión mutua se realiza entre todas las partículas d el plasma. Supon gam os
un g rupo de iones combustibles, de dos tipos diferentes 1 y 2, con un a tem­
pe ratura cin ética T en mutuas colisiones. La p robabilidad por unidad de
tiempo de que un ion del tipo 1 reaccione, es d ecir, p ase por dentro d e la
sección eficaz a, var iable con la ve locidad relativa V I 2 , con otra d el tipo 2,
sie ndo n2 la d ensidad elel tipo 2, o sea el número ele ion es 2 por cm", será
para cada partícula del tipo 1: .

R E A e T o R E S
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El valor de < 11 V > puede obteners e a partir de la expresión de 11 y de
la ley de distribución de velocidades ad ecuada. Para una distribución ele
Maxwell de velocidad es, con T en KeV, se obtiene para T < 50 KeV :

" 2 1< 11V DIJ >= 260 X 10-1(1T - _ _ o e - 18'76 T -;;-
3

Una expresion similar se obtiene para la reacción D-T.
Estos va lores son los que figuran en la fig . 4. para ene rgías de 1 a

100 KeV.
Debe notarse que para energías menores que 5 KeV, los valores de

< C1 V > .son debidos únicamente a las partículas con energías varias veces
mayor que la media, pues para pequeñas en ergías la sección eficaz ele reac­
ción C1 es muy pequeña, o sea que a bajas temperaturas, la contribución
máxima se debe a las partículas cuya velocidad se encuen tra en la "cola"
de la gráfica de distr ibución de ve locidade s de Maxwell .
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DENSIDAD DE POTENCIA DE REACCION

(para T = 100 KeV)
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R E A C T O R E S

Supongamos un plasma de D a un a temp eratura de 100 KeV, elegida
por ser en ella o suficientemente grande y poco variable con la temperatura.

En . la figur a 3 vemos que a esta tempera tura corresponde un
< o V D D > rv 3 X 10.,.17 cm3 j sg. y teniend o en cuenta que la energía por
reacción para la D -D única es \VD /} = 3'6 MeV rv 6 . 10-}(1 [oui e / reacci án,
la (9) toma la forma :

1
P, = - - 11 7) (3. la-ti) . (6 . 10-13 ) = 9.10-3 0 n 7) ioatt / om« (10)

2

luego a una temperatura dada, la densidad de ' potencia de reacción es fun ­
ción del cuadrado de la densidad de deuterones.
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La líne a de 100 wattjam3 está indicada p or ser la densidad d e potencia
típica en los reactores de fisión de potencia . La línea nv = 2'7 . 1019 indica
la densidad de partíc ulas de un ga s en con di cion es no rm ales.

Las líneas de p otencia se calculan en. gene ral mediante la exp re sión
ge ne ra l de P t Y la gráfica <.cr V >.

Debemos fijar la atención en un h echo realmente asom b roso: para ob­
lener den sidades de 'p otencia: apreciables, solam ente hacen falta d ensid ades
'del orden de 1015 partículas por cm", o sea de 10-4 a 10- 5 veces la dens idad
atmosférica, equivalente a 10-3 rrnrn. de mercurio, en condi ciones normales.

Si consiguiésemos un reacto r con una densidad de D , nD , ' igual a la
densidad atmosférica y a 100 KeV de tem peratu ra, en solo un volumen de
{¡'OS cm" obtendríamos una potencia de 500.000 Kw ., equivalen te a la po­
tencia que produce una central eléctrica de grandes dimensiones. Sin em­
bargo, la presión que alcanzaría e l plasma sería enorme; unas 107 atmós­
feras,

Si la den~idad del plasma es pequeña, el reactor se hace antieconómico,
por ser pequeña la densidad de potencia; por tan to, debemos pensar en den-

En la g ráfi ca, fig . 5, vemos los va lores de P¡ = f (n) para las reacciones
D D Y D T a p artes iguales.
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CAMINO ·LI BRE MEDIO .Y TIEMPO MEDIO DE REACCION

Veamos cómo las reacciones de fusión no son posibles a baj as tempe­
raturas.

Hemos dicho que el número de reacciones por unidad de tiempo para

R E A C T O R E S

sidades del orden de 1015 paJ'tículasjcm3 para hacerlo rentable y evit ar las
altas presiones originadas al calentar el plasma.

Por otra parte debe notarse que el balance neto de ene rgía es grande,
pues necesitamos únicamente energías del orden de 10 a 100 Kev p ara ca­
lentar el plasma a la temperatura apropiada, mientras que la ene rgía des­
arr ollada en la reacción es de varios MeV. Con tal que una parte d el com­
bustible fusione, la energía producida será mayor que la requerida para pro­
ducir la reacción.
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un a partícula" es R1 = n < (J V >, luego el tiempo medio qu e transcurre
entre dos reacciones es

La gráfica adjunta, Hg. 6, nos da los valores de r , en función de la den­
sida d de partículas, de las reacciones D D Y D T, a las temper aturas de
10 y 100 KeV.

Los puntos negros indican los valores de las diversas -m agnítudes p ara
los que la potencia de un reactor es aprop iad a. De la gráfica se desprende
que el tiempo m edio • es de var ios segundos, o sea, que los iones deben
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TEMPERATURA MINIM.Á. PARA UNA REACCION AUTOMA TENIDA. .

Luego para que se mantenga la reacción, es preciso qu e P, sea como
máximo igual a Pi'

Aunque ambas potencias varían con el cuadrado de la densidad , afortu­
nadamente Pi aumenta más deprisa qu e P; con la temperatura, por lo que
hay una temperatura en la que ambas son iguales, valor que se obtiene,

T E .R M o N U e L E A R E S

choques.
No debe sorprendernos la magnitud de t: pues ya dijimos, que a es tas

temperaturas la velocidad de las partículas es extra ordina ria.
Dada la dificultad qu e existe para el confinamiento del plasma durante

largo tiempo, será preciso alcanzar muy altas temperaturas para qu e r pu e-
da ser pequeño. .

R E A e T o R E S

P;. = 0'48 X 10-¡\O 2 2 n/ 1'/ /2 ioatt /cmr ,

donde Te es la temperatura' de los electrones en KeV. Si el plasma es de
hidrógeno, 2 = 1, Y neutro, resulta para la D D

P,.= 0'48 X 10-30 n.¡J" T/ / 2 w attjcm ñ

permanecer en la región de reacción un tiempo que no sea demasiado corto
comparado con "t para lograr el balance de potencia adecuado.

El significado del tiempo medio se ve mejor en la gráfica, Hg. 7, qu e
1

da el camino libre medio A= --- que una partícula recorre entre dos
na

Evidentemente, para que una reacción se mantenga una vez iniciada, la
potencia radiada deb e ser menor que la generada.

Ya dijimos que el 34 % de la energía de re acción en la D D Y el 80 %
en la D 1', la acarreán los neutrones, que por su carencia ele carga eléctrica
escapan irremisiblemente del núcleo de reacción; por tanto, la potencia in­
terna, es decir, la qu e podemos impedir en principio que escape en forma
de partí culas, Pi' es solo parte de la (10) para la D D , Y análogamente para
la D T.

Aparte del escape de neutrones, dada la elevada temperatura del núcleo
de l reactor, se produce una intensa radiación. Los fotones producidos pue­
den ser absorbidos po r las partículas del plasma, luego podemos deci r que
la energía radiada es dei orden de la de radiación del cuerpo negro dism i­
nuida en la razón de las dimensiones del sistema al camino lib re medio para
absorción de fotones. Dado, que el origen dominante de estos fotones,
rayos X, es el bremsstrahlung ordinario, o sea , la emisión de fotones al ser
reflectados -los rápidos elec trones del pl asma por la barrera coulombian a de
los iones, supuesta un a distribución maxwelliana eleétrónica, se ha calculado
para la potencia de radiación:
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CONFINAMIENTO

El camino libre m edio para colisiones en tre p artículas del plasma a la
temperatura de fusión, y, por tanto, el tiempo medio de reacción L, son gran­
de s. En la gráfica, Hg. 5, se observa que la cantidad L n.o debe ser del orden

resultando para la temperatura de ignici ón o crítica , Te -:- 35 KeV . D e un
modo análogo se obtiene para la D T una temperatura crítica de 4 KeV.

En la gráfica adjunta, fig . 8, están
represen tadas las potencias producidas
en las reacciones D D Y D T, Y la po­
ten cia radiada, en función 'de la tem­
peratura, para una densidad de 1015

partícu las po r cm 3 •

Así, pues, habrá que producir en e l
- plasma una temperatura mínima de
46 millones de grados para la D T Y
400 millones de grados para la D D .

Para d arnos id ea de la magnitud d e
estas temper aturas, recordemos, que la
temperatura d e la superficie solar es
de -6.000° Y la d e su centro se estima
en 15 millones de grados.

T eni endo presente que antes. de
1950 la temperatura máxima alcanzada
en el laboratorio fue d e 30 .000 grados,
resulta una aventura difícil pero su­
gestiva el querer alcanzar tantos mi­
llones de grados.'

Como PI' es directamente propor­
cional al cuadrado del númedo atómi­
co Z, la presencia de pequeñas canti­
dades d e partículas con alto Z (des ­
prendimiento de paredes , impurezas,
etc.) aumenta considerablemente e l

valor de P,. y, por tanto, la temperatura crítica. En consecuencia el plasma
debe ser puro.

suponiendo que la temperatura de electrones e ion es es la misma haciendo
Pi

- - = 1. Para la D D contando también la reacción secundaria D T se
Pr

tiene:
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Fig. 9

e

de 1016 para producir d ensidades de potencia prácti cas. Así, pues, o bien e

debernos hacer grande la densidad o bien el tiempo de confinamiento. .
Un caso límite del primer tipo es la bomba de hidrógeno en la que la

densidad es muy alta y se consigue la alta temperatura durante un tiempo
corto mediante un a explosión atómica. Por ejemplo, si la densidad es de
101!! part ículas/Cin3 es suficiente un tiempo de confina miento ele un a cen ­
tésima de segundo.

El segundo método consiste en unas densidades bajas, del orden de
1015 partículas/ cm" , y entonces el período debe ser grande, 10 segundos
o más . En este método debemos interponer entre la región de reacción y
las p aredes del recipiente un campo de fue rzas capaz de ejercer un a presión
tal, que el calor de reacci ón' no pase inmediatamente a la pared para evitar
el enfriamiento del plasma (hay que observ ar que , estando el plasma a
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tan baj a presión, la cantidad de calor que puede ceder es muy p equeña;
por e jemplo, un .Iitro de plasma a 400 'millones de grados, ap enas podría
calentar una taza de café; por tanto, no puede evaporar, al: ponerse en con­
tacto con la pared, sino una cantidad pequeñísima de ella, aunque es ta
parte evaporada envenena ría al pl asma haciéndole subir su tem peratura
crítica). .

. La presión que origina el plasma a alta temperatura, aún con baja den­
sidad , es grande; po r eje mp lo, éon n = 6. 1015 particulas f cnv y T = 100 kev
la presión llegar ía a 103 atmósferas. El campo grav ita torio terres tre es
demasiado débil para soportar esta presión; en camb io en las estre llas sí que
puede llegar a contrarrestarla.

En los reactores termonucleares cons eguiremos este propósito con un
campo magnético que actúe sobre las partículas. Si consideramos, por e jem .
plo , un cilindro que contiene plasma, las partículas se moverán en tod as
las direcciones, fig . 9 a, pero si aplicamos un campo magnético uniforme
y paralelo al eje del cilindro, las p artículas describirán hélices alre dedor de
las líneas de fuerza del campo ma gné tico, fig . 9 b.

La difusión de las p artículas a tr avés de las líneas de-fuerza , se produ­
cirá fundamentalmente cuando .un ion choque contra un elec t rón; en este
caso, una p artícula tal como la de la ' figura 9 e que gira alre de do r de la
línea a, al chocar en un punto A con ot ra partícula, empeza rá a gira r alre ­
dedor de otra línea b, es decir, la p artícula se ha movido o difundido a
través del campo magnético. .

Se demuestra que la ve locidad de difusión de las partículas haci a las
paredes, podrá hacerse muy pequeña aumentando B., siempre qu e el con­
finamiento sea estable.

Es te impedimento que impone el campo magnético al movimiento de
las p artículas hacia fu era, pue de interpretars e como un a ve rdadera p resión
magnética, y cuando la presión del plasma ha cia fuera se a igual a la pre­
sión magnéti ca hacia dentro, el plasma esta rá confinado en un tubo cuyas
paredes no son el tubo material, sino las líneas de fuerza.

Hemos visto el procedimiento de confinar el plasma -en la dirección
transversal al campo magnético; sin emb argo, las partículas marcharán a lo
largo de las líneas de fuerza y deberá emplearse algún artificio para evitar
las pérdidas en los extremos de l cilindro. .

Por la forma de producir este campo magn ético, se suelen dividir los:
procedimientos en tres tipos :

1.0 Campos exte rnos. - En este tipo el campo magnético está produ­
cido por mecanismos exteriores. Según la forma de las líneas de fuerza se
subdivide n en : a) Confinamiento toroidal, en el que las líneas de fuerza.
son circulares y encerradas en un tubo en forma de toro, aunque est a
forma primitiva del tubo se ha ' ido modificando, para evitar inestabilidad es,
y corrientes de plasma producidas por inhomogen eidades del campo mag­
néticó, hasta adquirir la forma aproximada de un ocho deformado como en
el aparato Stellarator. b) Confinamiento mediante esp ejos magnéticos, que
aprovechan la propiedad del diamagnetismo del plasma, es decir, e l ser
repelido por campos in tensos, para confinarlo en un campo cuyas líneas.
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de fuerza recuerdan la forma de una botell a con dos cuellos, uno en cada
extremo, por lo que se llama a esta configuración "bo tella magnéti ca"; un
aparato de este tipo es el Ogra. c) Confinami ento medi ante rad iofrecuen cia ,
o sea ondas radioeléctricas, .que parece tien e poco porvenir.

2.0 Campos aui oproducidos. - En ellos las propi as corrientes del p las­
ma eng endran campos magnéticos que autocontraen la vena del plasma .
Este fenómeno es análogo a la atracción de corrien tes eléctricas paralelas.
Las pérdidas en los extremos se evitan cerrando los extremos de la descarga
sob re sí mismos en forma de toro. El ap arato más representativo es el Zeta.

3.0 Campo ma gnético producido por una corriente relati vista de elec­
trones con pocas probabilidades de éxito.

Pese a todos los. p rocedimientos, el problema fundamental de confina­
miento, que es la estabilización, no se ha resuelto todavía, aunque se han
hecho grandes progresos, añadiendo, en el método de autoconstriccíón, por
ejemplo, un campo magnético, qu e no es preciso sea muy intenso , en la
dirección de la- descarga, formando una verdadera "espina dorsal" magné­
tica , qu e impide, en parte, las ondulaciones de la descarga. El empleo de
materiales no magnéticos conductores para la fabricación del tubo, origina
en ellos unas corrientes imágen es qu e también estabilizan algo las des­
cargas.

Indiquemos como dato interesante que el aparato inglés Zeta, el p rim er
intento de reactor, el tubo toroidal de alu mini o tenía dos pa redes, la ex­
terior, de 3 cm. de espesor, suficiente para evitar la rotura por causa de la
p resión atmosférica exterior , y la interior, que era la verdadera pared del
tubo, solamente 6 mm. de espesor. El calentamiento de l plasma encerrado
en este tubo se consiguió mediante un tr ansformad or cuyo secundario era
el propio tubo de plasma. La temperatura alcanzada fue de varios mill o­
nes de grados.

R E A C T O R E S TERMO N U CL E AR E S
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CONCLUSION

El descubrimiento de la fusión termonuclear y el deseo de controlarla,
ha abierto un amplio campo de trabajo para la investigación teórica y
aplicada. '

El diseño de reactores ·requiere gran ingenio, aunque hay que tener
cuidado en no caer en absur dos. De antemano debemos deshechar los pro­
yectos tales como el lanzar un chorro ele deuterones contra un blanco de
deuterio, pues la ene rgía del haz incidente se di sipa en gran parte por ra­
diación, ionización y transferencia de ene rgía a los electrone s elel blanco,
resu ltando rendimientos pequeñísimos; asimismo deb e desecharse po r iló­
gico el confinamiento de un plasma de iones dentro ele un a esfera cargada
negativamente, e tc.

Si después de varios años de trabajos , se consiguiese realiz ar el rea ctor
de fusión termonuclear, cosa que parece mu y p rob able, nos- compensa ría
con creces todos los esfuerzos económicos e intelectuales realizado s.

••
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INTRODUCCION

por L U I S L O S T A O e A M o N

-
TETRATIONATOSDE

Siguiendo el' estudio de la química de los compuestos de azufre, desa­
rrollada en los Laboratorios de Química Inorgánica de Zaragozre-y que
llevó a la preparación por primera vez de algunos tiosulfatos, argentotio­
sulf a tos y aurotiosulfatos, pensamos seria de interés la preparación de
al gunos tetrationatos todavía no conocidos.

Un método seguido fr ecuentemente en la preparación de tetrationa­
tos, consiste en la oxidación del tiosulfato correspondiente con iodo. Esta
operación se realiza triturando en un mortero el tiosulfato con yodo y,
fundándose en ella, R. Portillo prepara (l -a) los tetrationatos de bario y
estr oncio, y J. Martín Sauras (l-h), el de calcio.

En nuestro caso, la 'p rep aración de los tetrationatos de aluminio, be­
rilio, indio, hierro II y talio I, todavía no descritos en la bibliografía con­
sultada (l -c) , no ha podido realizarse por este procedimiento, puesto que
en la mayor parte de los casos (Be, In y TI) no se c'OIlOCe el tiosulfato co­
rrespondiente, y los tiosulfatos de aluminio (l-d) y hierro II (l-e) son de
difícil preparación y poca estabilidad el primero, y fácilmente oxidable
e l segundo.

Por ello, empleamos en nuestros intentos de preparación de los te­
trationatos antes mencionados la reacción entre el tetrationato de bario

.y el sulfato del metal cuyo tetrationato queremos preparar, colocados
ambos en solución acuosa. De esta forma, después de filtrar los precipi­
t ados de sulfato de bario, nos quedarán las disoluciones en agua de los
tetrationatos deseados que intentaremos cristalizar,

PREPARACION
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PRIMERA PARTE

TETRATION ATOSD EPREPARACIO N

II . -- ENSAYOS DE CRISTALIZACIÓN A PARTIR DE LA SOLUCIÓN ACUOSA.

(l)

A partir de la disolución acuosa intentamos cristalizar el tetrationato
de aluminio de las siguientes maneras:

1.0 Por acción de agentes precipitantes.

2.° Por evaporación del disolvente:

a) Elevando la temperatura.
b) Disminuyendo la presió~.

PREPARACION y PROPIEDADES DEL TETRATIONA1'0
DE ALUMINIO

I . -- PREPARACIÓN DE LA SOLU'CIÓN ACUOSA DE TETRATIONATO DE ALUMINIO.

ESTABILIDAD.

El tetrationato de bario lo preparamos según- R. Portillo (1 ) a partir
de tiosulfato de bario y yodo, Y el tiosulfato de bario según R. Usón (2) ,
haciendo reaccionar tiosulfato sódico y cloruro bárico.

Pesamos cantidades vesteq u íorn étr tcas de sulfato de aluminio crista­
lizado con dieciocho moléculas de agua, y de tetrationato de bario crista­
lizado con dos moléculas de agua, disolvemos en agua por separado, mez­
clamos las soluciones y separamos por filtración el precipitado de sul­
fato de bario formado. El líquido filtrado es solución acuosa de tetra-
tiona to de aluminio. .

La solución acuosa así preparada Se observa que con el tiempo se
descompone, dando -reacción de iones sulfato y depositándose' azufre a la
vez que se desprende dióxido de azufre.

Esta descomposición se aprecia inmediatamente si la solución es con­
centrada, mientras que trabajando con soluciones más diluidas, pasa
más tiempo hasta .q ue se observan síntomas de descomposición .

Preparamos las disoluciones acu osas de tetrationato de aluminio, m ez­
clando disoluciones de tetrationato de bario y sulfato de aluminio en
agua y filtrando el precipitado de sulfato bárico f'ormado r
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r

1." POI' acción de agentes precipitantes.

La adición de diversos agentes precipitantes sobre las s oluciones acuo­
sas de tetrationato de aluminio, obtenidas como hemos indicado, no pro­
duce la cristalización de és te, aun agregando grandes cantidades de los
mismos. Empleamos al cohol ab soluto, benceno, éter , etc.

2.° Por evaporación del disolvente.

a) Elevando -la temperatura.

Colocando disolución de tetrationato de alum inio en baño de agua,
se obs erva cómo en seguida comienza la descomposición. Se desprende
dió xido de azufre, a la vez que se deposita azufre. El sólido que queda
está constituido por sulfato de aluminio, además de azufre.

b) Disminuyendo la ' presión.

Estas vexpe r ienc ias las realizamos colocando la disolución acuosa de
tetrationato de alumiriio, en una cápsula plana que introducimos en un
desecador de vac ío de clor u ro cálcico. Extraemos el agua por m edio de
una trompa de agua y observamos cómo la evapo r ación del di solvente
or igin a la formación de un producto de col or am a r illo, ql~e en aguada
un a disolución turbia. Filtramos y el líquido filtrado da reacción de
iones sulfato, mientras que con nitrato m ercurioso da un precipitado
negro, en lugar d el precipitado am arill o car ac te ria tien de los tetratio­
natos. En el filtro queda la parte insolubl e en ag u a y que identificamos
com o azufr e.

Como resultado de es tas exper ienc ias, n o se ve p osibilidad de c r is ­
talizar la sal, por a dic ión de agentes p recip i ta n tes , mientras que la eva­
poración del ag ua nos lleva en todos los casos a la descomposición d el
p roducto dando azufre , di óxido de azufre y sulfa to de alu m inio.

1Il. - PREPARA CIÓ N DE L A SOLUCIÓN AL COHÓLI CA DE T ETHATIONATO DE
AL UMINIO. ESTABILIDAD.

Al no lograr la cristalización del tetrationato de aluminio a partir d e
su disolución acuosa, intentamos la preparación de la solución alcohó­
lica del mi smo.

Suponem os qu e el tetrationato de aluminio será soluble en al cohol,
cosa que deducimos al no producir el a lcoh ol ef ecto precipitante sobre
la disolución ac uosa de tetrationato de aluminio.

Partimos de tetrationato de bario y cloruro de aluminio anhidro y la
r eacción será:

( TI)

Empleamos clor uro de aluminio anhidro, Como sal de aluminio de
p ar tida, en vez de sulfato, por ser soluble en alcohol, El tetrationato de
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IV . - ENSAYOS D E LA CRISTALIZACIÓN A PARTIR DE LA SOLUCIÓN

ALCOHÓLICA.

Análogamente a lo realizado con la disolución acuosa intentamos
ahora, a partir de la di solución alcohólica, cristalizar el tetrationato de
aluminio. Realizamos los en sayos :

1.0 Por acción de agentes precipitantes.
2.° Por evaporación del disolvente :

a) Elevando la t emperatura.
b) Disminuyendo la presi ón.

T E T R · A T IO N A T O SD Eo NPREP AR AC

bario es poco soluble en al cohol, pero pensamos que el equilibrio se des­
plazará hacia la derecha, es decir; hacia la formación de tetrationato
de aluminio, si lo empleamos en exceso, puesto que el cloruro de bario
que se forme también es insoluble en este disolvente, y, por tanto, no
podremos separar por filtración. .

Realizamos esta op eración, rnortereando las can tidade s precisas de
tctrationato de bario y cloruro de aluminio, en un mortero d e vidrio.

Más cómodamente se 'Puede realizar este mortereo en un aparato
análogo a un molino de bolas (3), constituido por un frasco de vidrio
de paredes gruesas donde colocamos el alcohol, tetrationato de diario y
cloruro de aluminio, junto con ru n as bolas de vidrio . La agitación mecá­
nica de este Irasco; ', introducido en un cilindro metálico al que se le
hace girar, realizan más rápidamente la 'operación de mortereo.

De spués de algunas horas de agitación se filtra para ' eliminar ,;1 clo­
ruro de bario insoluble formado, y sobre el filtrado agregamos 'nueva
cantidad de tetrationato de bario. Repetimos la agit ación y filtrado del
cloruro de bario, hasta agregar el tetrationato de bario n ecesario para
que el filtrado no dé reacción de clor u ros. Esta rea cción necesita todas
estas precauciones porque el clor u r o de bario precipitado entrapa tetra­
tionato d e bario e impediría que la r ea cción con tinúe . Debido a esto la
cant idad de Ietrationato de bario requerida es mucho mayor que la que
corresp onde a la estequiometrí a de 'la reacción, pu esto que a l filtrar el
cloruro de Jlario, se elimina también tetrationato de bario que no h a
rea ccion ado todavía y es precis o agregar de nuevo al líquido filtrado .

Después de unos di ez días de agitación y filtrado d e los comp ue stos
insolubles en alcohol, conseg uim os que la solución resultante no dé reac­
ción de iones cloruro y solamen te dé r eacción de ion es tet.rationato y
aluminio . De esta manera conseguimos tener disolución al cohólica d e
tetrationato de aluminio .

Contrariamente a lo qu e su cede con las disoluciones acuosas de tetra­
tíonato de aluminio, que r ecién preparadas comienzan a descomponerse
en azufre, dióxido de azufre y sulfato de aluminio, las soluciones al eo­
hólicas son muy estables, de manera que pueden guardarse meses sin
que se adviertan descomposiciones.
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L ° Por acción de aqenies- precipitantes.

La adición de acetona o de benceno a la disolución alcohólica de te­
tratíonato de aluminio, no produce ningún efecto precipitante.

Agregando éter anhidro a las disoluciones alcohólicas de tetrationato
de aluminio, lo único que se consigue es la formación de capas de las
cuales no se puede llegar a la cristalización del producto por mucho
que sea el éter agregado .

2.° Por evaporación del disolven te.

a) Aumentando la t emper atura.
Colocando la disoluc ión alcohó lica de tetrationato de aluminio sobre

un baño de ag ua y calentando, se ll ega a una descomposición del pro­
ducto, de manera análoga a la que se produce a partir de la disolución
acuosa.

Lo mismo sucede si se r ealiza cal entando a más baja temperatura,
50°C, y operando en corriente de aire m ediante un dispositivo como el
indicado en la figura 1.

Trompa

Bañode aguo

SO"c.

CI2, Ca

Disolución alco hól ic a (S406}3AI2,

r;== === ='=- e--: Aire

Fig.-I

Colocamos en el matraz Erlenmeyer la diso lución alcohólica de t et r a­
tionato de aluminio, y por medio de una trompa de agua hacemos pasar
una corriente de aire seco, con objeto de acelerar la evaporación de l
alcohol. Se va concentrando la solución, hasta que ll ega un momento
en que el tetrationato de al uminio se descompone totalmen te en azufre,
dióxido de azufre y sulfato de aluminio.

b) Disminuyendo la presión.

Colocando en un desecador a vado de cloruro cálcico la solución al­
cohólica de tetrationato de aluminio y conectándolo a una trompa de
agua, vemos CÓlJ.110 la solución se va concentrando, pero como en los
casos anteriores, se ll ega a una concentración tal que el tetrationato de
aluminio se descompone totalmente en la forma indicada anteriormente.
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V. - COMPROBACIÓ;-'¡ DE LA INSOLUBILIDAD DEL TETHATIONATO DE ALUMINIO

EN ÉTER ANHIDHO.

VI. - PnEPARACIÓN, DE LA SOLUCIÓN ACUOSA DE TETRATIONATO DE ALUMINIO

ACIDULADO CON CLORHÍDRICO. CRISTALIZACIÓN.

TETRATIONATOSD EPREPARACION

Cuando intentamos preparar pOI' primera vez la disolución alcohólica
de tetrationato de aluminio. a partir de la reacción (Il) era nuestro obje­
tivo lograrlo sin necesidad de mortereo, es decir, disolviendo el tetrationa­
lo de bario y el cloruro de aluminio anhidro en alcohol , mezclando las dos
soluciones y eliminando el cloruro ' de bario formado, insoluble en al­
cohol, por filtración. De esta manera el líquido filtrado seria únicamente
disolución alcohólica de tetrationato de aluminio. Sin embargo, trope­
zamos con el inconveniente de ser el lctrationato d é bario insoluble cn
alcohol y hubimos de operar como hemos expuesto anteriormente.

Más adelante y,co'mo no pudimos cristalizar el tetrationato de alu­
minio de sus disoluciones acuosas o alcohólicas, con objeto de evitarnos
los diez días de mortereo, y dada la pequeña solubilidad del tetrationato de
bario en alcohol, disolvimos éste, en mezcla de agua-alcohol 1 :1, con
objeto de aumentar su solubilidad, y el cloruro de aluminio en alcohol.

Mezclábamos entonces las soluciones v, como el cloruro de bario era
soluble en el líquido acuo-alcohólico resultante, teníamos una solución
de ' tetrationato de aluminio y cloruro bárico. Para eliminar éste, pensa­
mos tratar esta solución con ácido sulfúrico, para precipitar el sulfato
bárico insoluble, quedando entonces después de filtrar, la disolución de
tetrationato de aluminio acidulada con el ácido clorhídrico formado .

En éter suponemos que no será soluble el leirationalo de aluminio,
debido a la formación de capas que se originan al agregar éter sobre
las soluciones acuosas o alcohólicas del 'luismo.

Para comprobarlo, y dados 10's resultados negativos obtenidos para
la re óristalizaci ón del telrationato de aluminio a partir de sus soluciones
en alcohol yagua, intentamos preparar su solución en éter, ya que prc­
parada ésta, estimamos quc simplemente al aire y por evaporación del
éter, nos sería posible obtener los cr-istales de tetrationato de' aluminio.
Para ello procedemos de análoga manera a la preparación de la solución
alcohólica, basándonos en que el cloruro de aluminio anhidro es soluble
al étcr anhidro. Operamos en el 'agi tador mecánico de bolas de vidrio,
y observamos cómo después de varios días de agitación, el filtrado de
lo que suponíamos mezcla de cloruro y de tetrationaio de bario, no da
todavía reacción dc iones tetratibnato, lo que nos hace suponer que el
tetrationato de aluminio es insoluble en éter, y, por lo tanto, no podemos
preparar su disolución en él.

Esta insolubilidad del tetrationato de aluminio en éter confirmó nues­
tra sospecha, deducida de que , la acción del éter sobre las disoluciones
acuosas o alcohólicas originaba "Ia formación de capas.
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La reacción sería:

y, p or tanto , al precipitar el sulfato de bario, la disolución de .tetrat ío­
nato de al umin io ve ndría a cidulada co n el ácido clor h idr ico que queda
en libertad.

La s cantidades 'de partida empleadas en un primer en sayo f uer on :
T e trationato d e bario cr is ta liza d o con dos mol éculas de agua, 4,46

gr am os ; cloruro de aluminio anhidro, 1 gramo; ácido sulfúrico concen­
Lrado (d = 1,84 ) , 0,65 mls . Empleamos ácido sulfúrico concentrado con
obj eto de diluir la solución lo m enos po sible.

El tetrationato de bario se disolvía en mezclas de alcohol-agua 1:1
y el cloruro de aluminio anhidro en alcohol . Mezclábamos las dos solu­
ciones y agregábamos los 0,65 mls. d e ácido sulfúrico concentrado,can­
tidad j u sta para precipitar ío do el bario. Eliminábamos el sulfato de
bario por filtraci ón y nos quedaba, como ya hemos indicado, la disolu­
ción acuo-alcohólica de tetrationato de aluminio acidulada con CIR.

Pensamos entonces, evaporar a vacio el di solvente en un d esecador
de hidróxido sódico. No obstante, comoquiera que el tetration ato' d e bario
es poco soluble aun en la s disoluciones .a cuo-a lcch ólica s em ple a das (el
tetrationato de bario se precipita de su di solución a cuosa p or a dic ión
de un volumen igu al de alcoh ol (4) , este m ét odo, si bien tenía la ven­
taja de una mayor rapidez, tenía el inconveniente de obtener disolucio­
n es muy diluida s, p ues hubimos d e disolver e l tetrationato de bario em­
pl eando bastante volumen de agua-alcohol. Por ell o, al tratar de crista­
lizar el tetr a tiona to de aluminio de esta s disoluciones, con objeto de
ganar - ti empo, la s concen tram os primeramente p or destilación a vacío ,
antes de introducirlas en desecador.

La destilación a va cío , se tiace calentando suavemente la disolución
en baño de agua y, una vez concentradas las soluciones, las colocamos en
un desecador a vacio sobre hidróxido sódico, para terminar de evaporar
el disolven te .

Operando de esta manera, al cabo de tres o cua tr o días, aparecen
unos cristales blancos, que cuando están completamente secos los saca­
mos del desecador y disolvemos en agua. Se observa que los cristales
formados san muy higroscópicos y se disuelven fácilmente en agua. La
solución acuosa de est os 'cristales da bien las reacciones del iori tetratio­
nato, con nitrato de plata y nitrato mercurioso, y también da reacción
de aluminio con amoniaco. Además presenta una débil reacción de iones
sulfato. Estos cristales, identificados cualitativamente como tetrationato
de aluminio, impurificado con muy poco sulfato de ' a lu m in io y, por lo
tanto, con azufre, no fueron analizados cuantitativamenta, la primera
vez que se obtuvieron.

Sin embargo, dado que la investigación cualitativa fue favorable, este
método lo hemos realizado repetidas veces, y , en definitiva, nos ha lle­
vado a la preparación del tetrationato de aluminio.
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Naturalmente, h emos introducido diversas m odificacion es, debido a
las ob serva cion es h ech as a lo largo de su desarroll o.

Así , h emos comprobado, cóm o al con centrar la so luc ión por destil a­
ción D vacío, la temperatura del baño ex ter io r no debe pasar de 55-60° e.,
puesto que por enc ima de es ta tempera tura se acelera rnucho la des­
com posició n . Ad emás, y co mo siempre ti ene lugar una cier ta descompo­
sición, al destilar, es con veniente filtr ar el líquido con cen tr ado antes de
p on erlo en el de secad or d e vacío, con objeto de obte ne r producto s de
m ayor pureza.

E n suc esivas prep aracion es, h emos sustituído la m ezcla a lcoh ol-agua
1 :1 que emp leábamos para di sol ver el tetrationa lo de bario, por agua
destilada. De es ta manera, prep arábamos solucion es acu osas con cen tr a­
das de Ietrationato de bario y se lograba disminuir mucho el vo lu me n
ele líquido a concentrar.

Ade m ás y, con es te mismo obj eto, de hacer la desiil aci ón a vacío,
calen tand o el menor ti empo posible, la solución de tetrationato de alu­
minio, h emos empleado a lgun as veces el clor u ro de aluminio dis ue lto
ep. ét er. De esta forma, a l m ezclar la soluc ión de te tra t iona to de bario en
agu a, co n la de cloruro de alum inio anhidro en éte r , se forman dos capas,
ac uo sa la inferior y etérea la supe r ior. Se ag regaba el .sulf' úr ico para
precipi ta r el bario, y el sulfa to de bario formado quedaba en la c'ap a in­
ferior. Entonces sep a rábamos la capa etérea superior p or decantación y
la despreciamos, pues to que, como es lóg ico, n o da reacción ni de tetra­
t ion a tos ni de alum inio, ya que, como h em os a no lado an ter ior men te, el
tetrationato de aluminio es in soluble en éter . Una vez separada la capa
super ior , con la capa ac uosa segu imos el m ét od o corno de ordinar io. De
esta forma consegu imo s agregar el cloruro de aluminio sin aumentar la
ca n tidad de disolventes.

No ob stante, m ás ad elante h emos preparado la disolución de cloruro
de aluminio en a gu á, sustituyendo, en ton ces, el cloruro de aluminio
anhidro, por cloruro de aluminio cristalizado con seis moléculas de agua.

Finalmente, operando con disoluciones saturadas en agua de tetra­
ticnato de .bar io y de cloruro de aluminio, hemos, incluso; eliminado la
concentración primero por destilación a vacío, que se verificaba antes
de introducir el líquido a cristalizar en el desecador de hidróxido sódico.

En definitiva, el método que hemos empleado en las últimas prepa­
raciones de tetrationato de aluminio, con buenos resultados, es el si­
guiente:
. 1.0 Preparación de las soluciones acuosas saturadas de tetrationato
de bario cristalizado con do s moléculas de agua y de cloruro de aluminio
cr is ta lizado con seis moléculas de agua, en las can tidades corr esp on­
dientes a la estioq uiom et r ta de la reacción.

2.° Mezcla de estas dos soluciones y adición del ácido sulfúrico n e­
cesario para precipitar todo el bario" .

3.° Filtración del sulfato de bario formado.
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4.° Evaporación de la solución filtrada de te irationato de aluminio
en des ecador a vacío y sobre hidróxido sódico.

Operando de esta forma en un plazo variable de cua tro a seis días,
dependiendo de la cantidad de líquido a concen tr a r , y haciendo el vacío
p or medio de una bomba de aceite, obtenemo s siempre el tetrationato
de aluminio cr is talizado, en forma, como hemos dicho anteriormente,
de cris ta les b lancos, muy higroscópicos y fácilm ente solubles en agua.

El rendimiento de la operación, oscila en todos los ensayos realiza-
dos, de un 80-85 %' .

Como ver emos más adelante, el tetrationato de a lu minio cr is ta lizado,
com o indicamos, va s iempre acompañado de algo de azufre y de su lfa to
de aluminio . Entonces , para lograr por este m étodo productos más blan­
cos, es conveniente filtrar el líquido a cristalizar, poco antes de que la
cristalización comience, es decir, cuando el líquido está bastante con­
cent rado. De ·es ta manera se logra eliminar el azufre. No se puede obte­
ner , a pesar de esta filtración, tetrationato de aluminio puro, puesto
que siempre va acompañado. de sulfato de aluminio quena podemos eli­
minar por filtración. Se logra, sin em bargo, purificarlo algo, al elim in a r
parte del azufre, y ad emás los cristales ob tenidos presentan color más
blanco y mejor aspecto .

VII. - ANÁL I S I S DE Las CR I STA LE S .

An tes de proced er al análisis cu antitativo de los cristales ob te nidos,
pen samos ser ía convenien te ponerlos de nuevo en desecador sobre hi­
dróx íd o sódico (ah ora sin vacío) con objeto de secarlos hasta un peso
constan te . Se emp lea 'h idróxido sódi co para eli minar las últimas trazas
de ácido clorh ídr ico , pues los cr is tales r ecién obte nidos huelen fu erte­
mente a clorhídrico y su so lución acuosa da reacción de clorur-os.

Al ir h aci endo p esadas se observ a cómo n o ll egamos nunca a un
peso constante, es' decir, los cristales colocados .sob re hidróxido sódico,
pierden de peso contin ua men te. Creemos s erá debido a pérdidas de agua
de cristalizaci én, y por ell o tornamos muestras del producto antes de
alcanzar la constancia de peso, para r ealizar Con ellas 'el análisis . Obser­
vamos que todas es tas muestras ya parcialmente desecadas no se disuel­
ven bien en agua, ni en . alcohol, aun cuando ambos disolventes se aci­
dulen con ácid o, clorhídrico. Pensemos que pudiera ser debido a una
h idrolisis del producto en ei momento de agregar el agua ,p ara disolver,
pero esto no es probable, puesto que el producto recién obtenido se di­
solvía bien. Suponemos en tonces, que lo que ;h a ocurrido es la descom­
posición del tetrationatode aluminio, dando azufre insoluble en agua
que deja la solu ción turbia, y esto se con firm a p or el hecho de que las
disoluciones en al coh ol son más Clar as y transparentes que en agua,
como corresponden a la mayor solubilidad del azufre en el .primero de
es tos disolventes. .

Comprobamos también la pr esen cia de sulfa to de aluminio en los
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Azufre %

52,98
46,04

.. 36,57

TETRATIO N ATO S

7,43
6,47
5,14

Aluminio %
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D E

TAB L A 1

Prepar ación n.? Aluminio % Azufre %
----

3 6,34 46,55
4 5,98 3.4,10
5 6,30 33,20
6 7,43 '31,20
7 5,68
8 5,45

12 7,90 33,25
13 5,63 34,85
14 5,74 33,10
15 5,98

(S406)sAI2 ••• •. • • • .• .....

(S406)sAI2·6H 20
(S40 6)sAI2·1820

Los % de aluminio y azufre correspondiente a distintos hidratos po­
sibles de tetrationato de aluminio, vienen reflejados en la Tabla n.

TABLA 11

P R E PAR A e IO N

crist ales puestos a secar, lo que nos indica que la acción del hidróxido
sódico corno agente deshidratante, simultáneamente a la pérdida de agua,
lleva consigo la de scomposición del ' p rodu cto sólido, análoga a la que
hemos observado en disolución dando azufre, dióxido de azufre y su l­
fato de aluminio. ·

Por esta razón, procedemos a hacer los a nális is de los cr is ta les, sin
someterlos a un nuevo secado, y los realizamos tan pronto COI se ha
eliminado todo el ácido clorhídrico que los acompañaba.

La d et erminación de aluminio la h acemos precipitando con amon ía­
co, el hidróxido de aluminio, calcina n do y pesando AI20s. También he­
mos realizado algunas veces la determinación del aluminio con oxina (5)
y p esando el oxinato de aluminio correspondiente.

Ultimamente, h emos realizado la determinación de aluminio, con re­
sultado sa tisfa ctor io, por calcinaci ón directa de los cr istales de tetratio­
nato de a lu minio y pesando el Al20s r esultante. Este m étodo, r eúne las
mejores condiciones de comodidad, rapidez y exacti tu d .

La determinación del azufre se ha r ealizado en to dos los casos, tra­
tamos la disolución acuosa de tetrationato de aluminio con bromo, y
precipitando el sulfato r esultante, con cloruro de bario, en forma de
sulfato bárico.

Los resultados de los análisis efectuados a los cri stales de tetratio­
nato de aluminio, obtenidos en las distintas preparaciones, son los si­
guien t es, r eseñados en la Tabla 1.
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VIII. - DESCOMPOSI CI ÓN PARCIAL DEL PROD UCTO DE LA CRISTALIZACIÓN

La comp araci ón de los análisis efectu ados a la s muestras de nuestro
p roducto, con los % teóricos correspondientes a distintos hidratosposi­
bIes de tetrationato de aluminio, nos indica, que excep to en el caso de la
preparación númer o '3, que nos dio el análisis corre sp on diente al tetra­
tionato de aluminio co n seis moléculas de agua, en todos los demás casos,
los %de aluminio y azufre están comprendidos en tre los del tetrationato
de aluminio anh id ro y los del cristalizado con di ecio cho moléculas d e
agna.

Si tuviésemos en cue n ta solamente los % obtenidos para la determi­
nación del aluminio, parecería que los análisis habían sido practicados a
productos en distinto grado de hidratación, cosa en cierto modo lógica,
puesto que es di fícil parar el secado del producto en el l!ÜSmO grado de
hidratación , ya qu e únicamente tenem os en cuenta para ello el que no
den r eacción de ion es cloru ro . Sin embargo, teniendo en cuenta que con­
form e aumenta el % de aluminio obtenido en los análisis no sólo n o
aumen ta , sino que di sminuye el % de azufre, resu lta lógico p ensar que,
como ya habíamos indicado antes de una forma 'm eram en te cualitativa ,
la desh idratació n del p rod uct o ll eva consig o su descomposición, siendo
es ta descomposición la que influye más en los r esultados de los anális is.
Por tanto, los cr is tales que a nalizamo s es tán im p ur ifi cado s con su lfato
de aluminio, cos a que ya det erminamos exp erim en talmen te; y es ta for­
mación de su lfato de alumin io origina sim u ltáneament e una p érdida de
azufre en forma elemental impurificando también los cr ista les y en forma
de di óxido de azu fr e que se va del m edio. E sto hace, como se ve en
las Tablas 1 y Il, que el producto analizado dé un contenido de alu m inio
mayor y un % de azufre m enor que los correspon dien tes .

Así, pues, parece se r que la cristalizaci ón del tetrationato de alumi­
ni olleva consigo cier ta descomposición, y únicamente en un caso ex cep ­
cional, no repetido poster iormente, fue analizado, un producto correspon­
dien te al hidra to con seis moléculas de agua.

En vista de los r esultados obtenidos en es tos aná lisis, y para tener la
cer teza de que el producto cristalizado era principalmente tetrationato de
al uminio, hicimos una disolución en alcohol de los cr is tales obtenidos,
evitando de es ta forma que se disuelva el sulfato de aluminio que acom­
paña al tetrationato. Filtramos y en el filtrado det erminamos azufre y
a luminio, para ver si la r elación SIAl resultante corresp ond e a la teórica.

El r esultado de análisis dio una r elación' SIAl en el producto anali­
zado igual a 6,03, mi entras que la relación teórica SIAl en el tetrationato
de aluminio es igual a 6. Esto no s indica que, efectivam en t e, el producto
obtenido es principalmente tetrationato de aluminio, aunque n o p od emos
precisar la s moléculas de agua con que cr is taliza.
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les hace el vacío. Las soluciones correspondientes a las preparaciones A.
y D. presentan un ligero exceso de iones bario, mientras que las corres­
pondientes a las preparaciones B. y C. presentan ligero exceso de iones
sulfato.

Se analizan los cristales obtenidos en cada caso y nos encontramos
con que todos ellos dan reacción de iones sulfato. Además, los cristales
correspondientes a las preparaciones B. y C. dan en agua una disolución
más clara y transparente que los obtenidos en A. y D. De aquí, se
deduce, que en todos ellos ha habido descomposición del producto para
dar iones sulf a to, y la rnayor turbidez de las soluciones preparadas con
cristales de las preparaciones "A" y "D" se debe únicamente a la for­
mación de sulfato de bario, a partir del sulfato originado en la descom­
posición del ietrationato y del bario en exceso .

De esta experiencia se deduce ya, sin lugar a dudas, que la cristali-
• zacíón del tetrationato de aluminio va acompañada de una descompo­

sición del producto para formar sulfato de aluminio y, por lo tanto,
azufre y dióxido de azufre, según la reacción :

Como consecuencia, para la preparación del tetrationato de alumi­
nio puro, tendremos que efectuar una cristalización:

X. - PREPARACIÓN DE TETRATIONATO DE AL UMINIO A PARTIR DE SULFATO

DE ALUMINIO

Hemos observado hasta ahora, el distinto comportamiento que pre­
sentan al concentrar en desecador a vacío, las soluciones acuosas de te­
trationoto de aluminio, según se obtengan a partir de cloruro o de sul­
fato de aluminio . Ambas soluciones se diferencian únicamente en que
la La, es decir, la preparada a partir de cloruro de aluminio, .cu an do
se pone el desecador está fuertemente acidulada con ácido clorhidrico .

Por tanto, es de suponer que · será el clorhídrico la causa de que la
soluci ón preparada a partir del cloruro de aluminio Se descomponga
lllUY poco al cristalizar, mientras que la obtenida a partir del sulfato
se descomponga totalmente.

Para cornprpbar el papel del clorhídrico, planteamos la experiencia
(Iue reseñamos a continuación:

Preparamos disolución acuosa de tctrationato de aluminio a par­
tir de sulfato, de acu erdo con la reacción (1) , y con las sisruientes can-
tidades de partida: t>

6 gramos de S,¡0oBa.2 H20
~,35 gramos ' de (S0 4)3A12.18H20

que disolvemos en agua por separado, en forma de soluciones saturadas.
Mezclamos las dos soluciones )' .sep ar am os el precipitado de sulfato de
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bario p or fi lt ración. E l filtrado lo separamos en dos partes, una de las
cuales se ac idula con u n mililitro de ác ido clorhidrico vcon cen trn do.

Pasadas doce horas, la parte de so lución no aci dulada con clorhi­
dr ico aparece con un p recipitado bastante grande de azufre y no es
transparen te. La parte acidulada con clorhidr ico ti en e también un liger o
precip itado, p er o no h uele a S02' y es transparente.

Filtramos n u eva m ente las dos diso lu ciones y las co loca mos en cáp­
su las planas, en desecador es de vacío, sobre hidróxido sódico, y hacemos
vacío por ~medio de una bomba de aceite.

Pasados cuatro o cinco días , empiezan a formar se los primeros cris- "
tales y,cuando están i.otal mente se cos los producto s de ambos deseca­
dores, se observa cómo el t etra tion a to de aluminio de la solución no
ac idulada con clorhídrico se ha descompuesto casi to talmente. Esta so­
lu ción no acidulada, da un producto muy amarillo que huele fuerte­
mente . a dióxido de azufre, deja gran r esiduo insoluble de ag ua, y no
da las reacciones características de los iones tetrationatos . Es decir, se
descompone no só lo al evapor ar a vacío, sin o, como ya se dijo .an ter ior­
mente, incluso en so lución.

Por el contrario, de la parte de solución acidulada Con clorhídrico,
cristaliza un producto blanco, sol ub le en agua, higroscópico y q ue da
las reacciones características de los iones tetrationatos, con nitrato de
plata y nitrato m ercurioso, y, po r lo tanto, completamente análogo al
obtenido a par ti r de la solución preparada con c lor uro de aluminio .

Esta experiencia se r epitió varias veces con l os mismos resultados,
lo que nos lleva a explicar lo que ocurre de la manera siguiente :

H em os observado, que la disolución acuosa de tetrationato de a lumi­
nio, preparada a partir de sulfato de a lu min io, presenta el mismo pH
(papel indicador) antes y después de ser acidulada con clorhídrico. Esto
n os in dica, ' que como cor respon de a u n a sal de ácido fuerte y base débil,
el tet r a ti onato de a luminio se hidroli:za dando reacción ác ida.

Al evaporar la so lución, lo qu e sucede es que, poi' efecto de la h idró­
lisis , se precipita primeramente 'h id róxido de aluminio (p recip it a a pH =
- 3,8), quedando ácido tetrati ónico en libertad . Es te es incapaz de di­
solve r el hidróxido de al uminio formado y ll ega un momento en que se
descompone dando azufre, dióxido de azufre y ácido sulf ú rico . Sabemos
que, a determinadas concentraciones, el ácido tetratiónico se descompo­
n e (6) , en la forma indicada.

Cuando la so luc ión a evaporar se acidu la con ácido clorhídrico, o
bien se pr ep a ra a parti r del clor uro de aluminio, p ues ento nces queda
clorh idrico en la solución, lo que ocurre es que este ácido impide la
pr ecipitación de l hidróxido de aluminio y, p or lo tanto, lo que se "seca"
es t etr ationato de aluminio y n o ácido tet r atiónico como en el caso an­
terior. De es ta m an er a la adición del clorh ídr ico impide la descompo­
si ción del producto a cr is talizar.

Hemos indicado, que ya en solu ció n, la presencia de ácido clor h ídrico
es ta bili za ba la descomposici ón de t etrationato de alum inio . Si n osot r os
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filt r amos so luc ión a cuo sa de tetrationato de a lum inio, so bre tubos de
ensayo en uno de los cuales se h a coloca do una go ta de ác ido clorhídri­
co, se observa có mo en los tubos n o acid ula dos co m ienza en seguida la
descomposi ción , m ientras que en aq ué l que ti en e CIH , -Ia so luc ión per­
manece cla ra.

L os anális is de los cr is ta les obtenidos a parti r de la di solu ción acuo­
sa de tetrationato de al um inio, p reparada co n sulfa to de al um inio y aci­
dulada ca n clorh ídrico, so n totalmente a nálogos a los realizados sobre
muestras de tetrationato de aluminio; prep aradas a partir de la so luc ión
ac uosa obte nida con clo r u ro de aluminio y que h an sido r eseñ ados a n ­
teriormente . Es decir, dan u n product o im puri ficado con a lgo de azufre
y de sulfato de alum inio.

La ca n tida d de ác ido que se agrega a suces ivas prep aracion es de le­
trationa to de alu m inio h echas po r es te m étodo, es la que co rrespo nde
al CIH que queda- en libertad cuando eli mi namos co n sulf úrico, el bario
procedente del tetrationato de bario empleado, cuando la diso luc ión se
hace a par ti r de cloruro de alu min io.

XI. - RECRISTALlZACIÓ~

Dividimos los ensayos realizado s, p a r a lograr la r ecris talizaci ón del
tet rationato de al uminio, en va r ios grupos, segú n sea el disolvente em ­
pleado en la solución de parti da.

1) Part iendo de soluc iones acuosas de tet ration at o de alum in io,

El tetrationa to de al uminio preparado hasta ahora, va siempre a com­
pañado de azufre y su lfato de aluminio, y lo hemos descrito como m uy
fáci lmente sol uble en ag ua . Con ob jeto de p urificarlo in tenta m os su re­
cristal izació n, y para h acerl o de su so luc ió n ac uosa, con obje to de pre­
parar las soluciones lo m ás concentradas posibles, det erm in am os ap roxi­
madamente su solubilidad en es te disolvente, resultando ser del orde n
de 1 gramo de tetrationato de aluminio por 1. e.e. de ag ua .

Para in ten ta r la recr istalización, partimos siempre de so luciones q ue
tiene n 1 gramo /e .e.. y ' sobre ellas ag regamos disti ntos agen tes pr ecipitan­
tes, como alcohol, acetona, etc.

Debido a la so lubi lidad del tetrationato de a luminio en alcohol, q ue
nos ll evó a prepara r de maner a indirect a su d isolución en es te di solven te,
espe r amos 'q ue la acción del a lcoho l, sobre la disolución ac uosa de tetra­
tionato de a lu minio, no tend rá ni ngún efecto precipitante, co mo as í sucede .
Unicame n te , log ramos precip itar de esta manera, el su lfato de al uminio
q ue impurif icaba los cristales de p ar tida. '

L os mismos r esultados se obtiene n , cuan do tra tamos con acet ona. Sólo
logr amos precipitar el sulfato de aluminio. E st o parece indicar que el
let ra tio na to de al u minio será también so luble en aceto na.

La a dición de éte r sobre la di solución acu osa de t etrationato de al u-
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minio, da lugar a la separación de dos capas, eté re a la superior y acu osa
la inferior. De esta segunda capa no se logra cr is ta lizar tetration ato ni
aun agregando el éter en grandes cant idades,

La misma formación de dos capas sucede, cu a ndo a la s soluciones
acuosas previamente tratadas con alcohol o ac et ona, o con la m ezcla de
los dos, se les agrega éter.

Sin embargo, la r ecristalización del tetration ato de . a lum inio de su
disolución aCl;losa se ha logrado por adición de éte r -en tratamientos su­
-cesivos. Después de un primer tratamiento con éter y, una vez que la so­
lución está libre de iones sulfato, se filtra para eliminar el sulfato de
aluminio cristalizado .p r im eram ente, y a continuaci ón se decanta el éter
de la capa superior. Agregamos nuevas cantidades de éter y separamos
la capa etérea superior cada vez, hasta que llega un momento, después
de cuatro o cinco tratamientos, que de la capa inferior se separan crista ­
les de tetrationato de aluminio.

2) Partiendo de soluciones de ietrationato de aluminio en acetona.

Antes de intentar la recrlstalización del tetrationato de aluminio de
s u disolución en ac eton a , estimamos conveniente un estudio de su solubi­
lidad en este disolvente. Al preparar distintas soluciones de tetratíonato
de aluminio en acetona, nos en cont r a mos con que és tas no dan la s reac­
ciones caracter ísti cas de los iones tetrationatos y con el tiempo originan
productos de olor desagradable, depo sitándose sulfa to de aluminio, mien­
tras que la solución que se colore a de am ar illo, no da reacción de alumi­
nio y contiene azufre en disolución.

Si sobre las di soluciones, r ecién preparadas, ag regamos éter , única­
m ente provocamos la cristalización de su lfa to de aluminio.

De todos los en say os r ealizados, con la s di soluciones de tetrationato
de aluminio en acetona, deducimos que la acet ona provoca la de scompo­
sición del tetrationato de aluminio, dando lu gar a la formación de sul­
fato de aluminio y de azufre, además probablem ente de S02' y este azufre
y dióxido de azufre producen con la acetona productos de olor desagrada­
ble y cuyo color, primeramente amarillo, va oscureciéndose con el tiempo .

. Posiblemente, se trata de la formación de tiocetona y productos de po-
limerización. .

:3) Partiendo de disoluciones die tetrationato de aluminio en alcohol.

Estudiamos primeramente la solubilidad del tetrationato de aluminio
en alcohol, al objeto de preparar soluciones saturadas, para sobre ellas
.agregar los distintos agentes precipitantes . Dentro de los errores posibles,
al estar ímpuriftcados los cristales a r ecristalizar por sulfato de alumi­
nio, determinamos su solubilidad, siendo del orden de 0,5 gramos de
'tetrationato de aluminio, por cada mililitro de alcoh ol.
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Esta concentración, de 0,5 gramos/mIs., es la que empleamos en todas
las expe r ienc ias de cristalización que vamos a realizar, tanto cua ndo se
emplea alcoho l de 96°, como c uan do hacemos la solución en alcohol
absolu to.

P R IME HA EXPERIENCIA

Disolvemos un gI:amo de tetrationato de aluminio en dos mililitros
de alc ohol de 96° y filtramos para separar el sulfato de aluminio, inso­
luble en a lcoh ol que acompañ aba al tetrationato. Sobre el liquido filtra­
do , agregamos 7 ml s, de éter anhidro. Al ir cayendo el éter, se va for­
mando una turbidez blanca, que desaparece al agitar. Cuando se han
agregado ya los siete mililitros de éter p ermanece la turbidez blanca
y se va sep arando en el fondo de l tubo, en que se hace la op eració n , una
capa de un volumen igual a l primitivo de al coh ol, a la vez que la capa
superior se va quedando transparente.

Decantamos la capa superior de éter, y observamos que da r eacción
positiva de tetrationatos.

A la capa inferior le agregam os otros siete mls. de éter y agitamos.
Vu elven a separarse dos capas, con las que hacemos el mismo tratamien­
to, es decir, decantamos la capa superior, que sigue dando reacción po­
sitiva de tetrationatos, y sobre la inferior, cada vez de m enos vo lum en,
agregam os nuevamente éter .

Al r epetir por tercera vez este tratamiento con ét er, siguen formadas
las dos capas, p ero al cabo de a lgunos día s desaparece la inferior, ap-a­
r eci endo en su lugar un precipitado blanco.

Este precipitado blanco, da las r ea cciones car acter ísticas de lo s iones
tetrationato y. a luminio, mientras que el éter que decantamos la última
vez y que es taba ah or a en con tact o con los cristales de tetrationato de
alu min io for m ad os, n o da las ' r eacci ones de los 'm ismos.

Resumiendo esta experien cia , r ep etida vari as veces, podemos decir:
Los tratamientos sucesivos con éter, producen una r educción de la ,capa

alcohólica inferior, hasta que llega un momento en que se produce la
cristalización . El éte r de la capa superior da siempre r eacción positiva
de iones tetrationato, excep to la última vez, cuando han aparecido ya
Jos cristales .

SEGUNDA EXPERIENCIA

La realizamos empleando diferen tes concentraciones de tetrationato de
aluminio en alcohol; sobre las di soluciones, agregamos distintas cantida­
des de ét er .
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Las cantidades de tet r a ti on ato, a lcohol y éte r, emp lea das en ca da caso,
vien en reflejadas en la T abla lII.

TABLA III

(S.OGhAb (") Alcohol Eter anhidro
,- - - - - -

1 2 gramo s 4 c.c. 8 c.c.
2 2 gram os 12 C.c. 24 c.c.
3 2 aram os 20 c.c. 40 e.e.b ,

4 2 gramos 12 c.c. 24 e.e.

La disolución de los 2 gramos de tetrationato de a lumin io, se hace em ­
pleando alcohol de 96° en todos los tubos, excepto en el n. ? 4 (igua l con -
cen tr ación que 01 n .? 2), q ue se prepara COn alcohol absoluto. '

Una ve zhechas las di stintas disolucion es, fi ltramos para elim in ar el
su1fato de aluminio, insoluble en alco hol, q ue acompañ aba al tet ralion ato,
y colocamos las di solucion es filtradas en matr aces E r lenmeyer. Sobre cada
una de ell as ag regamos las ca n tidades de éter indicadas.

La acción del ét er sobre l a di solución n," 1, produce la fo r mació n de
capas. Lo mismo sucede en la soluc ión n." 2, con la di fer en cia de que
en este caso la capa infer ior es de m en or vo lumen . En el n .? 3, n o hay,
po r el contrario, separación de capas, mi en tr as que en el n.? 4, prep arado
con a lcoh ol ab soluto, v ue lve a h aber formación de capas, p er o en este
caso la capa inferior es de vo lumen bast an te mayor que la formada en
el n." 2, de igual concenlración, pero p reparada con alcohol de 96°.

En todos los casos, al caer el éter sobre la di solución al cohólica de
tetrationato de aluminio se forma una turbidez bla nca, que desaparece
rápidamente al agitar en el n .? '3, es deci r , en el que n o hubo fo rm ació n
de capas, y , más lentamente, en las dem ás so luc iones. En éstas la desapa­
rición de la turbidez lleva cons igo la sep araci ón de capas, que al cabo de
algunas horas están completamente transparentes. Un icamen te la capa
inferior del n." 1 p ermanece turbia y con el ti empo se deposita un pe­
queño precipitado.

La adición de 20 c.c . más de éter sobre la disolución n .? 3, provoca
ahora, la separación de capas.

Todas las capas superiores, et ér eas, dan r eacción- positiva de ion t e­
trationato, observándose que precisamente la del n ." 2 (con volumen de capa
inferior más pequeño), es la que da una reacción más fu erte de 540 (1 =.

Por nuevas adicion es de ét er sobre las disoluciones no se precipita el
tetrationato de aluminio, mientras que si se decontan las capas superiores
y se agrega éter nuevo en tod os los casos , al cabo de tres o cuatro trata­
mientos cris taliza si empre tetrationato de aluminio.

(" ) Se tra ta de (S.OohAb.xH20, no pudiendo calcular el número de moléculas de agua de
cris talización, por no tener todavía un producto puro.
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De esta expe riencia p od emos sacar la co nclusió n , que la formación
de la capa inferior n o de pe n de de la relación al coh ol/ ét er , pues para
una m isma ca ntidad de tetration ato (2 gramos en es te caso) , con for me
a umenta la ca ntidad de a lcoholen que se h a disu elt o, la relación n ece­
saria p ara que se forme capa di sminuy e.

Asi, con la relación a lco hol/éte r ig ual a \1,/ 2, se for ma capa en el
tubo n." 1, que h abía 4 mI s. de al coh ol; también se forma, p ero de
vo lumen m en or , en el n .? 2, en el que se emplearo n 12 rn ls. de alcohol,
pe ro no sé for ma en el n." 3, con 24 ml s. de alcohol em p leado . Sin em ­
bargo, aparec'e en es te tubo, cuan do p or adición de 20 mi s. m ás de éter
la r elación alcohol/é te r se h ace ig u al a 1/3.

Se deduce tam bién de est a exp er iencia, que emp lean do alcohol abs o­
luto , n." 4, la re la ción a lcohol/é te r igual a 1/2 produce un vo lu men d e
capa inferior, para la diso lución de 2 gramo s de tet rationato en 12 mls.
ele alcoh ol, mayor que en el -n.o 2, en que se em plea alcohol de 96" .

TERCERA EXPERIENCIA

En esta experiencia, al con trar io que en la anter ior, se m an ti en e la
misma concentración de le trationato en "a lcoh ol, variando, únicamente,
ia ca ntidad de éter agregada en ca da caso .

Preparamos t res di soluciones q ue contienen, cada una, dos gramos de
tetrationato de a luminio disueltos en cuatro m ili li t ros de alcohol. F il­
tramos, como siempre, para eliminar el sulfato de al uminio insolubl e y
las disoluciones filtradas las colocamos en tubos de ensayo graduados,
con objeto de medi r las capas que se formen, cuando agregue mos éte r .

Las cantidades de éter agregadas sobre cada tubo, as í como el volu­
men de las rapas formadas, vienen dadas en la T abla IV, donde la co­
lumna TETRATIONATO, corresponde al vo lumen que r esulta después de fi I:
trar la sol uc ión de tetr ntion ato de a lu m inio en alcohol, y que casual­
mente es algo m ayor en el tubo n ." 3. La colu mna É TER correspon de a
la cantidad de éter ag regada en ca da caso, y las colu m nas CAPA sur. y
CAPA I NF. so n el vo lumen de los capas super io r e in ferior, que resultan
después de la adición del éte r.

TA B L A I V

Tubo Tetrationato Et er Capa supo Capa inf.

1 2,6 c.c . 4 C.c. 3,10 C.c. 3,6 e.e.
2 2,6 c.C. 8 C.c. 8,4 C.c. 2,2 e.e,
3 3,0 C.c. 16 e.e, 17 ,0 C.c. 2,0 C.c.

Al agr egar el éter , se forman enturbiam ien tos en los tr es tubos, y és tos
son mayores y más per si st entes con forme au men ta la ca ntida d de éte r
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agregada. Se agitan los tubos y, una vez tapados, se dejan en reposo
hasta que se sepa ran perfectamente la s ca pas y és ta s SOn completa­
mente transparentes, en cuyo momento se hacen la s lecturas de los
volúmenes de las .cap as formadas.

A las doce horas de agregar el éte r , aparecen .peque ños precipitados
de tetrationato de aluminio en todos los tubos, siendo mayor la ca n ti­
dad de precipitado con fo r me la adición de .éte r es mayor.

Las capas superiores de los tres tubos, dan reacción p ositiva de te­
trationato, siendo m enos inten sa la reacción cuando la adición de éter
es -1nayor.

Se deduce de esla experien cia que, para una mi sma concentraci ón
de tetrationato de aluminio en alcohol (2 grs/4mls), al aumentar la
cantidad de éter agregada y, por tan to , disminuir la relación alco­
hol/ éter de 1 a 1/2, y a 1/3, la cantidad de tetrationato de aluminio
que queda en la capa éterea superior di sminuye; también disminuye el
volumen de la ,capa alcohólica inferior, mi entras que aumenta la can­
tidad de tetrationato de aluminio que se separa de es ta c'apa .

TETRAT10 NATO SD EPRE1' AR A C/O N

En la experi encia a n te r io r se h a vis to cómo aumentando la ca nti dad
de éter agregada , el precipitado formado de te tra tio na to de a lum in io
era m ayor y la ca pa et ére a daba menos intensa la reacción de ion te­
trationato.

Corr obj eto de fijar la cantidad de éter necesaria, para trabajando
con disoluciones alcohóli cas saturadas de tetrati on ato de aluminio, r e­
cr ista liza r totalmente éste en una sola ope ración, sin necesidad de tra­
tamientos sucesivos con éter, planteamos esta exp eriencia, que n os per­
mitirá determinar la r olaciónialcoh ol / éte r , ,r eq uer ida para ello. .

Se trata de preparar distintas mezclas de alcohol / éte r y, sobre ellas,
agregar siempre la misma cantidad de tetrationato de aluminio, con el
fin de ll egar a obten er m ezclas de alcohol éte r , en las que la solubilidad
del tetrationato sea mínima.

Op eramos con las cantidades de alcohol, é ter y tetrationato de alu­
minio reflejadas en la Tabla V, de la m anera sig uien te :

Preparamos en tubos de ensay o (a partir del n .? 5 en matraces Er­
Ienrneyer ) las distintas mezclas de alcohol/ ét er indicadas y que, natu­
ralmente, producen un líquido h omogéneo. Sobre ca da una de es tas m ez­
clas agregamos un gram o de tetrationato de aluminio só lido. Agitamos
y, la turbidez q\le se forma, tarda más en desaparecer , cua n Lo más éte r
tiene la mezcla.
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T A B L A 'v

Tub o Alcohol 960 Eter (S.O.hAb

1 2 c.c. 2 c.c. 1 gram o.
2 2 c..c. 4 e.e. 1 gra mo
3 2 c.c . S c.c. 1 gramo
4 2 c.c. 16 e.e, 1 gramo
5 2 ,C.C. 24 C.c. 1 gramo
6 2 c.C. 32 e.e. 1 gramo
7 2 c.c. 64 c.c. 1 gramo
S 2 c.c. 110 c.c. 1 gramo

,9 O C.'C. 20 c.c. 1 gramo

Los resultados son:

N:" 1. - En este tubo se ha disuelto todo el tetr a tionato agregado
(queda el residuo de -sulf a to de alum inio que acompaña a los cris ta les
de tetrationato) . No se form an capas.

N .O 2. - Se observa la aparición de dos capas . En la superior de
éter-alcohol, hay reacción positiva de tetrationatos. La ,capa inferior es
más rica en tetrationato de aluminio y, además, de sulfato de alu min io
tiene tetrationato de aluminio sin diso lver.

N ,» 3, 4 Y 5. - Análogos al n .? 2, Con las siguientes dif er encias. La
capa superior va aumentando en vo lumen y su concen tración en tetr a­
ti onato va disminuyendo, La capa inferior va di sminuyendo de vo lumen,
teniendo concentración similar de tetrationato, y va a umentan do la can­
tidad de tetrationato de al uminio no disuelta.

N .O 6. - Desaparece, en este tubo, la capa inferior, notándose, sin
embargo, un cierto reblandecimien to del sólido, po r acción de l diso lvente.

N,» 7 y 8. - P arece ser que en estas mezclas n o se ejerce acción
di solvente sobre el te t ra tio nato de alum inio, ya que el produc to sóli do
está com pletamente suelto.

N .O 9. - E l líquido (éter anhidro), de este tubo n o da reaccron de
tetrationa tos, lo que n os confirma que el tetr a ti on ato de a lum inio es to- '
talmen te insolu ble en éter anhidro .

De estos resultados deducim os que, trab aj ando con di solucion es alco ­
hó licas sa turadas de t etrationato de a luminio, la ca nti dad de éter que
debe agregarse para que se p ro duzca la cristaliza ción tot al, es la cor res­
pondiente a la relación alcohol/éte r, del tubo n.? 7, y, p or tanto, igu al
a 1/ 32.
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A) Partiendo de diso lución en alcohol de 96°

Disolvemos un gram o ele t etrationato ele aluminio en 2 c.c. de alco­
hol de 960 y filtramos, com o siempre, para elim inar el sulfato de alu-

R epetimos la exp erien cia CUARTA, ·p ero empleamos al cohol absoluto,
con el fin de v er si logramos también la r ecristalizaci ón del tetrationato
de aluminio emp lean do menor cantidad de _éter .

Como en la experien cia anterior, preparamos primeramente las m ez­
clas alcohol absoluto-ét er in dicadas en 'la Tabla VI y, sobre ellas, agre­
gamos en todos los casos 1 gramo de tet rationato de alu minio sólido.

Tetr ati onato

1 gramo
1 gramo
1 gr amo

TETRAT ION ATO S

El er

16 e .e.
32 e.e.
48 e.e ,

D E

. T A B L A V I

2 e.e.
2 C.c.
2 C'.c .

Alcohol abs.

2
3

1

Tubo

En este caso los resultados son :

QUINTA EXPERIENCIA

P R E PAR A e IO N

Tubo n," 1. - Este tubo, análogo en la proporción alcohol-éter al
. n .? 4 de la exper ien cia anterior) deja sin disolver bastante más ' canti­
dad de tetrationato de aluminio que el ·p r ep arado con alcohol de 960 • Se
se para n capas y la superior da r eacción de t etration atos.

,/ Tubos 2 y 3. - Dan también reacción .p osit iva de . tetrationatos, aun­
que muy débil, especia lmen te en el n .? 3. En es tos tubos, no hay capas,
y únicamente en el n. ? 2 hay cier to r eblandecimiento del sólido por
acción de la mezcla disolvente. En el n .? 3 no se ap recia, aparentemente,
ninguna disolución del tetrationato de aluminio.

Cómo consecuencia, emp lean do disoluciones sa turadas en alcohol ab­
s olu to de tetrationato de aluminio, podremos recristalizar totalmente éste,
emp lea n do el éter necesario para formar la relación alcohol-éter corres­
pondiente a l tuvo n-? 3, es decir, igual a 1/24.

E l resu ltado de las experiencias cuarta y quinta nos llevó, al efec­
tuar las a la inversa, a la recristalización del tetrationato de al uminio.
Para ello diso lvimos ~ l tet r at ion ato de aluminio en alco hol de 960 o en.
alcoho l absoluto, en forma de disoluciones saturadas y agregábamos las
cantidades de éter necesarias para formar las r elaciones 1/32 ó 1/24,
respectivamente, en las cuales es mínima la solubilidad del tetrationato
de al uminio :

a) Partiendo de disoluciones en al cohol de 960 •

b) Partiendo de disoluciones en alcohol absoluto .
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minio insoluble. Sobre el líquido filtrado, agregamos 64 mls, de éter an­
hidro, agitamos, y se produce la separación de capas, La capa inferior,
alcohólica y muy viscosa, al cabo de dos dias aparece en forma de un
sólido muy blanco compacto, sobre el fondo y paredes del Erlenmeyer
en que se realizó el ensayo.

Repetimos esta experiencia, pero agregando sobre los 64 c.c. de éter
anhidro, el filtrado de la solución de te trationato de a lu minio en alco­
hol. Operamos dejando caer gota a gota la soluc ión alcoihólieafiltrada
del tetrationato, sobre el éter, y, esta vez, sin agitar. La capa inferior,
tarde ahora 3 ó 4 días en transformarse en sólido.

En los do s casos el producto sólido es muy blanco, higroscópico y
fácilm ente soluble en agua. Da las reacciones características de los iones.
tetrationato y alu min io y no de iones sulfato.

H) Partiendo de dis olu cion en alcoh ol abso luio

Realizamos en es te cas o la r ecristalizacián de Iorma análoga , pero
empleando en el mismo el éter necesario para la formación de la r ela­
ción 1/24 de alcoho l/éter . Com o en el caso anterior, se obtiene t etratio­
nato de aluminio, libre de su lfa to.

Una más r ápida ci..ista lizaci ón se logra somet ien do a agitación el ét er
una vez que se le h a ag regado la di solución a lco hól ica de tetrati on ato.
Es to que h em os com proba do por una simple ag itació n manual , lo ll e­

- vamos a la prá ctica realizan do la agitación po r m ed io de un ag itado r
magnéti co, oper an do con un apara to que descr ib e en la figura 2.

Placa Filbronle N°4

Tubo capilar

Eter

Fig.-2.

En el matraz Erlenmeyer se coloca el éter n ecesario y se cierra con
un tapón de goma perforado, por cuyo orificio hacemos pasar la caña
de una placa filtrante, que nos servirá para verificar la filtración de la
disolución alcohólica de tetrationato de aluminio. Tapamos igualmente
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esta placa y a través del tapón hacemos pasar un tubo de clo r ur o cá l­
cico con el fin de evitar la hidratación del product o. La caña de la p lacn
filtrante acaba en un tubo capilar y és te r eposa exactamen te sob re la
superficie del ét er, con el fin de que las pequeñ as go ta s de la disolución
que caen se difundan rápidame n te por el éter que es tá ag itá ndose por
m edio de un agitador m agnético.

De esta forma se logra una cris talización más rápida, ob teniéndose
nna masa crist alizada compacta. ,

Si, por el contrario op eramos sin ninguna agitación y dejamos co m­
pletamente en r epo so las dos capas que en p ri ncipio se forman, la cris­
talización tarda más ti empo y ento nces .se observa cómo poco a p oco
van apareciendo cristales , en algunos puntos de la capa alcohó lica in ­
férior, formando como agujas cr is ta linas, 'hasta que con el ti empo la
cr ís talización se ext iende a tod a la m asa del ace i te.

En diversos trabaj os ll evados a cabo en es tos labo ratorios, se h a
vis to cóm o al in tentar cris ta liza r una sa l po r cambio de di solventes,
se ori ginaba la separació n de capas. Así, R . Us ón (7), al h abl ar de la
cr is talización del t iosulfa to de m anganeso a .par tir de su disolu ción ac uo­
sa po r adición de acetona o éter , indica q ue de las dos capas for madas
" la super ior n o ti enen nin guna caracterís tica especial", mi entras q ue " la
inferior se as emeja a un aceite po r su aspecto y viscos idad" . En nuestro
caso la capa inferior formada cuando a las soluciones ac uosas o alcohó­
li ca s de t etration ato de a luminio se les ag rega éter, tiene ta mbién es te
aspecto y viscos ida d que le aseme ja a un aceite, sob re to do cuando bien
por diversos tratamientos de éte r, o bi eir por agregar de una vez el
éte r r equerido para la r ecris talización, la capa infe rior es tá próxima a
cristalizar.

La concor dancia de propi edades de los aceites for mados en nuestro
cas o, con los del ti osulf'ato de manganeso en cua nto a q ue tod a la sal a
cr ista lizar está en la capa 'in ferior , y que és ta di sminuye de volumen
cuando se agrega un agente precipitante, nos ll eva a exp licar la forma­
ción de aceites de análog a manera a como lo h ac e R. Us ón en el trabaj o
citado.

Según esto, los aceites no son sino solvatos de la sus ta ncia disuelta
(t etr a tionato de a luminio) con moléculas de' disolvente, en nuestro caso
agua y alcohol, pues hemos visto que para una misma concen trac ión de
tetrationato de aluminio, el aceite era mayor con una misma cantidad
de alcohol absoluto que cuando se em plea alcohol de 96°. El solvato que
es insoluble en ét er y se separa al agregar es te di solvente, cons t it uye un
est ado intermedi o entre la disolución de. partida y el só lido cr is ta liza do ,
de tal manera que sólo conseguimos romperlo y, por lo tanto, cris tali­
zar la sal, cuando el ét er que ag regamo s es sufi cie n te p ar a eli minar las
moléculas de solva tac i ón que rod ean a los iones de tetrationato de alu­
minio. Como h emos visto, al ag it ar, se logra la cristalización más rápida
del aceite, ya que en es te caso, el éte r es tá más en con tacto con las m o­
léculas solvatadas.

P R E P AR A e / o N D E TE r R A T/ O N A TO S
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r,::.====> +- Aire

Na OH
Fig.- 3

% Aluminio % Azufre Promedio Al. Promedio S.

5,14 36,52
5,27 36,90 5,19 % 36,65 '> %
5,28 36,46
5,09 36,72

Los resultados de los análisis efectuados sobre el .pr oducto recrista­
lizado y seco, vienen reunidos en la Tabla VII.

TABLA VII

XII. - ANÁLISIS DE LOS CRISTALES

Los % de aluminio y de azufre calculado para el tetrationato de alu­
minio eristalizado con 18 moléculas de agua son:

5,14 % de aluminio y 36,57 % de azufre.

Esta concordancia de resultados nos lleva a la conclusión de que el
producto preparado por nosotros corresponde a la fórmula: (S40 6)3A12 '

18H 20 .

Antes de proceder al análisis del producto cristalizado, y puesto que
el tetrationato de aluminio, colocado en decantador pierde constante­
mente de peso, descomponiéndose, procedemos al secado de los crista­
les, por medio de una corriente de .air e seco .

La operación la realizamos por medio de un aparato como el que se
describe en la fig . 3. Se separan primeramente por filtración los cris­
tales, se lavan con éter y a continuación se conecta 'la placa filtrante
con el resto del aparato. E l aire pasa a través de cloruro cálcico, hidro­
xido sódico, sulfúrico y pentóxido de fósforo, antes de pasar a través
de los cr istales de tetrationato de aluminio, colocados en la. placa filtrante.

Pla c a fillrante .

REVIETA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, F/SICO, QUIMICAS y NATURALES



- 121 -

XIII. - ESTABILIDAD DE LOS CRISTALES DE TETRATIONATO DE ALUlIIIN.IQ

Los cristales de tetrationato de aluminio, dejados al aire, c on el
tiempo toman color amarillo y su di solución ac uosa da r eacción de
sulfatos.

Si se someten a la acción de agentes deshidratantes como sulfato de
cobre anhidro, cloruro cálcico, hidróxido sódico, los cr is tales pierden de
peso constantemente, originándose la descomposición del producto dando
azufre, dióxido de azufre y sulfato de aluminio. E sta p érdida de peso
es más rápida conforme aumenta el poder - deshidratante del desecante
empleado, lo que nos indica que la molécula estable del tetrationato de
aluminio, corresponde a la cristalizada con 18 m oléculas de agua. Por
ello la deshidratación del 'Producto sucede simultáneamente con la des­
composición del mismo.

T E T R A T ION A T o SD EP R E P AR A e IO N
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SEGUNDA PARTE

PREPARACION y PROPIEDADES DEL TETRATlONATO DE BERILIO

TE TR A TIO N AT O SD E

Al no poder cristalizar el tetrationato de berilio a partir de su di so­
lución acuosa por adición de otros disolventes, intentamos hacerlo por
evaporación del agua, y para ello empleamos el método que m ejor r esul­
tados nos dio en la cristalización del tetrationato de aluminio, es decir,
efectuándola a la temperatura ordinaria y en de secador a vacío sobre
hidróxid6 sódico.

n. - CRISTALIZACIÓN

Tratamos de preparar la disolución en agua de tetrationato de berilio,
por acción del tetrationato de bario sobre el sulfato de berilio, ambos en
solución acuosa.

Según la reacción (1)

(1) . S04Ba + S406Ba = S0 4Ba + S40 6Ba

n os precipitará sulfa to de bario, quedándonos sol uc ión acuosa de te­
lration ato de berilio.

Empleamos, puesto que la reacción es de mol a m ol, co rno ca ntida­
de s de p artida, las correspo n di en te s a 0,0'1, m ol de ca da uno de los p ro­
ductos, lo que equivale a emplear 1,77 gramos de sulfa to de ber ili o cr is­
talizado con cuatro m oléculas de agua y 3,97 gramos de tetra tio nato de
bario cr is talizado con dos moléculas de agua.

. P re para rnos solu ciones saturadas, de es tas ca n ti dade s de product os,
en agua, las mezclamos, y sep ar amos p or filtración el pr ecipitado de
sulfato bárico formado. El líquido filtrado, cons tituye la disolución acuo­
sa de tetrationato de berilio, cosa que comprobamos experimentalmen­
t e, puesto que da las reacciones características de los iones tetrationato
y berilio y solamente éstas.

La adición a esta solución acuosa de tetrationato de berilio, de alcohol
de 96", alcohol absoluto, acetona, benceno y éter, no produce, co.mo era
de esperar, un a anaiogía COn el tetrationato de aluminio la precipitación
de l compuesto .

1. - PREPARACIÓN DE LA SOLU CIÓN ACU OSA DE TET RAT IONAT O DE n EIULO.

ENSAYOS DE CRISTALIZACIÓN

P R E P AR A e IO N
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De a cu erdo también con el distinto resultado que se obtiene, cuando
la disolución acuosa del letrationato de aluminio se somete a es te tra­
ta miento, la di solución -acu osa de tetrationaio de berilio .se divide en dos
partes, cada una de las cuales se somete por separado a la ac ción de s­
hid ratante de1 hidróxido só d ico en des ecador de vocío y a cidulando una
de ellas con ácido clorh íd r ico.

Al ir concentrándose ambas soluciones, aparecen cristales blancos,
sin notarse, una vez que ambas han cristalizado totalmente, diferencia
apreciable, en los cr- is ta les obtenidos a partir de cada una de ellas.

Tanto los cristales obtenidos a partir de la solución acidula da , corno
d e la no acidulada con clorhídrico, presentan el mismo aspecto: son
blancos, llluy higroscópicos, fúcilmen te solubles en agua, yerl ella dan
r eacción p os itiva los iones tetrutionato y berilio y también, aunque me­
nos intensa de sulfalo, pero sin que se advierta, mayor cantidad de sul­
fatos, y, por lo tanto, mayor desc omposición, en la cristalización obtc­
nida a partir de la solución no acidulada con CIH.

Comparando estos resultados, con los obtenidos en la cri s ta lización
del tetrationato de aluminio, coinciden en que es te proceso va siem p re
a comp añado de cierta descomposición, p ero, sin embargo, cn es te caso,
n o hay difer encia de com p orta m ien to en la crts ta lizací ón, realizada con
so lución acidulada con CIH, o sin acidular.

Al explicar los efectos del CIH, en la cristalización del tet rationalo
de al umin io, decía q ue actúa evita n do la hidrolisi s, y, por lo tanto, caso
de no agregarle a la solu ción a cristalizar, ocurría la precipitación del
hidróxido de aluminio y, como con se cue ncia, al n o p od er exis tir ácido
tetrati ónico libre, sino en solución, la evaporación del agua nos origina­
ba la descomposi ción de' es te ácido, en azufre, dióxido de azu fr e y á cid o
sulfú r ico.

En la: cristalización del tetrationato de berilio, no ocurre esto ; umhas
soluciones aciduladas y sin acidular, dan productos análogos y, por lo
tanto, sin que el ácido clorhldrlco juegue un papel imporlante en la
cr is ta lización de este producto .

_ La diferencia de estas dos cr is ta lizacio nes estriba en el distinto pH
de precipitación de ' los hidróxidos correspondientes . Sabemos que el hi­
dróxido de aluminio precipita a pH 3,8, mientras que el hidróxido de
herilio lo hace a pH 6. En ambos casos, la disolución de tetralionato de
aluminio o be rili o en agua da un pH medido con papel indicador com­
prendido en t re 3 y 4. De esta manera observamos, cómo al concentrar
las soluciones r espectivas, precipitará el hidróxido de aluminio, mien­
tras que el de berilio no lo hace 'p or necesitar un pH más alcalino para
ello, de suerte que 'en este segundo caso no es necesaria la adición de
clorhídrico, para evitar la precipitación del hidróxido y, por lo tanto, la
cristalización puede efectuarse sin acidular la solución de partida.

Los cristales obtenidos, en ambos casos, blancos, muy higroscópicos
y fá cilmente solubl es en agua, están, como h emos di ch o, impurtñcados .
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por sulfato de berilio, puesto que la solución acuosa de los mismos da
con cloruro de bario, precipitado blanco de sulfato de bario.

El análisis cuantitativo nos indica que así es en realidad, puesto que,
como se observa en la Tabla I, los cristales obtenidos dan un contenido
de berilio mayor y de azufre menor, que los correspondientes al tetra­
tionato de berilio.

TABLA I

Cristales obtenidos
S40aBa.4H20 .

39,66 % de S
41,90 % de S

3,94 % de Be .
2,95 % de Be.

Esto nos indica que la aparicion en los cristales de impurezas de sul­
fato de berilio va acompañada de la pérdida de azufre en forma de dióxi­
do de azufre y azufre elemental,que hace aumentar el % de berilio en
el producto analizado y disminuir el % de azufre.

La determinación cuantitativa de berilio, se realiza por precípita­
ción del hidróxido (8) y calcinación a óxido, y con mayor rapidez, y co­
modidad por calcinación directa del producto obtenido y pesada del óxido
de berilio formado.

El azufre lo determinamos por p recipitación del sulfato con cloruro
de bario, -en la disolución previamente tratada con agua de bromo, para
'oxidar al tetrationato a sulfato.

IIl . - RECRISTALIZACIóN

El tetratíonato de berilio, análogamente al de aluminio se disuelve
fácilmente en alcohol, y 'p or ello al intentar su recristalización partimos
ya de su disolución alcohólica.

La adición de éter anhidro; a la disolución alcohólica de "tet r a tion ato
de berilio, produce la formación de una turbidez y, más tarde, la sepa­
ración de un aceite, del que aún con enfriamiento no cristaliza al com­
puesto. Sin embargo, si decantamos el éter de la capa superior y agrega­
mos nueva porción de éter anhidro, el aceite se vuelve más viscoso y al
cabo de tres o cuatro adiciones de éter ' desaparece el aceite y cristaliza
el tetrationato de berilio. El éter que sucesivamente se va decantando, da
siempre, excepto la última vez, es decir, cuando ya ha cristalizado el com­
puesto, reacción de iones tetrationato .

Con objeto de efectuar la recristalización más rápidamente y en una
sola operación, estudiamos la solubilidad del tetrationato de berilio, en
distintas mezclas de alcohol absoluto-éter anhidro, para emplear en la re- .
cristalización la proporción 'de alcohol-éter en la cual la solubilidad del
tetrationato sea mínima, ya que entonces al emplear la relación requerida
se formarán los cristales directamente, o, en caso contrario, el tiempo de
duración del aceite sin cristalizar será muy pequeño.
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Preparamos las mezclas de alcohol absoluto-éter anhidro indicadas en
la Tabla Il, y en cada una de ellas, 0,5 gramos del tetrationato a crista­
lizar , para ver en cuál de ellas la solubilidad es nula .

TABLA 1 1

Tubo Alcohol Eter S.06Ba
- --

1 1 C.c. 4 c,c . 0,5 gr.
2 1 C.c. 8 C.c. 0,5 .gr.
3 1 C.c. 16 e ..c. 0,5 gr.
4 1 C.c. '32 C.c. 0,5' gu'.
5 1 c.c. 64 e.e. 0,5 gr.
6 1 c.c. 128 C.c. 0,5 gr.
7 10 e .e, 0,5 gr .
8 10 C.c. 0.5 gr.

Pasadas 48 'horas, se observa que la disolución es menor con for m e la
ca ntidad de éter de la mezcla aumenta. A la vez, mientras disminuye la
solubilidad, disminuye el volumen del ac eite o capa inferior.

La sol ubili dad es pr ácticamente nula en el tubo n .? 5 en el cual los
. cr ist ales agregados se mueven libremente al agitar. Lo mismo suced e en

los tubos 6 y 8, mientras que en el 7, preparado con alcohol ab soluto úni­
ca mente , la solubilidad ha sido total, salvo el pequeño residuo de sulfato
de berilio insoluble.

Vemos también cómo al aumentar la ca n tidad de éter de los tubos, la
r ea cción de ion tetrationato de la capa superior dismipuye, siendo ya
prá cticamente nula en el n .? 5.

De acuerdo con estos resultados, preparamos la recristalización del te­
trationato de berilio a partir de la disolución saturada en alcohol abso­
luto, agregando el éter necesario 'para formar la r elación alcohol-éter igual
a 1/64.

Determinamos la so lubilidad del tetra tiona to de berilio en alcohol ab ­
so lu to y, aproximadamente, es del orden de 1 gramo por m ilili tro. Em­
pleamos siempre esta concentración de 1 g ra mo de producto a r-ecr- ista­
lizar ¡p or ca da ml. de alcohol, que nos garantiza, desp ué s de filtrar para
eliminar el sulfato de berilio insoluble, el trabajo con sol uciones saturadas.

Operamos, a ná loga men te a la recristalización de l tetrationato de alu­
minio, preparando disolucion es sa tur adas , filtrando y agregando sobre
el filt rado la can tidad de éter calculada.

En todos los casos se forma prímeramenta el ac eite, que con el ti empo
se transforma en una masa c ris tal ina que se mueve libremente al agitar.

Los cristales obtenidos, se filtran a través de una placa filtrante, se
lavan con éter y se secan en corriente de aire seco, que 'p asa a través de
clor uro, calcio, hidróxido sódico, sulfúrico concentrado y pentóxido de
fósforo.
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El tetrationato de berilio forma cristales de color blanco, muy higros­
cópicos y fácilmente so lubles en agua, alcoh ol y a lcohol absoluto . Las
disoluciones en acet ona de es te producto se descompon en con el tiempo.

IV. - ANÁLISIS DE LOS CRISTAL ES

Los r esultados de los análisis r ealizados a muestras del product o re­
cristalizado, vienen dados en la Tabla III, y coinci de n con los % cor res­
pondientes al' tetrationato de berilio cr is taliza do con cuatro m oléculas

T A B L A 1 1 1

% Berilio % Azufre Promedio Be. Promedio S.

3,01 42,55
2,94 41,62 2,91 % 41,79 %
2,79 41,20

d e agua : 2,95 % de Ba . y 411,96 de S., de donde ded uci mos que al pro­
ducto preparado y r ecristalizado p or .nosotros cor respo nde la fórmula :

S406Ba .4H20 .
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TETRAT/ONATOS
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5.a El sulfato de indio cristalizado y lavado, como se indica, es de
color blanco e higroscópico.

6.a El análisis cuantitativo realizado a los cristales de 'Sulfato de
indio, .da una composición, Tabla I, que corresponde a la fórmula: '
(S0 4)al n2.S0 4.H28H :<0, dada por R. E. MEYER (10) .

El primer paso para la aplicación del método usado en la prepara­
ción de otros tetrationatos, constituye en este caso la obtención de sul­
fato de indio, ya que el indio de que disponemos está en forma de óxido
de indio trivalente In20 a.

La preparación de sulfato de indio (9), se efectúa por disolución del
óxido en ácido sulfúrico 1 : 1, y cristalización, realizada por evaporación
del agua o bien por adición de ácido sulfúrico concentrado. En ambos
casos, es preciso lavar los cristales de sulfato de indio obtenidos, con
objeto de eliminar el sulfúrico que entrapan.

En relación con la preparación de sulfato de indio realizada varias
veces por nosotros, podemos hacer las siguientes observaciones:

1.a Para la disolución total del óxido de indio trivalente, en ácido
sulfúrico diluido 1 : 1 es preciso calentar. "

2.a Si la cristalización del sulfato de indio se hace por adición- de
ácido sulfúrico concentrado, se forman rápidamente cristales .muy pe­
queños, que tienen un aspecto análogo al del sulfato de bario.

3.a La cristalización lenta originada por evaporación del agua de la
solución, realizada, tanto por calentamiento, como sometiendo la misma
en fria, a la acción de un agente deshidratante en desecador, produce
cristales grandes.

4.a El lavado de los cristales, para eliminar el ácido sulfúrico que
entrapan, se realiza empleando un agente que no disuelva el sulfato de
indio. Lo realizamos, empleando éter anhidro, ya que, además de su

. solubilidad en -agua, los cristales de sulfato de indio son solubles en
alcohol.
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50,82 % de S04
50,67 % de SO,!

TABLA I

30,21 % de Indio
30,64 % de Indio

Calculado
Encontrado

Para la preparaclOn de tetrationato de indio, emp lea re m os como pro­
ducto de partida el su lfa to de indio que cor re sp on de a la fórmula arriba
indicada.

La pr ep aración de la so lució n ac uosa de tetrationato de indio. la r ea­
lizamos de a cuerdo con la reac ción :

ll. - PREPAR ACI ÓN DE LA SOLUCI ÓN ACU OSA DE T ETRATIONATO DE I NDIO.

ENSAYOS DE CRISTALIZACIÓN

_y, de ac uer do con la es teq u iometr ia de la r eacción, emp leam os la s si­
guientes can tidades, de partida: tetrationato de bario c r is ta liza do con dos
m oléculas de agua 7,83 gramos, y sulfato de indio 5 gramos.

Op eramos disolviendo estas cantidades en la m enor cantidad de agua
posible y m ezclamos las so luciones . Se produce el precipitado de sulfa to
de bar io que separamos p or filtraci ón y, el liquido filtr ado, con sti tuye
la solución ac uos a de tetrationato de indio, cosa que com pr obam os ha-

. cie ndo ·COn r esultado p ositivo las r eaccion es car act erísticas de los iones
tetrationato e indio trivalente.

Esta di solución ac uosa se so mete a la ac ció n deshidratante de h idr ó­
xi do só dico, en des ecador de vacío, con obj eto de lograr la cristalización
del tetrationato de indio, y a qu e, como ocurre con los otros tetrationa­
tos es tudia dos . el de indio de be se r también muy soluble en agua, puesto
q ue de su di solución ac uosa n o se precipita p or a dició n d e é ter .

La disolución acuosa de tetrationato de indio colocada en un deseca­
dor de hidróxido sódico a va cío 'pa r a cr is taliza r la , se acidula con ácido
clo rh idr ico , puesto que el pH de p recipi ta ción del hidr óxido de indio
es 3,4.

Después de tres o cuatro dí a s, la so lución ac uo sa co loc ada en el dese­
ca dor se h a transformado en un sólido de color blanco o ligeramente
amarillento, que, disuelto en agu a, da bi en la s r ea cciones de los iones

' t etr a tion a to e indio y también de iones su lfa to, a de m ás de apreciarse la
..... presen cia de azufre. Por otra parte, a l sacar la cápsula del desecador

donde se r ealizó la cris ta lización , se n ota olor a dióxido de azufre. Todo
esto nos indica que, análogamente a lo que , suced e con otr os tetrationa­
tos, el de indio también se descompon e parcialmente al cristalizar, para
dar azufre , di óxi do de azufre y sulfato de indio ; y , por tanto, para ob­
ten erlo en es tado de pureza será preciso verificar su reoristalizaeión.



LlI. - PREPARACIÓN D E LA SOLUCIÓN AL COHÓLI CA DE TETRATIONATO DE _

INDIO. ENSAYOS DE CRISTALIZACIÓN

Para ello, disolvemos el producto obtenido en alcohol e intentamos,
de la disolución alcohólica, precipitar el tetraLion aLo de indio por adición
de éter anhidro.. Ahora bi en, en este caso te nemo s el inconveniente de
que tanto el sulfato r omo el tetrationato de indio SOn solubles en alcohol
y, por tanto tendremos que llevar acabo una cristalización fr accionada.

Operamos agregando ét er poco a p oco, a la di solución alcohólica de
la m ezcla de sulfato y t etrationato de indio, con obj eto de eliminar pri­
m eramente el 'su lfa to, al que suponemos m enor solubil idad en alcoh ol.
Sin embargo, por 'm uch o que sea el éter agregado, nunca cons eguim os
elimina r el sulfato de tetrationato, es decir, que tanto el precpitado como
la solución formada después de cada adición de ét er, da siempre, su
análisis, una mezcla de los dos.

Siendo negativos los r esultados de nuestros intentos de separar p or
adición de éter, la m ezcla de s u lfa to de tetration ato de indio, intentamos
aho ra realizar la separación del tetrationato de indio del sulf a to de alu­
minio, ya que . éste es insoluble en alcoh ol.

Esto equiva le, a preparar la disolución ' alcoh ólica d e tetration ato de
indio, por disolución p or separado en alcoh ol de tetrationato de aluminio
y sulfa to de indio, y m ezcl a de est as dos so luc io nes, con p oste rior fil t ra­

. ción para sepal:ar el sulfato de aluminio producido según la reacci ón

(2) (S40o)3 AI2+ (S04h1n2 = (S40 o)3In2 + (SA4)3AI2

Siendo solubles en a lcohol el tetrationato de aluminio y el sulfato de
. in dio, productos de partida , y el t etrationato de indio, producto final, la
reacción se desplazará hacia la formación de és te, por ser el sulfa to de
a lu min io insoluble en alcohol.

Disolvemos, pues, las cantidades estequiomé tricas de la r eacción en
alcohol y mezclarnos las soluciones. Filtramos para elimin ar el sulfato de
a luminio insoluble formado, y, sobre el líquido filtrado, agregamos éter
anhidro . Se forma un precipHadoque da r eacción de iones sulfaLo y te­
trationato, quedando la solución nuevamente filtrada, dando reacción po ­
sitiva también de sulfato y tetrationoto . El hecho de que por sucesivos
traLamientos con éte r , los precipitados formad os, de spués de lavados, den
siem pre r eacción de sulfato y tetratioria to, lo mismo que las soluciones
resultantes, de spués de filtrar p ara separ ar. los precipitados , nos ll eva a
la conclusión de que tampoco podemos separa !' p erfectamente el t etratio­
n ato de indio, del sulfato de aluminio.

Antes de seguir ad elant e en el estudio de la preparación del tetratio­
nato .de indio, hicimos un es tu di o de la solubilidad d el sulfato de indio
y del tetrationato de indio en distintos di solv entes, con obj eto de en con­
tr ar uno, en el que la solubilidad sea 'p os-itiva solamen te p ara uno cual­
quiera de los dos product os con que trabaj amos.

T E T R A T ION A T o S
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Colocamos en tubos de ensayo 0,1 gramos de sulfato de indio .y sobre
cada uno agregamos u n disolvente distinto. Empleamos además alcohol
de 96° y éter anhidro, éter de petróleo, benceno, butano, acetona, tetra­
cloruro de carbono, etc. En todos estos disolventes la solubilidad del
sulfato de indio es negativa excepto para el alcohol de 96°, en el cual,
como ya h emos visto anteriormente, es soluble el sulfato de indio.

Repetimos la expe r iencia , pero em pleando, com o soluto, el producto
cristalizado por nosotros, y constituido, por tanto, por mezcla de sulfato
y tetrationato de indio. Nuestra idea er a encontrar algún di solvente de
los ant eriores, en .q ue el sulfato no era soluble, que disolviese el tetra­
ti unato, con el fin de tratar con él, el producto que cristalizamos. Sin
embarg o, no obtuvimos r esultado positivo, ya que todos los disolventes, ex­
cepto el alcohol, dieron reacción nula de tetrationato. Unicamente, pues,
se disolvia el t etrationato de indio en alcohol, p ero ya h emos visto cómo
de la soluc ión alcohólica, no lo po dem os separar del sulfato de indio que
le aco mpaña.

IV. - PRE P ARACIÓ N DE TETRATI ONATO DE I NDIO EN SOLUCIÓN ALCO HÓLICA

LIB RE DE SULFATO S. R E CRISTALIZACIÓN .

Pe nsamos obtener tetration ato de indio en solución álcoh ólica libre
de sulfa tos, ope ran do a partir de sulfato de indio y tetrationato de bario
y empleando exceso de este último producto.

Según la r eacción indicada anteriormente

y la de descomposición del t etrationato de indi o que se p r oduce mien­
tr as se realiza la cristaliza ción

·tenem os, una vez terminada ésta, tetrationa to de indi o imptirificado con
sulfato de indio y azufre, pues el dióxido de - azufre se va del medio . El
sulfa to de indio 'p uede eliminarse de la di solución que termine la crista­
lización, empleando tet rationa to de bario en exceso, que hará se precipite
en for ma de sulfato de bari o. De esta m anera todo el sulfa to de indio pro­
d ucido segú n (2) se precipitará en forma de sulfato de bario, y quedará
de n uevo en soluc ión el indio en forma de tetrationato, ya que se vol­
verá a realiza r la r eac ción (1 ). En definitiva, no h ac emos sino produ­
cir la reacción (1) en tre su lfato de indio y tetr a tio na to de bario, cons­
ta n teme nte, mientras se está sec an do el producto .

Una vez evaporada tod a el ag ua , tendr emos cris tales de sulfato de
ba ri o y tetr at ion ato de bario (todavia en exceso) , además de los de te­
tration ato de indio y, sien do únicamente éstos solubles en alcohol, tra­
tando el cristalizado obtenido Con este disolvente, podremos llegar a ob­
tener dis olu ción alcoh ólica de tetrationato de indio, libre de sulfatos, y
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de ella y por adición de éter, conseguÍ1:emos ya cristalizar el tetrationato
de indio puro .

Operamos disolviendo cinco gramos del sulfato de indio cristalizado
por nosotros en agua, al que agregamos la disolución en agua de 13 gra­
mos de tetrationato de bario, en lugar de los 7,83 gr am os que corres­
ponden de acuerdo c on la es teq uiom et r ia de la reacción. Filtramos para
eliminar el precipitado de sulfato de bario formado, y el filtrado da re­
acción positiva de iones tetrationato, indio y bario, y ' se coloca en una
cápsula en desecador a vacío sobre hidróxido sódico . A los tres aparece
todo cristalizado en forma de una masa de color blanco. El producto
seco es higroscópico, lo que nos demues tra la h ígroscopicidad del tetra­
tianato de indio, ya que los otros dos productos que le acompañan, sul­
fato y tetrationato de bario, no lb son. La diso lución acuosa de este pro­
ducto cristalizado, después de filtrar para separar el sulfato de bario
insoluble, da, además de reacción positiva de tetrationato y de indio,
r eacción de bario, lo que nos garantiza haber em pleado suficiente exce­
so de Ietrationato de bario.

A partir de este producto seco, preparamos la disolución a lcoh ólica
de tetrationato de indio por adición de alcohol. La can ti da d de alcohol
que se agr ega es la que correspondería para la preparación de una so­
lución sa tu r a da, suponiendo que la so lubilidad del" tetrationa to de indio
en alcohol es análoga a la del tetrationato de aluminio. La disolución
se hace añadiendo el alcohol en un matraz Erlenmeyer en el que se
hab ía colocado el cristalizado obtenido. Una vez cerrado el matraz se
agi ta por medio de un agitador magnético .

Después de una hora de agitación, al intentar filtrar, para separar
la solución de tetrationato de indio, del residuo dn soluble de sulfato y
tetrationato de bario, nos encontramos con que a l hacerlo por placa fil­
trante n .? 4 ó papel de filtro de poro estr echo, no con seguirn os que pase
a través del sis tem a filtrante ni una sola gota de líquido. 'Si, p,or el con­
trario, filt ramos por placa de vidrio o papel de filtrar de poro más an­
cho, el líquido pasa a su través exactamente ,igual que el puesto a filLrar.

Esto -se debe probablemente a la descomposición que ha habido a lo
largo de l proceso de secado, q ue ha originado azufre (2), que al agregar
alcohol queda en forma de disolución coloidal y no es posible separarlo
por filtración. Tampoco se consiguen resultados satisfactor~oscuando

la solución alcohólica se centrifuga antes de filtrar.

Por ello, repetimos la exp er ien cia, pero ah ora filtrando cada doc e 110­
,r a s ,el líquido p uesto a cristalizar, con objeto de ir eliminando poco a
poco el sulfato de bario formado y, con él, el S. De esta manera, des­
pués de cada filtración colocamos en el desecador una solución acuosa
transparente (libre de azufre) de los tetrationatos de indio y de bario y,
por esta razón, u n a vez que se ha realizado la cristalización, tenemos los
cristales exentos de mayor parte de azufre, que trabajando como ante­
riormente les acompañaba, Después de cada filtración se comprueba si

PREP AR 'ACION
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la disolución que se coloca de nuevo a cristalizar presenta todavía exce­
so de iones bario.

Una vez que se ha evaporado totalmente el agua, el producto seco
se disuelve en agua y alcohol y, en ambos casos después de ññtrar el sul­
fato de bario, nos q ueda una solución clara. La primera presenta un::,­
r eacción .p ositiva para los iones tetrationato, indio y bario, 19 que nos

.garan tiz a un exceso de bario, m ientras que la segunda, es decir, la diso­
lu ción alcohólica, presenta r ea cción so lamente de tetrationatos e indio
y no de sulfato ni de bario. Esta disoluc ió n alcohó lica es, pues, únicamen-

• te de tetrationato de indio.
P ar a lograr la r ecr is ta li zaci ón de este 'p r od uc to procedemos a agre­

gar la di oluci ón alcohólica sob re gran exceso de éte r anhidro, para
lograr s u pronta cristalización, impidiendo a la vez su descomposición,
posible si el ti empo de duración de aquélla fu ese grande.

Op er amos agregando la disolución de tetrationato de indio en 5 mls,
de al cohol , so bre 90 mls, de éter ; en ton ces se Iorrna una turbidez y, rá­
pidamente, se separan cristales de tetrationato de indio. Estos cristales
se separan por filtración , se lavan con é ter y se secan en cor r iente de
aire seco. Son blancos , higroscópicos y fá cilmente solubles en agua y
alcohol .

V. - A NÁ LI SIS DE LOS CRISTALES

La determinación cuantitativa se hace por disolución 'en agua y pre­
cipita ció n de su solución del indio en forma de hidróxido, y calcin an do
a óxido, y del azufre en forma de sulfato de bario.

La determinación del indio se ha r ealizado también por ca lcin a ción
directa del tet rationato de indio y pesada de óxido .

T A B L A I I

% de indio % de Azufre Pro medio in. Promedio S.
---- -

22,25 35,95
21,47 35,67 21.,98 ' % 36,01 %
20,13 36,42

Los r esultados de los análisis se resumen en la Tabla II y coinciden
con los del tetrationato de indio, Cristalizado con nueve moléculas de
agua; cuya composición es : In = 21,5 %; S = 36,10 %, de donde para
'el producto re cristalizado p or nosotros se deduce la siguiente fórmula:
(S40o)3 In2·9H20 .
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I. - PREPARACIÓN DE LA SOLUCIÓN ACUOSA DE TETRATlONATO FERROSO

PARTE

TETRATIONATOSD E

CUARTA

La realizamos, como de ordinario, colocando la disolución acuosa
a cristalizar, dentro de un desecador de vacío y sobre hidróxido sódico.

Vimos la diferencia de comportamiento en la crlstalización de los
tetrationatos de aluminio y berilio, ya que mientras que el primero ne­
cesitaba ser acidulado para evitar su descomposición, el segundo no pre­
cisaba este tratamiento con ácido clorhidrico para lograrlo. Lo expli­
cábamos diciendo que el clorhídrico añadido en el primer caso evitaba

Operamos, como siempre, ¡preparando las soluciones acuosas satu­
radas de las cantidades estequiornétricas de la reacción, mezclando las
soluciones y filtrando el precipitado de sulfato bárico. Trabajamos con
tetrationato de bario cristalizado con 2 moléculas de agua y sulfato fe­
rroso cristalizado con siete moléculas de agua.

La solución acuosa filtrada' da únicamente reacción de iones tetratio­
nato 'y ferroso y está constituida, por tanto, únicamente, de tetrationato
ferroso . Es de color débilmente verde, como las soluciones de otras sales
ferrosas.

Análogamente a lo , que sucede con los otros tetrationatos estudia­
dos, el ferroso no se precipita de su disolución acuosa por adición de
otros disolventes, como alcohol, etc.

PREPARACION y PROPIEDADES DEL TETRATIONATO FERROSO

INTENTOS DE PREPARACION DE TE'I1RATIONATO FEJRRICO

11. - CRISTALIZACIÓN

Preparamos las soluciones acuosas de tetrationato ferroso, 'h acien do
reaccionar disoluciones en agua de tetrationato de bario y sulfato fe­
rroso y filtrando para separar el precipitado de sulfato de bario que
se forma.

El procedimiento es el mismo que se ha seguido para la preparación
de las soluciones acuosas de los tetrationatos de aluminio y berilio, y
en este caso la reacción es:

PREPARACION
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la hidrolisis y, por lo tanto, la precipitación del hidróxido de aluminio,
mientras que en el segundo debido a un pH más elevado de precipita­
ción' de hidróxido de berilio, no precipitaba éste , y, por tanto, no era
preci so acidular.

Operando en el caso de la cristalización del tctrationato ferroso por
d up licado, es decir, poniendo dos soluciones a cris ta lizar y es tando una
de ell as ac idu lada con clorhídrico, tampoco, análogam en te al de berilio,
se obs ervan diferencias. De ambas disoluciones se obtienen los mismos
crtstales de tetrationato ferroso . Naturalmente, que en los dos casos h a
habido algo de descomposición, pero no se advierten diferencias aprecia-o
bles en tr e ellos. El hecho de que el pH de precipitación del tetrationato
fe rroso, sea 5,8, nos confirma en la idea de que el paper .del' ácido clorhí­
drico en la cristalización del tetrationato de aluminio, era simplemente
de evit ar la hidrolisis y, por tanto, la precipitación de hidróxido .

Acab'amos de decir, que obtenemos cristales de tetrationato ferroso,
siempr e que la solución acuosa se coloca en un desecador a vacío sobre
hidróxido sódico. Los cristales, que t ardan en formarse tres o cuatro
días dependiendo de la concentración de la so lución de partida y del
vacío que se logr e en el desecador, son de color ve r de débil, y es tán im­
purificados por algo de azufre y sulfato ferros o. Es decir, la c ristaliza­
ción de l tetrationato ferroso va acompañada de cierta descomposición,
análoga a la de los otros t etrationatos es tudia dos, para dar, ade m ás
de azufre y su lfa to ferroso, dióxido de azu fr e. I

Realizamos el análisis cuantitativo de estos cristales determinando
azufr e tota l y hi erro y en algunos casos det erminamos la cantidad de S
que se encue nt ra , com o sulfato y com o tetrationato.

La determinaci ón cuantitativa se realiza, a partir de ' la disolución
ac uosa de los cristal es, tratando con agua de bromo para 'oxida r los te­
tr ationa tos a sulfa tos y a la vez los iones ferrosos a férriccs, precipi­
tando el hi erro férrico con amoníaco y los sulfatos con cloruro de bario .

Las det erminaciones del azufr e presente en forma de sulfatos se ha­
cen, precipitando el sulfato de bario, antes de tratar con bromo, aun­
'q ue en este caso no son totalmente correctas por no haber eliminado
antes el hierro de la disolución.

La determinación de Irierro se realiza también por calcinación di ­
recta de los cristal es obtenidos y pesando Fe2üS' En esta calcinación,
com o ocurre en la s de los demás tetrationatos es tudiados, se produce
primeramente una masa de color amar illo, azu fr e, qu e se quem a, que­
dando finalmente el óxido correspondiente.

Los r esultados de los análisis vienen reseñados en la Tabla I, mien­
t r as que los '% de azufre y hierro de .distin tos hidratos posibles de te­
trationatos ferroso se expresan .en la Tabla lI.

La no constancia de los resultados de la Tabla I, unido a que la
comparaci ón de éstos con los de la Tabla II no s muestran un contenido
de hierro ma yor y de azufre m en or, nos confirma que la idea de que en
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PRIMEN -E NSAYO

JII. - RECRISTALIZACIóN

la descomposición parcial del tetrationato fer roso , que se produce a l cri s­
talizar la sal, hay una pérdida de azufre en for ma de óxido, adem ás del
que se queda en Iorrna eleme n ta l.

19,95
17,67
15,87
1'3,76

% de hierr o

5 total Hierro

'30,01 % 14,77 %
~9,32 % 14,'1;2 %
28,68 % 15,56 %
28,36 % 17,58 %

17,26 %
15,73 %

TETRATIONATOS

45,70
40,52
36,37
31,53

% de azufr e

T ABL A 11

D E

TABL A 1

25,34 ' %

S como 5.0. =

S40 aF e
S40aFe.2H20
S40aFe.4H20
S40oFe.7H20

3,34 %

5 como 50 .=

Sobre 1 gramo del producto cristalizadu, agregamos 5 c.c. de alcohol
de 96°. A las cuatro horas, queda un r esiduo sin disolver, que separamos
por filtraci ón. El filtrado, incoloro y transparente, da perfectamente las

Para llegar a la obtención del tetrationato ferroso puro, ' t endremos
que proceder a su recristalización, que realizaremos a partir de su diso­
lución alcohólica, ya que como deducíamos del comportamiento de la so­
lución a cuosa con el al cohol, los cr ista les ob tenidos en la cristalización
son solubles en este di solvente>

No teniendo en cue n ta el azufre que s e va del medio en forma de
dió xido de azufre y, conside r an do que, como vere m os m ás adelante, el
tetrationato ferroso cristallza con 7 moléculas de agu a, el rendimiento
de la cr ista lizac ión de tod as la s preparaciones efectuadas, es del orden
del 70 %'

PREP ARACIO N
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reacciones de tetrationatos y hierro divalente y no da reacción de sulfato,
como corresponde a la no solubilidad de sulfato ferroso en olcohol.

Colocamos '1 e.e, de esta disolución alcohólica de tetrationato, en cua­
tro tubos de ensayo, sobre los que agregamos a continuación las cantida­
des de éter anhidro indicadas en la Tabla Il I,

TAB LA 1 1 1

Tubo S.O.Fe, en alcohol Eler anhidro

1 1\ C.c. 4 C.c.
2 2 C.c. 9 C.c.
3 1 c,c. 14 C.c.
4 1 C.c. 24 C.c.

Al ir agregando el éter sobre cada uno de los tubos, se observa una
turbidez intensa, que al principio desaparece al agitar, y que después
permanece. Con el ti empo va desapareciendo, dando a la formación de
un aceite. La turbidez dura más tiempo, conforme aumenta la cantidad
de éter agregada en cada tubo. .~~ .

La viscosidad de los aceites aumenta con la cantidad de éter agregada,
de tal suerte que al agitar el tubo n.? 4 se queda parte del aceite por las
paredes del tubo de ensayo casi cristalizado, mientras que en el fondo
queda el Testo semisólido.

La cantidad de aceite de cada tubo, di sminuye al aumentar el volu­
men de éter agregado.

El aceite formado en todos los tubos, es primeramente incoloro, des­
pués amarillo y, finalmente, al c-abo de dos horas, rojo. Esto nos hizo sos­
pechar que se había producido una oxidación del hierro ferroso a férrico.

A los dos días de comenzada esta experiencia siguen todos los aceites
de los tubos de color rojo, y únicamente las partes de aceite que queda­
ron en las paredes del tubo n." 4 cuando se agitó, han cristalizado, dando
un sólido blanco. _E ste disuelto en agua da bien las reacciones de los iones
telrationato y ferroso, pero por su pequeña cantidad no se le pudo hacer
análisis cuantitativo.

Algunos días después, todos los aceites siguen de color rojo intenso y
están casi cristalizados (sólidos), siguiendo de color blanco únicamente
los que cristalizaron en las paredes del tubo n.? 4.

Al mes de comenzada la experiencia, todos los aceites de los tubos
están perfectamente cristalizados, y presentan color blanco. En ellos está
el hierro en forma ferrosa, pero dan reacción de sulfatos en vez de tetra­
tionatos.
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Se realiza este en sayo, preparando m ezcla s de a lcoh ol- ét er, co n el fin
de estudiar en cuál de ellas es insoluble el tetrationato ferros o.

Las mezclas de alcohol de 96°-éter anhidro, que se re señ an en la T a­
bla IV, se colocan en matraces Erlenmey er y, sobre cada una de ellas ,
agregamos en todos los casos, 0,2 50 gr amos de tetrationato ferroso.

TAB LA I V

Tubo Alcohol Eler S,OoFe

1 1 mls . 4 mi s. 0,250) grs .
2 1 mIs . S mI s. 0,250 grs.
3 1 mls. 16 mI s. 0,2 50 grs.
4 1 mls . 32 mls, 0,250 grs.
5 1 mls , 64 rn ls . 0,2 50 grs.
6 10 mI s. 0,250 grs .
7 10 mls . 0,250 grs .

TETR A TIO N ATO SD E

Al agregar el tet r a tionato ferroso sobre es ta s m ezclas, se observa en
seguida di solución en los tubos -n ." 1, 2 Y 6, Y no en los demás.

Doce horas después de comenzada es ta experiencia tenemos:

Tubos 1 y 2. - Apar ecen con aceite formado de color ro jo, p or lo
que cr e ímos se h abía producido la oxidación de l hierro. Las ca pas supe­
riores, dan bien la r eacción de ion tetrationato.

Tubo 3. - L a a cción disolven te de la m ezcla de es te lubo ha si do muy
pequeña. La capa superior da débil reacción de te trationa to

Tubos 4· y D. - No se apr ecia ningun a disolución. Las ca p as super io­
res de estos tubos no dan reacción de t etrationatos .

Tubo 6. - Ha habido bastante disolución, p ero n o se h a p ro d uc ido
cam bio de color y, por lo tanto, lo que creímos era oxidación.

Tubo 7. - No h ay disolución ni cambio de col or.
De acu erdo con los resultados, para la recr-istalizaci ón del tet ra tia nato

ferroso em p leam os la concentrac ión correspon dien te al tubo n .? 4 en el
que n o hay di solución. La relación alcohol de 96°-é ter a nhidro es , pues,
en este ca so, igual a 1/32.

Op eramos como sigue:

Se di suelven 3 gramos de tetrationato fer roso en 6 mls , de alcohol
de 96°, queda r esiduo de sulfato sin disolver que separamos p or filtr a­
ción a través de una pl aca filt~ante r ecogien do el filtrado sob re 182 ml s.

SEGUNDO ENSAYO

P R E .P A R A e I O N
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V . - E STABI LIDAD DE L T ETRATIONATO F ERROSO

Pr omedi o S.

31,31 %

Pro medio Fe

13,97 %

T ABLA V

31,38
31,48
31,08

% Azufr e

13,84
13,95
14,03
14,12
13,95

% Hierro

IV . - ANÁLISIS DE LOS cmSTALES

con los % correspondientes al tetr ati ona to ferroso, cristalizado con sie te
molécul as de agua: 13,76 de F e y 31,53 % de S.

Por tanto, de duc imos p ara el tetrationato ferroso que hemos pre­
parado la .s ígulen te fórmul a: S40 úFe.7H20.

Los resultados de los análisis cuantita tivos r ealizados a difer entes
muestras de tetrationato ferroso recristalizado, es tán refl ej ados en la
Tabla V, y coinciden

El tetrationato ferroso recristalizado, se presenta de color bl anco o
débilmente verdoso, y no es higroscópico. Su so lució n acuosa se conser­
va sin de scompon er se durante bastante tiempo.

Recién cris talizado, to ma color ama fillo-rojizo en algunos puntos, lo
que n os llevó a la id ea de que er a inestable, por producirse la oxida ­
ción del hie r ro ferroso a férrico . Sin embargo, guardado en pesasustan­
cias cerrado al aire, no se nota al destaparlo 'olor a S02,como ocurre
con otros tetration atos prep arados. Es de n otar que el color pardo-rojizo
que toman los cr is ta les, es únicamente en aquéllos que están formando
ag lomerado s, mien tras que el resto del producto, que está más pulve-

de éter anhidro. Se forma al principio un precipitado blanco, que desapa­
r ece al ' agitar en forma de una turbidez, en toda la masa de éter. En
se guida desaparece la turbidez y se separa un aceite incoloro. Para evitar
que este aceite con el ti empo se vuelva rojo, como ha ocurrido en otras
expe riencia s, y, por lo tanto, se p roduzca lo que creíamos era una oxid~­

ci ón de h ierro ferroso a férrico, agregamos un exceso de éter, hasta 200 mls.
con el fin de lograr rápidamente la ruptura de s olv ato y, por lo tanto, la
cr is tal izació n. De es ta manera, al cabo de m edia hora aproximadamente
el aceit e ha cris talizado totalmen te y, lo s cristales separados por filtra­
ció n, lavad os con éte r y secados en corriente de aire seco, dan reacción
una vez disueltos en agua solamente de iones tetrationato y ferroso .
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VI. - INTENTOS DE PRE P AR AC I ÓN DE T ETR AT IO NAT O FÉR R IC O

Pretendemos preparar el tetrationato. férrico de m anera análoga a
la r ealizada para la preparación de los otros tetrationatos es tu dia dos y
para ello intentamos preparar la solución acuosa primeramente.

Operamos, como siem p re, haciendo r eacci on ar te tr ationato de bario
con sulfato férr-i co y filtrando .el precipitado de su lfato bárico formado.
Sobr e la solución acuosa así preparada, no ejercen ninguna acción pre­
cipitante otros disolventes, lo que nos lleva a la idea que el tetrationato
férri co también es muy soluble en agua y alcohol. Por eso intentamos
cristalizado, por evaporación del agua en de secador de vacío sobre hi­
dróxido sódico y, teniendo en cuenta que el hidróxido férri co precipita
a pH 2,2, se coloca la solución a cristalizar acidulada con ác ido c lorh í­
drico.

Una vez obten idos los cristales, éstos en solución a cuosa dan reacción
de iones sulfato; es decir, 'com o siempre, el proceso' de cristallzación va
acompañado de cierta descomposición, y, por tanto, para llegar a obte­
ner un producto puro, será preciso realizar una recristalizacíón del mismo.

Para efectuar la recristalízacíón, t enemos en este caso el inconveniente
de que no sólo el tetrationato, sino también el sulfato férrico, son solu­
bles en alcohol. Por ello, 1ratamos de encontrar un disolvente de uno

TETRATIONATOSD EPREP AR ACIO N

r iza do, sig ue con su co lor débilmente verdoso . El h ech o de que la co lo­
ración r ojiza, la t om en única m ente los cris ta les que, p or es ta r m á s aglo­
m erados, n o es tán quizás to talmente secos (co n al go de éte r) , y que so ­
lamente en los tubos que h abí a disol u ción , p er o h abía también éte r , se
producía, a l hacer la s ex periencia s de cris ta liza ció n, co loración r oja u
oxidación, nos lleva a la conclusión de que esta coloración ro ja no es una
oxidación, sin o originada por la forma ción de un com plejo co n el é te r .
Así vimos, q ue la díso lución acuosa o a lcohólica de t ctr ation a t o ferro-

. so, n unca tom aba color rojo, y únicam ente se advertía és te, a l agregar
éter. También v imos, que en la ex per ie ncia primera de r ecris taliza cíón,
al m es de p reparada, posiblemente (era verano) h a desapar ecido to do el
éter por evapo ración, sie n do ésta la ca usa de q ue los cris ta les or iginados
por los aceites rojos sean otra vez blancos o ligeramente verdosos.

E sto, queda también confirmado p or el h echo de que, como ve remos
m á s adelante, 'son los "ion es férricos los que se r educen a ferrosos en
presencia de tetrationatos.

Así, pues , el t etr ationa to ferroso es m uy es tab le , de tal suer te, que a
los cuatro m eses de est a r preparado, los cr is tales guar dados en p esasus­
tancia s cerrado al aire no presentan ningún olor a dióxido de azufre,
y aunque dan -una solución ligeramente turbia al disolver en agua, esta
disolución da bien las reacciones de los iones tetrationato y ferroso, p ero
no se aprecia precipitado de su lf a to de bario y, por tanto, descomposi­
ci ón , al agregar .cloruro bárico.
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solo de estos productos, p ero sin conseguirlo, ya que en alcohol son los
dos solubles, en b enzol y en éter lo s dos insolubles, y en acet ona se
produce la descomposición del ' tetrati onato.

P or ello , es tu dia mos la solubilidad de la m ezcla .de su lf a to y tet ra tio­
n ato férr icos obtenidos en la cristalización en distintas m ezc la s de al ­
coh ol-éte r encon t ran do que el tetrationat o es más so luble que el sulfato
y que, por lo t an to, de la disolución alcohólica de los do s, podremos se­
p ararlos, p or adició n de ca ntidades adecuadas de éte r en di stintos tra­
tamientos.

Así, - di solvemos 3 gramos de la m ezcla de sulfa to y tetration ato
Iérricos en 6 milím et ros de al coh ol y filt ramos para separa r parte del
sólido sin di solver . Sobre el fi lt r ado agrega mos éter anhidro de 5 en
5 mls., filtrando cada ve z el precipitado de sulfa to férri co fo rmado y
estu dian do la r eacción de ion es sulfa to en el líquido fi lt r ado. Esta r eac­
ción es p osi tiva , h asta que se agregan 30 m Is. de éter, mo mento en q ue
el filtr ado da únicamente reacció n de iones te tr a ti on a to y de h ie rro y no
de sulfatos . E n tonces , a l último filtrado se le ag rega el é ter n ecesario
para completar 192 mIs., que es la cantida d calculada p a ra que del acei­
te, que h abía ya comenzado a Io rmar se en las últim as adiciones de éter
que se hicier on para elimin ar el sulfato férrico, cr istalice el tetrationato
Ié r r ico . En es te aceite es tá contenido p rácticamente tod o el tet rationato
férrico, ya que la capa superior, de éter , n o da sino un a reacción de
ion es tetrationato muy débil. D e este aceite, primer amente de color ama­
r ill o y que rápidamente se vuelve incoloro, cri sta liza una masa de color
bl anco, 'qu e separamos po r fil tración, lavamos con éter, se camos en co­
rrien te de aire seco y analizamos. Es de notar qué es tos cristales n o so n
higroscóp icos.

Los cristales preparados de esta forma, se disuelv en bien en agua,
dando una solución transparente, ausen cia de azufre, que con nitrato
m er cur ios o y con nitrato de plata da la s r ea ccion es ca r ac te r ísticas de los
io nes tetr átion a tos, Sin embargo, con sulfocia n u ro y ferrocianuro potá­
s ico, no da las reaccion es caracteristicas de los iones férri cos, y solamen­
te se produce la coloración roja y el precipitado de azu l de p rusia, que
forman estos reactivos con el hierro t rival en te, cu an do se trata de solu­
cio ne s previamente can agua oxi genada u otro oxidant e. E sto nos indica
que' el hierro en el producto preparado p or n osotros es tá en es ta do fe r ro ­
so y, por consiguiente, dado que la reacción de iones tetrationato es po­
sit iva, lo único que hemos logrado h a sido preparar de n uevo el tetra­
tionato ferro so ya descrito an te r iormente.

Esta experiencia se repite varias veces con el mismo r esultado de
preparación de tetra tianato Ierroso, que comprobamos al hacer los aná­
lisis ' cuantitativos de los cristales ob tenidos . Estos están r eseñados en
la Tabla VI y coinciden con bastante aproximación, con los % corres­
pondientesal tetrat íon a to ferroso cristalizado con siete molécu las de
ag ua.
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T ABLA VI

Producto cristaliza- 1,3,45 % de F e 33,84 % de S
do por nosotros 14,04 % de Fe 31,36 % de S
S40oF e.7H2O ... oo • 13,76 % de F e 31,53 % de S

VII. - E STUDIO DE LA REDUCCIÓN DEL HIERRO FÉRRICO, EN PRESENCIA DE
TETRATIONATOS.

El hecho de que el producto cris ta lizado y que en principio sup us i­
mos como m ezcl a de tetrationato y sulfato férricos, dé, co n el ti empo
únicamen te reacción de iones ferrosos, nos ll eva a p ensar que es el mis­
mo ion tetrationato el que produce esta reducción. Según esto, ya desde
el principio de la op eración tendremos iones ferrosos en el medio, cosa
que operando corno hasta ahora, no ap rec iamos hasta el momento en q ue
r ea lizá ba mos la última ·r ecr ist a1lización . Con ob jeto de comprobarlo, ve ri ­
fic amos algu nas nuevas exper iencias de prep aración de tetrationato fé­
rrico con tr olan do desde el principio 13; existencia de iones ferrosos y fé­
rricos en el m edio en que trabaj amos . La det erminación de los iones
férri cos, se hace cu alitativamente utilizando su lfocian u ro y ferrocianuro
potásic os, y la de iones fe r r osos con {erro ci an uro p otásico.

An tes de efectuar estas exp erien cias , r ealizamos un es tudio de las
reacciones posib les: -

En primer lugar, tendremos .Ia r educción del hierro trivalente a di­
valente según :

(lI) lFe+++ Fe++ 1 8 = Fe++

y la oxidación consiguiente del tetrationato para dar sulfatos :

(lII) S40 0= + 10 H20= 4 S0 4= + 20 H++ 14 8

siendo el proceso total suma de los dos:

CA) 7{S400)3Fe2'+ 10H20 = 4S04Fe +.10S40oFe + 10 S40 0H2

. P er o además, tendremos el proceso normal de descomposición de to­
dos lo s tetrationatos:

y así, podemos sup oner que la r educción del hierro trivalente a divalen­
te, se hace por intermedio del S02' ya que sabemos que es posible el
proceso:

F e+++ + 18~ Fe++
S02 + 2H20 = S04= 1+ 4 H+ + 2 8
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Este último proceso será el verdadero, caso de que el potencial de
oxidación del Fe+++ a Fe++, no sea suficiente para producir la oxida-
dación del tetrationato de sulfato. '

Ahora bien, sabemos que la reducción del hierro férrico a ferroso es
total; luego, tanto el F+++ en forma de tetrationato, como el que esté
en forma de sulfato (IV), reaccionará con el S02' Luego:

(V) S02 + 2H20 + (S406)3Fe2 = S04Fe + S400Fe +2S406H2

(VI) S02 + 2H20 + ;(S0 4)3F e2= iSO¿F e + S04H2

y sumando. (IV), (V) Y (VI ) tendremos después de simplificar

(E) 2(S40ohFe2 + 4H20 = S02 + 6S + 3S04Fe + S400F e +

+ 2S40 6H2 + 2S04H2

Estos dos procesos totales CA) y (B) que hemos descrito, aún podrían
ampliarse, teniendo en cuenta que si el potencial de oxidación Fe+++ +
+ 18 = Fe++, es capaz .de oxidar al tetrationato, éste podr'ia pasar, no
sólo a sulfato, sino también y a dióxido de azufre 'y entonces el número
de procesos posibles seria mayor .

Para aclarar, dentro de lo posible, estas cuestiones, hacemos las ex­
periencias siguientes:

PRIMERA

Procedemos a un nuevo intento de preparación de tetrationato férri­
co, en solución acuosa como anteriormente, pero agregando exceso de
tetratíonato de bario, de - tal manera que la solución, después de filtrar
para eliminar el sulfato bárico, presenta además de iones tetrationato Y'
férrico exceso grande de iones bario. Esta solución se divide en dos par­
tes : una de ellas convenientemente acidulada con clorhídrico se coloca
a cristalizar en desecador de hidróxido sódido a vacío, y la segunda se
guarda en un matraz Erlenmeyer cerrado. '

Pensamos, que si en el proceso de cristalización sucede únicamente
la descomposición según (IV), al ir transformándose el tetrationalo fé­
rrico para dar sulfato férrico, éste precipitará en forma de sulfato bári­
co, con el bario en exceso, quedando, por tanto, el hierro férrico nue­
vamente en forma de tetratíonato, ya que al eliminarse el bario quedan
iones tetrationatos libres. Entonces una vez cristalizado todo el conte­
nido de la disolución, tendremos cristales de sulfato de bario, de tetra­
tionato de bario en exceso y de tetratíonato férrico, Y de ellos podremos
extraer el tetrationato férrico con alcohol, por ser éste el único soluble'
en este disolvente.

Si, por el contrario, hay ya en la cristalización, una reducción del .
hierro al estado ferroso, con la correspondiente oxidación a sulfato de
los iones tetratíonatos, según (A) o (E), el exceso de iones bario hará
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S EG UND A

Al cristalizar la disolución acuosa de tetrationato férrico (sin exceso
de tetrationatode bario), obtenemos, no como creía-mos al p rtncipio y
como sucede trabajando con otros tetrationatos, mezcla de tetrationato
férrico con sulfato férrico, s ino además de éstos, sulfato y tetrationato
ferroso s. Este sólido, con el tiempo, igual que ocurre en la experiencia
anterior, da únicamente reacción de iones ferrosos .

En esta experiencia y a partir de un cristalizado reciente, es decir,
(lue todavía da col oración amarilla y, por lo tanto, predominio de iones
férricos, repetimos la recristalizaci ón que, com o vimos, nos llevó a cris­
talizar el tetrationato ferroso. ·

La disolución alcohólica constará, pues, de la mezcla de tetrationa­
tos ferrosos y férricos y de sulfato férrico, ya que el sulfato ferroso
que acompañaba a los anteriores en el cr is taliza do es insoluble en
alcohol. Por adiciones su cesiv as de éte r, se consigue la eliminación
total de los iones sulf a to, a la vez que com ienza a formarse un acei­
te de color amarillo . Cuando la solución no da reacción de sulfatos, se

T E T R A T I O N A T O SD E

que este proceso de óxido-r educci ón, sea rápido, a l eli min a r se el su l­
fato en forma de su lf a to de bario, y, por lo tan to, desp la za rs e el eq u ili­
brio. Entonces, una vez seco el producto, tod o el hierro es tará práctica-
mente en estado ferroso. .

Colocamos, pues, parte de la disolución acu osa de tetrationato fé­
rrico; preparada con gran exceso de tetrationa to de bar io en un deseca­
dor so bre hidróxid o só dico y hacemos el vacío. La di solución, pr esenta
el color a m ar illo caracterís lic o de las sales férrica s. Al ir concen trán do­
se, aparece en el líquido un depósito blanco, indudablemente de su lfa­
to de bario, y la solución ·va tomando un color verdoso caracterí stlco de
los iones ferrosos . A los cuatro días se ha evaporado todo el agua, y el
sólido resultante, presenta el color característico de las sa le s ferrosas.
Se disuelve bi en: en agua, q uedando un residuo sin disolver ccon s ti tu ido
por sulfato bárico. La disolución filtrada de estos cristales, da bien las
reacciones caract.erísticas de los iones tetrationato, con nitr a to rnercu­
ri oso y nitrato d e plata, y no da r eacción de iones bario, sin o de sulfa­
to. Además, prácticamente todo el hierro está ah ora en forma de iones
ferrosos. .

La segun da parte de la solu ción de tetration a to fér-rico preparada con
exc eso grande de t et rationato de bario , se colocó en un m atr az Erlenme­
ye r ce r rado y se dejó es tar . Al cabo de die z d ías todo el h ierro se h a re­
ducido t ambién al es tado ferroso, dando la solución r eacción de iones
su lfa to . Ade más, es ta so lución presenta fuerte olor a S02.

De esta experiencia se deduce claramente, que se produce siemp r e la
reducción de Fe+++ a Fe++, a la vez que se oxida el tetra ti on a to, a un­
que sin poder precisar cuál es exactamen te el m ecanismo de la r educ­
ción, si el (A) o el (B), o lo que es más probable , los dos simultáneamente .

P R EP A R A C1 0 N
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filtra para eliminar el . precipitado de sulfato férrico formado, y al fil­
trado se agrega el ' éter ' necesario para la cristalización del tetralionato.
Entonces el aceite que presentaba color amarillo y daba prácticamente
sólo reacción de iones férricos, rápidamente se vuelve incoloro. Estu­
diando entonces las ' reacciones, se observa que el aceite no da iones fé­
rricos, sino ferrosos, a la vez que vuelve a dar reacción de sulfatos ade­
más de tetrationatos. -E s decir, al eliminar completamente los iones sul­
fato del medio, la reacción se ha desplazado rápidamente hacia la forma­
ción de los mismos, resultando, por tanto, los iones sulfato corno prodúc­
to de oxidación de los iones tetrationatos. En esta exp er ien cia no se ad­
vier te la presencia de S02' por lo que el proceso CA) parece ser ahora
el responsable de la oxidación de los tetrationatos.

j

Si a una porci ón del aceite se le agrega acetona, antes de cristalizar,
és ta , como hemos di cho anteriormente, destruye a los tetrationatos; en­
to nces el hierro vuelve a estar en est ado férrico, lo que nos con fiú na
q ue son los tetrationatos los que producen la reducción del F e+++ .

Resumiendo estas dos experiencias, podemos decir que en la recris­
talización, la oxido-reducción se efectúa según el proceso CA), pues ade­
más, como ya h emos vi sto al r ecristalizar otros tetralionatos, su velo­
cidad de descomposición para dar S02 y sulfato, es lo suficientemente
peq ue ña para poder obtener productos - muy puros, lo que nos confir­
ma que el proceso (B) no interviene. En la cristalización que se realiza
más lentamente, y en la que produce siempre la descomposición pardal
de los tetrationatos, es lógico que la reacción total dependa de los pro­
ces es CA) y CB) .

VI II . - OTRAS EXPERIENCIAS.

Hemos visto, al estudia r las posibles reacciones de oxidación de los
ion es tetrationatos, cóm o siempre nos quedaba parte de éste sin oxidar,
no sólo como tetrationato ferroso, sino también incluso como ácido te­
trati ónico libre.

Según la reacción CA) , por ejemplo, de 21 moles de S20(J = solamen­
te uno era oxidado por 14 átomos gramo de ion férrico . Por lo tanto,
queda la solución con prácticamente todo el tetratíonato de partida .

Entonces la adición de sal férrica, a una solución de este tipo, lle­
vará consigo la reducción de la misma sal ferrosa, con la consiguien­
te oxidación del tetrationato a sulfato, y se realizará mientras haya iones
S40 (J = en la misma. Esto podría ser un método volumétrico de valo­
r ación de sal férrica y, por tanto, de tetrationatos.

La comprobación de esta idea se realiza utilizando como solución de
iones S40 6 =, la solución filtrada de la cristalización de los aceites, y en
la que, por tanto, había ácidotetratiónico libre, ya que el tetrationato
ferroso había cristalizado de los mismos. Era, pues, disolución en alcohol-
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éte r de ácido te trati ónico. Como sal férrica ag regamos di solución de
clo r uro férrico diluida.

T oma mos un vo lumen cualq uiera de es ta so lución y , sobre él, y co n
una buret a, agregamos la di solución de cloruro fér r ico . Después de ca da
adición de es ta sal, com p ro ba mos la existe ncia de ion es férr icos, a la vez
(Iue se es tu dia la presencia de iones S40 6 = .

Agregam os, pues, unas go ta s de cloruro fé r r ico di luido a la so luc ión
de S40 6H2 y ve mos cóm o al momento n o da és ta reacciones de iones
férricos sino ferrosos. Como se había p revisto, se sigue produciendo la
reducción de hierro Iérrico . a fe r roso y el proceso es inst antáneo.

Seguimos agregando cloruro fér r ico hasta que ya n o se reduce a
F e++, m omento en que coincide con la desaparición de todos los iones
de S406= del medio.

Se repite la experi encia va r ias veces, y sie mpre se ga sta la m isma
can tidad de cloruro férrico ; es decir, para un m is mo volumen de la
solución de tetrationatos, se emp lea la mi sm a ca n tid ad de ion fér ri co
en oxidarlo. ./

Estas valoraciones se p ueden h acer , in cl uso, empleando SCNK co mo
indicador in te r no. Enton ces se observa, cómo a l caer la gota de cloruro
férrico la so lución se pon e de color rojo, en el punto do n de cae, pero
este color ro jo desaparece al agi ta r . El p un to final de la valoración vie­
ne dado por la for mació n del color r oj o p ermanente.

Este indicador es r ever sible, de tal forma q ue si un a vez qu e se h a
agregado el suficien te cloruro férrico para que la sol ución tome color
rojo, se ag rega más solució n de ion es tetra ti on ato, vue lve a p erder el color
rojo, po r reducirse de n uevo el Fe+++ añadido en exceso. Nuevamen­
te vuelve a tomar color roj o cuando se procede a otra adic ión de sal
fér r ica.

Hemos realizado 'ta mbién a lgu n as ex pe r iencias de valoraciones, u ti­
lizando co m o solución de ion es tetration ato, t etralion ato de bario y ácido
tetrati ónico, disuelto en ag ua y en alcoho l. En tod os los casos hay u na
r educción del cloruro férrico agregad o, per o en es tos ca sos el proceso
de r educción del F e+++ es mucho más lento .

De todas las exper ienc ias ll evadas a cabo para cr is ta liza r y recrista­
lizar el tetrationato férrico, s.e deduce, pues , que es te tetrationato fér r i­
co no pued e ten er exis ten cia m ás que en forma rn et astable, ya que sie m­
pre los iones férricos en p resencia de ion es tetrationatos, con el ti empo,
y dependiendo éste de las con dic iones en que encuen tren se r educen a
iones fe r rosos, pro duc ien do la oxidación del t etration ato.

TET RA1' JONATO 'D El' R E P A R A CJ O N
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l. - INTENTO DE PREPARACIÓN DE TETRATIONATO 1'ALICO

T E T R A T ¡ o N A T o S

PARTE

D E

QUINTA

P R E ·P A R A e ¡ o N

INTENTO DE PREPARACION DE TETRATIONATO TALICO

PREPARACION y PROPIEDADES DEL TETRATIONATO TALIOSO

Hemos visto, al describir nuestros intentos para ' la preparaclOn del
tetratíonato férrico, cómo siempre que se encontraban' en presencia iones
hierro trivalentes, y iones tetrationato, se produce una reducción del
hierro férrico a ferroso con la consiguiente oxidación del tetrationato a
sulfato. El hecho de que el potencial normal de oxidación de la reacción:
Tl+++ + 2 8 = '1'1+ sea superior al de la reacción F +++ + 1 8 =Fe++,
nos indica que el talio trivalente es más oxidante que el hierro triva­
lente y que, por lo tanto, la preparación del tetratianato tálico no será
posible, puesto que en este caso también se producirá la oxidación de
los iones tetrationato a sulfato .

Sin embargo, para ' comprobarlo experimentalmente, planteamos una
experiencia de preparación de tetrationato tálico.

Como producto de partida, disponemos de óxido tálico '1'120 3, y con
él preparamos primeramente una sal tálica que posteriormente tratare­
mos con tetrationatode bario .

Las sales tálicas son todas muy inestables . El sulfato se descompo­
ne en solución acuosa (11). Los haluros, debido a la gran tendencia del
talio trivalente a pasar al estado talioso, son relativamente inestables . El
cloruro es estable en solución acuosa, perdiendo cloro a 40°C. (12) Y por
ello lo utilizaremos como producto de partida .

Para sil preparación empleamos la reacción:

que realizamos con las siguientes cantidades de partida : 0,45 gramos de
Tl20 3 y 0,219 gramos de CIH. Los 0,219 gramos de CIH corresponden a
0,51 mls. de clorhídrico concentrado de 36 % en peso de CIH y densi­
dad 1,18. Con estas cantidades de partida se obtendrán 0,62 gramos de
cloruro tálico,

Sobre los 0,45 gramos de óxido tálico, colocados en un tubo de ensa­
yo, agregamos los 0,51 rnls de ácido clorhídrico. La disolución es rápi­
da y, cuando se ha logrado, agregamos agua destilada para aumentar
el volumen. ' Queda entonces una solución transparente de ligero color
nmarillo y que da, como es lógico, reacción de iones '1'1+++.
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Con objeto de no disminuir ' el rendimiento, a la vez que se evitan
operaciones, no procedemos a la cristalización del cloruro tálico, sino que

_ empleamos su disolución así obtenida, para intentar la preparación del
tetrationato tálico, -

La preparación de éste la tharen1 0s análogamente a la del tetrationa­
to de aluminio según la reacción:

con t ratamiento posterior de sulfúrico par a eliminar el bario, quedando
entonces CIH en libertad:

Como suponemos, por otra parte, que el tetrationato r educirá al talio
trivalente a monovalen te y és te precip itaría al es tado de cloruro talioso :
insoluble, entorpeciendo la marcha de la expe r iencia, hacem os la reac­
cinó a la inver sa , es de cir, tratando la so luc ió n de cloruro tálico con
ácido tetrati ónico, lo que eq uiva le a tratar primeramente el letrationalo
de bario con su lfú r ico para elimi nar el bario y obte ne r así la di solución
ac uosa de ácido tetrati ónico.

L a soluc ión del clor uro t álico que te ne mos es de 0,62 gra mos ; para
r eaccion ar con la misma se n ecesitan 1,19 gramos de tetration ato de bario
y, por lo tanto, los 0,411 ;gra m os de bario que Ih ay en él, se precipitarán
con 0,294 gramos de sulfúrico, que equivalen a 0,16 ml s, de sulf ú r i­
co 36 N.

P reparam os soluc ión satu rada en agua de los 1,19 gr s. de tetratio­
nato de bario y sobre ella ag r egam os los 0,16 mls. de sulfúrico concen­
trado ; centrifugados para sep a rar el precipitado de su lfa to de bario . for­
mado y el líquido que sobr en ada lo filtr am os sobre la di solución de los
0,62 gramos de cloruro tálico . En seg uida se forma un p recipitado blanco,
que se dep osita en el fo n do del tubo de ensayo en q ue se realiza la
operación, y sob re él queda un líquido incoloro y t r an spar en te. ,

E st e líquido da reacción p ositiva de ion es S-!06= y 'I'l t , Y no da
reacción de Tl+++. L a reducción ha sido , p ues, com ple ta y muy Irá­
pida, ya que si quedase al go de ion Tl+++ a l añadir yoduro potásico,
que dar ía iod o en lib ertad y, sin em bargo, éste n o se r econoce con en ­
grudo de a lm idón . L a id entifi cación cu alitativa de los iones Tl+++ y
T'H, se r ealiza tralando la soluc ión que se es t udia con yoduro potásico.
En am bos casos se produce un precipitado amarillo de yoduro talioso,
pero si hay talio trivalente se produce además y od o libre que se pue­
de reconocer por el color azul qu e toma con el en grudo de almidón:

(17) Tl+++ + 2 1- i= ITl + 1/2 12 •

E l h echo de que la so luc ión dé positiva la r eacción de T l+ al tra­
tar con IK, se debe a que el yoduro talioso es todavía más insoluble
que el cloruro.
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(VII) 7(S40o)3'1'12+ 20 H20 = 7 S40o '1'l2 -+- S S04H2 + 12 S400H2

Sumando (VI) y (VII ), teniendo en cuenta que, com o todo el te tr a t io­
nato tálico producido en (VI), se desc ompon e en (VII) , tendremos que
multiplicar la primera (VI) por 7, Y tendremos el proceso total :...

y corn o h emos visto, se producirá seguidamente la reducción del talio
trivalente _a rnonovalente, con la correspondiente oxidaci ón de los iones
tetra tíonato a sulfato:

T ratamos de di solver direct amente el '1'120 3 en ác ido tetra tion ai co. La
reacción será:

í'1'l 20 3 + 21S40 oH2 + 7(S40 o)3T12 + 20H20 =
= 7(S40o)3'1'12 + 21 H20 + 7S40 n'1'12 + SS04H2 + 12S40 oH2

que simplificado quedará:

(VIII) 71'120 3+ 9S_10oH2 = H20 + íS40 o'1'l2 + S S04H2

Según es ta- r eacci ón (VIl1) al disolver óxido tálico en ácido tetratio­
nico nos quedar á una solución acuosa de t etratíonato talioso acidulada
con sulfúrico. E ste sulfúrico lo podríamos elim inar con iones, Ba++, pe -

7 '1'1+++ + 140= 7 '1'1+
S40 0= + 10 H20 = 4 S04= + 20 H+ + 14 0

Primera exp eri encia

P ues to que en el producto de partida, '1'12°3, tenemos el talio en es­
tado trivalente y h emos de preparar el t etration ato talioso , emp lea re mos
el mi smo ion tetrati on ato para reducir el talio de partida.

La reacción Redox de este proceso habrá sido :

o bi en:

según la cual, y análogamente a lo que ocurre con el hierro férrico, de
21 moles de S400 = solamente dos son oxidados por 14 átomos gramos
de talio trivalente, quedando también ácido tetratíónico en libertad.

De esta experienoía deducimos la im posibilidad de preparación del
tetrationoto tálico .

II. - EXPERIENCIA P AR A LA PHEPARACIÓN DEL TET R AT I ONAT O TALIOSO.

PREP AR-A CIO N
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ro con objeto de no introducir otros iones en la soluci ón y teniendo
en cuenta que el tetrationato de bario es el p un to de partida para la p r e-'
paración del ácido tetratiónico, lo q ue haremos . será tratar el óxido tá li­
ca con una mezcla de ácido tetratiónico y tetrationato de bario en la
cant idad necesaria para que t odo el sulfúrico producido, se precipite en
forma de sulfato de bario .

La r ea cción será:

y de esta manera, partiendo en vez de con nueve moles de ácido tetra­
tiónico, con och o moles de tetrationato de bario y un mol de ácido te­
trati ónico, conseguir em os eliminar todo el sulfúrico producido ·en forma
de sulfato de bario.

E sta reacción la realizamos, pues, t ratando el óxido tálico con la can­
tidad necesari a de tet r a tio nat o de bario, del cual se ha elimin ado la
1/9 parte del bario con ácido sulfúrico y filtrando el sulfato de bario
formado. Op eramos com o sigue :

Sob re 0,35 gramo s de tetrationato de bario di suelto en ag u a , agrega­
m os 0,11 mls, de ácido sulfúrico '1,75 N. Y filtramos para separar el sul­
fato de bario formado . El filtrado mezcla de tetrationato de bario y áci ­
do tetrati ónico en la proporción de 8 :1, se agrega sobre 0,31 gra m os de
óxido tá lico en suspensión acuosa. Se agita Iuentemente, y se observa al
dejar en reposo cómo el liquido que sobrenada se va poniendo turbio, lo
qu e indica que se precipita sulfato de bario y que la reacoi ón marcha.
Poco a p oco se va decolorando la masa parda formada por el sulfato de
bario y el 1'120 3 sin atacar y, finalmente, al cabo de unas cinco horas,
ten emos . en el fondo del tubo de ensayo en que se realiza la reacción,
una masa parda de óxido tálico sin atacar y sob re ella un p recipitado
blanco de sulf a to b árico. La so lu ción acuosa que queda deberá ser, por
tanto, únicamente de tetrationato .ta lioso.

La det erminación cualita tiva de los iones, presentes en la soluci ón ,
- . n os indica la ausen cia de jones 1'1+++, lo que n os confirma la r educ­

ción total del tali o, y la presencia de iones 1'1+ Y S40 4=' a de m ás de
pe que ñ a cantidad de iones S04=. La det erminación de sulfatos la reali­
zamos agregando h idróxi do de bario, p ues la adición de CL2Ba p odria
dar lug ar a la fo rmación de cloru ro ta lioso in soluble que precipitaría
con el sulfato de bario.

El h echo de n o háber iones bario en so lu ci ón no s indica que la reac­
ci ón ha terminado y, p or tanto, que todo el Ie trationato de bario ha reac­
cio nado . La velocidad de di solución del óxido tálico Iu e en principio pe­
q ueña, puesto que la m ezcl a de sulfato de bario y óxido tálico sin disol­
ver, permaneció bast ante tiempo .de color pardo. Más adelante y, como
era de esperar, ya que al precipitarse el S04= or iginado en la oxidación
del tetrationato, el equili bri o deb e d e desplazarse h acia la formación de
sulfa to, a umen tó la ve locidad de reacción y rápidam ente el precipita-
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Filtrado

Segunda experiencia

TETRAT IONATOSD EPREPARA 'CION

Al filtrado le agregamos alcohol, formándose también un precipitado
que, como el anterior, supusimos era de tetratíonato talioso.

De esta experiencia deducimos que el tetrationato talioso era poco
soluble en agua e insoluble en alcohol. Esto nos llevó o realizar una ex­
periencia según la reacción (VIII), es decir, haciendo reaccionar ácido
tetratiónico . con 1'1203, pues de esta manera obtendríamos un único pre­
cipitado de tetrationato talioso, del que Se podría eliminar el sulfúrico
entrapado por lavados con alcohol.

Precipitado

En un principio pensamos que el precipitado de color blanco era úni­
camente sulfato bárico . El hecho de ·qu e al ag:iiarlo con agua tomase un
aspecto análogo al de las sales de plata insolubles, nos llevó a pensar
que, junto con el sulfato de bario Iorrnado, tuviésemos también, tetra­
tionato talioso, según esto, poco soluble en agua.

Por ello, lavamos 00n agua el precipitado colocado en mía placa fil­
trante, hasta que las aguas de lavado, que recogemos sobre alcohol, no
dan reacción de iones talio monovalente. Al' caer sobre el alcohol, se
origina un precipitado que supusimos era tetrationato talioso.

do quedó de color blanco, excepto la pequeña cantidad de cristales de
óxido tálico puestos en exceso . .

Separamos por filtración el líquido del precipitado y estudiamos por
separado ambas partes.

,; La realizamos disolviendo 1 gramo de óxido tálico, colocando en un
tubo de ensayo, en ácido tetratiánico, obtenido a partir de 1,12 gramos
de tetrationato de bario y 3,23 mIs . de sulfúrico 1,75 N. La disolución
es muy lenta al principio, siendo total al cabo de mías cinco
horas . Entonces, además de una disolución que da reacción positiva
de S406=, S04= y 1'1+, nos queda el precipitado de color blanco y as­
pecto análogo al de las sales de plata insoluble y que snponíamos tetra­
tionato talioso.

La disolución filtrada se agrega sobre alcohol y se origina un pre­
cipitado, que identificamos como sulfato talioso, en. vez de tetrationato,
y que nos llevó a estudiar los precipitados formados por adición de al­
cohol en la experiencia primera y que igualmente son sulfato talioso ;
mientras que los liquidas acuo-alcohólicos de las dos experiencias daban
reacción positiva de tetrationatos. De aquí deducimos que el precipitado
formado ahora no será tampoco tetratíonato talioso. Intentamos investi­
garlo, pero debido a que la cantidad formada era muy pequeña, no pudo
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hacerse. Unícarnente vimos que daba reacción positiva de 1'1+, por lo
que pensamos que podría tratarse, por analogía con las sales de plata,
de sulfuro talíoso, originado en la descomposición parcial del tetrationato .

Con objeto de ver si hay alguna concordia mayor entre los te tratio­
natos de plata y Lalioso hacemos algunas exp er ren cras.

En primer lugar, si sobre disoluciones de ácido tetratiónico o de te­
Lrationatos solubles agregamos sulfato .talioso en solución acuosa, no se
produce ningún precipitado, de donde deducimos la solubilidad en agua.
del tetrationato talioso. Esto no ocurre cuando se agrega nitrato de pla­
ta, pues entonces se forma un precipitado blanco que se descompone
dando lugor a la formación, finalmcnte, de sulfuro de plata.

P ensamos que podría ocurrir, en el caso de la plata, de manera aná­
loga a cuando trabajamos con 1'1+, solamente la descomposición parcial
del 'tetr a tion a to para dar sulfuro quedando, por tanto, parte del t etra­
tionato de plata sin descomponer en solución. . P ar a comprobarlo, agre­
gamos nitrato de pl~ta sobre solución de tetrationato de bario e inver­
samen te agregamos disolución dé tetra lionato de bario sobre nitrato de
plata. En el primer cas o, en el que tenemos exceso de t etrationatos, se
conf irma nues tra hipót esis con la presencia de iones plata en la solu­
ci ón , mi entras que en el segundo, h echo en exceso de plata, la presen­
cia de tetrationatos n os serviria de confirmación. Sin emba rgo, no su ce­
de es to, y en el p rimer caso toda la plata ha precipitado, quedando sólo
exceso de te tr ation atos, mi entras que en el segundo caso todo el t etratio­
nato ha precipitado quedando únicamente exces o de iones plata.

De todas estas exp eriencias ll egamos a la con clusión del distinto corn- ­
por tainien to de los tetration atos de p lata y de talio m onoval ente. El pri­
mero insoluble cn agua y soluble el segundo. El tetrationato de talio mo­
noval ente es t arnhién sol uble en al cohol, puesto quc la adició n de- és te
sobre su solución ac uo sa n o ej erce sobre él' acción precipitante (vim os
que al agregar alcoh ol era sulfato talioso lo que en principio cr eía m os
ser ia te t ration a to talioso) y, además, se descompone parcialmente al Tor­
marse para dar lo que creem os se tra ta de sulfato talioso.

T ercera experien cia

Los resullados de la expe r ien cia a n terior nos llevaron a r ealizar ésta
como la primera, es decir, a partir d e la re acción (IX) . Operamos exac­
tamente igu al que en és ta con la única variación de agregar la mezcla
de ácido tetratiónico y te Lrati on a to de bario sobre 1'1203 sin ponerlo en
sus pe ns ión acuosa,

Una vez que la r eacción h a terminado tenemos: Un líquido que da
reacción positiva. de ion es S40G= y 1'1+ y no da Ba++ ni S04=' Al n o dar
r eacción de bario se de duce que la r eacción h a t erminado y que, por
tanto, to do el t et r ation ato de .bar ío h a reaccionado .

Un sólido, constitu ido por 1'1203 colocado en exceso y que y a n o se
po drá di solv er, por n o h aber en el m edi o te tratiouato de b ario para r e-
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lII. - ANÁLISIS DE LOS CRISTALES.

zado con una molécula de agua: 19,68 % de azufre y 62,81 % de talio.
De aquí deducimos para el tetrationato preparado por nosotros, la si­
guientefórmula: S40oTl2.lH20.

T ETRATIO N4.TO .<;D E

La determinación cuantitativa del talio se realiza precipitando el ta­
lio en forma de Tl20 3 siguiendo las indicaciones de Browning y Pal­
mer (13) y la del azufre en forma de sulfato de bario.

Los resultados vienen expresados en la Tabla 1 y coinciden con
los % de talio y azufre calculados para un tetrationato talioso cristali-

ducirlo yjlisolverlo, y un precipitado de color blanco mezcla de sulfaLo
de bario y de lo que creemos es sulfuro talioso.

Centrifugamos para separar el sólido del líquido y filtramos para se­
parar las últimas trazas de sólido. El filtrado constituído únicamente p<;>r
disolución de tetrationato talioso se coloca a crístalizar en desecador a
vacío sobre hidróxido sódico.

Una vez formados los cristales, éstos se presentan de color amarillo
débil y son fácilmente solubles en agua. No son higroscópicos y parece
que son muy estables puesto que no presentan olor a S02' El hecho de
que en su disolución acuosa no dé reacción de sulfatos, nos indica que ·
en su cristalización no hay, como en los otros tetrationatos preparados,
ningún proceso de descomposición. '

El rendimiento de la preparación es del orden del 52 · %'

P R E P A R .A e IO N
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SEXTA PARTE

(15)
(15 )

Ea = -1 ,32 voltios
Ea = -0,77 voltios

TETR ~TJONATOSD E

Te+++ '+ 26 '--? 1'1+
Fe+++ !+ 16 '--? Fe'++

tenemos:

Calor de formación de S406= en sol. acuosa = -240 Kcal /rnol
" S04= = -176,1
" H20 56,69=-

" " H+ " O-

Ao = ~ nAoprod. - ~ nAoreact.

san perfectamente conocidos, mientras que en la literatura sólo hemos
encontrado un trabajo de B: V. Ptitayn y otros (14), en el que se indi­
ca que el potencial normal de oxidación del tetrationato para dar sulfa­
tos y azufre es 0,550 voltios.

Con objeto de comprobar teóricamente, la reducción de los iones fé­
rricos y tálicos observada experimentalmente, hacemos el cálculo de los
potenciales normales de oxidación de los distintos procesos posibles de
oxidación de los tetrationatos, a partir de los calores de formación de
las sustancias que intervienen, con los datos de Wiberg (15).

ASÍ, para la reacción:

Al intentar la preparación de los tetrationatos de hierro y talio tri­
valentes, nos encontramos can que estos iones se reducen a hierro diva­
lente y talio monovalente, provocando la oxidación de los iones tetratio­
nato para dar sulfatos.

Los potenciales normales de oxidación de las r'eacciones :

y en nuestro caso:

Ao = ~ 4C1,76,l) - ( -'240 -10( 5(},69)) I=j 102,5 Kcm.

Con estos datos calculamos la energía libre de la reaCCIOIl, teniendo
en cuenta que ésta la hemos escrito con los electrones en el segundo
miembro sumados.

i CALCULO DEL POTENCIAL NORMAL DE OXIDACION DEL SISTE­
MA S406= A S04= y DE LAS CONSTANTES DE EQUILIBRIO DE
LAS REACCIONES DE REDUCCION DE IONES FERRICOS y TALI-

COS POR LOS IONES TETRATIONATO

I. - CÁLCULO DEL POTENCIAL NORMAL DE OXIDACIÓN .

PREPARACJON
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y de aquí.

Ea = 102,5 /14 x 23,061!= + 0,317 voltios.

Se podría considerar que la oxidación del ion tetrationato pudiese se­
guir otros caminos; p. e.:

(H) S406= + 2H20 1= 2S04= + 2S + 4H+ + 26
(III) S40 6= + 6H20 t::::= 3S04= + S + 12H + + S6

Ah ora bi en, en la r educción del Tl 20 3 por tetrationatos no se advierte la
presencia de azufre, y ya hemos dicho al h ablar de nuestros intentos
de preparación de tetrationato férrico, cómo, cuando en el aceite ama­
rillo se produce la reducción del hierro I érrico a ferroso, no aparecería
tampoco este elem en to. De aquí deducimos que solamente la r eacción (I)
interviene en el proceso de r educción de los ion es I érricos y tálicos.

Il. - C ÁLC ULO DE LAS CONSTAN TES DE E QUI L IB R IO .

Conociendo los pot enciales normales de ox idaci ón de los do s sistem as
que Intervienen en las reducciones de los iones Iérrioos y t álicos y oxi ­
dación de los iones t etrabionato, podemos calc ular- la s c ons tan tes de
equili brio de los dos procesos, ya que el p ot en cial de la pila E a, es en
cada caso

Ea = El -E 2 = -0 ,059.log.R/ n

de donde p od emos ca lcu la r R , cons tan te de eq uilibr io de la r eacción ,
puesto que los demás datos son conocido s.

Así, para los procesos redox que es tudiamo s, t en emos la s r eaccio­
ne s (IV) y (V) dadas an ter iormente en la s páginas 95 y 108, respecti­
vam en te : "

(IV) 7(S40 6)3Fe + 10H20 -7 4S04Fe + 10S40 6Fe + 10S0oH2
(V) ?(S40 o)3TI2+ 20H20 -7 7S40 oTl2+ SS04H2 + 12S40 6H2

en las cuales la aplicación de la f órmula anterior nos conduce a:

Ea = 0,317-0,7711 = - 0,454 != - 0,059 ,log]{I/14 para (LV)
E a = 0,31 7-1,32 = - 1,023=- 0,059 ,10gK2/14 para (V)

de donde r esultan los valores deR 1 y R 2 del orde n" de 10107 y 10242 respec­
tiv amente, que nos indican que ambas reaccion es están completamente
desplazadas hacia la formación de iones ferrosos y taliosos, cosa confir­
mada "por los h echos experimentales.

Una prueba más de la gran capacidad de ox idación de los iones tálicos
se pued e deduoir de que su pot encial normal de oxidación es mayor que
el del proceso Br a Br (1,OS voltios) , y sabemos que el bromo oxida
cuan tit a tivamen te los tetratí on atos a sulfatos, y, como tal, se emplea
para la determinación analítica de dicho ion.
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CONCLUSIONES

T E T R A T ION A T O SD E

1. Hemos preparado p or primera vez los letration al os de aluminio,
berilio, indio, hierro .y taiio y a los que correspo n de n las siguientes fórmu­
las: (S.¡Oo)~AI12. 1 8H20 ; S.¡0oBa.4H20; (S.¡0 0)3In2·9H20 ; S.¡ OdFe.7H20 y S'106
TI2 ·H20. .

2. Estos tetrationatos son de color blanco, muy solubles en agua y
alcohol e insolubles en éter. Las disolu ciones alcohólicas ' son 'm ás estables
que las acuosas.

3. Los tetrationatos de aluminio, berilio e indio son muy higroscó­
picos, mientras qu e n o lo son los de hierro y talio que, por otra parte,
son más estables.

4. No es posible l a preparación de los te t ra tiona tos de hierro y talio
trival entes, puesto que es tos ion es ox idan a los iones tetrationatos a
s ulfa to s.

5. La cr is ta lizac ió n de los tetration atos de hierro JI, berilio y talio 1,
se realiza 'p or evaporación de sus di solucion es ac uosas en desecador a
vacío so bre NaOH. Para cristalizar los tet ration atos de aluminio e indio,
es p reciso acidular la so lución a evapo rar, para evit ar la precipita ción de
los Ii idr óxidos corresp ondientes, y la descomposic ión del ácido tetratió ­
nico formado por hidrolisis.

6. Paralelamente a la cr is ta lización, se p roduce en todos los casos,
excep to en l a preparación del tet r ation ato talioso, la descomposición par- o
cial del t etratiouato, para dar azu fre, di óxido de azu fre y el sulf a to corres­
pondiente.

7. La recristalización necesaria para la ob tención de product os puros,
se realiza por adición d e éter a las so lu ciones a lcohólicas sa tu radas del
tetrationato respec.tivo: sepa r án dose ac eites (solva tos) que, con el tiempo,
originan los cr istales. E st a recristalización no es preciso efec tuár la para
el tetrationato . talioso, puesto que y a su primera cristalización da lu gar
a la formación de productos puros.

.8. Se determina teór icamente el p ot en cial no r m a l de ox idación de la
r eacción 8.¡00= a SO.¡ = , qu e se produce cuan do los' ion es tetra tionatos
r eaccionan con los ion es fé rr-ico s y tálicos, y cuyo valor r-esulta ser igual
a 0,317 voltios . .

9. El cálcu lo teórico de las cons ta n tes de eq uilibrio pa ra las renccio­
nes entre .Ios iones t etration ato y los ion es fér ricos o tá licos, da valores
de l or de n de 10107 y 102'¡2 , que · n os con fi r man los hechos experimen tales
es tudia dos y de los que se deduce que las r eacci ones están desplaz ad as
h acia la formación de los iones fe rrosos y taliosos.

I'R EP AR A CIO N
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