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NOTA SOBRE LA RESOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET
CONOCIENDO LA FUNCION DE GREEN

por

RAFAEL AGUILÓ FUSTEH

Sean en el espacio euclídeo de tres dimensiones tres ejes cartesianos rec­
tangulares O», Oy, Oz, y un volumen Y limitado por una superficie cerrada
~, de la cual haremos la siguiente hipótesis: Que en cada punto de ella,
excepción hecha de un número finito de curvas (de área superficial nula)
y de puntos de ella, hay una normal determinada.

Sea G(x, y, z; a, b, e) la función de Green relativa a este contorno; tiene
las siguiente propiedades:

I." G(x, y, z; a, b, e) = G(a, b, e ; x, y, z).
2.a Es función armónica de x, y, z (y de a, b, e) excepto para x = a,

y = b, b = c.
3.a G(x, y , z; a, b, e) = O si (x , y , z) E ~ Y (a, b, e) ~ ~.

4.a
, G(x, y, z ; a, b, e = l/r + g(x, y, z; a, b, e)

l' = J (x - a'f + (y - b'f + (z - c'f

y g(x , y, z ; a, b , e) función armónica de x, y , z excepto sólo si los puntos
(x, y , z) y (a, b, e) coinciden en un punto de ~.

El problema de Dirichlet consiste en determinar la función armónica en
el interior de V, que al tender, interiormente a V, hacia un punto
(x , y , z) E ~ el límite sea U(x, y, s),' siendo U una función arbitraria conti­
nua sobre ~.

Mediante la función de Green se resuelve este problema, y la so­
lución es :

1 Ji dGU(a, b, e) = 41t ~ U(x, y, z) ---;¡;;:;: dcr (1)

( dd indica la derivada según la dirección de la normal a ~ interior a V).
' n
La demostración clásica que ' dan los tratados de Análisis, suponen

que ~~ existe sobre ~ (salvo en un conjunto de medida superficial nula)'

( ~~ existen en virtud de la condición 3.&).

1 La demostración puede verse , p. ej., en Goursat : Cours d'Analyse Math ématiqu e)
III tomo, 5.a edición, párrafo 534, pág. 2'¡'O.

-5-
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2 EH el caso de dos varia bles independientes está demostrado en Goursat, loe. cit., pá­
rrafo 518, pág. 217 basándose ' en -Ia representación confor me, no generalizable a tres va-
riables. .

(4)
dG .

rU(x', y , z) - U(xo, Yo, zO)] -d dú
nJJ~

'es uniformemente convergent e en el dominio del punto Mo(xo, Yo, zo).
Observemos ante todo que si en la fun ción de Green el punto (a, b, e) es

un punto fijo 2: ella es, como fun ción de x, y , z, idénticam ente nula. En
e íecto : Si (x, y , z) ff 2: es consecuencia inmediat a de las propiedades 1." y
3.", para (x , y , z) E 2: Y dist into de (a, b, e), res ulta de la 2.", y de la 4." se
deduce que en este caso es . '.,

g(x , y, z; a, b, e) == - _1_ por tanto ta mb i én es válida para
r . .

(x , y , z) = .(a , b, e) E 2:.

De aquí se deduce que las integral es que aparecen en (1) Y. (2), tien'en
sentido y son nulas cuando (a, b, ,c). E 2:,. ' ' :

Para demostrar que (4) es uniformemente convergente en el dominio del
punto Mo consi deremos una porción 2:' de 2: ~ conteniendo .~lo, suficientemen-

dU . . t ' l'dEn particular si Ut«, y, z) == 1, es -z- == O. y por cons igmen e es va 1 a
, . (n

.la demostración citada es decir :
¡ !':: .

- l-f(. dG d« = I : (a, b, c) E V (a, b, e) ~ 2:. (2)
41t .J~ dn .

El motivo de la presente Nota es demostrar la validez de (1) en el caso
que U no sea deri vable", .

La demostración se descompondrá en dos partes: a) Que (1) es fun ción
armónica de a. b, e en el in ter ior de V. b) Que si

, (a" b, e) -+ (x o, bo, zo) E 2:

rinteriormente a V es lím U(a, b, e) = U(xo, Yo,. zo) .
Demo stra ción de a) .
(1) se puede escribir

. d(~) '[ .
~ JI U r dú +.J:..... j.U dg dcr (3)
41t ~ ' dn 41t · ~ dn

dond e la .rpr imera int egral es' un pote ncial de doble capa, y la segunda es'
evidentemente una fun ción armónica en el interi or de V (derivando bajo el
signo integral respecto a a, b, e, res ulta inmediatam ente). Por tanto (1) es
armónica de a, b, c en el interior de V. q. e. d. ,

Dem ostración de b)' ,
La integral
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(7)

(6)lím JLU(x, y,

y, en virtud d e (1) y (2)

lím U(a, b, e) = U(xo, Yo, zo)

3 Cfr. Goursat , loe. cit ., párrafo 504, pág. 174 Y sgts.

la integral que aparece en el segundo miembro está, evidentemente acota­
-da , y de aquí resulta la convergencia uniforme.

Mediante el razonamiento clásico resulta que la expresión (4) es conti­
'nua de a, b, e, en Mo y nula en este puntos.

Ahora bien , si Pea, b, e) interior a V tiende a MoCxo, Yo, zo), y de la de­
nnostrada continuidad de (4), tendremos

)
dG .

z -- dr¡ =
dn

-que es lo que queríamos demostrar.
Las mismas consideraciones pued en hacerse para el problema de Di­

richlet exterior. La función de Green exterior debe verificar las propiedades
'indicadas para la interior, más la de ser nula para Pea, b, e) en el infinito.

:En (1) tomando como G la función de Green e~ter ior, v d¡G la derivada se-
.1 ( n

gún la dirección de la normal exterior, resuelve el problema exter ior y es

mula en el infinito , va que lo es dG (por ser derivada de una constante).
" d n

La demostración es la misma que para el problema interior

te pequeña para que sobr e ella se verifique IU(:X, y, z) - U(XO' Yo, ZO)! < E
.y una esfera de centro Mo y radio p conteniendo ~' en su interior, tendre­
rnos para I(a, b, e) - (xo, Yo , zo)1 < p

IJL, [U(x , y , z) - tu»; Yo, zo)] ~~ dG I < EfL, I~~ I dG (5)



GENERALIZACION DEL METODO DE WIMAN·VALIRON
A UNA CLASE DE SERIES DE DIRICHLET

por

F. SUNYER BALAGUEH

INTRODUCCION

No es necesario señalar la importancia del método de Wiman-VaJiron en
el estudio de las funciones enteras cuando se las representa por medio de­
una serie de potencias. En este trabajo nos proponemos desarrollar un mé­
todo semejante cuando la función entera fes) puede representarse l;or una
serie de Dirichlet perteneciente a una clase muy empleada, sobre todo des­
pués de los trabajos de Mandelbrojt, Schwartz y otros.

Como es bien sabido el método empleado por Wiman-Valiron es 11' com­
paración de la serie que representa la función entera con una serie tipo,
convergente tan sólo en el círculo unidad. Por lo tanto, nuestro objetivo­
será la construcción 'de una clase de series de Dirichlet convergentes única­
mente en un semiplano, y que puedan servir de series de comparación,
núm. 1, y luego comparar una de estas series con la que representa la fun­
ción fes) núm. 2. El primer paso, o sea la construcción de la serie de com­
paración no ofrece ninguna dificultad, y tampoco resulta difícil la compa­
ración entre esta serie y la que representa fes), no obstante este segundo­
paso requiere una mayor atención y el empleo de algunos razonamientos
que creo interesantes.

Esta generalización, además del interés de todas las generalizaciones,
tiene el siguiente: Entre los muchos resultados que se pueden demostrar
por este método, y que quedan incluidos por lo tanto en una misma teoría,
existen algunos demostrados por varios autores, cada uno por un procedi­
miento diferente, y que quedaban sin relación entre ellos.

Además entre otros resultados nuestra generalización permite un estu­
dio de las propiedades de la función fes) en las proximidades de un punto
So tal que la expresión It(so)IIM(cro, f) no sea muy pequeña, donde so=cro+it~
y M(cr, f) = max lf(cr+it)l· .

-co<t<+co

Finalmente me interesa señalar que la casi totalidad de los resultados
que se pueden obtener por la teoría de Wiman-Valiron pueden trasladarse
a la clase de series de Dirichlet que estudiaremos, pero , para no hacer in­
terminable este trabajo. la inmensa mayoría de ellos no serán ni tan sólo
enunciados. De todos modos, una vez obtenida la generalización, los resul­
tados se demuestran sin dificultad.

-9-



(1)

. 1·

" , '

(O < a < 1). .

- 10 -

~ -AS
fes) = ~ Cne n

o

H(A) = ),a

1. Sea

'una .funci ón entera representada por una serie de Dirichlet convergente en
"la totalidad del plano, en . la que supondremos que la .sucesióri ~ Aa} sa-
't isface a ' . . "

n= oo

REVISTA DE L,l , l C,lDEJiJA DE CIENCI.1S EXA CTAS, FlSlCO · (JUlMICAS y N,lTURA LES

Puesto que con estas condiciones la densidad superior de la sucesión ~ An }

'es finita, la serie (1) será no solamente convergente, sino absolutamente
'convergente en la totalidad del plano.

En este trabajo representaremos por ¡J. (cr) al término máximo de
'(1), o sea

-A o.
¡J.(cr) = max (lenl e " )

n;;:: o . . . ._

.por N = N(cr) el máximo entero que verifica
.: ' -1, ' o

¡J.(cr) = IcNI e . N

'y finalmente pondremos A(cr) = ): \"( 0:) .

Si tomamos como serie de comparación la
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. :

, J

(3)f • ""'(' , ) -'A. N+"so- ,s - so)~ A N+ " -A",, eN+"e +
- N

i--'A.N+nS~ '( :-'('A.N+" - J..N) ( S~So) .:+ ~ CN+" e ' e " ', ..
- N ~ .

- 1 + (AN+" - A~) (~ ' - so»)]
-'A. J s-so) [f ( ) ( , ) () ( \2 ( )J= e' ' Su + .s - So g So + s - SO! X s, So

donde N = N «jo) (so = (jo + ito), , ' . '",

g(s) = f'cs) + ANf(s)

00

I ( )1 < "'"1 I -'A.N+"oo ( " N+n- 'A.N)2 l' , 1I Ix S ' So , ~ eN-¡ lI e 2 ' C.AN+.,,~f'.N O ~ Oo "
-N

De está desigualdad , aplicando el teorema .4 ' Ysuponiendo que 'Jo es un
valor ordinario , resulta ' .

, ..

[x (s, s&)1«: (J. «jo) .i: (AN+n~AN't /"N+" 'A."N-O.N+,,- i.\,)(jo- q) + !AN+n- 'A. NlIa - 0 01 (5)
-N 2 '

A"+1 - A,. > h.

Es evidente que , mediante la intercalación de nuevos términos en, la su­
cesión {A" f es posible obtener una sucesión que- además de las propiedades
que acabamos de señalar , verifique

A~+1 - An ¿ 2 h.

En adelante supondremos que la sucesión ha sido.ya modificada de '-cha-­
nera que cumpla esta última condición, y continuaremos representándola
por {A" f . Esta modificación no disminuirá la generalidad de los resultados
que obtendremos sobre las propiedades de la función fes), puesto que basta
suponer nulos' los e,,' correspondientes a .valores de n para los cuales A" son
términos añadidos, para que la , f(s) quede inalterada. ." ,i : ' . l . .

2. Evidentemente son válidas las ': siguientes igualdades,

Por otra.parte, como suponemos 'que lím (A,,':1-A,,)'> O Y'A" < A"+1' es
evidente que ' será posible hallar un número positivo h tal que .se cumpla
's iempre la desigualdad
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Como quiera que para los términos del segundo miembro de (5) en los.
cuales n < 0, puede obtenerse un resultado igual, se seguirá, mediante fá-

a
--1

ciles deducciones que , si 10" - (jel < K A¡\"2 ,

d2N ,+¡
log d < 2 log 4 + KIB - (]; (1 - ex) K2B2(3

N 1+ i

-u-

es decir , a los términos del segundo miembro de (5) divididos por ¡J.((jo). En­
tonces, si N, representa el máximo entero menor que

En primer lugar vamos a acotar el valor de la parte del segundo miem­
bro de esta última desigualdad correspondiente a la suma de los términos
en los cuales n ::::". O. A fin de simplificar las fórmulas representaremos por
dn a la expresión

a
1-­

BN 2

donde B , es un . número que determinaremos posteriormente, tendremos,
puesto que (jo - q = ex AHa-l,

dm oH AN+ 2 H,+ i -AH
log d

x
~i = 2 log AN+N+i -AH+ lc - (jo l (A ,\·+~N,+¡-AN+ N ,+i}-

1 ,

.5: -1
Ahora, si suponemos que j(j - (joI > K AH2 ,teniendo en cuenta las desi­

gualdades h < )..",+1 - An L. 2h , resultará finalmen te

Por consiguiente, mediante un razonamiento sumamente conocido , re­
sulta

donde K 1 Y K2 son dos constantes que dep enden de la sucesión ~ Ar• ~ y
(3 ----+ 1 cuando N ----+ oo. Por lo tanto , eligiendo convenientemente B, resulta
cuando N es suficientemente grande,



-< 13-

(6)

, A(a, f)
;;~ M(a, f) = 1

donde A(a, f) es el máximo de la parte real de f(a + it) cuando t t'aría de
-00 a + oo.

TEOREMA 2. - Considerando únicamente valores ordinarios de a se
cumple

3. Según hemos dicho en la introducción , de estos resultados se sigue
que casi todos los teoremas de la teoría de Wiman-Valiron pueden trasladar­
se a esta clase de series de Dirichlet. En particular podríamos enunciar y de­
mostrar toda una serie de resultados sobre el comport amiento de fes) en las
proximidades de los puntos en que toma valores cuyo módulo es compara­
ble a M(a. f). Pero como su enunciado requeriría mucho espacio y la defini­
ción de nuevas notaciones, nos limitaremos a enunciar tres resultados de
otra clase pero que nos parecen suficientemente representativas e intere­
santes

TEOREl\-lA 1. - Considerando únicamente valores ordinarios de a se
cumple

TEOREMA 3. - Dado un número E positivo arbitrariamente pequeño, las
desigualdades

M(a, f')
lím = J

<T=-OO A(a)M(a, f) .

M(a, f) < [A(a)]1/2+e¡Jo(a)

M(a, f) < [log ¡Jo(a)]1 /2+e¡Jo(a)

son satisfechas para todos los, valores de (j" suficientemente "pr éanm os" a
- 00, excepto en un conjunto en el cual la variación total de a es acotada.

¡Jo(a).Lo M(a, f),
"--1

Y por lo tanto. suponiendo corno.siempre que la - 0'01 < K A/'

GENERALIMACION DEL METODO DE WIMAN-VALIRON A UNA CLASE DE SERIES DE DlRICHLE7'

a
3(1--)

Ix(s , So)1 < Ka[).(ao)] 2 M(ao , f).

donde, según dijimos, A (0'0) = AN = A N (<T, ) •

Finalmente. de (3) y (6) se deduce

Por otra parte puesto que la serie (1) es absolutamente convergente en
la totalidad del plano, poniendo

M(a, f) = max If(a + it)l,
-oo<t<+oo

se sigue
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Los números entre corchetes'se refieren li." la 'literatura citada al final del artículo;•, '

En particular representamos por XO ,al espacio obt enido .por .recolección
de los espacios Xio, i = O, '" .', n , medianteIa definición (1). "

DEFINICIÓN 2. Si X está formado por "los puntos ( X¡, ' Xi ' .... ) siendo.
XI .E X¿ ..., diremos que Xi es la proyecci6'n{ de X sobre K, y escribiremos :

x, = proyx (X)
1

a) k, es un cuerpo real cerra do.
b) k es el cierre algebraico de ko. Por cons iguiente : k = ko(i), siendo-

t"2 + 1 = ' O [2J* ., , . ,.
C) Xl" '" X n ~ soÍi indeterminadas 'independientes sobre k.

' á) Ao =:d:. .''j. [~l ' '... , xnJ, A¡,= k"[~ , . Xl, . ... . , X
n ] ' i = 1, ... , n .

X i Xi Xi
e) K ~ k (X~, ... , x n) .

ñ Represeritaremos por X¿ i = O, ..., 'n , al espectro de Ai [1]. 'En par- .
ticular, r epresentaremos por X¡o al espectro de A¡ forinado únicamente por los'
ideales primos de dimensión cero. A . los elementos . de Xi los representare-
mos por letras negritas' : 'x¡, 'Y;, ... ., 'cori él 'subíridice i . .

g) Al anillo locial 'lde 'xi r especto de A;. '16 representaremos por
A ix y .a su .ideal máximo por Mi.(x¡). .

i -, .. q, :' ,; 1 ;0 . , 0
0

' .i

h) Si fE Ai, a la clase de re stos f + Xi la representaremos por f(xi) •. ·

,.
2. ' VARIEDAD DE RIEMANN DE UN ESPACIO PROYECTlVO N-DIMENSIONAL SOBRE K

"" DEFINICIÓN ;1: Llamaremos espacio X, obtenido por ' recolección de Ios
espacios X¡, al ..conjunto de. todo s los elementos, .que representaremos por: '
x,' y, '.. . , . obtenidos . a :partir de los puntos de los espacios Xi> i ~ O, .. .,' n , ,
mediante.Ia .sigui ente' definición de .igualdad : . ., .'

o • • • , I ~ " " • ~ o . . • o o • ;

'VARIÉDAD DE RIEMANN TRIANGULABLE
DE UN ESPACIO PROYECTIVO

por. '

.;

PEDRO ABELLANAS

1. HIPÓTESIS ."': .. NOTAQIONE.S .
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(5)

(4)

(3)

(2)

A¡ = proYal A.

De las defiiniciones (1) y (3) resulta el siguiente :

LEMA 1. La correspondencia:

co : x-+.4.

-+ ( ' " ,,, ''')oo¡ : x aUi ' aOi , U¡¡, U¡¡ , .. ., an¡ , ani

Sea x un punto de XO y sean

XI XI 1
-- (x) = --(Xi) = aji = al.' + ial¡" ;-- (x) = Uoi = Uo/ + io1J/,

X¡ X¡ Xi

aj;, 01J¡ Eh; al/' a¡¡", ao/ , Uo¡" E ho ; i, j = 1, ... , n.

-entre XO y R definida por

oo¡ (proy.¿ x) =proYB¡ A, .

-16 -

El espacio H obtenido. por recolección de los espacios R, i = 0, ... , n,
mediante la definici6n (3) se llama .variedad de Riemann del espacio . pro­
yectivo n- dimensional sobre k, respecto del subcuerpo real cerrado ho•
Si A es un punto de R formado por recolección de . los puntos Ai=A j= ... .,
·de R, R¡ ... , diremos que Ai es la proyección de A sobre R" y escribiré­
mos:

A ( ' IJ '" ''')i = Uoi ' Uol , U¡i' U¡¡ , .. ., ani an¡

-de R y RI , respectivamente, se consideran como iguales cuando existe un
punto x de XO tal que

A (b ' b" b' b" b r . b ")i = 01 ' 01 ' li ; li" . . , ni ' ni

El conjunto formado por las funciones Si = (~; ~; . .., X
n

) forma
Xi X i X i

un sistema de coordenadas dé uniformización para Xi' Si existe x, =
- proy x.' (x) llamaremos coordenadas de x respecto de Si a los números de k :

1

(
1 Xl x n )'- (x), - (x), .. ., - (x)
z, Xi Xi

'establece una corespondencia biunívoca entre los puntos de XO que poseen
proyección sobre X/ y los puntos del espacio afin 2n-dimensional, R, so­
bre ho•

Se puede obtener una recolección de los espacios R mediante la siguien-
'te definici6n: dos puntos: .

las coordenadas de x respecto de Si'
La aplicación
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(siendo X¡ un espacio cualquiera, de los i = 0, .. ., n , sobre el que ex iste la
proyección de x) es una correspondencia biunívoca.

De la definición (1) se deduce que a cada x E X le corresponde un anillo
local de K , que representaremos por A x, Al ideal máximo de A x lo repre­
sentaremos por NIx,

LEMA 2. Si x, y E X", tina condición suficien te para que 'am bos puntos
posean proyección sobre un mismo X," es que exista una indeterminada.
X ¡, tal que X ¡ E Ax , y :

3. TRIANGULA CIÓN DE LA VARIEDAD DE RIEMANN

DEFINICIÓN 3. Si x e y son dos puntos de X" tales que existan las pro­
yecciones de ambos sobre X io y no existan las proyecciones de ambos sobre
X/ , para j < i; i, j = 0, 1, ... , n , se llama simplex unidimensional de vér­
tices A y B, siendo A = ro (x) y B = ro (y), y se representa por [A , BJ, al
conjunto de todos los puntos e, de R tales que:

proYRi e = AproYR¡ A + tJ. pro yj, B, A + tJ. = 1 ; A, tJ. E k«: °L AL 1. (6)

Si no existe ningún espacio X¡o sobre el que posean proyecciones x e y,
no existe ningún simplex de vért ices A y B.

LEMA 3. Si x e y poseen proyeccion es sobre X¡o todos los puntos del
simplex [x , yJ poseen tam bién proyección sobre X,", salvo en el caso en
-que: -1 < b/ /a/ = b/'/a/' < O.

DEMOSTRACIÓN. - Si i es el menor de los números 0, ... , n tal que x e y
posean proyección sobre X¡o el lema es consecuencia inmediata de la defini­
ción anterior. Supongamos, por tanto , que no sea éste el caso y que exista
un X¡o, 1< i , sobre el que tengan proyección x e y. Siempre podemos su­
poner que 1 = 0, pues, en otro caso bastaría efectuar un cambio de varia­
bles evidente . Sea, por tanto ,

x¡ (x) = al = a/ + ia/" X j (y) = b, = b/ + ib]' j = 1, . . ., n . (7)

de donde,

Sea e un punto arbitrario de [A , B] Y

En virtud de la definición 3 será :

.c/ = Aa/ + [Jo b/; c/, = Aa/, + tJ. b/, ; A + tJ. = 1, A, tJ. E /;0: OLAL1. (8)
Sean:

1 1
-, - (x)=a *=a *, + ia *' '' '- (Y)=b *=b *' + ib *". 00*' , 00*", bo*' , bo*" E k; (9):Xi o o o , X I . o o o ,

-17 -



(i2)~

•(11) .

! (13)

(13').

*" b *")]ao o "

(12'~

1 :
IIbo*1I = 11M' ~ ¡

c·",

an*' aj* /I - 0..0*" aj *'
llao* !¡

a/' =1

-18 -

( )
, r Ón

Xj Z = ,c; + tCj ,

C ( *' *" *, *" *, *")proyRi = Co ,Co , C1 , C1 , . .. , Cn , Cn _.

a/ =

Entonces será:

e/ e,·"*, - -' - *" -
Co - II c¡lI ' Co - - II c¡1I .

1 1
De (i 2') resulta: Ilco* 1I = II c¡1I y, análogamente , llao*1I = lIa¡1I '

De (9) y de estas últimas re laciones y de (8) se obtiene :

IIco*1I = llao*1I . IIbo*11: [).,,2I1bo*1I + ¡.¡.2 lIao*1I + 2 )." [J. (ao*' bo*' +
con lo que (12') se puede escribir del sigui ente modo :

*, _ )." ao*' IIbo*1I + ¡.¡. bo*' lIao*11

C
o

- ).,,3I1bo* 1I + ¡.¡.2I1ao*1I + 2 )." .¡.¡. (aa*' bo*' + ao*" bo*")

c*" = )." ao*" II bo* 1I + ¡.¡. bo*" lIuo* 1I
o ).,,2 IIbo*1I + ¡.¡.2 llao* 1I + ' 2 )." ¡.¡. (ao*' bo*' + ao*" bo*")

Por otra parte de (10) y (7) se obtienen:

REVISTA DE LA A CADEMIA DE CIENCIAS EX ,l CTA S , FISIC O· QUIMICAS y NATURALES

Por consigui ente será :

X; -- X; ,
- (X) = a;* = a;*' + ia;*"; - X, (y) = b;""
X¡ 1

= b;*' +- ib;*" ; aj*' , U/" , b]" , bj*" E k;

T A - ( *' *" *, *" *'. *")pro) ni ' - ao , ao , U1 , a¡ , . .. , Un ' ; an

B .:... (b *, b *" b *, 1 *" b *, b *")prOYRi - o , O , 1 l )1 , . .. , n , n

Vamos a calcular las coordena das de la pro yección de C sobre R¡. Para'
ello sea z = ro- 1 (C), z E XO. Esto significa que:

.
Todo se reduce a pr obar que, para todo C E [A, B] , todas las coordenadas :

de (12) son números de ko. Ahora bien , de (11) se deduce :

'. 1 1 . 1 c¡'

--;; (z) = x¡(z) = c/ + ic/' c
i
'2 +' C/,2

de donde :

en .donde las c/, c/' vi.enen dadas por las (8). Sean:

1 , x ·
- (z) = co* = co*' + i co*" , _1 (z) = c;* = cl' + iCj*" (11')"
X ¡ . X i
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(15)

(16)

bo*' b/" - bo*" bj*'
II bo* 1I

b " ­j -

VARIEDAD DE illEMANN TillANGULABLE DE UN ESPACIO PROYECTIVO ·

y teniendo en cuenta (11) y (11') resulta:

cl' = d P? aj*' IIbo*1I + A[Jo [(llo*" bo*' - llo*' bo*") (O-t*" - bj*")
+ (ao*' bo*'+llo*" bo*")(aj*'+b¡*')]+[Jo2 bj*' lIao*lI]

cj*" = d [A2 aj*" IIbo*1I + A[Jo [ (llo*' bo*" - ao*" bo*') (aj*' - b¡*')
+ (ao*' bo*'+ a~*" bo*") (a¡*" + bj*")] + [Jo2 bj*" lIao*lI]

y

siendo

d = 1 : [A2 IIbo*1I + [Jo2l1ao*1I + 2A [Jo (llo*' bo*' + llo*" bo*")]. (17)

Por poseer A y B proyecciones sobre Ro no puede ser 1I1lo*1I = 0, ni
11 bo*1I = 0, por consiguiente (17) prueba que para todo (A, [Jo) tal que
(A + [Jo = 1), °L AL 1, el denominador de d es distinto de cero. luego
(16) representan números de ko , con la salvedad indicada en el enunciado
del Lema.

DEFINICIÓN 4 Los puntos Al' .. ., An de R se llaman vértices linealmen­
te independientes, cuando verifican las dos condiciones siguientes:

1. o Existe un i tal que todos ellos poseen proyección sobre R. 2. o Las
proyecciones de Al' . . ., An sobre R son linealmente independientes en R¿
siendo i el menor índice tal que todos los puntos Al' .. ., A n posean proyec-
ción sobre R¡. ' . .

DEFINICIÓN 5. Si Ao, •. •, An son vértices linealmente independientes, se
llama simplex n-dimensional de vértices Ao, ••. , An , y se representa por
s, = [Ao, ..• , An] , al conjunto de todos los puntos P de XO tales que

/\
P E [Ah QJ siendo Qun punto que recorre el simplex Sn-l= [Ao ,... ,A¡,...,An].

De las definiciones 4 y 5 inmediato el siguiente corolario del Lema 3:

COROLARIO 1. Si Ao An poseen proyección sobr e R¡, todos los pun-
tos P del simplex [A¿ ' An] poseen también proyección sobre R,:

COROLARIO 2. Si P E [A¿ ... , Aro] y j es el menor índice para el que
Ao; ... , Aro poseen proyección sobre Rj, .se verifica que

Proy., P =Ao Proyj; Ao + .. . + Am ProYRj Am , Ao + .. . + Am = 1, °L A¡ L I.,

4. DESCOMPOSICIÓN SIMPLICIAL DE LA VARIEDAD DE RIEl\IANN R.
. .

Sean: a¡ y a¡', i = 1, . . ., 2n, dos puntos de R tales que ProY Ro al =
= (O, . .. , 1, ... , O) Y ProYRo a¡' = (O, ... , -1, ... , O), en donde las coorde­
nadas son todas nulas excepto la i-ésima, que es 1 en el primer caso y - 1
en el segundo.

Consideremos los N = 22n símplices (2n - 1) -dimensionales:
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.... )-cl c/ + c¡' e,

C¡2 + c ¡'2 '

cl c¡ + c¡' c/

C¡2 + c/2

c·'I

0<).*¿1

C/ cl . e¡ + c¡' c/ -Cl ~/+ c¡' c¡ )

(
2 '2\ ' 2 '2' 2 t2 , . . .A e, + e, J e, + C¡ ' e, + e,'2) ,C¡

REVISTA DE LA ACADEMI A DE CIENCI ,l S EX,l CTAS, F/SICO - QUIM ICAS y NATURALES

ProYROe = (cl , CI" .. . , Cn , Cn'); CI + 1:1' + .. . + C,,+C,,' = 1,°L. e¡ ¿ 1, °¿ C/ ¿ 1.

siend o s un simplex (2 n - l )-dim ensional de Ro. En particular, si toma­
mos como simplex s el simplex s, anterior , al simplex definido por (18)
lo representaremos por Ti'

T EOREMA. El con junto [ormado por los siircplices SI' ... , S:;;, juntamen­
te con los símplices de segunda espec ie TI, ... , TN , es una descomposición
simplicial de R.

DEMOSTRACIÓN . Sea q un punto arbitrario de R . Pueden ocurrir dos
cosas :

1. 0 Sea Proy.; q = (q, q¡', ... , qn, qn').
2.0 No existe ProYnoq. .
1." Sea A= ¡qll+ jql'l+ .. . + Iq,,'!. Si ). < 1 el punto q pertenece a uno de

los símplices Sto i = 1, ... , N, Y sólo a uno si no pertenece a una de sus
caras . Si A> 1, q pertenece a un simplex T¡, y sólo a uno si no pertenece a
una de sus caras . Finalm ente, si A = 1, q pertenece a la cara común a un
simplex S¡ y un simplex T¡.

. 2.0 Supongamo s que exista Proy ., q = (O, 0, q2' Q2', ... , qn, qn). Las dos
primeras coordenadas deben ser nulas, pu esto que no existe Proyj, q.

DEFINICIÓN 6. Llam ar emos sim plex 2 n -dimen sional de segunda esp e­
cie, T , al conjunto de todos los puntos p' de R tales que

(

CI c·' CI C' + cl ' c·' - CI c·' + cl ' C' ) .
P
. _ * _* 1 I J t I ( )rOYllt p - ). o '2 ' A 2 '2 , 2 12 ' 2 12 ' • • • 18

C¡ + c¡ c¡ + c¡ CI + c¡ C¡ + c¡

(

Cl
Proy.; x = (2• . A c¡ +

Sea x un punto de R tal que

ProYRo x = O,cl , AC'I ' ... , AC", ACn' ) , 1 ¿ A< 00, A E k,

Se verif ica que

La un ión de los símplices 2n-dimensionales:

Si = (O, Si) ; i = 1, 2, .. ., N
siendo ProYRoO = (O, . . ., O), es un entorno del punto O de R .

Sea e un punto genérico de SI:



(19)

(20)

g/ , .. .
- Cl c;' + c¡' c¡

C¡2 + ctcl + ct

( ' , ')c = Cl' cl , .. . , G¡, C¡ , .. . , e,,, Cn

'1 = (Q2, Q2' '13' g/ , oo ., 1, O, oo ., '111' '1 ,,')

'1' = (- g/ , '12' - '13', '13' .. ., O, 1, ... , ~1j,,' , '111)

Poniendo

El sistema (19) es equivalent e al sig uiente :

B I B L I OG R AF IA

VARIED,iD DE RI EMANN TRI ,INGUL,WLE DE UN ESPACIO PROYECTIVO
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Vamos a determinar un punto e de R ta l que

r1] A. Groth endieck. Le langage des schémas . Publ ícations Math ématiqu es núm. 4. Ins­
titute des Hautes Étud es Scienti fiques. París.

12] B. L. van der W uerden. l\lodern e AIgebru. 1. Springer VerIug.

el sistema (20) se pu ede escr ibir en la siguiente forma:

e = C¡q + c( q' + (1 - e, - cO~

siendo O = (O, ... , O), lo que prueba que c pertenece al plano bidimensio­

nal de Ro determinado por los punto q,e/. y O. Si este plano corta a las ca-
ra s S al' .. . , Sa n de los símplices Ta.l, , T«, el punto q pertenecerá a los
bordes de todos estos símplices TrJ.l, , T«, c. q . d .

y que se verifique :



CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LAS VALORACIONES
NO TRIVIALES SUBORDINADAS DE UNA VALORACION DADA

por

J. SANCHO SAN ROl\lJ\N

1. - En un trabajo anterior", hemos considerado la cuestión siguiente:
Sea ~ un cuerpo conmutativo, O un anillo para el cual es ~ cuerpo

de fracciones, y p un ideal primo de O. Entonces, una valoración v dada
de ~, define otra valoración v' del cuerpo ~-, de fracciones del anillo cociente
O/p, usando este criterio: el anillo R.I de valoración de ~', es el conjunto
de elementos (a: + p Op) de ~' con a: E R. anillo de valoración de v. Llama­
mos a v', valoración subordinada de v .
' .. Como principales resultados que utilizaremos ahora, se obtuvieron los

siguientes: .

• r ' A) .Si v' no es trivial , el ideal m = p Op está contenido en el 'ideal P"
máximo de R. (Teor. 2 dé "). . ¡-; . .

B) La condición anterior m e r; se cumple si y sólo si el ideái .P' 'yace
en 'un ideal primo de R. (Teor. 5). . ' ' .
., C} Aunque se cumpla m e P., la valoración v' ' es t~ivial si y sólo si ' el

anillo local o, e R. (Teor. 6).
D) 'Si sé ' cumple m e P«. existe .un subgrupo aislado S del grupo de

valores, que contiene los valores de las unidades de Op, y cualquier ele­
mento de S es menor que cualquier valor de las no unidades de Op. _

2. - Pues bien, comenzamos ahora considerando una' cuestión recíproca
del resultado B), 'consistente en buscar las .condiciones que ha de cumplir
el anillo O, para que dado un ideal primo P, de' R.; la intersección mn Pi
sea un ideal de .0 . A lo cual contesta el teorema .siguiente : r. ,

.1- ' -. . . ; '0 ' • •

' 1":TéoriHria 1.: Para:que la intersección O n P, sea un ideal de ' O, ' ~s.c~n­
dieión .necesaria ys úficiente que los valores de los . elementos de D estén
contenidos en(r¡ + .Q¡); donde Q¡ yr¡ son respectivamente, la superclase .de .
valores de los elementos de P, y el subgrupo aislado correspondiente.
.oEn efecto, es 'necesaria, pues si O n P, = Ps es ideal deEl , es primo ev~-.- ·

dentemente ; entonces. :por el resultado B) anterior, se deduce: Pi Opioe po ,.
y pÓl' el P) se 't iene "que : OPi e r i ·+ Qi ;~ luego' a:fortiori iLl e r, +IQ¡.

.. J. Sancho San Román : Sobre valoraciones subordinadas de una valoración de ·un··
cuerpo, en las especializaciones de éste. Rev. Mat. Hispano-Americana, 4.a ser., XVIII,.
núms . 5-6, 1958. . . .
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Para ver que es suficiente, sea q E O n P, y a E O. Como vea) E r , + Di'
el valor v(aq) = vea) + v( q) puede presentar dos casos: 1) vea)~ O, Y en­
tonces v(aq)~ 'v(q) luego v(aq) E º ¡ ; 2) vea) < O, luego ± vea) E r' , y
- vea) > O, de donde: v(q) - [- vea)] E ni' En ambos casos se concluye :
aq E Pi' luego: aq E O n P, c. q. d .

La condición precedente se cumplirá para todos los ideale s primos PI
de R. , si y sólo si: O C R., pu es para P, = P; es r , + º,= (0) + (> O).

Por esta razó n , supondremos en lo sucesivo que se cumple : O C Ru­

Esta hipótesis es corriente cuando ~ representa el cuerpo de una varie­
dad algebraica afín .

3. Sea v valoración de rango finito 1{, e indiquemos con P. los ideales
primos de O que yacen en los Pi de Rv , y con ~¡ los cuerpos de fracciones
F (O/ p¡).

La situación queda manifestada en el cuadro siguiente:

(O) = rkCrk_IC crIcrO

r , = P" :J Pk - I :J :J PI :J (O)
p. = pk:J Pk-1:J .. : :J PI :J (O)

Teorema 2: Las valoraciones subordinadas de v en los cuerpos ~, no
son triviales, excepto si ~¡ = ~k'

En efecto, si p. = pk:J p¡ en sentido estr icto, entonces 0- p¡q:: R; -i-P¿
luego: O p¡ q:: R. Y en virtud del resultado C) anterior, se sigue que v;' es no
trivial. Por el contrario, si p¡ = p. , OPi C R. y v/o es trivial. ,

La intersección geométrica de este teorema es clara . Cuando O es el
anillo de una variedad algebraica afín Do, cada p¡ define una subvariedad Di,
de modo que se tiene una cadena de subvariedades : Dk 0.: Dk - I C ... C DI"
Y las valoraciones subor dinadas de v en los cuerpos de éstas, son no trivia­
les excepto si D, es el centro de v sobre Do.

4. - Demostremos ahora la siguiente proposición :

Teorema 3 : La valoración v/ 'de ~¡, subordina en cualquier ~j inferior
( j > i) una v/, que es la misma v/ subordinada de u.

En vez de realizar una comprobación directa de este aserto , vamos á
probarlo estableciendo previamente las relaciones que ligan a v/ con las co­
nocidas valoraciones asociadas a v y Pi' Escribiendo R en vez de R; éstas,
son: la valoración de ~ de anillo R»¿ y la valoración w ;' de ~;' (cuerpo de,
residuos de Rp¡) de anillo R / Pi ; la v se dice compuesta de ambas. ,
, Pues bien , ~¡ se puede considera r subcuerpo de~/. En efecto,
~¡'=Rp;/P¡Rp¡ y ~i=Opdp¡ OPi, ; pero Op¡ C n-, y Pi OP¡=OPi n P¡Rp¡ (ya 'que >
P¡Rp¡ n O = P¡Rp¡ n R n O = r,n O = Pi), luego: ~i c>!' ,Op;/PiRp¡ C x: "
Ahora , es evidente que v/ es la valoración inducida por w/ en ~¡, ya que
el anillo de v¡' es:

-24:-
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Por las mismas razones, la valora ción v/' de 23 i subordinada de v/, viene
inducida por la valoración w/, del cuerpo de res iduos de (R / p¡)Pi/p¡ cuyo
anillo sea R / PdP¡fPi' Pero dicho cuerpo es isomorfo al de residuos de Rr,
(ya que es (R/ P¡)Pi/p¡~ Rp¡jP¡Rpi) y dicho anillo lo es a R/Pi. Es decir , w/'"
es isomorfa a ui]; luego v/, es la misma v/ subordinada de v, c. q. d.

Notemos en fin, que v/ tendrá por grupo de valores un subgrupo, propio .
o no , de r¡.

Desde un punto de vista geométrico, Di es el centro de la valora ción de­
23 , de anillo Rpj, sobr e la vari edad Do, y el teorema anter ior indica que Di es .
también el centro de la valoración de 23¡, de anill o (R/ p¡)Pi/p¡.

Como en este caso, el grupo de valor es roes suma dir ecta de te grupos .
discretos. se ti ene una situación particular cuyo estudio detallado es una de­
las cuestiones pendientes sobre este asunto.

- 25 - "



· UNA FUNCION NUMERICA EN LOS RETICULOS FINITOS
QUE' SE ANULA PARA LOS RETICULOS REDU~IBLE~ ' , · . .

por

BARTOLOMÉ FRONTERA MARQUÉS

INTRODUCCION:

Suponemos conocidos los fundamentos de la teoría de semiordenacio­
nes y de la teoría de retículos , Haremos por lo tanto uso de expresiones del
tipo a E M (a pertenece a M), a S b (a anterior o igual a b, a inferior o igual
a b, o a contenido en b), a n b Ca intersección b), a U b (g reunión b).
n a¡, U al, etc., que se interpretarán. de la manera usual. Designaremos in-
IEl IEl

distintamente un retículo por (R, n, U) o simplemente por R según que
nos interese o no destacar las operaciones n, U. En un retículo que posea
elemento mínimo o elemento máximo, llamaremos a tales elementos respec­
tivamente elemento cero y elemento unidad, representándolos por O y por ,l.
Las siguientes definiciones servirán para dejar establecida la significación '
que se ha de dar a los demás términos empleados en este trabajo. Expon­
dremos además algunas propiedades elementales que interesatener presen-

, tes y .cuya demostración puede encontrarse en cualquier tratado sobre .la
materia (1) [1], [2], [3]. oo " ,

Diremos que un subconjunto e de elementos de un retículoR constituye
una cadena, cuando para todo a y b pertenecientes a e, es a Cbo b e a.

Una cadena que tenga un elemento mínimo a y un elementomáximo.ji se
dice que es maximal, cuando no existe ninguna cadena -de, a ¡¡. Vque cqn­
tenga todos los elementos de C. y además otros. Una cadena se .dice que es
finita cuando contiene un número finito de elemeritos. Recibe eliiombre
de longitud de una cadena el número de sus elementos disminuido en una
unidad. Un retículo R se dice que es de longitud finita cuando para todo
par de elementos a, b E R con a e b, todas las cadenas que unen a conb
son finitas y están acotadas por un .cierto 'número' N. El retículo formado
p~r los números naturales con la relación de orden definida por:

a e b <=} a es divisor de b
~ i

(1) Los números encerrados entre paréntesis angulares remíten .:a ',la ..reseña biblio-
gráfica. OO ' ..



FIG. 1

-28-

--.....

---------------

Dos elementos distintos a, b de un retículo que están en la relación,
a e b y para los que no existe nin gún elemento x tal que sea a e x e b,
se dice que son contiguos. Se dice tambi én que a es con tiguo inferior de b­
y que b es contiguo superior de a. En particular en un retículo con elemen­
to O, los elemento contiguos de O reciben el nombre de átomos y en un
retículo con elemento 1, los contiguos de este elemento reciben el nombre
de antiátomos.

Un subconjunto M de elementos de un retículo R con la propiedad de­
que para todo par de elementos x, y E M es x n y E M, x U y E M,
se dice que es un subreiiculo de R. Si a y b son dos elementos de R que
están en la relación a e b, es fácil ver que el conjunto de los x tales que­
a.e x e b constituye un subretículo el cual recibe el nombre de inter-

valo alb .
. En un retículo de longitud finita con elemento O se da el nombre de­

dimensión d(x) de un elemento x, al máximo de las longitudes de las ca­
denas que unen O con x . Si un retículo R de longitud finita posee 'elemento
uriidad, se -dice que d (1) es la dimensión de R. .

Un retículo R se dice que es modular, cuando para todo a, b , e E R se­
verifica :

Si es a e e, entonces es a U (b n e) = Ca U b) n c.
Los retículos modulares de longitud finita gozan de la propiedad de­

que todas las cadenas maximales que unen dos elementos a, b (a e b) tie­
nen la misma longitud. Si un retículo modular de longitud finita posee

REVISTA DE LA A CADEMiA DE CIE NCIA S EX A CT,1S , FISI CO - QCIMICA S y NA TUR ALES

es un retículo de longitud finita aunque existen en él cadenas infinitas.
Por el contrario, el retículo representado en la fig. 1 no es de longitud fi­
nita, a pesar de que todas sus cadenas son finitas. Las longitudes de las:
cadenas maximales que unen O con 1 forman , en este ejemplo, una suce­
sión no acotada. El retículo de los números naturales carece de elemento.
unidad. Si se adjunta a este retículo el número O considerado como múlti­
plo de todos los números , se obtiene un retículo con elemento unidad que­
deja de ser de longitud finita.
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Como consecuencia inm ediata de las defini ciones dadas se observa que
·es P(x/y) = °si es x = y , P(x/y) =f °si es x =!= y . Para todo k> P(x/y) es

[2k(X/Y ) = 0, de donde la suma ~ (- 1Y' Ql,- (x / y) consta de un número fini-
-lo de términos. /,=¡ . .

Se puede comprobar que entre las funciones acabadas de definir se
-cumplen las siguientes identidades:

~lemento 0, se podrá definir entonces la dimensión d(x ) de un elemento x
-como la longitud de una cadena maximal (y por lo tanto de todas las ca­
denas maximales) que unen O con x .

Un retículo R se dice que es com plemerüario cuando contiene elemento
O y elemento unidad y además para todo elemento a E R, existe por lo
menos un elemento b E R tal que a n b = O, a U b = 1.

Dados dos re tículos (RI , ni' UI ) , (R~ , n!, U~) , el conjunto formado por to­
-dos los pares (n I, n~) , siendo n I E RI, 11~ E R~ , junto 'con las operaciones n, U
definidas por :

(2)

(1)

{
1 si x = y

2: {J. (r / y) =
r Ex lv O si x =/= y

- :29-

2: o. (r/ y) = (P (x/y») , , (h = 1, 2, oo .)
rEx lv k

(mI, m 2) n (n¡, ~) = (m¡ nI nI' m2n ! nJ
(m¡, m2) U (nI , 11'2) = (m¡ U¡ 1l¡ , m! U~ n2),

-const ituye un r etículo que recibe el nombre de producto dir ecto de R I y
R2 Y se designa por R¡ x R2 •

Un retículo R se dice que es reducible cuando es isomorfo a un produc­
·to dir ecto de dos retículos, cada uno de los cuales consta de más de . un
elemento. En caso contrario se dice que es irredu cibl e ,

Función de Mübiu s gen eralizada . Damos en este apartado un resumen
·de los resultados obt enidos por Weisner [1J, cuyo conocimiento es indis­
pensabl e para el fin que nos proponemo s.

Sea R un retículo de longitud finita , que goce además de la pro piedad
·de que tod o intervalo x/y de R es fini to. En adelante nos referiremos sola­
'mente a retículos de este t ipo, llamados porWeisner "J erarquías".
. Consideremos el conjunto de todos los intervalos x / y de R. En este con­

,Junto vamos a definir las fun ciones P(x fy), Qk(X/Y) (para todo entero
h ::::,.. 1) Y {J. (x/y) de la siguiente manera :

P(x /y) = número de cont iguos inferiores de y pert enecient es al inter­
'valo x/y.

QJ x /y) = número de veces que x es intersección de k elementos dis­
t intos, cont iguos inferiores de y .

f 1 si x = y
{J. (x/y) = l k~¡ ( - ] / Q" (x / y) si x =!= y
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1
1 si x = y

¡¡.'(x/y) = co -

k~I ( - ] )1' Q,: (x / y) si x =/= y.

(3b}'f(a/ x) = ~ g(afr) ¡¡. (rj x).
"Ealx

un intervalo x /y está formado por todos aquellos números que son múlti­
plos de x y divisores de y. Se comprueba fácilmente que en este retículo los;
valores que toma la función ¡¡. para los intervalos x/y dependen solamente

del . t Y los sí .e COCIen e -, y son os siguientes :x .

¡¡. (x /y) = (- 1)" si l = PI '" P» siendo PI' ... , pr números primos;
x

distintos entre sí y distintos de la unidad .

¡¡. (x / y) = O en los demás casos.

Se demuestra que para todo intervalo x/y es ¡¡. (x / y) = ¡¡.'(x/y), o, dicho
de otro modo, que la función ¡¡. es dual de sí misma.

Si consideramos el retículo 'formado por todos los enteros positivos con
la relación e definida por

a e b ~ a es divisor de b,

Esto permite obtener para toda función definida para los intervalos del
tipo ajx (a. fijo), otra función definida en el mismo dominio y ligada con g'
por (3a). Esta función es única y sus valores se obtienen mediante (3b).

El principio de dualidad es aplicable a todo lo dicho en este apartado,.
de manera que a cada función corresponde una función dual, y a cada pro­
piedad de las funciones corresponde una propiedad dual. A modo de ejem­
plo damos las definciones de P' (xj y), Qk' (x / y) y ¡¡.' (x / y), funciones duales.
respectivamente de P(x jy), Q,,(x /y) y ¡¡.(x/y).

P'(x /y) = número de contiguos superiores de x pertencientes al inter-
valo x/y . -

Qk' (x/ y) = núm ero de veces que y es reunión de k contiguos superiores;
de X, distintos, en el intervalo x/y.

Consideremosahora funciones unívocas cualesquiera, t. g, ... definidas,
ya sea para todo intervalo x/y de R, o bien solamente para los intervalos
de la forma a]» , siendo a un elemento fijo de R . Se demuestra fácilmente
que-si t; t; son tal es que para todo x se cumpla ~ t. (a/ ?') = ~ t. (a/ r ). en-

. • . • - rEa/x rEal x

tonces es i, (a/x) = i, (a/ x) para todo x :J a.
La propiedad más interesante de la función ¡¡. es la siguiente:

Si f y g son dos funciones ligadas entre sí por: (3)

g(af x) = ~ t(a/r), entonces es (3a)
. rEalx
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'La función ¡.¡.. se reduce en este caso a la función de Móbius de los núme­
ros naturales que se define de la manera indicada. Esto justifica el nombre­
de ' función de Mobius generalizada, dado a la función ¡.¡.. introducida por­
Weisner . :

La función F. - Lo expuesto en el apartado anterior se refería a .retícu-.
los de longitud finita en los que todo intervalo era finito. Para lo que aquí
digamos será .necesario particularizar más y considerar solamente los retícu­
los de estas características que poseen elemento O y elemento 1. Inmediata­
mente se ve que al imponer estas condiciones nos quedamos con los retículos.
finitos y solamente con éstos. . '

Teniendo presente que todo intervalo x/y es un retículo cuyos elemen­
tos O y 1 son x, y respectivamente, y habiendo definido para todo retículo·
de longitud finita con elemento O la dimensión de un elemento cualquiera,
podemos definir una función d para todos los intervalos de un retículo finito
de la siguiente manera:

d(x/y) = dimensión de y en el intervalo x/y.
Según esta definición , en todo retículo R con elemento O es d(O/r) = di--

mensión de r en R. .
Aplicando a esta función . la propiedad (3) vemos que tiene que existir'

una función F única ligada con d por (3a) y (3b), es decir: '

d (a/ x ) = 2; F (a/ r)
TEal'"

F (a/ x) = 2; d (a/ 7') 11. (r / x ).
TEa/",

Para un retículo finito R podemos definir F (R) = F (0/ 1), siendo O y 1
los elementos cero y unidad de R. Más explícitamente definimos:

F (R) = 2; d (0/7') ¡.¡.. (r/ l), y poniendo d (r) en vez de d (O/ r)
TER

F (R) = 2; d (1') ¡.¡.. (r / l ).
rER

El objeto del presente trabajo es demostrar que, si R es reducible, en­
tonces es F (R) = O. La demostración será muy fácil una vez que hayamos:
probado los siguientes lemas. . . ,

Lema Z, - En todo retículo finito R se cumple:

2; ¡.¡.. (rjl) == 1 si R es el retículo de un solo elemento,
TER

2; ¡.¡.. (r/l) = ' O siR tiene más de un elemento.
rER

Este lema es una consecuencia de la propiedad (2), de la cual se deduce­
haciendo x = O, Y = 1', Y teniendo en cuenta que es 0/1 = R.

Lema 2. Si el retículo R es un producto directo de dos retículos finitos,

R 1, R 2 Y es r = . (7'1' r2) E R, r1 E R 1, r2 E R 2, entonces es

¡.¡.. (r / l ) = ¡'¡"1 (rd 10~ (rd 12)'

-31-
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siendo !J. , !J.1l !J.2, las funciones de Móbius generalizadas, y 1, 11, 12 , los ele­
mentos unidad de H, R1, H2 , respectivamente.

De acuerdo con las definiciones dadas en el apartado anterior, designa­
remos por o, (1'/1) (y respectivamente por Qk1 (1'1 /1 1), Qk2 (1'd 12), el número
d e veces que l' (resp. 1'1' 1'J es intersección de k antiátomos de H (respecti­
vamente H1 , H2) . Será pues

00 00

¡J. (1'/1) = ~ (- 1)k Qk (1'/ 1), . !J.1 (1'2 / 11) = 2: (- 1)" 01/ (1'1/ 1]),
] ]

00

¡J'2 (1'2/ 12) = ~ (---:- 1l QkZ(1'2/ 12)'
1

Para la demostración de este lema distinguiremos tres casos:

1.0 l' = 1 = (11 12)'
Por definición es !J. (1/1) = 1 , !J.1 (11/11) = 1, !J.2 (12/ 12) = 1, de donde

.1J. (1/l ) = !J.1 (1]/1¡) . !J.2 (1d1z) .

2.° r = (1']/ 12), 1\ *' 1], o bien r = (11/1'2), 1'2 *' 12,

Para estudiar este caso y el siguiente , hace falta tener en cuenta el hecho
evidente de que los antiátomos de R son precisamente los elementos de una
-de las dos formas (a], 12) , (1], az), siendo al' az, antiátomos de R1, R2, respec­
tivamente.

Supongamos por ejemplo que sea. r = (1'1' 12) , 1'1 *' 11, Se comprueba fá­
cilmente que si r es intersección de antiátomos de R, éstos pueden ser sola­
mente de la forma (al' 12) y que decir que l' es intesección de k antiátomos
de H es equivalente a decir que 1\ es intersección de k antiátomos de H].

Por lo tanto , Qk (1'/ 1) = Ok] (1'J 11), y

Cómo es !J.2 (12' 12) = 1, tenemos:

!J. (1'/ 1) = !J.1 (1'¡/1¡) = !J.] (1'¡f l 1) , 1 = !J.1 (1'¡f 11) !J.2 (1'2 /12)

3.° l' = (1'1' 1'2), 1'] *' .1], 1'2*' 12 ,

. En este caso, si l' es intersección de 1. antiátomos (k :::::". 1), tiene que ha­
ber entre éstos, por lo menos , uno de cada clase, ya que, de lo contrario
sería 1'] = 11 Ó 1'2 = 12 , Para calcular Qk (1'/1) tendremos que considerar to­
das las descomposiciones posibles de k de la forma k = k 1 + k2, (k1 :::::'" 1,
k2 :::::". 1) Y contar para cada una de ellas el número Qk,. », (1'/1) de veces que
l' es intersección de k antiátomos, de los cuales hay k] de la forma (U¡, 12)

Y k, de la forma (11 , az). Poniendo l' = (1'] , 12) n (1], 1'2) , es fácil ver que lo
antes dicho ocurre cuándo y solamente cuándo 1'1 es intersección de k, an­
ti átomos de H1 y 1'2 es intersección de k2 antiátomos de R2, de modo que
Qk•. k, (1'/ 1) = Q]k. (1'¡f 1¡) • Q\ (1'2/ 1J y por lo tanto

Qk (1'/ 1) = 2: Ql' . 1: (1'/ 1) = ~ Q1 (1'¡f1¡)· . Q~, (1'2/12)'
1 :: 1 ::

".+h,=1< l 1'.+",;=1<

- 32-
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= ~ (- 1Y',' Ql (rd 1;Y . (- 1Y" Q~¡ (r2/ 12) =
1~1 ' k:=l Ji¡ ::

= C~l(- 1)", m.., (rl/ 1;Y ) , C~l(- 1Y" me, (rd12») =

= !J.l (r l/ Jl) . 11'2 (1'd J2) c. q. d.

Lema 3. Si el retículo R es un producto directo de dos retículos Rl , R2

Y es r = (r l, r2) E R , r l E Rl, r2 E R2 , entonces es 'd (r) = dI (r;Y + dl1'2) , sien­
do d, e; a; las dimensiones en R, n; R2 • respectivamente .

Demostración: Sea C una cadena maxim al de longitud máxim a de
O = (01, O2) a r = (rl, r 2). Si (ql' q2) Y (SI' S2) son elementos consecutivos de
e y es «(jI' q~ e (SI' S2). debido a la maximalidad de C, tendrá que ser
(qll ( 2) contiguo inferior de (SI' S2), y por lo ta nto ; o bien ql cont iguo infe­
rior de S2 y 'l» == S2' o bien g 2 contiguo inferior de S2 y gl = S] . Las primeras
y las segundas componentes de los elementos de C constituyen pues cadenas
maximales Cl y C2 en R] y R2 respectivamente, y como el paso de un elemento
al contiguo en C se hace var iando una sola de las componentes, la longitu d
de C será igual a la suma de las longitudes de C, y C2 • Ahora bien, si C es dé
longitud máxima en R , C, y C2 son de longit ud máxima en B, y R2 respecti­
vamente , ya que si por ejemplo Cl' es una cadena maximal de 01 a rl más
larga que C]' a par tir de Cl' y C2 se puede formar una cadena maxim al de
(01, O2) a (1\, r 2) de longitud mayor que la de e, contrariamente a lo supuesto .
Lan longitudes de C, y C2 son pues, por definición, iguales respectivament e
a d, (r ]) y ~ (1'2), y como por la misma razón la, longitud de C es d(r), será
d(r) = dl(rl) + ~(r2) como queríamos demostrar .

Estamos ahora en condiciones de demostrar el t eorema que nos pro­
ponemos.

Teorema . Si para todo retículo finito R definimos la función
F (R) = 2: d(r) . !J. (rl l ), se verifica que es F (R) = O siempre que R sea re-

TER

ducible.
En efecto: Si R es reducible podemos poner H. !::::L R, X R2, siendo R] y

R2 retículos fini tos, cada uno de ellos con más de un elemento . Para el
cálculo de F (R) podemos sustituir R por R, x R2 , y por aplicación de los
lemas 2 y 3 tendremos :

F (R) = 2: d (r) lJo (r/l) =:= 2: d (rl. 1'2) lJo [ (1'], r 2)/ (l l , 12)J =
TER T1E;R1 _..

T
2
EB

2

= 33 .zs:
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FIG. 2·

~ d(r) ¡Jo (r/1) = O.
TER

1

o
FIG. 3
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a

, .
Ir O a b e 1

-- - - -- --'- -
d (r ) O 1 2 2 3

- - -- - - -- --
¡J.(r/1) O 1 -1 - 1 1

-- - - -- - - --
d(r) ¡Jo (r/ 1) O 1 -2 -2 3

Es como vemos F (R;) = O y, sin embargo, el retículo es irreducible pOI'
ser primo el número de sus elementos.

Ejemplo núm. 2. Consideremos el retículo R2 representado por:

RE VISTA DE LA AC,WEMIA DE CIENCI,t S EXA CT,lS , FISICO · QUlMI CA S y NATURA LES

Al ser , por el lema I , ~ !Jo1 (r¡fll) = 0, ~ !Jo2 (r2/12) = 0, cada uno de-
r

2
EH

2

los sumandos an teriores se reducirá a O y será F (H) = O, c. q. d .

Conclusi6n : Acabamos de dar una condición necesaria para la reduci­
bilidad de un retículo finito . Que esta condición no es sufic iente lo dem ues-
tran los dos ejemp los siguientes : ,

Ejemp lo núm . 1. Sea el retículo R1 repre­
sentado por el diagrama de la figura 2. Se
comprueba fácilmente que las funciones ¡Jo d,
¡Jo d, toman los valores dados en la sigui ente b e
tabla:
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r I ° I a I b I G I d 1 e I t 1 g I h 1 j I 1

d (r ) I 01 1 I 1 I 1 I 1 1 1 1 21 21 21 21 3

[J.(rfl) 1- 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1-1 1- 1 1- 11:-11 1

d(r)[J. (1·fl) I O/ 1 I 1 I 1 I 1 I 1 1-21-21- 2 1- 21 3

Vemos igualmente que es -F (R2) = O Y sin embargo R2 es irreducible
puesto que tiene 11 elementos, y 11 es número primo.

Observemos que el retículo del ejemplo núm. 1 es modular, pero no
complementario, ya que los elementos a, b, e (fig . -2) carecen de comple­
mento .

El retículo del ejemplo núm . 2 es, contrariamente al anterior, comple­
mentario, pero no modular. Que es complementario se comprueba en se­
guida observando la siguiente lista de pares de elementos complementarios.
en la que cada elemento del retículo aparece por lo menos una vez.

~ 0, u. ~ a, H, ~ i , g ~, ~ e, n, ~ a, h}, ~ e, n·
Que no es modular se comprueba por ejemplo de la siguiente manera :
Consideremos los elementos b, e y g (fig. 3). Observando el diagrama,

comprobamos inmediatamente que es b e e y que , sin embargo,

b U (g n e) = QU e = h,
(b U g) n e = 1 n e = e =/= h.

No hemos podido encontrar ha sta ahora ningún ejemplo de retículo mo­
dular y complementario (tipo proyectivo), para el cual se anule la fun­
ción F y sea al mismo t.iempo irreducible , lo cual nos lleva a la conjetura
de que la anulación de dicha función sea condición suficiente para la redu­
cibilidad en este tipo de retículos. Queda pendiente de solución el problema
de demostrar tal conjetura" o, por el contrario , encontrar el contraejemplo
conveniente.
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SUMMARY

VALIDEZ APROXIMADA DEL TEOREMA ADIABATICO
DE LA MECANICA CUANTICA

por

A. Lenarcl (1) demostró la invariancia en todos los órdenes para el
oscilador clásico unidimensional y no lineal y para el teorema adiabático
de la mecánica cuántica.

En su trabajo original, Born y Fock (2) habían demostrado la invariancia
adiabática en primer orden solamente. ~

Para una formulación precisa del concepto de invariante adiabático, se
ha de introducir un parámetro T, tal que cuando T~ 00, el hamiltoniano
del sistema físico experimenta una variación muy lenta. Generalmente T
suele ser el intervalo de tiempo, muy grande, en el cual se considera la evo­
lución del sistema.

El teorema adiabático de la mecánica cuántica establece que un sistema
que inicialmente está en un estado propio del hamiltoniano que tiene una
lenta dependencia del tiempo, pertenecerá al final de la evolución en el
estado propio del hamiltoniano instantáneo que se deduce por continuidad.

El propósit.o de este t.rabajo es doble. Por una parte, est.ablecer las con-

diciones de validez del teorema hasta el orden m + 1 en potencias de ~' .

Llegaremos a demostrar que esto tiene lugar cuando las m primeras deri­
vadas del hamiltoniano son nulas en los instantes inicial y final de la
evolución. Este resultado incluye el de Lenard como caso particular, puesto
que si el número de derivadas del hamiltoniano que son nulas , es infinito,
tendremos invariancia adiabática en todos los órdenes.

, En segundo lugar, calcular el grado de aproximación en el cual es válido
el teorema adiabático para el orden m, cuando T es grande pero finito . La .
expresión que obtenemos nos permite calcular el error que se comete al
considerar que el teorema es válido, puesto que en la práctica T es siempre

In this papel' we study the conditions that make the quantum mechani­
cal adiabatic theorem valid to m-th order and the degree of aproximate
validity of the same when time depending Hamiltonian varies at slow though
finite rate.
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finito. Para llegar a esto, estudiaremos una serie infinita y veremos que el
primero de sus términos es el mayor, en las circunstancias que hacen válido
el teorema hasta el m-ésimo orden.

TEOREMA AnlAR\TICO DE LÁ MEd.NICA CU..\NTICA EN lII-ENÉSIlIIO ORDEN

Supongamos que el hamiltoniano 1I(t) del sistema, pasa de un modo
continuo desde un valor H, en el instante inicial t« hasta un valor H1 cores­
pondiente al tiempo t·l .

Si T = i. - to es el intervalo de tiempo en que tiene lugar la evolución,
introducimos un tiempo ficticio 1: que resulta de medir el tiempo físico l ,
tomando por unidad el parámetro T. Sea H('t) el valor del hamiltoniano en el
tiempo t = to + 't T, que será una función continua de 't y tal que

1I (O) == u, H (1) == H1 (1)

La evolución del sistema dependerá del parámetro T que nos mide la ve­
locidad de .variación del hamiltoniano.

Vamos a suponer, por simplicidad, que para todo valor de 't el espectro
del hamiltoniano sea un espectro discreto de valores propios El ('t), E2 ('t) . ..
Sean Po ('t), P2 ('t) ... Pi ('t) los proyectores sobre los subespacios correspon­
dientes a las funciones propias instantáneas, que por hipótesis los conside­
raremos como funciones continuas del tiempo ficticio 't. Admitimos tam­
bién que el conjunto de valores propios' instantáneos E; ('t), se mantienen
no degenerados durante todo el período de variación, es decir E;(r) ­
- EtC't) =/= O para i =/= i y que los PtCr) tienen derivadas continuas y defini­
das en todo el intervalo de variación de 't.

Para dar una visión más completa incluiremos la demostración del teore­
ma adiabático como suele aparecer en la literatura (3). Sea V('t) el opera­
dor de evolución correspondiente al halmitoniano H(r), expresados ya como
función del parámetro 't. La ecuación diferencial a que satisface V( 't) es:

, d V('t)
t lí d « = T l/('t) V(~) (2)

El hamiltoniano H(r), podemos representarlo en función de sus valores
propios instantáneos y de los respectivos proyectores, por la expresión

(3)

En el caso trivial de que los subespacios correspondientes a los distintos
valores propios de 1I, no varíen con el tiempo, el teorema es inmediato, pues
entonces, los proyectores Pi son constantes del movimiento, por tanto

Pie't) = PiCO) == Pi para i = 1, 2, ...

y Pi = V-le't) PiV(e). La ecuación (2) puede integrarse directamente obte­
niendo para V('t) la expresión:

V('t) = ~ exp (- ijlí T criC't») Pi
1

-38 -
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«}~nde cp¡(-r) = l 'tEI( -rl d-r' y se ha hecho uso de la propiedad de ortogonali­

·dad de los proyectores.
En el caso general de que los sub espa cios correspondientes a los estados

propios de H(-r:) varíen con el tiempo, la ecuación (2) no puede integrarse
-de la misma manera para obtener el operador de evolución. En este caso,
"sea A (-r) el operador unitario que nos da la evolución en el tiempo de los
proyectores P¡('t).

(5)

Mediante la transformación unitaria A('t), los estados propios del hamil­
'toniano inicial lIe, se transforman en los estados propios instantáneos de
.H('t) que se deducen por continuidad.

El operador unitario A(-r) está definido sin ambigüedad por la condición
inicial A(O) = 1 Ypor la ecuación diferencial , I

d A (-r)
iJí d't =K(-r)A(-r)

Siendo K(-r) un operador hermítico apropiado .
Derivando (5) respecto a 't, y comparando el resultado con la ecuación (6),

'Obtenemos la ecuación a que satisface K(r).

(7)

-donde [K('t), Pj('t)] representa el conmutador , entre K(-r) y PI(-r) del modo
usual con el que se define.
, La expresión (7) no define K(r) de una manera unívoca pues seguiría
.siendo válida sumando a K(-r) el operador ~ Pk ( -r) M't) Pk ( r) donde las M-r)

¡,

representan operadores arbitrarios . La arbitrariedad que nos aparece al de­
finir K(-r) la eliminamos, imponiéndole la condición suplementaria

P¡(-r:) H.(-r:) Plr) = O (8)

'Para todo i y todo valor de -r.
Con esta restricción y teniendo en cuenta (7), nos queda para K(e) la ex-

.p r esi ón .

(9)

Efectuemos ahora la transformación unitari a A -le-r) sobr e estados y ob­
.servables de la imagen de Schrüdinger , y obtendremos los estados y obser­
vables correspondiente s a una nueva representación. En esta nueva repre­
:sentación , el operador H(r) y K('t) se transformarán en

H(A(-r) = A -l ('t) H(-r) A(-r) = ~ El-r) PlO) ; K(A('t) = A -l(-r) K(-r) A(-r) (l O).
I
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(20)

(22)

V,lLIDEZ APROXIMADA DEl, TEOREM,t ADlABE1'ICO DE L,t MEC,l NlCA CUANTICA

La ecuac ión diferencial (17), junto con la condición inicial VI(O) = l .
equivale a la ecuación integral

Vit) = 1 + ~ L't K[ 't'J VI ( 't')d't' (l 8}

que podemos resolver por it eración y obtener

V1('t) = ] + ~ L~ 1(['t' J a« + ( ~ f l 't d't' l 't'[(['t'J [(['t"J d't" + .

(
i ) ( T. ( 't' ( ,,(n-1

+ T "Ju d't' Jo d't" Jod't(n K['t'J K['t"] K[-r(n] + (19)

Introduciendo en cada una de las integrales múltiples que aquí nos apare­
cen, el operador cronológico 1 f+, podemos escribir (19) de la siguiente,
forma :

V¡('t) = l ' + . ~ .fo' ~['t'J ' d-r' + 2
1
, (~ fL"d-r'1"d-r" 1[(['t'J K ['t"J f+ + ...

1 ( i )n.fo t [ 't+ ... - 1' T ch'.. . d't(n H\['t'J K[-r"J .. . [(['t en] f++ ...
n . . o • o

dond e se entiende que la acción del operador cronológico aplicado a un
producto de operadores que depend en del ti empo {K['t'J K['t"] . .. f.¡. los
ordena en un producto en , el cual los factores aparecen de derecha a iz­
quierda en orden creciente del ti empo, esto es -r' > x" > .. .

Teni endo en -cuenta (15) para el operador VoC-r) , tend remos para K['t] la
expresión

En virtud de la condición (8) impuesta al operador K(-r), si represen tamos
por K¡k('t) == P¡('t)K('t)P,,('t), la ecuación (21) nos dice que Kjj(-r) =O. Por tanto
obtendremos para VtC -r) la expresión

Vh ) = 1 + .i: 2:. ('" ei 7'~Il' ("') l{.¡JA('t') d't' + _1_ (~}2 ( 'td't' ( 't'd't" .
, ñ 1# .lo i u 2 ! Tí Jo Jo

" .

{ (~ eiOC¡k("' )l'[((¿('t'») ( 2:. eioczm('t")T f{(1m('t"») r, + ...
3*" ki L*m

+ .L (----i.-)n( d't' .. . ( d -r(1l {(2:. jOC¡k ( "') 7'K(~ ('t'»)
n! ñ Jo Jo i# ¡k

... ( :" e iocrs('t(n)T t. (A . ( }
L ¡("s ('t n») .' .. .

. T ::p.8
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(23)
EtC't") - Ek('t") d .

Tí = a;; Cljk('t) que por la hipótesis hecha acerca

propios instantáneos, ser á dist.into de cero para todo valor

REVISTA DE LA A C,IDEMlil DE CIENCIAS E XACT11S, FIS ICO - Q/:IMWAS y NATURAl.ES

S upongamos ahora que el hamiltoniano H( 't") que varía lentamente en el
tiempo , sea .tal que sus m primeras derivadas se anulen para 't" = O Y 't" = 1.
Entonces según se demuestra en el apéndice, K('t") y sus m - 1 primeras
derivadas. también se anularán para dichos valores de 't" y lo mismo le
'ocurrirá a Kf: ('t").

Consideremos una de las integrales que aparecen en la expres ión (21)
del operador V1( r), y efectuemos m integraciones por partes, tomando el in­
tervalo total de variación de r , de O a 1. El hecho de anularse Kf: (e) y sus
m - 1 primeras derivadas, nos conduce a:

t ioc ('t") T (---: 1)",[1 ioc . (,)T d (1 d (1 d (K~t. ('t"»))'il e jk K(A(..) d't" = - .- e ¡k - - - - - - - -- ... -- _
., o ¡k tY. o d't" OOjk(r) d't" W jk(r) d't" OO jk(r)

---- 'In veces ------

donde OO jk('t") =

de los valores
de r ,

El segundo término de (22) se compone de suma de integrales del tipo
(23) donde por ser I{~t(e) = O en todas ellas aparece el término exponencial
y al efectuar las m integraciones por partes en cada una de ellas, obtendre­
mos términos del ord en de y- m. Si repetimos el razonamiento de efectuar
m integraciones por partes en cada una de las in tegrales dobles que aparecen
en el tercer término de (21), obtendríamos un término de orden Y-2m y en ge­
neral , para el n-ésimo sumando una contribuc i ón a V¡(l) del orden y-m.".

V1(1) = 1 +

(- 1)'" ( 1 1 ( 1)2111 (i)2r e
iY ~ Jo F('t")d't" + 2T iY r: Jo d't"'Jo d't"" ~F('t"')F ('t"")}+ +

1 (-1 )"' n( i )ne (1+ '" --;¡;:¡- h Jo d..' .. . Jo d't"(n ~ F( 't") ... F('t" (")} + + .. . (24)

donde F( 't") representa

d( 1 d(K)~('t"»))
d't" OOjk( 't") .. . d't" OO jk(r)

-------- 111 veces - --- ------'---

Para T muy grande, podemos despreciar las sucesivas potencias Y- 2m ,

Y-3m ... frente a Tr» , con lo cual nos quedará para Fi 1) la expresión

F¡(l) = 1 + '['-"' -1 G

siendo G = (.=:;l-)m_1 ~ {[eiOCjk('t" )T ~[_1~ [...~ ( K~~('t")l )J1 I
'1. Tí j# OOjk( 't") d't" . Oljk( 't"} .d't" d't" Oljk(r) . o (

. (25)
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B ALT,\.SAH R.-S ALI NAS

po r

(3}

(2);

(1}

(1YIJo' = 1)

'nt,,' = 1y
1

'all l L:. III q"m"

mll' = ---y

m" = ---

n - }

I fez) - ~ c , (z - Zo)" IL:. Mq"rn"lz - zol"
1'= 0

m" = 1
para 11, par y

~ ~
, ,

m" - m"
O < lím V-- L:. lím -- < -+ 00

- m" 1nll

pero no necesaria. Por ejemplo , si Q es un án gulo i zl [arg z] < (J.1c/ 2 f de­
amplitud a1t < 21t y si

1

para todo z E Q , 11, = O, 1, 2, .. . y dos constantes positivas M y q dep en­
dientes 9,e f..En particular ,

para 11, = O, 1, 2, .. . Con objeto de simplifica r la notación tomaremos
Zo = O.

En esta comunicación vam os a determinar cuando Coi m" f = Co ~ m,.'f.
Para que se verifique esto es suficiente que

para 11, impar, según ' hemos demostrad o en [G] las clases Co~ m,, } y Co ~ m
ll

' } ·

son idénticas a C; ~ 11,<lt-2)"} y, sin embargo no satisfacen (3).
Visto esto , vamos a indicar cómo se resuelve este problema cuando Q .

sea un conjunto conexo que verifique ciertas condiciones bastante amplias .
Supongamos Q acota do y designemos por B la componente de,

Z - Q que contiene el punto oo, Entonces existe una fun ción analít ica:

Dado un conjunto del plan o complejo Z (completado), un punto Zo perte­
neciente a la clausura Q de Q y una sucesión positiva i m" f, designam os;
por C i mn f a la clase de fun cion es complejas fez), que admiten un desarrollo.

~ ,
ex>

asintótico ~av (z - zo)" tal que
V=O

SOLUCION DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE CLASES
DE FUNCIONES DE DESARROLLO ASINTOTICO
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(17),(k :::". 1)

y(x)=----

I
Pn(k )(a)./,..., . ((len/k)

k 1 >/21tf3-1k'(f3k)

para n] k-+oo y uniformemente respecto de k, siendo

r (x+ 1)

>/21tx:re-z

En el caso de que Q no sea acotado en lugar de estos polinomios hemo~
empleado unas fun ciones enteras Et(z) aná logas a las funciones de MITTAG­
LEFFLER.

si designamos por r - la suma de 19s arcos de r que tienen ambos extremos:
en ay no pasan por este punto, y por f3v rt los ángulos exteriores formados:
por las tangentes en a "de r.

De esto resulta , si a es un punto frontera múltiple formado por los ele-­
mento s frontera a¡- , a/ , ..., am- y f31 rr, f32 1t, ..., f3m 1t (L 21t) son los ángu­
los exteriores de las tangentes de en ellos, que

Otro resultado que también hemos obtenid o, bajo hipótesis que no de­
tallamos. es el siguiente.: Si a es un punto frontera simple de B y /37t"
(O< f3 L 2) es el ángulo exter ior que forman las tan gentes de la curva
r = Front. B en a, resulta

es una funci ón continua para z =F a y de variación acotada sobre r se pue -.
de expresar PlI(a) mediante

Pn(a) = .L r w(z)nd6.(z)
1t Jr

en donde esta integral en el caso que a E r se debe tomar igual a

~ e,+~Jw(z)nd6.(z)
v 1t I"

Estos polinomios t ienen propiedades mu y notabl es que recuerdan a las:
de los polinomios de T CHEBYCHEFF para Q = [- 1, 1J. Si la frontera de B~

es una curva cerra da r , a E A = Z - B Y

. w( z) - w(a)
6.(z) = arg ----­

z - a
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G. SANSONE

por

(1)

Y (O) = ao,

....

y (x) = ' Yo + X o Yo'log :0 + ((IOg :; ) .sin y (s) ds,
"',

"" La materia di qu est e due con íere nze e aoparsa in du e lav ori di (i. SA"SO"E :

a) Sopra l' equazion e di fferenziale del secondo O1'dine del Dini x y" +y' = sin y, compnr­
lamento degli integrali per x ---7- 00; Ann. di Mat, pura ed appl., (4), 50(] 9c.O). 439-4.€6 ;
b) Les intégmles de l 'équation de M. Dini x y" + y' = sin y pour 'X --+ O; Ann. Univ.
Se. Budapest ínensis, Seco Math., T . ID-IV (1960-61), 281-290.

che si integra col metodo delle approximazione succesive.
Vale la limitazione

Iy (x) I < A + B [Iog xl + 110(2';x ) - 1 i, (A, B costanti),

done lo (z) rappresenta la funzion e di Bessel
. z ~

lo (z) = 1 + (1 1j + (2 1j +

L'EQUAZIONE DIFERENZIALE DEL DINI
x y" + y' = sin y

Riassunto di due coníerenze tenute a Zaragoza, al Seminario Matemá­
t ico del e .S .LC. in colaborazione con e .p.E. ed A. S., nei giorni 5 e 7
maggio 1962"" .

1. L' equazione

x y" + y' = sin y , (y' = dyjdx)

ammette un solo integrale y (x) che soddisfa la condizione
olomorfo in un cerchio con centro nell'origine e di ra ggio

R = min [2 j Isin ao1, 2/ !cos aa 1].
2. Sono integrali particolari dell'equazione (1), y = ' k -rcon k intero.
Se y (x) e un integrale della (1) au che y (x )+ 2 k rt e y ('X)= y (-x) - T:

. sono integrali della (1). .
Queste propri eta. consentono nel caso reale di . studiare gli integrali

della (1) per x > O. .
3. Restando sempre nel campo rea le , la soluzione dell 'equazi one (1)

che soddi sfa le condizioni y (xo) = Yo, y'(x o) = Yo', (z , > O), soddisfa l'qua­
~ione integrale
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1 L. P L. 2.lim y(x) = (2 - p) 11: ,
:1:-"+00

lim y(x) = P 11: ,
:1:-"+00

y(x) = Yo +J"'( log~ ) y(s) ds,
o s

n y'2 (x) +i"' y'2(s) ds = 2 [cos Yo - cos y(x)J.

11. Se y(x) e un integral e delIa (1), e per due valori Xl' X 2 di x,
O< Xl < X 2 si ha: Iy(x¡) - y(x2) \> 2· 11:, allora lim y(r¡;) = oo.

:1:-"++0

12. Existe un numero positivo otale che dal punto (xo, 11:), 0< X o L. o
parte un solo integrale limitato, y(x) = 11: . Se X o > oda (xo, 11:) oltre I'ínte­
grale y(x) = .11: partono due integrali y(x) tali che il lim y('X~ e finito.

:1:-"++0

10. Se y(x) El un integrale della (1), e Iim y(x) = Yo, valgono per y(x)
le equazioni integrali : :1:-"++ 0

Fissato Po ad ogui intero l corrisponde almeno un integrale per Po che
soddisfa la (2).

7. Per l = 1, l'integrale y(x) che soddisfa la (2) El unico.
8. Gli integrali non oscillanti per Po, che soddisfano le condizioni

lim y(x) = 2 11: , lim y(x) = O, limitano gli integrali oscillanti uscenti da Po
~oo ~oo

e per i quali e 0< y(x) < 2 11: .

9. Se y(x) El un integrale della (1) si hanno tre possibilita :

lim y(x) = + 00, lim y(x) = - 00, lim y(x) = Yo (finito).
:0-++0 :1:-"++0 :1:-"++0

6. Fissato Po == (xo, Yo) , xo> O, O< Yo < 2 11: , se y(x) e un integrale
della (1) uscente da Po, se esso e non oscillante, si ha

lim y(x) = 2 l11:, l intero . (2)
:1:-"+00

4. Per gli integrali della (1) sussiste la formula fondamentale

x y'2(x) .+ t' y'2(s) ds + 2 cos y(x) = XoYo'2(xo) + 2 cos y(xo) .

) "'.
5. Limitandoci agli integrali y(x), x > O; O< y(x) < 2 11: , se essi sono

oscillanti, si ha



SOPRA UN'EQUAZIONE CHE SI PRESENTA NELLA
DETERMINAZIONE DELLE ORBITE DI UN SINCROTONE

por

G. SANSONE

Riassunto di due conferenze tenute a Zaragoza, al Seminario Matemá­
'tico del C.S.J .C. in colaborazione con e.p.E. ed A.S. , nei giorni 7 e 8
nnaggio 1962"".

1. Il problema del sincrotrone e un caso particolore del seguente pro­
blema. Sono date l 'equiazione

x + <p (x) ';1; = p(t), (x = dxfdt), (1.0)

una costante positiva m, e quatro costanti positive a, b, e, d tali che
·a d - b e =1= O.

Fissata una coppia (xo, Yo) si consideri la soluzione x = x (t) dell 'equa­
zione (1.0) che soddisfa le condizioni iniziali

x (to) = xo, x (to) = Yo ,

-e sui valori x (to + m), X (to + m) si eseguisca la trasformazione lineare :

't9: Xl = ax (t J + m) + b x (to + m), Yl=C X (to+m)+d X (to+m). (1.~)

Si consideri la soluzione x = x (t) della (1.0) che soddisfa le condizioni
'iniziali

x (to + m) = ' Xl' ...;; (to + m) = Yl'

·e sui valori x (to -l- ' 2 m), x(to + 2 m) si oseguisca la trasformazione

't9:x2='a x (to+2 m)+'b x (to+ 2 m), Y2 = e x (to+2 m)+d x (to+2 00). (1.2)

Siiteri il procedimento: sia x = x (t) la soluzione dell'equazione (1)
'che soddisía le condizioni iniziali

x (lo + (n - 1) ,m) = X"-l' X (lo + (n - 1) 00) = Yu - l

'e sui valori x (lo +' n m), X (to + n m) si eseguisca la trasformazione

't9: x n= a x (to+n 00)+ b x (to+noo), Yll= e x (to + n (0)+el x (lo+n (O) (Ln]

• La materia di queste due conferenze e apparsa in una memoria di G. SANSONE:

Sopra un'equazione che si presenta nella determinazione delle orbit e di 'U?l sincrotrone,
Mem. Ace. Naz. dei XL, Roma, (4), 8(1957), 1-74. .
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Si chiede di determinare le terne xo, Yo, to tali che le soluzioni consi-
derate restino tutte limíta te. .

Nel caso del sincrotrone e a = 1, e = O, d = 1 e diremo che in questo
caso si vuol r isolvere il probl ema (P) .

2. Giova considerare il problema (P) per l 'equazio ne

(2.1)X + <p (x) x = p,

costante, nelle segue nti ipotesi :
lim <p (x) = - 00, lim <p (x) = 00;
~-oo ~oo

<p (x) < O se x < z , <p ' (x ) > O se x > a, <p (a) = O, ::t < O.;
<p (x) lip schitziana in . qualunque intervallo finito ;
x <p (x) decrescente in (-00, ,SJ, crescente in [,8, oo) , o; < ,8 < O~

m x :::::,. <p (x) :::::,. M x per x L. - L , m > O, M > O;
<p (x ) e deri vable in (- 00, ,8J ; <p (x) e pure derivable in [,8, oo] ,
salvo al piñ un numero fini to di punti in ogn i intervall o finito.

All' equazione (2.1) si pub assoc iare il sistema:

con p
1)

2)

3)
4)
5)
6)

x = y, y = p - x ep (x ), (2.2)

e posta ,8 <p (,8) = ' - 11, secondoché p < - TI , P = - 11, P > - /T
il sistema (2.2) non ha punti singolari , ha un sol punto singo la re, ha due
punti singo lari .

Lo studio geometrico delle curve integral i del sistema (2.2) e fatto in
maniera completa e si determinan o delle regioni negative per il proble­
ma (P), e dei punt i che riso lvono invece il problema (P).

3. Si dármo dei r isultati di natura topologica per I'equ azione (1.0) con
Ip (t)¡ L. P» . e si determina una regione negativa per il problema (P).

4. Supposto P (l) periodica, p (t + 2 00) = P (t), 00 > O, se x (l ) e una
soluzione dell 'equazione (1.0), essa e anche soluzione dell 'equazione in­
tegrale :

1 i 2W

x (t) = ') ' ., k ( l, 6) x (6) {)..3 - <p (x (6») f d 6 + P(t); (4 .1)
~ r; SIn " 00 o .

k(t , 6)= cos).. (6+ 00 - t) se OL. 6 L. t ; ¡{(t , O)= cos)..«(j-w-t) se tL.6L.20l;
).. costa n te, ).. 00 =/= ± 1t, ± 21t, ... ;

1 j'QW 111

P(t) . p(O) cos ).. (O- OJ- /) d 6. + - prO) sin X(t- e) d O.
2 ).. sm ).. 00 o ).. o . ,

Sotto opportune ipotesi per 1)..2 - <p (x)! e per PCt) si prova l 'esistenza di
una e una sola soluzione dellequazione (4.1). .

,5. Nel caso di p(/) periodica, di periodo 200 , 'p(t)= p(- t), f2Wp
(t)dt = 0,

se m a: > <p (x) > M x per x < - L < O, fissato un intero N; O e arbi­
trario si pub determinare un numero P« ta le che se ¡p(t)1< P» l 'equ azione
(1.0) aumette almeno N soluzioni periodiche di periodo 2 co ,
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METODOS DE CALCULO Y MEJ ORA DE ORBITAS
DE BINARIAS VISUALES

p o r

,M IGUEL LIS O P U ENT E

INTROD U CCIO N ·

l. GENER ALIDAD E S

Una estrella doble visual, bin ari a visual o par visual es el conjunto de,
dos estre llas que se proyectan mu y próximas en la bóveda celeste, pero no,
solam ent e por un efecto de perspectiva , si no por que están lo suficiente­
mente próximas . para formar un sistema físico perfectamente definido, en
virtud de lo cual, ambas describ en sendas órbitas alrededor del centro de­
grave dad del sistema . Por regla general, se toma a la más br illante como­
"estrella principa l" y punto de referencia del sistema, y ento nces la estrella
"saté lite", o secundar ia, describe en torno de la pr incipal la llamada órbi ta
relativa. .

La proyección de 'esta órbi ta sobre el plano tangente a la esfera celeste­
en el punto ocupa do por la estre lla pr incipal, se denomina órbi ta aparen­
te ; esta proyecc ión puede 'considerarse como cilíndr ica dada la distancia a
que se encuentran los pares visuales y las magni tudes de las distancias en­
tre las estrellas componentes.

Estas órbita s son, en general, elípticas y aunque la estrella pr incipa l no­
ocupa ordinari amente el foco en la órbita aparente, el radio de vector de la
estrella satélite se mueve, no obstante , siguiendo la segunda ley de Kepler -
(ley de las ár eas). .

La determinación de la ór bita aparent e se efectúa mediante la me­
dida de ángulos de posición e, y distancias apar entes p; las primeras se·
miden a partir de la dirección Norte (fig. 1) como origen, en senti do nor te­
este como postivo. Por tanto, en una época t, dada, la posición de la estre ­
lla satélite queda fijad a; respecto de la principal , por 'este valor de t y los
de a y p medidos en esa época; así pues, una observación completa viene
definida por la te rna de valores a, p, t , simultá neos .

Se dice que ' una estre lla satélite tiene movimiento dir ecto cuando se
mueve en el sentido de los ángulos de posición crecientes; si va en sent ido
cont rario, el movimiento se denomina retrógrado .

Conocida una 'serie de observaciones completas, se pueden trazar las.
curvas a = a (l) y p = p (l) que m ejor pasen por el conjunto de puntos I'Br-
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presentativos de las distintas observaciones, trazado que debe ser muy cui­
·dadoso y que, en cierto modo , requiere alguna habilidad personal; sobre
estas curvas (fig. 2), mejor que sobre la elipse que pudiera construirse, se

)(

z

puede comprobar el cumplimiento de la ley de las áreas por los datos de la
observación. En este supuesto, los datos tomados sobre las propias curvas
sirven mejor para el trazado de la elipse aparente, que los propios datos
directos de observación, afectados de errores, mucho más notorios en la
medida de distancias aparentes pi' que en las de los ángulos de posición eh
ya que es mucho mayor la precisión de estas medidas que las de las dis­
tancias, debiendo , en consecuencia, evitarse cuanto sea posible, la introduc­
ción de éstas en el cálculo de órbitas; en el presente trabajo , como luego
veremos en uno de los métodos, se hace uso solam ente de las distancias
para el cálculo del semi-eje mayor de la órbita.
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Para fijar la posición de la órbita relativa, podemos tomar un triedro
con el plano XOY en el plano de la aparente (tangente a la esfera celeste en
el punto ocupado por la estrella principal) el eje Ox en dirección norte
(fig. 1) Y el ·OY en la dirección Este. La dirección positiva del eje OZ será
la visual observador-estrella. En estas condiciones, se definen :

a) Elementos estáticos de la cónica relativa, que fijan su posición
y forma.

b) Elementos dinámicos, que definen el movimiento de la estrella
satélite en la cónica relativa.

Estos elementos son:

a) . Estáticos:

1) Angulo de posición del nodo (O), determinado por la dirección norte
y la recta de intersección de los planos de ambas órbitas.

II) La inclinación (i), ángulo del plano de la órbita relativa con el
XOY.

III) La anomalía (m), ángulo que forma la línea de los nodos, con el
'semieje mayor de la cónica relativa .

IV) Excentricidad (e == sen <p)
V) semieje mayor (a)

Los elementos I) y II) fijan la posicion del plano de la órbita relativa
respecto del plano XOY, quedando indeterminado, en el problema de las
binarias visuales , el signo de la inclinación, mientras no se conozca una
velocidad radial. La anomalía m, determina la posición del eje mayor de
la cónica relativa en su propio plano, respecto de la recta de los nodos,
y finalmente , esta cónica queda definida por el semieje mayor a, y su
excentricidad e.

b) Dinámicos:

1) Epoca de paso por el periastro ('0 , que fija el origen de los tiempos
'en el movimiento elíptico. .

II) Periodo, duración de una revolución completa (P), o movimiento
medio (n , en grados ; ¡.t, en radianes) que es el desplazamiento angular
anual , y cuyo producto por el periodo es, naturalmente igual a 3600 o 2 1t

radianes, respectivamente. .

El problma que, en general, se plantea es el de determinar los siete
elementos o, i, m, e, a, T, P, de la cónica relativa, a partir de un número
adecuado de observaciones del tipo (a, p, t) realizadas en la órbita apa-
rente. .

Esta cuestión fundamental tiene dos aspectos perfectamente definidos:
El cálculo inicial de una órbita, u órbita provisional, y otro, el de mejora
de una órbita provisional calculada por cualquier método . .
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La calidad de una órbita calculada queda definida por la magnitud y
reparto de las diferencias observación-cálculo entre las e y p observadas,
y; .las correspondientes calculadas, como efemérides , para las mismas épo ­
cas ' de 1I1s observaciones, utilizando los valores de los elementos de la
órbita calculados. .

.' Así pues , el problema de mejorar una órbita provisional , más o menos:
satisfactor ia, es fundamental para lograr un a órbita buena . En este senti­
do, creemos que nuestro trabajo presenta grandes ventajas sobre los la ­
borios ós métodos en uso, especialmente porque prescinde del uso de las:
distan cias medidas en la órbita aparente , excepto para el cálculo del se­
mieje y además presenta una nu eva venta ja en cuanto .a la verificación
de los valores de las fun ciones necesarias para el cálculo de los elementos.
de la órbita, ya que disponemos de unas ecuaciones que permiten sab er ,
antes de llegar al cálculo de los elementos y al de la s difer encias observa­
ción-cálculo en qué gra do de exactitud estamos respecto de la órbita que­
pasa por los puntos prefijados .
; .

2. RESEÑA DE lIIÉTonos DE CÁLCULO Y ME.TOHA DE ÓRBIT AS.

Son numerosos los métodos existentes para efect uar el cálculo de órbi­
t as de est rellas dobles visuales pasando de la órbita aparente a la relativa ;
entre ellos deben cita rse, el método analítico de Kowalsk y, del que el DI' Vi­
dal Abascal (1) da una nu eva deducción , distinta de la de Smart. Para este
método , el Dr. Cid Palacios (2) expuso otra dedu cción de gran sencillez.
Basado en .la aplicación de series de Fourier el mismo Dr. Cid ha dado
'otro método para el cálculo de órbitas.
. 1';1 Dr. Habe (3) ha dado un método para el cálculo .de órbitas prescin ­
diendo de introducir las derivadas de orden super ior de las coordena das,
y .mediante la introdu cción de órbita aux iliar. Zagal' (4) y Pi cnr t (5), han
desarrollado sendos métodos an alíticos. El método de E. Martín (G) es'
un método de paso de la órbita aparente a la relativa , y el de Zelma­
now (7) es análogo al de Zwiers.

El método de Thi ele-Innes (1), abre la s puertas a un nuevo modo del'
cálculo de órbitas, tomando tres observaciones completas del tipo (x. y. t),
y la constante de las ár eas , pero la .inseguridad de este dato ha ce qu e la.
bondad de este método desmerezca un tanto.

El método del DI'. Cid Palacios (8) es el pri mero que establece el nú­
mero necesar io y suficiente de datos para la obtenció n de órhias, y supone
gntn avance en la reso lución del problema, pu es permite el cálculo de la
órbita relati va conociendo tr es observaciones completas (e, p, t) y una in­
completa (e, t), presentando, no obstante, el inconv eni ente de tener que
'introducir tres ' distancias en el, c álculo . que, como ya hemos dicho, son
magnitudes medid as con menor prec isión que los áng ulos de pos ición .

Cualquiera que sea el método aplicado para obtener los elementos de'
una órb ita , ocur re que esta, en general, no es plenam ente satis factor ia,
por lo que es necesario mejorar la órbita obtenida hasta llegar a un grado,
de bondad tan alto como sea posible ; para ello se utilizan métodos gene-
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ralmente muy laboriosos, con numerosos tanteos, atendiendo a la mar­
-cha de las diferencias observación-cálculo y dependiendo en parte de la
"intuición del calculador, ajustando y rectificando los elementos de la ór.
bita de acu erdo con las variaciones de dichas diferencias, lo que obliga
;a su cálculo cada vez qu e se dan nuevos valores a los elementos.

Entre los numero sos métodos para la mejora de órbitas , podemos citan
-el de KIink erfues (9) ; la variante de este expuesta por el Dr. Vidal Abas-
-cal (1), así como el del Dr. Ci9. (10), de mejora de su propio método; los
,de Rabe, Comsto ck , 'I'hiele, etc., etc.

·3 . M ÉTODO DE CÁLCUL O Y MEJORA OBJETO DEL PRESENTE TRABAJO

Lo expuesto anteriormente indujo al Dr . Cid a proponernos el estudio
-del cálculo de órbitas utilizando el menor número posible de distancias"
bien entendido que una al menos, es necesaria para .el cálculo del semieje;
si bien este se conduce en la práctica, como ya veremos, en forma tal, que
'se ha ce uso de toda la lista de Pi disponibles para su cálculo y en elpre­
-sente método, se prescinde totalmente de las distancias para .el cálculo
·de los otros seis elementos . '

Por todo ello , hemos abol'd~do el problema de cálculo de órbitas' co-
nocidos: ' ;. 1

a) Una 'observación completa (e, P, t) Y cinco incompletas de la forma
'(6, t) ; es decir, conociendo seis ángulos de ' posición y una distancia'. .

b) Dos observaciones completas y tres incompletas, o bien: cinco ,án-
.gulos y dos distancias.

. Es decir, en ambos casos disponemos de tantos datos 'como elementos
hay que determinar en la órbita, y las respectivas épocas de observación.
Por tanto, con las incógnitas P, e, T, Q, 00, i ,'a , comunes para ambos
-casos, disponemos de lo. datos: , . : '

a) el' ez, ea, .f14, e5 , 66, PI'

b) el, ez, ea, f14 , e5, PI> P5'

y en ambos casos , las épocas de las observaciones.

Teni endo en cuenta la estructura de la ecuación de, Thiele-Innes (4.Ú
y de las magnitudes que en su método de cálculo de órbitas (1) intervíe­
nen , van a ser las incó gnitas principales en nuestro método, el m óvimien­
to medio' en radian es (¡¡.) y las diferencias de anomalías excéntricas eh la
'cónica relativa, E, - El (i = 2, 3, 4, 5, 6), que llamaremos respectiva­
mente U, V, W, X, e Y.

Valiéndonos de la ecua ción de Thi ele podemos establecer un grupo de
quince 'ecuaciones de condición (4.3), 'en las que cada F (Z) es
Z - sen Z, lo que nos liga a todos los datos disponibles en el problema
·con las qu e hemos llamados incógnitas fundamentales y además con las
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magnitudes desconocidas e, P2' Pa, Ph ps· Y P6' Para poder llegar a ligar­
las seis incógnitas 11- , U, V, W , X e Y, con las magnitudes conocidas ex­
clusivamente, ten emos que eliminar inexcusablement e todas las citadas:
como desconocidas, cosa que haremos sistemáticamente a través del paso
(4.5). hasta obtener un grupo de ecuaciones (4.6), que ligan directamente­
a 'nuestras incógnitas principales con razon es dobles de rayos perfecta­
mentaooriocidosen nuestra hipóesis. Claro está , que al obrar así, nos ha
desaparecido ciertamente la única distancia Pl conocida, pero esto carece·
de trascendencia, pues al llegar a los elementos orbitales, salvo el semiej e,
éstos serán comunes a la órbita objeto de estudio y a todas sus homotéticas.

De todo el conjunto de ecuaciones (4.6) solam ente son independientes'
entre sí ,las tres primeras de la primera columna, y las que se obtienen
de ellas y de sus correspondienlesen la segunda columna, al expresar que
entre los primeros miembros <le cada pareja existe la misma relación que
entre las razones dobles de sus segundos miembros ; a saber, si A¡ es el
valor de un segundo miembro en la primera columna, A¡ - 1, es el valor­
del correspondiente en la segunda columna.

En virtud de ello, se puede plantear el sistema de ecuacion es funda-o
mentales que, expuesto en forma simbólica en (5.2) hemos desarrollado
en (5.3) y con éste , la cuestión astronómica queda resuelta, pues me­
diante este último citado sistema quédan determinadas las incógnitas 11- ,
U, V , VV, X e Y, median te las cuales podemos calcular los .elementos de
la órbita , ' sin intervención' de las distancias, excepto para el semieje.

Para el caso de cinco ángulos y dos distancias, el, cálculo se condu ce
prácticamente lo mismo , y como ahora no existe E6 , desaparecen todas las
ecuaciones que contienen ,Y, bien sola , bien en diferencia con otra, y en
el sistema (5.3) no figuran las ecuaciones tercera y sexta; entonces, para
determinar también en este caso el problema , sí será necesario hacer in­
tervenir las dos distancias conocidas , pues la quinta ecuación necesaria
para determinar en este caso, el problema, la obtendremos de cualquiera
de las ecuaciones de la cuarta fila de (4.5), de cuyos segundos miembros
conocemos ahora todas sus magnitudes ; por ello creemos más efectivo el
método en el caso de conocerse seis ángulos de posición y una distancia .

Como indicaremos más adelante , es conveniente hacer constar que
estos métodos, junto con el expuesto por el Dr. Cid (8), para el caso
de cuatro .ángulos y tres distancias, agotan la posibilidad de combinaciones
en los datos , ángulos y distancias, para el estudio de esta cuestión. .

También' hemos tratado de obtener una simplificación substancial en
las tres ecuaciones últimas del sistema fundam ental, y a través de la for­
ma (5.8) obtenida anteriormente por el Dr. Cid, hemos llegado a la más
simple de (5.10), muy útil , y de carácter universal, por ser independientes
de los ángulos de posición .

Sea cualquiera el método de resolución del sistema fundamental, con­
viene insistir en que sus propias ecuaciones, o bien sus tres primeras y
las de (5.10), permiten conocer la aproximación con que se entra con unos
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valores aproximados, o la calidad de sucesivas aproximaciones, sin ne­
cesidad de llegar a calcular los elementos orbitales y las diferencias obser­
vación -cálculo.

Estos sistemas fundamentales que determinan las incógnitas de nues­
tra cuestión, no son de fácil solución directa, al menos de momento , y
por ello, y pensando en adoptar el método para mejora de órbitas, hemos
abordado su solución partiendo de unos datos provisionales o primarios
obtenidos rpor un método cualquiera, operando por aproximaciones suce­
sivas , admitiendo que los valores exactos son iguales a sus res pectivos
aproximados más una corrección, de tal forma, que el orden de magnitud
de esta es tal , que nos permite sustituir el seno de las correcciones por
el arco, y su coseno por la unidad ; mediante estas hipótesis llegamos a
obtener un sistema de ecuaciones, de no gravoso cálculo, que define las
seis correcciones de las incógnitas (7,6), Y que además, se puede reducir
muy fácilmente a un sistema de tres ecuacions en tres de las correcciones ;
además, tiene unos coeficientes cuyos elementos son necesarios calcular'
para conocer el orden de aproximación de los datos primarios, o de los
iniciales en cada entrada,

Para el cálculo de los elementos de la órbita, una vez conocidos ¡J., V ,.
F, W, X e Y, hemos seguido inicialmente el método de Thiele-Innes (1),
para inmediatamente eliminar las distancias en las ecuaciones que nos
han de servir para el cálculo de las anomalías excéntricas de la órbita re­
lativa, obteniéndolas en función, exclusivamente, de las incógnitas del
sistema fundamental. A expresiones análogas se ha llegado para el cálculo
de la excentricidad, si bien en éstas intervienen ya las anomalías excén-.
tricas calculadas.

Una vez conocidos P, e y T , Y para eludir nuevamente la intervención
de las distancias, hemos seguido el método expuesto por el Dr. Cid en su
trabajo sobre "Cálculo y mejora de órbitas parabólicas en los pares visua­
les" (12), de gran comodidad y velocidad de trabajo .

Finalmente, ha sido ya ineludible la intervención de PI para el cálculo
del semieje por las bien conocidas fórmulas (6.17), si bien esto carece de
importancia, pues en las aplicaciones prácticas, lo que se hace es calcular­
unas 1'/ para la órbita de semieje a = 1, homotética de la dada, compa­
rándolos con los de la observación de la misma época, y el promedio de
los cocientes pd 1';' = k¿ es el valor del semieje de la órbita en cuestión.

Hemos aplicado primeramente nuestro método al par visual
ADS.1631 = ~ 208, que ha sido muy cuidadosamente estudiado por·
Baize (11) el cual ha obtenido una órbita de difícil mejora, y por ello la
hemos tomado como prueba de contrastación del método que nos ocupa,
no para obtener una órbita mejor que la muy buena dada por Baize, si
no para ver si el método daba directamente una comparable con ella.
Hemos detallado, creemos 'que suficientemente, el método operativo­
y creemos que una de las cosas sobre las cuales conviene llamar la aten­
ción es el cuadro (8.8) comparativo de los sucesivos residuos que en las
ecuaciones fundamentales (5.3) van dejando los valores iniciales y los pos-
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entrando en nu estro método con el valor de [J. = 0.198828 que se deduce
de los elementos de Baize , y con Uo, Va ' Wo, X, e Yo calculados para las
épocas fijadas a partir de dichos elementos.

Los sucesivos residuos que en el sistema (5.3) dan los datos iniciales y.
los obtenidos en las tr es entradas efectuadas (vid. parágrafo 9), han sido

(3.1)
1954
57°

1946
280° , '.

1942
225°

1930
162°

1922
42°

iJ.; = 191'5
Oi = 274°

iniciales en trada 1 entrado: 2 en trada 3

+ 0.063369 + 0.002791 - 0.014094 I + 0.000873
+ 1.364952 - 0.511994 - 0.029923 - 0.000755
+ 0.121947 + 0.085170 + 0.027615 + 0.000093
- 0.001022 + 0.013432 + 0.003218 - 0.000853 (3.2)
+ 0.000035 + 0.060939 - 0.002554 + 0.000189
+ 0.000220 - ·0.114955 - 0.005953 + 0,000391

Con los últimos dato s (9.15) que han dad o tan pequeños y uniformes
residuos en las ecuaciones fundamentales, hemos procedido al cálculo de
los elementos angulares, adoptando finalmente para estos los valores pro­
medios. A continuación exponemos el cuadro completo de valores, y las
diferencias O-C en ángulos de posición , para los puntos' (3:1) tomados
como datos:

leriormente ,obtenidos en las dos entradas realizadas. Claramente se ve
en este cuadro la firm e marcha hacia una ' mayor pr ecisión de los sucesivos
valores de las incógnitas encontrados, con substanciales disminuciones en

" el orden de magnitud. También pueden servir de verificación de la bon­
dad en la marcha de los · cálculos, la concordancia entre los cuatro valores
-de El encontrados, con una diferencia máxima de algo más de 18 centé­
simas de grado , y en la no menos notoria en los valores de la excentrici­
-dad , con diferencia máxima de 0.0048, y en los de ( [J. T)i cuya máxima os-
cilación es de 0.002435. . .

El paso de la órbita obtenida pOI' los puntos iniciales tomados ·como
·datos, es plenamente carecto como lo demuestran las .diferencias O-C de
los cuadros (8.11), (8.13), Y (8.15), observándose perfectamente en los pri­
meros la corrección del cálculo por el paso exacto de .Ia órbita por las ter­
nas de puntos determinantes de los elementos angulares.

Finalmente, la distribución de las diferencias a lo largo de toda la ór­
bita es correcta y perfectamente comparable con la mejorada por Baize.

Con el fin de contrastar su capacidad para la mejora, también hemos
.aplicado nuestro método al par visual ADS.5159 que , con el número cinco
-de "nuevas órbitas" publica el Dr. Baize (H), entendiendo que se trata de
uno s 'datos primarios de sus elementos . .

Sobre la curva O(t) (fig. 3) se ha hecho la elección de los datos
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(3.3)-

282°0 Y 55°0

T = 1949,93

Orb i ta 1
(m eclia.s)

. 333°99
25°47
56°68

225°5

Terna
2.3.5

334°31
25°21
116°55

e = 0.2577

162°04J 05

Terna
1.2.3

00 = 333°68
Q = 25°73
i = 56°82

1 0.00 -0.67 - 0.33
2 0.00 0.00 0.00
3 0.00 0.00 0.00
4 -'- 0.17 - 0.22 -0.19
5 + 0.69 0.00 + 0.36
6 + 0.19 - 0.04 + 0.07

. \ Elementos de la órbita :

p = 30° 76

habiendo utilizado para la determinación de los eleme ntos angulares de la
órbita, la terna 1.2.3, como clara mente se ve en las diferencias expuestas;

qu e dan las diferencias O-C siguientes para valores de fl¡ en los datos:

1 0.00
2 0.00
3 0.00
4 + 0.09
5 - 0.20 '
6 - 0.04

diferencias O-C pa ra las e¡ tomadas como datos

'Correspondiendo, respectivam ente, a las mismas épocas para los que se
to maron los iniciales.

En estas circunstancias, hemos llegado a obtener los elementos si­
g uientes:

Órbita Il .

P = 30&77 e = 0.246 T = 1949,80 00 = 331°16 Q = 26°67

i = ' 58°57

Calculadas las diferencias O-C par to dos los datos de observaciones dis­
ponibles (bien escasas por cierto) se han encontrado valores que represen­
tan un a mejora respecto de los de la órbita 'inicial obtenida por Baize, y
q ue expondremos en el cuadro com parativo a continuac ión; ' pero la Ín­
dole de las diferencias nos ha inducido a buscar una mayor mejora, no so­
lam ente ralizando una cuarta entrada de aproximación , si no ta mb ién
rectificando, al propio t iempo, la elección de los puntos datos, tomando ·
a hora los ángulos de pos ición (fig . 4)
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Diferencias O-C para las Pi :

-1- 0"06
+ 0.01
-1- 0.02
+ 0.02
-0.06
-0.10
+ 0.03
+ 0.03
. 0"14 . (no hay medida)

- O. OS
- 0.03

Orbita
Baize II

+ 0"01
-1- 0.06

0.00
-1- 0.01
-0.02
-0.06
+0.02
- 0.01

0"199
-0.03
-0.02

1
2
3
4
5
6
7
S
9

10
11

Ini ciales Orbita Orbita
(Baize) I II

1 + 4°7 + 4°3 + 2°S
2 -.: 6.2 -1.1 - 0.7
3 - 4.7 -S.l -6,9
4 +9 .9 -1- 4.1 + 4.S
5 + 5.6 -1- 4.2 -1- 3.3
6 - 5.2 - 0.4 - 1.2
7 -9.1 - O.S -1.0
S -1- 3.0 + 7.6 + 7.4
9 254 .1 255.S 256.4 (no hay medida)

10 + 4.2 - 5.6 - 5.1
11 -3.5 - 4.S -2.S

La comparación de estas diferencias O-C para nu estra órbita II permite
comprobar una sistemática disposición de signos en estos residuos . Después
de detenido estudio de éstos, creemos es bastante evidente la existencia de
un tercer cuerpo que perturba el moviminto, dando lugar a 'disminuciones
y aumentos de la distancia con una periodicidad que , en principio , puede
evaluarse aproximadamente en 16.5 años.

y cuyo examen habla claramente de la mejora obtenida en este aspecto.
Realizado el cálculo del semieje, que resulta ser a = 0"24 , hemos calcu­

lado las diferencias O-C para las distancias aparente s, y encontramos los si­
guientes residuos que comparamos también con los obtenidos por el Doctor­
Baize:

A continuación expresamos, en cuadro comparativo, las diferencias O-e:
para todas las observaciones disponibles de ángulos de posición :
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La presencia de este tercer cuerpo explicaría también qu e en la época
1944.87 la distancia aparente entre las dos estrellas observadas fuese me­
nor que 0"1, de acu erdo con la obse rvación rea lizada por Van Biesbroeck ,
desapareciendo así la irregul aridad seña lada por el DI'. Baize para la cita da
observación .

DESARROLLO DEL METODO

4. E CUACIONES DE RELACIÓN

La conocida ecuación de Thi ele-Innes, se pu ede escribir en la forma:

en donde Pi' Oj , E, son resp ectivamente la distancia y el ángulo de posición
en la órbita aparente, y la anomalía excéntrica en la cóni ca relativa, corres­
pondientes todas ellas a la época t., y en donde e = ' a2

• cos i . cos <p , po­
niendo , como ya 'se ha dicho, e == sen <p y expresando el movimiento medio
¡Jo , en radianes.

Vamos a suponer , ini cialmente, que conocemos los dat os

(4.2)

es .decir , los án gulo s de posi ción en la órbita aparente cores pondientes a
seis épocas cono cida s, y el radio, en dich a órbita , correspondiente a una
cualquiera de ellas , que, para fijar ideas, supondremos partenece a la pri­
mera observación .

Llamemos lJ, V, W, 'X, Y, a las diferencias E2 ~ El, Es - El, E~ - El,
Es - El Y E6 - El r espectivamente, con lo cual serán: V - U = Es - E2 , '

W - U = E~ - E2 , X- U = Es - E2 , Y - V == Es-- E~ , "IV - V = El - Es,
X - V = Es - Es, y - V = E6 - Es, X - W ' = Es - E4 , Y - W =
= E6 - E: e Y - X = Es- Es.

A estas diferencias 'entre anomalías excéntricas corresponden , en la ecua­
ción de Thi ele , valores de (t; - ti) y de (Oj - el)' de los mismo s subíndices;
poni endo , para abrev iar, tj - t i = Ti í , Y flj - O¡ = Oj¡ y ha ciendo F (Z) =
= ,Z - sen Z (Z = lJ, V, W , . . . V _ V, .. . W - V ... X - W ... y - X),

aplicando sucesivamente esta s diferencias a la ecuación (4.1), podrem os es­
crihir el siguiente sistema de ecuaciones de relación :
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(Jo T6~ - F (Y - W ) = P,P6 sen e6, (4 .3)
e

./' F (Y X) PSP6 {;(Jo 1 65 - - = -- sen U6S
e

(Jo Ts, - F (X - W ) = P'Ps sen 6s,e

(Jo TS3- F (X - V) = P3PSSeneS3
e

(Jo 1'43 - F (W - V) = P3P~ sen e~3
e

t F (V U) P2P'6 6
(Jo 62 - 1 - = -- sen 6'l

e

En estas ecuaciones son conocidas las diferencias de tiempos Tj ;, y los
senos de las diferencias 6jí , en todas ellas, y en nuestro supuesto , la distan­
cia PI que figura en las cinco primeras ecuaciones. Es necesario ahora eli­
minar todas las distancias desconocidas, pero al propio tiempo se nos eli­
minará la conocida PI, cosa esta que carece de importancia, pues entonces,
los resultados que obtengamos serán comunes a la órbita objeto de estudio
y a todas sus homotéticas, y la fijación de la qu e nos interese se hará al fi­
nal del cálculo , introduciendo adecuadamente el valor pe la distancia co­
nocida.

Para facilitar la mecánica operativa vamos a hacer

y utilizaremos símbolos análogos para todas las demás. En estas condicio­
nes, el sistema (4.3) toma la forma simbólica siguiente:
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P2PS
(Jo TS2 - F (X - U) = - sen 6S2

e

P2P3 .
(J. 1'32- F (V - U) = - sen 6 3'!

e

• P~s
(Jo 1'sl - F (X) = - sen eS1e

(Jo Tu - F (W) = PIP, sen en
e

(Jo T31 - F (V) = P:3 sen en



Dividi endo ahora cada ecuación de estas por cada una de las siguient es
de su misma fila , se eliminan todas las distancias, incluso la dato en el pro ­
blema, y en los segundos miembros aparecen razones dobles de cuat ro de
los seis ra yos fijados por las Oi conocidas en el caso que nos ocupa .

(4.4)

• P3 P5
[ X- V] = - sen 053

. e

r P5 Ps
[ Y-X] = - . sen 0S5

e

P3 Ps
[ Y- V] = - sen °e S3

P3 P~
[W- J1.] = - sen O~

e

, P4 P5
[X-W ] = - sen 05~

e

P2 P5
[X-U] = - sen °52e

r P2 Pe
[ l -U] = - sen 062

e

Pd'3
[V-U] = - sen °32e

P2 P~
[ W- U] = - sen O~

e
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PI P5
[X] = - sen °e 51
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PI P3
[V] = - sen °e 31

PI Ps
[ l'] = - sen °e 61

PI P~
[ W ] = - sen °e u

Para ordenar el pr oceso de eliminación de las pi, dividiremos cada una
de las ecuaciones de la primera 'columna de (4.4) por las de las demás co-
lumnas que tengan común con ellas una Pi =/= PI' Es decir, por ejemplo, la

. pr imera ecuación [UJ, la dividi remos por cada una de las ecuaciones de la
segunda columna, con lo cual en estos cocientes no figurará la distancia P2'
Operando análogamente con las restantes de la pr imera columna y orde-
nando los resultados por filas cuyas ecuaciones contengan cada razón pI! Pi
(i = 2, 3, 4, 5, 6) común, se obtiene:

[V ] PI sen 031 [W] PI sen °41 [X] PI sen 051 [l'] PI sen 061
--- =--- - -- - ---

[V-U] P2 sen °32 [ W- U] P2 sen 042 [X-U] P2 sen °52 [Y-U] P2 sen 0S2

[ U] PI sen °21 [W ] PI sen °41 [X] PI sen 051 [ Y] PI sen OSI
--- =--- ---

_ _ _ _ o

[V-U] P3 sen 032 [W- V] P3 sen 0~3 [X- V] P3 sen 053 [Y-V] P3 sen 063
(4.5)

[ U] PI sen °21 [ V] PI sen °31 [X] PI sen °51 [ Y] PI sen 061
=---- - - -- - -- = ---

[W-U] P4 sen 0~2 [ W- V] P4 sen 043 [X-W] P4 sen °54 [Y-W] P4 sen 06~

[ U] PI sen °21 [ V] PI sen °31 [ W ] PI sen 041 [ l'] PI sen 061 .
=--- =--- - - - =--- =---

[X- U] P5 sen °52 [X-V] P5 sen °53 [X- W ] P5 sen °54 [Y"':""X ] P5 sen 065

[U] PI sen °21 . [ V] PI sen °31 [W] PI sen 041 [X] PI sen 051
--- =- - - --- =---

[Y- U] Ps sen 0S2 [Y-V] Ps sen 0S3 [Y-W ] Ps sen 0M [Y-X] Ps sen 0S5
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Inmediatamente se observa que cada ecuación de la tercera columna es
el cociente de las otras dos de su fila . También es fácil comprobar que las
siete últimas ecuaciones de las dos primera s columnas son combinaciones
lineales de las tres primeras de su corres pondiente columna .

Ahora bien , en las ecuaciones de la segunda columna se ha hecho un
cambio de signo en sns segundos miembros, compensando esta variación
cambiando el orden de los arcos en la diferencia del primer factor del de-

sen 031 sen 6o¿

sen 0u sen 053

sen 031 sen 064

sen 0n sen 063

sen 031 sen 06'

sen 051 sen 063

sen 0u sen 0 65

sen 051 sen 66{

sen 021 sen 054

sen 0u sen 052

sen 02} sen 064

sen 0u sen 062
(4.6)

sen 021 sen 065

sen 051 sen 062

sen 021 sen °43

sen 031 sen 042

sen 021 sen 063

sen 031 sen 66'.!

sen 021 sen 053

sen 031 sen 052

[a] [W-V]

[ V] [W-U]

[U] [X-V]

[ 1'1 [X- U]

[U] [Y-V]

[V] [Y-U]

[U] [X-W]

[W] [X-U]

[U] [Y-W]

[W] [Y-U]

[U] [Y- X]

[X] [Y-U]

[ V] [X-W]

[W] [X-F]

[F] [Y-W]

[W] [Y-V]

[V] [Y-X]

[X] [Y-V]

[W] [Y-X]

[X] [Y-W]

sen 021 sen 05:1

sen 0za sen 051

sen 021 sen 063

sen 023 sen 061 .

sen 031 sen 051

sen 03l sen 051

sen 031 sen 065

sen 035 sen 061

sen 0u sen 065

sen 045 sen 061

sen 021 sen 013

sen 023 sen °u

sen 031 sen 064

sen 034 sen 061

sen 021 sen .665

sen 025 sen 061

sen 021 sen 064

sen 024 sen 061

sen 021 sen 051

sen 024 sen 051

[a] [ W- V]

[ W ] [ V-U]

[U] [X-V]

[X] [V-U]

[U] [Y-V]

[Y] [V-U]

[U] [X- W ]

[X ] [W-U]

[a] [Y-W]

[Y] [W-U]

[U] [Y-X]

[Y] [X-U]

[1'] [X-W]

[X ] [W- V]

[V ] [Y-W ]

[Y] [W-V]

[V] [Y-X]

[Y] [X-V]

[W][Y-X]

[Y] [X-W ]

sen 031 sen 052

sen 032 sen 051

sen 051 sen 064

sen 054 sen 061

sen 0u sen 063

sen 043 sen 061

sen 051 sen 063

sen 053 sen 061

sen 031 sen 062

sen 03'1 sen 061

sen 0u sen 053

sen °43 sen 051

sen 051 sen 062

sen 052 sen 061

sen 031 sen 042

sen 032 sen °u

sen °u sen 052

sen 0,12 sen 051

sen 0n sen 062

sen °42 sen 061

Su ordenación la ha cemos por fila s, de tal forma , que los segundos
miembros de las ecuac iones de una misma fila , contenga n los mismos ra­
yos. Como se trat a de seis elementos tomados cua tro a cuatro, las quince
razones dobles distintas que pu eden aparecer , servirán también para la
ordenación t otal , y no hacemos interveni r las que no con tienen 61, que son
precisam ente las que tienen factores de la forma [Y - UJ, [W - YJ, etc . '
exclu sivamente, por ser inmediata combinación lin eal de las que vamos
a cons ignar. Efectu ando las divisiones en la forma dicha , obtenemos las
treinta ecuaciones siguientes:

[ V] [W-U]

[ W] [V-U]

[V] [X-U]

[X] [ V-U] .

[V] [Y-U]

[ Y] [V-U]

[W] [X-U]

[X] [W-U]

[W] [Y-U]

(Y] [W-U]

[X] [Y- U]

[Y] [X-U]

[W] [X-V]

[X] [W-V]

[W] [Y-V]

[Y] [W-V]

[X] [Y-V]

[Y] [X-V]

[X] [Y-W]

[YJ [X-W]



JlE TODOS DE CM ,CULO y MEJORA DE ORH[7'AS DE [l[N,IRI,IS JT!SUALES

-71 -

·5 . E CUACIONES FUNDAMENTALES

(5.1)
sen 6S1 sen e62

sen 632 sen e61

[1') [W-U) [U) [W-1')__:......e... - 1 = ----

[W ] [ V-U ] [ W ] [ V-U]

[V) [X-U] _ 1 = [U] [X-V)

[XI [V-U] [X] [V- U]

[V) [Y-U] - 1 = [ U] [Y-V]

[Y] [ 11- U1 [Y] [V-U)

sen OSI sen e52

sen 632 sen eS1

IZSS =
sen eS1 sen e42

1Z34 =
sen eS2 sen 6n

;[V) [X-U) - a.s, [X ] [V-U) = o

:[V) [W-U) - a.S4 [W] [V-U] = o

En el caso de conocerse tres observaciones incompletas y dos completas,
-es decir , conociendo cinco valores de (Ji y dos distancias correspondientes a

'O bien en form a desarrollada ,

(¡JoTS1- F(V») ( ¡JoT42- F( W - U») - as4(¡JoTu -F(W) ) ( ¡JoT32 - F(V - U)) =0
(¡JoTS1- F(V» ) ( ¡JoTS2- F(X - U») -as, ( ¡JoTS1- F(X») (!J.T32 - F(V - U)) =0

>( ¡JoTS1- F(V») (¡JoT62 - F(Y - lJ» ) -a36( ¡JoT61- F(y) ) ( ¡JoT32 - F(V - U)) =0
-( ¡JoT21- FeU)) (¡JoT43 - F(VV - V») - ( ¡JoTS1- F(V») ( ¡JoT42- F(W- U)) +

+ (¡JoTu - F(W)) ( ¡JoT32 - F(V - U)) =0 (5.3)

':( ¡JoT21- F(U») ( ¡JoTS3- F(X - V») - (¡JoT31 - F(V» ) ( ¡JoTS2- F(X - U)) +
+ ( ¡JoTS1- F(X») ( ¡JoT32 - F(V - U)) =0

'( ¡JoT21- F(U») ( ¡JoT6S- F(Y - V») - ( p.TS1- F(TT») ( ¡JoT62 - F(Y - U)) +
+ ( ¡JoT61- F(Y))( ¡JoT32 - F(TT - U») = 0

Por todo lo anter ior, pod emos establ ecer un siste ma de' seis ecuac iones
'independientes, con las incógnitas ¡Jo, U, V, W , X, Y, compuesto por las
tres primeras ecua cion es de la primera columna de (4.6), y las tres que re­
-sultan de expresar que entre los primeros miembros de la tres primeras
parejas de ecuaciones existe la misma relación que entre las razones dobles
-de sus segundos miembros:

Poniendo para abreviar ,

'se puede escribir el siste ma fundamental para el caso de conocer seis ángu­
los de posi ción, en la forma siguiente :

'[ V) [Y-U] - a.3~ [Y] [V- U] = o

nominador, quedando así invariable el valor de la fracción. Si ahora lla­
mamos Ai al valor de cada razón doble de las ecuaciones de la pr imera
'columna, el valor de la razón dobl e en su correspondiente de la segunda es
1 - Ai ; pero como se ha hecho el cambio de signo aludido , dich o valor es,
-en definitiva , A¡ - 1.
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F(V - U) = F(V) - F(U) - <l> (U, V)

(5.5)

(5.4}

o( ¡Jo T21 - F(U)) - f3 ( 11· T52 - F(X - U))

y las ecuaciones prim era , segunda, cuarta y quint a del sistema fundamen­
tal (5.3).

Así pues, se han establecido los sistemas de ecuaciones fund ament ales
que resuelven el problema de cálculo de órbita conocidos

a) seis ángulos de posición y una distancia , y
b) cinco ángulos de posición y dos distancias

ya que tod os los elementos orbita les pueden calcularse a partir de las in­
cógnitas p. , U, V, lTT , X, e Y, o bien ¡Jo, U. V, W , X, respectivamente.

Es interesante hacer consta r aquí, que el método expuesto por el Doc­
tor Cid (8) para el caso de cuatro ángulos y tres distancias, junto con los
aquí desarrollados para cinco ángulos y dos distancias y seis ángulos y una
distancia agotan las posibilidades de desar rollo de estos tem as, tod a vez,
que no parece lógico desarrollar métodos con datos en los que intervengan
menos ángulos que distancias, ya que la intervención de éstas , por la difi­
cultad de su exacta medida , pued en introducir importantes errores en los.
cálculos.

Antes de proceder a desarrollar el cálculo de los elementos de una órbita ;
interesa estudiar la posibilidad de dar otra forma a las tres últimas ecua­
ciones de (5.3), sino para su aplicación al proceso resolutivo del sistema, si:
para su utilización en la compr obación de resulta dos y para algunas sim­
plificaciones en los cálculos de los elementos de la órbita.

Teniendo en cuenta las relaciones encontradas por el Dr. Cid (8), que
ligan a una F (Z), para Z diferencia de dos de ellas , con estas mismas en la.
forma

el sistema fundamental para el caso de conocerse cinco ángulos y dos dis­
tancias, está formado por la ecuación

dos de algunas de las cinco citadas, y que para fijar ideas supondremos.
corresponden a la prim era y a la última observaciones, en el conjunto de
ecuaciones (4.4) no existen las que contienen Y, pues en este caso no existe
el valor E6 ; en el grupo de ecuaciones (4.5) se suprimen todas las de la
última fila y por tanto, en el sistema (5.3), habr án de segrega rse las ecua­
ciones terc era y sexta ; para obtener la quinta ecuación que nos hace falta
para determinar en este caso, el problema , basta considerar que ahora se
conocen todas las magnitudes de los segundos miembros de las ecuac iones.
de la cuarta fila de (4 .5) .Tomando, por ejemplo, la primera ecuación de­
esta fila del aludido conjunto de ecuaciones y poniendo,

PI sen 621
B = -- --- -
, P5 sen 652
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podemos sustituir las fun ciones diferencias que aparecen en los segundos:
factores de los términos de las tres últimas ecuacio nes del sistema (5.3).
Para operar en la cuarta ecuación de este sistema , tendremos en cuenta .
que se verifican

F(W - V) = F(W)- F(V) - <I> (l', W)
F(W - U) = F(W)- F(U) - <I> (U, W)
F(V - U) = F(V) - F(U) - <P (U, l')

siendo
. U V V-U
<I> (U, V) = 4 sen 2 sen 2 sen - 2- ~ sen U - sen V +sen (V - U)

U W W-U
<I> (U, W) = 4 sen -2 sen - sen - 9- = sen U - sen W +sen (W- U) (5.7)
. 2 ~

V W W-V
<I> (V, W) = 4 sen - sen 9" sen -9- = sen V - sen W +sen (W - V)

. 2 ~ ~

Operando ah ora en la antedicha ecuación , sale

( [J. 1'21- F(U)) ([J. 1" 3- F(W) + F(V) + <I> (V, W») ­
- ( [J. 1'31 - F(V)) ( !J. 1'42- F(VV) + F(U) + <I> (U, W») +
+ ( [J. Tu - F(W») ( [J. 1'32 - F(V) + F(U) + <I> (U, V») = O

Desar rollando y ordena ndo respecto de [J., los coeficientes del polinomio­
que resulta son :

Coeficiente de [J.2 :

1'211'43- 1'311" 2 + 1'n1'32 = (t2- tI) (t4 - (3) - (t3 - t.J (t4 - t2) +
+ (t4- f.J (t3- t2) = O

coeficiente de !J. ;

F(U) (- 'C3- 1'31+1'4.J + F(V) (1'21+1" 2- Tn)+F(VV) (- 1'21+ 1'31- 1'32) +
+ 1'21 <I>. (V, Vil) - 1'31 <I> (U, W) + 1'11 <I> (U, V) =
= 1'21 <I> (V, W) - 1'31 <I> (U, W) + T« <I> (U, V).

pues son nulo s 'los par éntesis que multiplican a F(U), F(V) Y F(Hl ); tér­
mino independiente .de [J.:

F(U) F(W) - F(U) F(V) - F(U) <I> (V, VV) - F(V) F(W) + F(V) F(U) +
+ F(V)<I> (U, W ) + F(V)F(W) - F(U)F(W) - F(W) <I> (U, V)=
= - F(U) <I> (V, W) + F(V) <I> (U, Tif1) - F(W) <I> (U, V).

con lo cual, la cuarta ecuación de (5.3) to ma la form a

<I> (V, W) ([Jo 1'21- F(U)) - <I> (U, W) ([Jo 1'31 - F(l'») +
+ <I> (U, V) ( [J. 1'41- F(W») = O (5.8)
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(5.9)

+ ([1.1'51- X) <I> (T) , V) = O
+ ([1. 1'61- 1') <I> (U, V) = O

u V V-U ' )
+ sen 2 sen 2 sen 2 sen W = O

([1.1'21 - U) <I> (V, X) - ([1.1'31- V) <I> (U, X)
([1.1'21 - U) <I> (V, 1') - ([1.1'31- V) <I> (U, Y)

s análogamente

Estas últimas ecuaciones, de fácil man ejo, son universales, toda vez que
'en ellas no entran los datos OÍ> y entendemos no han sido obtenidas hasta
ahora , o por lo menos , no hemos podido comprobar su anterior existencia.

El sistema (5.10) carece de su tercera ecuación en el caso de estudiarse
el problema tomando conocidos cinco ángulos y dos distancias.

<I> (V, W) ([J. 1'21 - U) - <I> (V, Vil) ([1. 1'31 - V) + <I> (V , F) (¡.¡. 1'41 - W) +

(
V W W-V V W W-V

+ 4 sen 2 sen 2 sen~ sen V - sen 2 sen 2 sen -2- sen V +

U V W ( W-V U W-U V V-U W)8 sen - sen - sen - sen -- cos - - sen -- cos -+ sen -- cos -
222 2 2 2 2 2 2

Sustituyendo ahora sen V, sen V y sen W por sus valores en función
d el arco mitad , el último sumando de la expresión anterior (5.9) se puede
escribir en la forma

y fácilmente se ve, al desarrollar Jos senos de las semi-diferencias y operar,
que el paréntesis de esta última expresión es idénticamente nulo , y en este
caso , la ecuación (5.8) se simplifica , quedando así:
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Ecuaciones de este tipo han sido obtenidas por el Dr. Cid en un trabajo ,
-en vías de publicación, para mejorar la resolución del caso de determina-
-ci ón de una órbita conocidas tres observaciones completas y una in-
completa .

Naturalmente , las ecuaciones quinta y sexta de (5.3) dan origen a sendas
ecuaciones análogas a la (5.8) y en el caso de conocerse cinco ángulos y un
par de distancias, estas ecuacion es se reducen a dos.

Reconsideremos ahora la ecuación (5.8) y sustituyamos en ella las F(Z)
por su igual Z - sen Z (Z = V, V, W) Y las funciones <I> por sus expresio­
nes en forma de producto reseñadas en (5.7), con lo cual la ecuación (5.8),
después de agrupar convenientemente sus términos, toma la forma
.siguiente :
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'6. CÁLCUL O DE LO S ELEME NTO S DE LA ÓRBITA

(6.3)

. (6.1)
360 0

p=--
n

T' V -_ l' l:iu- sen [Jo al --
c

o bien por
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l:i i j = Pi Pi sen ei;

( l' - U) - sen (l! - lJ) = [Jo1'32 _ ;"8

1:i12U - sen U = [JoTz¡ - _ .­

c

r estando miembro a mi embro estas tres parejas de ecuaciones, ob ten emos

u- sen <p (sen Ez - sen El)= [Jo T21 V ---:- sen rp (sen Ea- sen El)= [JoTal
(V - U) - sen qJ (sen Ea- sen Ez) = [JoT32 (6.2)

E~ - sen ep sen E~ = !Jo ( l~ - T) Ea- sen qJ sen Ea = ' [Jo ( l~ - T)
El - sen ep sen El = [.I: ( /¡ -1) El - sen qJ sen El = !Jo (/1- 1)

Ea- sen qJ sen Ea = [Jo ( la - T)
E; ---:- sen qJ sen E~ = [Jo ( l2 - 1)

Ahora bien, las ecuac iones primera, segunda y sex ta de (4 .3) se pueden
escribir en la forma

Vamos a referirnos detall adamente al caso de conocer se is ángulos de
posición , pues la cuestión se res uelve práct ica mente lo mi sm o para el caso
de conocer cinco ángulos y dos distancia s.

El sist ema (5.3) nos permite conocer los va lores de las incógnitas [Jo, U.
l! , W , X e Y.

Una vez conocid o [Jo , por simple transformación de unidades conocemos
el movimiento medi o n , en gra dos y el períod o viene dad o inmediatamente
por

siendo

Las ecuaciones (4 .5) nos permitirían conocer inmediatamente los cinco
radios P~ , Pa, P4, P5 Y P6, Y de aquí , por las relaciones (4.3) obten­
dríamos c qu e como hem os dicho es igual a~ cos i. . cos qJ ; pero vamos a
dejar este cam ino para no introducir los valores de las distancias, bien sea
de la conocida , bi en sea de las calculadas, en evitación de er rore s inherentes
.0. la m en or precisión con qu e se obtien en la s dist ancia s .

Siguiendo inicialmente el método de Thiele-Innes , podemos establ ecer
la ecuación de Kepler para los siguiente s valores :
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Restando ahora de cada una de las (6.2) su correspondiente en (6.3),.
obtenemos :

. 6.
12

sen U - sen <p (sen E~ - sen EJ = ­
e

. 6.~
sen V - sen <p (sen E3 - sen El) = - .

e

. 6.~

sen (V - U) - sen <p (sen E3 - sen E2) = -
. e

pero los segundos miembros de estas expresiones son, según (4.4) respec­
tivamente iguales a [U], [V] Y IV - U], Y por tanto podernos establecer­
el siguiente sistema, independiente de las distancias:

. sen U - sen <p (sen E2 - sen El) = [U]

sen V - sen <p (sen E3 - sen EJ = [V] (6.4)

sen (V - U) - sen <p (sen E3 - sen E2) = [V - U]

sumando la primera y la tercera de éstas , y restando de su suma la segun­
da , se obtiene la relación

[ U] + [ Y - U] - [Y] = sen U + sen (V - U) - sen Y = <I> (U, Y) (6.5}

de acuerdo con lo expresado en la primera de (5.7)

Multiplicando ahora la tercera de (6.4) por sen U, y restándole la pri- .
mera multiplicada por sen (Y - U), sale

[Y~U] sen U-[U] sen (V- 1J) = sen <p sen E2 (sen U+sen (Y- U}-sen Y)

es decir

[Y - U] sen U - [U] sen (Y - U) = sen <p sen E2 <I> (U, Y) (6.6)

Y, finalmente, multiplicando la tercera de (6.4) por cos U, sumándole­
el producto de la primera multiplicada por cos (V - U) Y restando a esta .
suma la segunda, se obtiene análogamente.

[V - U] cos U +1 [U] cos (Y - U)~ [V] = sen <p cos E2 <I> (U, Y) (6.7}

dividiendo ahora la ecuación (6.6) por la (6.7), nos da

[Y - U] sen U - [U] sen (V - U)
~~= ~~[V - U] cos U + [U] cos (Y - U) - [V] .
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(6.11)

(6.10)

' . .
. '. l .

[V -:- U] sen U - [U] sen (V - U)

sen E2 <I> (U, V) ...

[V - U] cos U + [U] cos (V - U)- [V]

cos E2 <I> (U, V)

e == sen q> =

tg Es = -----==------=-- .----'---'--- - - --'---

y

En la práctica ocurre que, dada la aproximación con que se conducen
los cálculos, los cuatro valores obtenidos para El difieren algo, por lo .:que
resulta más práctico tomar un promedio de los resultados.

Conocidas las anomalías excéntricas, de las (6.6) Y (6.7) se obtienen los
siguientes valores de la excentricidad e:

y sus análogas para los pares de valores W, V; X, W; e Y, X, que permi­
ten también calcular un valor medio de la excentricidad.

La aplicación de la ecuación de Kepler a las épocas datos del problema,
sirve para obtener seis relaciones de la forma

!Jo t¡ + e sen E¡ - E¡ . " ". . ". . "
T = (1. = 1, 2, 3, 4, 5, 6) . . ". !: (6.12)

!Jo . ". " •

ahora se puede obtener El por cualquiera de los cuatro valores

METODOS DE CA LOULO y MEJORA DE ORllIT,lS DE BI NARIAS l'ISUtl LES '
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que.nos permite calcular E2 • Análogam ente se obtienen

[H' - V] sen V - [V] sen (H' - V)
tg E = --=------=-------=---------:~

3 [W - V] cosI" + [ll] cos (W - V) - [ W ]

[X - lil'] sen W·- [W] sen (X - "VV)
tg E4 = (6.9)

[X - W] cos W + [W] cos (X - W) - [X]

[Y - X] sen. X - [X] sen (Y - X)

[Y - X] cos X + [X] cos (Y - X) - [Y]

.de las que se deduce un valor medio de la época de paso por el periastro .
A partir de aquí, y para evitar nuevamente la intervención de las dis­

tancias en los cálculos, vamos a utilizar el método expuesto por el Doctor
Cid (12) Y cuyas primicias debo agradecerle públicamente, ya que ha dado
una nueva orientación a este trabajo, y una vez más sus directrices han sido
tan valiosas como decisivas.



-78 -

se tiene

(6.15)pA + pqF - qG = B

- B - Ftg (00 - Q) = ---
A - G

y q = tg v .

o bien

sen Q cos (00 + u) + cos Q sen (00 + v) cos i
cos Q sen (00 + v) - sen Q sen (00 + v) cos i

p = tg e,

B-F
tg (00 + Q) = A + G

B + Gtg v
tg e = - --- ­

A + Ftg v

B cos 1) + G sen 1)

A cos v + F sen 1)

y de aquí, inmediatamente,

t (A - G) cos (00 + Q)
tg2 - = ----- ---

2 (A + G) cos (00 - Q)

A cos v + F sen v = - cos (j
r

B cos v + G sen v = _P- sen e
r

A = : cos 00 cos Q - sen 00 sen Q cos ·í
B = ' cos 00 sen Q + sen 00 cos Q cos i
F=-sen 00 cos Q - cos 00 sen Q cos i
G=-sen 00 sen Q - cos 00 cos Q cos i

p cos (e - Q) = reos (00 + v)
p sen (e - Q) = l' sen (00 + v) cos i

Siendo l ' el radio vector en la órbita re lativa, y te niendo en cuenta que

Conociendo tres partes de valores de (Ji y Vi correspondientes, ap licados
a la expresión (6.15), se pu ede plantear un sis tema de tres ecuaciones que
definen las in cógnita s AlB, F]B Y G j B , cuyos valores llevad os a las conoci­
das .í órmulas .

siendo

sumando al producto de la seg unda por cos 1) el de la cuarta por sen v
y sumando a la primera por cos v, la t ercera por sen v obtene mos

Siguiendo pues, el método citado, si llamamos como es costumbre A , B,
F , G, a las constantes de Innes, pa ra la órbita homotética con la dada y
de semieje a = 1, tendremos :
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(6.17}

(6.18),

(6.16)

(1 + Piq¡)

(1 + Pkqk)

(Pi - qi)

(Pk - qk)

COS (ro + v)
P = r

cos (e - Q)
y

(1 - Piqi)

(1 - Pl,qk)

a (1 - e~

1 +e cos v

Q)
= _ qNi + q/t/, + Q/,1Hk"

tg (ro + -
1I{ + Mi + l"\J/ k

q¡Ni + qiNi + qkNk
tg (ro - Q) = - .

Ni + Ni + Nk

t (Ni + Ni + Nk ) cos (ro + Q)
t .. - ----- - ,.-----
·15 2 - (Mi + Mi + Mk ) cos (ro - Q)

r=

(Pi + "qi)

(Pk + qk)

posibles; el promedio K de los diversos Ti¡ obtenidos es, precisamente, el'
valor del semieje en la órbita estudiada, y las distancias se calculan directa- ­
mente mediante la expre sión

Pi = K p¡'

que definen ro, Q , e i , siendo

utilizando siempre para su cálculo el ord en i , j, k.
Hemos obtenido todos los elementos de la órbita, excepto el semieje, sin­

la intervención de la única P conocida (en el caso de seis ángulos) o de las "
Pi' para el caso de cinco ángulo s. Para el cálculo de a, tanto en un o como­
en otro caso , bastaría utilizar las fórmulas

para obtener de ellas el valor de a, sustituyend o el valor de l' dado por la
segunda, en la primera, y de aquí , despejar el valor del semieje a.

En la práctica, teniendo en cuenta que de cada par visual que se estudie­
se conocerá una serie más o menos larga de observaciones, el método ope­
rativo, de acuerdo con el citado por el Dr. Cid en su t ra bajo (12), será el
siguiente:

Con las expresiones (6.17) se calcularán los p¡' para el valor a = 1, que­
corresponderán a la órbita homotética con la dada y de semieje unidad.
Comparando est.os resultados con los p¡ de la órbita objeto de est udio, se­
establecerán los cocientes

dan , en definitiva, los valores
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1 , RESOLUCIÓN DE LO S SISTEMAS FUNDAMENTALES

(7.2)

(7 .q)

(7.1)
W = ' Wu + w ·

X ~ X, + z . '.
Y = Yo + y

B2 = 1 - cos (Vo -:- Uo) (7.4)
B3 = 1- COS (Wll - Uo) 03 = 11 - cos (W o - Vo)

B4 ~ 1- cos (X, - Uo) 04 = : 1 -cos ' (X, - Vo)

B, = 1 ·.......:... COS {Yo'- Uo) es= 1..:.- cos (Yo l- V~)
-:". " , '"

Jos valores de las distintas expresiones 1-'.1';; - F(Z) toman los valores apro ­
.ximados siguientes :

1-" = !J.o +.m
U = U, + p.
V = Vo + v

y que podemos hacer

sen 'U = 'U COS 1¿ = 1
sen v = v cos v = 1
sen w = w cos w = 1 .
sen x = 'x cos x = ' l '
sen y = y . cos JI = l '

Teniendo en cuenta, por ejemplo, .la segunda de (7.1), 'podemos escribir

TUJ = ( ¡J,1'21 - F(U)) = (!J.o + m) 1'21.- U + sen U =
= (!J.o + m) 1'21 - (Uo + ,u). +' sen(Uo' 1- .1¿) ~

~ [UoJ -+ ' mT21 - 'U (1 '-:- cosoUo) .;. . .
Efectuando desarr ollos análogos para todas las Z; y 'Z; '- Z; y' llamando

.A 1 = 1 - cos U,
-11 2 = 1 - cos Vo

A 3 = 1- cos W o
.A 4 = 1 - cos X,
.As = 1 - cos Yo

Hemos intentado la resolución de estos sistemas fund amentales, pero la
'estructura de sus ecuaciones, en donde además de intervenir el movimiento
medio figuran las funciones U, V , W , X e Y, sus diferencias y los senos de

'todas ellas, ha impedido obtener resultados satisfactorios de estos intentos,
y ante ello, y pensando en que el método expuesto sirva inicalmente, no
para el cálculo de órbitas, si no para su mejora, hemos optado por la intro­

-duoci ón de unos primeros valores aprox imados, obtenidos por cualquier mé-
-todo, y calcular sus correcciones; .teniendo en cuenta que como estos valo-
res aproximados no verifican, en genera l , las ecuaciones de los sistemas
"fundamentales, el orden de magnitud de los segundos miembros, distintos
-de cero en este caso, nos dará idea sobre el grado de a proximación con
-que se entra en el cálculo de las correcciones. .

Para este, y llamando m , 'U, v , W, x e y, a las correcciones que habrán
-de calcularse para los valores ini ciales aproximados', !J.o, Uo, Vo, W o, Xo Yo,
respectivamente, supondremos que, en los desarrollos donde entren las pri­
meras , son suficientemente pequeñas para poder sustituir el seno por el
-arco y el coseno por la unidad .

Sup ongamos por todo lo anterior que
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m (1'13 [UoJ + T:r.LWoJ-T;2[YoJ + T2~[HI~-VoJ + T41[VO- UoJ-1'31[Hlo-UoJ ) +
+ u' (B2[liVoJ - Ba[VuJ- A1[WO-VoJ)+ v (Ca[UoJ+A2[Hlo-UoJ- B2[ HloD +
i+w (Ba[Vo]- Ca[UoJ- A;[Vo- UoJ)= [YoJ [ Wo-uoJ-[UoJ [ Wo-YoJ- [ WoJ [Vo- uoJ

[Y - U] ~ [Yo- UoJ + m T:J:) - B2!) + B2H

[ W - U] ~ [TiVo - Uo] + m 1';2- Baw + BaH
[X - U] ~ [Xo'- UoJ + m1's2- B;x + B;1I
[Y - U] c« [Yo- Uo] + m1'62 - BsY + Bs1l

(7.5)
[ W - V] ~ [Hlo- VoJ + m T;a- Catv +' Cal)
[X - V] ~ [X, -.:- V~J + in1'53 - C;x + C»
[Y - Y] es: [Yo- Yo] + m T63 - CsY + esv

m ( 1'S2 [ VoJ + Tal [X, _ . UoJ - <Zas (1':f2 [XoJ + 1'sl eVo- Uo])) +
+ U (B; [Yo] - <Z35 B2 [XoJ) - V (A2 [X, - UoJ - <Z35 B2 [XoJ) -
- X (B; [VoJ - <Z35 Al 'ev o- uoJ) = <Z35 [XoJ I[ VO- uoJ - eVo] [X, - Uo]

(7.6)
m (1'62 [Vo] + Tal [Yo - Uo] - <Za6 (1'a2 [YoJ + 1'61 [ Vo- UoJ») +
'+ u' (Bs [ TioJ -.:...- <Za6B2 [YoJ) - V (A~ [Yo- Uo] - <Za6B2 [YoJ)-
~ y (B, [Yo]. - <Za6Aó eVo- .UoJ) = <Za6 [Yo] [ Yo- UoJ - [VoJ [Yo - Uo]

m (T63 [UoJ + T32[Yo]-T62 [ YOJ + T21[Yo-Vo],+ 1'61[ Yo- UoJ-Ta1[Yo-UciJ) +
+ u (B2[YoJ- B5[ VOJ- Al[YO- VOJ) + v (Cs[ Uo'J + A2[YO-Uo}- B2[YO]) + , r;

+ y(Bs[Vo]-Cs[UoJ-As[Vo-Uo}= I[YO] P "o-UoJ-lUoJ [Yo-Vo] - [Yo]'[ Vo- UoJ

m (1'sa[UoJ + r 32[XO]-:'--TS2[ VoJ + 1'21[Xo-YoJ + 1'51[VO-UoJ-1'a1[Xo-UO]) +
+ U (B2[XOJ- B;[ YoJ- A1[XU- VCJ) + v (C; [ UOJ + A2[XO- UoJ- B2[Xo D +
+x (B;[YoJ-C;[UoJ-A;[Vo-Uo])=[ Yo] [Xo- UoJ - [ Uo\] [Xo-YoJ-[Xo'] [ Yo-UoJ

desarrollando ahora en las antes cita das condiciones, y ordena ndo los tér­
minos en m , u , v, to, X, y , se obtiene , y por analogía , para todas la s ecua­
ciones de (5.3), el sistema siguiente :

r11, ( 1';2[YO] + Tal' [Wo- Uo] - <Zal (1':f2[ Wo] + 1'11 [Yo- UoJ)) +
+ U (B, TVo] - <Zal B2 [HloJ) - 'l) (A 2 [Wo- UoJ - <Z34 B2 [WoJ)-
- 10 (Ba [yo] ~ <Za! Aa [ Yo - UoJ) = <Zal [ VVoJ [Yo- Uh] - [ YoJ [ Hlo- . UoJ

[UJ ~ [UoJ + m1'21 - AlU
.[V] ~ [VoJ + m1'a1 - A2v
rWl ~ [ HloJ + m T41 - Aatv
[xJ ~ [XoJ + m Ts1- A;x
[YJ ~ [YoJ + m T61 - AsY .

Llevando ahora estos valores aproxima dos a las ecuaciones del sistema
fundamental (5.3), y despreciando al operar, como infinitésim os de orden
superior, los productos donde figuren dos o más factores de las correccione s
tendremos , para la primera ecuaci ón por ejemplo,

( [Vo] +- m1'a1- A2v) ([Wo- UoJ + m1';2- Batv + Bau) -
- <Zal ( [ Hlo] + mT41 - Aaw) ([Vo- UoJ + m T:f2 - B2v + B2u) = O
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En este sistema debe observarse :
1.° Los términos independientes son los valores distintos de cero que­

toman las ecuaciones del sistema (5.3) para los valores aproximados, de en­
trada, de las incógnitas [.1. , U, V, W, X, Y.

2.° Los pares de ecuaciones 1-4, 2-5, Y 3-6, contienen respectivamente,.
y sólo en cada par, las incógnitas (correcciones) w , $, y, lo que permite,
eliminarlas y reducir el sistema a otro de tres ecuaciones con las incógnitas;
[.1., 1l, v, facilitándose con ello la resolución del sistema general.

Una vez calculadas las correcciones m, u, v, w, x, y , mediante las ex­
presiones (7.1) se calculan los nuevos valores de [.1., U, V, W, X e Y, y en­
tonces se comprueba el orden de magnitud que se obtiene al sustituir estos:
valores en las ecuaciones (5.3); si la reducción obtenida no es suficiente, se­
vuelve a entrar con los nuevos valores obtenidos en el sistema (7.6), cuya­
resolución nos dará unas nuevas correcciones y subsiguientes nuevos va­
lores del movimiento medio y de las diferencias de anomalías excéntricas,
con suficiente aproximación, en general, para permitir su utilización en el
cálculo de la órbita desarrollado en el parágrafo sexto.

En el caso de conocerse cinco ángulos de posición y dos distancias, el'
sistema para el cálculo de correcciones está constituido por las ecuaciones.
primera, segunda, cuarta y quinta de (7.6) Y la que, en forma análoga a la:
expuesta se obtiene de la ecuación (5.5), y que es la siguiente:

m (T21 - f3 T52) - tz (Al - f3 BJ - x f3 B4 = f3 [X, - UD] - [UoJ

operando con este sistema en la misma forma que se ha dicho en el caso!
anterior. .

APLICACION DEL METOno

8. ORBITA DEL PAR VISUAL ADS: 1631 = ~ . 208:

Se ha tornado como órbita experimental la correspondiente al par visual'
que se cit.a estudiada muy cuidadosamente por Baize (11) con muy buenos
resultados en las diferencias observación-cálculo y de la que el citado autor­
da los siguient.es elementos:

p = 39P30
T = 1930.58
e = 0.64
a = 1"41
i = 50°2
ro = 160°2
Q = 20°0
n ' = 0°9200

Como datos para resolver el problema y como valores iniciales aproxima­
dos, obtenidos éstos aproximadamente, y aquellos tomados de las curvas
(J (t) y p (t) (fig. 2), se han tomado los siguientes:
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n. ValO1'es de las expresiones lJoTii - F(Z) =[Z].

\Lo = 10 = 0.017453 I

U, = 30°
Vo = 55°
W o = 90°
Xo = 135 0

Yo = 180
0

Ca = 0.180848
e, = 0.826352
C, = 1.573576

Clas = ' 8.777965

Clas = 1.416155

Valores iniciales aproximados

- 83- '

B2 = 0.093692
B, = 0.500000
B, = 1.258819
Bs = 1.866025

1."96

sen 6a¡ = 0.515038
sen 632 = 0.309017
sen 641 = 0.996195
sen 642 = 0.951057
sen 6S1 = 0.053326
sen 6S2 = 0.275637
sen 661 = - 0..874620
sen 66'l = - 0.743145

23°
36 0

54 °
108 0

200 0

264 0

Al = 0.133975
A2 = 0.426424
Aa = 1.000000
A4 = 1.707107
As = 2.000000

ea1 = . 31 0

ea-~ = ' 18 0

eu = 85 0

el2 = 72 0

eS1 = 177
0

eS2 = 164 0

661 = 241 °
e62 = 228 0

1820
1863
1890
1914
1934
1955

1
2
3
4
5
6

III . YalO1'es de las magnitudes (7.4)

1. Va lores de las razones dobles (5 .1)

Datos en la órbita aparente

i t i (Ji Pi

¡J.Tij rad." [Z]

1'21 = 43 0.750491 U, = 30 ° = 0.523599 0.726893
Tal = 70 1.221730 VD= 55· = 0.959931 1.080952
Tu = 94 1. 640609 Wo = 90 ° = 1.570796 1.069813
TSl = 114 1.989675 X, = 135 · = 2.356194 0.340587
1'61 = ' 135 . 2. 356194 Yo = 180 ° = 3.141593 -0.785398

1'32 = 27 0.471239 Yo -UD= 25 ° = 0.436332 0.457525
1'42 = 51 0.890118 Wo- U, = 60° = 1.047198 0.708946
TS2 = 71 1.239184 X, - Il¿ = 105 ° = ' 1.832596 0.372514
1'62 = 92 1.605703 Yo - U, = 150 ° = 2.617994 - 0.512291 ,

T4a = 24 0.418879 Wo- Yo = 35 ° = 0. 610865 0.381590
1'sa = . 44 0.767945 X, - Yo = 80 ° = 1.396233 0.356490
T6a = 65 1.134464 Yo- Yo = 125 ° = 2.181662 -0.228044
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y teni end o en cuenta las expr esiones (7.1), tenemos, para valo res de las
(1. , V, Y, TV, X, Y, los siguientes :

W 1 = 1.489690

(1.1 Ti3 = 0.340488
(1.1 T S3 = 0.624228
[.1.1 1'63 = 0.922]55

y = - 0.169646

v = - 0.039984

3.a - 0.044882
6.a 0.028659 (8. ] )

VI = 0.919947
Y1 = 2.971947

x = - 0.077559 "

11 = - 0.024888

2.a
- 0.965185

5.a 0.012287

VI = 0.498711
X, = 2.278635

'LV = - 0.081106

m = - 0.003266

L a - 0.012491 .
4.a 0.000413

(1.1 = 0.014187

Operando ahora con estos valores en la misma forma que han sido tra­
tados "los valores ini ciales, se obtiene un cuadro análogo al 1I), del que
extraemos los valores de (1.1 Tii Y de (1.1 T¿ - F(Z),

IV) (1.1 1'21 = 0.610041 (1.1 1'32 = 0.383049
(1.1 1'3 1 = 0.993090 (1.1 1'42 = 0.723537
(1.1 Tu = 1.333578 (1.1TS2 = 1.007277
(1.1 T S1 = 1.617318 (1.1 1'62 = 1.305204
(1.1 1'61 cc " 1.915245

y sustituyendo estos valores en (8.2) te nemos

que res uelto, nos da los valores

Esto nos dice que, espec ialmente la diferencia Es - El = X, que entra
en las ecuaciones segunda y quinta , necesita una est imable corrección, y de­
ben ser de menor ent idad las correcciones de las otras var iables .

Los valores de los cuad ros 1), Il), IlI), llevados a las ecuaciones del sis­
tema de resolución de correcciones, nos da las ecuaciones sigui entes:

- 9.638676 rn+ 0.38üt.l88 u-0.141824 v + 0.187528 1.0= + 0.012491
+ 0.991331 m-0 .491367 1~+ 0.333536 v-0.048506 1.0=-0.000413

_ 435.739531 m + 1.080614 11+0.1212GOv + 5.495284 x = + 0.965185
+ 5.842489 m- 1.37G574 11+ 0.727608 v- 0.020990 x = - 0.012287 (8.2)
+ 6.147887 m+2.121294 n+0. 114245 v- 0.721234 y = +0.044882

- 14.415068 m+2 .0G01l7 u- 0.998940 v+ 0.041788 y= +0.028659

eliminando en cada pa reja las incógnitas 1/) , x , y , se llega al sistema de tres
ecuaciones con las incógni tas m, n , u, sigu iente:

- 0.281632 m - 0.073665 1/. + 0.055619 v = + 0.000529
+ 22.959964 m - 7.541983 1/. + 4.000958 v = - 0.047262 (8.3)
- 10.139729 rn + 1.57446111 _ . 0.715695 v = + 0.022546

Estos valores llevados a las ecuaciones fundamenta les (5.3) dan los si­
guientes valores par a sus segundos miembros, que debieran ser nulos si se
tratase de los valores exactos de la órbita:
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eliminando com antes las incógnitas w, v, y, se llega al siguiente sistema
de tres ecuaciones en m, u , v :

(8.5)

C3 = 0.157960
C. = 0.789478
C, = 1.462846

[W1 - Vl ] = 0.310160
[X, - V1] = 0,243129
[Y¡ - V1] =-0.2-13406

- 0.001'134
- 0.141758
- 0.010238
+ 0.000092
+ 0.001273
+ 0.003691

B2 = 0.087417
B3 = 0.452129
B, = 1.207608
B, = 1.784842

R esiduos con valores
iniciales nuevos

- 0.012491
- 0.965185
- 0.044882
+ 0.000413
+ 0.012287
+ 0.028659

[ V1 - alJ = 0.370703
[ W1~ al] = 0.569120
[X,~ Dl ] = - 0.205565
[Y1 - (J1]=-0.548335

1
2
3
'1
5
6

Ecuación

Al = 0.121796
A2 = ' 0.394137
A 3 = 0.918982

. Al = 1.650194
As = 1.985645

[a1J= 0.589623
[V1J= - 0.868712

[ lVi1} = 0.840607
[X1J= 0.098451
[Y1J =-0.887869

- 0.171875 m - 0.041989 u + 0.032016 v = + 0.000045
+ 13.713666 m - 4.59602911. + 2.323989 v = - 0.001508 (8.7)
- 6.075156 m + 0.892058 11 - 0.362771 v = + 0.002367

Sust ituyendo estos valores en las ecuac iones (5.3), nos encontramos con
nuevos valores en los segundos miembros, y que a continuación compara­
mos con los reseñados en (8.1)

Llevados estos valores y los del cuadro IV) al sistema (7.6) para calcular
las nuevas correcciones, obtenemos las siguientes ecuaciones, an álogas a las
obtenidas anteriormente en (8.2)

-7.417602' m+ 0.275845 u-0.107386 v+ 0.149296 w = + 0.001434
+0. 887591 m-0.357063 u+0.243965 v-0.041036 w = - 0.000092

- 318.223330 m+0.973517 u-0.005475 v + 4.320699 x = +0.141758
+5 .248176 m-1.070069 u+0.537909 v- 0.028163 x = - 0.001273 (8.6)
+ 4.615435 m+ 1.660429 u+0.106204 v- 0.508104 y= + 0.010238

-12.393425 m+1.598483 u- 0.724024 v +0.048098 y= +0.003691

Claram ente se ve que los nuevos valores de las incógni tas se aproximan
más a los verdaderos que los ini ciales, pues se han reducido considerable­
mente los residu os. Teniend o en cuenta que ahora las magnitu des (7.4) son
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que, r esuelto , da pa ra las nuevas correcciones, los valores

de todos los cua les, aplicando (7.1) salen los n uevos valores de las in cógnitas
fundam ental es

(8.8)

{.1. TI~ = 0.301008
¡.¡. 1'5:1 = 0.551848
\L 1'6~ = 0.815230
\L 1'54 = 0.250840
¡.¡. 1'65 = 0.263382

q¡ (U, V) = 0.080624
q¡ (U, W) = 0.285177
q¡ (U, X) = 0. 634093
q¡ (U. Y) = 0.861142

q¡ (V, W) = 0.306581
<P (V, X) = 0.927636
q¡ (V, Y) = 1.403108

q¡ (W , X) = 0.869973

q¡ (X, Y) = 1.127270

.+ 0.000070
- 0.007408
- 0.002642
+ 0.000023
+ 0.000187
+ 0.000469

y = - 0.124429

v = - 0.040052

v = 0.879895
Y = 2.8 47518

- 0.001434 '
- 0.141758
- 0.010238
+ 0.000092
+ 0.001273
+ 0.003691

- 86 -

u = 0.473866
X = 2.196082

x = - 0.082553

u = - 0.024845

\L T32 = 0.338634
¡.¡. 1'42 = 0.639642
\L 1'52 = . 0.890482
\L 1'62' = 1.153864

[U] = + 0.521771
[V] . = + 0.768716
[W] = + 0.735139
[X] = + 0.044502
[Y] = - 0.86*493

[V - U] = + 0.327569
[W - lJl = + 0.498545
[X - U] = + 0.156824
[Y - U] = ' - 0.525122

. [W - V] = + 0.273004
[X - V] = + 0.203422
[Y - V] = - 0.230101

[X - W] = + 0.179336
[ Y - X] = +.0.218275

- 0.012491
- 0.965185
- 0.044882
+ 0.000413
+ 0.012287
+ 0.028659

1
2
3
4
5
6

\L = 0.012542
W ~ 1.434540

Residuos con valores
Ecuaci6n iniciales interme dios nuevos

m = - 0.001645

Y éstos en las (8 .6) dan

10 = - 0.055150

Comprobando ahora los residuos que dejan estos valores en las ecuacio­
nes fundamentales (5.3), los comparamos con los antes obtenidos (8.5) ,
cambiando la den ominación de aquellos qu e t itulamos "n uevos", por la de
"intermedios" ,

Formando ahora con estos nuevos valores los ya reiterado s cuadros aná­
logos a los II) y IV) tenemos :

V) \L T21 = . 0.539306
\L T31 = 0.877940
\L Tu = ' 1.178948
\L T51 = 1.429788
\L T61 = 1.693170

U = 0.473866
V = 0.879895

W = 1.434540
X =~ 2.196082
Y = 2.847518

V - U = 0.406029
W - U = · 0.960674'
X - U = 1.722216
Y - U = 2 .373652

W - V = 0.554645
X - V = 1.3 16187
Y - V = 1.967623

X - W = 0.761542
Y - X = . 0.651436
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= + 0.194262

= - 2.106528
- 0.194441
+ 0..092304

0.149993
0.772118

0.194441 ....
ea = 0.276958 = O. 1020

.. 0.149993
es = 0.214966 = 0.6977

e = 0.7005

tg E, =

tg Ea =

n= 00.7186

Lo que nos permite adoptar los valores
El = 2450.0402 = 4.276758 rad. (sup. 2 7t: =]
Es = 48° .1909 = 0.841090 rad . [= 2.006427

¡J. = 0.012542 rad.

- 0.056601 = _ 2ü.863312
+ 0.002107

- 0.329600 = _ 0.643835
+ 0.511932 .

Para el cálculo de la excentricidad, las fórmulas (6.11) y sus análogas
nos permiten obtener
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Las seis ecuaciones de la forma (6.12) que podemos plantear nos dan

(¡J. Th. = ,24.198244 (¡J. T).z = 24.199818 (¡J. T)a = 24.199594
(¡J. T), = 24.198480 (¡J. T)s = 24.197844 (¡J. T)s = 24.200279

que permiten obtener el valor medio (¡J. T) =24.199043, Yde 'aqúí e1 Pa.so-
por el periastro , . '

T = 1929.44

El período se obtienen inmediatamente a partir de

0.056601
e2 = 0.080568 = 0.7025

0.329600
e, = . 0.470950 = 0.6998

.'Y el valor medio de la excentricidad es

.Y de estos valores, se obtienen

E2 = 272°'.1319 = 4.749597 rad. (sup. a 2 7t: = 1.533588)
Ea = ' 295° .3944 = 5.155607 rad. (sup . a 2 7t: = 1.127578)
E, = 327° .2252 = 5:711156 rad. (sup . a 2 7t: = 0.572029)
Es = 10° .9934 = 0.191871 rad .

'Y con las (6.10) obtenemos:

El ='E2 - U = 244°.9813
El = Ea - V = '244°.9802
El = E, - W = 245°.0322
El .= Es - X =245°.1672

y a la vista de la reducción sufrida por los residuos y la homogeneidad re­
lativa de su orden de magnitud, los tomamos como aceptables para el cálculo
-de la órbita por el método expuesto en el parágrafo sexto , de la form a
siguiente : . .

Mediante las fórmulas (6.8) y (6.9) calculamos las tangentes de las ano­
malías excéntricas correspondientes a las épocas datos del problema, y se
.obt iene :
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que nos dan
il2 = 22 0 .6715

NI = - 0.668315
N3 = + 0.030598
N, = + 0.596277

L:: N = - 0.041440

tg (00 - Q) = - 0.592253
(00 ~ Q) = 1480.9415

MI = + 5.022537
M3 = - 0.185373
Ms = - 5.113957

L:: 111 = - 0.276793

t Pi + qi Pi- qi Pi qi 1-pi qi 1 + Pi q¡

1 +1.001532 - 0.152582 + 0.2449.46 + 0.755054 + 1.244946
2 + 1.803256 - 0.350170 + 0.782278 + 0.217722 + 1.782278
3 + 3.755638 - 1.002878 + 3.2H763 2.274763 + 4.274763 (8.9)
<1 - 5.823253 - 0.332107 + 8.449995 7.449995 + 9.449995
o +0.847492 - 0.119552 + 0.1759'87 + 0.824013 + . 1.175987
6 - 6.448678 + 25.477398 -151.878090 + 152.878090 -150.878090

Conduciendo ahora el cálculo por el método del Dr. Cid (12), ya reseña-
do, tenemos sucesivamente, .

Pi = tg ei tg E;f2 tg vJ2 Vi qi = tg V¡

1 + 0.424475 -1.568474 - 3.733715 2090. 9874 + 0.577057
2 + 0.726543 - 0.963471 - 2.293520 227 0 .1150 + 1.076713
3 + 1.376380 - 0.632242 - 1.505036 2470.2030 + 2.379258
4 - 3.077680 - 0.294077 - 0.700043 290 0 .0128 2 .745573
5 + 0.363970 + 0.096231 + 0.22907G 25 0 .8048 + 0.483522
6 + 9.514360 + 0.447225 + 1.064608 93 0 .5846 -15.963038
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00 = 162 0 .8712

con cos i = 0.702861.

y de aquí:

Como para el cálculo de los elementos 00, Q , i , solamente es necesario .¡
utilizar t res pares de valores de Pi y qil vamos a calcular dichos elementos I
con la terna de puntos 1-3-5 primeramente , y para ellos ten emos

De aquí se pasa inmediatamente al siguiente cuadro de valores a uti li­
za]' en el cálculo 00, Q , e i :

Calculando ahor~ con estos elementos los ángulos de posición de los
puntos-dato , de partida , encontramos las siguientes difer encias observación­
cálculo:

con estos valores y los de Pi y q¡ obtenemos

19 (00 + Q) = - 0.055894
(00 + Q) = 1760.8009
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siendo en este caso cos i = 0.66678f> , Y las diferencias observación-cálculo.
son :

Vemos e n este caso que la órbita obtenida pasa exactamente por los tres :
puntos definidores de ' sus elementos, y reparte aceptablemente los errores.
en los otros puntos.

(8.12).i = 48°.1806

i /2 = 24° .0903

N2 = - 190.653614
N4 = - 7.425175

1\16 = - 2.717198
~, N = - 200.795987

Q = 16".2979

t
tg2 :2 = 0.199917

M2 = - 938.290415
M4 = - 277.082352
M6 = - 12.166398

~ M =~1227. 5391 65

y de estos,

ro = 161°.1223

y estos valores junto a los de p¡ y q¡ nos dan

tg (ro + Q) = - 0.045055 (ro + Q)= 177°.4203 cos (ro + Q) = -0.998986
tg (ro - Q) = - 0.704785 (ro- Q) = 144°.8244 cos (ro- Q)= -- 0.817390

t ro + Vi tg (ro + Vi) tg ((j¡ - Q) (ji - Q 6i o-c
1 11.1097 + 0.196367 + 0.130935 7°.4596 23°.7 -0.7
2 28.2373 + 0.537033 + 0.358085 19.7016 36.0 0.0
3 48.3253 + 1.123372 + 0.749048 36.8349 53.1 + 0.9
4 91.1351 - 50.4708 - 33.6532 91.7021 108.0 0.0 (8.13}'
5 186.9271 + 0.111493 + 0.074342 184.2516 200.5 - 0.5
6 254.7069 + 3.657112 + 2.'138507 247.7021 264.0 0.0

Estas diferencias observación-cá lculo muestran patentemente que la Ór c .

bita calculada pasa correctamente por los puntos prefijados, excepto por el'
último, y concretamente por los tres que han serv ido para calcular sus .
elementos.

Vamos a tom ar ahora como puntos definidores los de la terna 2-4-6 y.­
para ellos tenemos aná logamente :

METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITA S DE BINARIAS VISUALES

t ro + V¡ tg (ro + V,) tg (e¡ - Q) 6¡- Q e¡ o-c
1 372° .8586 + 0.228270 + 0.160442 9.1149 23.0 0.0
2 389° .9862 + 0.577029 + 0.405571 22.0760 36.0 0.0
3 410° .0742 + ' 1.194891 + 0.839842 40.0266 54.0 0.0
4 452°.8840 - 19.8500 - 13.951791 94.0997 108.0 0.0(8.11)'
5 188°.6760 + 0.152595 + 0.107253 186.1217 200.0 0.0
6 256°.4558 + 4.14934 + 2.917709 251.07 265.0 - 1.0
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cos (el - Q) 1 + e cos VI
a = PI

cos (ro + v¡) 1 - e}

(8.16)

(8.14)i = 46.77

cos (el - Q) = + 0.989399
cos (ro + VI) = + 0.977229
cos VI = - 0.866113

Q = 15°0

a = 1".51

ro = 162°.08

PI = 1" .96
61 - Q = 8° .35
ro + V¡ = 12°.06
'Ql = 209°.99
1- e2 = 0.51

Como en este caso son

se obtiene

Para completar el estudio, vamos a calcular todas las diferencias O-C,
de los datos ' disponibles (11) de esta órbita para lo cual disponemos los
usuales cuadros de valores:

'con cos i = 0.684937.

Para estos valores, las diferencias osbervación-cálculo son :

.t ro + Vi tg (ro + Vi) tg (e¡ - Q) e¡-Q ei O-C

1 12.06 + 0.213651 0.146337 8.3 23,3 -0.3
2 29.19 + 0.558652 0.382641 20.9 35.9 + 0.1
3 49.28 + 1.161790 0.795753 38.6 53.6 + 0.4
4 92.09 - 27.4021 - 18.7687 93.0 108.0 0.0 (8.15)
fJ 187.88 + 0.138406 0.094799 185.4 200.4 -0.4
6 255.66 + 3.911740 2.67929 249.5 264.5 - 0.5

Vemos que con estos elementos se reduce a su mitad la sexta diferencia
"Observación-cálculo de (8.11) y la distribución de los errores puede ser
aceptada sin reparos.

Nos queda finalmente, el cálculo del semieje a, de la órbita para el cual ,
en este caso solamente disponemos de una observación de distancia, y el
valor que este único cálculo nos dé, debe ser aceptado con reservas, pero
al calcular todas las diferencias O-C para toda la lista de puntos osberva­
dos (11) utilizaremos cuanto se ha dicho al final del aprágrafo sexto, a este
respecto .

De las fórmulas (6.17) se obtiene

A la vista de los errores obtenidos en (8.11) y (8.13) vamos a aceptar
'Como definitiva la órbita que tenga como elementos los promedios de los
(8.10) y (8.12) que son
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Para (Ji

ti NI i ro + 'Vi 6i - º ei o-c
1821.39 282.35 12.47 8.6 23.6 0.0

32.73 290.50 16.20 11.3 26.3 + 0.2
38.66 294.76 18.34 12.7 27.7 - 0.7
43.16 297.99 2008 14.0 29.0 + 0.7
51.37 303.89 23.53 16.6 31.6 -0.6

1856.54 307.61 25.92 18.4 33.4 0.0
63.00 312.25 29.24 20.9 35.9 - 0.8
68.50 316.20 32.38 23.5 38.5 + 0.5
76.52 321.97 37.38 27.7 42.7 + 0.6
83.00 326.62 42.73 32.3 47.3 + 0.9

1889.61 331.37 48.93 38.2 53.2 + 0.4
98.33 337.64 59.47 49.3 64.3 - 0.3

1905.16 342.55 70.68 62.8 77.8 - 2.0 (8.17;
10.70 346.33 82.83 79.5 94.5 - 0.7
14.79 349.47 94.40 96.4 lll.4 - 1.4

1920.27 353.41 114.69 123.9 138.9 + 3.9
23.78 355.91 131.08 141.9 156.9 + 1.0
26.25 357.70 144.18 153.7 168.7 + 5.1
32.50 2.20 179.33 179.5 194.5 - 2.3
38.45 6.47 208.75 200.6 215.6 - 0.9

1941.71 8.82 221.40 211.1 226.1 - 2.7
45.48 11.52 233.96 223.2 238.2 - 4.2
51.53 15.87 249.06 240.8 255.8 - 5.3
54.98 18.07 255.08 248.7 263.7 - 0.3
57.72 20.32 260.43 256.2 271.2 . + 2.9

Para Pi

(Con las mismas épocas que para (Ji)

para a=l PI
p/ P;/Pi

,
calcu. o-e

1.271 1.573 2.02 -0.02
1.187 1.692 1.89 + 0.12
1.139 1.930 1.81 + 0.39
1.101 1.561 1.75 - .0.03
1.026 1.636 1.64 + 0.04 .

-91-
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9. O RBITA DEL PAR VISUAL ADS. 5159 = A. 2817:

0"674
0.696
0.725
0.752

280°1
283.9
287.5
290.7

1962.0
1964.0
1966.0
1968.0

Ef emérides

. Epoca Oi Pi

Elementos

p = 500' .97
e = ' 0.70
T = 1929.44
ID = 162°.08
Q = 15° .0
t = 46° .77
a = 1" .59
n = 0°.7186

RE YISTA- DE -L,i ACADEMIA DE CIENCIA S EXACTA S , FISICO - QUIMICAS y N,iTURALES

0.976 1.556 1.56 -0.04
0.909 1.495 1.45 -0.09
0.849 1.671 1.35 + 0.07
0.760 1.643 1.21 + 0;04
0.674 1.867 1.07 + 0.19

0.588 1.683 0.94 + 0.05
0.468 1.642 0.75 + 0.02
0.376 1.539 0.60 - 0.02 (8.18)
0.311 1.187 0.49 - 0.12
0.276 1.300 0.44 -0.08

0.259 1.388 0.41 -0.05
0.266 1.126 0.43 - 0.13
0.277 1.552 0.44 - 0.01
0.305 1.537 0.49 -0.02
0.322 1.766 0.51 + 0.06

0.329 2.004 0.52 + 0.14
0.338 1.654 0.54 + 0.02
0,360 1.554 0.57 - 0.01
0.375 1.490 0.60 -0.04
0.394 1.2H6 0.H2 - 0.12

K = promedio de ~ = semiej e adoptado = 1".59
Pi

Finalmente, los elementos definitivos de la órbita y las efem érides cal­
culadas son :

a) Orbita 1. .

De este par da Baize (11) una "nueva órbita" , quinta de las que publica
en la referencia citada, en la que aparecen unas fuertes diferencias obser­
vación -cálculo en los ángulos de posición. Para experimentar la capacidad



1950

O ~DOPT~IlO• OP>SE RVAC.ION

194-01930¡1l20

t80

FIG. 3

200

ID

360

300

210

250 +~-r-"""-"""-r-,--..--..r--¡---,--'---r---r-r--r--"--'---'-"""-""-"---r--"'---'..---.~--"""'--r_-r--r--.---.--r--"'T"""-'-"'-----r--",...........,r--r--,----,----.----r----r--.---'--"""--'---'
ICJIO

100

90



, . , JIETODOS DE CAL CULO Y MEJOfu1 DE ORBI T A.S DE BlN ,1RIAS l'ISUA LES

En estas condiciones, los valores iniciales calculados para .realizar la pri-
mera entrada , son: ' . . ,

(9.6)

(9.2)

W l == 313°40;
(9.7)

Vo = 202°.47
Yo = 469°.53

Cl36 = ~ 0.460435 .

v = - 0.195780
Y = + 0.229763

3." ecua +0.121947 ,
5." " +0.000220 (9.3)

Vl = 191°25
Y, = 482°69

U, = 103°.31 '
x, = 352° .94

1/. = - 0.033442
x = + 0.192764

Cl3:' = + 8.6SG065

- '93 -

V1 ~ 101°39
,Xl = 363°98

m = + 0.006631
10 = ' + '.0 .036578

(Lo = 0.198828
Wo = 311°.30

{L1 = 0.?05459

Cl31 = - 0.074243

.Y a los nuevos valores de las incógnitas fundamentales

1." ecua + 0.063369 2." ecua + 1.364952
4." " -0.001022 5." " + 0.000035

Eliminando en este sistema las incógnitas 10 , x, y , entre cada par de
'ecuaciones que las contienen obtenemos ' '.

.. " + 14.091196 m -:- 2.420238 1(" + '1.211162 v = - 0.062733
- 209.287676 m - - 0.154094 u - 0.090782 v =. :- 1.3(\4972 '. W.5)
- 33.402632 m - 0.238589 'U - 0.468110 v = ---.: 0.1218'81.

La resolución de estos dos últimos sistemas conduce a las primeraaco­
'lTecciones, que expresamos en radianes,

y nos permit en escr ibir el sigu iente sistema de ecuac iones para el cálculo
·de las primeras correcciones de los valo res (9.2) ,

-19.300423m -1.82si36~¿ + O.306643v +1.7365l4-w =-Ó.063369
+ 53.632367m - 0.95101211. +:1.452805v -2.78912110 = + 0.q010~2

·- 250.083298m - 0.05824Su -0.195001v + 1.314293 x =-1.364952
+ 1l.876553m -0.16886911. + 0.183620v -2.315609 x =-0.000035 (9.4)
- 1,1.625074m + 0.262393u - 0.4200S0v - 0.514990 y =-0..121947
- 73.012166m. - 1.67960f:l1/. -o.16lü27v +1.726572 y = + 0.000220

-que llevados a las ecuac iones fundam entales (5.3) dan los siguientes ' re-
-siduos

{le mejora ' de nuestro método,' objeto del presente trabajo, no· hemos du­
dado en aplicarlo al citado par visual , tomando como datos , inicial es los
obtenidos a partir de los pr opios elementos del Dr . Baize, para las épocas .

, , ti = 1915 1922 1930 1942 1946 1954 .siendo
(ji = 274° 42 1G2 225 280 57 (9.3)

los. re spectivos áng ulos de posición ad optados de la curva e(t), de acuerdo
con el trazado de la fig. 3." .

Las ra zones dobles (5.1) toman los val ores
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Su resolución conduce a las nuevas correcciones

(9.12}

(9.11}
W 2 = 313°95

v = + 0.099905
y = - 0.018116 (9.10}

3.a + 0.027615
6.a - 0.005953

TT2 = 196°98
Y2 = 481°66

u = + 0.057247
x = - 0.012418

2.& - 0.029923
5.& - 0.002554

U2 = 104°67
X2 = 363°27

m = - 0.001230
w = + 0.009631

!Jo2 = 0.204229

La - 0.014094
4.a + 0.003218

y éstas a los valores en segunda aproximación siguientes:

que representan una 'mejora muy uniforme respecto 9,8 los (9.8). Esta firme­
marcha de los residuos, nos induce a realizar una tercera aproximación,
preparando el nuevo sistema para el cálculo de terceras correcciones con
los datos (9.11), y que ahora toma la forma

-12.541044m -1.300809u +0.164153v + :l.224680w = +0.014094
+ 52.240828m -1.094595u +'1.4130091v - 2.389263w =:...-0.003218

-303.404129m -1.230362u + 1.590675v + 0.812687 x = '+ 0.029923
+70.280585m +0.093420u -0.084319v -1.923876 x = + 0.002554 (9.13)

+2.250334m + 0.167117u -0.680931v -0.688525 y =-0.027615
-67.188744m -1.751548u -0.484326v + 2.013162 y =-0.005953

Llevados éstos , como en el caso de los (9.7) a las ecuaciones fundamen-­
tales dejan los residuos siguientes :

L a ecua . . . . + 0.002791 2.&ecua -0.511994 3." ecua + 0.085170
4.a " • . . . +0.013432 5.& " +0.060939 6.a -0.114955 (9.8).

Para comprobar la marcha de la mejora, llevamos estos valores a las.
ecuaciones fundamentales (5.3) obteniendo los residuos

-9.068986m -0.881849u + 0.287769v .+0.808803w '= - 0.002791
+ '50.730402m -1.227072u + 1.401821v -2.164417w =-0.013432

-316~008010m -1.253771u + 2.019427v + 0.531913 x = + 0.511994
+67 .682777m +0.117107u -0.068230v -1.804485 x =-0.060939
+10.700009m -0.166636u -0.757999v -0.731715 y =-0.085170 (9.9).
-63.538575m -1.760623u -0.543377v + 2.098627.y =-0.114955

que . comparados con los primarios (9.3) nos ha cen ver que , si bien han
empeorado los de las tres últimas ecuaciones, han mejorado substancial­
mente los de las tres primeras, y en consecuencia , con los valores (9.7}
planteamos un nuevo sistema para el cálculo de unas segundas correccio-­
nes. y que es el siguiente:



(9 .16)

Es = 661°02

Wa = 314 °88
(9.15}

297°83 ,

y

0.2584,

v = + 0.030311
y = + 0.012174 (9 .14)

y

y

3.a + 0.000093
6.a + 0.000391

Va = 198°71
Ya = 482 °15

0.2560

298°15
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e = 0.2577.

T = 1949.93

u = + 0.008103
x = - 0.001398

0.2581

298°10

Va = 105°.14
X, = 363° 19

Ea = 496°81

2. a
- 0.000755

5.a + 0.000189

0.2577

298°21

m = + 0.000024
w ee ' + 0.016294

El paso por el periastro es (valor medio)

!J.a = 0.204253

cuya media nos da

que nos llevan a los de El

por lo cual adoptamos el valor medio El = 298°07, Y consecuentemente.

E6 = 780°42

Para la excentricidad obtenemos, independientemente, los valores

Para las anomalías excéntricas encontramos los siguientes valores

METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS " DE HIN/1RIA S VI SUALES

La homogeneidad y el orden de magnitud de estos residuos, así como
la marcha de las sucesivas correcciones (9.6) , (9.10) Y (9.14), nos inducen
ya a realizar el cálculo de la órbita, en forma .igual al realizado para el par­
anterior (vid. parágrafo 3), y por lo cual no detallamos su operativa.

El período es

La + 0.000873
4 .& - 0.000353

y llevados. como siempre , a las ecuaciones fundamentales, dan los siguien-
tes residuos "

que permiten obtener los valores de las incógnitas fundamentales

y SU resolución nos lleva a las terceras correcciones siguientes



(9.20)

(9.19)

M3 = + 133.971417
N3 = + 5.668103

e

- 0.67 .
0.00
0.00

'- 0.22 .
0.00

-0.04
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1
2
3
4
5
6

M2 = . + 70.413664
N2 = + 32.772579

ro = 334°31

M¡ = + 1.538723
NI = - 1.387986

S para ellos, las difer encias O-C en las e¡ datos resultan

Punto o-e

REVIST A DE Lit i1CA DEMIi t DE ·CIENCIA S EXACTAS, FISI CO· QUIMICAS y NATUR ALES

De todos ellos se obti enen inmediata y sucesivamente

tg (ro + º)=-0.010363 ro +º=359°41 cos (ro + Iº)= + 0.999947
tg (ro- º ) = - 1.282391 ro-º =307°95 cos (ro- º)= + 0.614933

tg' i/2 = 0.292591 tg i/2 = 0.540917 i j2= 28°41

.Y nos demuestran la bondad del cálculo por el exacto paso por los puntos
1.2.3 tomados como definidores y vemos que la órbita calculada pasa li-

.geramente mal por los otros tres, pero especia lmente por el .quinto punto.
En vista de ello definimos ahora los elementos angulares de la órbita con
los puntos 2.3 .5 (Ps = - 5.(i71812, qs = - 3.237680), Y encontramos los

.valores

-de todos los cuales se obt ienen los elementos

ro = 333°68 º = 25°73 . i = 56°82 (9.17)

Con estos elementos, las diferencias O-C en ángulos de posición para
Jos puntos dat os, son las siguientes :

1

Vi + ro tg (Vi + ro) tg (e¡- º ) e¡-º e¡ O-C
257°70 + 4.586410 .+ 2.510050 248°2 7 274°00 0.00

28.07 + 0.533278 + 0.291852 16.27 42.00 0.00
119.78 - 1.747510 - 0.956377 136.27 162.00 0.00
212.83 + 0.644950 + 0.352968 199.44 225.17 - 0.17 (9.18)
260.84 + 6.201620 + 3.394023 253.58 279.31 . + 0.69

47.77 + 1.101690 + 0.602933 31.09 56.81· .. + 0.19

Para calcular los valores 'de ro, º, i , hemos tomado-primeramente la Ier­
'n a de puntos dato 1.2 .3, cuyos valores auxiliares (vid. parágrafo 6), son

p¡ = - 14.300700 P2 = + 0.900404 P3 = - 0.324920
ql = - 4.005127 q2 = + 1.396478 q3 = - 0.672041

" le los cuales se obtienen
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A su vista y comparándolas con las obtenidas en (9.18) adoptamos la
órbita con los elementos comunes a ambas,

(9.21)

(9.21)i = 56°68

T = 1949.93

o = 25°47

e = 0.2577

ro = 333°99

p = 30'7 6

Estas diferencias son todas de menor valor absoluto , en general, que
ha obtenido Baize (11), y si bien su distribución hacia el final (puntos 10 y
11), no sigue la mejora obtenida en el conjunto, hay que pensar que , por
ser un par de escaso número de osberva ciones, y éstas de no mucha con­
fianza por al igualdad de ambas estrellas, la falta de mejores resultados
puede provenir de la elección de los puntos .sobre la curva, siendo ésta un
tanto incierta por la apuntada razón.

En vista de la magnitud y buena distribución de las diferencias obteni-
das aplicamos los elementos (9.21) a todas las observaciones disponibles,
obteniendo las diferencias O-C en 6i , que se relacionan :

N.O t¡-T' l\Ji Vi + ro 6¡-0 6i o-c
1 2fi.42 309°1] 255°56 244°88 270°35 + 4°25
2 33.53 32.30 27.35 15.86 41.33 -1.13
3 39.58 103.09 102.99 112.79 138.26 -8.14
4 40.65 115.61 112.36 ]26.83 152.30 + 4.10
5 44.74 163.46 143.8fj 158.14 183.61 + 4.19

6 48.55 208.04 171.30 175.20 200.67 -0.37
7 53.57 266.77 212.94 199.59 225.06 - 0.76
8 55.42 288.41 232.64 215.73 241.20 + 7.60
9 56.4G 300.58 245.53 230.35 (255.82)

10 64.26 31.72 26.51 15.32 40.79 -5.59

11 66.38 56.65 58.51 41.88 67.35 -4.75

y los promedios de los sereñados en (9.17) y (9.19), que son :

Estos elementos permiten obtener las diferencias O-C, (61 - datos) si-
guientes:

v¡ +- co tg (Vi + w) tg (6¡-Q) 6¡-0 6¡ o-c
258°01 + 4.708670 + 2.586312 248°86 274°33 - 0.33

28.38 + 0.540247 + 0.296739 16.53 42.00 0.00
120.09 - 1.725780 - 0.947912 136.53 162.00 0.00
213.13 + 0,652638 + 0~358472 199.72 225.19 -0.19 (9.22)
261.15 + 6.422530 + 3.527677 254.17 279.64 + 0.36

48.08 + ·1.11 3740 + 0.611749 31.46 56.93 + 0.07
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cuyos residuos en .las ecuaciones (5.3) del sistema fundamental son

La resolución de este sist ema permite obtener las nuevas correcciones

55.0y

W=314°33

ro = 331°16
i = 58°57

3." - 0.000004
6." - 0.000067

Cl36 = - 0.377269

282.0

v = 197°03
Y = 480°66

v = - 0.029352 . w = - 0.009576
Y = - 0.029493

2211 .5

T = 1949.80
Q = 26°75
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162.0

2.& - 0.002463
5.& - 0.000034

Cl35 = + 8.828232

e = 0.246

41.5

P = 30"77

1.& - 0.001490
4.& + 0.000293

(Ji = 276°0

ClM = - 0.095848

!J. = 0.204163 lJ = 103°87
. X = 363°03

m = - 0.000090 u = - 0.022214
x = - 0.002916

que conducen a los nuevos valores de las incógnitas principales

y en virtud de su orden de magnitud procedemos al cálculo de los elemen­
tos d~ la órbita I1, utilizando la terna 1.2.3 para el cálculo de los angulares,
obtemendo : .

Partiendo de todos estos datos se establece el sistema que define las
nuevas correcciones

-13.523075nt1-1.425066u + 0.209840v + 1.326672w = '+ 0.014007
+ 53.001085m -1.04370ltl + 11 .399948v -2.455960w = '+ 0.000853

-302.905242m -1.330977u + 1.585283v + 0.889000 x = + 0.007652
+71 .075863m +0.08837811- -0.081571v -1.976579 x =-0.000192 (9.~4)

-3.598721m + 0.124617u -0.640952v -0.545985 y = + 0.032472
-67.870957m -1.735616u -0.495336v +1.993853 y = + 0.000389

tomando como valores iniciales de las incógnitas fundamentales los obteni­
dos en (9.15), siendo ahora los valores de las razones dobles , los siguientes:

Por ello, hemos decidido hacer una cuarta entrada, partiendo de la
órhita definida por los elementos (9.21), que hemos visto es más aproxi­
mada que la incial, pero modificando los valores de las a¡ datos, para las
mismas épocas que se reseñen en (9.1).

b) Orbita n.
Hemos tomado para esta nueva entrada (fig . 4) los valores de los ángu-

los de posición. -
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Calculadas con ellos las diferencias o-e para los nu evos va lores Oi datos,
encontram os las siguientes:

Punto O-C
---

1 0.00
2 0.00
3 0.00
4 + 0.09
5 - 0.20
6 -0.04

que mejoran mu y sub stan cialm ente los obtenidos con la ór bita I , y que
han sido reseñados en (9.22) .

El promedio de los cocientes p¡J p/, y que adoptamos como semieje es
0.243. .

En definitiva, los elementos que adoptam os para la órbita del par visual
ADS. 5159 = A. 2817 son los siguientes: .

p= 30a77 ro = 3310] (j

e = 0.246 º= 26°7ñ
T = ]94D.80 t = 58°57

en = 11°689) a = 0"24

con los siguien tes resultados finales:

Observa cion es O-C

1914.83 274°6 0"18 A 2 n + 2°8 + 0"06
31.94 40.2 0.20 A 2 -0.7 + 0.01
27.99 129.4 0.17 VBs 1 - 6.9 + 0.02
29.06 156.4 0.19 VBs 1 + 4.8 + 0.02
33.15 187.8 0,20 <p 1 + 3.3 - 0.06

]9 36.96 200.3 0.19 VBs 1 - 1.2 -0.10
41.98 224.3 0.26 VBs 2 - 1.0 + 0.03
43.83 248.8 0.20 VBs 1 + 7.4 + 0.03
44.87 LO"l VBs 1 (25G.4 0"14)
52.66 35.2 0.11 VBs 2 - 5.1 - 0.08

1954.79 62.6 0.13 VBs 3 - 2.8 - 0.03

La comparación de las diferencias o-e en e¡, con las obtenidas en (9.23)
habl a claramente de la mejora obtenida con esta nueva aproximac ión, pre­
via la rectificación de los ángulos de posición que han servi do de nuevos
datos. Los comentarios a la sistemática de signos en los res iduos para las
distancias aparentes han quedado consignados en la introducción .

Seminario Matemático
Sección de Astronomía y Geodesia.

Zaragoza, marzo de 1962

- 99-



HEV ISTA DE LA ACADEMIA DE C/ENCI AS EXACTAS, n sico -QUlMIGAS y NATURAl.ES

NOTA BffiLIOGRAFICA

(1) VIDAL ABASCAL : Cálculo de órbitas de estrellas dobles visuales. Santiago, 1953.

(2) CID P ALACIOS : Contribución al estudio de estrellas dobles visuales. Mem. Ohs . Sa n­
tiago. Rev. Geofísica núm. 35-36 .

(3) BAUSCIllNGER : Die Blumbestimmunq der Himmelskbrp er, 2 aufl . Leipzing , 1928.

- (4) ZAGAR: Sopra un nuovo metodo analitico per iL calcolo delle doppie visualo. R. Ac.
de Palermo, 1 , 1938 .

(5) PICART : SU?" le calcul des orbites des étoiles doubles visu elles. C. R. 198. 1934 .

(6) MARTÍN: Metodo "1" pel' il calcolo d'orbita di una binaria visuale. Lincei Rend . (6).
1932. Padova, Publ. 1932.

(7) ZELMANOW : A Method for the Computation of the Orbits of Visual 'Binaries. Astr..1.
of Soviet Union . 16, 4 . 1939.

(8) CID PALACIOS : On the necessary and sufficient observations for determination 01
elliptic orbits in double star . As, Jour . 63 , oetober, 1958.

(9) SEELIGER : Fortgesetzte Untersuchungen Übel" der mehrfache St er-sust em ~ Cancri.
München, 1888 . v '"

(10) CID PALACIOS : Método de mejora de órbitas de estrellas dobles visuales. Urania, A.
XXXVII. p. 201 a 223. '

(11) BAIZE : Elements orbitaux de 30 étoiles cioubl~s . Jour . Observateurs. Nov. Dic. 1958.

(12) CID P ALACIOS: Cálculo y mejora de órbitas parabólicas en pares visuales. Urania .
Núm, 252 . 1960.

- 100 -



ESTUDIO TEORICO y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION
EN COLOIDES DE ORO

por

FRANCISCO BÁSCONES P EÑA

Laboratorio de Química inorgánica de la Facult ad de Ciencias de Zaragoza

I NTH OD UC CIO N

A partir de los estudios de Fourier acerca de la prop agación del calor ,
muchos otros investigadores han trabajado en resolver los problemas que
la difusión plan tea en el campo científico, con proyección en muchas o ca~

siones en el terreno de la técnica.
Figuras tan relevantes y conocidas como Graham, Fick, Smoluchowsky,

Einstein , etc., han arrojado luz sobre este tan sugestivo tema , al que mo­
destamente hemos consagrado, si bien con todo interés, nuestro esfuerzo
intelectual.

En este trabajo , distinguiremos tres partes principales : en la primera,
que podríamos llamar histó1'ica, repasaremos brevemente las ideas que so­
bre difusión se han tenido a lo largo de estos últimos cien años, señalando
las más valiosas contribuciones para el esclarecimiento del problema , e
ind icando cuál es el esta do actual de la cuestión .

En la segunda , o teórica , deja remos sentados los puntos que en el cálculo
de probabilidades hacen relación con este asunto, llegan do a su aplicación
al problema que nos ocupa.

Por fin, en la parte tercera , la experirnental, mostra remos la técn ica
empleada en el laboratorio para la obtención de coloides, para el logro de
una difusión de los mismos en condiciones adecuadas, para el estudio de
concentraciones coloidales en condiciones variables de tiempo y distan cins :
analizando los resultados obtenidos y contras tándolos con los teó ricos, ex­
traeremos finalm ente las conclusiones a que haya lugar.
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P ARTE HI STüRIC A

Podemos situar el mom ento ini cial del estudio de la difusión , en los
tra bajos mat emáticos de Fourier , mediante los cuales se resolvieron los
prohlemas teóricos que planteaba la prop aga ci ón del calor (1) a través de
paredes y de sólidos en general (2).

Graham y Fick , intuyeron la analogía entre la propagación del calor
a través de cuerpos sólidos y el paso de materia por difusión a través de
sólidos, líquidos y gases, en los que la concentración correspondiente a
dicha mat eria no es uniform e.

Fruto de los estudios en estos dos cientí ficos fue el establecimiento de
las llamadas "leyes de la difusión " tan conocidas entre los científicos.

Einstein , en la primera década de este siglo, dio un paso má s, ínt er­
pret.ando el mecani smo de la difusión y dand o un método experimenta l
mu y acertado y práctico par a la determinación del coeficiente de difusi ón
que siempre se presenta en las fórmulas de Fick. Anteriormente a Einstein ,
Van T'Hoff, V. Henry y algunos más, prepararon el camino para el logro
que el famoso padre de la relati vidad alcanzó en este tema de "la difusi ón.

La naturaleza esta dística de los fenómenos de la difusión nos ha su­
gerido su estudio aplicándole el cálculo de probabilidades.

Veamos, aunque rápidamente, estas apor tac iones que, por cierto ser ía
muy conveniente darles una forma concordante y. exponerlas con un cri­
terio y nomenclatura uniformes. Al menos, se nos permitirá insi stir sobre
el pensamiento de los autores que se citan, pero uniform and o su lenguaje
y expresiones escritas , as í como acoplando sus conceptos, mediante una
notación que no todos ellos emplearon.

VELOCIDAD I NSTANT i\ NEA y VE LOCIDAD U NITARIA

Las disoluciones y los coloides , que en fin de cuen tas son los que más
a nosotros nos interesan , pueden considera rse como moléculas o agrupa­
cienes molecular es que se hallan animadas incesantemente de movimi ento
dentro del disolvente o del medio de dispersión.

Considerando a la velocidad como espacio recorr ido partido por tiem­
po ernpleado, las velocida des a estudiar en los sistemas coloidales son
variables con los tiemp os de observación, por lo cual para los cálculos que
precisamos, hemos de tomar velocidades correspondientes a tiempo s
iguales.

En casos análogos suelen ut ilizarse velocidades instantáneas ; pero sién­
donos éstas desconocidas, usare mos velocidades uni tarias (o desplazami en­
tos en unidad de tiempo), sigu iendo así el criterio de todos los autores. _
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VELOCIDAD GEOMÉTRICA Y VELOCIDAD MATERLo\.L

El vector representativo de la velocidad que en cada punto y a cada
instante posee una molécula o una micela , dentro del medio de dispersión,
mide su velocidad geom étrica (3).

Para nuestras deducciones y cálculos supondremos que todas las molé­
-culas o micelas existentes en cada unidad o elemento de volumen, se hallan
animadas de la misma velocidad geométrica unitaria , cuyo módulo coincide
con la velocidad media aritmética. A esta velocidad la representaremos por
D.

Si se define como ve locidad material (3) al producto de la velocidad
,geométrica por la concentración e, será

Velocidad material = D. e
En el caso de que las concentraciones sean distintas en los diversos pla­

nos del medio estudiado, la velocidad material también variará con la situa­
ción, y mediante su conocimiento tendremos una medida de la cantidad
,de materia que se desplaza en el sentido del vector D. en la unidad de
tiempo .

'CAUDAL l\1ATERIAL

Cuando consideremos una sección de área q, el producto

D. c. q.

nos dará la caud alosidad material (4) que la atraviesa , pues fácilmente se
v e que dicho producto corr esponde a la mat eria que pasa a través de q. en
la unidad de tiempo.

A su vez
D. c. q. t.

s erá el caudal material es el ti empo t.

EXPRESIÓN DE LA CONCENTR ACIÓl'

Conviene también hacer notar que , pudiendo dar se la concentración
'como cantidad de soluto o de coloide en unidad de volumen, expresada, ya
por masa, ya por el contaj e de partículas y siendo este último método el
'que nos parece más práctico, a él nos atendremos de ordinario.

Cuando se hable pues, de concentración en un plano, entendemos que
-es el valor medio resultante al considerar las concentraciones en los diver­
'sos puntos que componen el plano. En realidad, allí donde hay micela , la
-eoncent raci ón es máxima, mientras que será Ola concentración en los pun­
tos dond e no existe partícula coloidal.

'G HADl ENTE DE CONCENTRA CIÓN

Para que se efectúe el transporte de materia por difu sión a lo largo de
un medio de disp ersión, es necesaria una diferencia de concentración en
Jos divrsos planos del medio.
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MECANISMO DE LA DIFUSIÓN
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Por cuanto llevamos dicho resulta fácil comprender que, de no exist ir­
condiciones exteriores que mantengan fija la distribución inicial de las
concentraciones mater iales -supuesta var iable con la situación dentro del
medio de difusión- la materia tiende por sí (5) a repartirse de tal modo
que su concentración llegue a igualarse en todo el medio , siempre que dis­
ponga de ti empo suficient e para que la difusión se efectúe.

Esta tendencia se efectúa grac ias y mediante el pro ceso de la difusi ón:
Supongamos un cilindro lleno de una disolución , o de un coloide , de

tal forma que la concentr ación ini cialmente vaya disminuyendo de izquier­
da a derecha, o sea CA > CB > ce.

Después de un tiempo suficiente, por efecto de la difusión, se puede­
apreciar una distribución de concentraciones que supera en valor al inicial,
en la parte derecha del" cilindro , mientras que es inferior en la región
izquierda del mismo.

Pues bien, a la variación de esta concentración a lo largo del medio lo
llamados gradiente de concen tración , que se representa por el cociente-

dif . 1 de_ 1 erenCIa: da;'

. El sentido en el que se efectúa la difusión es siempre aquel según el que
decrece la concentración , debido a la ' tendencia natural a igualarse la dis.,.
trihución material en todo el medio .

Por tanto, el signo del gradiente será + si las variaciones de concen­
tración y de x son cocrecientes, o sea si a !::J. c ~ 0, corresponde !::J. x ~ 0,
y será - si ambas variaciones son contracrecientes, es decir si .a !::J. c ~ 0,
corresponde !::J. x :;: O.

Conviene tener esto en cuenta para. interpretar fácilmente el signo me­
nos que suele aparecer en las ecuaciones de difusión.

Tras estas aclaraciones , entramos de lleno en nuestro -tema de la di­
fusión .
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Consideremos el cilindro antedicho , cuya sección es q unidades.
cuadra das

ESTUDIO TEORICO y EXPERI.\fENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

VARIACIONES TEMPORALES DE LA CONCENTHACIÓN . P RIMEHA LEY DE FICK

El fenómeno de la difu sión se efectúa, pu es, por el pa so de la mat eria
desde los puntos en que es ma yor la concent rac ión, a aquellos en que lo.
es men or . Pero esto no quiere decir que no haya transferencia de materia
de puntos menor a otros de mayor concentración sino, que la cantidad de
materia que pasa durante un mismo tiempo a través de la misma supe r­
ficie, siempre es ma yor en' el sentido de las concent raciones decrecientes'
que en el contrar io. Ademá s la difusión será tanto más intensa , en dicho
sen tido cuanto mayor sea el gradi ente de concen tración , supuestas iguales
todas las demás circunstancias. Esto se ha querid o indicar en la ante rior·
figura, significando los vectores punteados el paso de materia a través
de D en ambos sentidos, y el vector definitivo la suma algebraica de ambos:
vectores, equivalente a la materia difundida.

-+

Sea D la velocidad geométrica, que supo nemos invariable con el tiem­
po, supongamos que todas las mol éculas de un elemento de volumen están
animadas con la velocidad .D.

S de 1 " 1 1 1 . fi .ean e y e + -d' as concentraciones mice ar es en os p anos m inite-
.X

simalmente próximos X y X + dx, situados a: izquierda y derecha del pla­
no en el que se estudia la difusión .

El caudal material favorable a la 'difusión , que atraviesa durante dt el
plano será:

dC! = D. e. q. dt

- El caudal material desfavorabl e a la difu sión , en ese mismo tiempo y a
través del mismo plano ,será :

se, = D (e+ ~:). q. dt

Por tanto, el caudal material que, en fin ' de cuentas, trasládase por di­
fusión en el sentido en el que ésta se efectúa, o por as í decir el caudal-saldo>
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-será la diferen cia entre el favorable y el desfavorable a la misma difusión ,
'0 sea :

de
dC = dCI - dCl! = - D. q. -----¡;;-. dt

-que es la expresión conoc ida , de la primera ley de Fick (6).

'VAHIA CI01\ES ESPECIAT~ES DE LA C01\CENTTlACIÓN . SEGUN DA LEY DE FICK

La primera Ley de Fic k que nos hemos permitido re pasar, sólo nos dice
la cantidad de materia -cauda l- que difunde a través de q en el t iempo
-di , pero nada no s indica sobre la forma de distribución de la con centración
mi celar a lo largo del cilindro. Esto es lo que intenta la segunda Ley de
Fick, lográndolo en forma dif erencial (7).

La expresión diferencial de esta ley sabemos que es :

él e -D d2 e
- -- . - -

éll. . d :J!

'a la que se llega muy fácilmente por cálculo físico matemático, y qu e nos
·d ice la relac ión entre conce ntración , tiempo y posición espacial.

Esta ecuac ión, por otra parte, es aná loga a la de Four ier para la pro­
pagación del calor a través de paredes.

Por integración de la misma se obtiene n las soluciones de los casos pr ác­
l.icos (8).

Ahora bien, estas soluciones dependen de las condiciones impuestas a
los límites de integración , y en realidad, hasta el presente (9) sólo se han
logrado expresiones pa ra condiciones físicas que limitan mucho el campo
-de la experiencia .

Así , por ejemp lo , si un tuho, prácti cam ente indefinido, en el que se
considera fija la concentración en un o de sus extremos , A, que es en el que
'Se pone el problema , y en cambio es nula en el otro extre mo, B, por exis­
tir sólo en el medio de difu sión , suponiendo asi mismo qu e D sea constante,
's e tendrá , seg ún Kram pí (10) en un punto separado de la sección de con­
tacto ini cial entre el problema y medio de disp ersión , un a distancia X
-despu és del t iem po t , la fórmula :

e =co ( l-
x

-en donde y = 2 ..; DI. ; Y Co es la concentración ini cial en el punto cons ide-

rado como el origen de la difusión , o sea Co = CA' o lo que es lo mismo la
c oncentraci ón del problema antes de que tenga lugar la difusión.

Actualmente sig ue em pleá ndose esta misma ecuación de Fick , integrán­
dola para ciertos casos especiales , utilizando para ello diversos procedi­
mie ntos, como el empleo de operadores (11) etc.

Otra manera de enfocar la cuestión nos parece que podría r esolver el
problema de for ma senci lla y -más general. Esta es la finalidad de nuestro
trabajo, como más ade lante se verá.
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.E S TUDIO DEL COEFICIENTE D

Vistas ya las dos leyes fund amentales de la difusión , vamos a ocupar­
nos de la constante D, rev isando con criterio coordinador las ideas, mé­
todos de cálculo y consec uencias que en torno a la misma han expresa do,
usado y deducido los autores más destacados en este ter reno (12).

Graham , Henri , Einstein y Langevin , sobre todo, nos int eresan. Graham
por haber sido el ini ciador experi mental de dicho estudio; Henri por rela­
ci onar D con la fuerza debida a la presión osmótica, causa, según él, de la
difusión ; Einstein, por ap licar a su estudio la teór ica cinética y fuerzas de
rozamiento que, dando una nueva visión del movimiento browni an o, en­
caminó por nuevos derroteros el pro blema .de la difusión ; y, por fin , Lan ­
gevin por su deducción sencilla y elegante, aplicando un proceso físico­
mat emático.

Graham, aunque con muy escasos medios, t iene el méri to de haber mar­
cado el camino en la experimentación de la difusi ón , empleando sustancias
soluhles en el agua . Dispuso dos métodos distintos, basados en el análisis
químico (13).

A su imitación , se usaron después diversos métodos físicos y quím icos
para determinar las variaciones de concentrac ión y a su través deducir D.
Los más importantes son el de polariza ción de elect rodos de W eber (14), el
pola rim étri oo de Voit (14), el fotoespectométrico de Thovert (15), el refrac­
tométr ico de Johannisjanz (14), el óptico de Wiene (14), los fotocolorimé­
tricos, etc . (16).

HENRY enfocó de una nueva forma el problema de la difusión , al rela­
cionar este proceso con la presión osmótica del soluto en el medio de dis­
p ersión (17).

TI-+

dx
F IG . 3

Este n uevo enfoque marca , a su vez, el camino al tratamiento cinético­
molecular de la difusi ón, llegando a la conclusión de que

R'1'
[) = -----¡¡-

en donde vemos a D relacionado con valores perfectamente conocidos: R·,
constante de los gases, '1', temperatura absoluta del líquido y F fuerza neo'
cesaría para desplazar un mol de sustancia disuelta con una velocidad lí­
mit e de un cen t.ímetro por segundo en el seno del disolvente .
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FIG. 4

N = N° de Avogadro
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E = c. N
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FIG. 5

En el cilindro horizontal de sección q, que contiene una suspensión co­
loidal , supone Einstein que hay en un plano dado, situado a distancia a:
del origen, E gránulos o micelas por unidad de volumen, mientras que ·en
otro plano, x .+ dx , la concentración es E - dE.

E-dE
E

De esta s consideraciones, ya propuestas por Henri , se sigue que las fuer­
zas debidas a la presión osmótica son las responsabl es de la igualación de
las concentra ciones en los procesos de difusión. Para ma yor abundancia,
Nern st ha establecido su teoría sobre la rel ación ent re la movilidad de los
iones, el coeficient e de difusión y la f.e.m. en pilas de concentración. .

CON TRIBUC IÓN DE EINSTEIN A ESTE CAPÍTULO CIENTÍF IC O

El genial A. Einstein , tuvo en esta materia también un resonante triun­
fo. He aquí cómo trata este asunto (18).

Considera una vasija cilíndrica llena de una disolución diluida. En el
int erior puede considerarse un émbolo movible constituido por una mem­
brana semiperrneabl e que divid e al cilindro en dos partes A y B. Supone
que la concentración de la disolución en A es mayor que en B, de tal modo
que si se quiere que el émbolo permanezca .fijo, tendrá que hacerse desde
fuera una fuerza hacia A que sea igual a la diferencia de las presiones
osmóticas en A y B, multiplicada por la sup erficie del émbolo.

Ahora bien, como esa fuerza exterior no hay posibilidad de ejercerla,
el émbolo se moverá bajo el influjo de la mayor presión osmótica en A
que en B.
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Aplicando a las partículas en suspensión el tratamiento de la teoría ci­
nética de los gases, la presión debida a los impactos sobre 'el plano pri­
mero será

mEc2

3

siendo m la masa de un gránulo y c2 la velocidad cuadrática media .
En el plano, x + dx la presión será:

m (E - dE) c2

1t-d1t=--=--------=--
3

de las dos últimas expresiones se obtiene:

mdEc2

d 1t = -----=-
3

:y derivando respecto de x:

d « 1 2 dE
-- = --mc- --

dx 3 dx

Ahora bien, el gradiente de presión, multiplicado por la secci ón trans­
versal del cilindro, será el gradiente de fuerza al que se debe la difusión,

d 1t dF
q -;¡;- = ----¡¡;::

Pero la fuerza dF es la que actúa sobre todas las moléculas o gránulos
que se encuentran en el volumen elemental considerado, E. q. dx, luego la
-fuerza correspondiente a ' cada uno de ellos será:

f= dF = q.d1t
Eq dx E.q .dx

en donde simplificando y reemplazando tendremos:

f
= mc2

• dE
3 E da :

Pero según la hidro-dinámica, siempre que ,sobre una molécula o par­
tícula material en el seno de un medio resistente o viscoso, actúa una fuer­
za, dicha molécula o partícula adquiere en el seno del líquido una velocidad •
con arreglo ' a la expresión siguiente :

tv=--. R
t

siendo R, una constante típica del medio viscoso y de la forma de la par­
tícula, a la que se llama resistencia por rozamiento (19), y que no está to­
davía teóricamente calculada de una manera general.
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dE.-_. dt
dx

3 E.6 7t 1j p dx
m c2 dE
3 EHf ds:

v =

. de = v .E. q.dt = - q

que comparada con la expresión de la primera Ley de Fick nos dice:
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D = m~
3 Rf

Pero, según la hipótesis de Perrin (20), la ene¡'gía cinética de un grá­
nul o o pa rtícula en suspe ns ión: 1/2 mc2, es igual a la determinada por la

Ek
teo!,ía cinéti ca para una molécula gaseosa : N' donde e, = 3/2 RT Y N

es el número de Avogadro.
Por 10 tanto,

m c2 2 El, R T
-- =---=--

3 n, 3 NRf NRf

expresi ón , junt.o con todas las anteriores , mu y interesante y conveniente
_para det erminar teóricamente D.

por .fin , .nos es gra to dejar cons ignada en esta reseña hi stórica , la de­
ducción .por la que Lan gevin llega a la misma concl usión que Eins tein
acerca de D, si bien , por un camino puramente físico-matemático (21). .

Si una partícula se mu eve con una velocidad cuyo componente horizon­
dxtal V., = -d ' gracias a un a fuerza F, debida a los choques moleculares

. t .
del .disolvente, sufrirá uno. res iste ncia R, = 6 7t 1j p, en el caso de ser
esférica.

esta velocidad media será con la que se difunden los gránulos en sentido
de la concentración decreciente.

La cantidad de sustancia, por otra parte, que difundirá en el ti emp o
diferencial dt , se obt end rá con sólo multipli car dicha velocidad por el área
de difusión por la concentración y el ti empo , o sea:

R¡ = 6 7t "1) P

siendo 1j el coeficiente de viscosidad del líquido disolvente y p el ra dio de
la esfera móvil.

Así pues, la velocidad de cada partícula de las existentes en el volumen
cons iderado será

Para casos como el nu estro, en que se cons ideran partículas muy apro­
ximadamente esfér icas y de tamaño mu y gra nde en comparación con el de
las moléculas del disolven te, la res iste ncia por roza miento se ri ge por la
fórm ula de Stokes :
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La ecuación del movimiento de dicha par tícula , será :

d:x
rn . -1-'- = F - R, v'"( t-

es' decir , la fuerza real de la partícula se obt endrá como diferencia ent re la·
fuerza tot al impulsora menos la fuerza de res istencia del medio viscoso .

Teni endo en cuenta que F es variable e indiferent ement e puede ser po-o
sitiva o negativa, y usando el cálculo diferencial e integral , así como apli-.
cando la teo ría cinética a este problema se llega a que

D=~
NRf

Más adelante tendremos ocasión de ver más clara a ún la coincidencia entre­
las fórmulas de Einstein y Langevin al comprobar que los desplazamientos'
micelares debido s al movim iento br owni an o se nos dan por fórmulas muy'
afin es a las anteriorment e deducidas pero en las que int ervi ene el tiemp o.

APLICACIÓN A LOS SI STEMAS COL OIDALES

La contribución de Einstein al est udio de la difu sión no ha quedado aún·
del t.odo reflejada en las anteriores lín eas, ni siquiera en su parte más im- .
portante, cual es la que relaciona los desplazamient os brownian os con D .
Ahora, por exigirlo así la conveniencia , nos dedicaremos a justificar que­
cuanto llevamos dicho puede perfectament e aplicarse a los sistemas coloi­
dales, que son objeto de nu estro estudio.

En realidad , cuanto llevamos dicho hasta aquí, se refiere él difusión de
sustancias disueltas en el seno de un disolvente. Pero también puede apli­
carse a los sist emas coloidales en los que el tamaño de las partículas en
suspensión , como mu y bien se sabe, es mu cho mayor siempre que el ta-·
maño molecular (22).

En efecto, la anterior afirmación será v álida siempre que el tamañ o­
de las micelas no sea tan grande que el efecto de la sedimentación supere-
al de dispersión que efectúa ' la agit.ación browniana . .

Conocida por otra parte , es la ley de sedim entación de Perrín (23) ; "En
una 'suspensión en equilibrio la concentración crece en pro gresión geom é-.
trica , cuando la altura del nivel disminuye en progresión aritmética ."

Ahora bien , coloides de grano conveniente y en los que la agitac ión
browniana sup ere notabl ement e al efecto de la sedimentación , éste puede­
despreciarse prácticamente, como lo dice Bary Paul en "Les atomes", con
las sigui ent es palabras: "el repar to de ré gim en permanente de difusión
entre dos capas líquidas sup erpuesta s, está regulado por el equilibrio entre­
las dos acciones antagoni stas del peso que tiende a llevar los gránulos al'
fondo y de los movimien tos brownianos, que tienden a disp ersarl os".

En nuestro trabajo, hemos comprobado , en efecto, que pa ra los coloides,
!le oro al formol empleados, puede despreciarse el efecto de sedimentaci ón;
una vez tomadas ciertas pr ecauciones.
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Además , los efectos de sedimentación y agit ación browniano, depen­
d en , en sentido totalm ente contra rio, de la dimensión o tamaño micelar.
Por esta razón hemos escogido dichos coloides de oro en los que las pro­
tonas, cuando el coloide es roj o rubí, ti enen un t amaño que entra en
límites más adecuados dentro de la Coloide Química.

-OT RAS VEN TAJA S DEL TR ABAJ O CON COL OIDES

Además, el t rabajo con coloides para el estudio de la difusión, ofrece
una serie de grandes venta jas , cuales son : .

1." Pueden seguirse las concentraciones ' micelar es de una manera fa­
-cil ísima y segura si se posee un ultramicroscopio, con sólo efectuar con­
tajes de partículas e intervalos de tiempo, en lugar de practicar largos y
pesados análisis de muestras extra ídas del problema.

, 2." , Las cantidades precisad as par a estos contajes son tan pequeñas,
con la técnica, que h emos seguido, que es sufici ente una pequeña gota .

, 3." Como esta gota extra ida no altera, prácticamente, la cantidad del
medio de difu sión , puede considerarse constante la distancia de Ias diver­
.sas muestras analizadas a la interfase, por lo que la única variable afecta-
da para un mismo problema es el tiempo . '

, 4.á Utilizando esta técnica en diversos tubos de alturas distintas (de
contenido en problema" se entiende), podrá estudiarse la difusión en su
caso más complejo, es decir , cuando el ti emp o y distancia varían .

MOVIl'>UENTO BR O\VN lAN O y DIFUSIÓN

Seguimos las ideas einstenianas relativas (24) a la difusión, en cuanto
-de má s original tienen por ' su explicación y deducciones, empleando el
movimiento browniano , ,que muy especialmente se aprecia en los sistemas
c oloidales . Por esta razón, nos hemos permitido una quizá excesiva am­
plitud en las páginas anter iores.

El movimiento caótico en zig-zag que muestran las partí culas coloida­
les al observarlas mediante el ultramicroscopio, es el llamado movimiento
brownlano, por haber sido el ' botánico inglés Brown , quien en 1827 lo ad­
virtió por ' vez primera con los"gra nos de polen .

Aunque ya en 1874 Carbonelle y Thi rion (2'5), fund ándose en la teoría
c in ética at r ibuyeron tal movimi ento a los impac tos ' de las mol éculas cir­
'éundantes de disolvente sobre las' partículas coloidales, fueron mu chas las
teorías que los 'científicos emitieron para explicarlo, como puede 'verse en
la literatura de coloide-química correspondiente ' al pasado siglo y' a la pri-
mer?- decena de años del actual. , ' ,

Por fin, Einstein y Smoluohowski, aunque ind ependientemente, demos­
traron que Carbonelle y Thirion tenían toda la razón y por tanto , que el
'desplazamiento de un a .sustancia disu elt a en otra , . de una región a otra
-del disolvente, representa el tipo más sencillo de cinética química y se le
puede aplicar la teoría cinética. .
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En los coloides se observa perfectísimamente el dicho movimiento cuan­
do el grado de división micelar es adecuada, pero aun existen coloides con
óptimas condiciones para ello, razón por la cual hemos efectuado las ex­
periencias con los coloides de oro de color rojo rubí (26), que son los de
tamaño de protona más reducido posible. Estas experiencias las hemos
efectuado con el ultramicroscopio de rendija.
4 El mismo Einstein asoció este movimiento con el proceso de la difusión,
mediante estas palabras: "La teoría cinético-molecular abre ante nosotros
un segundo punto de vista para el estudio de la difusión. (Recuérdese que
el primero es el de la presión osmótica). El proceso del movimiento caótico
al que hemos hecho depender del contenido calorífico de la sustancia di­
solvente. hará que las moléculas aisladas en el seno de un líquido, varíen
en su posición de una manera totalmente imprevisible. Este errar o, por
así decir, moverse sin rumbo fijo de las moléculas en el líquido, tendrá
por resultado una distribución de concentraciones tal que hará uniforme en
todos los puntos a una disolución que inicialmente no lo era " .

DETERMINACIÓN DE COEFICIENTES DE DIFUSIÓN MIDIENDO

TRAYECTORIAS MICELARES

Tras la larga cita anterior, proseguimos el pensamiento del famoso cien­
tífico alemán, hasta establecer su famosa ecuación del movimiento
browniano.

Si en un tiempo dado , t, conocemos la situación de cada una de las mo­
léculas disueltas o de las micelas de un volumen dado , quedando dicha
situación representada por unos valores de x para un tiempo t + 1:, siendo
1: un tiempo muy corto, podremos suponer que la relación de concentra­
ciones en el mismo volumen habrá var iado muy poco en dicho intervalo 1:.

Llamemos 111, 112 •• • los desplazamientos de la primera, segunda.. . mice­
las durante el tiempo 1:. Estos desplazamientos los consideraremos negati­
vos hacia la izquierda y positivos a la derecha.

Como quiera que la disolución es diluida, los desplazamientos de las
micelas están condicionados por el disolvente, y nunca por las demás par­
tículas. Aunque individualmente cada desplazamiento micelar tendrá dis­
tinta magnitud que los demás, puede considerarse, que, por término me­
dio, en lugares de la disolu ción . con distinta concentración, los desplaza­
mientes medios vendrán a ser igual es en valor absoluto , puesto que son
igualmente posibles en todas direcciones.

Veamos ahora qué cantidad de sustancia difundida es la que pasa a
través de la sección q durante el tiempo 1: (fig. 6). ,

Suponemos conocido el desplazami ento medio, 11 . de las micelas en el
sentido ,del eje del cilindro. Como, por otra parte no deben existir prefe­
rencias para el movimiento de .las micelas en ninguna dire cción, ' para
simplificar supondremos que todas ellas experimentan ' el desplazamiento
11, pero que la mitad lo hace hacia. la derecha y la otra mitad hacia la
izquierda.

Tomemos 'el plano F del ciÚnClro corri'6' plano de difusión.
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Cumpliéndose que el gradiente de concentración sea constante, podre­
mos hallarlo mediante la siguiente expresión :

dc ~ - CI
- =---
dx A

En efecto, la mitad de las micelas que se hallen entre los planos Q¡ y P',.
qU E:' serán :

atravesarán el plano de difusión hacia la derecha , debido a la probabilidad'
igual de que se desplacen en uno u otro sentido.

Igualmente la cantidad de micelas que pasarán a través de P de derecha'
a izquierda durante el mismo tiempo 1:', será también la mit ad de las que
se hallen en el elemento de volumen limitado por los planos P y Q2' que­
será igual a la concentración media , o la que corresponde al plano medio,
M2 , por el volumen q. ó. , o sea : '

t C2 ' q . ó.

Las micelas que se hallen fuera del volumen comprendido entre los
planos Q¡ y Q2' se hallarán a distancias del plano P que superan el des­
plazamiento ó. , y por tanto , no lo alcanzarán.

Por consiguiente, el caudal-saldo que dur ant e el tiempo 1:' pasará por P
y al que se deberá la difusión, será igual a la diferencia de los caudales
que en sentidos opuestos atraviesan el dicho plano en ese mismo tiempo,
o sea:

Teniendo en cuenta las antedichas suposiciones, y que las concentracio­
nes medias en los volúmenes comprendidos entre los planos P y los Q¡ y Q2'J
separados cada uno de ellos del P por una distancia Ó. a izquierda y derecha,
respectivamente , son CI y C2 , podremos hallar las micelas que pasan en,
amb os sentidos através del plano P durante el lapso de tiempo 1:'.
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de donde,
. de

C¡ -C2 = -1:1 -­
dx

valor que reemplazado en Ca) nos dará :

d ce = - t q /12 dx

cant idad de sustancia difundida a través de P durante el tiempo 'L . Por
tanto, si queremos la expresión general del número de micelas difundidas
durante el tiempo di, lo conseguiríamos, con sólo dividir la anterior ex­
presión por 'L multiplicando después por .u.

En una palabra,
/12 dc

de = - J. q - . - dl
- 'L dx

que es la expresion dad a por Einstein de la primera ley de Fick, y de la
que puede deducirse el valor de D con respecto a los desplazamiento s mice­
lares que efectúan el movimi ento brownian o, durante un ti empo 'L proyec­
tado s sobre el eje horizontal del cilindro de difu sión considerado :

que es la famosa fórmula .de Einstein del movimient o br owni an o, SI bien
ordinariamente suele expresarse de la forma siguiente :

resultante de despejar /1 y reemplazar D por el valor que en párrafos ante­
riores quedó considerado como dedu cido para D por el mismo Einstein .

De las anteriores expresiones puede dedu cirse que el camino o despla­
zamiento medio recorrido por una micela no es proporcional al tiempo ,
sino a la raíz cuadrada del tiempo. Se sigue de éste que los caminos efec­
tuados en dos unidades de ti empo sucesivas no siempre se sumarán, sino .
que por el contrario, en muchas ocasiones se contrarrestarán.

Para justificar nuevamente la aplicación de estas dedu cciones a los co­
loides, insistiremos con las propias palabras del sabio rela tivista: "Según
la interpretación cinét ico-molecular no existe diferencia alguna esencial
entre una molécula disuelta y un corpúsculo suspendido".

Según anteriormente se dijo , Langevin llegó por una elegante deduc­
ción físico-m atemática de la ecuación del movimient o de las partículas
coloidales en un medio viscoso-resistent e:

d2 x
m --;¡¡;- = F - R¡ u,
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D. 2 =Ji.- r·",
'" N31t p

que es la misma fórmula de Einstein para el movimiento hrowniano , como
muy fácilmente puede comprobarse (27).

COMPROBACIÓN DE LA FÓRMULA DE EINSTEIN EN NUESTROS COLOIDES

Varios autores han comprobado experimentalmente que la fórmula de
Einstein para moléculas .disueltas, que resulta ser:

r· 't
D.,,} = 1,26 . 10-17

- -
'f¡ p

una vez sustituidas las constantes por sus valores numéricos, se cumple con
cierta aproximación para los coloides.

Burton presenta unas tablas de valores a este respecto, en las cuales se
cotejan los valores observados experimentalmente con los teóricos calcu-
lados (28)

Nosotros hemos hecho también la comprobación ' para los coloides de
oro al formol con los que hemos trabajado , y nuestros valores experimen­
tales y teóricos no difieren más que los de los autores citados.

En efecto , como muestra damos dos ejemplos correspondientes a dos
problemas con los cuales hemos trabajado .

El primero , cuyos granos de oro tenían un radio micelar p =
= 1,55 . 10-6 cm. trabajando a 27°C. y empleando el agua bidestilada
como medio de difusión, por lo que 'tJ = 8,554 . 10-3 paises y determinando
recorridos micelares correspondientes a un tiempo 't = 1 segundo, nos re­
sultaba un valor calculado:

D. (Calc .) = 5,3 . 10-' cm·/seg.

mientras que el experimental resulta ser:

Ó. (Obser .) = 10,2 . 10-' cm.jseg.

El segundo, para 20 grados C., T¡ = 10.087 . 10-3 paises, y p
1,69 . 10~6 cm. y un segundo de tiempo resulta:

D. (Calc.) = 6,8 . 10-' cm·/seg.

D. (Obser .) = 7,5 . 10-' cm./seg.

Valores, que teniendo en cuenta que los de Burton suelen ser los obser­
vados tres o más veces superiores a los calculados, nos han dado gran con­
fianza para la experimentación.
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AGITACIÓN BROWNIANA y COEFICIENTES DE DIFUSIÓN

Es lógico pensar que el mayor desplazamiento medio de las micelas sea
debido a choques más enérgicos con el medio de dispersión , por efecto de
la denominada agitación browniana (29)

Ahora bien, un mayor recorrido medio, lleva consigo una difusión más
rápida, y, en efecto, si la agitación browniana es,

112

A=--
t

fácilmente se deduce la relación entre D y dicha agitación; pues, si como
ya se vio:

A
D=-­

2

De aquí que podamos considerar a la agitación browniana como una
constante para cada sistema estudiado, pues siempre hemos supuesto que
también D lo es.

Inmediata consecuencia práctica será poder determinar el desplazamien­
to medio micelar para cualquier lapso de tiempo si se conoce el recorrido
medio para un tiempo determinado.

Como, por otra parte, este recorrido medio lo podemos hallar experi­
mentalmente siguiendo las trayectorias de las partículas en intervalos de
tiempo perfectamente iguales, se cumplirá:

112 112
'
,

t t

de donde se despeja 112
' . Es decir, que la determinación de un recorrido

medio es suficiente para las series de análisis de un mismo coloide.
Disponiendo de un ultramicroscopio y de un cronómetro, tenemos , pues ,

resuelto el problema de determinar coeficientes de difusión. Problema que,
de no tratarse de coloides, tantos han intentado resolver por diversos pro­
cedimientos químicos, colorimétricos, eléctricos. ' etc. con mucha dificultad
siempre y con poca fortuna y precisión las más de las veces, tenida cuenta
la dificultad de la experimentación.

APLICACIÓN DEL CÁLCULO DE PROBABILIDADES AL ESTUDIO DE LA DIFUSIÓN

Según se ha visto, por efecto del movimiento browniano es imprevisibl e
la fijación de la posición alcanzada después de un tiempo por una determi­
nada partícula.

Pero siendo igualmente probables o posibl es todas las direcciones del
espacio dentro del medio de difusión que pueden tomar las innumerables
micelas que constituyen el coloide y estando sujetos sus desplazamientos
medios, en cualquier dirección, a las fórmulas antedichas en relación con
los tiempos, es lícito suponer que la distribución de dichas micelas es de
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carácter estocástico, es decir , que a ella se le puede aplicar .perfectam ent e
el cálculo de probabilidades.

Por tanto, podrá estudiarse el fenómeno de la difusión aplicándole las
teorías probabilísticas, como ya algunos autores han apuntado en alguno
de sus trabajos (30).

E STADO ACTUAL DE LA CUESTIÓN

Con lo dicho nos parece haber expuesto suficientemen te las líneas gene­
rales por las que, hoy día , discurre el problema de la difusión, que, en re­
sumen; se ha querid o resolver en los casos prácticos integrando la segunda
ecuación diferencial de Fick, siempre que, previamente se conozca el coefi­
ciente D. Pero en realidad , sólo en algunos casos con muchas restricciones.
es esto posible.

Por otra parte, en los últimos años se ha esbozado la posible y más ge­
neral solución, mediante aplicación de la teor ía matemática del cálculo de
probabilidades ," pero sin haber llevado adelante, y hasta sus últimas conse­
cuencias, esta idea.

Esta es la finalidad fundamental del prese nte trabajo.
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PARTE TEORICA

INTUODUCCIÓN

Aunque en las precedent es páginas no pretendamos, ni mucho menos ,
babel' recogido de una manera exhaustiva cuanto sobre difusión se ha es­
.erito, creemos que las bases y las mejores aportaciones relativas a este tema
'están suficientemente examinada s en . relación con este trabajo.

Acordes con el propósito de sacar partido 'al cálculo de probabilidades ,
trataremos en esta segunda parte de explicar, en forma sencilla, aquellos
capítulos de estocástica relacionados con las funciones de probabilidad, con
las leyes de distribución normal en una, dos y tres dimensiones, con In
interpretación de los parámetros estadíst icos, con las relaciones que ligan
'a dichos parámetros y mediante los cuales nos es de suma facilidad pasar
-de unos a otros, etc . etc.

Esta tarea, al parecer innecesaria , nos llevará como de la mano a la más
importante meta de nuestro trabajo , que es establecer los criterios y las
fórmulas para el cálculo teórico de las concentraciones coloidales en los di­
versos puntos del medio de dispersión, logradas gracias al proceso de la
'difusión coloidal.

Consideraremos dos casos distintos : el primero , en el que la difusión
'se considera producida mediante ondas esféric as : el segundo , más intere­
sante en la práctica , trata a la difusión como realizada mediante ondas
planas , y tiene en cuenta los efectos que la presencia de fondos , paredes
laterales y superficie de separación entre coloide yagua, así como de la su­
perficie libre del medio de dispersión -agua- pueden introducir en la
·difusión .

LEY DE DISTRIBUCIÓN NOHlIIAL DE FLUCTUACIONES ¡\i ONODIMENSION ALE S

Basándose en los postulados de Haage (31), según los cuales: "Las per­
turbaciones o errores de magnitudes cualesquiera que pueden ser considera­
das debidas a perturbaciones elementales, iguales en magnitud e indiferentes
'en signo , que se asocian de forma indefinida, pudiendo llegar ésta hasta
ser en número infinito" se llega a obtener la famosa función de Gauss:

h
y = J 7t e-h'x'

en la que y es llamada comúnmente F ACIU DAD de una perturbación de valor
x , y que' representa el valor de la ordenada que en la curva de campana
(figura 7) corresponde al punto de abcisa x .

Como es bien sabido, h es una constante que depende de la precisión de
las medidas, por lo que suele .llarnarse ordinar iamente, parámetro de pre­
-cisión (32).
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FIG. 7.
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TABLA 1

X Y Y/Y .
Max.

°
h

1..¡---:;-
1 h

± .-- 0,8
2h .¡ " e1f 4

1 h
±--= .¡-; e1f 2

0,6? (Inf.)h'¡2

1 h
± --

'¡-;¡ e 0,37
h

3 h
±-- 0,12

2h .¡ tt e9f 4

7 h
±--' - 0,08

4 h .¡ " e49f 16

2 h
0,047± --

h '¡" e4

-2
h

X'

Ahora bien, la func ión .de Gauss nada nos dice, por sí misma de la
probabilidad con la que la perturbación o error de la magnitud considerada
se halle comprendida entre dos valores extremos x y x + dx, es decir , la
probabilidad corr espon diente al intervalo dx. .
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Fácilmente se comprende que el producto y . dx, siempre que da:
sea un infinitésimo, sumado a lo largo de las x, equivaldrá al valor de la
función integral de la curva de Gauss, ent re los límites a que se extienda
dicha suma. Llamando <I> a dicha fun ción integral , se cumplirá siempre :

d<I>=y·dx
y .tambi én

x + dx l X+ dx LX+ dx ' h _ ••
<I> = . y dx = - -= e hx dx

x x x V 1t

Esta función que nos da la probabilidad antedicha es la que rea lmente
nos interesa considerar aquí.

PROBABILIDAD DE UNA PERTURBACióN MENOR QUE UN VALOR FIJADO

Si en (2), los límites se hacen Xl y X 2 respectivamente, la probabilidad,
de tener una perturbación cuyo valor se halle comprendido en el intervalo
( Xl' x 2) (33) vendrá expresado por : .

x, lX' h - h ' , .<I> = ----= e x dx
x, x V 1t

1

que, en el caso de que el límite interior fuera 0, nos daría la expresi ón ;

<I>:' = ~fox, : 1t e- h'x' dx

que nos dice que la probabilidad de perturbaciones menores que un valor·
E en un sentido, será:

6 16 h<I> = ----= e-h'x' dxov 1t .o.
Si se quiere la probabilidad de perturbaciones cuyo valor absoluto sea

inferior a E, como quiera que el intervalo sería el correspondiente
(- E, E) sería :

h -h'x' dx----= e
V1t

Concretándonos a nuestro caso, o sea , a que tomamos los desplazami en­
tos micelares, previamente proyectados sobre un eje, y medidos a partir'
de un punto fijo -origen- la fórmula que nos dará la probabilidad de des­
plazamientos menores que r x en cualquiera de las dos direcciones , será :

l' 2 h 1r x
<I> x = ----= e-h'x' dx

o ' V1t o
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Para el caso de que 1"0; valiera infinito, se tendría la cer teza de que to­
-das las micelas cayeran en el intervalo, y por tanto, la probabilidad sería
'igual a 1. En efecto , la funció n (6) toma el valor 1 cuando ro; es igual a infi­
nito, pues la serie a la que dicha función integral equivale ti ene como lí­
mite la unidad,

"L EY DE DISTIUBUCIÓN DE FLUCTUACION ES nIDJl\IENSioi\"ALES

Así como la ley de distribución norm al monodimensional suele aplicar­
se en el cálculo de errores fortui tos, como en su caso más típico, cuando se
trata del estudio de la distribución normal en dos dim ensiones, se suele
"acudir al ejemplo de la distribución de imp actos alrededor de la "diana en
el ti ro al blanco, par a sens ibilizarla y hacerla más intuit iva .

Aunque siempre se disp ara con el fin de dar en el centro de la diana ,
se desvían las trayectorias de los proyec tiles, dan do una distribución de im­
pactos en la que se aprecia mayor densidad en las proximidades de la
·diana .

Esta separación de impactos res pecto del centro de t iro (supuestas siem­
pre idént icas las cond iciones persona les del tirador) podemos considerarla
-corno consecuencia de unas perturbaciones elementales, iguales en valor
absoluto e indiferentes en dirección , que pueden act uar en número mu y
gra nde , dando una resultante totalmente imprecisabl e en cada caso partí­
ocular , pero que, estadísticamente, siguen la distribución normal que estu-
diamos a continuación .

Al proyectar sobre una línea recta las desviaciones bidimensionales ten­
dremos una distribución lineal en la que las desviaciones con respecto a la
diana pueden considerarse producidas por perturbaciones elementales,
iguales a la media de las proyecciones de las perturbaciones elementales a

-que nos referimos en la ley de distribución monodimensional.
Una distribución que cumple estos supuestos la denominamos distri­

bución norm al bidimensio na l.
Debido a la conveniencia de su establecimiento, por su relación con la

tridimensional así como para la investigación de los parámetros y medias .
-estadísticas en desviación bidimensionales, vamos a tra tar ahora .mísmo
de ella (34).

L EY DE DISTIUBUCIÓN NOR MAL BIDIMENSIONAl.

Supongamos los ejes coordenados X, X' e Y, Y' Y en su plano un valor r
q.ue mid e el desp lazamiento correspondiente a un impacto, cuyas proyec­
cienes sobre ejes coorde nados son ro;, rv respectivamente.

Según se vio en el capítulo de la distribución normal en una dim ensión ,
la facilidad de un desplazamiento cuya proyección sobre el eje OX sea

"ro; será
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.Y la de un desplazamiento de pro yección 1' y sob re OY :

-123 -

La facilidad de un desplazamiento cuyas dos proyeccion es sean r ", y 1'11,

:Y por tanto de un desplazamiento dad o, incluso en dirección, se obtendrá
multiplicando las ' facilidades de las proyecciones componentes, segú n el
'conocido principio de facilidad es compuestas:

ESTUDIO TEORICO l' EX I'EW .IIENTAt IlE l_A })JPUS/(}/I' E/I' COLOIDES J)J, OUt)

-q ue es la probabilidad de que al desp lazarse super ficialmente una par tícula
Ilegue a caer en un .área d S, separada del centro una distancia r .· .

«le donde se deduce inmedia tam ente :

'queriendo 'significar con el símbolo 1" el vector según el, cual sé expresa 'el
desplazamiento dirigido . .

A esta facilidad la llamaremos [ ácilidad swperiicial. y equivaldrá a la.
-derivada de la fun ción pr obabilidad con respecto a In superf icie.

Escribiendo de esta forma diferencial t endremos:

d<I> .h2

F = -- = - - e-h~ '"
r d S TI
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(9)

(11)

(l O)

Así como la función de Gauss tiene su r epresentación analítica en la
típica cu rva de campana , (fig . 7) la función (11) podremos representarla
gr áficame nt e estudiando sus puntos importantes.

Desde luego , dicha función no tiene sentido físico para valores en que
r sea negativa, por lo cual prescindimos <le la rama correspondiente.

Además, cuando r es igual a 0, F también se anula.
Hallamos los valores en que F' es igual a °que nos darán los puntos en

que la función pasa por el máximo o mínimo.

[

L a sol. r = 00 asíntota.
F' = 2 h~ e-h'T' • (1 - 2 h2 r) = O 2 a 1 _ 2 h2r-O _ _1_ _

. so . r - r - ± h ,¡z

ESTUDIO ANALÍTIC O DE LA FUNCION NORMAL DE DISTRIBUCIÓN

EN DOS DIMENSIONES _

.Asímismo determinamos los puntos en los que la curva tiene infle-

que será la facilidad de una dispersión r en cualquier dirección del plano
y que expresaremos de la siguiente manera:

Fma:t = [2". h e-1 /2 = h;-{2

1
Para r = -= tendremos un máximo de la función cuyo valor ser á ;

h >/2

en donde , la no existencia del ve ctor superpuesto a la r , indica que el des­
plazamiento puede ser en cualquier dirección.

expresión que nos da la probabilidad de un desplazamiento comprendido
entre l' y r + dr en cualquier direcci ón.

P ero de (10) se deduce fácilmente:

d <I> . 1..2 h' ,
-- = 2 u. r e- T

dr

d S = 2 7t l ' . dr

qu e r eemplazando en (8) t endremos:

r + dr h2

d <I> = -- e - h'T' • 2 7t r • dr
-,. 7t

Esta d S será el área de una corona circular de anchura dr. Su valor
en función del radio es :
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r y = 2h2re-h' r' vtv«;

° ° °
1

hl8 e l / 16' 0,14--
16 h

1
-- h/4 . e l / S' 0,28

8h

1
- - hl2 el/ 16 0,57

4h

1

2 h ,¡ 2
hl el/S 0,73

1
'¡2hl el J'

h J'i
1-Máx. o

1

h
2 hf e 0,88

'¡3
'¡6 hl e3/ 2 0,6 Infl ex

h J'i
2

h J2 2 ,¡2hl e.2 q,37

5

2h
5 hl '¡'i e 25/ S 0,16

y

x

FIG. 9
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(13)

[ ' 2 h2 1" • e-h' " dr
• oo

El movi mi ento de las mic ela s de un coloide en el seno de su medio de
dispersión , es totalmente caótico, y .como a im pulsos in stantáneos qu e re­
cibiera n de las mol éculas del citado medio de disp ersión,

Siguiend o durante un ti empo sufic iente a una mi sma micela, se aprec ia
que describe un desplazamiento en zig-zag qu e es la proyección sobre el
plano visual del ultramicroscopio del movimiento est ér ico qu e realmente
la anima:

Este movimiento , llamado browniuno según se vi6, puede desplazar las
partículas en cua lquier dirección espacial, sin qu e ha ya direccion es pri­
vilegiadas.

Esta función integral se resuelve di rectamen te por ser inmediata y de
valor:

REVISTA. DE U .4C,l DEMJ..I m: GIENCI,I S EX..tC1'.-IS, I'ISIGO - QUIM IC,lS y N,ITURAl,ES

LEY DE DIS TlUBUr:IÓ N l" OR MAL DE FLUCTUA CIO:\,ES TRIDll\IEN SIO:\'ALE S

A partir de (11) podremo s deducir mu y Iá cilmente la expres i6n que
nos da las probabilidad es de disp ersiones comprendidas entre el origen de
coordenadas y un círculo de ra dio 1' , es decir, de disper siones qu e queden
dentro del cír culo dicho.

En efecto, esa probabilida d seráIgual a la suma de las qu e correspon ­
den a las coronas infini tesim al es en qu e podríamos considerar dividida el
área del cír culo , o sea:

La dispersión entre O y 00 abarcará todos los casos posibles y para dicho
intervalo la probabilidad se r á 1, y así resulta efectivamen te por el cálculo
mat emático.
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PUOBABILIDAD DE DISPEUS[O NE S BIDIMENSIONALES

f:p dan otra ser ie de punto s pum r epresentar gráficamen te esta fun ción.
Corresponden a los qu e se hallan consignados en el cuadro (Tabl . 2).

I ..a curva de fa cilidad bidimensional es as imismo la representada en
la pá gina (fig . 9).

J3
xiones, qu e r esulta ser exclusivamente el valor 1" = para el cual

h J2
el va lor de la funci6n es:
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z

x/

"""

. r v:

FIG. 10
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z

X '

Sin embargo, al igual que en las distribuciones anteriormente estu­
diada s, estos desplazami ent os espaciales pueden considerarse como con­
secuencias de unas perturbaciones elementales, iguales en valor abso luto.
e indiferentes en dirección y sent ido y que pueden asociarse hasta en nú­
mero infinito. Asimismo, por efecto de estas perturbaciones elementales,
las micelas adquieren un desplazamient o que es su resultante, pero que-­
resulta imprevi sible en cada caso particular, aunque quedando sujetos es­
tadísticamente a una distribución normal en tres direcciones alrededor del!
punto en que inicialmente s~ hallaban concent radas las micelas.

Supongamos, pues, el caso siguiente: en un momento dado tenemos
una cantidad muy grande de micelas concentra das en un elemento de vo-­
lumen al que rod ea totalm ent e un medio de disp ersión conveniente.

Despu és de cierto t iempo, por efecto del movimiento browniano se ten­
drá una distribución de las micelas en el espacio que rodea al elemento de­
volumen considerado que corresponde a lo que llamamos distribución nor­
mal en el espacio, o en tr es dimensiones.

Conviene puntualizar que esta distribución normal será tal , siempre­
que las pro yecciones de los desplazami entos espaciales sobre una dirección
lineal rectilínea cualquiera, o sobre un plano cualquiera, sigan las normas.
fijada s a las faciliades linea les o super ficiales en las fórmulas estab lecidas.
al tratar de las dist ribuciones mono-y bidimensionales.
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REVISTA DE LA A CADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS. FIS lCO - QUiMICAS ' y ' NiTURALES

(17)

(16)

(15)

(14)

a la derivada

d iF-. = ~ -h'R'
. 'Jo' 3/a e

1t

D-+ h
3

-h' (R '+R '+R ' ) h
3

-h'R'
r R = ,,3/2 x y z = -;r3/2 e

De (15) se deduce :

Ahora bien, esta facilidad equivaldrá, como ya sabemos,
de la probabilidad con respecto al volumen, o sea,

d ~ h3

F - - - h'R '
R -dV-~ e

La faciÍidad de una elongación que tenga simultáneamente las proyec-
, ~

ciones R:r. , B; y RZ! Y por tanto 'de una elongación según el vector R, será :

.y las de elongación de proyecciones R", y P; serán, respectivamente:

d<I> ' h__ =~ e-1L2R y'

d ti, ,.¡ "

d ~ h -h'R'--=-=e z
d R, ,.¡ " '

'que será la expresión de la probabilidad de que una micela por efecto- de
su movimiento browniano , caiga dentro de un elemento de volumen dV,
situado a una distancia R del origen de dispersión y según una dirección
marcada por los componentes de R.

Si el elemento diferencial de volumen considerado fuera el correspon­
diente a una capa esférica de espesor dR, como quiera que el valor de
dicho elemento diferencial de volumen es:

dV = 4 1t R2 dR

se tendrá, con suma facilidad, la expresión que nos da la probabilidad de
-que la micela alcance dicha capa diferencial en no importa qué dirección,
ya que

Supongamos que la partícula B (figura 10) ha alcanzado la separación
con respecto al elemento de volumen A , en el que se hallaba antes de

comenzar la difusión.
~

Esta separación R queda fijada por las proyecciones sobre los tres ejes
-coordenados R"" n, Y n;

Según lo expuesto en distribución normal monodimensional, la íacili­
-dad de una elongación con pro yección R", será :

d ~ h -~R '--=-= e x
d R", ,.¡ "
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FIG. 11

(18)F - 4 h
3

R2 -n'R'R- --= oc
V1t

Establ ecida y estudiada ya la fórmula que nos da la fun ción de la fa­
cilidad de desplazamientos tridimensiona les, hemos de dar cima a estas
condi ciones abundando en lo que decíamos en una y dos dimensiones, es
decir . que la curva o fun ción establecida no tiene sino el valor de medio ,
pues a su través nos será posible hall ar la probabilidad de desplazam ientos
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PnoBABIL IDAD DE DESPLAZAMIENTOS COMP R ENDIDOS E NTRE O y R

y

La gráfica yel cuadro de valores de la página siguient e nos relevan
de entrar en detalles.

ESTUDIO ANALÍTICO DE LA F UNC IÓN (18)

. También esta función (18) la hemo s estudiado analíticamente, y re­
presentado gráficamente (figura 11).

d<I>
F =--

R dR

Y como fácilm ente se comprende y deduce de (17)

De la expresión (17) que acabamos de deducir , podemos extraer la fun ­
ci ón que nos da la ley de distribución normal en tres dimensiones.

En efecto, aplicando aquello de que "la facilidad es la derivada de la
probabilidad con respecto al intervalo " tendremos :
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TA BL A 3- 4 h3

Y /YR Y=-=R2e - h' R ' Y/Y. R Yvrr Max. Máx. :

O O O 1 4 h
1 h - -

'¡; e
1- Máx._

-- 0,04 h
8 h 16 J; e1/M 5 25 h

1 h -- e-95/ 16 0,87
4 h 4 ..; tt--

9 'V '"rr e1/ 36
0,087

6h U 121 h
1 4 ·h - - _ -==- e- 121/M o,n

O, U 8 h 16 V rr
5h 25 V rr el/25 :3 9 h

1 h -- _ -=- e - 9/ 4 0,64
- - - -- 0,16 2 h v rr

4h 4";-; e1/ 16
7 49 h

1 4 h -- --=- e - 49/ 16 0,39.'
- - 0,3 4 h V rr
3h 9 ..; rr e1/ 9

2 16 h
1 h -- ----;=- c - 4 0,2
-- h yrr

2h "r; e1/ 4

V5 + "; 17 214 2 h (5 + ";1 7)
2 h V5-V 17 0,U5InL0,63 h.j2 h 'V 2 ";rr e5+Y17/2-- 0,77 Infle.

h ";rr eO/45 2,5 25 h
3 9 h - - _--=- e - 25/ 4 0,09

0,9 h Vr.
4 h 4 ,,¡ rr e9/ 16 - -

de un determinado rango, o lo que es lo mismo, comprendidos entre el or i-­
gen de dispersiones y una separación extrema R.

. Efectivamente, de la ecuación (18) se deduce:

d <I> = 4 h
3

R2 . e-h'R' dR (19Y
"¡1t

y haciendo la suma de los productos de facilidades por los espesores Infi­
nitesimales correspondientes a todas las zonas esféricas concéntricas exis-­
tentes entre O y R, tendremos la expresión matemáti ca siguiente:

<I>~ = 4 h
3

[RR2 . e -k'R' dR (20)1
o ,,¡ 1t Jo

que nos da la probabilidad buscada . _
Extendiendo esta integral (20) entre los límites O e 00, abarcaremos to-­

das las posibles dispersiones y la prob abilidad debe ser igual a la unidad ,
En- efecto, así es en la rea lidad pues, como según el cálculo integral: .

I"R2 e -k' R' dR = ,,¡ 1t

.Jo . 4 h3

-130 -
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PAR..\METROS ESTADÍSTICOS Y VALORES MEDIOS
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ree mp lazando en,

En las fórmulas ha sta aquí esta blecidas aparece, junto con unas cons­
tantes, la letra h, de la que dijimos solía llam arse parámetro de pr ecisión
de las medidas , pues su valor depend e de la precisión con que éstas se han
hecho .

Su valor está, pu es ínti mam ente re lacionado con el cuidado pu esto en
tomar los valores de la experiencia y con el número de éstos que se tomen.

Realm ente h es algo experimental , pero que por comodidad expresa­
mos así de mod o general.

Como más adelante vere mos , su valor lo daremos en cada serie de ex­
periencias , usando los valores med ios estadíst icos, ' con los cuales se halla
ligad o por unas fórm ulas matemáticas que ta mb ién deduciremos.

Estudiaremos pues , los diversos valores med ios que suele usa r la esta­
dísti ca (35):

VALOR MEDIO ALGEBRAICO , o cociente entre la suma aritmética - o de los
valores absolutos- y el número total de valores cons iderados .

VALOR MEDIO CUADRÁTICO, que es la raíz cuadrada de , media aritmética
de los cuadrados de los valores.

VALOR EQUIPROBABLE o MEDIANO, aquel que ocupa el lugar medio o cen­
t ra l después de hab er ordenado creciente o decrecientemente los valores ab ­
solutos. Se llama equiprobable por ser igualmente probables los valores
superiores que los inferiores a él.

VALOR MÁS PROBABLE, aquel, que como su nombre ind ica , t iene la máxi­
ma prob ablidiad de aparecer en el conjunto de los valores obtenidos.

Tomando , suficiente número ele medidas hechas cuidadosamente y
desprovistas de errores personales , el valor medio algebraico es siempre
cero, por lo cual pr escindi remos de él. En cambio, to dos los demás y muy
especialmente los cuadráticos y equiprobables , suelen emp learse muchí­
simo (36).

Para evitar confusiones y pérdida de t iempo, estableceremos las si­
g uientes notaciones 'para lo suces ivo :

Ea , r aí R;.. . valor medio ar itmético para 1, 2, 3 dimensiones.

Ep , 1'p ' Re.. . cuadrático
Ee, 1'e' Rp • • • mediano
E.lf , r M' R M..." más probable "

resulta:
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(24)

(23)

(22)

(2J)

e-h' - ' d(h2 E2)

h2
f

' CO

• o

2 h fo CO
Ea = /- ¡f. ! ' e- h

' - ' el E
V 7t ..

• O

que a su vez equivale a

IIEI' ISTA DE LA ItCADEMIA DE CIENC1J1S EXA CTAS, PISlCO - QUlMICAS y NAT URALES

A su vez (22) es una integral inmediata cuando se la transforma en su
equivalente.

El valor medio cua d r ático, lo hallaremos siguiendo un métod o muy pa­
recido, pero multiplicando pr eviamente el cuadrado de cada valor por su
probabilidad y extendiendo la suma entre -00 y +00, o sea :

El valor medio aritmético se obtendrá multiplicando cada valor abso­
luto posibl e por el número de veces que SE' pr esenta y dividiéndolo por el
número total de casos , que es 10 mismo que la suma de los productos de
cada valor por su pro babilida d. Esto exte ndido a todo el campo de existen­
cia de valores posibl es (- ce, + ce) se tendrá la expres ión

1. M EDI AS COR HESPONDIEN TES A U NA DIME NSI ÓN

Como quiera que estas medias esta dísticas deben determinarse siempre
con datos experune nta les de cada ser ie de observaciones... y por otra parte.
debe existir una relación fija ent re cada par de estos valores medios, va­
mos ahora a tra ta r de hallar estas relaciones con el fin de poder emplea¡'
el par ám etro esta díst ico que nos resulte m ás fácil de tener en cada caso
práctico.

Si hallamos las expres iones que ligan a cada uno de los valores medios
con h, podremos, despej ando h en cada iguald ad , e igualando a continua­
ción los segundos miembros tener todas las relaciones paramétricas posi ­
bles. o sea , no sólo las que se establecen entre valores medios equidimen­
sionales, sino incluso las que nos relacionan los de distintas dim ensiones
entre sí. .

C ,\ T.CULO DE LAS MEDIAS ESTADÍS TICAS EN F U NCIÓ N DE h.



(27)

(24)

(26)

(29)

(25)

(32)

(31)

0,47694.. .

h
Ep =

_ 2 . ~ _ J1t
r. - 11. . 211.3 - 2 11
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cuya solución resulta ser la expresión :

. ESTUDIO TEOmCO y EXPERIMENTAL DE LA DIFlJSION EN COLOIDES DE ORO

y como según el calculo integral . .

'J 100 2 -h'e' d _ ..¡ 7t
~ E .e E - ---1-

3
-

o t

y como

, 2100 r e-h'r'dr = J1t
2h3

o

El valor mediano o equiprobable, lo calcularemos recordando que la pro­
babilidad de los valores comprendidos entre - Ep Y Ep ha de ser t, por lo
que resolviendo la ecuación:

l = _h_ ¡ep
-h'e' d - 2h fo e

p
- h'e' d

o . /- e E - ~ e E:
- 'V 7t _ , IV 7t. o

• ' p

y ext ra yendo la raíz cuadrada, tendremos para media cuadrática la ex­
presión:

Por fin , el valor más probable para una sola dimensión se calcula. muy
fácilmente, pues, por ser aquél cuya facilidad es máxima, corresponderá
al valor O según se vio en la curva de Gauss.

11. M EDIA S CORRESPONDIENTES A DOS DIMENSIO NE S

será

será



(41)

(40)

(38)

(37)

(36)

(33)

(35)

(34)

en donp.e

RE VISTA DE LA A OADEMIA DE OIENOIAS EXAOTAS, FISIOO · QUlMIOAS y NATURALES

Ill. ELONGACIONES MEDIAS EN TRES DIMENSIONES
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Para hallar la dispersión equiprobable, resolvamos la ecuación siguiente:

1
T!! = hJZ

como podrá comprobarse en la gráfica (9)
Esta última conclusión parece paradójica cuando la referimos al caso de

la diana, ya que parece sería más probable dar en la misma diana, o lo que
es lo mismo , tener una desviación O, pero debe tenerse en cuenta que por
ser sólo un punto o una superficie muy pequeña, aunque en ella se dé la
mayor densidad de impactos, sin embargo, la mayor probabilidad corres­
ponderá a la desviación dada ya que para ella se da una mayor superficie
de corona circular en la que será lo más probable que caigan los impactos.

r =p

La desviación más probable será

en donde

o sea

en donde, tomando ln:

y por tanto

pero

será
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(47~ .

(43)

(49) .

(48) \

(44)

(46)

(42)

: . /-1t lRp
.1 = _v_ R2 • -h'B'dR
2 4h3

o

4h3 1 2
R = ------= . -- = - -

a ,,; 1t 2h' h./1t

h=
1 . (50) 1

(51);
Ea "j 1t

h =---=
Ee "j 2

h=
0,47694

(52) h =
"j7r:

(53).
Ep 2 7"a

h=
1

(54) h=
.JIll2

(55)-
Te Tp
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Resolviendo la ecuación siguiente:

RELACIONES ENTRE EL PARAME'~'RO DE PRECI SIÓN Y LAS MEDIAS

Despejando h en las diversas fórmulas anteriormente establecidas ten­
dremos las siguientes expresiones:

'en primera aproximación tendremos para

1,1
Rp = -h-

Por fin , retrocediendo al estudio ana lítico pe la funci ón facilidad en el "
-easo de tres dimensiones, cuya representación grá fica se dio , t endremos el . ·
valor de la elongación más probable, expresado por

:i como quiera que

;p or lo que

('00 R' . e-h'B'dR = 3"; 1t

Jo 8h
5

.{le la que extrayendo la raíz cuadrada tendremos:

,,¡y
He = h "j 2



(62)

(61)

(60)

(59)

(57)

1

h=

2
h = - =--

.; 7t ñ,

1,1 1
- ----- = -- - -

Rp RM

0,47694

r e

(56)

(58)
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1
h =--

RJ!

1

e, '; 2

1

1
h = 2 .; Di

2

Ee ';2 = .; 2 · .,f27H = 2 .[75i

fi 1
h = - - - = - - - - - - -

2r
a

- r,u ';2-

h = ---=

, 1
h= =---=

Ea .; 7t

';3
h = - -=--

';2 Re

REVISTA DE LA ,iCA DEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO· QUlMICAS y NA T URAl.ES

en donde b.x es el desplazamiento med io cuadrático de las proyecciones so­
bre un eje, que nosot ros hem os ex presado por Ee •

Por tanto, podemos po ner

qu e pusimos en la serie de fórmulas arriba escritas, nos da h en función de
D y del tiempo que duró la difusión .

Como dicha ex presión no la hemos ju st ificado aún, lo harem os ahora
ten iendo presente qu e en la práctica ha sido hasta el presente de las más
usad as.

Se re cor dará, sin du da , la expresión establecida en la primera parte
de este trabajo y debida a Einstein:

Fórmulas que nos permiten la aplicación de las deducciones estadísticas
a las circunstancias más favorables de nuestras medi das e investi gaciones .

Es dec ir, que sin necesidad de proyectar , pongamos por ejemplo , los '
desplazamiento de partículas (que nosotros aprecia mos y med imos ya pro ­
yectadas sobre un plano) sobre una ' recta, tan sólo, con despejar las ra , re.
en la re lación conveniente con Ea, lOe , etc., po demos tener la certeza de que
nu estros cálculos son correctos.

La expresi ón

A part ir de estas igualdades, podemos establecer las re laciones que ligan
entre sí a t odas las m edias estadística s y en to das las dimen siones. (37)



ESTUDIO TEORICO y EXPERIMENT,lL DE L:l DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

FIG. 12

CO NCENTRACIO NES lIfICELAllES DEBIDA S A L A DIFUSIÓN

1
h = ---=

Ec .¡ 2

1
h = 2 .¡ Dt
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La facilidad de que dicha micela alcance un punto situado a una distan-­
cia RI , ' en una determinada dirección y sentido, o sea, la facilidad de un.

, -+

desplazami ento representado por el vector R I , será

h3

r.; e- h1R1

R, 703
/
2

~"""---...........
",.' 'lit..,

, "~' ,, "
/ \

I ,
I ,, \, \, --------------- ', ... ' ......... \

lo' 1ll, "','
" --------~
l' '" ...\ ..... '#'-..' .... I

~- ~ ~ -~ I
\ - ------ /\ ;

, I
, I

\ 'A /
',~ /" ~" ,.".. ".

............_------'

1. Por ondas esféricas .

Llegamos al punto más interesante, de este trabajo, tras haber puesto.
las indispensables bases teóri cas . Trataremos de hallar las fórmulas que
nos darán el valor de las concentraciones micelares en los diversos puntos,
de un medio de dispersión .

El movimiento brown iano desplaza a las micelas en todos los sentidos ,
produciendo el fenómeno de la difusi ón , según se vio en la primera parte.
Pero esta difusión se rige por las leyes estadísticas de la distribución nor­
mal en tres dimensiones por cuanto se dijo en esta segunda parte .

Supongamos pues, una micela en una determinada unidad de volumen A"
según la figura adjunta (38).

y como, según (51)

también se cumplirá:

como queríamos demostrar.
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(64)

(63)

-~ R2 -"'R'- - 1 e
";11:

l
R lR 4h

3
_ • B _ • _ __ 2 - h'R2

CH - Ct=o cI>0 - Ct=ll FR dR - C t=ll ,.¡---:;¡ R e dR
o o '
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Por ondas planas.

caso que hace un momento hemos considerado, no es sino un caso
que nos ha servido para ver la ,aplicación de las fórmulas estadísti-

11.

El
:ideal,

sumando las facilidades de las diversas capas , variables como es lógico con
la separación del elemento de volumen, tendremos la probabilidad de que
las micelas lleguen a O:

100 4 h
3

R2 e"''''R' dR = 1
o .¡ 11:

y ,en efecto , dentro de la masa coloidal, por efecto del movimiento
'browniano tantas son las micelas que se escapan como las que llegan, 'pues-
oto que no hay gradiente de concentración: '

fórmula fundamental para determinar la concentración micelar cuando la
-d ifusi ón es debida a ondas esféricas.

Fácilmente se puede apreciar que si C t=ll es un valor constante en todo
-el volumen coloidal, y que si se considera R de valor prácticamente infini­
to, la concentración en el punto considerado después de un- tiempo cual­
-quiera, seguirá siendo la inicial, pues,

Ahora bien , si la concentración micelar en el volumen coloidal conside­
'rado, es inicialmente C t =ll , o sea que en cada unidad de volumen se tiene
-un número de micelas correspondientes al valor de la función C t=ll que es
la función de distribución de concentraciones con la situación, entonces
la concentración micelar en el elemento de volumen 0, o lo que es lo mis­
mo el número de micelas que llegarán por efecto de la difusión a dicho

-elemento de volumen , se obtendrá multiplicando la probabilidad corres-
pondiente a la que existía cuando la concentración era la unidad (una mi­

-cela por unidad de volum en) -fórmula 63- por ct=o .0 sea,

Imaginemos ahora que cada unidad de volumen situada a la misma dis­
'ta ncia R1 del elemento de volum en 0, ti ene también una micela , es decir ,
-que la capa de espesor dR, cuyo volum en será 4 11: E12 dR, conti ene un nú­
mero de micelas igual a dicho volumen . La facilidad de que cada una de

-dichas micelas llegue a °será :
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cas a este problema dé la difusión . Pero , la realidad es que no se puede
dar fácilmente un caso experimental con sujeción a las condiciones im­
puestas.

En cambio, sup ongamos un tubo de ensayo en cuyo fondo depositemos
un volumen de coloide y sobre éste , un medio de dispersión en el que pue­
dan libremente difundirse las micelas , tal como agua bidestil ada , por
ejemplo.

Supongamos que la separación entre coloide y agua es perfecta en .el
momento inicial de la experiencia . . -

La difusión micelar se efectúa entonces de tal manera que, prácticamen­
te, la concentración después de un tiempo será la misma en todos los pun­
tos de una misma capa horizontal, ya que todos sus puntos se hallan igual­
mente distantes de cada una de las capas coloidales que van enviando
-valga la expresión- oleadas de micelas . Es como si el coloide se difun­
diera por ondas planas. Y ésta es la realidad total.

Prácticamente para que una micela alcance una determinada capa del
medio de dispersión, debe recorrer el camino que-separa el coloide' de dicha
capa, con sujeción a las fórmulas estadísticas de una dimensión.

O sea, si es Xl la distancia que separa el coloide del plano en el que se
estudia la concentración, y si se supone que existe mucho coloide, se ten-
drá que la facilidad para que llegue la micela Xl ' será : -

Xt
FIG. 13

La expresión que nos da la probabilidad de que la capa del medio de
dispersión considerada sea alcanzada por las micelas que ocupan el coloide
situado desde el plano Xl hasta - 00, será: -

(65)

El valor de esta probabilidad multiplicado por la función que expresa
la concentración coloidal en el momento inicial a lo largo del tubo de en­
sayo, nos dará la concentración existente en el plano X l> ya que a él pue­
den llegar todas las micelas de todos los diversos planos según dicha po­
sibilidad.
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(a}

(68}

(67}

(66)

dX)

[

00 h -"'x' lxe, : ---= e (
"¡1t

• Xl

[

X , h -" , d---=e "x X
.0 "¡1t

C

c = Co •

la misma que nos da la probabilidad, y hallándose los valores de esta fun- ·
ción tabulados para una expresión que sin ser aparentemente la misma ,
(puesto que las tablas responden a expresiones en la que no interviene h.
en la función exponencial), sin embargo coinciden como ahora veremos..
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fórmula esta última , que nos daría la concentración micelar en el plano­
origen por efecto de la difusión mediante ondas planas del coloid e, que con
la concentración ini cial e, ocupara el tubo de ensayo desde la distancia Xl '

hasta el infinito en uno de los sentidos, siempre que el agua bid estilada
se prolangara también hacia el inifinito en el otro sentido, evitando así la
influencia que las superficies libres entre colodie, agua y atmósfera pudie-·
ran introducir. Esta influencia la estudiaremos en su momento .

En páginas post eriores se incluyen un as curvas correspondientes a la'.
funci ón (68), que nos dicen la perfecta sime tr ía respecto del plano de se­
paración coloid e-agua , existente siempre en este caso ideal cons iderado.

En las citadas curvas se ha expresado la variación de concentraciones:
al cambiar h, o lo que es lo mismo t , puesto que, como es lógico, la difu- ·
sión será tanto mayor cuanto más sea el tiempo de · que dispon e para efec­
tuarse, y por lo tanto mayor dispersión micelar se dará.

Para interpretar las citadas curvas y algunas otras similares que más;
tarde se darán , nos parece conveniente indicar que siendo la expresión :

que puede descomponerse en estas dos expresion es:

Por tanto , si la concentración inicial era eo y la suponemos constante­
entre Xl e 00 (ponemos el origen de coordenada s en la superficie que se es­
tudia) tendremos
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TABLA 4

t = t¡ -r-s- h = 3 t = t2 -+ h = 1,5

x el e¿ = <D (X) X e] cn = (1' (X)

- 0,05 0,584 - 1,0 0,983
-0,1 0,664 -0,9 0,972
-0,2 0,802 - 0,7 0,931
- 0,3 0,898 - 0,5 0,855
-0,4 0,955 -0,3 0,738 '
- 0,6 0,994 -0,1 0,584

° 0,5 ° 0,5
0,05 0,416 0,05 0,455
0,1 0,336 0,2 0,335
0,2 0,197 0,4 0,198
0,3 0,102 0,5 0,145
0,4 0,044 0,6 0,102
0,5 0,016 0,7 0,069
0,6 0,006 0,8 0,045

1,0 0,017

X ele¿ = <D (X) X c/cn = <IJ (X)

- 1,5 0,983 -2,0 0,921
-1,0 0,921 - 1,5 0,955
-0,8 0,871 -1,2 0,802
-0,6 0,802 -1,0 0,760
- 0,4 0,714 -0,6 0,664,
-0,2 0,611 -0,2 0,566 .
-0,1 0,562 -0,1 0,528

O 0,5 ° 0,5
0,05 0,472 0,05 0,486
0,3 0,3 0,416
0,5 0,240 0,5 0,362
0,7 0,162 0,7 0,311
0,9 0,102 1,0 0,260
1,3 0,033 1,5 0,145
1,5 0,017 2,0 0,079

t = t
3
-+ h == 1 t = t

4
-r-s- h = 1/2

\ h es variable en el sentido de que para observaciones hechas en tiem­
pos distintos es también distinta, por tanto, resultaría que para calcular la
'concentración micelar en un mismo punto y después de tiempos diversos
la función (a) tomaría series de valores distintos para cada observación,
-con lo que su tabulación resultaría imposible, o por mejor decir antipráctica.

Por ello, los autores han buscado transformarla en otra que permita
-dar los valores de la probabilidad, teniendo en cuenta el producto hx como
.si fuera la variable independiente.
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I NF LUENCIAS SOBRE L A DIFl-'SIÓN DE DIVERSOS PLANOS

Supongamos que la cant idad de agua depositada es suficiente­
mente grande para que, prácticam ente, su altura sea infinita .

1. PLANO DE F ONDO.

El caso de la difusión antes considerado es un caso ideal , pero en la
prácti ca hemo s de usar tubos de ensay o de vidr ios duros de Jena . Se precisa
sufic iente cantidad de coloide, para que se cumpla la condición ante r ior-o
mente supues ta de te ner coloide ha sta el infinito . Podemos así aplicar la
ecuaci ón (68).

Supongamos, pues, un tubo de ensayo como el de la figura (15) en el
que ponemos coloide sobre un fondo hasta un os centímetros de alt ura. En­
cima del coloide hemo s de depositar agua bidestilada mediante una técnica .
conveniente para queno se mezclen entre sí el coloide y el agu a .

De interesarnos, pu es, calcular la concentraci ón para la distancia Xl'

habremos de efectual' primeramente el producto de Xl por el valor de h
calculado a partir de una de las medias estadísticas . Después, en la tabla­
que CIé las probabilidad es con resp ecto al valor 'de hx, se mirará la que co-·
rresponde al valor lux, qu e interesa. Multiplicado el valor del paréntesis'
que aparece en (68) por lo conce ntración inicial se tendrá la conce n tración
buscada.

Esta transformación (39) puede darse en función de hx o de cua lquiera '
de las expresiones qu e res ulte n al r eemplazar la h por los diver sos va lores'
medios que se han estudiado y que siempre ti en en un a definida re lac ión
con h según qu edó fijado. '

Para no hacernos pesados daremos 'aquí la que corresponde al primer o­
de los modos dicho s, o sea, en funci ón de hx.

Llamando a hx = E, será d E = h dx y ree mplazando en la fun ción (a) :
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A

FIG. 16

A'
--------+---------

Si en A' hubiera una micela y no existiera fondo, seguiría n las cosas,
'para ella, lo mismo que ocurre cuando una micela situada en A , por efecto
'del choque, sufre la reflexión en la pared del fondo. -

En el caso de que la micela chocara oblicuamente contra el fondo, como
la .ti de la figura (1 7), su simétrica, recorri endo un camino también simé­
trico hacia el fondo haría el mismo papel, y teniendo en cuenta que este

IIEI'ISTA DE L,\ ,\C,lD EMI ,\ DE CIENCItlS EXA CTAS, F/SICO - QUIMIGAS y NAT URAl_ES

Naturalmente , habrá difusión en el agua por parte del coloide, puesto
'que el gradiente de concent raciones cumple la condición de disminuir del
coloide el agua.

Ahora bien, las micelas coloidales por efecto del movimiento hrownia­
no, se agitan en todas dir ecciones y por tanto, no sólo' las que se hallan
pr óximas al fondo del tubo sino las que ocupan cualquier posición, pueden
llegar hasta dicho fondo. .

El choque contra la superficie que const ituye el fondo del tubo , pr oduce
la reflexión micelar, de tal modo que la presencia de dicho fondo surtirá
los mismos efectos en la distrihución de las concentrac iones que si de la
otra parte del fondo llegaran micelas situadas simétricamente con respecto
a él , o sea, como si hubiera otro tanto de coloide tras el fondo como el que
se encuentra encima de él. .

El fondo actúa, por consiguiente , como de espejo que duplica la can­
t idad de coloide a considerar .

Se comprende esto fácilmente , pues, la facilidad de desplazamientos
'iguales en sentido opuesto, es la misma, A y A' de la figur a (16) tendrán la
misma facilidad de llegar a F .
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FIG. 18

(70) -

(71) -

+-----------~p

1 l hr,e = Co-= e-x' dx
.; 1t hr,

pero como quiera que ro = 2 (r2 - rJ + r1 = 2 r2 - r 1 la expresión (70)
tendrá la forma definitiva siguie nte :

(
1 ( h(2r,- ,',) 1 t:

c= Co .; 1t Jo e-x' dx - ~.Jo e-x' dx

que es prácticamente la misma que (68) en el caso de que la ,cantidad de ,
coloide puesto en los tubos sea bastante grande, puesto que el minuendo
del paréntesis es t cuando el límite superior de integra ción pasa de 2.

En las páginas sigu ientes se adjuntan las gráficas correspondient es a una "
difusión teniendo en cuenta la- presencia del fondo de los tubos y para
distintas h.

Podrá apreciarse que para h gra nde (poco ti empo de difusión) ap enas
hay influencias del fondo (curvas totalmente simétricas con respecto al pla­
no de separación coloide-agua) lo cual es lógico, por no ser fácil , que los
desplazamientos micelares hayan hecho alcanzar el fondo a las micelas.

'ESTUDIO rs otaco y EXPERIMENTA L DE LA DIF USION EN COLOIDES DE ORO

Como el fondo hace el mismo efecto que un espejo por lo que se dijo,
duplica para los efectos de la difusión, la cantidad de coloide.

Empleando un rozamiento análogo al del caso ya estudiado - tanto co­
loide como agua se extendían ind efinidamente- se llega a la fórmula :

fenómeno es estadístico, no se dará variación real de la concentración en
puntos de una misma superficie, por lo que la difus'ión sigue realizándose
por ondas planas . .

Tratemos ahora de int erpretar -la- fórmula que nos da la concen tración
micelar en los puntos de un determinado plan o del cilindro , siempre que se
den las circunstancias antedichas : o sea, el coloide se deposita sobre un
fondo , y el agua que sobre él hay se exti end e ind efinidamente.

Sea el plano P del cilindro _de difusión, situado a una distancia 1"¡ de la
superficie de separa ción entre el coloide y el agua ; r 2 es la distancia entre
el fondo del tubo y la superficie considerada . (figura 18).



Visto el notabl e influjo que caresponde al fondo de los tubos en la di -o
fusión de los coloides, nos proponemos ahora examina r la acción de las
pare des lat erales sobre el proceso de la difusión coloidal. ' ;

Suponiendo uniform e la concentración micelar en todos los puntos de
una misma capa, al chocar una micela contra la par ed lateral sufr irá una
reflexión, que la desviará de tal man era qne su recorrido .proyectado sobre
un eje horizontal , por ejemplo, será el mismo que el que tendría otra
micala que desde el mismo plano y situada simétr icamente con respecto
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x C/ Co=if>(X) (h = 1/2 ) . X C/Co = <p (X ) (h= 3):

-0,6 0,944 -1,5 0,998 ¡
- 0,5 0,983 - 1,25 0,994 1
-0,4 0,955 -1,0 0,982
- 0,3 0,898 - 0,8 0,957
-0,2 0,802 - 0,5 0,854
-0,1 0,664 - 0,2 0,663 :

-0,05 0,584 -0,05 0,541 . . )

O 0,5 O 0,5
0,05 0,416 0,1 0,415
0,1 0,334 0,15 0,395
0,2 0,198 0,3 0,262
0,3 0,102 0,6 0,101
0,4 0,045 0,9 0,027
0,5 0,017 1,25 0,003
0,6 0,006 1,5 0,001

X c/co=(fJ (X) (h= l) X c/oco = :¡P(X) (h = l,5t

- 1,5 0,966 - 1,5 0,710
-1,25 0,954 - 1,25 0,703
- 1 0,918 -1 0,670
- 0,75 . 0,854 -0,75 0,641

:
- 0,5 0,759 -0,5 0,599
-0,25 0,637 -0,15 0,519

O 0,5 O 0,488
0,25 0,486 0,05 0,470
0,1 0,444 0,15 0,445
0,4 0,286 0,3 0,406
0,5 0,240 0,5 0,355
0,9 0,102 0,7 0,306

. 1,0 0,079 1,0 2,237
1,25 0,039 ·1,5 0,144

-
2 0,002

I
2 0,078

, 2,50 0,001 4 0,002

., ",.
L

T ABL A 5
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. Il . PLAN OS DE PAREDES LATERALES
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lII. PLANO LIBRE DEL MEDIO DE DIFUSIÓN

Un nuevo factor se presenta a nuestra consideración como posible per ­
turbador de la normal difusión (40) estudiada para el caso ideal de que
tanto el coloide como el agua se extiendan indefinidamente.

Se trata de la superficie libre del medio de difusión del coloide - más
allá de ella .

Como. por otra parte, en la práctica es indispensable limitar bastante
la separación entre dicha superficie y el coloide, es decir, que no debe
ponerse mucha cantidad de agua bidestilada, se quiere apreciar conve­
nientemente la difusión en tiempos del orden de tres o cuatro meses y como
además, según oportunamente se verá, nuestras experiencias se hacen to­
mando muestras en la sup erficie libre del agua para analizar la concen­
tración micelar en ella misma, nos resulta indispensable conocer la influen­
cia que dicha superficie libre pueda ejercer en el valor de la concentración
micelar tras la difusión.

Desde luego se ha estudiado la influencia de la tensión superficial en la
posible retención de partículas micelares, pudiendo decirse que si existe
esta retención, no es muy apreciable, ya que teniendo cuidado de tomar

Esta feliz consecuencia nos evita la modificación de fórmulas ya dedu­
cidas , y nos permite tratar el problema haciendo caso omiso de las paredes
laterales .

a la pared por la parte exterior del tubo, llegara al punto en que rebota
la micela q üe realmente existe. Es decir , si en el exter ior hubiera coloide
igualmente concentrado que el del tubo y no existieran paredes laterales,
las micelas que se ven forzadas a reflejarse seguirían hacia Jlfuera, pero
otras llegarían desde fuera produciendo el mismo efecto que el que ellas
mismas realizan reflejándose.

O sea , que la pr esencia de paredes laterales parece no alterar el Ienó-,
meno de la difusión cuando ésta se realiza en virtud de ondas planas, pues­
to que tampoco alt era la concentración en los diversos planos.
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muestras con un cuentagotas , exactamente ap licado en la superficie libre,
se han obtenido concentraciones muy parecidas a aq uellas que correspo n­
den a muestras extraídas int roduciendo ligeramente el extremo del cuen­
tagotas en el medio de dispersión.

El efecto ópt ico del menisco que se produce en dicha superficie libre
con los tu bos ordinarios, parece como si allí se acumularan más micelas.
Este efecto es el que nos ha suger ido esta posible influencia .

Supongamos primeramente, mucho coloide -hasta el infinito- y me­
dio de dispersión limitado por la superf icie libre a no mucha distancia del
coloide primitivo, según la figura (21).

¡
-------r------------l

I I
I .. I

., ft I .":)1 íil~.. Ir: 2 u I J • .. _ • ...,- I
I •
I I
I !'- --' ._ -1. ...1

FIG. 21

Al llegar las micelas a la superficie libre L, no pueden segui r, teniendo
que reflejarse o quedarse en la superficie misma . Su distribución después
de un tiempo suficiente será el resulta do de dos acciones : I ." La difusión
normal por parte de las micelas que aun no llegaron a L . 2.a La difusión
de las que se reflejan en L y difunden hacia el interior .

Ahora bien , esta segunda distribución será la misma que la que corres­
pondería a la existencia en la parte derecha de la super ficie L de las con­
diciones simétricas a las que se dan a la izquierda . Así, cada micela que se
refleja produce el mismo efecto que otra que llegara a L con la misma pro­
babilidad , o sea, ele su simétr ica por la parte derecha .

Por tanto, la superficie libre produce e] mismo efecto práctico que si
exist.ieran por ambos , semiespacios las mismas condiciones que se dan al
semiespacio realmente coloidal.

La concentración micelar debida a difusión por ondas planas cuando
existe sup erficie libre de separación entre el medio de difusión y la atmós­
fera , parece que debe ser el doble de la calculada suponiendo que este me­
dio de dispersión se extendiera hasta el infinito.

En segundo lugar nos vamos a referir al caso más interesante en la prác­
tica.

Es el de una difusión en t ubo de ensayo y en el que , tanto la cantidad
de coloide puesto en la parte inferior del t ubo con fondo, como la de agua
bidestilada superp uesta , son cantidades limit adas. Existiendo ta mbién la
superficie libre del medio de disper sión de la que se ha de tener en cuenta
la influencia.

Gráficamente hacemos visible este caso en el esquema que se adjunta
en la página siguiente . .
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Llam emos 1'1 a la distancia en tre la supe rficie lib ro y la separación 11\1­

cial coloide-agua ; 1'~ a la distan cia entre el fon do del tubo y la supe rf icie
lib re de agua hi rlns!ilndn.

La existencia de este Ionrlo obliga a hacer los cálculos como si hubi era
dobl e alt ura de coloide, según se vio o sea , a cons idera r' la integraci ón entre
los límites 1'¡ , y 1'3' .
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(73)

(72)

(~4)

2 e, l hT3 .
C = --= e-X' dx, J1t tu:

I

(
9 r: )

e = e, 1- J1tJo 'e-X' ':

fórmula que desarrollada y expre sada en función de r
l

y 1"2 toma la definitiva
forma. sigui ente '

(
2 r > : . 2 t: )

C = Co ' J 1t Jo e-x' tla: - J 1t.lo e-x' dx

El .heeho de la ex istenc ia de superficie libre nos impon e multiplicar por
dos la conce ntración teór ica hallada en nuest ras deduccion es y expresada
por las fórmulas (69), (70) Y (71).

Por tanto, la fórmula qu e nos dará la conce ntración mi celar en el plano
de separación del agua bidestilad a y de la atmósfera será :

Esta fórmula es la que-r ealmente empleamos en la práctica .
Resulta muy fácil de aplicar la an ter ior f órmula , ya qu e los valores d e

las integrales se hallan tabulado s.

También se aprecia muy fácilmente qu e la pr imera de las integrales de
10 diferencia que va en el paréntesis, para los valores de la s 1" que su elen
usarse ordinar iame nte en la prác ti ca , ti en e siem pre un va lor muy próximo
.a la unidad, por lo qu e podríamos expresar la anterior ecuac ión de 'lí.i'rriá­
.nera siguiente :

",que se apreciará coinc ide 'con la for ma más ordinariamente usad a por ' los
'a utores , y qu e ya se vio en la primera parte de este trabajo con sólo susti­
tuir h por su valor en función de D y de t.
", ' P uede apreciarse por tanto, qu e por un camino pu ramente estadístico
:,y teni endo en cuenta las circunstancias real es de nuestras experiencias 'he­
anos llegado a una ex presión consagrada por los cien tíficos ,
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PARTE ' EXPERIMENTAL

Con sultando revistas y diversas publicac iones científicas, en las qu e los
pacien tes investigadores han ido plasma n do en números , sus esfuerzos por­
re ducir a fórmulas, las leyes que el Creador impuso a los seres y a la s qu e
éstos obedecen inflexi blemente, hemos apreciado qu e este probl ema de la
difusión ha me rec ido dete n ido exa men experime ntal ya desde los comien­
zos de su estudio teórico.

L as citada s ex per ienc ias se llevan s iempre a cabo, unas 'veces estudian ­
do la variación de conce ntraciones con el. ti em po, en un mi sm o punto d<11
m edio de difusión ; ot ras veces, se estudia la variación de conce ntración
con resp ecto a la' sit uac ión , pero ' para un mi smo t iempo. .

Para hall ar estas var iac iones de concentración se utili zan diversas téc­
ni cas analíticas , qu e van desde el t íp ico anális is cuantitat ivo hasta el po-
la rográfico y fotocolorimétrioo: . . ' .

La naturaleza típica de los ' coloides, cuyas mi celasadquieren gracias el.
la iluminación lateral (efecto Tyndall) el yivísim o respla ndor qu e las indi­
vidua liza perfectamen te, haciéndolas cual ní tidas estre llas fácilmente con­
tahles en el, a mo do de fir ma mente maravill oso, qu e observa quien se aso­
ma al ocula r del ultra microscopi o ; la natural eza de los coloides , digo , nos.
ofrece un modo sencill ísimo de est udiar la va r iación de con centracion es de
coloide por contaje de pa r tículas , y "por tanto, de estudiar "la difu sión.

Si resulta fácil este estudio de conce ntraciones mic elares, Ia parte expe­
rimental de este trabajo lleva cons igo otros problemas técnicos , no tari sen­
cillo s de resolver , y de los cuales, en gran par te, pued e depender el éxito
de nuestras experiencias.

Estos problemas son : la preparación de los aurosoles al formol ,"el lle­
nado de los tubos de difusión , de ta l modo qu e el depósito del agua hides­
tilad a sea sin agitación ni mezcla , el cálculo de los desplazamientos mi­
celares, etc.

Todos estos probl emas nos parece haberlos resu elto de modo bastante
satisfactor io, gracias a la magistral dirección del Dr . Ju an Martín Sauras
y a la afable y desinteresada ayuda de los compañeros del Laboratorio , qu e
cala horaron en más de un a ocasión para efect uar operaciones qu e exig ían la
presencia de más de un a persona .

El Laboratorio de Coloidequímica de la Facultad de Cien cias de Zara­
goza posee un ultramicroscopio Zsygmondy, y en él se han realizado ya
notables estudios sobre coloides (29), (37). Informados sobre las cualidades
qu e presentan los colo ides de Au, sobre todo si se les obtiene por el mé­
todo del formol , hemos cre ído mu y a propósit o trabajar con ellos y re ali­
zar las experiencias de difusión coloida l en ag ua bidestilada como medi o>
de dispersión , siempre sig uiendo las directrices del Dr . Martín Sauras.
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PREPARACIÓN DE LOS AUROSOLES AL FORMOL

. El método .seguido pa ra la prepa ración .de los coloides de oro han sido
el de Zsygmondy, .consignando .en "Das Kolloide Gold" (26). ,

Hemos apreciado que da excelente resultado la sustit ución de algunos
de los detall es t ra ídos por Zsygmo nd y, por otra parte muy costosos. Nos
refer imos, concre ta mente, a que el re frigera nte empleado en la bid estil a­
ción del ag ua y que Zsymond y exige sea de oro o plata , pu ede ser senci­
llam ente' de vidr io""de Jena . En efecto, toda el ag ua bidest ila da qu e hemos
usad o, condensó en un refrigerante en esp iral, de vidrio de la casa Schott
de Jena . Los coloides con ella p repa rados pueden considerarse, no obstante
como ideal es, pu es han durado más de un año en perfecto estado sin haber­
se notad o ni coag ulación ni pérdida del t ípi co color rojo rubí.

, Muy pr evenidos de la influencia nociva que cualquier pequ eña suciedad
ejerce en la marcha para la obtenci ón de estos coloides de oro , nuestro es­
fuerzo pro limpieza absoluta fue realme nte notable , com pletando y com­
pro bando dicha lim pieza mediante la corriente de vapor de ag ua a que se
somete a todo el materi al emplea do. .

Gbten ci/m. del' agua bid estilada. - Respecto de ello, se ha de hacer cons ­
ta r que, a más de unas ,gotas de disolu ción 0,1 N de MnOJ{ añadidas al
agua destilada para destruir la posible mater ia orgánica , yde unos troci­
tos de vidr io Pirex bien limpio, para regularizar la ebullición , como qui era
que ésta era mu y tumultuosa , ' añadimos trocitos de porcelan a junto con
una cucharadita de COaCa en polvo, logrando qu e as í fuera totalmente tran-.
quila . . .. .

Disolu ción del formaldehido. - Para preparar esta disoluc ión partimos
de un producto, que por ha llarse polimer izado nos fue preciso destilar '
previamente. E I .foririol despolimerizad o, con gara ntía de ser un buen re­
ductor, lo recogimos ' sobre una pequeña cantidad de ag ua bid estilada .

Despu és disolvimos 0,4 ce. del f orm aldehido en 100 cc. de agua bid es-.
tilada, pu esto que un exceso de redu ctor no es perjudicial en la obtención
del oro coloidal. . ' .

Disolu éión para 'n eutralización del ácido cloroéurico. - Hemos usado
con ,esta fin alidad tanto el COaK2como el COlIK en disolución 0,18 N. Am­
bas sales ·son de la 'casa Merck aunque nos parece aún más conveniente el
bicarbonato qu e la sal neutra .

Disolución del ácido cloro áurico , - Zsygmondy indica que esta diso lu­
ción se logra disolvi endo 6 gra mos de CIJAul! .4H20 en ag ua bid estilada hasta
un litro. Nosotros dispon emos de un gramo de cloroáur ico cr ista lizado , qu e
disolvemos hasta 167 ce. .de agua bid estilada .

Todos estos reactivos precisad os para la obtención de los coloides, los
guardamos en matracitos o erlenmeyers cuyas bocas tapamos con el lla­
mado papel ' de plata , con el fin de evita r la introducción de sustanc ias 0 ['­

g ánicas .y' el almacenamient o de polvo en los bordes de los rec ipientes, qu e
haria imposible la obtención de' coloides' en esta do conveniente.
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Tam poco queremos omitir que cuantas pipetas, ag itadores, envases, cuen­
lagotas, etc., hemos usado son de vidr io Jena, pu es el vidrio blando ordi­
nario introducir ía iones que actua ndo como núcleos de asociación de-pro­
tonas coloidales nos darían coloides de oro form ados por racimos de proto­
nas (polionas) cuyo color sería violeta e incluso azul en lugar de rojo rubí.

'Con estas polionas resultaría imposible prácticam ente el contaje de mice-
las, y ser ía totalmente equivocada la determinación de desplazamientos mi­
celares, en el caso de que fuera practicable.

Algunos otros detalles podríamos aquí consignar, pero en honor a .ln
brevedad nos parece conveniente omitirlos.

r. .

CARACTERIS TIC AS DE LO S COL OIDES OBTENIDO S

Con la escr upulosidad que estos detalles hacen suponer y siguiendo la
receta de Zsygmondy, hemos logrado prepaJ;al' siemp re coloides rojo rubí ,
de perfecta tran sparencia , y si alguna vez se ha notado algo de turbidez al
'observarlos por reflexión los hemos desechado.

Pa ra tener un a idea aproximada de las dim ensiones de las micelas cons­
titutivas de estos coloides de oro que han sido el sujeto de nuestra inv es­
t igación, basta saber que, determinad o el tamaño medio . de su lado -re­
cuérdese que el oro cristaliza en cubos del sistema regular en uno de los
primeros coloides obtenidos, result ó ser

l = 2,5 . 10-6 cm .

.Y teniendo en cuenta que, siendo la concen tración en oro:

e = 1,72 . 1012 mi celasj cm."

fác ilmente se deduce que ta n sólo 2,6 . 10-5 del volumen coloidal es de me­
'tal precioso, o sea que pu ede suponerse que cada partícula dispone ·de un
volumen de agua aproximada mente 40.000 veces mayor que el suyo pro-
pio, en el que pu ede moverse lib remente. ' . -

Aún haremos una salvedad referente a que el tamaño de las mi celas
con las que realmente hemos hecho las experiencias de difusión que-damos
como válidas , es bastante inferior a lo antedi cho , debido a que para ellas
se empleó el coloide que después de varios meses queda en la zona superior
-de los tubos de difusión . En dicho coloide el efecto de sedimentación es
totalm ente despreciabl e, pu es de lo contrario las micelas hubieran ido al
fondo de los tubos.

No podemos, sin embargo, dar las dimensiones de estas .mioelas, como
fácilmente se comprenderá.

'T ÉCNICA OPERATORIA lJE L LLE NADO DE LO S TUB OS

Tratándose de estudiar la difusión de sustan icas líquidas .po miscibles
-entre sí, res ulta mu y sencillo depositar el medio de dispersión sobre la sus­
ta nr ia que difund e, pues basta dejar caer lent am ente dicho medi o de dis-

-154 -



ESTUDIO TEORICO y EXPERIMENTAL DE L,l DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

:persión sobre la superficie libre de la sustancia problema , previamente ' de­
positada en el fondo del tubo con suficiente cuidado para que no haya que-
-dado por las par edes del mismo. .

Cuando se estudia la difusión de hidrosoles de oro en agua hidest ila­
da totalmente miscibles en tre sí en todas proporciones, y con suma facilidad
-a 111 menor agitación , el problema de llenado de los tubo s de tal modo que
las dos capas coloide y agua , queden perfectamente diferencias inicialm en­
te, no resulta tan sencillo.

Como, por otra parte, del logro de esta perfecta separac ión 'depende que
'pueda o no estudiarse el problema de la difusión , hemos puesto todo él
empeño en resolver este problema lo má s sat isfacto riamente que nos ha
.sido posible.

Véase cómo hemos pro cedido .

1. Depó sito de coloide en los tubos

En un tub o de ensayo, perfectamente limpio y seco para que no se
a ltera la concentrac ión ini cial de coloide, depositamos con sumo cuidado
una cantidad de coloide . En un principio lográbamos este depósito median­
te una pip eta en la que tom ábamos el coloide. Con cuidado, para no tocar
-con la pipeta las par edes del tubo, y para que, en el momento de intro-
-ducirla no caiga ninguna gota en las mismas paredes, introduciendo coloide
más arriba de la altura que realmente éste debe alcanzar.

Más tarde en la boca del tubo de ensayo pusimos un dispositivo de cris­
tal en forma .de tap ón con agujero, por el cual fácilmente penetra la pip e­
ta, a la que sirve de guía, resultando prácticamente imposible que éste
toque a las paredes del tubo y que las gotas que se desprenden de la misma
-alcancen las paredes.

Il. Dep ósito del agua bidestilada so bre el coloi de

Resulta fundamental para este depósito, y por tanto, para que pueda
'estudiarse la difusión en forma conveniente, que ha ya total ausencia de la
agit.ación que lleva consigo la caída de gota s sobre el coloide. También ha
de evitar se el deslizamient.o del agua por las paredes del tubo , pues, en este
-caso , deslizándose el agua por debajo de la superficie libre del coloide, pro ­
'duce remolinos que agitan el coloide además de diluirlo.

Si se logra depositar lentamente las gotas de agua sobre la capa super­
fi cial del coloide, sin que se rompa el equilibrio que las fuerzas de tensión
'superficial mantienen entre las moléculas de agua y las micelas de oro _
'dichas gotas se esparcirán totalmente sobre el colodie, logrando ' esta per-
f ecta separación entre las dos capas o fases . -

La pr imera idea que se nos ocur rió para lograr esta superposición fue
utilizar un tubo en U provisto de llave.

Poniendo coloide en la rama sin llave y agua bidestilada en la otra , ' de
modo que en la superficie 'libre de ésta alcance menor altura que la del ~o­

Joid e en la otra, y abriendo con mucho cuidado la llave, el coloi de empujar á
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El sifón al qu e equivale el otro tubo, lleva un estrechamiento en la
rama que se introduce en el matraz, con la finalidad <le que el gasto del
líquido sea el mínimo posible. En el extremo exterior del sifón conviene­
que el corte sea lo más circular posible y, desde luego, sin estrecha miento .
Así se form en gotas perfectamente esfér icas y su salida se efectúa lenta­
mente.
" Regulando ia diferencia de ni veles entre R y el sifón , o sea, aprove­
chando la peq ueña diferencia correspondiente a la presión de la columna
de agua RE, se logra que una gota iniciada en E' quede suspendida per­
íectamente duran te bastante tie mpo por efecto del equilibrio entre las fuer-o
zas de la tensión superficial y las correspond ientes a la diferencia de nive-
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hacia arriba la columna de agua bid estilada . Así además se evitará el arras­
tre de micelas, que ocurrir ía en caso de dar paso al agua por la llave.

. Pero este procedimi ento ti ene el grave incon venient e de que el paso
del coloide por vidr ios esmerilados lleva consigo la coagulación con suma
facilidad , por lo cual debimos desechar ta l procedimiento.

.Ideamos a continuación una técnica que nos da al mismo t iemp o la po­
sibilidad de formación de gotas mu y lentam ente y que las deposita sin nin­
guna agitación sobre el coloide.

Esta t écnica se basa en el empleo del frasco de Mariotte, y en el prin­
. cipio de .Arquíme des , mediante el cual el descenso del tubo de ensayo se
logra con!gran suavidad; como luego veremos . '.

En el matraz A '. figura (23), se pone agua bid estilada y median te el
tubito L doblado y estrecha do en su parte interior se mantiene en R , con­
tinuamente, la presión atmosférica .
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les RE . Una gota salida del Mariotte deja un ' vacío en el frasco que es
reemplazado por una burbuja de aire que penetra por R . Este burbujear
nos da una media sencilla de la velocidad del llenado del tubo de difusión.
El frasco de Mariott e actúa como tal, mientras el nivel del agua del matraz
es superior a R, pues al alcanzar este nivel se convierte en simple sifón .

Pero la dificultad mayor viene ahora . Se trata de recoger estas gotas
formadas en el frasco de Mariotte, sobre el coloide sin que haya mezcla
con él.

Los primeros intentos fueron de hacerlo a pulso. Es decir colocado el
frasco de Mari otte a altura conveniente , introducíamos la ra ma exterior del
sifón, con gota ya ini ciada , en el tubo provisto de coloide. Se cuidaba de
no establecer contacto entre paredes del tubo de ensayo y rama del sifón,
para evitar que el agua se deslizara por las paredes. Con muchísimo cui­
dado se acercaba a la superficie libre del coloide la gota iniciada y pen­
diente, evitando siempre que el vidrio de la rama del sifón tocara el coloide.
La gota se deformaba y, por fin , se esparcía sobre el coloide, sin mezclar se
con él. Así el extrem o E' quedaba rozando el agua depositada y, deseen­
diendo lentament e el tubo, al mismo tiempo fluía agua bidestilada sobre
el coloide.

De esta manera llegamos a llenar algún que otro tu bo, pero resultaba
pesadísimo y mu y dificultoso por el factor personal del cansancio y ner­
viosismo.

En vista de esto se idearon algunos métodos que quería n evitar las di­
ficultades inherentes al trabajo a pul so.

Se pensó prim eram ente, en deslizar el tubo sobre una guía de madera ,
luego, moviendo el tu bo median te una rosca, a la que va solidario.

Estas modifi caciones y algunas más que omitimos, no dieron resu ltado,
pues el líquido de los tubos se agitaba, con la consig uiente mezcla de las
dos fases.

Por fin , con la ayuda del Licenciado Sr. Felipe de León t (q.e.p.d.),
resolvimos el problema por un método hid ráuli co, que tras var ias modi­
ficaciones, queda como a continuación se expone. '

V es un vaso de precipitados de dos lit ros, en cuyo inte rior va un cilin­
dro de vidrio perfectamente vertica l y sujeto. Al tubo con el coloide se le
provee de dos corchos, perfectamente parafinados en toda su superficie, y
'en los que se han practicado agujero s para que por su par te inferior entre
holgadamente el tubo de coloide.

Los corchos son de diámetro ligerament e menor que el del cilindro an­
t edicho. Estos corch os actúan como flotadores 'del tubo de ensa yo que trata
de llenarse.

Situado el frasco de Mari ott e convenientemente , se pone su rama exter­
na perfectam ente encima del tubo de ensayo y en la misma línea que el
eje vert ical de éste . Echando agua en el vaso de preci pitados sube el t ubo
de ensayo a la par que el nivel del agua. La rama externa t iene formada la
gota, que pende. Cuando se hallan próximos el coloide y la gota pendiente
de Mariotte, se abre una llave de poco gasto, para desagüe del gra n vaso.
Se regula la llegada de agua al vaso para que la gota se desparrame cuida­
dosamente sobre el coloide y quede esta blecido contacto entre esta gota
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depositada y la rama del frasco, que no debe entra r jam ás en el coloide;
para evitar así arrastre de micelas ,

El lentísimo descenso del nivel del vaso regula la salida de agua bides-·
tilada del frasco de Mariott e, de tal manera que siempre el extremo del
sifón enrasa perfectam ent e con la superficie libre en el tuh o de ensayo, .

Cuando quiere darse por acabado el depósito de agua, basta hacer des-o
cender súbitamente el nivel del vaso, y la rama del Mariotte se despr end e,
por sí misma, del agua depositada.

En los esquemas puestos en la página ante rior hemos querid o expresar
dos momentos interesantes de esta técnica del depósito de agua en el tubo
en el que estudiar emos la difusión: el cor respondiente a la pr imera gota (a)
y el momento final del llenado (b).

Para extraer el tubo se vuelve a llenar el vaso hasta poder tomar con­
los dedos el tubo por su parte superior .

Todo este procedimiento tiene la ventaja , además, de no necesitar la­
presencia continua del investigador .

Con todo , se ha de cuidar uno para que en el momento de sacar el t ubo
.Y de separar los corchos flotadores se evite todo movimiento rápido que
llevaría consigo la mezcla de las dos fases. .

Si el coloide con el que se trab aja es bastante concentrado; la separación
de las dos fases es perfectam ente apreciable de man era dire cta . De todos .
modos, y más especialmente cuando el coloide es muy diluido , hemos com­
probado la neta separación y la ausencia de micelas en la fase acuosa ,
mirando los tubos al haz de luz del arco voltaico, para ver si se da el efecto
Tyndall en la fase de dispersión .

En aquellos casos en que hubo agitación a la salida de los tubos o en el
que el llenado no fue bien, hemos notado que la separación coloide-agua
no es netamente superficial y que, pocos minutos después de extraídos los
tubos se apreciaba sobr e el coloide la presencia de partículas de oro a­
gran altura .

En estos casos, como es natural , hemos de~preciado la preparación .

DISPOSICI ÓN DE LA S EXP E RI ENCIAS DE DIF U SIÓ N DE LO S COLo iDES

Vista la man era como quedan llenos los tubos en los que la difusión se­
va a efectuar, indi caremos la forma de dispon er las seri es de tubos en los :
que dicha difusión se va a estudiar . ' .

Teniendo en cuenta que la difusión es un proceso lento, y que, por lo­
tanto , han de mantenerse los coloides mucho ti empo en los tub os de ensa­
yo, se impone que éstos sean de vidrio .duro.

Los tubos empleados son de 20 cm. de largos por 2,7 de diám etro in­
terior.

Cada ser ie de tuhos suele cons tar de seis, que se colocan en una gra-·
.dilla de mad era, una vez llenos.

Se les tapa con papel de 'plata.
La gradilla se guarda en lugar seguro, para evitar trepidaciones y des­

cuidos que impidan la marcha normal de la difusión , así como para logra r­
una temperatura prácticament e invariable.
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Generalmente se ha usado una altura de coloide inicialmente de 4 cm.
S la altura de agua bidestilada , añadida por la técnica descrita, varía entre
los tres y los diez cm. sobre el coloide.

Para cada tubo se anotan cuidadosamente estas dos alturas, la fecha
y hora en que comenzó el llenado con agua , que equivaldrá al comienzo
-del fenómeno de la difusión.

También se "anota la concentración coloidal del coloide del que se parte.
Cada tubo se numera convenientement e.
El cuadro de la página recoge los datos corr espondientes a unas series

-de tubos.
Inmediatamente después del llenado con agua , hacemos siempre análi­

sis del estado de la capa superior libre del medio de difusión. Así nos ase­
.guramos de la inexistencia de micelas en ella .. En algún que otro caso,
"sobre todo al principio , hemos debido desechar algunos tubos porque, de­
bido al llenado inconveniente , habían sido arrastradas micelas que apa­
.recían excesivamente pronto en la superficie libre de los tubos.

I

CONCT. COLOIDE FECHA -HORA
ALT. COLOIDE ALT . IIl0TUBO

cu/ 30S (lo3 LLENADO

A-l 50,66 mic. 24-XII-55-13 h. 4 cm. 12 cm.
B-l " " 26-XII-55-19 h. 4 " 9,3 "
Col 50 " 26-XII-55-20 h. 5 " 7,5 "
D-l " " 24-XII-55-17 ~ 3,8 " II "

A-2 9 " 26-I1I-56-19 h . 4 " 6,5 "
B-2 10 " 27-I1I-56-16 ~ 3 " 5 "
C-2 " " 27-I1I-56-18 ~ 2,7 " 6,5 "
D-2 " " 27-I1I-56-18 ~ 2,5 " 5,5 "

A-3 8 " 28-VIII-56-10 h . 2,5 " 6,2 "
B-3 5 " 29-VIII-56-19 ~ 3,5 " 7 "
C-3 " " 29-VIII-56-18 h . 3,5 " 6 "
D-3 " " 29-VIII-56-18 ~ 3,2 " 'l,l "

MEDIDAS D"E LAS CONCENTRAC~ONES MICELARES

Ya dijimos en la primera parte de este trabajo que, tratándose de un
problema en el que la variación de concentraciones puede estudiarse por
'i31 método de contaje de micelas, gracias a poseer un ultramicroscopio, éste
ha sido el procedimiento que hemos seguido por ser el más sencillo en
nuestro caso.

Uno de nuestros propósitos era lograr bastantes análisis de un mismo
tubo de ensayo , en tiempos diversos.

Siempre que el nivel del plano en el que se toma la muestra no altere
prácticamente de valor, podremos seguir la difusión en él como una fun­
c i ón de tiempo.
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·Por otra parte, disponiendo de varias series de tubos en los que la al­
tura de la superficie libre del medio 'de difusión varía de unos a otros ,
podremos también estudiar la difusión con respecto a la distancia y en
tiempos distintos :

Veamos la técnica empleada :

1. TOMA DE MUESTRA

Zsygmondy empl eaba una técnica que para nuestro caso resulta pro­
hibida, pues el análisis micelar lo efectuaba empleando cantidades de co­
loide de al menos 50 cm.", que fluían a través del tubo de que va provisto
el ultramicroscopio , y cuando el problema había arrastrado el agua del
lavado, y la cubeta se suponía en las condiciones propias del problema
mismo, lograba fijar , mediante unas pinzas , que cierran la llegada del co­
loide , una gota del problema en el campo visual del ultramicroscopio . En
ella efectuaba el contaje.

, Nosotros hemos empl eados la siguiente técnica: mediante un cuenta­
gotas pérfectament e limpio y seco, tomamos una muestra de una o, cuando
más dos gotas , ,del tubo que se analiza. En caso de que se presuma, debido
aljnucho tiempo transcurrido desde el comienzo de la difusión, o debido
a l aspecto que presenta el tubo , que la concentraci ón micelar será grande,
se ha ce una dilución del coloide extraído al doble, triple, etc. Esta dilución
la efectuaremos en una placa de porcelana de las que se usan en los ensa­
yos a la gota.

La t oma de muestra la hacemos en la misma superflcie libre del tubo .
Teniendo perfectam ent e lavada la cubeta del ultramicroscopio y habién­

dola secado mu y cuidadosamente, tras los tres lavados de rigor , mediante
el . mismo cuentagotas usado para la toma de muestra , depositamos una ,
gota del problema en dicha cubeta . La disposición de éste permite apri­
sionar la gota de coloide cuando se baja el ocular del ultramicroscopio .
. , P or tanto , bloqueando el tubo de llegada de problema usado por
~sygmondy, y con una sola gota podemos resolver el problema de calcular
las concentraciones micelare s.

La 'gota problema , por otra parte, puede permanecer el tiempo sufi­
eierite .para hacer varias series de conta jes de los que deducir la concen­
tración .

11. CO NTA.TES DE 'r.UCEL A S

Ninguna manera se ve más cómoda y segura, a la vez, que expresar la.
concentraci ón micelar en número de micelas en un determinado volumen
de" problema. .
-, "'El ultramicroscopio lleva en su ocular un retículo formado por nueve
cuadritos iguales, cuya equivalencia en el plano de observación correspon­
·de a 10,4 micras de lado.

Entre el ar co voltáico y el objeto se interpone una rendija cuya imagen
en el dicho plano de observación corresponde al valor de la profundidad
de coloide iluminado en el centro visual del ult ramicroscopio.
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Mediante dos coord enadas variables a voluntad, se logra que, bajo la
image n del retículo antes dicho , caiga exactamente la de la r endija , cuya
profundidad corresponde a 2,85 micras. . .

Por consiguiente el volumen de coloide iluminado bajo cada cuadr ito
del re tículo será:

v = 10,42
• 2,85 = 308 micras cúbicas.

, Toda micela que llegue a este volumen quedará perfectamente ilumina­
da por la luz del arco voltaico mientras en el citado volumen permanezca,
Luego será posible hallar el valor medio del número de micelas que hay'
en ese volumen, ha ciendo muchos contajes en ti empos elegidos al az~r :

Este valor medio será , por consiguiente, la concentración micelar, síern-.
pre que se tome como volumen de referencia las 308 micras cúbi cas.

La determinación de esta concentración, puede venir afectada por el fe~ ·
nóm eno subj etivo que lleva a tomar los momentos en que se den valores,
ya máxim os, ya mínimos de micelas existentes en el cuadrito. Esto se evi~ ·

ta , por ejemplo t eniendo que conta r el número de micelas en momentos:
que impone una persona ajena al que observa el ultramicroscopio , tras,
intervalos de tiemp o que él fija a capricho, o contando hasta cinco, u otra
cifra.

Para que los valores de estos contajes tengan mayor fidelidad ha de­
procurarse :

1.0 Que el retículo caiga exactamente sobre la imagen de la rendija
con perfecto enfoque, logran do esto mediante el tornillo micrométrico de­
que va provisto el ocular.

2.° Que el número de micelas no pase ord inariamente de tres por cua­
drito. En el caso de ser mayor este nú mero debe diluirse el coloide y te ­
nerse en cuenta dicha dilución en el cálculo de las concentraciones .

3.° Que el observador tenga la mayor rapidez posibl e en sus reflejos;
y se acostumbre previamente a reaccionar ante el contaje y a dar , sin,
prevenciones y honestam ente el número justo de las micelas que ve. .

Hacemos al menos tres ser ies de contajes con 30 lecturas en cada serie"
disponiendo los res ulta dos según se aprecia en el cuadro de la página si-
guiente . o

En dicho cuadro, según se aprec iará, se consigna también una cantidad'
de detalles de gran interés par a los resultados experimenta les de la difu­
sión en los coloides con los que trabajamo s.

En los cuadros de "Resultados Experimentales" nos excusaremos de­
poner los res ultados de cada una de las lecturas del número de micelas,
dan do los valores medios y a cont inuación las concentrac iones correspon­
dientes después de haber tenido en cuenta la dilu ción.
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COLOIDE A-2

Concentración inicial: Co = 9 micelas/308 micras'
DÍA 31 marzo 56 19 abril 5G 24 mayo 56

HORA 17 17,30 18,30
DILUCIÓN nula n lIla al triple

1 O O J 2 1 3 1 O 2
2 1 2 1 1 2 2 1 1 2
3 O 2 1 2 1 3 O 1 1
4 O O O 2 2 J O 1 2
5 :2 O O 3 2 2 O ] 1
6 O 1 1 2 2 2 2 O O
7 1 O O 2 2 2 2 2 1
8 1 1 ] 1 1 1 O 2 1
9 , 1 1 2 2 1 1 2 2 1

10 O 3 2 2 2 1 1 2 1
11 O O O 3 1 O 1 1 O
12 J J I 1 2 3 O 1 1
13 2 1 O 2 2 ] 3 1 1
14 O 1 2 3 2 1 1 O 1
15 1 O 2 2 1 1 1 1 1
16 2 1 O 2 1 3 1 O 1
17 O O O 2 3 2 1 1 O
18 1 O 1 1 2 2 O O O
19 O ] ] 3 3 2 1 1 O
20 1 1 1 1 2 2 2 ] ]
21 1 O O O 1 1 1 1 1
22 2 2 2 2 1 1 1 ° 1
23 2 O :2 3 1 3 O 1 1
24 O O ] 1 1 2 O 1 1
25 ° O 1 1 3 1 1 1 O
26 1 1 1 O 1 1 O 1 1
27 1 O 2 2 1 3 O 2 1
28 O 1 2 2 3 2 1 2 2
29 2 O O 1 2 3 1 1 1
30 O 1 r " 2 1 1 1 ]".- _ ._- - -----_ ._- - ---

TOTALES 23 2.2 28 52 5] 58 2G :10 28

Conc entraciones 0,8 1,7 2,79
Media por lectura 0,8 1,7 0,93

Concent.
e

0,09 0,19 0,31relativa -
Cu
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M E DIDA DE LA AGITACIÓN BROWi"IANA

1. . Finalidad de esta determinación .
En la primera parte de este tra bajo se vio la relación existente entre los

despl azamientosmicelares y el ti empo empleado pa ra su determinación .
Recordemos aho ra qu e, seg ún Einstein (24), la relación entre el cua­

dr ado del desplazamiento medio (me dia de las pro yecciones sobre un eje
de los desplazamientos mi celares) y el ti empo, es una constante, qu e mide
el estado de agitación del coloide. Trabajando a una temperatura constan­
te , el valor de esta relación sólo depende del tamaño de la mi cela y de la
viscosidad del medio de disp ersión usado:

Es decir:

A = ~
t

Tambi én el coeficiente de difusión D, es igua l a la mitad de la ag ita­
ción br owni an a

D=_A_
2

En la segunda parte, examinamos as imismo las re lac iones qu e ligab an
el parámetro de precisión h con D y con cualesquiera de los valores medios
de los desplazamientos mi celares.

Para poder aplicar la fórmula qu e nos da la concentración mi celar en el
plano superior de los tubos en los qu e se estudia la difusión , después de un
ti empo determinado, es decir , -la fórmula (73), a la qu e llegamos en la
par te final de la deducción teórica , n ecesitamos conocer el va lor de h.

Este valor, variable con el tiempo para un mi sm o coloide, se obtiene
sencillamente determinando la agi tación browniana de un a vez para
siem pre .

Conocida dicha ag itación hrowniana se podrán cal cular desplazamien ­
tos medios para tiempos distintos. Conocidas las -re laciones de estos des­
plazami ento s medi os con h, podremos interesar la (73), pues los límites
osn ta mbién conoci dos y ya indicamos cómo se manejan la s tablas de
probabilidad .

II . Técnica emp leada en .la determinación de los desplazamientos m e­
dios, o sea, la agitación browniana.

Para esta determinación experime ntal, seg uimos la técni ca de Don Juan
Martín Sauras (29).

Cons iste en medir las proyecciones sobre el plano de obse rvación de los
desplazamient os de muchas micelas durante tiempo iguales . Est o permite
calcular el va lor de la relación :

desp lazamiento" 112

- -'-- - - - = - = A
t iempo t
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Mediante esta constante, determinada para un tiempo conveniente, se
puede calcular cuál será el desplazamient o para otro ti empo cualquiera,
que es lo que nos interesa . .

Los desplazamientos de las micelas pro yectados sobr e un plano, se ob­
tienen señalando en el plano del dibujo utili zando la cámara clara, las
posiciones de la micela en los momentos inicial y final de la agitac ión
browniana. Este intervalo de ti empo suele ser de pocos segundos, contro­
lándose mediante un cronómetro .

Unidas las posiciones extremas y señalando el sent ido del desplazamien­
to , hemos hecho alr ededor de 120 recorridos en cada coloide de los em­
pleados.

Hemos, asimismo, tenido la curiosidad de hallar la media de las proyec­
ciones de estos desplazamientos sobr e un eje cualquiera -que es lo que
hacía Einstein- y si se tiene en cuenta el signo correspondiente a las pro­
yecciones, nos resultan valores para estas medias prácticamente iguales a
o. Esto nos dice que todas las direcciones son igualmente probables y que,
por tanto , estamos en un caso en que puede perfectamente aplicarse la es­
tadística , al mismo tiempo que se nos garantiza que no hay arrastre de
las micelas.

Para poder determinar el verdadero valor de los desplazamientos, dibu­
jamos cuidadosamente el retículo que nos sirvi ó para los contaj es. Tenien­
do en cuenta que el valor real de la imagen del lado del cuadradito interior
que constituye cada uno de los nueve cuadros del retículo en el plano en
que se halla el coloide es de 10,4 micras y que su imagen dibujada con la
cámara clara es de 11,5 mm. resulta ya muy fácil hallar la equivalencia
real de los desplazami ento s dibu jados en el papel. .

Hallada la media aritmética de los trazos sobre el papel y reducido 'su
valor al desplazamiento medio real de las micelas, tendremos la media
aritmética de las proyecciones sobre un plano, correspondiente a los des­
plazamientos que en el espacio efectúan las micelas durante el tiempo con­
siderado.

l'.
V t' = Jt

en donde se ponen r.' s! en el primer miembro indicando los desplaza­
mientos en los intervalos temporales usados en la determinación experi­
mental de la agitación browniana.

Según esto:

.rr
. r , = ra' . / '. v t

será la fórmula que nos permite calcular el desplazamiento medio sobre un
plano despu és de cualquier tiempo considerado.

Como, por otra ·par te, y según se vio:

4~h=-­
2 r ,
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sustituyendo 1'a tendremos :

>/1C7h = - ---==
2 T.' J /,

valor que susti tuido en (73) nos resuelve los problemas de cálculo teórico
de concentraciones mi celares por difu sión .

P RECAUCIO NES EN E STA TÉCNICA DE LOS OESPLAZAilIIENTO S

l. Iluminación en la c ám ara clamo

El prisma de refl exi ón total y el espejo que constituye la cámara clara ,
trasladan el campo visible del ultramicroscopio sobre un papel claro .. Esta
imagen del campo debe ser perfe ctamente visible al mismo tiempo que el
papel. Así podrán' seguirse -perfectamente los desplazamientos mic elares y
los dibujos de estos desplazamientos serán totalmente fieles.

Ahora bien , esta fidelid ad exige una conjugación perfecta de las ilu­
minaciones del coloide por un lado y del plano del dibujo por otro.

La iluminación del coloide la realiza el arco volt áico y la del plano del
dibujo la efectúa una bombilla aux iliar, Un exceso de iluminación por
esta' bombilla enmascara las micelas. Pero el exceso de iluminación se
puede corregir de vari as man eras : ya alejando el foco luminoso, ya usando:
los filtros de luz que pu eden colocarse ent re el pri sma y el espejo 0, por
fin, combinando ambas cosas. . .

Como la iluminación ·del coloide no podemos en modo alguno modifi­
carla , nuestras pos ibilidades son exclusivamente las cita das en el párrafo
anterior .

III. Enfoqu e del campo uUramiscroscópico.

Ante todo se ha de tener en cuenta qu e en esta operacion conviene que
las micelas puedan ser vistas durante el mayor ti empo posible, o lo qu e
es lo mismo , ha de procurarse qu e el espacio en el que son visibles sea
el máximo posibl e. Por esta razón prescindimos del retículo y de la ren-
dija cuando se trata de determinar recorridos mi celares. - .
- Quitando el r etículo no perderemos las micelas que quedarían ocultas
tras los trazos negros del mismo . Al suprimir la rendija será mucho mayor
la profundidad del campo observado y, por tanto, de coloide.
. Además, para que pueda seguirse fácilmente la micela escogida, con­
viene que la concentración sea más bien pequeña, por lo cual es obli gado
trabajar con coloid e muy diluido en el que se pu eda apreciar los recorridos
de las micelas, una a una, sin interferencias con las qu e las circundan.

Observemos también qu e siendo t r idimens ional el movimiento micelar ,
pero apreciando nosotros tan sólo la proyección sobre un plano , las mice c.

las que se pierdan a nu estra vista, desaparecerán , en su inmensa mayoría ,
por salirse fuera de la . profundidad de foco del objetivo. Esto es lógico ,
teniendo presente que la distan cia entre los dos planos extremos de esta
profundidad es bastan te .menor que el diámetro del campo visual.
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Por tanto, si se logra encontrar el plano medio entre los planos extre­
mos de enfoque, tendremos la posición ópt ima para los recorridos . Una
micela situada en tal plano tendrá el máximo recor rido que realizar tanto
hacia arriba como hacia abajo antes de perderse y podrá , en consecuencia,
ser seguida durante el tiempo mayor posible.

Prácticamente, nos ha resultado fácil resolver este problema. Hemos
procedido de la sigueinte forma: trabajamos con la rendija puesta en el
<lamino del rayo luminoso que hade recorrer la luz del arco voltáico. Mo­
yernos el ocular hasta que aparezca el campo con las micelas iluminadas.
Entonces mediante giro cuidadoso del micrómetro de profundidad - busca­
mos el plano en que desaparecen las micelas , anotando la lectura corres­
pondiente en el tornillo micrométrico .

FIG. 25

A continuación, giramos el tornillo en sent ido inverso al an terior , con
lo cual aparecerá el coloide. Seguimos girando hasta que desapar ezca nue­
vamente. Así habremos hallado el otro plano .extremo de la imagen de la
rendija. Hacemos igualm ente la lectura corres pondiente a esta última po­
sición del tambor micrométrico.

Situamos el tornillo en posición media de las dos lecturas extremas an­
tedichas y ésta será la de máximo enfoque.

Separemos a continuación la rendija y nos dispon emos a anotar los
recorridos según ya se dijo .

III. INFLUENCIA DE LA PARED DE LA CÁMARA

Siguiendo la -precaución anotada en el apa:t.ado JI y disponi~n~lo <:lel ul­
tramicroscopio Zsigmondy, de cámara amplia y profunda, limit and o la
elección de las micelas seguidas, a las que aparecen en el centro del
campo, se evita el efecto de enfrenamiento; producido sobre el movimiento
de las micelas , en la proximidad de la pared de la cámara. Este enfrena­
miento es debido a la viscosidad del medio, que se halla influida por la
proximidad de paredes según hace notar Constantín (41)~
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IV. MODO DE PROCEDER

Consecuencia de las anteriores observaciones es el modo de proceder,
tomando micelas que estén en el centro del campo visual y que se hallen
enfocadas , observándolas durante un tiempo' tal que no las permita ale­
jarse hasta alcanzar los bordes del campo.

Se pueden seguir sus caminos aún en el caso de que se desenfoquen, lo
que por otra parte; no influye en el valor de la media de los recorridos;
pues ésta depende <:le la componente horizontal tan sólo, y para nada de la
vertical.

,"
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e/ ca
exper .

1,2.10- 2

1,4 "
2,3 "
3,9 "
6,6 "
7,8 "

el e¿
cale.

9.10- 5

5 "

0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
0,999 1
0,9995

2 f hl"t 1

.,Irr e- x' dx
• a

Tiempo t: = 2 seg.
Núm. de recorridos : 117
Recorrido medio ro' = '7,7 . 10- '\ cm.

Tiempo t' = 2 seg .
Núm. de recorridos : 117
Recor rido medio ro' = 7,7 . 10- 4 cm.

Recor ridos micelares :

Recorrido s micelares :

h 1'l

18,6
9,54
5,3
4,6
4,02
3,55

0,99999
0,99999
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999

45,2
23,9
13,3
11,7
10,1

9,1

" f'h(2r,-r,J
h (2r,-r ,J I , ~ e-x' dx

\J' 10 .. O

h

3,4
1,8
1
0,88
0,76
0,69

ra

0,263
0,48
0,77

..0,88
1,14
1,29

.,1'
486

. ' 924
1440
1632
2118
240Ó

0,6
0,725
' 1,18
1,9 e

3,3 .
3;9

°°°°2
4

0,6
0,725

1,18
1,9'
1,65
0,99

Tiempo
difusi6n I Medi~ IDi luei6n I Cone .

( segund,os) conta]e . (e)

65,5.3600,
238 ,"
57.6 "
743 ' "
1247 "
1607 "

Concen tración micelar : ca = 50,6 micelas en 308 micras cúb .
Fecha y h ora llenado (comienzo difusió n) : 26-XII-55, 19 h .
Altura de coloide: r = 4 cm. '

agua , 1'2 = 9,8 cm. 2,1'2 ---: 1'1 = 13,3 cm.
1'1 = 5,3 cm.

Concentración micelar: Co = 50,66 micelas en 308 micra s cúb.
Fecha y hora llenado (comienzo difu sión) : 24-XIl -1955, 1:3 h .
Altura de coloid e : l' = 4 cm.

agua 1'2 =)2' cm. . 2 1'2 - 1'1 = 16
1'1 = 8 cm.

B 1

Dla·h ora Tiempo [ hI21" -" J [ h"" 2 , " 2 ' ele¿de ' la difusión Media Dil ución Cone. .j7" "a h h(2",-" ,J ---o-- e-xl dx hr, e- x: dx ele¿
deten nin . ( segundos) eonta j e ( e)

. ~.o ,. .¡" . O
cale. expe,' ,

- - - - -- -- - - -- - -
30-XIl -12 143:3600 0,092 ° 0,092 720 0,406 2,H 36,2 0,9999 18,4 0,9999 - 1,8.10- 3

4-1-17 ~ 269 ~ " 0,41 ° 0,41 984 0,54 1,7 27,2 0,9999 13,6 0,9999 - 8.10-3

7-1-12 . 336 " 0,98 ° 0,98 1098 0,59 1,5 24 0,99999 12 0,9999 - 1,9.10- 2
19-1-18 630 " 1,05 ° 1,05 1506 0,81 1,0 17,2 0,99999 8,6 0,9999 - 2, 1.10-2

, 9-11-18 134 " ' 0,85 2 1,7 2016 1,08 0,8 12,9 0,9999 6,48 0,9999 - 3,4. 10- 2
" 2-llI-17 685 " 1,05 2 2,1 2460 ' 1, 31 0,6 10,5 0,9999 5,25 0,9999 - I 8,2.10- 2

. ,

Dla·h ora
de ' la

.determin .

A 1

29 di. 12~

5-1-17
• 19-1-19
16-Il-18

- 26,1-18
2-llI-1S



Dla·hora TiempO
Modio Conc. .;7"

2 l b (21" - I', ) 2 [ hl', ele¿ ele¿de la difusión Dilución "a h . /1~2" ,-1',) ~ o~x~ dx /1)°
1

. .;,,' . a
c - ~~ (/;1'

detenllin. (segundos) cont aie (c)
~"' . , '. .¡ 10 a . calco expcr.

- - -- - - -- - - - - --
30-XII-19i 95! .3600 0,53 O 0,53 586,2 0,35 2,53 31;2 0,9999 6,3 0,9999 - [,06.10-2

5-1-18 238 " 0,92 O 0,92 924 0,55 1,55 20 0,9999 4 0,9999 - [,8 "
19-1-18 574 " .q O 1,9 1434 0,86 1,02 12,7 0,9999 2,5 0,9995 5.10 - ' 3,8 "

26-1-18 i 742! " 1,2 2 2,4 1632 0,98 0,9 11,2 0,9999 2,25 0,9985 1,4.10- 3 4,8 "
16-1I-18 i 1,3 3 3,9 2118 1,27 0,69 8,7 0,9999 1,7 0,9838 1,6.10- 2 7,9 ".. .

Tiempo t' = 2 seg .
Núm. de recor r ido s : 117
Recorrido medio 1'; = 8,5 . 10-' cm.

Tiempo t ' ::: 2 seg .
Núm. de reco r ridos: 117
Recorrido medio r ' = 8,5 . 10- ' cm.a .

Recorridos micelar es :

Recorridos micelar es :

D

Concentrac ión micelar : ca = 50 mico en 308 -micras cúb.
Fecha y hora de llenado (comie nzo dil .) : 26-XII-55, 20 h.
Altura de coloide r = 5 cm.

agua 1'3::: 7,5 cm. 2 '1'3 = 1'1 = 12,5 cm.
r 1 = 2,5 cm.

.-c 1 .

Concen tr ación micelar : ca = 50 mico en 308 micras cúb.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif. ) : 24-XII-55, 17 ,! h .
Altura de coloide r = 3,8 cm. .

ag ua r2 = 11 cm. 21'2- 1'1 = '14,8 cm.
1'1= 7,2 cm.

Dla·hora Tiempo 2 [ h(21',- I',) " f bl'difusión Media ' Cone. ~ 1 ele¿ ele¿de la Dilución .;7" "" h /.(2r,-''¡) ~ e-x'dx /"., e-x' dxdeterm in. ( segundos) contaje (c )
.¡ 10 • a .¡---;- a cale. e:"per .

-- - - -- - - --- -- -- ----
2+56-18! 217.3600 0,16 O 0,16 · 882 O , 5:~ 23,6 0,99999 12 0,99999 - 3,2.10-3

4-1-18 264! " 0,28 ° 0,28 972 0,58 22 0,99999 11 0,9999 - 5,6 "
ÜJ-I-18 624 i " 0,32 O 0,32 ] 500 0,9 14 0,9999 6,5 0,9999 - 6,5 "
9-1I-18 1128! " 0,57 ° 0,57 2016 1,2 12,6 0,9999 5,3 0,9999 - 1,1.10-2

23-1I-19 ! 1466 " 0,8 O 0,8 2298 1,38 9,3 0,9999 4,7 0,9999 - 1,6 "
2-III-18 I 1656~ ". 0,8 2 1,6 2842 1,46 8,8 0,9999 4,2 0,9999 - 3,2 "

.- . ."L-.. •._' , '"
,. --- ..J. ~ .. ... ~ .",~'-" ~ . ....... ......_'..._.....-.- '. ~ - _".__ _. • ,........... , .. _ _l .........__ ". _. . _. ... ..... -~-

._. _..... .-. .. .._._ ... ...~-_ .. ._-_. "'-- - - -- -_ .--~ - -- - _ .... -



· ,ESTUDIO · TEOW CO ,y EXPERIMENTAL .DE, LA· DIFUSION EN CO[,OIDES DE ORO .

_-::' 173 .-

RESULTADOS EXPERIMENTA LES

Según las experiencias correspondientes a l os dat os que preceden', ob­
servaremos que la difusión parece mu cho má s rápida en la práctica de lo
que la teoría nos indi ca . '; .
, Tratemos de interpretar esta anomalía : La primera razón a la que ' se
nos ocurrió, en .primera instancia, ha cer 'responsable de esta discordancia,
es que la superficie de separación entre coloide yagua no hubiera sido
neta. .

Despreciadas unas ser ies .de experiencias hechas y repetidas con el 'mis~
rno coloide , pero poniend o especial ciudado en el llenado, 'a pesar de todo ,
'segula la diferencia aunque algo atenuada . ..

A primera vista, parece que nu estra fórmul a pina calcular la concen­
t ració n micela r sea inad ecuada , pu es, a pesa r de haber tra bajado .con . ~n

coloide ro jo-rubí Zsim ongdy obtenido en magníficas condiciones, l os
valores experimentales se separan bastante de los teóricos dados por ella .

El hecho, sin embargo, de apreciarse en dicho coloide, después de unas
semanas de su preparación , indicios de sedimentación. micelar ,. no s. hizo
suponer que se trata de un sistema aún mu y polidis perso , para el que
.el recorrido medio hallado y usado en los cálculos, se distancie mucho 'el
recorrido m edio correspondiente a un sistema monodisperso, formad o ya
por las micelas del tamaño mayor , ya por las del menor . En el siste ma
polidisperso, las mayores micelas lógicam ente sedimentará n, en cambio
las más pequeñas alcanzarán la superficie libre del tubo de diíusi ónrnucho
-ante s de que lo haría el conjunto coloidal mono disperso de ta ma ño' in-
termedio. . - .

, Esta interpretación nos llevó a buscar los medios de obtener sistemas
anonodiepersos. . '

Tres procedimientos se nos 'ocurren para ello a pr imera vista: L a .Obte­
tener , mediante un a .ult rafiltra ción select iva, el .coloide de tamañ os. com­
prendidos entre los de los poros de dos filt ros empleados en . la selecc ión.

2.a Una ultrncentrifugación de coloide que acelere el efecto de separa ­
ción por tama ños de las micelas a lo alto del tubo, si bien la ultracentrifu­
gación de los coloides de oro pr esenta ser ias dificultades, por la pequeñez
del grano micelar. ~p Esperar a qu e el coloide, dispu esto en una pro beta
.de poco diámetro y mucha altura, alcance el equilib rio de sendimentación,
.despu éa de lo cual toman do el coloide existente en una capa conveniente
de la pr obeta , nos dará un siste ma con ta maño de micela uniforme: . .

'Por ser este últi mo el procedim iento más sencillo nos dispusimos a em­
plea rlo . Así, despu és de cuatro meses de sedimentación del coloide de l as
experiencias correspondientes a la ser ie 1, extrajimos de las.zo~as alt~s de
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los tubos en los que el efecto de sedimentación nos aconsejaba no pro se­
guir los contajes, y lo usamos como coloid e ini cial de una seri e de expe­
riencias, a las que corresponde, ent re otras muchas, el encasillado de la
serie 2 que va a continuación .

La atenta observación de los resultados correspondientes a las series
2 y 3, nos indica que nos hallamos en presencia de un coloide que res­
ponde hastant e bien , aunque no matemáticamente, a nuestras deduccio-
nei; teóricas. . .

La determinación de r: nos indicó ya que el sistema empleado en la
serie 1 era mucho menos homogén eo que el de las 2 y 3. En efecto, para
t' = .2 segundos, resultará r a' = ' 7,7 .1O-i seg., en la serie 1, mientras que
para t' :== 1 seg. resulta r: = 12,42.10- i cm . en la serie 2.

Recordando que el cociente entre los recorridos medios y las raíces
cuadradas de los tiempos debe ser una constante, para un mismo coloide

.monodisperso, y por sencilla deducción matemática se apreciará una se­
paración del 230 por ciento del valor experimental con respecto al teó­
rico ; razón por la cual los valores clC, calculados en 1 no se aprecian
mientras sí los de clC, experimental, que corresponde a la difusión de
las micelas para las que el recorrido medio es el correspondiente a
12,42.10-4 cm. es decir , a las micelas recogidas para formar el sistema
monodisperso de las seri es 2 y 3.

.' Los valores de las tablas correspondientes a las series 2 nos dicen que
la difusión con el coloide usado se ajustan bastante bien a la fórmula
después de un tiempo suficiente. En efecto, la primera determinación pu es­
ta , si está realizada después de poco tiempo, nos da una diferencia no­
table entre el cálculo y la experiencia mientras que en las sucesiva s deter­
minaciones, al tran scurso de un os 15 días apr oxima damente, resultan va­
lores experimenta les casi nunca superiores al doble de los teóricos.

Consultando los resultados que dan los autores, aprec iamos en Burton ,
por ejemplo, que los valores exper ime nta les que Wiener, Exner, Henri,
etc., dan para los cuadrados de los recoridos medios , son superiores en
más de cuatro veces a los calculados teóricamente por ellos mismos. Esto
indica que nuestros valores y la bondad de nuestra técnica son muy acep­
tables, así como que el sistema coloidal empleado en las determinaciones
de las .que las series 2 y 3 no son más que unas muestras, puede darse '
como monodisperso.

Respecto a la separación que presenta la primera determinación, nos
parece una buena interpretación . Ia siguiente. No resulta tan fácil una
perfecta separación inicial entre las fases coloide yagua , y es muy factible
que , a pesar del sumo cuidado puesto en el llenado y traslado de los tubos,
se nos desplace el coloide de la zona de separación - aunque sin perci­
birlo-e- con lo que su llegada a la superfi cie libre sea ad elantada, pero a
costa de dejar una zona con menos concentración micelar. Los dos efectos
son cont rapuestos para la difu sión, y así, después de un ti empo convenien­
te la .difusi ón sigue su 'marcha normal perfectamente acusada en las demás.
determinaciones.
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Por fin , el coloide empleado en la serie 3 es también el extraido de
la zona superior de los tubos de la serie 2. Si el coloide de la serie 2 era
prácticamente monodisperso , el que usamos en la 3 lo será con mayor
motivo. Así lo parece, en efecto, pues, de la determinación de -recorridos
micelares para un segundo nos resulta en este caso r: = 12,03.10-' cm.
casi igual a 12,42 . 10-' cm e , que es el de 2, con una diferencia que no llega
al 3 por ciento.

Como quiera que los resultados obtenidos empleando este método de
separación por tamaños del sistema coloidal, son muy satisfactorios , nos
parece innecesario emplear la técni ca .de la ultrafiltración , que , aparte de
las dificultades de su realización, difícilmente nos daría más apreciables
resultados.
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1 ,2 [ hl",
"

DCa·hora Tiempo 2 1h
(21", - I"I ) ele¿ ele¿de la di{lIsión Media Dilllción Cone. ';t l 'a h h(2r ,- r ,) .¡;- O e -):2 d.r

hr
1 e- :I:2 d:1)

flete)"min . (se,qllndos) contaje (e ) ,¡u O
cale . expel' .

, "
-- - - -- - - ~ -- - - ..

31-II1-17 96~.3600 0,33 ° 0,33 588 0,73 1,2 9,6 0,99999 2,4 0~9993~ , 6,8.10-3• 0,033
19-1V-18 453~ " 2,8 ° 2,8 1410 1,75 0,5 4 0,99990 1 0,8427 . 0,157 ' 0,28
26-1V-19! 722 " 3 ° 3 1608 2 0,44 . 3,52 0,9999 0,88 0,7866 0,213 . 0,3
17-V-18! 1225 " 2,1 2 4,2 2100 2,6 0,34 2,72 0,9998 0,68 0,6637 0,336 . 0,42
24-V-18! 1393 " 1,5 3 4,5 2238 2,8 0,32 2,48 0,99955 0,62 0,6194 0,391 0,45

Dl a-hora 'l'iempo I 2 Ih ,21',- I',) JllJ'Media Conc.
2 ,

cl code la di {lISiúlI Dilución .;7 l 'a. h 11 (2,',- ' ) -= e-x' da: 11"1 e-x~ d:r. ele¿

dHtcrmin. ( se,qllndos) contajc ( e)
v tt • O .;-;;- O

calco ezper.

- - -- - - --- '-- - - - - -
:n -3-17 118. :1600 0,8 ° 0.8 654 0,81 1,09 11,42 0,9999 2,7 q ,99987 2,10-' 9.10-2

19-4-17i 574~ " 1,7 ° 1,7 1434 1,78 0,49 5,1 0,99999 1,2 0,918 0,819 0,19
26-4-20 745 " 2,5 ° 2,5 1638 2,03 0,43 4,5 0,9999 1,07 0,7538 0,1302 0,27
17-5-18 1247 " 1,4 2 2,18 2118 2,6:3 0,33 3,5 0,9999 0,82 0,7238 0,246 0,3
24-5-18~ 1415~ " 0,93 3 2.79 . 2256 0,31 3,2 0,9999 0,77 0,7238 0,276 0,31
14-8-10 3375 " 0,66 7 '. 4,~2 3486 4,33 0,20 2,1 I 0,997 0,5 0,5205 0,4765 0,5

Á2
Con centraci ón micelar : cn = 9 micelas en 308 micras Clih.
Fecha y hora de llen ad o (comie nzo dif. ) : 26-TTT-56, 19 h .
Altura de coloide r = 4 cm .

ligu a 1'2 = 6,5 CIII. 2 1'~ - 1'1 = 10,5 cm .
1'1 = 2,5 cm.

B 2
Conce n tración micelar : Cn = 10 míe. en 308 mi cras cúb.
Fecha y hora de llenado (comien zo dif. ) : 27 marzo 56, 16?i h .
Altura de coloide r '= 3 cm .

agu a 1 '~ = 5 cm . 21'2 - 1'1 = 8 Clll .

1'1 = 2 cm.

Recor r idos micelares :

Tiempo t' = 1 seg.
Núm. de re corridos : 111
Recorrido medio r: = 12,42 . 10-' cm.

Recorridos mi eelares:

Tiempo t' = 1 seg.
Núm. de recorridos: 111
Recorrido medi o l ' a' = 12,42 . 10- 4 cm .



I ("(2"-" ) ., [bl'Dla-hora Ti empo
.lI edi" Conc.

I
h '

2 e 1 w 1
c/co ele¿tic la di fu sión Dilución JL 1'a. 1 /(', 1' -1' ) ~ e-x2 dx 111\ e-x2 d.");con taje íc)

... ;: 1

v rr • o
cnle.delermin . (segundos) V" .}o

exper .

-- - - - --- - -- --- '-- - --
31-:3-17 ~ n5.3600 0,13 O 0,13 582 0,72 1,2 9,6 0,99999 3,6 0,99990 9.10-' 1,4.10- 3

UJ-4-18 .¡. 552 " 1.1 2 2.2 1410 1.75 0.5 4 0,99996 1.6 0.9661 0,034 0,22
2ü-4-2ü 721 } " 1 :3 :l 1620 2.01 0,44 3,3 0,99995 1,:32 0,9:38 0,072 0,3
17-5-19 1224~ " 1 ,. :3 :3,9 210O 2.6 0,:34 2,7 0,9998 1,02 0,85 0,15 0,39

1:392 ,. I
.->

2-t-5-19 ,15 1 I
,1 4 22:38 2.8 0,31 2,48 0,999'15 0,93 0,811 0,189 0,4

I

Día-h om Tie mpo conc. I 11(21',- ",)
fa h (21' - 1' )

C"'
2 ~ 1 2 1

de la difusi6n Media Dt7l1 ción (c) JL 1'a h ~ e-s'dx h,·, c- X 2 tla: ej e¿ ele ¿
determino ( segundos) contaj e

Vtt • o Vrr • o
cale. ez per.

--~ -- - - - - --- - - - - --
:n-3~17, 15 95.3600 0,22 ° 0,22 582 0,72 1,2 11 0,99999 4,56 0,9999 0,027:
19-4-18,15 , 552 " 1 ° 1 1410 1,75 0,5 4,6 0,9999 1,9 0,992 0,008 0,1
26-'1-19,45 721 " 1,6 ° 1,6 1620 2,01 0,44 4,0 0,9999 1,4 0,955 3 0,047 0,16
17-5-18,45 122H " 1,1 2 2,2 210Q 2,6 0,34 3,0 0,99 1,2 0,931 0,08 0,22
1'1-5-19 129:3 " ,.,1,1 3 2,3 22:38 2,8 U,31 2,8 0,9994 1,1 0,899 0,1 0,33. ,, ~

Tiempo t' = 1 seg.
Núm . de r ecorridos : 111
Recorrido medio r: = 12,42 , 10-' cm .

, Tiempo t' = 1 seg.
Núm . de recorridos: 111
Recorrido medio r: = 12,42 . 10-' cm.

Recorridos micelares :

Rc corridos mi celares:
o 2

e 2

Concentración micelar :ca = 10 mico en 308 micras cúb .
Fecha y hora de llenado (comienzo dil .) : 27 ma rzo 56, 18,15 h.
Altura de coloide : h = 2,7 cm. . '

, agua 1'2 = 6,5 cm. 2 '1'2 - 1'1 = 9,2 cm .
'1'1 = 3,8 cm.

Cnnccn lrución micelar : Ca = 10 mi G,. erú 308 micras cúb .
Fechn y hora de .Ilenudo (comienzo dif. ): 27 marzo 56, 18 ~ h.
Al tura de coloide /. = 2,5 cm .

agua '1'2 = 5,5 cm . 21'2 - 1'1 = 8 cm.
1'1 = 3 cm.



Dfa-hol'a Tiempo l b(2" - ,. ) l brMedia
2 , I 2 I

ele¿ ele¿de la difllsión Dilllción Cone. JI "a h h(ZI',-' -.J --== e- x2 dx h'"l 0 -::t2 da;
determ in o (segundos) eontaje (e)

I J ro O J ro • o
cale. cxpeT.

- - - - - - --- - - - --- --- ---
28-9-17 ~ 720.3600 1,1 ° 1,1 1608 1,93 0,45 4,72 0,99999 1.57 0,973 0,0263 U,22
25-10-18-& 1369 " 1,4 ° 1,4 2220 2,67 0,33 3,46 0,99993 1,15 0,8961 0,104 0,28
29-11-1H 2208 " 0,6 3 1,8 2820 3,39 0,26 2,73 0,9998 0,91 0,8018 0,198 0,36

(

Dia-h ol'a 1'iempo 2 l b(21',- r,) I 2 l br, ele¿ ele¿de la difllsión Media Dilución Cone. \/7 "a h h (2,',-'-.J ----= c-X 2 da; hr; e-:x.2 dx
dctennin . ( segll ndos) contaje (e) Jro O . J ro O

cale. expeT.

- - -- - - --- - - - --- - - -
?5-10-18 4 75H.3600 1,2 ° 1,2 1644 1,9 0,43 4,17 0,9999 1,16 0,8991 0,1009 0,17
28-9-17 ~ 140011 " 2,3 2 2,6 2244 2,7 0,32 3.1 0,9999 0,86 0,7761 0,2238 0,32
29-11-17 2239 " 1,1 3 3,3 2838 3,4 0,26 2,52 0,99963 0,7 0,6778 0,3218 0,41

A 3

Concentración micelar: cn = 8 micelas en 308 micr as c úh.
Fecha y hora de llenado (comienzo de dif. ) : 28 agosto 56, 10 h .
Altura de coloide l' = 3,5 cm.

agua 1'2 = 6,2 cm . 2 1'2 - 1'¡ = .9,7 cm.
1'¡ = 2,7 cm.

B 3

Concentración micelar : Cn = 5 mico en 308 micra s cúb.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 29 agosto 56, 17 ~ h.
Altura de coloide r = 3,5 cm .

ag ua 1'2 = 1 cm . 2 1'2 - 1'¡ = 10,5 cm.
1'¡ = 3,5 cm.

;-

Recorrido micelar :

Tiempo t' = 1 seg .
Núm. de recorridos : 160
Hecorrido medio 1',,' = 12,03 . 10- 4 cm.

Recorri do micelar :

Tiempo t' = 1 seg .
Núm. de r ecor ridos : 160
Recorrido medio r: = 12,03 . 10- 4 cm.



Die-hora Tiempo
Media

2 l h(2r,-,) I 2 I hl'lde la difusión Dilución Cone. ./T "a h h(2'·,-r.) -- c-.x' dx h'-l e-x' dx ele¿ ele¿
determino ( segundos) eontaje (e)

~O ./,. O
cale. exper .

--- - - - - - - --- - -- - - - ---
25-10-19 720.3600 1,35 ° 1,35 1608 1,93 0,45 4,27 0,99999 1,12 0,88679 0,1132 0,27

28-9-18 1369 " 0,9 2 1,8 2220 2,67 0,33 3,17 0,9999 0,82 0,75381 0,2462 0,36
29-11-117~ 2208~ " 0,77 3 2,31 2820 3,29 0,26 2,47 0,99953 0,69 0,64203 0,3575 0,46

DCa·hor a Ti empo
Cone. I 2 [ h(2!',-r.) !oh!'2 1

do la difusión Modia Di lu ción .,¡T "a h h (21·,-'· . ) --= e-x' dx hr; e-x' da; ele¿ el e¿
detormin. ( segundos) eontajo (e) .,¡,. • o .,¡ ,. • O

culeo cJ.il'cr .

- -- - - - - - - --- - -- --- - -
28-9-18 ~ 720.3600 1 ° 1 1608 1,93 0,45 4,63 0,99999 1,75 0,9866 0,0133 0,2

25-X-19,15 1369-3600 1,2 H 1,8 2220 2,67 0,33 3,44 0,99999 1,34 0,9340 0,0659 0,3
29-11-17 ~ 2208 " 1,1 2 2,2 2820 3,39 0,26 2,67 0,99984 1,01 0,8468 0,1530 0,4

C3

Concentración micelar : cn = 5 mico en 308 micras ctíb.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif .) : 29 agosto 56, 18 h .
Altura de coloide l' = 3,5 cm.

agua 1'2 = 6 cm. 2 :1'2 jo1 = 9,5 cm.
1'1 = 2,5 cm.

D3
Concentración micelar : cn = 5 mico en 308 micra s cúb.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.) : 29 agos to 56, 18 ~ h .
Altu ra de coloide r = 3,2 cm.

agua 1'2 = 7,1 cm. 2 1'2- 1'1 = 10,3 cm.
1'1 = 3,9 cm.

Recorrido micelar :

Tiempo t' = 1 seg.
Núm . de reco rridos: 160
Recorrido medio 1'0' = 12,03 . 10-4 cm.

Recorrido micelar :

Tiempo t' = 1 seg.
Núm . de recorridos : 160
Recor rido medio 1'0' = 12,03 . 10- < cm.
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CONCL U SIONES

L." Se deducen directamente los valores de la concentración en los
procesos de difusión , sin necesidad de integra r la función de Fick, apli­
cando el cálculo de probabilidades.

2.a Para aplicar las .leyes de Gauss - tan to en una dimensión como
generalizada a dos o tr es dimensiones- calculamos ' los parámetros de las
misma s en fun ción de la agitación browniana. .'

3.a Esta forma de tratar la difusión , permite esludiar la influencia que
ejerce la presencia de superficies límites - fondos, par edes laterales y su­
perficies libres- en la marcha normal dé' la difusión.

4.a Se perfecciona la técnica de medida de concen traciones micelares.
Para ello : a) se logra un llenado adecuado de los tubos mediante el uso
del frasco Mariotte y de un procedimiento hidráuli co. b) Se introduce una '
técnica' de microanálisis que nos dá , por contaje sencillo y posible de re­
pet ir cuantas veces nos int erese, un mismo problema , sin que varíe prá c­
t icamente en sus condiciones experime ntales.

5.a Se consigue asimismo un perfeccionamiento de la técnica empleada
en la medida de la agitación browniana , median te la determinación previa
del plano óptimo de enfoque del volumen coloidal en que se determinan
recorr idos micelares.

G." Utilizando un coloide rojo rubí Z sigmnody y empleando las téc­
nicas perfeccionadas anteriores, se corrobora experimentalmente la fórmula
de Einstein relativa al movimiento browniano, ); se logra una mejora res­
pecto de los valores obtenidos anter iormente por otros experimentadores.

T," Se interpreta el hecho de no alcanzar aún una mayor exactitud en
las pr imeras experiencias con coloide, como nosotros -esperábamos, por
tratar se de un sistema coloidal todavía polidisperso.

8.a Seleccionando un coloide Zsygmnondy para obtener un sistema
coloidal todavía polidisperso se logra tener resultados . satisfactorios.
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