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CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS
CLASES SEMI-ANALITICAS Y CUASI-ANALITICAS

por

BarTasar R.-SavniNas

INTRODUCCION

En este trabajo, escrito en 1958, se estudian y resuelven diversos pro-
blemas que se presentan en las teorias de clases de desarrollos asintéticos
y de funciones indefinidamente derivables®*, tales como la determinacién
de las que por generalizacién llamamos clases cuasi-analiticas en un 4n-
gulo 4, : |arg z| < a /2 o sector curvo S, (z): | 2/%— zY* | < | 7 |V,
la caracterizacién de las clases que contienen funciones no constantes,
construccién de funciones -caracteristicas de una clase, inclusién y equi-
valencia de clases, construccién de funciones semi-analfticas y cuasi-
analiticas con el mismo desarrollo asint6tico, estableciendo ademds des-
igualdades entre las cotas de las derivadas de una funcién analifica en
un angulo 4, de amplitud o © < =.

Aunque estas cuestiones estin desde luego completamente resueltas en
el caso de clases de funciones indefinidamente derivables en la recta, no
lo estdn para las clases de funciones analiticas. Nosotros logramos aqui
esto completamente para las clases de funciones indefinidamente deriva-
bles en é4ngulos de amplitud no superior a =, y parcialmente ea otros
casos, pero de forma que bastarfa, por ejemplo, establecer una desigual-
dad entre las cotas de los restos parciales de los desarrollos asintGticos
para que quedaran también completamente resueltos estos problemas
para las clases de desarrollos asintGticos en dngulos de amplitud
=T

(@) En las primeras entran en juego las cotas de Pomncart de los restos parciales de
los desarrollos asintéticos y en las segundas las de las derivadas.

* Aunque algunos de estos resultados los hemos publicado ya en varias partes,
hemos creido conveniente publicar la Memoria primitiva sin ninguna modificacién, entre
otras razones porque el lector siempre encontrard en ella alguna novedad sobre los
mismos. S6lo hemos agregado ahora la bibliografia y notas al pie sefialadas con uno
o varios asteriscos.

** Esta desigualdad ha sido demostrada posteriormente por Sax Juan, para o =1
Y o = 2, por el autor para o = 2.
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En el caso de clases de funciones indefinidamente derivables en la rec-
ta, resolvemos también en este trabajo un problema planteado por Bane
a SaN Jusn, que consiste en la construccién de una funcién analitica en
un segmento que admita como prolongacién en la recta dos funciones

cuasi-analiticas distintas, esto es, pertenecientes a sendas clases cuasi-
analiticas®**.

%

Concretamente, este resultado ha sido publicado en la Revista

( ‘Las Ciencias”,
de Madrid, en 1960.
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CLASES DE FUNCIONES CON DESARROLLO ASINTOTICO.
CLASES SEMI-ANALITICAS

§ 1. Definiciones. Condiciones de semi-analiticidad

Dado un recinto € contenido en un dngulo | arg z | < « /2 de la su-
perficie de Riemann de log z®, con el punto frontera z = 0 y una sucesion
positiva {m, },*, designaremos por k, {m,; @} y por K, {m,; Q}, respec-
tivamente, las clases de funciones f analiticas en © que admiten un desa-

rrollo asintético X a, z* en Q, definido en uno y otro caso por
0

n—1
lf@—2az|=4dm,|z|" o =201 2 ) 1.1)
2,
| [ (3 —”_2] a,z|=4qm, | 2 |" =10:12; =) (1.2)
0

para cada z € Q y ciertas constantes 4 y ¢ dependientes de .

Diremos, siguiendo a San Juax, que K, {m,; @t es una clase semi-ana-
litica en 0 si cada funcién j de K, {m,; Q! estd determinada univocamente
oo

por su desarrollo asintético X a, z*; esto es, si toda funcién analitica en 2,
0
que verifique

i =4 gtm | = & @A=03100 ) (1.3)

en el recinto Q es idénticamente nula. Este concepto se extiende de igual
forma a k, {m,; @} y en general a una clase de funciones analiticas con
desarrollo asint6tico en un punto frontera de ©.

La caracterizacién de las clases semi-analiticas depende, por consiguien-

(2) Nos referiremo6s siempre a una rama uniforme de funcién analftica en el recinto
de una o mé&s hojas Q sobre la superficie de Riemann de logz, donde distinguiremos
unos puntos de otros por su representacién z = rei; esto es, por su argumento 6.

>
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te, de la solucién del llamado problema de Warson en Q®. En particular,
cuando @ sea un sector curvo S, (z):

1/

|z — 7% < |2,

0 un dngulo 4 :
larg z| < @ /2

de amplitud @ «, la condicién G, necesaria y suficiente que debe cumplir
la sucesién {m,},> para que k,{m,; Q} o KJim,; @} sea semi-analitica se

no

puede expresar por una cualquiera de las formas equivalentes :

o l Ie =
Gl o Bla——r =5y B=ini W (CARLEMAN),®
& Bn A k=n
o - ot
G2 _l()_g& Ir = oo Tlr) =3 _1_ Ost
BEes o e 00 (r) = sup (OsTROWSKI).
"=,
Ao o rt D d?' .
C,. 3 logs>li=—— e 9 p > 0. (CARLEMAN-OSTROWSKI).
n=0 m, Pt/ :
n i
C,. 4 lim v/ m, <o 6 lim / T — 0 £ con
s n
n |
\
D 0 (MANDEILBROJT),
vm,°

siendo {m,},> la regularizada convexa logaritmica de {m,},”

o lo que es
igual {log m,°t,” la regularizada convexa de {log m, },>.

n TS
65 lim v m,<oo 6 1im ¥/ m, = O  ¢on
n

n

1/
© [ m,
> S = 639 (MANDELBROJIT).
Mg

Primero Sanx Juan [18; 13] y después Bana [1; § 10] han demostrado
que de

n

m,
lim*—-—— <00 (¢ > 0)
— =

n

se sigue que {m, |, satisface la condicién (B

3 Véanse, MANDELBROJT [10; 46 y 23], Canrremaxs [2

!
meros encerrados entre corchetes se refieren a la bibliograffa reunida al final, de ma-

nera que el primero indica el libro o revista Y el siguiente o siguientes las péginas.

Los contenidos entre paréntesis indican Ia férmula de este trabajo.

() Cuando s6lo interesa destacar la convergencia o divergencia de estas series o
integrales se suele suprimir el indice inferior.

|y Ostrowskr [11]. Los ni-

=
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De manera general designaremos por -, a todo recinto 2 tal que la
condicién de semi-analiticidad de K, {m,; @ | sea la C,
De forma andloga se pueden rormdenn las chqos Ittty
K, {m,; I,} formadas por todas las funciones continuas en el mter\ alo, fi-
nito o infinito, I, = (0, a) que admiten un desarrollo asinté6tico 2 a,z" en
0

0 y verifican, respectivamente, las designaldades

| f(x) —ui a,x | =A ma" o =100, 2 ) (1.4)
= = .
Yy e _ :
| flx) — X a & | =4 m,q"z" =10, 1 Zeeas) (1.5)
: 0

en I, para unas constantes positivas convenientes 4 y ¢ dependientes de f.

Se puede demostrar facilmente que para que la clase K, {m,; I} sea
semi-analitica es necesario y suficiente que {m,f,” verifique la condicién

n
(5 lim: +/ m, = 0.
n

La condicién C, es suficiente. En efecto, si f es una funcién continua

en I, tal que
| fz) | = 4 ¢'m,x" @ =a051522 1)

para x € I,, donde {m,},* satisface G,. resulta

|f(x)] = A lim [m,(q 2)'] = 0

para todo = € I, y por tanto [ =
La condicién es necesaria. Si

n

lim 4/ m, > 0,

n

la funcién indefinidamente derivable f, definida por

0 para 0=z=a y a<a
exp {_ 1 } para o < x < a,
5 T —a

f(z) =

admite el desarrollo asintético = 0 " y pertenece a K, {m.; I, puesto que
0

| f(@) | = | z/a” | =01 2 .

para todo x € I,, sin embargo f==0 € K,{m,; I,}.
Con el mismo argumento se puede ver que la clase kdm,; [} es semi-
analitica s1 y sélo si

(Dies lim v/m, =< 1/a,

n

que solamente coincide con la condicién C, para a = oo.

=g
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De manera andloga que anteriormente designaremos por 4, la semi-rec-
ta (0, o) y por @, cualquier intervalo (0, a).

§ 2. Convergencia de desarrollos asintéticos
Es evidente que las funciones de la clase K, {1; @} correspondiente a la
sucesién m, = 1, son analiticas en el punto z = 0 y que el desarrollo asin-
tético X a,z" de cada funcién [ € K;31; @} converge hacia f(z) en un cierto
0

entorno de z = 0. Ahora vamos a ver que esto también ocurre para ofras
clases K, {m,; @t o k {m,; Q.

TeorEMa 1. — Si Q es el sector {|arg z| < =, |z| <mnt y

lim v m, =< 1/n, 2.1)

oo
toda funcion | de k, {m,; Qt con el desarrolio asintético X a,z" es onalitica
5 0
en el punto z = 0 y 2 a,z" converge hacia f(z) en | z | <.
0

DemostrAcION. — Veamos en primer lugar que existen los limites

lim § (3 y m [i{z) (z € Q)
{

li
s—e" fe=

para 0 < t <7, y son iguales. En efecto, si
A — B (ZE(Argiz, =) Y o —0 alimee (Ve (Aroize e a7y )3
z : i

= _>eixl 3 —eiw
n n

7
tendremos
n—1

20,0 |=4mt
0

i )\

n—1
I[N —3a (— 0ty | =4 m, 1"
o ‘ e
para 0 < [ < 7, por consiguiente,
A — A lim i, ¢t =00 Y=

n

para 0 <1 <7, De esto se deduce, teniendo presente

lim f (2) = a, (larg z| < m),
z—>0
que [ es una funcién analitica uniforme en el circulo |z | <7, y que
i ,
> a, z* converge hacia f (z) en | z | < 7,
: . pes|

— 10—
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TroreEMA 2. —— Si Q@ es el sector {|arg z| < o« w/R; |z| <mt de ampli-
tud o = > 2w y la sucesién positiva {m,t,™ salisface la condicién G, _,,
toda funcién f de Kim,; @t es una funcién analitica en |z| <y y

f@=Saz (lz]<n® (2.2)
0

DemostracION. — En efecto, siendo
g = 9—f(e*2)
analitica en el sector S: {|argz| < («—2) w/2; |z] <mt y
9@| =24 g m, |z €S,

resulta g = 0 por verificar {m,t,” la condicién G, _,, de donde se deduce
que f es una funci6n analitica uniforme en 0 < < 1, con lim f (x)=a,
z—>0

oL
-
)

oo
y, por consiguiente, que X a, z" converge hacia f () en el circulo
0

2| << Ty-
§ 3. Clases que contienen [unciones no constantes.
Generalizaciones del teorema de Liouville
TeorEMa 3. — Dada la sucesion positiva {m,t,”, para que la clase
K, {m,; A.,} contengan funciones no constantes es mecesario y suficiente
que
L =
lim &/ m, > 0°. (3.1)
n
DemosTrAciON. — La necesidad se sigue del teorema 1 y del teorema

de LiouviLLE.
Para demostrar la suficiencia consideremos la funcién

1+ z)log (1 + 2)— =z
A i(z)=(+)0%_;+) ’

L

que se puede expresar para |arg z

< « por la integral

e
i e 0
Jo Eie

(5) Este teorema, que ya hemos demostrado en [15; 194], es andlogo a ofro dado
por ManpELBROJT en [10; 907 para las series de Dmicrrer con la diferencia que aqui no
exigimos la convergencia de la serie.

* Este teorema fue publicado en [4*, 526-528] con una demostracién menos deta-
llada que la desarrollada aqui.

SR
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de. donde se obtiene

S ey e
{/(‘¢>_§hv+ﬂ(v+2) = f LS &0 o
ol (]—tl”+1

que nos demuestra que f per’renece a K, {m
efecto, como

} =4 |z|" (3.2),

n,; 4.t si se verifica (3.1). En

Ul = ) [ (L =) 75
U L EL
0 etz = ==

para s = — 1/z, si T es el semicn‘culo contenido en el semiplano Im ¢ < (
6 Im¢=0, segtin sea Im s >0 6 ITm s = 0, y que tiene por didmetro el
segmento de extremos 0 y 1, y se verifica

| para Res=1/2 y €T
|t —s|>=|t—1! para Res>1/2 y ter,

L (1—¢) e+ 2
Lz | —— =ahi | = ‘(l—l)l”dlléﬂ
g Izt . ¥

) fl (1 —¢) ¢t
z ——— 7
, i L =5 %70

de donde resulta inmediatamente la desigualdad (3.2).

tendremos

4] EdialT=—c,

Lema 1.—Si la sucesién positiva {m,},= no cumple la condicién G, exis-
te'una funcién F 5~ 0 analitica 7y acotada en el semiplano Re z > (), posm~
va sobre el semi-eje real positivo Y que verifica

| F(z) 2 = m, =03k 2 (3.3)
y
0 (8) n
[ | F(z) 2" dz | =m, G =k 2 0 (3.4)
Jo
sobre cada semirrecta arg = = § de | h| < /2.

Demostracton.—Como por hipétesis {m, },* no cumple la condicién C,
existe segln se sabe una funcién g 7= 0 analitica en el semiplano Re z > 0
positiva sobre el semi- -eje real pomwo v tal que

|l 9@ 2" | < m, m=01,2 .)
para todo z de Re z > ().

{(6)

Designamos como ya es frecuente por
a lo largo de la semirrecta arg z = §.

§,2® la integral extendida desde 0 a oo

g
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De esto resulta que la funcién

B e
)= w (1 + z¢

es analitica en Re z> 0, positiva para z > 0 y satisface las condiciones

| F(z) 2"

® o0 (6) o
/ !F(_z)z””dz!évz—-/ S
i

0 T

para cada fde [8|==/2 y n=01,2 ..

TeoreMa 4.—=Dada la sucesién positiva {m,t,™ y « > 2, para que la clase
K, {m,; A} contenga [unciones no conslanites es necesario y suficiente
que {m,t," no verifique la condicién G ,_, .

DemosTrACION.—La necesidad se sigue del teorema 2 y del teorema de
LiouviLLE.
La condicién es suficiente. Si {m,t,™ no verifica la condicién G, , se

puede construir por el lema 1 una funcién F == 0, analifica en el semiplano
Re z = 0 con los momentos

LIO)
f | F(t) 0™ dt | =< m, (=202 )
=

para | ¢ | < w/2 y v = o — 2, y positiva sobre el semi-eje real positivo.
Sea f la funcién analitica en | arg z | < « w/2 expresada por la integral

2 (=¢)
@) = — [ g (zt) F(t7) £07 dt
Y .o

para |argz—o¢ | < m y cada 9 de | ¢ | <y w/2, siendo

1+ 2)log(l + 20—z
g (z) = :

{3

la funcién estudiada en el teorema 3.

(") ManpErBrosT ha demostrado teoremas andlogos a éste en [10; 251-257] para se-
ries de DiricELET > d_e~*" en una banda | Im s | < R, pero siempre en el caso que

1
la anchura 2 7 R de la banda sea mayor que 2 r D*, donde D* es la densidad superior
de la sucesién {1 |, que en nuestro caso es igual a 1. Para R — D* los resultados que
conocemos de este tipo son los teoremas 8 y 5, por ello creemos que fendria interés
estudiar la misma cuestién para series de Diricerer cuando R = D*.

g
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Entonces, poniendo

a o e s = FE(e)ie™ de =~ 0,
i (n + D +2)

s

4 o (—¢) Ee)
= | z I"f ER@@ )=y | — | 2 l"f | F@) ¢ dt | = 4 m,
5 s | o !

resulta

oo( )

(;l

f@—Za,z

- < = )
LIl s el (L) S
lg( ) 0 \)+1\(\,+O)]IU )

para |argz| <a m/2, puesto que se puede ‘elegir ¢ de modo
o | < (a—‘)) n/2y |9 —argz | <. Luego la claso Ky {m,; 4}
tiene la funcién no constante f.

Leva 2.—Si {m,*},* es una sucesion positiva tal que

ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

dit

Izlw

que
con-

(3.5)

para toda sucesién {m,t,> que no cumpla la condicién G, (a> 0), resulta

v m,*
lim < 00
n*
si fuese
n -
: M - n*
lim—=——A—0o6 v~ Jim —- =0
n n n = *
v m,’
se podria determinar una sucesién {n,},;* de enteros positivos tales que
;% n;* 1
: = =
i ;.
N_m* N m* AL
nj ni

parat = 1,2, ... yj=1 4 1. Por tanto, si ponemos

n/2

m, = ( \/ m* )

ny/

para n,_; <n =mn; (n, = 0), tendremos
2 =l Z 2 — My 7 Nele
on == s On;

n=1 ~/ m, i=1 i ~/ m:
1

=

i

1\
TMse
I

||
¢

(3.6)



CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS. CLASES SEMI-ANALITICAS Y CUASI-ANALITICAS

n = n+1
~/ mu é \/ ’nlu-l—l (n T ]a 21 )

para « > 0, y

eSS
lim +/ m, > 0
o
para « = 0, que Nos expresa que {m,},> no cumple la condicién G, , lo que
nos lleva a una contradiccién con (3.5) puesto que

2ni

7 s e *
YR o Moy = M,
lim >~ lim ———— = lim — =9
n i m nj i ’ni i

TroreMa 5.—Dada la sucesién posiliva Im,be® y 0= a <2, para que
la clase K, {m,; A, } contenga funciones no constantes es necesarto y sufi-
ciente que

m,*
m’ﬂ

n

L
) =——
— n*

n

Lﬂ.-
—L > 0"

(3.7)
DeMoSTRACION.—La condicion es necesaria. En efecto. como veremos, St
fEK, im,; 4,1y

n

= N m,
i) =————
. 7

2

= 0, (3.8)

n

la funci6n f es una constante. En el caso « > 1 se puede efectuar la demos-
tracién de esto como sigue:
Por ser f analitica y acotada en el dngulo 4, , la transformada de La-

PLACE.
q(2) =f et f(t) di
0

es analitica en 4, , y se comporta de forma que

o ik n! m, o
o= > - e Gl
para |arg z| < « w/2,
? 112-1 v! a, ‘ e n! m, (3.10)
9@ =20 | =1 hcos (0] —« /)"

para § = argz y a w/2 = 0] < (@ + 1) /2, donde los a, son los coefi-
cientes del desarrollo asintético de [ en 0.

* Tste teorema fue demostrado ya en [4%, 526-528] siguiendo un camino distinto:
al de este trabajo y basado en la desigualdad (4.3).

—
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Estas acotaciones resultan facilmente de

o
9z — 3 al,f e= (it
0

0

n—1 V! av

gz — X

+1

~V
v

&) n—1
= '_/ e [f() — 3 a, ] dt
0 0

=4 q m,,f exp {— | z cos O —o)| t} ¢ dt
0
- = =0 A
| z cos (6 — g)|™" @ )
pues basta tomar ¢=6 = arg z para largs | <an/2 y o=+ (¢ —¢) w/2

— £ a7/2 para « w/2 = + arg z < (a + 1) w/2.
De esto se deduce que

h(2) = g(s €7) — g(z &)
©s una funcién analitica en el angulo

: : n s S largz | < (@ —1) /2, acotada en
| arg (z — =(a— Dixw/2:
] h(z) l =24 k" nl m, (]» = ¢ sen! ((Z_Tl)ﬂ)
Y con
: RA kP nim, >
! h(x)‘éT =), 52225
para z = 1. Como ademds
e e n =
., NEnIm, e m,
lm—=——— e il
B n- Cesi=—"vrt0)

por el teorema 5 de [12; 373] o el teorema 2 de [13; 124 ] se tiene h(z) = 0
para |argz | < (a— 1) 7/2, de donde resulta que 29(z) es una funci6n
analitica uniforme para z == () y acotada con

lim z g(2) = a,,

Z2—>»00
Y, DPOr consiguiente, que g(z) = &/z y [(2) = a,
Esta demostracién cae en defecto
de proceder del siguiente modo,
forma para el caso ¢ = 0.
En primer lugar vamos a ver
cesién positiva {p, }, que no ver

a, = 0 para n > 1,
para 0 = o« = 1 pero entonces se pue-
introduciendo ligeras modificaciones en la

que (3.8) implica la existencia de una su-
ifica G, , y tal que

l_iE ‘\frn’n ba = 0.

n

(3.11)

==
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Fn efecto, si fuese.

n
{ | W=t — o
lim v my, p, > 0 0 li"m \/

n

1

Im,
<00
Hl\

o2

para toda sucesiéon positiva {u.te® que no cumpla G, ,, por el lema
resultaria

que va contra (3.8).
Sea ahora F la funcién construida en el lema 1 para m,=up.,
entonces variando 6 se ve que la funcién g expresada por

1 =) :
g(s) = — ﬂyf (= F (/28] f() de
2 Jo

v '(=2 —

para |args— 0| =y m/2 ycada 6 de | 6| <am/2 (8 = 0paraa= 0) es
una funcién analitica en el angulo | arg z | < w que admite el desarrollo
asintético
> e, a, 7, o = f Fiyer dt > 0

3 0

con cotas 4 q" m, p,, pues,

lg(z)—ni‘avav z =‘g(2)—nia,,:"[ F(t)t""dt}
0 0 Jo

] oo (8) : n—1
—ﬁﬁf“ww[WWﬂmw—Z%ﬂﬁ
0 AN i 0

=
SN0
. <

o ()

== Angt mg TS [ | F.(yt) prdt | = A g'map, =012
Jo ‘ :

para |arg z| < w, si se elige 6 de manera conveniente y o=(8—arg z)/y-
De esto resulta. teniendo presente (3.11) y por el teorema 3, que g(z) = ot
y a, = 0 para n >1, de donde se deduce finalmente, siendo

o) —a | =4 ¢ m, |z | (=02 )

g
con lim v/ m, = 0, que f(z) = a.
n
La- condicién (3.7) es suficiente. Para demostrar esto basta ver que la
funcién entera

- o

o [+ 1)y + 1] (z! =T (= + 1))

S
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que evidentemente es no constante y se puede expresar por la integral

a-+ico
1 et dt
. e S a €A,
2_ T j:_‘_w ty + z 12 pala E b

pertenece a K, {m,; 4} si {m,},® verifica (3.7).
En primer lugar observemos que para |argz | =a7/2 y Ret = a se
tiene:

1
| +z|=1(a+pt) —re™ | =Im(p + ar)

e a ; a
=|p + ai|”sen (yarctg—)é:lp + a1 | sen (arctg——)
il 1 P
=lp+ait|a>a
si y =1 y arctg (a/p) = w/2 y.
2L
[t +z|=lt|">a

si y>1 y arctg (a/p) = w/2 ¥.
S

o (8
——

| +2|=|p + ai]| sen (;fa.rctg—

a . 1~
> v lp+ai|” sen (arcta ——) =y|let+tai|a=xy|l|a

siy <1

Por tanto, para z € A , se puede escribir

: i (— 2 | z | ato ot dt
= % [(b+1)y+1]! ‘ e T '/;_iw 7§ oz g
4]z|n el 400 dp . lzln et - -
= 2n atr J_m @ + o 2 /() H p vy =k
Y
= f+°° s ol j-w ddig
=R mar s e(an )T S Loy gt (a+py*
2zl e
e v @)+ patd =5

de donde finalmente resulta para amhos casos, poniendo a = 1 cuando

n =0y a=n cuando n 0,

n—1 (_ Z)v er
— =

e %: i [(v+ 1)+ ﬁ =S <

P z ln — A en ,n(a—Z)n { z ‘n

Sy e
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para z€A4,, n = 0, 1, 2,... y una constante conveniente 4 > 0, que justa-
mente nos expresa, por verificarse (3.7), que f € K, {m,; 4,}.

§ 4. Funciones caracteristicas. Clases equivalentes

Se dice que f es una funcién caracteristica de una clase K{m,: @t si
pertenece a ella pero no a ninguna otra clase Kim, : @} contenida en
Ky{m,; @t.

Sencillo pero importante es el siguiente:
TeoreMa 6.—Toda funcién [ que admita un desarrollo asintdtico 2 a,z"
en @ con cotas finitas

n—1

[@) —Za, 2
0
M, = sup. = (=0 4.1)
es funcién caracteristica de la clase KM, ; @} pero no de ninguna otra®.
DemostraciON. — En  efecto, si [ pertenece a Kjim,; @} debe ser

M, =< Aq"m, para todo n y mertas conntantes positivas 4 v q, y por tanto
la clase K(.{ M,; @} estd contenida en K,{m,; @} y [ no puede ser funcién
caracteristica de K,{m,; @} a menos que K,{m,; 2} = KJM,; Q.

Reciprocamente, bajo ciertas condiciones vamos a ver que la clase
K,{m,; A, | posee al menos una funcién caracteristica.

TEOREMA 7. Si la sucesién {n®*"m,},” es logaritmicamenle convexa
y 0=a=2, la clase Kim,; At posee [unciones caracteristicas®

DeMosTRACION. — Sea

= = & 5k
e L(ﬂ—l—l)v—{-l_l'
pral=ac<2yy=2—a,y

(z+1) log (z+1) — 2

9(2) = 2
para « = 2, entonces la funcién definida por
= 3
1+1 vl
z S Z 4.2
f(“) 2 2\! B( ‘ > g( /3‘, ~v) ( )
con
B, = nt=*"m,, By = my)

(8) Este teorema fue demostrado por San Juan en [19; 12]. S
* Fste teorema ha sido demostrado en [4%, 529-531] con la tnica restriccién de
que 0 =o =<2.

0. =
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admite en A4 el desarrollo asintético X a,z" con coeficientes
ey -0 5 ; R
(_1)11 Sp
[(n+1)y+1]!

para Oéa<?, )'b
‘ : G
n+1) (n+2)

(o] 1 1 \ n—v
S —— ,3 ( Acenilstl o )
= ¥ B

Esta funcién ademds pertenece a la clase 'K, {m A t, puesto que por
lus teoremas 3 y 5 resulta ‘

n—1 | ©o B‘ 1 1 By I il 7 Bv 1 ¢
s em el o B

By B, =0 Sk B,

n

para « = 2, siendo

: S SR Bv+1 e
— A (1" n(*=2)n ‘5‘:‘0? Bv IB I z In: A qn n(&=2)n 5, | z {u
o v

para z€A, y n =0, 1, 2 .., en otras palabras f€ K{n®"s,: 4 },
y por ser {f,t,” logaritmicamente convexa es

( Bysa ) i B,
4 e
Bl' T 'BV

cualesquiera que sean los enteros n'y v, y

1
nr—-o 2v
patran =0, 1, 2, ...

Como por otra parte para ciertas constantes positivas A 'y q se tiene:

2 B m
Mmool : e et e
2| [(n+1)y+1]! 2" [(n+1yy+1]! E‘Aqn (n=0, 1, 2,...)
para o <2, y
5n 1 B m,
M= |a,|=——"— = ot o, G n = 4
=] m+D) (m+2) = 2* (m+Ln+2) —Ag (n=0, 1, 2,...)

= oQi—
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para o = 2,' cualquier-clase Km, ; A} que contenga a [ contiene tam-

bién a KJ{m,; 4.}, 'y por consiguiente f es funcién caracteristica de

Kim, ;4 ,t®
v()BSERVACI.(")N 1 . — En el caso que exisliese una relacion del tipo
, i 7 e 7} : .
B, = A q" B B:e‘—”x (n, =n = ny) e (4.3)

con A y q constantes posilivas, enitre los mimeros B,=n®"*"M, determa-
nados por (4.1), cualquiera que sea la funcién f-analitica en el dngulo A, =2
de amplitud o © = 2 =, y {nt*"m, ) b2 fuese la reqularizada logaritmica
convexa de {n®*rm,t,> seria

Kn{"nn(a) ; 4 Q-} = Ku{ My, ; 4 o }

y mo habria inconveniente en suponer tanio en el teorema 7 como en los
teoremas 10,.11, 13 y 16 que {n® *"m, > es logaritmicamente convexa,
esdecrs nul —iaml k.

De menor profundidad que el teorema 7 es este otro:

TeoreMa 8. — Si la sucesién {n®*"m,},* es logaritmicamente con-
vera y o > a > 2, la clase Kjim,; At posee funciones caracterisiicas.

DemosTrACION. — Se puede proceder de igual forma que en el teorema 7
tomando

q(2) =f ot h(zt*=%) dt,
0

(1+2) log (1+2) — =z

h(z) = —
y 5
Bei—mnCatotm g
OBservAcION 2. — Hacemos notar que en los teoremas 7 y 8 se puede

sustituir el dngulo A, (o la semirrecta A;) por un recinto @ (o intervalo)
contenido en él y con el punto frontera 0.

~ Una explicacién de la dificultad que encierra la construccién de fun-
ciones caracteristicas para dngulos de amplitud « # > 2 « con la generali-
dad lograda en el teorema 7, la da el teorema 9. Antes de exponerla con-
viene advertir que diremos que K,{m,; Q} es una clase no trivial si con-
tiene funciones no constantes.

© - Bsta demostracién estd inspirada en la dada por Banc en [1; 17] para construir

una funcién caracteristica de una clase de funciones indefinidamente derivables en la
recta. o

*

La desigualdad (4.3) ha sido demostrada en 1959, casi al mismo tiempo, por
SAN Juan en [7]* para o =1 y « = 2 y por el autor en [3]* para 0 = g = 2. Des-

pués San Juan, siguiendo el método del autor, ha -vuelto a tratar la misma cuestion
en [8]*.

o
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TeorEMA 9. — Si 0 < 0 = 2 existe una clase K,im,"; A, } minima no
trivial ; esto es, contenida en cualquier otra clase mo trivial K{m,; 4 }.
La clase que posee dicha propiedad es Kini*®"; A t. Por el contrario
para o > 2 no existe ninguna clase Kjim,"; A | minima no trivial.

DemosTraCION. — La afirmacién hecha para los dngulos 4, de amplitud

e =2 y para la semirrecta 4, es consecuencia de los teoremas 3 y 5,
puesto que segtin ellos para cada clase Ki{m,; 4 | no trivial se tiene

2 n(%-2)n
lim < 00|
n My,

v K{n®@™": 4 } es no trivial.
La ultima parte, relativa a los &ngulos de amplitud 2 ©# > 2 « se de-
duce del teorema 4. En efecto, dada una clase no trivial K,{m.,; 4, y una

funcién no constante f perteneciente a ella, por dicho teorema la sucesién
correspondiente {M,},” definida por (4.1), no satisface la condicién G ,_,.

Por tanto, existe una sucesién positiva {m, }, que no cumple tampoco la
condicién C,_, y para la que se tiene

n

’ n IW
; m .
lim\/— =0 0 1]Hl\/ =~ = 00,
n M, n m,
Y. por consiguiente,
n ’
: m,
lim\/ —/ =
n ’)’n,,n

De esto resulta que Ki{m, ; A} es no trivial y estd contenida en la clase

Ky{m,; A, t pero no coincide con ella por no contener a la funcién f.
TeorEMa 10. — Sea o/ = o para 0 =a =2 y o’ > a para o> 2. Si Q

es un recinto para o > 0 y un intervalo para o = 0, contenido en 4, con 0

por punto frontera y {n® 2" m, O > es una sucesién logaritmicamente con-
vexa, para que la clase Kjim,™ ; Q} esté contenida en Kim,® :Q} es me-
cesario y suficiente que

N

T /[ m,®
llm U = < 00, (44‘)
n mn( )
DEmosTRACION. — La suficiencia resulta inmediatamente de la definicién

de clase K, y ha sido aplicada ya frecuentemente.
La necesidad de (4.4) se sigue de que K;{m,® ; @} debe contener a la

funcién caracteristica f de K,{m,®: @} construida en los teoremas 8 y 9
Y que goza de la propiedad de que

L e

1im

mn(l)
0
M, =

S99
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Comrorario 1. —Con las mismas motaciones que en el teorema 10, st
1nG-*"m, M >y {n@-)mm ® = son logaritmicamente convexas, para que
las clases K, im,®;Q}ty Kim,®; Q! sean idénticas (o equivalentes) es
necesario y suficiente que

= @
N < lim\/ ™
m,® < 00, (4.5)

esto es, que {m,Mt” y Im,® },® sean exponencialmente equivalentes.

Cororario 2. — Con las mismas motaciones que en el teorema 10, st
In@9mm } = es logaritmicamente convera, las funciones caracteristicas f
de Km,: @} estin caracterizadas por la propredad de que {m,},> sea
exponencialmente equivalente a la sucesion {M,},> de cotas del desarrollo
asintético de f, determinada por (4.1).

¢ 5. Funciones semi-analiticas con el mismo desarrollo asiniético

Una cuestién importante es la siguiente: ¢Existen pares de funciones
distintas pertenecientes a dos clases semi-analiticas y que tengan ademds
e mismo desarrollo asint6tico? En otras palabras: ¢La reunién de dos
clases semi-analiticas Km,®; @} vy K{m,®; @t es siempre semi-anali-
tica® Desde luego hay motivo para formular estas preguntas, puesto que

K3m,®+m,®: e} = K,Jmax m,® ; @} puede ocurrir que 1o lo sea.
=12

El problema andlogo para las clases cuasi-analiticas en la recta fue
propuesto por CARLEMAN [2;77] y resuelto por San Juan [16], [17] ¥y
[19: 431, quien también resolvié el problema planteado antes, primero
para un semiplano y después para otros recintos contenidos en un angulo
larg z] << (1 — 8 < =, dando en todos los casos una contestacién nega-
tiva al mismo.

Después de los resultados de Baxc [1; § 7] sobre la descomposicion de
una funcién en suma de funciones pertenecientes a dos clases de funciones
indefinidamente derivables sobre la recta, era de esperar que se abordase
el mismo problema para dos clases semi-analiticas prefijadas. Esto lo logro
tamhbién San Juan [19; 89-42] para los sectores curvos S, (z) de amplitud
aT .é_2 m en el supuesto que {m,t,™ = {im,® + m,® 4> no cumpla la
condicién G, y las sucesiones §p,® ™ = {m,@ 1~ ¥ Joa® e = {im,®h”
verifiquen las hipétesis:

H,. Las sucesiones {p.® > y {p.® o son logaritmicamente converas.

Hz-’ La mdzima minorante = de las dos poligonales w, y w que tienen
por vértices los punlos (n, log p.®) y (n, log p,*) es conveza.

Aqui vamos a estudiar esta cuestién para los dngulos 4, de amplitud

2 7 cualquiera, mejorando los resultados ya obtenidos para « =< 2 y ponien-
do de manifiesto el papel que desempefa la amplitud « = del mismo al

g3
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:estudiar el caso « > 2 no estudiado hasta ahora. Una idea del alcance de
‘los resultados que exponemos a continuacién, nos lo dan: los teoréma
3, 4y 5. Sl

Lema 8. — St {p.te™ es una sucesion logaritmicamente conveza, cual-
quiera que sea la sucesién positiva {),},® con lim A, = oo se pueden en-

Q - \ T .
“contrar un par de sucesiones {p, Mt y {1, @} que verifiquen H, y H,
y tales que p, = max (p,®, u, @)y

\/p. (%) : ik
lim ——— = 0 (=2 (5.1)
S ! :
DemostraciON. — Para demostrar este lema en el caso no evidente que

n

lim /p, = 00, vamos a construir por induccion un par de sucesiones de
puntos (zy, y:) y (%, v) de abscisas enteras poniendo

x, = 0, Yo = log p,
)T
m = 10g p. + (10g p,yy — log p.) (& — ), T = Iy
después de haber determinado previamenle los puntos (@, ¥o), ..., (T Yu)s
(&, o)y ---. (&—1, m—s) y haber elegido & > x, suficientemente grande de

forma que

m="%log]A ,
Sk

cosa posible por ser X, —> oo. A continuacién elegimos como (z,, Yirr) €1

vértice de la poligonal =* que tiene por vértices los puntos (n, log p,) de

modo que la recta que pase por (%, ;) Y (%4, Yiryn) deje por encima a
*

T*, 0 sea

Yrpys — M
logiis — et =0 —(n——t)

L1 — &g
para todo n. :
De esto resulta ficilmente que las sucesiones {p,® > y {u,® ;> defi-
nidas por

Bosl —ip,para T, —n — Zyy y k par

St v para r =x, =n=%¢ y k impar
x—n ""'E
1 R e = < -
Pal) = p0*E ,"E para E=§ =mn = T = & y k impar

>

wa® =y, para @ =n =g, y k impar

s DAL
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® = p e para. @ =ldg ==Y y k par

z—n “_E
@) @) rt A e e e DR e S
U= e BB para & = 5 =M =Ty — &y pal

satisfacen las condiciones exigidas. i

TeoreMA 11. — Sea m, = m,® + m,®. Si {m,},” no satisface la con-
dicion C, y las sucesiones {m, D= y {m,® 1 verifican las hipotesistH,
y H, exisie un par de funciones analiticas distinlas, [, 5 [ pertenecientes,
respectivamente, a las.clases K{m,® ; Aty Kim,®; Ayt y con el mismo
desarrollo asintético en 0.

DeEMOSTRACION. — Como {m, },* no satisface la condicién C,, existe por
‘el teorema 4 de [14; 3397 una funcién G =~ 0, continua en (0, o) con los
momentos

(&)
—

f Gytrdt =0 = ) it
0

My, ;
|G(t) £ é—’(ﬁ}ﬂjz (n —30, 1552

para ¢t > (. Por tanto; por el teorema 17 de [19; 36] se puede descompo-

ner (1+t7 G(t) en diferencia de dos funciones (1+17 Gy(t) y (141 Gy(t) de
forma que : )

A " m,®

IG,,.(t) t"{ = =2 — 02 )

(1+ty
para t = 0 y ciertas constantes pbsitivas AL Y G
Sea Sy
(1+2)log 1+2) —3
hz) = ——— ;
entonces

fh'(Z) =f°°' G () h(zt)dt
0

es una funcién analitica en el dngulo jarg z| < = perteneciente a la clase

K\im,"™ ; A,}, puesto que
o n—1 (.__ z t)V
= o e b= 1t
—ﬂ ) [h(” DT 26w <v+2>] : |

=4 |z 1"fw |G,(2) "] d t
0

= Eﬂ a,z

T
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dt
(1+¢tp

é 4‘4,‘ qk" mn(k) ! z |nf = 4 Ak qk" ,,n"(k) 1 z \n
0

para |argz | <, y

GLf

= e ) f“ .

m+1) (n+2)Jo

por ser

[G(t) tdt =0 m=0,12 ..
.10

Ademds f; & f,, pues, en el caso contrario que fuese f, = f,, tendriamos
[ G h(zbdt = [ G0 -= Gy lth(zted T — () =) —0
.o o

para x > 0, de donde siendo
h(t) = 0(1) y G(t) = 0t~ para =70
hity =003 Vo Gi= 0D para =20

por el lema 4. que exponemos a continuacién, resultaria G = 0 que va
contra la construccién realizada.

Lema 4. — Sean 9 y v dos funciones continuas sobre la semirrecta
t > 0 tales que

o(t) = 0(t*?) y Y(t) = 0(1°-9) para t—0
(5.2)
() = 0(1/t*7) Y o= 009 para L o0
Y para ciertas constantes § > 0. DRV g pusssgi— ]S
Si
[ o Wt dt =0 (5.3)
5 1l)

para x >0, es ¢ = 00y = (.

DemosTrACION. — Poniendo
(p!(t) = q(e?)e™ y P.(— ) = w (eb)et

se obtiene de (5.3) la identidad

[ (p](t) V(1 — I) di =0,

g
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de donde resulta que el producto & .(¢,) &.(v;) de las transformadas de
Fourier de o, v ¥, es idénticamente nulo. Ahora bien,
o0

&F (o) = [ et (1) d f Y F () = [ et y(t) d t

son funciones analiticas en la banda |Im z| < 3, puesto que
@,(t) = O(e°i") Y y(t) = O(e?Ml)

para ¢ real; luego & .(¢) = 0 o F.(p)= 0 y por tanto ¢, = 0 o ¥, = 0.

OBSERVACION 3. — El lema 4 es también cierto si o(t)* y w(t)i? (p+g=1)
son absolutamente integrables en la semirrecta (0, o0) y una de las mn-

tegrales
[ =771 o(t) d | 0 [ et () d
Jo 0

define una funcién analitica para x real.

Teorema 12. — Dada una sucesién positiva i, t,™ que no verifique la
condicién G ,_, con a > 2, si {m,/p.t” =4 (m, D +m,®)/ p.t,> no cumple
la condicion C, y el par de sucesiones {m,Dfu. b, y {m,®|u, t,*° satisfacen H,
y H,, se pueden enconirar dos funciones analiticas distintas, fr =~ - per-
tenecientes, respectivamente, a las clases K,im,® ; Aty Kim,®; At y
con el mismo desarrollo asintético en 0.

DEMOSTRACION. — Como {m,®},> = 1m, @/ p by Im,®} = = {m,®/

Jpabo™ satisfacen H, y H,, vy {m,},° = im,® + m,®}* no verifica C,, exis-
ten por el teorema 11 dos funciones ¢; = g, pertenecientes, respectivamente,

a las clases Kim,®: 4.} y Kim,®: A.} y con el mismo desarrollo asin-
(<]

totico X a, z* en 0.
0

Sea F la funcién construida en el lema 1 para m, = p, Yy ¥ = @ — 2,
entonces poniendo
1 oo(—:p)
) = BIEL R (81 g (z By d (k=1,2
Y Jo

para |arg z — ¢| < = y cada o de |o| <y /2 se deduce de igual forma que
en el teorema 4 que f, y f. son un par de funciones analiticas pertenecientes,
respectivamente, a las clases K,im,®; 4 t y K,{m,®; A } y con el mismo
desarrollo asintético

B (el 2 Tt — f F(t) t™ d t.
0 0

S s
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~+ Queda por ver que f, == f,. En efeclo, si fuese fr = [, se tendria

f Fyglxt)ydt=0 con g() = ¢, (1) — ¢, (©)
: : /
para & > O, de donde siendo .
F@) = Ofessmg y g(t) = 0(b) para b=
E@) = 0@ y g () =20 para {—> o0
resultaria por el lema 4, F = 0 0 g = 0 que es absurdo.
. Gomrorawio 3. — Si o > 2, cualquiera que sea la sucesién positiva Yy no
‘decreciente {\, ™ que haga convergente a la serie
Sl
2 i
0 A

se puede encontrar un par de funciones analiticas distintas, f, == f,, perte-
necientes, respectivamente, a dos clases K, {m,® 4, | y K, {m,® ; A} ta-
les que

i |
lim V)\T =0 y lim —N/ ;nl —— = () (let= 152 =Sk (b 4y

n n

DemostrACION.—No hay inconveniente en suponer que {A,™t,* es loga-
ritmicamente convexa, ya que si {n logf,,},,“ es la regularizada convexa de
inlog X}, la sucesion {X,},> satisface las condiciones supuestas para
Y

Siendo Ia seric 3 A.~' convergente se puede encontrar una sucesién po-

0
sitiva {2,°4,® con lim A,/ = o y con la propiedad de que

kn/ L )\In+1 ;" >\u, <
TR 0.
Xu EE ln+1 V 0 >\n

Entonces, como {A}* es una sucesién logaritmicamente convexa y

lim 1,*°* = oo, por el lema 3 existen dos sucesiones {(A,//A)®2* m,® =

n

Y A A m, @ b que satisfacen las hipGtesis H, y H,, y son tales que

)\ & (—2)n )\ ¢ (at=2)n
rhs n i 7
max { il ) m,® ; ( —-7-——) 1, } —l
n

An
v
Vi J

r mﬂ( .) ’ ()\n’/ lll. (a_g)" 77111(")

lim ﬁ = lim 3 o =0 (11 = l, 2),

n n n M

(1%  El resultado anélogo correspondiente al teorema 11 le expondremos en el coro-

rolario 4.

— 08—
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y, por tanto,

‘\/ m (k) G s
Fiheee e e

n )\na . n )\nlot—ﬁ 3

De todo esto se sigue que estamos en condiciones de poder aplicar el
teorema 12 a las sucesiomes {m,® 1= y {m,® t,> tomando p,= (A,/A,) 7",
con lo que resulta que se puede encontrar un par de funciones distintas
y f. con el mismo desarrollo asintético en 0 y pertenecientes, respectiva-
mente, a las clases K, {m,®; A}t y K, {m,®; 4 ,t que cumplen las con-

o
diciones exigidas. ’

OpsERVACION—Si en el el corolario 8 se elige la sucesion {X,t,™ de for-
ma que

o—2
lim —— <o
d wanuli i
se stque

n
/ k) '

i m, (% : .

lim e < 0 (E="1%2)

y, por tanto, que ambas clases K, {m,M; Aty K {m,®; A, | son semi-
analiticas.

Sea

LeMA 5.

®(z2) = 3 ¢, (— 2" (5.5)

= M3

auna funcién entera mo constante con coeficientes ¢, =0 y acotada sobre
las semirrectas arg z=+8 /2 (0 < B < 2) y v una funcién analitica en el
dngulo | arg (—2) | < (2 — B) ©/2, continua y absolutamenie integrable

sobre las semirrectas arg z = + B =/2. Si la integral
A t) w(t
f CP(t )‘l':() dt, (5.6)
T e

extendida a lo largo de linea T formada por las semirrectas arg z=+8 w/2
desde 00 e™67/2 g 0o e™r/2 es idénticamente nula para |arg z| < B w/2 y
A > 0, resulta v = 0.

St

lim n* 6 v ¢, = O, (5.7

n

4y v es acotada en el dngulo |arg (— z)| = (2 — B) ©/2, es suficiente que
(5.6) se anule idénticamente en |argz | <PB w/2 para un valor fijo
A = X > 0 para que resulte igualmente v = 0.

DemosTrACION.—En efecto, en el primer caso resulta

(A1) w(t
9k 2) ¥(a) = 2;[ o D¥(O)
T

t— 2z

— 99—
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para |arg (—z) | < (R —B) n/2 y A > 0, y por tanto
G| 2@ | <= | oA a)v(@) | =4[] = |

para < 0 y una cierta constante A4 > 0, luego haciendo A —> co se obtie-
ne ¥(z) = 0 para x <0 y v = 0, pues, por ser ¢ no constante es ¢, > 0
para algin n = 1.

Para la segunda parte basta tener presente que ¥ es una funcién anali-
tica y acotada en el dngulo | arg (—2z) | < (@ — B) ©/2 y tal que

Wen il = s

para < 0, ya que entonces como

AR TG
e e =~
n*-6

por el teorema 5 de [12; 373] resulta v = 0.
TeorEMA 13.—Sean m, = m,") + m,®, 0 =<2y 0=08 < 2 — q.
Si {n’* m,}, no satisface la condicién C ,,, y las sucesiones {n’ m,®

y {n® m,® t* verifican las hipétesis H, y H,, se puede encontrar un par
de funciones analiticas distintas, f, = [,, pertenecientes, respectivamente, a
las clases K, {m, M ; At y K, {m,®; 4 | y con el mismo desarrollo asin-

tético en 0.
DemosTrACION.—Demostraremos primero el caso 0 < § < 2 — o. Como

{m, },™ = {n™ m, t,> no cumple la condicién C,, existe una funcién g, # 0,

analitica en el dngulo | arg (— 2) | < (o + 8) =/2, continda en su contor-
no, formado por las semirrectas argz = + (2 — o — 3) =/2, y tal que

g, (g) == m, (=02 ==

De esto se sigue que

= 90(2)
9Dy
es una funcién analitica en el mismo dngulo con
| 9(a) 2" | = fi‘i*ﬁ (=010 )
Por otra parte, segin el teorema 5,
=
h(z) = = (y=8=2—02—Y)

o [m+1)y+1]!

es una funcién entera perteneciente a la clase K, {n™™; 4, . t. Por consi-

2-5

Zhony



CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS. CLASES SEMI-ANALITICAS Y CUASI-ANALITICAS

guiente, por el lema 5 se puede determinar a > 0 de forma que la integral

f h(z t) g(t) -
P

t—a

extendida a lo largo de la linea T formada por las semirrectas argz =
— + (2— a— d) m/2, no sea idénticamente nula para x > 0.

La funcion
9(z)

z—a

G(z) =

construida con este valor de a es una funcién analitica en el angulo
| arg (— 2) | < (@ + ) m/2, continua en I', con

lz— 17 G| = A m, m=0,1,2 ..)

para |arg(— z)| = (e+3)n/2 y una constante conveniente 4 > 0, y
f G dt =0 P (e
Jr

Por tanto, por el teorema 17 [19; 36] de San Juan se puede descompo-
ner (t — 17 G(f) sobre T en diferencia de dos funciones (t — 1) Gy(t) y-

(t — 1) Gy(t) tales que

A, Q" m,®

TR =2 —01 2 )

|G(®) "] =

para t ET, m,® = n” m,™ y ciertas constantes positivas 4, ¥ G-

Asi se obtiene que
f1(2) =/ hiz t) Gi(t) d t @ =12
JI

es una funcién analitica en el dngulo 4, si « > 0 y continua en la semirrecta:
dnsl o 0@ — @ 0 I e 3)), perteneciente a la clase-
Kyim,® ; A}, pues,

n—1
‘fl:(z) — > a. = l éf
0 v

= A,k(_q,k)n n—ﬁnf !G,_.(t) " d t
o !

n—1 (____ z I,)" S
[h(z I3 e ] (J,,mdt{

= A;.-“(ql,'/)" n-on -771,_"(7“) = Ak”(qk”)" m,*

oGy
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para’' z€4,, n=0,1, 2 .. y ciertas constantes :positivas 4,". 4,”,
g’y g, siendo

(— l)" | [t :

= (‘i([ it
a, G »/1‘ (01"
: =) [ GO d n =012, ..,
g =10 TR iy
por ser
[ Gtyrdt =0 (ho= 0 AR L)
ST

Ademas f, == f,, puesto que

@) — h@) = /

Gl

: SEUhfe ) g
hzt)G (8) d t :j L )
r t—a
para x > 0.
En el caso 3 = 0 se puede proceder de igual forma que anteriormente
pero tomando como en el teorema 11

_ G+Dlog s+ —>z

~2

h(z)

(iarg :1 = T).

‘Conviene que agreguemos que entonces la integral
f hiz t) G (t)d t
r

mo se puede anular tampoco idénticamente para x > 0. En efecto, en el
-caso contrario, para o« > 0 resultaria por derivacién

log (1+z ¢
[ M0 GHdt=0
> .‘F
A .
x(t
27tix'1(}(_—33“1)=j ")——dlEO
1‘1+xl. 3

para x > 0 contra el hecho de que G == 0. Igualmente, para « = 0 la anu-
dacién idéntica de

ey
inf —;—”;—(_;(z)dz

/
1/z

= [_h(xt 4 iO)G(t)dt—f_oioz/xL—iO)G([)di =f h(z ©) G(t) d ¢
0 0 r

o/

A e
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para @ > 0 implicaria, cambiando « por z~* y derivando, las identidades

g
f<~%LG@dtzm

“—w G(l)dtz 0

S E,

y
A Gie=a) =

para & > 0 que es absurdo. En este dltimo caso: o + & = 0, se debe tener
presente que ¢,, g y G son solamente continuas para z <0 y que

J‘ Giditi= f _f Gtytrdt =0 (E=r 0l e ):
B 0 0

e incluso
f hzt)G () dt =0
I

para 0 < o < a, si es g(f) = 0 para t < — 1/x,.
Fn el caso 5 = 2 — o se puede proceder de manera mas sencilla. Como
por hipétesis {m,t,* = {n® m,}, no satisface la condicién C, existe por el

teorema 4 de [14; 339] una funcién G = 0, continua en (0, 00) con los mo-
mentos

)

f(mwwrzu @=10,1 2, .)

m@mé<ﬁ# w0 12

para ¢ = 0. Por tanto, se puede descomponer de igual forma que antes G
en diferencia de dos funciones G, y G, tales que

A (%)
Conl ot e e o
| 7.() l (] +1)g ( 3 +) b} ) ) )

para ¢ > 0, m,™ = n™ m,® y ciertas constantes positivas 4, y g
Sea

e e
he)= 20 [(n+1)y+11! (r = o=e )

entonces
fi(z) = f G h(zt)dt
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es una funcién analitica en el dngulo 4 , para ¢« > 0 y continua en la
semirrecta 4, para « = 0, y perteneciente a la clase K,{m,™ ; 4 _}, pues,

e if n—1 (—z 8y
éJ:V““[““*—% [@+Dwﬂ1!]d4

n—1

lf,..(;) o

0

— A '( ')n n-on ;? (k) = _ﬂu
= k qk o ‘n A ‘,] +[)_3
i Al.-/(,f_h:l)" n=o" ;lﬂ(k) = IIA’(([’:’)H m,
con
E o i (=2 10F = 5
. = G(t)yt"dt = Gyt d t.
T loe ) it) g

Finalmente, f; # f.. En efecto, si fuese f;, = f, resultaria

”_UGFt—) dit = f G(t) d t f e~ h(w t) w* du
0 Z@+1) 0 0

=f e Edn), f G(t) h (w” t) d t
0 0

=J‘ et u7+l f(u‘/) d U = 0 (, = /2 ozl /])
0

para Rez> 0y

r’ Oy

i t+z

para |arg z| < w, y por tanto G = 0, lo que va en contra de la construcciém
hecha.

CoroLario 4. — Si 0 < o = 2, cualquiera que sea la sucesion positiva y
no decreciente {\,},* con
lfim —— = oo
n p2

Yy o > a, exmiste un par de funciones distintas, fr5= f:, con el mismo des-
arrollo asintético en 0 y pertenecientes, respectivamente, a dos clases
Kim,®; A4 _} y Kim,®: At tales que

n

3 v mn(k) :/ nl‘n(k)
i —— =0 y lim o 0 e =217 (5.8),
n n n v

y de manera que las sucesiones {n@ ) m, @} y {nCEOr m @} sean lo-
garitmicamente convezas.

=V
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DemosTrAcION. — Es una sencilla consecuencia del lema 3 y de los teore-
mas 11 y 13.

OBSERVACION 5. — En el caso que en el corolario 4 se verifique

—=
Im —— < oo
n

i

las clases Kim,® : A t (k = 1, 2) son semi-analiticas, puesto que entonces

oo
Dada una sucesién {p,},” de ntmeros positivos tales que 3 DLt =00
1

y un entero ¢ = 1, diremos con San Juax que Kijm,; @, 1 (e > 0) es una
clase fuertemente semi-analitica de tipo p, y de orden ¢ = 1 (en abrevia-
tura: f.s.a.p,.q.) cuando sea

= (P,, -Inlq/”"‘)-llﬂ = 00. (5.9)
1
OBSERVACION 6. — Si {m, },° es una sucesién no decreciente para n = 1,
tal que
2 (pa M2 = 0, (5.10)
1
resulta
S (Pagr MAE ) = 00 (5.11)
1
para r > ().
Como se conoce por Carremax [2: 106]. de (5.10) se sigue
21 (77114-/' 1"'1(]”,:_(“,)_1/" = OC.

Por tanto

qn+qr

o0 (=]
D (P i e =D e S ) o0,
1 n

)

de donde se deduce (5.11).

OBsErvacion 7. — Si dada la sucesion no decreciente {1\, },* con lim A, =00
se verifica 5

Dilp mi SRS =Foo (5.12)
1

qn

S —



para un cierto r: 0 =< r
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para
ME o NERE L0 D
= I Dipalt = —T = 00 (5.13),
an—aq 1 1 qn—q
resulta
m,
i () (5.14)
En efecto, teniendo presente que
= (p I = o0
Y )\a/a Sy )\tz/OL
co o ““gn an—q 1
D (0 N Sl e e < 00,
5 (Z qan ) ; )\‘(Il{xa Xgr/;gq )\nq/(l
se deduce inmediatamente
n an
= N, i Mgy
lim = lim = 0,
n n n )\qn
y por tanto (5.14).
OBservaci6N 8. — Dada la sucesién positiva {p,t,> con 3 p, /" = oo,
st {m, ;> es una sucesién logaritmicamente convexa tal que
Jm,
lim T 0, (5.15)
para
n U./q
Aivir =(12 p;“") s WA e (Aa=2200) (5.16)
resulta
21 (prnpl i —too, (5.17)
Siendo
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de donde se deduce

n

‘gn

an iy
S

puesto que

T an

o= qn-tr q!1+r
Mgn = My mei .

Por consiguiente

n
X p i
© T 1 )\qn q/o
1/a\~-1/n £ =~ = —
2 (pn ’n’L{l{L ) / é hIIl ml/OLn =0 Ilm 1/qn c0.
1l n qn n an

~

Las observaciones 7 y 8 permiten dar al corolario 4, en el caso o« = 2

= &,

la siguiente forma equivalente que difiere poco del teorema 29 [19; 49]
de San Juan.

Cororarto 5. —Cualquiera que sean a=2, la sucesién positiva {p,},™ que
haga divergente a 3 p, ™" y el entero q =1, se puede encontrar un par

de_funciones distintas, f, == f,, analiticas en el dngulo |arg z| < &, con el

masmo desarrollo asintético en 0 y f.5.a.p,.q. en todo recinto Q, contenido

en larg z| < w. Las cotas {m, D}, y {m,®}, > de estos desarrollos se
pueden elegir ademds logaritmicamente convexas y de modo que verifiquen

N
lim oo =10 =1 2) (5.18)
para un o > 2 arbilrario.
Por los teoremas 11, 12 y 13 se sabe bien poco sobre el crecimiento de
los coeficientes a, del desarrollo asintético comin a,z" de f; y f, en 0,
0

desde luego de ellos resulta
la.| =< Aq® m,®, m,® = min (m,®, m,®)

para unas convenientes constantes positivas 4 y ¢, pero de esta desigual-
dad no se puede asegurar que

n

vV |a.|

limntes s <00;
n n

porque para ello seria preciso elegir {m,®},* y {m,®},> de forma que

et :}mn(a)
iS00
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y esto no se puede conseguir si {m,®,* y {m,* },” cumplen la condicién
C,, En efecto, por las hipétesis de los teoremas 11, 12 y 13 sélo puede
presentarse uno de los casos siguientes:

1. m,® = m,® para infinitos n. Entonces resultaria

¢ e SR, R
Nm, vV m,®

MG =il = e <00
n n

n n

y por consiguiente {m,t,” verificaria la condicién G, y seria f; = f,.

2. m,®» <m,® para n > n, suficientemente grande. En este caso,
siendo m, = 2 m," para n > n, se seguiria igualmente que {m, },>° verifi-
caria la condicién C.Lo mismo se puede decir si fuese m,® < m,® para
n > n.

Esta cuestién la vamos a estudiar ahora, limitdndonos al caso o = 1,
en el:

Teorema 14. — Sean {m, "}, y {m,®},° dos sucesiones positivas y
no decrecientes y {p,t,™ una sucesion positiva que no cumpla la condi-
cion G, 1 <o =2 Si{m,/p.t,° ={(m,P + m,®) [p, 1" no cumple la
condicién C, y las sucesiones {m, @ /p, by y {m,®p, b verifican las hipé-
tesis H, y H,, dados los mimeros a > 0 y o > 0 existe un par de funciones
distintas, f, = f,, analiticas en Re z/* > d'/* con las siguientes propie-
dades :

oo

a) f, y [, admiten el mismo desarrollo asintdtico X a,/z" en Re z=a
0

de manera que

n

i T 1 .
hm\/ Loy 5 (5.19)
n n! T
y
7, cOs azﬂ lé = (5.20)

b) {m,®}>y {m,® > son, respectivamente, las sucesiones de cotas
de estos desarrollos asintéticos de [, y f,. Por tanlo, f; y f, perienecen, res-
pectivamente, a las clases K_{m,"; Re z>at y K_{m,®; Re z> atl.

¢) fry f. son de tipo exponencial:

— log |f.(2)l
5, = lim —g—{l'Q— =5 (6.21)
z—>00 =~
en Re z'/% = a'*.
Demostraci6N, — Por las hipétesis hechas, existe por el teorema 38 un

par de funciones g, = g, analiticas en el dngulo completo larg (EEiz) =

— B
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< (o — 1) w/2, iguales en |arg (—2)| < (' — 1) /2, con las derivadaes
'angulal‘es ql(n)(o) = gz(")(O) para w = Ov 1’ 2) S ) y
!gk(")(z)l =A ¢ m,® (hi—n2es = — Sl o)

para |arg (£ 3)| < (' — 1)x/2 y ciertas constantes positivas 4 y g que se
pueden suponer A = a/(a + 1)y g = 1 porque se puede sustituir g.(2) por
a(a + 1)1 A7 g.(z/q) para k = 1, 2. Entonces, las funciones

fi(2) = f et gt — N dt, = 1%
0

’

a T
COS 2

=1
para A = ¢ satisfacen las condiciones exigidas:

a) y b). En efecto, poniendo

ay = O .Y a, = gl(n_l) (— X) = g:l(”—l) (— >‘) para n é 1)
tendremos

n—1 al 1 i
o e g0l ade
005 < v
= L |

mre WA R P R
|2| | ' 0 :

1 % om® & m® %
= I = Pl — ) - = [y
= = o k=12; n=0,1,2 ..)

para Re z> a. Por tanto f, y f, admiten el mismo desarrollo asintético

2a,/zen Re z>ay
0
n 5
> | @ 1
1fm LI
2 n! Ty

’
o T | o T
)\‘COS—O—’éTUél ()\zc,‘cos

€on

).

7. (—2) y g. es analitica en el circulo [t + A=<
< l‘cos Lzﬂ— y t = 0 es un punto singular de ella.

A

puesto que a, =

Para prolongar analiticamente f, y f, no hay mas que hacer variar
9: |o| < (¢’ — 1) ©/2, en la segunda integral que aparece en

. &)
f(®) = J‘ e* g @ —Ndt + e'“‘f e~ g, (1) dt.
) )
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Asi se ve inmediatamente que f; es una funcién analitica en el dngulo

| arg z | < o =w/2, y tal que
—  log lfx(3)l o T
c) o = i —% = l coSs ) =o(=mn)

en Re z'/* = '/,

La desigualdad

o T
COS”‘) éUu

~

/I‘D

resulta inmediatamente del teorema 15, que exponemos a continuacién, el
cual se puede obtener como consecuencia del teorema 4 de [15; 206] y se
puede considerar como reciproco del teorema 14.

TeoremMA 16. — Su f, y f, son dos funciones pertenecientes, respectiva-
. =0 ! / 2) <
mente, a las clases semi-analiticas K {m, " ; Re z/* > a*t y K _ {m,® ;

Re 2/* > o't (a > 0) con el mismo desarrollo asintético %‘,a,lz" y del
tipo

2 log V;,(Z)] T o
o = lim e pr e ST COS
z—>o0 1z & A
e S ee: fudes Sy
£ an)!
P, = lim Ll_)_
o |,

del orden 1/a en Re z/* > a!l* con a < o’ =2 a, es f, = f, ™.
1

§ 6. La clase Kin*"; Q_ |

Por un resultado obtenido por San Juan [17; 12] y [19; 52] se puede
afirmar que si f y f* son dos funciones que pertenecen, respectivamente,
a las clases semi-analiticas K,{n**; @ } y K{m,*; Q !} y tienen el mismo

)
0o

desarrollo asintético X a,z" en @, es [ = f*. Posteriormente, también

0
SaN Juan ha demostrado en [19; 60] un reciproco de esta proposicién en

el supuesto que la sucesién {m,*},® sea logaritmicamente convexa, que
ahora vamos a completar.

Lema 6. — Sea {n®=*" m,*},* una sucesién logaritmicamente convexa
y0=a=2. Sila clase K,{m,*: Q t no estd contenida en K,{n®"; Q. ¢
() Los teoremas 1 y 4 de [15] han sido la causa de que nos plantearamos el pro-
blema de averiguar si existen funciones analiticas en un segmento de la recta que
admitan prolongaciones cuasi-analiticas distintas en la recta, sin embargo designaremos

este problema con el nombre de “problema de Bang” por haberlo planteado Bang con
anterioridad a San Juan.

iy L

S A AR S A e et =

¥

e s
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y o, 4. existen dos clases semi-analiticas Kjim,™; @ t y K,im,®;Q,
que verifican las hipétesis de los teoremas 11 y 13 para & = 2 — o, siendo

ademds la primera una clase parcial de Koyt 5 Q.
DEMoSTRACION. — Es una consecuencia del siguiente :

TeMa 7.—Sean v+ =0, 5=0y ¢y + 53>0. St {n™ m,* > es una Su-
cesién logaritmicamente convera y

; | e (6.1)

0} L‘/

n
7 existen dos sucesiones positivas {m,* 1,* y Im,® > tales que
= 1. m,® = m* para todo n.

Tyt S
2. limn ¥m,® <copara k = 1, 2.
n

i 3. {nmm,®t= y {n’" m,®@ = satisfacen las hipétesis Hy y ..

4. La sucesién {n® m,},> ={n> (m,® + m,?)t,> no satisface la con--
dicion C__,. ‘

DeMOSTRACION. — Para y = 1 y 3 = 0 se puede proceder de igual forma
que Banc en el lema expuesto a continuacién del teorema XXVII de
[1;80-82] que aunque es de caracter funcional y analogo al lema 6 sélo.

se emplean en su demostracién recursos puramente numéricos. Una vez
1

demostrado este caso es. suficiente aplicarle a la sucesién {(n™m, )"t~
para que quede demostrado el lema.

TeoreMa 16. — En el supuesto que {nCm n, * 1 sea una sucesiow
logaritmicamente convexa y que el conjunto Q, con el punto frontera O

o
esté contenido en el dngulo A, de amplitud o« 7 =2 = para « > 0y en la

semirrecta A, para «=0. Si toda funcién semi-analitica f en @, que admita

un desarrollo asintético > a, z* iqual al de una funcién * de Klm2 @t
. . 0 . >

es idéntica a *, la clase Kim,*; @, estd contenida en Kiimems Qb 08,
DEMOSTRACION.—Si Ky{m,*; @} no estuviese contenida en Kdn™; Q, F

aplicando el lema 6 y los teoremas 11 y 13 se llegaria a una contradiccion.
Otra propiedad importante que tiene la clase K,{n*;Q, t viene ex-

puesta en el:

() Este resultado ha sido demostrado por Sax Juax bajo la condicién de que
{m* t, sea logarftmicamente convexa en el teorema 20 de [19].

() Fste teorema ha sido demostrado también por Sax Juan en el supuesto que
{m *} = sea logaritmicamente convexa. Véase el teorema 35 de [19].

A




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

TeoremMa 17. — La nterseccion de todas las clases K{m,; Q } no
semi-analiticas en Q  es la clase K,{n*";Q_{.

DemosTrACION. — En primer lugar, la clase K {n*"; Q t estd contenida
en cada clase no semi-analitica K,{m.,; Q_t, pues, si {m,},> no verifica
la condicién G, se tiene

U et
m,

nEs
=210 y lim < 0.

== - i 3 n m,

n

n ¢

n

Por ofra parte, si / es una funci6n perteneciente a todas las clases no
semi-analiticas Kiim,; @ | es

n—1

SR f(z2) — X a, z
7 M, 0
lim < 00, M, = sup =
n M, z€Q z

para cada sucesi6n {m,t,” que no verifique la condici6én G, ; de donde por

€]l lema 2 resulta
= I,
1m v < 0
ti =

Y, por consiguiente, que f € Ki{n®"; Q .

OBservaci6N 9. — En la demostraciéon del teorema 17 hemos utilizado
el minimo de recursos funcionales, sin basarnos en el lema 6 como hubié-
-semos hecho de haber procedido como Banc [1; 79] y San Juan [19;60-61].
Esta forma de proceder mo nos hubiera permilido dar al teorema 17 la
generalidad alcanzada.
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CapfTULO

CLASES DE FUNCIONES CON DERIVADAS ACOTADAS
CLASES CUASI-ANALITICAS

§ 7. Definiciones. Condiciones de cuasi-analiticidad

Dado un recinto 2 contenido en un dngulo |arg z| < « /2 de la super-
ficie de Rmemann de log z y con el punto frontera z = 0, diremos que la
funcién compleja f, definida en @ U {0}, es derivable en 0 si existe la

derivada angular
@10
A=t
z—>0 z
En este capitulo supondremos que @ goza de la propiedad de que la
interseccién de @ con cada semirrecta que parte de 0 y con cualquier cir-

cunferencia de centro 0 es un conjunto conexo. Desde luego esta propiedad
la poseen los angulos

(z € Q). 7.1)

Ay |argz | <o w/2
y los sectores curvos
Sy (z): Iz"/“—zol/“]<|zoll/°‘.
Leva 8. — Si | es una funcién analitica en @ con la primera derivada

acotada: |f (2= M,, y tal que

r e%) — f(0
lim i ) - 1©) = A (r e € Q)
>0 r e
con X constante para cada 8, de |6]<< o /2, extsie la derivada angular

[(@&— 1O

f (0) = lim (z € Q) @,
z—>0

DemosTrACION. — Mediante las semirrectas

argz=9k5(—fb———é—)aﬂ =152 1)

(%) Se puede demostrar ficilmente también que si f es una funcién analitica en Q
con la segunda derivada acotada, existe la derivada angular. [ (0).

— 43—
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queda descompuesto el recinto @ en n sectores tales que para todo
z:=17e?€Q se puede determinar un 6. de modo que sea |6, —
— 0l <am/n<e/2M para n > 2« My/e. Por tanto, supuesto A = 0,

&

i i At

como i :
( * 1 ) sz s ity
| f(r &) — ( )‘ i
r e’ 2
para r <7, =1 () (k =1, 2, ..., n — 1), tendremos
(il s . i) () 1 (e
A =oR0) fe e OB WL et g
i0 i6) 7 .
re’ T e’k 7 eifx
para re? € Q y r < 1, (¢) = min {n;, 7, ..., T.t, cualquiera que sea el ni-

mero ¢ > 0, de donde resulta que la derivada angular /* (0) = 0.
En el caso que A == 0 basta aplicar el resultado precedente a f(z) — X z.
Designaremos por ¢, {m,; @t y por C, {m,; Q}, respectivamente, las
clases de funciones [ analiticas en Q e indefinidamente derivables en el
punto z = 0 tales que

[f® @)= dm, @ =10,1,2, ..) (7.2) ;;

A z
™M@ <=4¢m, =012, ..) (7.3) :
para cada z € @ y ciertas constantes 4 y ¢ dependientes de f.

Con objeto de incluir en este capitulo, de manera andloga que en el
anterior, algunos resultados para funciones de variable real, en el caso
que @ sea la recta real R, la semirrecta 4, o un intervalo I (0 € I) designa-
remos por ¢ {m,; @t y C, {m,; @}, respectivamente, las clases de funcio-
nes (reales o complejas) indefinidamente derivables en @ que verifiquen
(7.2) o (7.3). Sin embargo como en este caso el punto z = 0 desempeiia el
mismo papel que los demds puntos de @ serfa mds propio designar estas
clases por ¢im,; @t y C{m,; Q}

Por ampliacién de la nocién de cuasi-analiticidad en el campo real, di-
remos que C, {m,; @} es una clase cuasi-analitica en 0, o por un abuso del
lenguaje cuasi-analitica @, si toda funcién f de C, {m,; @} queda univoca-
mente ‘determinada por sus derivadas en 0, es decir, si cada funcién
f€C, im,; @ con las derivadas angulares f™ (0) =0, n =0, 1, 2, ...,
es idénticamente nula. Este concepto se extiende de igual forma a las cla-
ses ¢ {m,; Q.

Antes de pasar adelante conviene hacer notar que

A

£l
oy

i

i e

Sl e

¢ im,; QF C Iy {n"m,; 9} , (7.4)

<

Co im,; @t C K, {n~"m, ; Q}. (7.5)

(%) Esto no da lugar a confusiones en el caso de funciones de variable real porque,
como se ve ficilmente, las que usualmente se entienden por clages cuasi-analiticas coin-
ciden con las clases cuasi-analiticas en 0.

) L
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Fstas relaciones resultan ‘inmediatamente aplicando la férmula de
TAYLOR

b

- O 1O« 0o

]‘ % 4 —1 £(n) 3
+ mﬁ (G O () dt,

valida para las funciones analiticas en @ son las derivadas angulares {®(0),
v =0 R e :

Es facil ver que no se puede sustituir en (7.4) y (7.5) la inclusién por la
igualdad, ya que por ejemplo la clase 2

KO{ ,ntln (10g ,n’)(O(.-H)n ; A i }
contiene funciones f== 0 con desarrollo asintético nulo y
Cn{ CER (1og n)(a-;—l)n . A : }’

por el teorema que exponemos a continuacion, no.

TeorEMA 18.—Para que las clases Ciim,; 4 ,t y colm,; A, t con a=0
sean cuasi-analiticas es necesario y suficiente que la sucesién {m, t,>° verifi-
que la condicién C . .

DemosTrACION. — La conclusién relativa a « = 0 es bien conocida, por
ello podemos suponer a > 0.

La condicién es suficiente. Bastard ver que toda funcién f analitica en
un 4ngulo 4, con las derivadas angulares

f®(0) = 0 n=01,2..)
y tal que
l/‘(n)(z)l = A ¢"m, . =0,1,2:".)

para !arg z] < o w/2 es idénticamente nula si {m,,> satisface G, . Con
este objeto consideremos la funcién

g(z) = f e f()d i (Jarg z| < « /)
0

que se puede prolongar analiticamente dentro del &ngulo A, haciendo
variar ¢: |¢| < « w/2, en la integral '

)
g9(2) = f e (1) d t (larg z — o] < =/?).
0

~ U9 Este teorema ha sido demostrado ya en [14;353] pero hemos creido conveniente
sin embargo volver a exponer aqui su demostracién.

T p
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Por una integracién de partes se obtiene
1 )
et fM(t) dt (larg z — | < /)

9(2) =

y, por consiguiente,

Ag'm, [=C?
l9()| = j2]" / le= d t| (larg z — o] < m/2).
Jo :
Sea
r para 0] = (@ — 1) =/2
d,(red) =

rsen(ﬂ—m) (‘—a-—_l)ﬂ4 it

5 16| para 5 ;

entonces, poniendo ¢ = 6 = arg s para |arg z| < « w/2, resulta

—/'m(_“ 1 1
lee d t| = = :
| = a0

0

Si an/2=+0<(a+1)7w/2 pondremos o = +aw/2 Fec coD
0 <e<(a+1) /2 — |6, obteniéndose asi

CE)
f le=* d t| = |zcos (|6] —a w/2+¢)|"
0

de donde se deduce haciendo & — 0,

]g(z)léAlqu:ln :LOS(!GE‘“}“;) (Aa =0 < (a+3l)1t ’)‘
Luego
l9(2)| q = =0 12 )
9., (3
para |arg z| < (a+1) ®/2, y
Aq'm,
19(z* )] 4—-}—-|(u+1)“ = =002 )

5(1“ (za+1)
para |arg z| < w/2.

Por tanto, siendo & ,, (z**) > 1 para Re z > 1, tendremos

— Ag'm,
Ig(z )| == I I(C"+1)7I (’I’L = Or ]7 2! )

para Re z =1, de donde resulta ¢ = 0 y f = 0, por verificar {m,},” la
condicién G,

S Likasg 4
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La condici6n es necesaria. Como {m,}, no satisface la condicién C
se puede construir una funcién g 5= 0, analitica en el dngulo 4, y tal que

my,
l9(a)| =
i | |ZI
para |arg z| < (a+1) m/2.

Sea
9 i/ (a+1)-1

(a_*_l) (1+zll(a+l))2

h(z) = 9(2).

entonces, por ser h(z) = O(ll/l'z]"“/ (@+) “Ja integral

(3]

; ]. +4-00i(—6)
f(2) = ’2—_{:] e* h(t)ydt # 0 0 = argz |6l <aw/2

—c0i(—6)

es convergente y define una funcién analitica en 4, pues, efectuando un
cambio de camino resulta

2 % e
f(z)—gmf e h (1)

—o0i(9,)

para — g, = arg z=— ¢, siendo 0 = @, — o = 7w y |@|<a w/2 (k=1, ).

Finalmente, como

1 +o0i (—86) :
f® (z) = - f e h (b))t dt m=0,1,2 ..)

2 T —ooi (—6)

para |§|=|arg z/< « ©/2, tendremos

: 1 [ 2m,dren
= o fn 1 + 2@ =l (=012 ..)
para |arg z|< a w/2, y
lim f®™ (r e) = 0 (m=20,1,2 ..)
r—>0

para cada 6 de |8|<< « w/2, de donde se deduce, teniendo presente el lema 8,
que existen las derivadas angulares

f™ (0) =0 m=01,2 ..)

con lo que queda asi demostrado el teorema.

Como generalizacién de los 4ngulos A _tiene interés considerar aqui los
p-angulos A® formados por las p = 2 componentes |arg z — Rk=/p|<<am/2
(k=0,1,2, ..., p-1). Pero estos conjuntos abiertos A(:) Nno SON CONexos, por
ello debemos introducir algunas modificaciones en los conceptos anterior-

S g
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mente definidos para los recintos Q con el punto frontera 0. Asi, designare-
mos por ¢ {m,; A®} o G, {m,; A®}, respectivamente, las clases de fun-

ciones definidas en A® U }0t, localmente analiticas en 4%, indefinidamen-
te derivables en 0 y que ademds verifiquen (7.2) o (7.3) en A®@. Para estas

clases resulta inmediatamente como consecuencia del teorema 18 el si-
guiente:

Cororawrio 6. — Para que las clases Gy im,; ADt y ¢ {m,; A®}
(o > 0) sean cuasi-analilicas, es necesario y su/zucnte que {m,t3 verifique
Ia condicion G,

El teorema ]8 se puede extender también a.los sectores curvos asi:

TeoreEMA 19. — Para que las clases Cy {m,; S, (z)} y ¢ {m,; Sy (z)} con
« =1 sean cuasi-analilicas es necesario y suficiente que {m,ty verifique
da condicion C oy @

 DemostraciON. — Para simplificar la exposicién supondremos arg z=0,
con esto no hacemos ninguna restricciéon ya que se puede pasar de aqui al
caso general mediante un giro.

La necesidad resulta 1nmed1atamente del teorema 18 puesto que el sector
S, (z) estd contenido en el dngulo 4

Antes de pasar a demostrar la suf101encia' de la condicién C,,, conviene
ver que. el recinto transformado de S, (z) (2 =< 1) por

- ( 2azo‘-)
T el

e) 5

g

)
|

cubre el dngulo |arg ¢|< « w/2, para lo que es suficiente que el contorno
superior

z=2%% Cosaﬁei" 0 << an/R)
(74

de S, (z) se transforme en una curva de « ©/2 = arg £ = w/2. En efecto.
siendo para estos puntos z,

tendremos

sen 6

1
tan (arg ©) = — tan ( arg E) = = tan aT)E‘,

cos f —icos* —

R

(7). Este teorema con la restriccién o —1 se puede utilizar también para demostrar
¢l teorema 9 de [15 214], pero entonces se debe aplicar de manera reiterada porque la
condicién o =1 exige que se tome en [15] (¢ — ¢)/a’ =1 0 o ~ «/2.
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CLASES DE FUNCIONES

puesto que de

9 (@) : i et
——— =g (cotg —cotap)=0 y g o)t = i
J (q)) sen —9‘

para 0 < ¢ = /2 se deduce

: sen® ¢ % 1 ( s )
(¢ = = — [ 4-“ )
gt ) sen a @ o T 9 2
sen T

@ TC o
sen —— sen- @ = sen o @

~

aT oY T
sen —— CoS = sen —0)-
2 o 2
Veamos ahora que las clases Cyim,; S, (=)t y cofma; S, (z) son cuasi-
analiticas si {m, t,> satisface la condicién G, i Sea f una funcién analitica
en S,(z) con las derivadas angulares

f (0) = 0 (=0l 21 s)
y tal que
M,= sup [f™ (g =4 q"m, (U=20F 12 =)
2€8 _ (20)
Iintonces, poniendo
at

h(®) = f(g(T con g = v g — 25
(© = f(9(9) O ) )
tendremos que h es una funcién analitica en el dngulo |arg t} <o w/2 con

las derivadas angulares

ht (0) = 0 (=10 122 = o)
y tal que sus derivadas h™ se pueden acotar mediante los coeficientes de
¢"/n! del desarrollo en serie de potencias
w M, i Mt T v
2 =t ’—;‘—‘ — 2 — (;" 2 ‘;k
v=0 Y ‘ IEett v=0 Y ! 1=0 k
S ( =l ) M, a
= B g3
n=>0 V=0 Ny v |

puesto que |[f™ ()] = M, y |g™ (9] =< an! Por consiguiente, como

l =
(¢4 e ) (o — F\=v=1 £(n 4 S )
() T 1)!1:, @) f™ (1) dt 0=y <mn)

— 49
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DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES:

para z € S _(z), se tiene

My 0=y <mn)
! (\ﬂ'_"‘)> ' \ )
)7

U T == LAV L =l n
[h™ (©)] = 2 ( ) —Mao=Ma 3 ( )

=\n—y/ v! v=0\ 1 —V v

2=l :
e ( ) M,a" = A4 q a) m, o =015 2 o)
n

de donde resulta, teniendo presente el teorema 18, h = 0 y | = 0.

Anélogamente que en el § 1 designaremos por @), a todo recinto con (
por punto frontera tal que la condicién de cuasi-analiticidad de Cyim,; @ t
sea la G_,,. Seria interesante ver si estos conjuntos coinciden con los @
considerados en § 1.

§ 8. Clases que conlienen funciones no constantes

Teorema 20. — Dada la sucesion positiva {m,t,” y 0 =< o < 1, para que
la clase Cim,; A |} contenga funciones no constantes es mecesario y su-
fictente que

n

vm
[T 10" (8.1)
==
DemosTrACION. — La necesidad de (8.1) se sigue inmediatamente como:

consecuencia de los teoremas 3 y 5 y de que

Coli A CHGE K nst my Al

oL

Para demostrar la suficiencia consideremos como en § 3 la funciom
entera

e — = — T= e | ;
) o [(n+Dy+1)]! O, e

a—ioo
que evidentemente es no constante, es analitica en 4 , y sus derivadas

i E Dl ot g et di .
fm(z) = ;_)__ [ _— (Z-EAQ)

2 (4t g

a—ioo

se pueden acotar en A asf

mlEEes st dio n! e"
l/‘(")(z)l = = v (n+l A v (nH1)+1
! 2w o7 a*4o DESE L)
o ¢

SE ()




" CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS. CLASES SEMI-ANALITICAS Y CUASI-ANALITICAS
puesto que segin vimos en el teorema 5 se tiene ]t"’+:} > q” para 0= o =1,
z€A,yRet = a.

Por tanto, siendo m, > 0 y

n

e Ml
g n" m, vm,
lim e L = ()
n n! C" T n
resulta
= n! e .
i) (k= 2 —— = Alafip =20 D Sy
; Il n . ) ’ )

v“/‘/u
para z € A, y ciertas constantes positivas 4 y ¢, o sea [ € C, {m,; 4,}.
Para o« = 1 se puede tomar también, evidentemente, f (z) = e™.

TroreMa 21. — Dada la sucesion positiva {m,t2 y « > 1, para que la
clase {m,; At contenga funciones no constantes es mecesario y suficiente

que {m, t,” no verifique la condicion G, _

DemosTracION. — La condicién es necesaria. En efecto, si {m, !} veri-
fica G, , y « > 2 por un razonamiento semejante al del teorema 4 se con-
cluye por el teorema 18 que toda funcién f de C, {m,; A, ! es una cons-
tante. Sea 1 < 2 = 2, entonces variando ¢ (|ol<< = w/2) en la integral

z [) ea [(C)Rdat

se obtiene una funcién g, analitica en el dngulo 4 ., y tal que
no1 @ A g*m, ( ® (0)
N =0 = e Az
e e

para n = 0, 1, 2, .-, de donde resulta, procediendo de igual forma que en
el teorema 4, g(z) = a, y f(z) = a,.

La condicién es suficiente. Si {m,},* no verifica la condicién C, , se

puede construir por el lema 1 una funcién F, analitica y acotada en el

semiplano Re =z = (, positiva sobre el semi-eje real positivo, con los mo-
mentos

o/(¢)
f |E () e d t|= m, e =0 152 )
0

para |p|<®w/2 y y=qa—1.
Sea [ la funcién analitica en 4, expresada por la integral
1 (o9

IHOEN = fo e F (61 et dt

i
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para |arg z — @|= =/2 y cada ¢ de |¢|< y m/2, entonces

o (=¢)
’f(n) (Z)lé if F (’il,‘*r) (=1 d ¢
== 0

2(50/) g
= [ |F (t) " d t|< m, (e =0 g2 )
JO

para z € A, , puesto que se puede elegir ¢ de modo que |o| < (¢ — 1)w/2

Y lo—arg z[< w/2 Por esto y teniendo presente que por el lema 8 se
tiene

(— b f™ (0) = ﬁm (Ot dt =0

resulta que la clase C, {m,; A | contiene la funcién no constante i

Estos resultados se pueden extender a los p-dngulos A® en la forma
siguiente :

Teorema 22. — Dada la sucesién posiliva {m,t> para que la clase
Cy{m,; AD} contenga funciones mo constantes es mecesario Yy suficiente

que im,t7 no verifique la condicion G, +1q» Stendo g = 2/p.

DemostraciON. — La condicién es necesaria. Esto resulta facilmente
cuando o > g. En efecto, en el supuesto que {m,}= verifique la condici6n
Coyprg st fEC{m,; A®D} y f es la restriccién de f en el &ngulo

largz—2k n/p|<aw/2 (k=0 1,2, ... Do eyt
9r (2) = fis (0" 2) — f, (0¥ 2), i = e

es una funcion analitica en 4 «—,> Derteneciente a la clase Cyim,; 4, !
con las derivadas angulares ¢, (0) = 0 para n = 0, 1, 2, .... Por tanto,

por el teorema 18 y por verificar {m,},> la condicién G, = C(a_qm,
se tiene g, = 0 para 0 =< k < p, de donde resulta que [ es una funcién

analitica uniforme para z =~ 0, que por ser ademé4s acotada se reduce a una
constante.

Para o = g la demostracion es un poco mds complicada. Entonces,
bajo las mismas hipétesis que antes, la funci6n

; gt ;
g.(2) = _I)_ 2 o7 f, (o* z) ) = ‘
l=0

con 0 =~ <p, pertenece a Cyim,; A} y

) = :"“f e g t)dt
J

es una funcién analitica en 4 _ 1 que admite el desarrollo asintético
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sz - o
by

ZPn = ZPn

n=0 n=0

en cada éngulo |arg(z — z)| < (2+1) /2 con z > 0, de forma que
A qpn—s m‘pn—a

é pn—s—1
|2| Ol ai(®)

para |argz| < (e+ D) w/Ry 0=s + r<p, y

n—1 a‘(}") A p q" m'"’
1/ — = i
hr(z ) Eo z’ ’Zln Sl Pa+p (:’)

para |arg z| < p (a+1) m/2, siendo

Uiy = R e
0<s+r<p

De esto resulta, de manera andloga que en el teorema 21, por verificar
{m,*},> la condicién Cluipn que h(z%) = a,™ y ¢.(2) = @ 77 /r! para
p—1

0=r<pyfla)= 3 ® z*/k! de donde finalmente se sigue que f se reduce
k=0
a una constante puesto que es acotada.
La condicién es suficiente. En efecto, si {m,},* no verifica G, . pOL
el teorema 21, existe una funcién no constante ¢ € Cyim,; A .-t Y por
consiguiente, la funcién definida en 4® poniendo

para largz—R kn/p| <an/2 y k=0,1,2,...,p—1 es no constante
y pertenece a Co{m,; A®@}.
CoroLarIiO 7. — Si la sucesién {m, },* satisface la condicién Ca+1_q con

q = 2/p, toda funcién f perteneciente a la clase Cim,:; At con las deri-
vadas angulares

[ ©) = 0

cuando n mo sea un mailtiplo de p, se reduce a una constante.

§ 9. Una desigualdad entre las cotas de las derivadas

TeorEMA 28. — Si f es una funcién analitica en A, para 0 <a=1 e
indefinidamente derivable en A, para o = 0, enire los nimeros
By= mG=Rr e (=012, ) (9.1)

s




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

determinados por

M, = sup |[f™ (3)], (9.2)
Z€A,
existe la relacion
B —A g BLEi= Bl = =) (9.3)
con :
A=4 y g=1 para y=1—a =0
()
AC—8 g — 26(] +L) =2""e para y=1—a>0"
3%
DemosTrACION. — En primer lugar, vamos a probar que para o = 1 se
verifica
M,=4 M" Tk M" = (= =m,) (9.4)

En efecto. aplicando la desigualdad de Gorny-Kormocororr™ a las funciones
g(y) = Re fle+wy) vy  g(y) = Im f(z+ay),
indefinidamente derivables en la recta para cada =z > 0, tendremos

n-—n n—n
2 1

]Re{i" f(n) ($+1y)}| = 1,(]1(") (y)l =9 JIZ"'-"’ Al:xl:—nl

y i —n n—n
Im {ir f® @+ig)t] = |3 )] =2 Mo M
de donde resulta (9.4).
Como la desigualdad (9.3) se reduce a una ftrivialidad para M, = oo o
M, = oo, podemos suponer sin ningin inconveniente M,y M, finitos.

En este supuesto para establecer (9.3) en el caso 0 < o < ] comlderaremos
la funcién analitica g, definida en 4, haciendo variar ¢ (lo| < w/2) en la
integral

o (=9)
= 1 ( )—/n ( )—",'n.: s
g. () = A+ I=p flatzt) dt (a€d ),
0
que es uniformemente convergente en cada sector
{|arg z — vo| < a w/2, |z|] < R}

* Este teorema se encuentra reproducido en [2*; 534].

(8 Véanse Gorny [5], Kormocororr [7] y Manpersrosr [10;. 210-2227.

=
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Por ser

f ©=0 [A+ |t])-].

De esto resulta

o (—¢)
o ( l ™ (1 L { )_-,v,ll (1 i )—Wl: (n) ( f)d ’
n, — — —— 14— L a z fY
|9 2)| (1+ ¢ty T % Ty ! ®
3 0
o (=) [,ﬁ’"n 1 ) —‘/nI ( 1] ) =TAL
= — (1+— 1+—) “dt
= Mn, ﬁ @iy i N, ;

n

=M fn il dir— =l M L2 p
n 2 r (3 nql”l "‘ ¢ n = n
) 1+ 2 1 2 1

puesto que para cada z de 4, se puede elegir ¢ de modo que |¢|<< w/2 y

|y o —arg z| < aw/2, y para |arg t| = |—o| < w/2 se tiene
t t l
14— - y ll+—— =
" ny < Ty
Analogamente.

9% (|= =B

N

Por tanto, por el resultado previamente establecido para a=1 se sigue

n_—n n—n
2 1

|g(a") (O)Ié 2 T B:Z_nl B;‘lZ-”l

Ahora bien, como

19 )] =|/* @) f

o ( i t )_"“1 ( - L )—yn: .
ST S a
e s

f(n % = YY)t n + = (YTO‘ f(n
= |[f™ (a)] fJ esd Rt i = [20+)]™" i]k ) (a)]

(Tn Y7
4[Re(L+7)]"

1 @

)

tendremos

n_—n n—n

[® (@ =8= [2 e (l +—1—>] B~ Bn™

1

n)’”

para cada a € A , de donde resulta inmediatamente (9.3).

e h b
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Esta demostraciéon vale también para « = 0 por ser
* oo (—0) l ( t ) —n, ( t )—n:
9.(2) jo A+ + i - = fla + zt)dt

Sl (]+L_)-"‘ (1+ L
= (et 2N iz S

una funcién analitica en 4, para cada a € 4,.

)_'lgf(a+ t) d:—l

OBservacion 10. — Utilizando las desiqualdades de MARkoFF y de
S. BernstEN, GOrNY y H. Cawrran demostraron en 1939 y 1940, respectiva-
mente, la relacién,
2 k
ey ,
M, = (I—) sk M 0=hk<=y) (9.5)
entre las cotas M,, M,, y M, de una funcién f, v veces derivable, y de sus
derivadas [() y f*) en la semirrecta A,.

Onservaci6n 11. — De toda relacion del tipo
B, = A g* B, *" B*” con By —naM: = 1= (9.6)
existente entre las cotas
M, = sup |f™ (z)]
z€A

o

correspondientes a una funcién analitica en 4, para « > 0 e indefinida-
mente derwables en A, para « = 0, se deduce la desigualdad

n_—n n—n
2 1

B, = 4 [e(1+q)]" Bu B (9.7)

para n, =n = n,.
En particular para « = 0 de (9.5) resulta
n —n n—n
2 1

B,, = [e(l+ 62)]7' B:‘:ﬁ_ﬂl B::—ﬂn : (9_8)

para n, = n = Mn,.

En efecto, aplicando la desigualdad (9.6) a f™) con k=n — n, y y=n7n,,
tendremos
.l,“ 1]2—11 u—ﬂJ
M, =<4 ( ﬂll) Mo, M

I

de donde poniendo u = n,/n, resulta

nﬂ (Iﬂ_ﬂl Y L x =
Bﬂ é A =21 i ”,) n —n n —n
; '}’11"1 (,n i )'L])"_"; [(U = l)’ll‘1 } B": 1 an 1

n -n -n
2 Baalt

ey ﬂ:—ﬂ ”_"l
yn n = F
= A e ( ) qﬂ n Br ™ B
n, n n,

= thg=
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n-—n n—n
2 1

= A [e(1+q)]™ Bz B

n_
1

puesto que para u =1 es (u — D/ =1, yn* < e™n!

CororARrIO 8. — St 0 =< o = 1 y para la sucesién {m,},> que define la
clase Cim,; A | se tiene
|,
0 < lim ToreT a A < 00, (9.9)

n

la clase Cim,: A | coincide con la Cin® D", A }.

DemosTrACION. — Aplicando la desigualdad (9.3) a cualquier funci6n
fE€CIm,; A t conn, = 0y n, = y—> oo, resulta

B, =4 (\q") y M, = Ag): nEn o= 0, 1.2 )
Por tanto, f € C{in*™"; 4 |y
Gl A BE G {nSVEAE
De esto se deduce finalmente, teniendo presente
——, /D
JImi\/=——— <<00;
n m,

que ambas clases Ciim,; A, t y Cin(*™"; 4_} son idénticas.

OsservaciOnN 12. — De la misma forma que en el corolario 8, se puede
demostrar que si
n
e m'ﬂ
hitis=——e =) =a=1)
W ; ,

n

la clase Ciim,; A} contiene solamente funciones constantes. Recordamos:
que esta conclusion se demostré por otro camino en el teorema 20.

Dada la sucesi6n positiva {m, |, designaremos por {m,® },* la suce-
sién que viene determinada por la condicién de que {n® " m, () }* sea la
regularizada convexa logaritmica de {n®=*" m,},> @,

TeorEMA 24.—Si 0 = o« =< 1, las clases Coim,; A, t y Cim, ) ; A} son
wdénticas.

(% En el caso que

mn
lim =0
na—l
n

se tomard m, (%) = 0 para n > 1 y m(*) = m,.

= 5




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATI/RALES

DemostracioN. — Evidentemente, puesto que m,(*) = m, se tiene
Colm @ A" G G, 5 A

Reciprocamente, de las desigualdades (9.3) se siguen para cada funcién
f€Cim,; A | estas otras

If®™ (z)] = A ¢ " m, > (n=S0E1 52 )
y, por tanto,

G5 A= i @GO GO PAE e

Luego
2 Colm,; A, t = Cim,'™; 4, .
TeoreMa 25. — St [ es una funcién analitica y acotada en el dngulo A,

de amplitud o © > 1 e indefinidamente derivable en 0 es vdlida la des-
igualdad

W | (0)] =4 |ex|™™ Bl Bln (=0 =mn) (9.10)
stendo vy = 1 — a,
B, =n"M, y M, = sup |[f™ (z)| (=071 =2 )
AR
DemosTrACION. — Se ve facilmente que
1 a-+ioco et )
s@0=5 [ Fiemdt  @>0

es una funcién analitica en el dngulo 4,, que no depende de @, puesto que
[ es acotada y analitica en 4 ., Ademds

: ; 1 bl
@] Pl

—i00

Y, por tanto,

2= (=12,
para cada a > 0,
Ig("> (z)!’ =2t =2 B (=10 k2

i

. (n)(O) a--ico et

{n) 0 e 7 Mg e e

|g ( )! l 2 7 ‘{;-ioo {2 dt
|1 (0)]
== o

De estas desigualdades se deduce inmediatamente (9.10) teniendo pre-

sente la desigualdad (9.4) existente entre las cotas de la funcién g, analitica
en 4,, y de sus derivadas.
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§ 10. Funciones caracteristicas. Clases equivalentes

Se dice que [ es una funcién caracteristica de una clase Coim,; @t si
pertenece a ella pero no a ninguna otra clase C,im, ; @t contenida en
Cﬂ{mn; = }

TeoreMa 26. — Toda funcién analitica en el recinto Q con el punto
frontera 0, que sea indefinidamente deriwable en 0 y con las cotas de las
derivadas

M, = sgp [f™ ()| o= O, 1,2, 0.0 (10.1)
zZ€EN

finitas, es funcion caracteristica de la clase CAM,; @t pero mo de min-
guna otra.

DemosTrACION. — Se puede proceder de igual forma que en el teorema 6.

Teorema 27. — Si 0 = o =<1, toda clase Cy{m,; A, posee funciones
caracteristicas.
DemosTrACION. — En el caso que
v
’ mﬂ
Iim a = (),

la clase C,im,; A I, segin hemos visto en el teorema 20, contiene sola-
mente funciones constantes y entonces el teorema se reduce a una friviali-
dad, por ser cada funcién constante una funcién caracteristica de
Cim,; A t.

Si

n
N/ m"ll

o—1

>0

lim

es m,*) == 0 para todo n y poniendo

L oo (_ Z)n S
98 = 2 Ta Dy 1! b

Be—nGazinm &) (=10 E2 )

podemos definir como en el teorema 7 la funcién

: Sl [3|'+1 % ( 8v+1 )
1 §°</3)(’8 o=

~

SeEEgs
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Esta funcién, que como se ve fdcilmente es entera, tiene sus derivadas
en el origen

(—1'n!s,

(n) = L, S e n = 0 l, 2, ..‘\ :

FUEL S e L )

siendo :
o l '8‘,_*_1 e

y pertenece a la clase Cyim,; 4 ,t = Cim, ;4 |, puesto que por la
demostracién del teorema 20 resulta

B,
q (n) #‘i z = 2 p(e=n on s,
9"\ 5 = :

& £

1 ikt S
oy

v

Yy por ser 18,t,° logaritmicamente convexa se obtiene de igual forma que '
en el teorema 7, P

= A
SHe== 35> — 2B =2 GOy (%)
{

Como por otra parte se pueden hallar dos constantes positivas A Y ¢
de modo que

nls 1 n !B m,(*) o
Ml - ~—
‘ [((m+1y+1]! 2" [(n+1yy+1]! Aqr '
&
para todo n, cualquier clase C{m, ; A | que contenga a [ contiene tam- H
bién a Coim,; 4 | = C{m,® ; 4 .t Y, por consiguiente, f es funcién carac- 4:
teristica de Cy{m,; 4 }. i
De manera andloga que en el teorema 8, vamos a ver: E
TeorEMA 28. — Si la sucesion {nt=")"m §,= es logaritmicamente con- -
vexa y o > a>1, la clase C,im,; A} posee funciones caracteristicas.
DemostractoN. — Se puede proceder de igual forma que en el teorema 27 i,
tomando
(Bl = =
y 3
oo (—0) §
q(z) =f exp = et ] =
0 s
para |arg z — (¢ — 1)g| < ©/2 y variando ¢ en lo| < w(a—1)/2(a’'—1) = %

=d /R < _7:/2, porque {8,t,” es una sucesién logaritmicamente convexa y ¢
es una funcién caracteristica de la clase Cy{n(*~n; 4 a1 =Col [le=Dn]1; 4 }.

=
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Esto ultimo se sigue por ser ¢ analitica en A, y poderse acotar sus deri-
vadas asi :

oo (—)
Iq(u) (,,)] 4] ]e\{p z Ll [} (=D d ”
=) [(@— Dm]!
= le=t (@ =Dn g | = —— — - n=0,1,2, ..
_,ﬁ .( a ! COS‘W_U""" (5 1_[/2) \ 0: ) )

para z € A puesto que entonces se puede elegir ¢ de modo que
(e — o — arg z| < /2 y lo| < & w/2,

y ademds sus derivadas en el origen valen:

* 00

g0 = Gk / G ) == N (e — ] (= 12 )k

0

Como se ve facilmente, estos resultados se pueden extender en la forma
siguiente a recintos mds generales :

TeorEMA 29. — Sea o’ = apara 0 = o<1y o > a para « > 1. Si. Q
es un recinto (un inlervalo para o = 0) contemdo en A, con 0 por punto
frontera y {n®=*7" m, },> es una sucesiéon logaritmicamente conveza, la
clase Cy{m, ; Q} contiene funciones caracteristicas.

Diremos que Cy{m,; @} es una clase no trivial, si contiene funciones
no constantes.

TrorEMA 30. , = 1, existe una clase Ciim,*; At minima no
trvial ; esto es, con/cmda en cualquier clase mo trivial Cim,; A t. La
cclase que posee dicha propiedad es Cy{n'*="; A . Por el conirario para
2 > 1 no existe ninguna clase Ciim,* ; At minima no trivial.

DemosTrACION. — Basta proceder como en el teorema 9, con la salvedad
‘que aqui se deben utilizar los teoremas 20 y 21 en lugar de los teoremas
3, 4y 5.

TeorEMA 31. — Sea o' = apara 0 Z=a <=1y o > a para « > 1. Si Q
es un recinto (un intervalo para « = 0) contentdo en A, con 0 por punto
frontera y {n® " m, Ot es una sucesion logaritmicamente conveza :
para que la clase C,im,® ; Q} esté contenida en Cim,® ; Qt es necesario
y suficiente que

——a /M, ®

lim "(q) < 0. (10.3)
m,,C

n

DemostraciéN. — La suficiencia resulta inmediatamente de la definicién

«de clase.

= o Tt
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La necesidad de (10.3) se sigue de que C{m,®; @t debe contener a la
funcién caracteristica f de C{m,®; @t que se puede construir en el teore-
ma 29 de forma semejante que en los teoremas 27 y 28 y que goza de
la propiedad de que

n
e m,®

lim W < 0.

n
CoroLario 9. — Con las mismas notaciones que en el leorema 31, st
Jn@-2n g O b g {n@=29m m, A} son logaritmicamente convexas, para
que las clases Cyim,® : @t y Cim,® ; @t sean idénticas (o equivalentes) es
necesario y suficiente que
= nzﬂ(z)
0< lim\ /—7 <X, (10.4)
T ))7,,,( ) .
esto es, que 1m, M t* y {m,® = sean exponencialmente equivalentes.

Cororario 10. — Con las mismas notaciones que en el teorema 31, st
In@=e0m m Y= es logaritmicamente convexa, las funciones caracteristicas f
de CJdm,; Q} estén caracterizadas por la propiedad de que {m,t,” sea
exponencialmente equivalente a la sucesion {M, },> de cotas de las deriva-
das de | determinada por (10.1).

Teniendo en cuenta el teorema 24, resulta del teorema 31:

TeorEMA 32. — St 0 =a =1y

para que la clase Coim,® ; A t esté contenida en Coim,®; A, I es mece-
sario y suficiente que

n

m, &%
lim\/ s (10.5)

n

siendo {m,®**) > la sucesion determinada por la condicién de que
In@=0m m, G e seq la reqularizada convera logaritmica de §nC=*"m,® .

Cororario 11. — S1 0 =a =1y
n

N m,*)

lim —

>0

,n('l.—l

para k =1 y k = 2, para que las clases Cim,D; A t y Colm,®; A i
sean equivalentes es necesario y suficiente que

0 <lim\ /2 — < o, (10.6)

1, %)
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donde {m,® > es la sucesién determinada por la condicién de que
Ina-9n 94 @ seq la reqularizada convexa logaritmica de {n®=*"m, @ ;=
El corolario 8 se puede completar ahora asi: :

CoroLario 12. — Para que la clase Cy{m,; A _ t sea idéntica a
ChAn@™0m; A_t, en el supuesto que 0 <o =1, es necesario y suficiente
que

n

. Vm,
0 < _1112—' 0, (10.7)
DemostrACION. — En efecto, si se verifica (10.7) por el corolario 8 las

clases Cyim,; 4t y Co{n®™"; 4 1} son idénticas, y si

n (R B

i ——— =} @ F T ———
n

la clase Cy{m,; 4 | no puede ser equivalente a Ci{n(*™"; 4 t, ya que
en el primer caso C,{m,; A, ! contiene solamente funciones constantes y
en el segundo por el teorema 32 no puede estar contenida en Coin*™"; At
puesto que entonces, como se ve facilmente, se tendria

PP e T
m,(*)
Iim\/ =, = °°
= nt )n

Cororario 13. — St 0 Z=a <=1y

n.—_—— -

vm,

_n(l—l

lim

n

> 0,

las funciones caracteristicas [ de C,im,; A | eslin caracterizados por la

propiedad de que {m,® },> sea exponencialmente equivalente a la sucesién

1M, t,> de cotas de las derivadas de [ determinadas por (10.1).

§ 11. Funciones cuasi-analiticas con las mismas dertwadas en el origen

Como ya hemos dicho en el § 5, fue CarLeMan quien planted la cues-
tibn de ver si la reunién de dos clases cuasi-analiticas en un intervalo
es también una clase cuasi-analitica. Este problema resuelto por Sanx Jusx
en [16], [17] y [19], fue también estudiado por ManpELBROIT en [9] y
BanG en su tesis [1; § 7], siendo este tltimo el que mas ha profundizado
1en esta cuestién para el caso de la recta, pues, ha demostrado el impor-
ante :

== poue
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TeoreEMA 33. — Dadas las clases C{m, Ot y C{m,®} de funciones inde-
jinidamente derwvables en la recta, para que cualquier funcién de
Cim,® +m, @}t se pueda descomponer en suma de dos funciones de ambas
clases, es mecesario y suficiente que las sucesiones {up,® = = {m,O}= y
L@ = {m,® 4=, que las definen, se puedan elegir de modo que veri-

fiquen las hipétesis Hy, o H, de § 5, o sea:
H,. Las sucesiones {p, @ty {p,@ 1™ son logaritmicamente convexas.

H,. La mdxima minorante w de las dos poligonales w, y w, que tienen
por vértices los puntos (n, log p,®) y (n, log p,®) es convexa.

De forma mas modesta y de manera andloga que en el § 5, vamos a
estudiar ahora entre otras cosas si es posible encontrar dos funciones dis-
tintas, analiticas en el dngulo 4 , pertenecientes a las clases Cy{m,®; 4 |
Yy Cim,®; 4, } y con las mismas derivadas angulares en 0. Todo ello

naturalmente en el supuesto que {m,},> ={m,® + m,®}> no verifique
la condicién C ..

TrEOREMA 34 Seanm, = m,Y + m,® 0=a=1y0=08=1—q, st
in® m, t,> no satisface la condicion G,y ¥ las sucesiones {n’m, Mt y
| m,® }> verifican las hipétesis H, y H,, se pueden encontrar un par de
Junciones distintas, f, =~ f,, pertenecientes respectivamente a las clases
Clm,® ;A by Cim,® ; A} y con las mismas angulares en 0.

DemosTrACION. — Aunque la demostracién es andloga a la de los teore-
mas 11 y 13 creemos conveniente desarrollarla. En primer lugar, probare-
mos el caso 0 = 3 < 1 — «. Como {m,},> = {n™ m,},® no cumple la con-
dicién G, , existe una funcién g, <~ 0 analitica en el 4ngulo larg (— 3)|<

< (2+1+3) ©/2, continua en su contorno I' formado por las semirrectas
argz = + (1 —a—3) n/2 y tal que

|go(2)z"| < m,, =0 1L, 2 s

de donde se deduce que

o 90(2)
9(z) = m

es una funcién analitica en el mismo dngulo con

mﬂ
— i (=R sy

lg(2)z"

Por otra parte, segtin la demostracién del teorema 20,

oz iy i .
m@_% o0 (x=1l+5=2—_(1—_15)
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es una funcién entera con las derivadas
2n ! e" el

= =

,n'yn = ,non

]hm (Z)l = (v =012 )

en el 4ngulo |arg z| = (1 — 3) =/2. Por consiguiente, por el lema 5 se puede
determinar a > 0 de forma que la integral

h(z t) g(t) o
el

no sea idénticamente nula para z > 0 ®.
La funcién
9(2)

Z

G(z) =

construida con este valor de e es una funcién analftica en el dngulo
larg (— 2)| < (¢+1+8) ©/2, continua en I' con

|z — 1} G(2) 5"| = 4 m, (n=01,2 ..)
para |arg (—z) =< (¢+1+3) ©/2 y una constante 4 > 0, y

fG(t)t" dit=10 (i =025 )
r

Por tanto. por el teorema 17 [19; 36] de Sax Juan, se puede descomponer
(—1y G(¢) sobre T' en diferencia de dos funciones (t—1) Gy(t) y (—1) G(1)
tales que

Ak ([r;n ,rnn(k)

1G.(0) ] TE=STE Gl 2n =012

para t €4, m® = n” m{® y ciertas constantes positivas 4, y ¢;.
Asi se obtiene que

M@:fh@@@@dz = — )
I

es una funcién analitica en el dngulo 4 , para « > 0 e indefinidamente
derivable en la semirrecta 4, para o = 0 (e = (1—0)—(1 —a— 0)) perte-
neciente a la clase Ci{m,™ ; A4 _}, pues,

[R™(=)] = [ |h™ (z 1) t G,.(2) d t]
CA R

0 Asi como para o > 0 y cada x> 0, segtin el lema 5, se pueden encontrar va-

lores ¢ > 0 de modo que dicha integral sea distinta de cero, esto no es posible para
o = 0, como veremos y sacaremos de ello partido en el teorema 35.

=gpra—
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2 eris(i
= j |G(D) t" d 1|
n r !
m,®
=B, (eqn) — 5 = B,(eq,)" m,™

para z€4 , n= 0,1, 2, ...,y B.>0.

Ademas,

£M(0) — f,™(0) = h("iwn)f [G(t) — Gy()] t" d t
r
= h“')(f(i'ﬁj Grrdt=0
r

y fr = [. puesto que

[ECOFIOR R

f(x) — fi(x) =j hix t) G(t) = s
- Jalan
para > 0.

ooli—

Sea 5 = 1 — «. Entonces, como por hipétesis {m, },* = {n®m,},* no sa-
tisface la condicién G, existe por el teorema 4 de [16; 339 una funcién G=40,
continua en 4, = (0, 00), con los momentos

f G dt =0 m=012 .)
0

n

1+tf

para ( = 0. Por tanto, se puede descomponer de igual forma que antes,
G en diferencia de dos funciones G, y G, tales que

G| = =0

A k qkﬂ m’n )

o) =

(k=1,2:m=0,1,2 ...)

para t = 0, m,” = n" m,® y ciertas constantes positivas 4, y ¢,.

Sea
h(z) = g*—i (v=1+8=2—a)
; o [(m+1yxy+1]! 2 /
entonces

[(2) :f h(z )G, (t) d t

0

e (i
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es una funcién analitica en 4 | para o > 0 e indefinidamente derivable en

A, para « = 0, y perteneciente a la clase Co{m,™ ; 4}

. pues, como se ve
facilmente

| ™(2)] = f lt" h™(z t) Gu(t)| d ¢
0

B ( ) E oo %(k/ d
é k e(lk i ,n—on [ = 9 t
Jo @y

= Bk(e qk n n—én (I) Bk (e qh)" ,mn(k)'

Finalmente,

A@(0) — AO(0) = h(0) [ G dt =0
Jo

Y hL=* [, puesto que si fuese f; = f, resultaria

= l
[ G(l[) d =./- G({)f e~ h(wt) w* d u
=f essutnd uj hlwt) G(t) d ¢
0 0

= f esstuE () d ar =0 G=FL—H
0

para Rez> 0 y

/mﬂg—dl=0

L+ z

0
para |arg z| < m y, por tanto, G = 0.
Como consecuencia de este teorema y del lema 3 resulta:

Conommo 14. — St 0 = a =1, cualquiera que sea la sucesién positiva
1000
s
lim —— = o
n n

Yy o > a, existe un par de funciones distintas, /17—/ pertenecientes res-
peciwamente a dos clases, Cim,D; A t y Cim,®; A _}, tales que

:/?’nﬂ(k) :/mn(k)
E}T=O y h'mw=0 =152 (11.1)

n n
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FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS,
con las mismas derivadas angulares en 0. Ademds las sucesiones
1n®om m Ot y {n0=9" m,® > se pueden elegir logaritmicamente con-
vexas.
OBSERVACION 13. — Si en el corolario 14 se elige la sucesion {X,t,” de
forma que

Ry O :
lim W < 0
n

se sique

y, por tanto, que ambas clases Cim,®; At y Cim,®; 4, t son cuasi-

analiticas. .
En el caso «=0 se puede mejorar el teorema 34 en la forma siguiente:

FronmvA 35— Sean my; —m it m, B S0 —=0=d = Yy 0y = 0; s
{n® m,},> mo satisface la condicién G ., y las sucesiones {nm, @},
y {n m,® {* verifican las hipétesis Hy, y H,, se pueden enconlrar un
par de funciones indefinidamente derivables y distintas, f, 7 fz, pertene-
cientes respectivamente, a las clases Cim,®; 4,} y Cim,®; A} y tales
que fi(x) = f(z) para © < x,.

DEMOSTRACION. — S

N 2
Lo 20 [(n+1y+D]!

una funcién entera tal que ||h(_z)} = 2 sobre las semirrectas

iendo

(y=1+8=2—(1—29)

anges—= LU(1e—13) /2

y
|h(z)| = 2 ——— < 4_e@toniy
el o (yn)! ;
sobre la circunferencia |z| = o para cada e >0 y 4 > 0, por un teorema

de Hems [6; 242] resulta
9] <2 loxp 1= 71

para |arg (— 2)| <y w/2.
Por tanto, si g, 0 es la funcién que se puede construir de manera
semejante a la del teorema 34 para « = 0, poniendo

_exp {— (= za)"}
g(z) T 1+ (2 Z)1/2)4 gﬂ(z)v

g —
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tendremos para & < 1 que la integral

/3@%@
E

&3

dt,

extendida a lo largo de la linea I' formada por las semirrectas arg ¢ =
= + (1 — ) /2, es idénticamente nula en el dngulo |arg z| < (1 —3) n/2
para 0 = z < x,, pero no para todo z > 0 segin el lema 5, por tanto como
podemos determinar a > 0 de forma que

Wz t) g (1)
L*:T‘“iQ

si ponemos
9(2)

z2—a

G(z) = (ara G z)| = (1479) %c/2),

y procedemos del mismo modo que en el teorema 34 queda demostrado
el teorema. '

En el caso & = 1 se llega a la misma conclusién poniendo
G(t) = g(t+10)— g(t —1 0) =0
y observando que

£ e /2 /2
/' G(1) sen (z Y2+ (x t)
0 ("I) t)s/z

dtszmah@0d1=0_
0

para 0 = z =< z, pero no para todo z = 0, puesto que en caso contrario,
siendo : '
G(H) = 0(1) y h(t) = 0(1) para tis0)
G(t) = 0(1/1) y h(t) = 0(1/t) para t — oo

por el lema 4 resultarfa g(t+¢ 0)— ¢ (¢ — i 0) = G(t) = 0 para t > 0, por
lo que seria g una funcién entera y, por tanto, g = € = 0y g, = 0. =~

TeoreEMA 36. — Dada una sucesién positiva {p,t,* que no verifique la
condicion C,_ paraa>1, si {m,/p,t,°> =1 (m,® + m,®)/ p, .= no satisface la

condicién G, y el par de sucesiones {m,® [p,},* y {m,®/p, = verifican las
hpdtesis H, y H,, se puede encontrar un par de funciones analiticas distintas,
[ f, pertenecientes respectivamente a las clases Coim,®; Aty

Cdm,®; 4} y con las mismas derivadas angulares en 0.
DemosTrACION. — Como por hipétesis {m, @ }> = {m,® fu, by

Im,® b = {m, @y, by satisfacen H, y H, y {m,b= = {m,® + m, k=
no verifica C,, se pueden encontrar por el teorema 34 dos funciones ¢, 5 ¢.

pertenecientes a las clases C{m,® ; 4,} v Cim,® ; 4.}, respectivamente, y

)

= a0 v=s
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con las mismas derivadas angulares en 0. Sea F la funcién construida en el
lema 1 para m, = p, y v = « — 1, entonces poniendo

0 (5971)
fk(z)zf F(t)g. zt) dt 0 =k %
0

para ‘|arg z| <« m/2 y eligiendo ¢ de manera que |p —argz| < w/2 -y
lo| < (¢ — 1) m/2, resulta de igual forma que en el teorema 12 que las
funciones analiticas f; y -f. pertenecen respectivamente a las clases
Colm,®; 4t y Cim,®; A I, con las derivadas angulares

00 ;

LM(0) = ¢,™(0) / Fytvdt = ¢m(0) | F@yedi = ™).

o

0 ho
Finalmente, f, % f,. En efecto, si fuese f; = [, se tendria
j FERY = gty dgt =0
0

para £ >0 y g = ¢, — ¢;, de donde resultaria por el lema 4, teniendo
presente que

I b =) y g(t) = 0O(t) para iz 0

Ko vl =2 0(=0) y g(t) = 0(1) para t — 00,

g2— g1 =9 = 0 o F = 0, lo que va contra la construccién realizada.

CoroLario 15. — Si o > 1, cualquiera que sea la sucesién positiva y no
decreciente {1, t,” que haga convergente a la serie
oo
1
2 B Ny
0 A
se puede enconirar un par de funciones analiticas distintas, [, =~ f, perte-

necientes respectivamente a dos clases Cyim,D; A, t y Cim,®; 4} tales
que

U e Ll n
. Am® NERG)
L e ol y 1im —k-a—ﬂ— =0 =12 (11:2)
n 14 n U
DemostracioN. — Se puede proceder como en el corolario 3 pero apli-
cando el teorema 36 en lugar del teorema 12.
OBsErvacION 14. — Si en el corolario 15 se elige la sucesion {\,t,= de
forma que
l -1
7. n
lim=———rs=t<cvo;

n’l-H

n

= o=
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se sigue

T
T meE s
LM =2 e < 00 (i =l %
==
y, por tanto, que ambas clases Cim,; A t y Cim,®; A t son cuasi-
analiticas.

Eligiendo en el corolario 14 0 < o < 1 y la sucesién {},t,” de forma que

lim i < 00,
n

n

lo que es evidentemente posible, resulta la existencia de pares de funciones
f1 % [, indefinidamente derivables en x = 0, con todas las derivadas igua-
les en © = 0, analiticas para z > 0 y pertenecientes a clases cuasi-analiticas
en la semirrecta = 0. Ahora vamos a ir mds lejos construyendo un par
de funciones [, # [,, indefinidamente derivables en la recta, analiticas para
x 0, iguales para x << 0 y pertenecientes a sendas clases cuasi-analiticas
en la recta. En otras palabras, existen funciones analiticas en un intervalo
(a. -b) que admiten prolongaciones cuasi-analiticas distintas en la recta.

“Teorema 37. — Si {m,/(e n)!},™ = {(m, P + m,P)/(a n)!},° no cumple
la condicion C, y las sucestones {m,® [(a n)! t,° y {m,®[(a n)!t,™ verifican
las hipétesis H, y H,, existe un par de funciones distintas, f, = f., analiticas
en el dngulo completo AD: |arg(+ z)| <« %/, iguales en |arg (—3)| <
< _aat/Q, con derivadas angulares en O dentro de cada dngulo completo
AG con 0 <3 < a, y lales que

'/k(n)(:)l =4, ¢ m,® cos~ (D) (/) (=l 2ne= 05122 e (g
para z=+ r e’ r> 0y 0] < a w/2, y ciertas constantes positivas A, y q;".
~ Demostracion. — Como {m, ™ = {m,/(an)!},* no cumple la condicién
i se puede construir una funcién g == 0, indefinidamente derivable en la

recta R, igual a cero para x = ( y perteneciente a la clase Co{m,; Rt. Por
ofra parte, por el teorema 33 existen dos funciones, g; 7= g», pertenecientes
a las clases Cy{m,®/(an)!; Rt y C{im,®/(an)!; R, respectivamente, y
cuya diferencia g, — ¢; = g. Entonces, las funciones f, y f, definidas por

! 1 % :
fi() = Ty f exp 1— (t/z)*t ¢ g (D) d ¢ para larg z] < a /2,
/ 0
(11.4)
1@ e [ exp {—(—t/a*} £/*7 g,(—t)d t para |arg (—2)| <o m/2
e

e
J

1:(0) = ¢.(0),

{
* Este teorema es més preciso que el teorema 2 de [5]*.

B
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son evidentemente analiticas en A®, iguales en |arg(—2)| <a /2, pero no

idénticas en |arg z| < « w/2. Ademds, como
oo
hlie) — c"”/“f exp {—t e} gz t*)dt
0

para ¢ € R y [6] <« /2, se sigue que ¢u(x) = f(x €*) es una funcibn
indefinidamente derivable en R tal que

(pk(n)(x) — ’tk(n)(a7 ei@) ()ine = C—ie}la" exp \l_; t P—i@/a} (o gk(ﬂ) (17 [tl) (I t
0

en cada direccién arg (+ x ) = 6 con |6l < a w/2, y

(’~)
[ (z )] 4[ exp f— t cos —~—} (A q,," e
A, q* m,® COS'(“““)(O/:Z) (RE=alRimmr— (| e

de donde se deduce por el lema 8 que [, tiene derivadas angulares f; ™ (0) =
= (an)! g,™(0) en x=0 dentro de cada dngulo 4? : |arg (£ 2)|< (a=B)w/2

de amplitud (¢ — 8)w < « 7, aunque no ne(.esanmnente para 3 = 0. Preci-
samente. esto se afirma en el siguiente:

TeoreEma 38. — Sea { b una sucesiom positiva que no cumpla la con-
dicton C,. Siim,/p,t,™ E{(m @ + m,®/p, t,™ no cumple la condicién G,
y las sucesiones {m, ™ [p, },> y {m,®/u,t,> verifican las hipétesis H, y H.,
existe un par de funciones distintas, f, = f,, analiticas en AQ, iguales en
larg (—2)| <aw/2 y pertenecientes a las clases Coim,M; At y
Colm,® ; 4<° = '

DemosTraciON. — Puede desarrollarse de manera andloga que en el teore-
ma 37 pero empleando en lugar de (11.4) la transformacién

fulz) = 27U f FIt/(+ 2M%] gu (+ O d ¢, - (11.5)
[] 2

-

en donde F es la funcién construida en el lema 1 para m, = p, y v =
Para demostrar en este caso que f, == f, se puede utilizar el lema 4.

Cororario 16. — Si la sucesién posiliva {p,}t,™ no cumple la condicion
C, y @ >0, exvisten pares de funciones analiticas distintas, f, 5= f,, perte-
necientes, respectivamente, a dos clases Coim,® ; A®} y Cim,®; A®} ta-
les que

T
lim\ /" =

(=)

(k = 1, 2). (11.6)
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SEMI-ANALITICAS Y CUASI-ANALITICAS

OnservAaciON 15. — Eligiendo en el corolario 16 la sucesion {p,t,> de
modo que
g eane
e Ml L
” ,rLU.+1 ?
se sugue
WTAC) 7
lim T < (' ="1822)

y, por tanto, que ambas clases Cim,®; AO} y Cim,® ; AG} son cuasi-
analiticas.
Si ademas

n

V
Jim -2 = oo,
n

n

las clases Cyim,®; R} y Ciim,®; R} son también cuasi-analiticas, resul-
tando asi:

Cororario 17. — Existen pares de funciones distintas, f, = f,, indefini-
damente deriwables en la recta analitica para x % 0, iguales para x < @
y pertenecientes a sendas clases cuasi-analiticas en R.

§ 12, La clase Cin&2: s}

De igual forma que San Juan para las clases semi-analiticas [19;60] y
Banc para las clases cuasi-analiticas en la recta [1; § 7] podemos enunciar
aqui:

Teorema 39. — Si [ y [* pertenecen respectivamente a las clases cuasi-
analiticas Cin®"; @ t y Cm,”; @, t con las mismas derivadas angulares
en el origen, resulta f = f*.

DemostracioN. — Basta tener presente que si {m,*},” verifica la con-
dicién G, ,, la sucesién {m,* + n(**}= la verifica también.

LeMa 9. — Sea {n®%" m *},° una sucesién logaritmicamente convexa

. b g ,
Yy 0=a=1.Silaclase C,{im,*; | no estd contenida en Cin*"; Q" }
Q' CA, existen dos clases semi-analiticas Ciim,V; @, t y Cfim,®; Q }

que verifican las hipétesis del teorema 35 para 3 = 1 — a, siendo ademds
la primera una clase parcial de Ci{im,*; Q.

Demostracién. — Es una consecuencia del lema 7.

TeoreEmMA 40. — En el supuesto que el conjunto 2 con 0 por punto
frontera, esté contenido en A, 0=a=1, si loda funcién cuasi-analitica

)

= Rl
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§ en @ con las mismas derivadas que una funcion f* de C{im,; Q@ t es

idéntica a [* la clase Cim,; @ t estd contenida en Cy{n(**t"; Q) }.

DemosTraciON. — Se puede proceder de igual modo que en el teorema
16, utilizando el lema 9 y el teorema 35 en lugar del lema 6 y de los teore-
mas 11 y 13. ya que por el teorema 24 puede suponerse la sucesion
{n®="" m, },° Jogaritmicamente convexa.

TeoreEmMa 41. — La interseccion de todas las clases Cy{m, ; @, t no cuasi-
analiticas en Q) es la clase

Cn'{ n(a+1)" 3 Q’(l } i

DemosTrACION. — Basta proceder como en el teorema 7.
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ESTUDIO LOCAL PARTICULAR DE UNA CORRESPONDENCIA
BIRRACIONAL

por

Josg Javier Eravo

Al estudiar, en los entornos de un punto invariante, una corresponden-
cia hirracional entre dos variedades superpuestas, se puede ver cémo tal
correspondencia induce sobre cada uno de los entornos de érdenes sucesi-
vos otra correspondencia birracional, que serd una proyectividad en el pri-
mer entorno, una transformacién cuadratica en el segundo, ete.

La proyectividad subordinada en el primer entorno es una afinidad de-
finida en el espacio tangente a la variedad, que es un espacio afin “centra-
do”. Se pueden estudiar para ella las direcciones, de cada dimensién, que
permanecen invariantes. Entonces, si dos figuras que se corresponden bi-
rracionalmente son tangentes en el punto invariante, la direccién de la
variedad lineal tangente serd invariante en esa correspondencia.

De igual modo, pasando a la correspondencia cuadritica definida en
el segundo entorno, dos figuras que tengan un contacto de segundo orden
se transformardn mediante esa correspondencia cuadritica en otras dos
que tienen también un contacto de segundo orden. Y asi sucesivamente.

Esto da entonces un procedimiento sencillo para calcular, por ejemplo,
curvas de un determinado grado que tengan en ciertos puntos contactos de
orden dado con otras curvas conocidas y cumplan ademds otras condicio-
nes. O problemas de tipos analogos.

Esta nota fue redactada hace algunos afos, cuando el autor se iniciaba
en el manejo del instrumento algebraico, y en ella se trataba fundamental-
mente de relacionar, para su mejor comprensién, los conceptos de corres-
pondencias birracionales y algebraicas. Esto hace que, al resucitarla ahora,
conservando casi totalmente la redaceién original, parezca alargarse inne-
cesariamente la preparacién . teérica, ya que para este tema concreto bas-
taba con servirse directamente de las correspondencias birracionales. No
era éste, sin embargo, el fin del trabajo, sino el de servir de ejercicio de
entrenamiento al autor, y en ese sentido estd escrito, aunque posiblemente
ya no tenga otro valor que el sentimental que para él supone de ser uno
de los primeros articulos que compuso.

Como es bien sabido, se debe a Zariskr la teorfa aritmética de las co-
rrespondencias birracionales, que él construyé para resolver el problema
de la reduccién de singularidades en variedades algebraicas tridimensiona-
les. En su memoria 0. Zariski: Foundations of a general theory of biratio-
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nal correspondences, Trans. Am. Math. Soc., 43 (1943), establece las bases
que permiten desarrollar esta teoria sobre un cuerpo arbitrario, k. En ella,
si V y V’ son dos variedades proyectivas de puntos generales.

GinE) Es o (L)

respectivamente, se les puede asignar a cada una dos cuerpos de funciones
racionales: los

D —ulki(ge st Dyl (E R E )
respectivamente, y los
K = k (,T)l’ 2HL) Tm)’ K’ = k (TA‘I/’ G 'Cm’)»
engendrados por las coordenadas no homogéneas, en los que
- /
r,,~=,§—i, = %h, - =l ine hi=L i om: (2)
& =)

estos tltimos permitirdn establecer localmente las propiedades de aquellas
subvariedades para las cuales sea, en cada caso, §=~0, §& == 0. Aquellas
otras en las que esto no se verifica se estudian también localmente tomando
como divisor otra coordenada no nula sobre ellas. El cuerpo 3 es una ex-
tensién transcendente simple de K y éste consta de todos los elementos de
2 que son homogéneos de grado cero.

Pues bien, si son V y V' birracionalmente equivalentes, los cuerpos
K y K son isomorfos sobre k y, salvo un automorfismo, podemos iden-
tificarlos - identificacién que se extiende igualmente de modo natural a
2 y a 2. Equivale esto a considerar, para cada una de estas identifica-

ciones, a ¥V y V' como modelos proyectivos de un mismo cuerpo K. En-
tonces, dos subvariedades

wWCV v W CV

de estas variedades se dirdn correspondientes en la correspondencia birra-
cional determinada por la identificacion de K y K’, cuando existe una
valoracién v de K tal que W y W’ sean, respectivamente, los centros de

’

venV yen V.

Esta definicién asi establecida para las correspondencias birracionales
no es vdlida para correspondencias algebraicas entre V y V', puesto que
en este caso no son isomorfos K y K’. Pero, entonces, llamando

Bzl ftrra B Bk e e

) I ]

a los anillos homogéneos de polinomios sobre V y V’, formaremos la va-
riedad dohle V* correspondiente al anillo bihomogéneo

Rl et ey E
cuyo cuerpo de cocientes denotaremos por

2* == ]{ (Eﬂ, shatsy En, Eluy ceey Em')'
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Esta variedad doble es la que nos permite establecer la correspondencia
algebraica entre V y V'

En efecto, ¥ y 3’ son ahora subcuerpos de 2*, por lo que cada valo-
racién v* de X*, al restringirse a ambos subcuerpos = y 3’ segin las.
valoraciones v y v’, respectivamente, define sobre las variedades V y V*
sendas subvariedades W y W’ que son, respectivamente, los centros de
v v v sobre ellas. Diremos entonces que W’ es la transformada de W en
la correspondencia algebraica asi definida. Esta es la idea de ABELLANAS,
que generaliza la de Zarisk, y que ha sido estudiada en varias memorias,
de las que ufilizaremos las dos siguientes: :

P. ApeLranas: Théorie aritmélique des correspodances algébriques, Rev.
Mat. Hisp.-Amer., 9, (1949).

P. ABerLranas: Correspondencias algebraicas. II, Rev. Mat. Hisp.-Amer.,
11 (1951).

Inversamente, si en una correspondencia algebraica definida entre
V y V segin esta definicién fuesen isomorfos K y K’, la correspondencia
algebraica serfa una correspondencia birracional y, asi, se pueden estu-
diar éstas desde el punto de vista de la teoria aritmética sobre un cuerpo
base arbitrario, como un caso particular de las algebraicas.

Completemos las notaciones hasta ahora introducidas, y que seguire-
mos utilizando a lo largo de esta nota, con las siguientes: el cuerpo de-
coordenadas no homogéneas sobre la variedad doble lo designaremos por-

k , riil
K? = ]‘ (711) ceey MnoMas 0o T,ml)a

de acuerdo con las expresiones (2). Y a los anillos afines de polinomios.
sobre V, V' y V*, respectivamente, por

A=k [ -l A= k[, ] 3)-
A* =k [, oo %5 1 oo T - (€2
Si, aproximindonos mds a nuestro problema, las dos variedades V y V*

fuesen superpuestas, estarfan definidas por un mismo ideal homogéneo a
del anillo de polinomios en n + 1 indeterminadas

B X
y como, entonces,

k [Xo, ieses)) X,,j/am l“. [E-O’ S En]:
B X las LS 5

serd condicién de superposicién de ambas subvariedades el isomorfismo
P ~ P’ Por extensién al cuerpo de cocientes, serdn también isomorfos
> y Y. Miradas ambas variedades como modelos proyectivos distintos.
de 3, ese isomorfismo entre P y P’ equivale a un isomorfismo entre los:
puntos generales (1) de V y V', en el que

t‘?i _> E(’y 1 = 0.'




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Si el grado de transcendencia de X, y por tanto de X, sobre k es r+1,
y el de X* sobre X o sobre X" es s + 1, el grado de transcendencia de
2 * sobre k serd r + s + 2. Algunos problemas relativos al estudio de va-
riedades superpuestas que se corresponden en transformaciones birracio-
nales o algebraicas han sido desarrollados en J. FERNANDEZ Biarce: Sobre
las variedades de coimncidencia de una correspondencia birracional, Rey.
Mat. Hisp.-Amer., 70 (1950). — J. FErnAnNDEZ Biarce: Cowncidencias en una
correspondencia algebraica, Rev. Mat. Misp.-Amer., 70 (1950).

Dado ahora un punto simple de V por el ideal p, de P, a cada divisor
primo minimo p,* de P* p, le corresponde el ideal

p()’ = pni"Q N P

de P’, que representa un punto de V'; a su vez, p,* es también un divisor
. 2 . % ’
primo minimo de P* p/. Cada uno de estos puntos p,” es el transformado
del punto p, en la correspondencia algebraica establecida. Si p, es un
: : S s -
punto invariante en esta correspondencia, se verificard que uno de sus
transformados p,” se corresponde con €l en el isomorfismo P ~ P, que de-
fine la superposicién de las variedades V y 17.

Por ofra parte, si
R (5)

condicién que no supone ninguna restricciéon puesto que, en caso contra-
rio, elegiriamos, como hemos dicho anferiormente, otras g, & que lo ve-
rificasen, formariamos los anillos afines A, A” y A* con cuerpos de co-
cientes K, K’ y K* en las coordenadas no homogéneas (2), dados por (3)
y (4). Entonces, a los ideales homogéneos p,, p,’ y p,* de P, P" y P* res-
pectivamente, corresponden en A, A” y A* Jos ideales no homogéneos
P, P’ y P*, respectivamente.

Por ser la correspondencia birracional y, por tanto, isomorfos K y K/,
resultard de todo esto que, si el punto p de V es invariante en esa corres-
pondencia birracional entre las variedades superpuestas V y V', habrén
de corresponderse los puntos p y p’ en los dos isomorfismos

PP Ko~ K

‘que nos indican, respectivamente, esas dos condiciones: la de ser super-
puestas V y V' y la de ser birracional la correspondencia entre ellas. Su-
pondremos, ademds. en adelante, que p es regular con relaci6n a p’.
Sean
Q e AD, Q, == A/ Qilt = Ai;‘

o7

Tos anillos locales correspondientes a las subvariedades P, P' y p*, respec-
tivamente, y m, m" y m* Jos ideales mdximos respectivos de estos anillos
locales. Entonces,

m=m*NQ, m = m* N Q. (6)
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Por ser p regular, la dimension de p* serd s y se podrd, por tanto, en-
{o)
contrar r elementos
elfa S/erey Br* € Q*,

que podemos ademdés suponer pertenecientes a A* a consecuencia de (5),
que sean parametros de uniformizacién en p*, esto es:

MEE—RO (0 0 01):
Del mismo modo, para p y p’ se tendria:
m=20Q(@®...,6), 0; €A,
m’ = Q" (0, .5, 6, 0 € A"
Entonces, por ser p C p*, p’ C p*, se tiene:

0= 6% A (m*) 6 = 6* 4’ (m*?),

donde se han representado por estos simbolos las matrices
@ (e 06— (0 S0 O (0 F 0 0

AT (G A — (o AR s e ey
y siendo
ai]y ai,] E Q*s
Yy no pertenecientes a m* si son distintas de cero.

Vamos a construir un homomorfismo t definido sobre Q* mediante el
proceso siguiente: Si T es un elemento de Q* que pertenece a m*? pero
no a m*** sy resto respecto de m*? serd:

gi=kp(fos=or (8 )oniy

siendo ¢” una forma homogénea de grado p en las 6,*. Entonces, = se define
mediante la expresién

T (t:) : q)p (xlv seey ‘Tl)f (7\)
siendo las x; indeterminadas sobre Q*.
En particular, por ser

6(’) ei, & m*r 6!’) 6,'/ ¢ m**

A —ciff g ey
0L=RA00 £ o o(m™),
sera
e 0=ty o e, (8)
O =T o e 9)

0 bien, componiendo estos homomorfismos en el homomorfismo aplicado
a toda una matriz, se tendra:

T (@) = X4, T (0) = X4’,
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donde
0= G s AF
Por otra parte, el homomorfismo natural
v: Q= R& (04 m> (10}

induce un homomorfismo, que representaremos por la misma notacién, en
el anillo de polinomios con r indeterminadas:
Q* H_V R* n o
[‘Tlv ) CC,.:I [-‘Lly ) ‘Lr]
equivalente a tomar clases de restos respecto de m* en los coeficientes de
todo polinomio de i
QFFryi ]
Luego cada
(e [z .z
definido en (7) se transforma mediante v en una
L
Wil 0 R [ones s

a la que llamaremos la forma inicial del elemento ¢ € Q*. Resulta de aqui
que, dado un elemento cualquiera t € Q*, su forma inicial se obtiene apli-
cindole el homomorfismo producto de = y v:

vl =0 9@ =@, ... T).
Particularizando de nuevo, si en el homormorfismo (10)
G, ey o

cada polinomio « (6;), = (6), dados por (8) y (9), se transforma mediante v
en el polinomio

=
T, o A= A
BT e
respectivamente. Esto es:
i L T
y [z @) = Sl x, v [z (09 = Dial x;,
i=1 i=1

Estas expresiones finales son, pues, las formas iniciales de los elemen-
tos 6; y 6/, que también podemos escribir en la forma:

(v - 7)(©) = XA, (v - ) (0) = XA,
siendo

A = (), A = ().

Andlogamente, para los elementos de Q (o de Q) se podrian obtener
mediante v - ¢ sus formas iniciales, siendo ahora el homomorfismo = equi-~
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valente a la sustitucién de cada 6 (o 6’ por la indeterminada
x; en el residuo de ese elemento respecto de la potencia conveniente de m
(o de m’), y el homomorfismo vy es el homomorfismo natural

Q—>R = Q/m
(o
y :
Q/ A R/ =k Q,/ml).
Si es ahora p,* una componente aislada de P*p, y, por tanto, p* una
componente aislada de A*p, se tendrd Q*m = m* y el determinante

]EI + 0; y lo mismo para p,. Entonces, los elementos (6, ..., 6,), y en su
caso los (8, ..., 8,)), se pueden elegir como pardmetros de uniformizacién
para p*. Se verifica asf:

G —loid A & (mE):
Ahora bien, en este caso, los anillos
Riflcy 2 i Rézes ]
pueden considerarse sumergidos en el
R¥ajic o

y las formas iniciales de los elementos de Q, o de Q’, considerados como de
estos anillos, coinciden con las formas iniciales cuando se les considera
elementos de Q*. Y como, de la condicién de ser p punto invariante y re-
gular, se sigue

Q= Q, m = m’,
resultard que la forma inicial de 6 es la imagen por = de
Bit + ... + B8,

donde, por ser, segin (6), m C m* C Q* se ha tomado

A7 A’ = B (m),
siendo
= (8D, Bae Q. Bi ¢ m,
Entonces, .
® = 0 B (m). ‘ ol

Como ya habfamos advertido, a este resultado podiamos haber llegado
més directamente mediante la teorfa de Zariskr, pero el objeto del trabajo
no era tanto llegar a este resultado como relacionar los distintos conceptos
que habian sido vertidos en el desarrollo de estas teorfas.

Pues bien, si en esas condiciones escribimos
= © B.
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obtenemos las ecuaciones de una afinidad con un punto invariante en el
origen de coordenadas y de la que diremos que es la afinidad subordinada
sobre el primer entorno del punto invariante por la transformacién birra-
cional que estamos estudiando. Las ecuaciones de la afinidad, desarrolla-
das, son:
(61'23116‘ AP il r B!rer %
................................. (12)
Loy

Como se sabe, las direcciones invariantes en esta afinidad vendrén da-
das por los hiperplanos

b+ ... +¢. 6 =0,

donde (¢, ..., ¢,) es una solucién del sistema

(el e )i BEe N B =10,
siendo E la matriz unidad y B* la transpuesta de B, y donde A es una raiz
de la ecuacién
|B—XE| = 0.

A su vez, las intersecciones de hiperplanos invariantes daran direcciones
invariantes segtin variedades lineales de menor dimensién. Como el primer
entorno es el espacio tangente, todos los problemas de tangencia entre sub-
variedades de V y V’ se trasladan a problemas de incidencia entre las varie-
dades lineales de este entorno.

Vamos a definir el segundo entorno del punto p. Llamaremos para sim-
plificar ¢/ a las expresiones

ol = B0 + ... + 870,

que aparecen en las ecuaciones (12) de la afinidad. Podemos representar,
entonces, por @ a la matriz

@ = (o) ..., o)) = ©B.
De (11) se sigue, segin estas notaciones,
e — @' = 0 (m?),

es decir, los términos del primer miembro son al menos de segundo grado
en las 9;; luego

@/ S (I)l =) q)Z + ‘I’,
donde
@* € m?, @ ¢ m?, v € m?,

Entonces,

o — @ — @ =0 (m),

Ziggra
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Escribiendo ahora

e = @' L q)z’
es decir,
{ Oll = @ + (P12
L6 =o' + ¢}
donde
D = (9, ..., 9.5
es una matriz de formas de segundo grado en 6,, ..., 6,, se tendrd una trans-

formacién cuadratica que es la inducida por la transformacién birracional
en el segundo entorno.

Asi, sucesivamente, de
O — (P + @ + ... + @Y = ( (mH)

se deduce la transformacién de grado q:
....................... (13)

donde las ¢! son formas de grado [ en 8, ..., 6, con coeficientes de Q. De
esta transformacién diremos que es la subordinada por la correspondencia
birracional en el entorno de orden q del punto p.

Podemos ilustrar esta teoria con el ejemplo tan sencillo de las colinea-

ciones entre dos planos superpuestos. Si los puntos generales de estos pla-
nos son

(Em Elv E2) )’ (Eoly E1,7 EQI) = (Em t‘rly Eﬂ) B,
siendo B la matriz de la colineacién y |B| - 0, serd, evidentemente,
P =15 [& &, Ll P lEsesE S

que son anillos de polinomios sobre una misma variedad, el plano proyec-
tivo. Siendo la colineacién una correspondencia de grado uno, la transfor-
macién subordinada en el primer entorno de un punto invariante coincidirg
con la misma colineacién y, por tanto, las direcciones invariantes son las
definidas por las rectas invariantes de la colineacién que pasan por ese
punto. Pero es interesante en este ejemplo el hecho de que. aunque a prime-
ra vista pudiera pensarse que la colineacién no deberfa subordinar en los
restantes entornos correspondencias de grado superior, sino que habria de
ser © — @' = 0 y, por tanto, las restantes formas @ parece que deberfan
ser idénticamente nulas, ocurre que, por el contrario, induce en ocasiones
transformaciones de grado tan grande como se quiera, si las ecuaciones son
desarrollables en serie en los entornos del punto invariante.
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Elijamos como ejemplo la colineacién

=)
0 &, &, &)= (& & B (o t 0
O=S=0REE
0 Seq,
) = 11 En
< = 5+ 6L§

=56LE

cuyos puntos invariantes son (0, 0, 1) y (0, 1, 0).

~ Para estudiar la transformacién en los entornos del purto (0, 0, 1)
habrd que elegir la recta & = 0 como recta del infinito al pasar al anillo
afin A. Entonces, las ecuaciones no homogéneas de la colineacién son

2 Eu, ly & b
i o o e e
) % ly = ly x
e
N2 e , & t: h 1, N2
0 seAa:
0 = @
'r:l =i .+ a1
siendo
t 1 (a b)
t i Ve o o e

la matriz de la colineacién en el anillo afin
A=1F ['fm ).

Como estas coordenadas son, ademds, pardmetros de uniformizacién en
este punto, esa colineacién es la subordinada en el primer entorno y
coincide con la colineacién que en el plano afin induce la colineacién dada
en el plano proyectivo. Como

('01’: 7]21) = (_T]n ﬂﬁ) A,-
se tendrd

(n, 7)2,) — (ny, ) A =0 (m?)

para todo g, luego no subordina en los restantes entornos corresponden-
cias de orden superior. La tunica direccién invariante se obtendria, como
antes hemos dicho, mediante

de donde

(ei; ) A —aB) =0 = ¢c;=10,
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asi que es la 4, = 0, o en homogéneas, & = 0, es decir, es la recta inva-
riante de la colineacion que pasa por (0, 0, 1).

Pero en el caso de hacer el estudio en el punto (0, 1, 0), ohservaremos
que, al tomar § como coordenada del infinito, y ser por tanto,

i & i th & T bhm i Uy
.{}1 T — 7 X =T —nl ] T + 2 = L
51 &+t 4LE mt b t t
7 2
AT & la & et b i Ui
Mol = = |l R e
g & + 6L n t ¢ ly by
esto permitird definir transformaciones de todos los grados posibles en los
correspondientes entornos. En particular. en el primer entorno se tendrd
la afinidad con el origen invariante:
: . =0 b
(s ) = oy, s ( : =
b A.’) 1 N g ) a :
1
y dos direcciones invariantes, v, = 0, n, = 0, que coinciden con las rec-
tas invariantes § = 0, & = 0, del estudio proyectivo.
Pero, en este caso,

(s m) — (np m2) ((1) 0)
a
2 3
= ( M ny
i s

3 G}
/1 [1: Gy _?nln2+ z'13 Rl
= (— b ', — ab n ) (M),
llamando 1/t;, = b.

dratica

e e ) Of
g =

am— ab 1y .,
en el tercero, la transformacién ciibica

Es decir, en el segundo entorno se subordina la transformacién cua-
( 7]'1/ =

nm— b’ + b* v’
fosse

y asi sucesivamente.

@, — ab 0 4 + ab® 0’ n

Esta situaci6n se vuelve a presenlar dnicamente en otras dos ocasio-
nes. Cuando es una homologia con centro y eje incidentes,

t
p (Eﬂlv El,y E’Z,) = (Eﬂ' Ely E‘2.)

=0
OE =0
0=0=¢t
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en la que (0, 1, 0) es el centro de homologia, el resultado es el anterior,
sin mas que hacer a = 1. Asi que

;611': 61—b612 + b!.’ela___“.
| 6, =6,— 56,6 + b020— ...

ecuaciones de las que se obtienen las correspondencias inducidas en cada
entorno.
Y también cuando se trata de la colineacién

i b
o (&, &, &)= (& & &) (0 l 1)
0 0 ¢

cuyo tnico punto invariante es el (0, 0, 1). Entonces, para

2
91=‘01=—?L, ==
= =)
se obtiene
: 6, b’
61 = 61 [] = t t2 T ]
0 =il 6, 6,
62, = [1 = i = ]
t t 5

que, para a = 1/t, nos da las formas:
D' = (9, @) = (6, a b + 6)

o (q’lsv Cpf) =(—abb, —ab0—a 6.%)
D = (¢f, ¢f) = (a6, a6, 0. + a6y),

las cuales. segun (18), nos permitirdn escribir las sucesivas corresponden-
cias subordinadas en cada entorno.



i T o

PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTE-
RONA CON HIGADO DE RATA

por

Vicente Piazuero MoRrer

A. CONSIDERACIONES GENERALES

I. GENERALIDADES

Brown-Séquard (1), ingirid, en 1889, un extracto testicular y mencioné
que como consecuencia habfa adquirido un aumento de vigor y una mayor
capacidad para el trabajo.

En 1911, Pézard (1), consigui6é el aumento de la cresta de los capones
por inyecci6n de extracto de tejido gonadal masculino.

La extraccién de testiculo de toro con solventes no polares (1), produ-
jo a McGee, en 1927, preparados altamente potentes.

Butenandt, siguiendo a Pézard, administr extractos testiculares y uri-
narios a gallos previamente castrados, observando que se producia una
regresi6én de los caracteres sexuales secundarios, antes atrofiados, lo que
le impuso la ardua tarea de aislar el principio activo capaz de prdoucir
estos efectos fisioldgicos (2).

Fl establecimiento de la funcién endocrina de una gldndula va siempre
precedido de una serie de estudios que pueden dividirse en varias etapas:

a) Extirpacién de la gldndula -y estudio de los efectos fisiol6gicos
producidos.

b) Intentos de reemplazar la gldndula extirpada por administracién
de extractos glandulares, libres de células, e investigacion de los efectos:
producidos por el suministro de cantidades masivas de estos extractos.

¢) Aislamiento y caracterizacién del principio activo.

d) Sintesis de la hormona y comprobacién de que las sustancias bio-
légica y sintética son idénticas.

e) Estudio de los procesos metabdlicos que conducen a su inactivacion.

Teniendo presente estos principios, consigui6 Butenandt en 1931, ais-
lar de extractos urinarios una sustancia pura, de férmula empirica C,H;0,,
a la que denominé androsterona (1, 2, 3, 4).

No se tenia, por aquel entonces, una idea clara de las estructuras de la
colesterina y de los 4cidos biliares. Es mds, algunos de los conocimientos
resultaron erréneos.
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~ Rosenheim y King (2, 6) revisaron los estudios hechos acerca del pro-
blema y llegaron a la conclusién, en 1932, de que el nicleo fundamental
de todas las sustancias esteroides es el cicloperhidropentanofenantreno.

Sobre esa base pudo Butenandt dar la férmula de la androsterona, que,
si entonces hipotética, fue plenamente confirmada por Ruzicka en 1934
por sintesis a la hormona (5).

En ese mismo afio de 1934 (3, 4, 5), aislaron Butenandt y Dannenbaum,
de orina masculina una hidroxicetona, CyHg0,. La hidrogenacién del de-
rivado clorado en C, produjo a Butenandt una clorocetona saturada,
C,H,0C1, lo que hizo suponer que la hidroxicetona insaturada era un
compuesto con la configuracién estereoquimica de la androsterona, por lo
cual la denominé dehidroandrosterona.

FEn 1934 sintetizé Ruzicka (5) una clorocetona, C,H,0Cl1 por oxidacién
del cloruro de B-colesterilo.

Un afio mds tarde, Wallis y Fernholz (4, 5) sugirieron que ambas clo-
rocetonas debfan tener distinta composicién espacial, y, una vez definida
la posicién del doble enlace, concluyeron que la sustancia aislada por Bu-
tenandt y Dannenbaum es el epimero en (-3, es decir, posee la misma
orientacién que el colesterol ya que, a diferencia de la androsterona, es
precipitable por digitonina. De ahi su nombre de dehidroepiandrosterona.
. Otros nombres que aparecen en la literatura son: dehidrotransandros-
terona, dehidroisoandrosterona, DHEA, y DHA. Fieser y Fieser (7) pro-
ponen para el compuesto el nombre de androstenolona basindose en el
hecho de que se encuentra mds relacionado con el colesterol que con la
androsterona o su epimero.

La importancia clave de la DHA estriba en que parece ser el precursor
comuin de andrigenos y estrégenos (8).

II. Aispamiento pE A DHA EN HUMANOS

La DHA, como hemos dicho, fue aislada por Butenandt (2, 4, 7) en
1934 de la orina de hombres normales.

Su importancia transcendental se proclamé a causa de la sospecha de
una relacién con el colesterol, y mds tarde (8), como posible intermediario
en el metabolismo de esteroides.

Callow y Callow obtuvieron dos afios mdas tarde la sustancia de hom-
bres normales y Crooke y Callow en 1939 (10) de pacientes con tumores
adrenocorticales.

Hirschman (11) aplicé en 1940 la cromatografia en columna al estudio
de esteroides urinarios de mujeres ovariectomizadas, y relaté la obtenci6n
de 12,2 mgs. de unos cristales, de la fraccién ceténica, precipitables por
digitonina, con un punto de fusién de 141-151° €, asi como otros 15,7 mgs.
d.e, un producto menos puro de punto de fusién 133-148 °C. La identifica-
cién del compuesto con DHA se hizo por formacién del acetato y benzoato.

Engel y colaboradores (11) obtuvieron 68 mgs. de DHA de la orina de
mujeres normales, junto con androsterona y otros productos; y, en vista
de que Callow y Callow habian encontrado en afios anteriores que muje-
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res castradas y normales excretan DHA en cantidad similar a la de hom-
bres normales, y cantidad aumentada en la orina de un eunuco, deduje-
ron que el compuesto debia ser de origen extragonadal. En apoyo de esta
deduccién estaba el hallazgo de incrementos de DHA por Crooke y Callow
en pacientes con tumores corticales.

En el estudio de 17-cetosteroides urinarios, Pincus y Pearlman (12) en-
contraron descomposicién parcial de DHA a productos no alcohdlicos,
como consecuencia de la hidrdlisis 4cida a que debe ser sometida la orina
para dejar los esteroides neutros en libertad, y un afio mds tarde, el mis-
mo Pearlman (13) encontraba un producto cristalino, aparentemente ho-
mogéneo, de punto de fusién 156,5-157,5 °C y [«],, = + 50° que conclu-
Y6 se trataba de una mezcla de DHA y am]roqierona recalcando, a la vista
de sus propias e\pomenc as y de los trabajos hasta entonces reahzados
que la DHA era la tnica hidroxicetona, premmtable por digitonina, de la
orina de machos y hembras normales, y estableciendo su punto de fusi6n
en 147,0-148,0 °C y su [«],® = + 12° (1,92 % en etanol).

El descubrimiento de que parte de la DHA es excretada como sulfato
es obra de Munson, Gallagher y Kock (14) quienes aislaron, en 1944, la
sal sédica del sulfato de DHA a partir de la orina de un hombre joven
normal. La hidrélisis de la semicarbazona produjo DHA lihre que fue iden-
tificada en forma de benzoato.

Muchos son los trabajos de aislamiento de DHA en fluidos, tejidos y
6rganos de animales y humanos. Sin embargo, nos limitaremos a citar los
trabajos de Lieberman y colaboradores (15), sobre cetosteroides en orina
de personas enfermas y sanas, que constituyen un compendio de los es-
tudios de aislamiento e identificacién de DHA realizados hasta 1948.

Trabajos posteriores que merecen citarse son los de Dorfman en 1957 (16)
y mas recientemente los de Okada y colaboradores en 1959 (17).

II. Sintesis e A DHA

Los primeros relatos de sintesis de DHA tuvieron lugar en 1935, es
decir, un afio mds tarde del aislamiento de la propia hormona. Fueron
cuatro laboratorios distintos los que consiguieron su preparacién por de-
gradacién oxidativa del colesterol, previa proteccién del grupo hidroxilo
y del doble enlace.

Tomando como base los trabajos de Wallis y Fernholz (4, 5), la mag-
nifica obra de Fieser (7) y el tratado de Giral (6), resefiamos en la figuras
1 y 2 el método de obtencién de la DHA en el laboratorio.

La sintesis de la DHA y en general de todas las hormonas esteroides,
se ha atacado hoy dia desde el punto de vista de la produccién en gran
escala. A Rusel E. Marker y colaboradores (18-28) se deben los adelantos
més extraordinarios en este campo. Marker subvencionado por la compa-
fifa Parke Davis organizé una expedicién botdnica en bisqueda de nuevas
fuentes naturales de esteroides. La investigacién se extendié a varios cen-
tenares de plantas del sur de los Estados Unidos y México y trajo, como

consecuencia, el descubrimiento de una decena de nuevas.especies de sa-
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COLESTEROL
(CH,-C0),0 | acetilacién
Acetato de colesterilo
Br, bromacién
Acetato de dibromocolesterilo
Cr0,

Y
Mezcla de productos

degradacién oxidativa

Y
]
Capa etérea Capa acuosa
Zn l debromacién (Compuestos crémicos)
Acetato de DHA
Acetato de colesterilo
Acido acetoxicolénico
Compuestos ceténicos
Fracci6én neutra Acido acetoxicolénico
l arrastre (Sal sédica)
Acetato de DHA Compuestos ceténicos volétiles
Acetato de colesterilo
|
Semicarbazida |
Semicarbazona del Acetato de colesterilo

acetato de DHA
Acido sulfirico hidr6lisis
DHA

Fic. 1. — Esquema de la obtencién de D H A

pogeninas que contienen el nicleo esteroides fundamental. Los més altos
rendimientos se obtienen a partir de diosgenina, una sapogenina existente
en las plantas del género Dioscérea, que si bien fue aislada primeramente
por los japoneses Tsukamoto y Ueno en 1936 de un extracto de Dioscérea
Tokoro, fueron Marker, Tsukamoto y Turner (21) los que consiguieron por
primera vez la degracién a esteroides en C, (Fig. 3). Detalles del proceso
pueden encontrarse en (29).

El paso de esteroides en C, a esteroides en C, se realiza por uno de dos
métodos :

a) Método de Schmidt-Thome (Fig. 4).
b) Método de Tendick y Lawson (Fig. 5).

L gl



PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

En creciente desarrollo se encuentran las sintesis microbiolégicas de
hormonas esteroides, entre las que podemos citar las de Eppstem y cola-
boradores (30) y las oxidaciones bacterianas de Kramli y Hovart (31) y
Levy y Talalay (32, 33).

, ), a8 L
(o3, ) —-ca CB“(“ ) CH
2 3
(8129 —GOO et
Colesterol Acetato de colaesterilo
(ZH CB
{3 1(133
cx (GH ) -CH e—m-mco-uu
{
-(.‘.00 -COO
Acetato de dibromocolesterilo Semicarbazona del acetato de DHA
0
I
‘-——_*
HO
Dehidroepiandrosterona
Fic. 2. — Sintesis de la dehidroepiandrosterona
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GHB
C
i
0
(cus—co)?_o
i ST S s £
HO
Diosgenina AcO
AcO
HBQ 00
3 Q0-GH
Cr03 & 3
= 083—(10011
A IR T SRR A ST
R
AcO AcO

&3
0
C&b
Ac0

Acetato de pregnemolema

Fic. 3. — Degradacién de Marker de la dioggenina
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Fic. 4. — Transformacién de pregnenoclona a DHA. Método de Sceminr-TromE
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F16. 5. — Transformacién de la 16-dehidropregnenolona a DHA.
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TV. REACCIONES DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA

La DHA participa de una serie de reacciones caracteristicas de los gru-
pos sustituyentes, debidas a su naturaleza y conformacién espacial, y ade-
mds, de las propiedades tipicas de su estado de insaturacién.

De acuerdo con los conceptos y teorias sobre conformacién espacial,
presenta tres anillos cicloexdnicos fusionados en forma de silla, y su grupo
hidréxilo en 3 debe tener orientacién acuatorial que es la forma maés esta-
ble desde el punto de vista termodinamico. Los metilos angulares tienen
-orientacién axial y ofrecen por tanto una proteccién al ataque, de modo
-que la probabilidad de que una sustitucién se realice es mayor en las po-
-siciones ecuatoriales, sin dejar de considerar en todo momento la distancia
-del punto de ataque a los grupos sustituyentes mds voluminosos.

La presencia de un grupo carbonilo en C-17 hace que la DHA posea las
propiedades generales de los compuestos ceténicos, y el doble enlace entre
Tos atomos de carbono 5 y 6, que concurra a un gran numero de reacciones
de adicién.

:a) Reacciones de adicién al doble enlace

La adicién de hidrégeno con saturacion del doble enlace se realiza a
-satisfaccion con hidrégeno y paladio. Del mismo modo adiciona halégenos,
bromo en particular, operaciéon que permite la proteccién del doble enlace
en ulteriores procesos. Es necesario proteger previamente el grupo hidro-
xilo en C-3. Esto se lleva a cabo en el caso de las hidrogenaciones, susti-
tuyéndolo por cloro lo cual puede realizarse por tratamiento con penta-
«cloruro de f6sforo, que origina una clorocetona insaturada de la que m&s
tarde se regenera el 3B-hidroxiestoroide con facilidad. En los procesos de
‘halogenacién se forma el 3B-acetoxiderivado por tratamiento con anhidrido
-acético (Fig. 2).

'b) Reacciones de sustitucion

Entre estas reacciones es de especial interés la sustitucién de hidrégeno
en C-19 por el radical —C = CH que permite la ampliacién del anillo D en
un atomo de G (34, fig. 6).

Podemos incluir aqui las reacciones de metilacién, nitrosaci6n, hidro-
xilacién, etc., de las que es un buen ejemplo la sintesis del A5-androsten-38,
16-a, 17B-triol que damos en la fig. 7 (35).

¢) Reacciones de esterificacién

Desde el punto de vista puramente quimico, son de importancia los
-esteres de los 4cidos acético y benzoico, cuya preparacién es imprescindible
-en aquellos casos en que quiere defenderse el grupo OH en C-3. Por otra
parte la identificacién de la DHA y sus derivados se hace en una de estas
«dos formas (figs. 2, 6, 9, 10 y 11). En terreno puramente bioquimico, los
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it o
-G=CH
CH 3 CH (c8,-c0)0
tero Am-0m S
‘HO +KOH o
0-GO-CH
3 F go-cu
-G =QH 3
BH +H 0 +Hgll
— 22— S
+H 8 ROH
ma—coo 2 033-00
O
S————
HO
Fic. 6. — Transformacién de hehidroepiandrosterona a 17-g-metil-A%-D-homoan-

drotesno-3 3, 17 a-diol-17-ona

con jugados mas trascendentes son los de los dcidos sulfirico y glucurénico

ya que la excrecién urinaria de la mayor parte de los esteroides se realiza
en esta forma.

d) Precipitaciéon por digitonina

Los 3B-hidroxiesteroides forman con la digitonina un digiténido com-
plejo précticamente insoluble en alecohol. La precipitacién con un ligero
exceso de digitonina es cuantitativa. La ebullicién de este precipitado con
piridina rompe el complejo con liberacién de la digitonina y el esteroide.
La separacién de uno y otro compuesto se lleva a cabo por extraccién con
éter en el que la digitonina es insoluble, consecuencia del gran ntimero
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(e] 0
1 A\l
0O:-ROH
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HO GH_-~
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? OH
N-0H (0]
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3 CH3 Q
OH 0-CO-GH
_0H 3
i -- 0-G0-
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GHE_-0 CGH_-CO0
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OH

F1c. 7. — Obtencién de AS-androsten-3 3, 16 o, 17 B-triol desde DHA

de grupos hidréxilo que existen en la molécula. Los compuestos con el
grupo OH en 3 forman también digiténidos pero mdis solubles en alcohol.
La importancia de la reaccién estriba en que mediante ella es posible la
separaci6n de esteroides 3¢- y 3B-hidroxilados.

e) Reacciones debidas al grupo cetémico

Mencionaremos unicamente dos reacciones: 1. — La reaccién con el
m-dinitrobenceno en soluci6n alcalina alcohélica, que es base de la deter-
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2 0o
il 1}
PC1
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G1

Dghidrogpiandroateronc

— E:E?O KO-CO-CH
H =
c1 T GH_-coom>

CB QOO
0
Ho~ ;
it
Androsterona
Fic. 8. — Relacion de DHA a androsterona
minacién de 17-cetosteroides de Zimmermann, vy 2. — La que produce con

el reactivo T de Girad, fundamento de la separacién de compuestos cetd-
nicos y no ceténicos. De la primera hablaremos extensamente mds ade-
lante.

El reactivo T de Girad es el clorhidrato de trimetil-amino-aceto-hidra-
zida [(CH,), = N+-CH,-CO-NH-NH,]:Cl-. Forma con los grupos ceténicos las
hidrazonas correspondientes que son solubles en agua. Se separan los
compuestos no ceténicos por extraccién con solventes orgénicos, éter o
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®

Reduccién
HO Acetilacidén
-GOO0
GH3 Benzoilacidn
Hidrélisis
0-C0-G B
levadura 65
oxigenada
0
HO
Oxidacion de
Oppenauer
-Co-C H
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0Z
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enzimitica P
0
Hidrdlisis
H
o’/
Fic. 9. — Sintesis de testoterona a partir de DHA

a) Método de Mawmorx
b) Método de BureEnanpT-RUZICKA
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e ———————
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Fic. 10. — Sintesis de esteriodes en C,, a partir de los DHA

Condensacién de DARZENS

cloroformo preferentemente, y se recuperan las cetonas de la capa acuosa
mediante hidrélisis con 4cido sulftirico y extraccién.

f) Reacciones de isomerizacién

Cabe considerar aqui la relacién existente entre androsterona y DHA a
través de 3B-cloro-A*-androsten-17-ona, tres compuestos existentes en la
orina humana cuya interconversién fue demostrada por Butenandt (4, 5,
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7, 84, fig. 8). Ademads los procesos de obtencién de testosterona y derivados
que se indican en la figura 10 debidos a Butenandt-Ruzicka y Mamoli (7).

g) Reacciones de oxidacién

El sulfato de cobre anhidro actia sobre la DHA creando un doble en-
Jace en 3, con formacién de 3,5-androstadien-17-ona, un producto que ha
sido aislado de orina de pacientes con tumor en la corteza adrenal (34).

Los estudios de oxidacién del acetato de dibromocolesterilo por anhi-
drido crémico (36), han llevado al conocimiento de que en esta oxidacién
se produce un grupo hidroxilico terciario en C-14 que, por calentamiento
con bisulfato potdsico en anhidrido acético, origina un compuesto con un
doble enlace entre los C 14 y 15. Excelentes servicios presta la oxidacién
de Oppenauer (2, 6, 7, 34). Esta oxidacién es especifica de los grupos al-
cohélicos. Su ventaja estriba en que los reactivos, butilato terciario de
aluminio ((CH), = CO), Al y acetona, no ejercen accién alguna sobre los
dobles enlaces. si bien, en algunos casos como ocurre precisamente en co-
lesterol y derivados, se produce una emigracién de 5-6 a 4-5 (2, fig. 9).

R R
\GHOH + (CH),00 — > N0 + (CH,),CHOH
- =

h) Transformacion a esteroides en Cy

Sin duda alguna ocurren en el organismo vivo. Estos cambios llevan
inherente un proceso de demetilacién en C-19. Los estudios en andrégenos
se han realizado hasta la fecha en compuestos con dos o mas grupos ce-
tonicos (7).

i) Transformacién a esteroides en Cy

La conversién de DHA a pregnenolona y progesterona se puede produ-
cir por la llamada condensacién de Darzens (7). Consiste en la adicion al
grupo ceténico de un ester de un acido clorado. Este proceso se realiza en
presencia de magnesio, mercurio o amiduro de sodio. La clorhidrina que
se forma da lugar posteriormente a un epoxido. La saponificacién del
ester y decarboxilacién por 4cido mineral abre el anillo quedando el grupo
ceténico en libertad (fig. 10).

Otros tratamientos que conducen a esteroides en G, son los de Bute-
nandt y Schmidt-Thome (37, 88) y Serini (7). El primero introduce un car-
bono en la cadena lateral a través de la cianhidrina y, el C-21 obtenido en
la hidrélisis del nitrilo con bromuro de metilmagnesio y reduccién poste-
rior (fig. 11). En la reaccién de Serini la DHA toma los dos carbonos de
la cadena lateral del compuesto de Grignard.
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Fic. 11. — Transformacién de DHA en progesterona.
Método de BureEnanpT y ScHMIDT-THOME
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V. AcTivipap bE LA DHA Y RELACION CON ESTADOS CLINICOS

Fl aislamiento de la DHA de la orina de mujeres y hombres normales,
la existencia de niveles normales en la orina de hermafroditas y la apari-
cién en cantidad aumentada en pacientes con carcinoma adrenocortical (8),
han llevado a la conclusién de que la corteza suprarrenal es la tnica fuen-
te de la DHA urinaria (39). En contra de esta afirmacién se encuentran los
recientes hallazgos de Neher y Wettstein quienes en 1960 (40) lograron el
aislamiento de DHA a partir de dos toneladas de testiculos de buey y, sin
embargo. no la obtuvieron por extraccién de una cantidad similar de adre-
nales de cerdo. Sin embargo estos trabajos se encuentran pendientes de
confirmacién posterior. Admitiendo pues que la DHA procede de la corteza
adrenal, cabria considerarla entre las hormonas conticoides, pero dada su
estructura quimica en G, y su acci6n biol6gica, es de general parecer su
clasificacion entre los esteroides androgénicos.

Los andrégenos (41, 42, 43) promueven el crecimiento y funcién de los
6rganos sexuales secundarios, regeneran estos 6rganos en animales cas-
trados y el desarrollo prematuro en los animales inmaduros. Los andrége-
nos adrenales parecen ser responsables del crecimiento del pelo pibico,
los de las gonadas del alargamiento de la laringe y del tono de voz. Desde
el punto de vista metabdlico, promueven el anabolismo de proteinas, dis-
minuyen la excrecién urinaria de calcio, f6sforo, sulfatos, potasio, nitré-
geno urinario y creatina. No hay variacién del nitr6geno sanguineo o fecal.

La medida de la actividad androgénica de una sustancia, se encuentra
basada en los ensayos biolégicos conocidos con los nombres de “ensayo
de la cresta del capén” y “ensayo de las vesiculas seminales de la rata
macho” (44, 45). En el Congreso Internacional de Bioquimica celebrado en
Londres en 1935, se tomé el acuerdo de comparar los compuestos cuya ac-
tividad biol6gica se quiere determinar, con un patrén de androsterona por
el método de la cresta del cap6n. Se defini6 la unidad internacional de
actividad androgénica como la activiadd de 0,1 mg. de androsterona crista-
lina preparada por sintesis con un punto de fusién de 183,5°C-184,5°C (co-
rregido) y [«]o® = 97,3° en etanol absoluto. Los tubos que contienen
50 mgs. de androsterona patrén se mantienen a —2°C en la oscuridad en
el National Institute for Medical Research de Londres. La comparacién se
realiza administrando androsterona patrén y la sustancia problema a ani-
males convenientemente seleccionados y midiendo la variacién relativa de
la cresta o de las vesiculas seminales.

Poco se sabe acerca de las relaciones existentes entre estructura quimi-
ca y actividad fisiol6gica. Pincus (43) relata una mayor polencia para aque-
llos compuestos que poseen unién etilénica 4,5 en conjugacién con un
0 carbonilico en C-3. La insaturacién en el anillo B disminuye esta activi-
dad al igual que la falta del grupo metilo en C-10.

Desde el punto de vista clinico, la DHA adquiere especial interés dado
su aislamiento de la orina de pacientes con cAncer adrenocortical (8, 11,
39, 46-55) y los estudios realizados acerca de su influencia en el atritismo
reumatoide (50, 54, 55). Los resultados obtenidos a este respecto han ser-
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vido para obtener una valiosa informacién para el diagndstico. y asi (43}
se han encontrado execrecién disminuida de 17-cetosteroides, en general, en
los casos de eunocoidismo, sindrome de Turner (agénesis gonadal), enfer-
medad de Addison, mixedema y anorexia nerviosa; y aumentada, en vi-
rilismo adrenal, hipreplasia adrenocortical congénita (pseudohermafrodi--
tismo femenino y macrogenitosomia precoz), tumor celular intersticial del
testiculo y, ocasionalmente, en el sindrome de Cushing y arrenoblastoma
del ovario.

La hiperplasia adrenocortical virilizante se ha reconocido (52) que es:
una enfermedad producida por un error metabdlico. El sindrome de femi-
nizacion testicular (52) parece ser debido a un exceso de enzimas que in-
tervienen en la transformacién de andrégenos a estrdogenos.

VI. METABOLISMO DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA

Comprobada para la DHA la férmula

HO

vamos a ver, de entre los productos aislados de tejidos y fluidos del orga-
nismo y de las experiencias realizadas in vivo e in vitro, cudles son los que
pueden estar directamente relacionados con ella y los estudios mds impor-
tantes realizados para establecer esta interrrelacién.

En los estudios de sintesis de DHA vefamos que podia realizarse a partir
de colesterol y de esteroides en C,, habldbamos de la capacidad de trans-
formacién de A®-8B-hidroxiesteroides en A*-3-cetosteroides en la oxidacién
de Oppenauer, de la formacién de derivados hidroxilados y la posibilidad'
de demetilacién a esteroides en Ci.

De la admirable revisién de Engel y Langer acerca de la bioquimica de
hormonas esteroides (56), llegamos al conocimiento de los trabajos referen-
tes a la biosintesis de DHA y productos relacionados que resumimos en las
tablas 1 y 2.

Respecto a los caminos catabdlicos, en los que realizamos nuestras ex-
periencias, el estado actual de los conocimientos estd resumido en la ta-
bla 8, en la que dUnicamente hemos colocado los esteroides que conservan
el doble enlace entre los dtomos de C 5 y 6 y cuyo grupo 3-hidroxilo tiene-
conformacién, es decir, los A*-3B-hidroxiesteroides.

La DHA est4 resefiada en la tabla 3 con el nimero 3. En ella no damos
mas que unas pocas referencias pues muchas se mencionaron ya en los:
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TABLA 1. — ESTEROIDES RELACIONADOS CON LA DHA AISLADOS DE TEJIDOS
0 FLUIDOS DEL ORGANISMO

Origen

Producto

Sangre venosa adrenal (cdncer de pecho)

174-OH-progesterona i
113-OH-androstenodiona

Adrenal humana (sindrome adrenogenital)

Progesterona

Adrenal humana (hiperplasia adrenal congénita)

174-OH-progesterona

Rebanadas adrenal humana (hipertensién, céncer)

113-OH-androstenodiona

Rebanadas adrenal humana (hiperfuncién adrenocor-
tical)

113-OH-androstenodiona

Adrenal de perro

33-0H-5¢-androstan-11, 17-diona =
164-OH-progesterona :
Pregnenolona

174-OH-pregnenolona

Sangre venosa adrenal (después de administrar ACTH)

174-OH-pregnenolona

Ovario humano

174-OH-progesterona

Androstenodiona
Placenta humana, ovario Progesterona
Cuerpo liteo de bovino Progesterona :

Acetico
Colesterol

5
A -prégnenolona

Corticoides / e

174 -(-)‘I_r:preguenolona

=
A 4-andz-os tenodiona

Testosterona

11 P -OH-androstenodiona l

Estrdgenos

Adrenosterona
-s----.t3drenal
————testicular
sbiosintesig
~-—.—:Catabolismo

\ 4>
A —androsteuo—)y 3164 ~dic1-17~0na

5
A -androsteno-3P ,16¢( ]7?—11-1'01

5,
—androsteno-3 B> 17¢ -diol

1
i
|
!
¥

Fic. 12. — Caminos metabélicos de la DHA
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TABLA 2. — ESTEROIDES RELACIONADOS CON LA DHA. — TRABAJOS IN VITRO

2 Especie Sistema Subsirato Productos

Pregnenolona
Feto humano. Rebanadas adrenal | Acetato DHA
5 Androstenodiona
Humana. Homogeneizados tu-[ Pregnenolona-H* | DHA
mor adrenocortical | Colesterol-C* DHA

Progesterona

Humana. Papillas o rebana-
17 «-OH-progesterona

Pregnenolona
das adrenal g :

Progesterona 17 2-OH-progesterona

Bovino. i Extractos mitocon-| Colesterol Progesterona
dria adrenal

17 «-OH-progesterona

i Progest g <
Humano. Cuerpo hiteo Progesterona Androstenodiona
Bovino. Cuerpo liteo Acetato Progesterona
17 «-OH-progesterona
Testosterona
Humano. Rebanadas de tu-| Acetato indroslenodlona
mor testicular Adreriosterona 5
e 11 B-OH-androstenodiona
DHA

17 «-OH-progesterona
Testosterona
Androstenodiona

11 B-OH-androstenodiona

Progesterona

Androstenodiona
11 B-OH-androstenodiona
11 B-OH-testosterona

Testosterona

——f_h\_/—/ﬁ“'/’“_/"‘_"‘\'—-/_'\_\

Humano. Tumor festicular | Acetato Progesterona - festosterona
f Progesterona

Caballo. Perfusién testicular| Acetato ! 17 o-OH-progesterona an-
L drosternodiona

apartados anteriores, y el ntiimero tan extenso de trabajos de aislamiento
realizados justifica, a nuestro parecer, esta omisién.

Las investigaciones detalladas en las tablas antes mencionadas y los
trabajos de cardcter enzimdtico en los tejidos adrenal, testicular y hepéti-
co, permiten indicar los caminos metabdlicos de la DHA presentados en la
figura 12 como los mds probables.

Llegando a la etapa final de su metabolismo, los esteroides, en parte,
son esterificados en el higado, érgano de inactivacién, y los conjugados for-
mados, sulfatos y glucuronatos, son excreta dos en la orina junto a la
fraccién neutra. :
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TABLA 8. — A’ — 3 — 3 — HIDROXIESTEROIDES AISLADOS 0 IDENTIFICADOS EN TEJIDOS Y FLUIDOS

Adminis-

Referencia
trado f

Esteroide i Especie Origen Sistema

o : Conejo Higado Perfusion DHA Dorfman y Shipley (34)
AS—androsten—3 (3, 17 a—diol \ Conejo Higado | Homogeneizado | DHA Dorfman y Shipley (84)
Humana Orina Tumor adrenal Hirschmann y Hirgchmann (58)
Humana Orina Normal Fotherby (59)
Humana Orina Normal DHA Mason y Kepler (49)
Humana Orina Addisonianos | DHA Miller y Dorfman (60)
1 ! : Humana Orina Pac. Simonnds | DHA Schiller et al. (61)
A’—androsteno—3 3, 17 [—diol Conejo Higado | Perfusién DHA Dofman y Shipley (34)
Conejo Higado Homogeneizado | DHA Rosenkrantz et al. (57)
Conejo Higado Homogeneizado | DHA-hemi-
succinato | Schneider y Mason (8)
Rata Higado Homogeneizado | DHA Ungar et al. (67)
Humanos | Orina Hipogonadales |2 Dorfman et al. (57)
AS—androsten—3 [B—ol—17—ona Humanos | Orina Artriticos 2 (54)

Humanos | Orina Normales Fotherby (69)
A*androsten—3 (8, 7 «, 17 B—triol Rata Higado Rebanadas Starka y Kutova (62)
Humana Orina Normal Marrian (67)
Humana Orina Normal Fotherby (59)
AS—androsten—3 B, 16 «, 17 B—triol Humana Orina Addisonianos Mason y Kepler (49)
Humana Orina Addisonianos Mason y Kepler (67)
Conejo Higado Homogeneizado Schneider y Mason (8)
AS—androsten—3 B3, 16 B, 17 p——triol Humana Orina Normal Fotherby (59)
Humanos | Orina Normal Schneider y Lewbart (83)
Conejo Higado Rebanadas Schneider y Lewbart (83)
Humanos | Orina Céncer adrenal Okada et al. (17)
Rata Higado Homogeneizado Starka y Kutova (62)
Humana | Orina Normal Fotherby et al. (63)
Humana Orina Normal Fotherby et al. (64)
AS—androsten—3 (3, 16 a—diol—17—ona Humana | Orina Normal Fotherby (59)
Humana | Orina Cidncer adrenal Okada et al. (17)
Rata Higado Rebanadas Colés (65)
Rata Higado Homogeneizado Starka y Kutova (62)
Humanos | Orina Céncer adrenal Okada et al. (17)
A>—androsten—3 3, 7 «, 16 o—triol—17—ona| Humana | Orina Céncer adrenal Okada et al. (17)
A>—androsten—3 3, 16 o, diol—7, 17—diona| Humana | Orina Céncer adrenal Okada et al. (17)

A>—androten—3 3, 7 «, diol—17 ona

ASandrosten—3 B—ol—7, 17 diona
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B. METODOS

I. CorLECCION DE INCUBADOS

1. Consideraciones generales

El conocimiento de que algunas de las muchas reacciones quimicas que
ocurren en los seres vivos pueden realizarse in vitro ha proporcionado un
avance extraordinario en nuestros conocimientos del metabolismo.

Para el estudio de los procesos quimicos que tienen lugar en un tejido
determinado es preciso conocer su fisiologia con objeto de seleccionar la
técnica adecuada. Si una reacci6n se ha demostrado con rebanadas de te-
iido es necesario demostrar que también ocurre en homogeneizados y es-
tols estudios son los puntos de partida para el estudio con fracciones ce-
lulares.

Los homogeneizados son suspensiones de los elementos componentes
de las células —nicleos, mitocondrias, enzimas, etc.—, en soluciones de
elevada densidad. Un homogeneizado es tanto més correcto cuanto me-
nores son el nimero de células intactas y el dafio de los elementos intra-
celulares.

El objeto primordial de la técnica de homogeneizados es aislar la re-
acci6n mejor que el enzima, es decir, tratar de ver cudles son los elemen-
tos componentes de las células responsables de que la reaccién se verifi-
que. En segundo lugar, llegar al conocimiento de mecanismos de reaccién
y desarrollar procedimientos de obtencién de nuevos enzimas. La adici6n
de ciertos substratos y cofactores permite, a veces, la reconstruccién de
sistemas enziméticos que toman parte en la funcién celular.

Los hallazgos hechos acerca del metabolismo de andrégenos sugieren
para el higado un papel preponderante.

Poco se conoce acerca de la estructura de las membranas celulares he-
paticas. La estructura més grande del interior de una célula hepética (1)
es el nicleo, cuya densidad e indice de refraccién difieren de las del cito-
plasma que lo rodea. El citoplasma se encuentra constituido por mito-
condrias, microsomas y fluido citopldsmico, que son portadores, asi como
los niicleos de importantes sistemas enzimaticos, bien comunes, bien es-
pecificos.

Entre las sustancias esteroides excretadas en la orina los productos
hidroxilados y oxigenados representan una buena proporcién.
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Los microsomas y mitocondrias del higado son una fuente rica de en- f
zimas que catalizan oxigenaciones e hidroxilaciones de diversos substra-
tos, particularmente de aquellos enzimas que requieren piridin-nucledti-
dos (DPN o TPN) para su actividad.
El TPN participa como coenzima en un gran ntimero de oxidaciones,
o més bien deshidrogenaciones biolégicas y en reacciones de hidroxilacion
en las que participa como donor de electrones.
Para el problema que nos ocuya pudiéramos escribir :

a) Hidroxilaciom :

hidroxilasa
— > z— OH— DHA + TPN+ + HO

DHA + 0, + TPNH + H+

en la que uno de los dtomos del oxigeno molecular se introduce en el subs-
trato y el otro es reducido a ion hidréxilo.

b) Deshidrogenacién :

deshidrogenasa
r— OH_ DHA + TPN+— > TPNH + H+ + 2 — ceto— DHA

9. Preparacién de homogeneizados

El liquido de suspensién utilizado es la llamada solucién de Krebs-Rin-
ger (72) mezcla de las siguientes soluciones, todas ellas isoténicas con el
suero de rata v que mezcladas en cualquier proporeién dan soluciones que
son también isotdnicas:

@) NaGIRalS0,9z005 - e Sl sl e e e e A () 54N
B KL Al 1598 s s = O N BN
) G0l Al 122%h - o itk w00 3
d) KHPO, al XL op = v i e DI M
e) MgSO,-7HO sl 3,82 %... ... ... .. ... 0154 M 5
f) NaHCO, al 1,30 % ... 0,154 M

g) Solucién reguladora de .i"osf.z.x.tos..O,l.M, pH = 7,4 (17,8 8.
de Na HPO, « 2H,0 + 20 ml. de MC1 1 N diluido a 1 litro)

Para preparar la solucién de Krebs-Ringer se mezclan las soluciones
anteriores en la siguiente proporcién :

Qe = e e ] ()R Etes
) e s i Rt S Gt L 4 partes
o e et e i AR S 3 partes
) e ot s i e S e e 1 parte
S it e G e 1 parte

Para la solucién de Krebs-Ringer -bicarbonatos, se afiade ademds la
solucién f) en cantidad determinada (72), se borbotea CO,, ete.

Para la solucién Krebs-Ringer-fosfatos (KRF), que es la utilizada en
nuestras experiencias, se omite la solucién d) y se afiaden 20 partes de la

solucion g).
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Se afiade al higado cortado a pequefios trozos, colocado en el vaso que
previamente se mantiene en hielo triturado, la cantidad conveniente y se
homogeneiza en aparato de Virtis.

3. Separacién de fracciones celulares

La separacion de los diversos elementos componentes de las células se:
practica por los métodos de centrifugacién diferencial (68-72). En una
solucién de sacarosa 0,34 M la centrifugacion de la muestra (73) conduce
a la separacion de las siguientes fracciones:

a) Centrifugacién a 700 g por 10 minutos. Se separan nicleos, eritro-
citos, tejido comectivo y células intactas.

b) Centrifugacion del sobrenadante anterior a 5.000-24.000
10 minutos. Se separan las mitocondrias.

¢) Centrifugacion del sobrenadante anterior a 54.000 g por 60 minu-
tos. Se separan los microsomas.

El medio de suspensiéon por nosotros utilizado puede tener diferencias
de viscosidad y peso especifico con el medio patrén, pero consideramos
que estas diferencias son francamente despreciables dada la diferencia tan
grande en la fuerza centrifuga para la separacién de las diversas fracciones.

En nuestras experiencias utilizamos la centrifuga refrigerada MSE a
una velocidad de 2.000 r. p. m. que, segin los cdlculos corresponde a
482,8 g. Obtenemos por tanto un homogeneizado, parcialmente purifica-
do, en el que se habrdn eliminado los aglomerados moleculares y células
intactas probablemente.

aQ

por:

4. Incubacién

Fl sobrenadante procedente de la centrifugacién se coloca en un ma-
traz erlenmeyer de 500 ml. y se afiaden cantidades apropiadas de soluciém
de dehidroepiandrosterona en propilenglicol, de solucién de TPN en agua
destilada y de una solucién de glucosa-6-fosfato en KRF (pH 7,2-7,4). Las
tres soluciones se mantienen en congelador a —30 °C.

La incubacién se realiza por dos horas a 38 °C, en matraz abierto y
con agitacién continua.

5. Resumen de operaciones

a) Extraccién del higado.—Se pesa una rata macho de més de 200 g..
se mata con éter, se extrae el higado, se lava con solucién fria de NaCl
al 0.9 % por dos veces y se pesa.

b) Homogeneizacién. — Si el higado pes6 X gramos se homogeneiza
con 4X ml. de Krebs-Ringer-fosfatos pH 7,2-7,4 en el aparato de Virtis
a 3.000 r. p. m. por 30 sg. El homogeneizado se transfiere cuantitativa-
mente a una probeta con 2X ml. de KRF y se mide el volumen total de
homogeneizado (serd algo menos de 7X ml.) volumen que Ilamaremos Y.

¢) Centrifugacién. — Con el rotor ntim. 6886 de la centrifuga MSE
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@ 2.000 r. p. m. por 10 minutos. El residuo se desprecia. El sobrenadante
se mide para saber el volumen, que llamaremos Z.

d) Incubacién. — En un matraz de 500 ml. se ponen los Z ml. de
sobrenadante del homogeneizado y ademaés:

1. 0,2 X ml. de una solucién de DHA en propilenglicol contenien-
do 12,5 mg. por ml.

9. X ml. de una solucién de TPN conteniendo 2 micromoles por
ml. en agua destilada.

3. X ml. de una solucién conteniendo 20 micromoles de glucosa-
6-fosfato por ml. (en KRF pH 7,2-7,4).

Las tres soluciones anteriores se mantienen en congelador.

e) Almacenamiento. — Mantenido a — 30° se dispone un erlenmeyer
de 2 litros limpio y seco y con tapén forrado de papel de aluminio.

Al terminar la incubacién, el incubado se transfiere a dicho matraz con
ayuda de 2 x 5 ml. de KRF. En el matraz se van conservando todos los
incubados.

II. EXTRACCION DE INCUBADOS

Una vez que se han completado diez incubaciones, aproximadamente,
en el metraz erlenmeyer mantenido a — 30° G, temperatura que excluye
toda posible actividad enziméatica, procedemos a realizar las operaciones
previas a la extraccién.

Descongelamos el contenido del matraz con agua a temperafura am-
biente y sometemos a ebullicién, en placa previamente calentada, por dos
minutos con agitacién continua. Esta operacién se hace necesaria con ob-
jeto de denaturar las protefnas, con lo que queda destruida toda acci6n
enzimatica.

La suspensién asi obtenida la extraemos por cuafro veces con fres
veces su volumen de cloroformo y los extractos se lavan por tres veces
con un volumen igual de agua destilada. Secamos con 4 % (peso/volu-
men) de sulfato sédico anhidro y filtramos.

Los filtrados se concentran en evaporador rotatorio, a vacio y 40° G,
temperatura a la que no hay posibilidad de destruccién o transformacién
de las sustancias esteroides.

El residuo de evaporacién se trata por tres veces con 5 ml. de metanol
anhidro, con objeto de eliminar los tltimos vestigios de humedad, y lo
transferimos con 5 ml. de una mezcla de metanol y cloroformo a partes
iguales, a un matraz de 50 ml, previamente tarado, con ayuda de una
pipeta Pasteur.

Evaporamos en la vifrina bajo nitrégeno y mantenemos en desecador
de vacio sobre cloruro de calcio anhidro hasta su utilizacién.
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{II. SEPARACION Y ANALISIS

1. Cromatografia en columna

Todas las cromatografias en columna realizadas por nosotros se hicie-
ron en columna de silica gel. Las cantidades de relleno utilizadas, en cada
caso, fueron proporcionales a la masa de producto a cromatografiar. Ge-
neralmente se usé un peso en gramos de silica gel igual a la cuarta parte
del peso de la sustancia a cromatografiar expresado en miligramos.

Para el céleulo de la columna suponemos que la densidad de la silica
impregnada de etanol es igual a la unidad. El volumen ocupado serd:

V=M
V = mililitros, M = gramos.
Columnas eficientes se obtienen haciendo h = 40 r. La obtencién de

altura y radio se hace resolviendo el sistema:

[log V —log (40 7)]
3

r = antlg.

h =40 r

En ocasiones hubimos de modificar algo estas dimensiones por no dis-
poner del tamafio adecuado.

Para el relleno de la columna, saturamos la silica con etanol absoluto
hasta que comienzan a formarse grumos. Afiadimos la menor cantidad
posible del primer solvente cromatogréfico para formar un barro que se
anade a la columna teniendo la llave parcialmente abierta. Una vez que
la cromatograffa estd en marcha es conveniente proseguirla hasta el final.
El empacado corrécto de la columna se logra con més facilidad golpeando
las paredes lateralmente.

Cuando el nivel de liquido estd a 1 mm. sobre la superficie de la co-
lumna de silica gel, se deja discurrir por las paredes interiormente, la so-
lucién de la sustancia a cromatografiar en el primer solvente, con la ayu-
da de una pipeta Pasteur.

Por el nimero de fracciones recogidas hasta que aparecen las prime-
ras gotas coloreadas, deducimos de modo aproximado el volumen de re-
tencién de la columna. Es necesario conocer este volumen para hacer las
correcciones necesarias en el corte de las fracciones cromatogréficas.

Salvo indicaci6n en contrario, el sistema de solventes utilizado es el
mismo de Okada et al. (17):

a) Diclorometano con 20 % de etanol absoluto. V=2 m. (V = vo-
lumen en ml.; m = peso en mgs. del producto a cromatografiar).

b) Diclorometano con 4 % de etanol absoluto. V = 1,5 m.

¢) Diclorometano con 10 % de etanol ahsoluto. V = 1,5 m.

d Etanol absoluto. V = m.
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Se recogen en colector automédtico de fracciones provisto de sifén vo-
Jumétrico, se evaporan a sequedad bajo nitrégeno y se colocan en dese-
cador a vacio sobre cloruro célcico anhidro hasta su utilizacién.

2. Cromatografia sobre papel

Fl sistema utilizado es el de benceno-metanol-agua (BMA) preparado del
siguiente modo:
Mezclamos en embudo separador:

1.000 ml. de benceno
700 ml de metanol
300 ml. de agua

agitamos enérgicamente y dejamos estar la suspensién por 18 horas, al cabo
de las cuales la fase estacionaria, metanol-agua saturada de benceno, se co-
loca en el tanque cromatogréfico, y la capa superior, fase maévil, constitui-
da por benceno saturado de metanol y agua se guarda en frasco con tapon
esmerilado para adicionarla a las navecillas de cromatografia descendente
después de la estabilizacién.

Con objeto de saturar la atmdsfera del tanque lo mas rapidamente po-
sible se colocan en los soportes, lateralmente, hojas de papel de filtro cuyo
extremo inferior estd sumergido en la fase estacionaria. Fn el centro del
tanque se coloca un cristalizador con la fase mévil en la que se encuentra
introducido el extremo inferior de un cilindro de papel de filtro. El tiempo
de estabilizacién en estas condiciones es de cuatro a cinco horas.

El tiempo de desarrollo de un cromatograma sobre papel ‘Whatman 42,
que es el utilizado por nosotros, es de 8 a 9 horas.

La separacién de pequefias cantidades de sustancias se hizo por croma-
tografia con goteo y el reconocimiento del contenido de las fracciones de
cromatografia en columna colocando gotas sobre circulos dibujados en pa-
pel del mismo tipo y sometiéndolas a las adecuadas observaciones poste-
riores.

3. Reaccién de Pettenkofer

Esta reaccién, de extraordinaria importancia en la detencién y determi-
nacién cuantitativa de sustancias esteroides, fue descrita por Pettenko-
fer (7) en 1844 para los 4cidos biliares. Schmidt y Hughes (74) utilizan la
reaccién para determinaciones colorimétricas de 4cido célico. Disuelven la
sustancia en acético 60 %, afiaden 4cido sulfiirico 16 N v una solucién al

0,9 % de furfural en acético y calientan a 67°C por 12 minutos en la oscuri-
dad. La solucién se colorea de azul y la absorcién es maxima a 610-660 mu.

Munson y colaboradores (75) realizaron un trabajo exhaustivo investi-
gando la especificidad de la reaccién para esteroides, sobre la base del des-
cubrimiento de Kerr y Hochn de que la reaccién era fuertemente positiva
para la DHA. Consecuencia de su trabajo fue la conclusién de que la reac-
cién es positiva en general para todas aquellas sustancias esteroides que
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contienen insaturacién actual o potencial en el anillo A, y en particular
para la DHA y sus derivados simples.

Reactivos

1. Solucién de furfural. — Se destila furfural en bafio a presién redu-
cida recogiendo en cada destilacién tnicamente la fraccién media. El pro-
ducto incoloro asi obtenido se disuelve rédpidamente en acético 50 % a una
concentracién del 0,566 % (v/v) y se almacena en cuarto frio. El reactivo
preparado de este modo es estable por varios meses.

2. Solucién pairén de DHA. — Utilizamos la solucién de DHA que
contiene aproximadamente 5 mgs./10 ml. en etanol de 95 %. Tomamos
0,1 ml. de esta solucién.

3. Acido sulfurico 16 N.

4. Acido acético 50 %. — Tomamos 470 ml. de 4cido acético glacial y
afiadimos 590 ml. de agua destilada. Como puede calcularse, la concentra-
cién de la solucién resulta ser un poco mds baja de lo indicado, pero con
ella obtenemos buenos resultados.

Reaccién a macroescala

Tomamos cantidades apropiadas de las soluciones problemas y el pa-
trén antes indicado, los colocamos en tubos con tapén esmerilado, evapo-
ramos bajo nitrégeno a 50°C y después en desecador de vacio por una hora.
Disponemos al propio tiempo un blanco sin furfural, que nos servird de re-
ferencia, y uno con furfural (que nos permitird conocer su estado), de
acuerdo con la siguiente tabla:

TABLA 5. — REACTIVOS PARA EL ENSAYO DE MUNSON A MACROESCALA

Acético Acético R. furfural  Sulfurico

glacial ml. 50 9% ml. ml. 16N, ml.
IMUCRITAS st i e 0,2 — 0,8 3,0
RatronEisnstie s s e e 0,2 — 0,8 3,0
Blanco sin furfural ... ... ... 0,2 0,8 3,0
Blanco con furfural ... ... ... 0,2 — 0,8 3,0

Reaccién a microescala

La utilizamos para el ensayo de cromatogramas sobre papel. Para ello
cortamos en porciones de 1 cm. de anchura y las colocamos en tubos con
tapén esmerilado. Afiadimos a cada tubo 3,0 ml. de metanol de modo que
el papel quede completamente sumergido. Se dejan estar al menos por dos
horas en la oscuridad. Separamos el papel con la ayuda de unas pinzas,
evaporamos la solucién bajo nitrégeno a 50°C y colocamos los tubos en
desecador de vacio por 15 minutos. Junto a las muestras evaporamos y de-
secamos un patrén de DHA, de acuerdo con la siguiente tabla:
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TABLA 6. — REACTIVOS PARA EL ENSAYO DE MUNSON A ESCALA MICRO

Acético Acético R. furfural  Sulfdrico

glacial ml. 50 %, ml. ml. 16N, ml.
Muestra i s s i 0,05 - 0,20 0,75
Patronse &= o e e 0,05 — 0,20 0,75
Blanco sin furfural ... ... 0,05 0,20 — 0,75
Blanco con furfural ... ... 0,05 — 0,20 0,75

Método

Mezclamos perfectamente el contenido de los tubos y observamos en
frio al cabo de cinco minutos a ojo desnudo. A veces realizamos esta ob-
servacién con el espectrofotémetro a 660 mu.

Calentamos los tubos en la oscuridad en bafio de agua mantenido a 67°
por 12 minutos, al cabo de los cuales introducimos en agua a 0° C por un
momento y observamos los tubos en espectrofotémetro Beckman DU o B
a 660 mu.

Todos los A*-3 B-hidroxiesteroides dan positiva esta reaccién de Pet-
tenkofer, 1o que demuestra la importancia extraordinaria para el trabajo
que nos ocupa.

La reaccién, entre otras cosas, es esencial para el corte de las fraccio-
nes cromatograficas.

4. Reaccién de Zimmermann

Es la reaccién méas difundida en la determinacién de 17-cetosteroides.

Fl tratamiento de una 17-cetona con m-dinitrobenceno en &lcali alco-
hélico da lugar a un pigmento rojo-violdceo que presenta un méximo de
absorcién a 500 mu aproximadamente.

La literatura se encuentra plagada de modificaciones introducidas a la
reacci6n de Zimmermann (14, 76-80). Estas modificaciones se encuentran,
en su mayor parte, en la concentracién de los reactivos a utilizar. Algu-
nas previenen la precipitacién de los carbonatos utilizando las soluciones
en alcohol diluido, otras evitan los errores procedentes de cromdgenos y
sust,aqcias impurificantes mediante extraccién del color con un solvente
0rgamnico.

Un microprocedimiento interesante es el debido a Hildegard Wilson 79).
De este trabajo se desprende que los 17-cetosteroides son los mds cromo-
génicos en la reaccién de Zimmermann. Ademds, las 3-cetonas saturadas
reaccionan dando un color cuya absorci6n es del 69 por 100 y las 20-ceto-
nas con una absorcién del 17 por 100, de la correspondiente a la de las
17-cetonas. La conclusién es, que la reaccién no es especifica para los 17-ce-
tosteroides. Los A‘-3-cetosteroides dan una banda de intensidad comparable
a 380 mu y las 20-cetonas dan una banda a 520 mu de intensidad una quin-
ta parte de la correspondiente a los 17-cetosteroides. Las 3-cetonas satura-
das dan un color intenso, pero el ensayo es negativo para las 6, 7 y 12-
cetonas (7). - ;

— 116 —

Al T



EeER e e

PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

Un estudio profundo de la reaccién de Zimmermann ha permitido a
Corker y colaboradores (80) establecer el mecanismo de la reaccién.

Los ensayos realizados por nosotros son:

a) Macrométodo

TABLA 7. — REACTIVOS PARA EL ENSAYO DE ZIMMERMANN

Etanol DHA (5 mgs./10 mi.) m-dinitrcbenceno  KOH 2,5 N en

95 % en etanol de 95 % 2% en etanol 95 % etanol 95 %
Blanco de reactivos ... 0,2 — 0,2 0,2
Patron de DHA ... ... — 0,2 0,2 0,2
Muestra ... ... ... ... ... 0,2 — 0,2 0,2

La manera de practicar este ensayo consiste en colocar los 0,2 ml. de
patrén y la cantidad apropiada de muestra y evaporar a sequedad bajo ni-
trégeno a 60° C. Desecar a vacio por 15 minutos, disolver los residuos en
0,2 ml. de etanol y agregar las cantidades ya indicadas de m-dinitrobenceno
y potasa alcohdlica. Se tapan los tubos y se dejan estar por una hora en la
oscuridad. Se afladen 10 ml. de etanol y se determinan las densidades 6p-
ticas a 430 y 520 mu.

b) Micrométodo

La sensibilidad es de 2 microgramos de 17-cetosteroides.

Las cantidades de etanol 95 por 100 y solucién de m-dinitrobenceno son la
mitad que en la reaccién a macroescala, la de potasa alcohélica igual. Se
agita, se deja estar por tres horas en bafio de hielo, se afiade 0,5 ml. de
etanol 80 por 100 y se lee a 530 mu.

Las soluciones de m-dinitrobenceno y KOH deben prepararse inmediata-
mente antes del uso.

Para aplicar la reacci6n a cromatogramas sobre papel se corta la pista
cromatografica en tiras de 1 cm. de anchura y se someten a tratamientos
previos andlogos a los sefialados para la reaccién de Pettenkofer.

Preparacion de la solucién de KOH

Disolvemos 10 gr. de KOH en 50 ml. de etanol caliente. Centrifugamos
o filtramos varias veces a través de lana de vidrio, titulamos 0,5 ml. de so-
lucién con dcido sulfiirico 0,1 N usando naranja de metilo como indicador.
Diluimos la solucién hasta 2,48-2,52 N. Guardar en cuarto frio y descartarla
tan pronto como aparezca la menor coloracién.

Wilson y Carter (81) recomiendan afiadir a la solucién de KOH una pe-
quefia cantidad de 4cido ascérbico y mantener bajo nitrégeno.

5. Reaccién del azul de terrazol (BT)

Es caracteristica de los compuestos reductores, aziicares, etc. Entre los
esteroides dan reacci6n positiva los alfa-cetoles, es decir, los compuestos que
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contienen un grupo carbonilico. y uno hidréxilo préximos, con preferencia
los que los tienen en la cadena lateral.

Fl reactivo conocido como azul de tetrazol es el cloruro de 3,3"-dianisol- |
bis-4,4’-(3 :5-difenil)-tetrazolio, sustancia que da con los compuestos reduc-
tores en solucién débilmente alcalina formazanos coloreados (2,7). i

Utilizamos dos tipos de reacciones: a) Macro y b) Para pulverizaciones
sobre cromatogramas en papel. 3

a) Escala macro 1

Reactivos: 1. Hidréxido de tetrametilamonio 1 por 100. Disponemos de
una solucion de la sustancia al 10 por 100 que diluimos en el mo-
mento de su uso. Tomamos 0,5 ml. de la solucién al 10 por 100
y completamos a 5 ml. con etanol absoluto.

9. Reactivo azul de tetrazol. Pesamos 7 mgs. de sustancia y los di-
solvemos en 10 ml. de etanol absolufo.
3. Solucién patrén de DOCA.

Préctica. — La reaccién se lleva a cabo afadiendo 0,25 ml. de hidréxido
de tetrametilamonio al residuo seco que se va a analizar y 0,35 ml. del re-
activo de azul de tetrazol. Incubamos por 1 hora en la oscuridad y diluimos
la mezcla resultante con 4 ml. de 4cido acético al 1 por 100 (v/v) en alcohol
de 50 por 100. Se mide la D. 0. a 510 mu.

b) Para pulverizaciones

Se prepara el siguiente reactivo: Disolvemos 10 mgs. de azul de tetrazol
en 10 ml. de agua destilada y agregamos 5 ml. de solucién al 10 por 100
de hidréxido s6dico. Rociamos y secamos.

Como patrén se utiliza una solucién patrén de cromatografia (ver anexo)
que permite hacer un estudio comparativo de Ry.

Kingsley y Getchell (81) hacen una revisién completa de las modificacio-
nes del método y ponen en marcha una modificacién segin la cual extraen
el color con cloroformo y realizan lecturas a 525 mu. El método ha sido ob-
jeto, sin embargo, de severas criticas (82).

6. Reaccion frente al dcido fosfotimgstico (PTA)

Las primeras referencias de este método que han llegado a nuestro cono-
cimiento son las observaciones de Schneider y Lewbart (83). En este trabajo
dan los autores la reaccién del acido fosfotingstico para el reconocimiento
de derivados 7-hidroxilados de esteroides.

En toda la literatura anterior por nosotros revisada no encontramos nin-
guna referencia al método. El reconocimiento en cromatogramas sobre papel
se venia haciendo, o bien por las coloraciones obtenidas con soluciones de
tricloruro de antimonio, o bien con soluciones alcohélicas de &cido fosfo-
molibdico.
~ Okada y colaboradores (17) y Starka y Kutova (62) utilizan en sus traba-
jos esta reaccion. :
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En nuestros ensayos hemos utilizado pulverizaciones de los cromatogra-
mas con solucién al 10 por 100 de acido fosfotiingstico en etanol de 95 por
100 recién preparada. Los cromatogramas se calientan a 80° G por siete mi-
nutos, tiempo suficiente para la aparicion de la coloracién azul caracteristica.

Los derivados de la DHA que no poseen un grupo hidréxilo en C-7 pro-
ducen color rojizo (17) que seglin hemos observado se vuelve azul con el
tiempo. Estas coloraciones nos sirvieron en aquellos casos en que por la mag-
nitud del patrén de DHA elegido no nos fue posible su deteccién a la luz
ultravioleta.

7. Observaciones a la luz ultravioleta

La presencia de un grupo carbonilo en la molécula da logar a una débil
absorcién ultravioleta a 290 m u que no puede medirse con gran exactitud.
La introduccién en un compuesto asf, de un halégeno, hidréxilo y acetéxilo
produce variaciones en la longitud de onda y densidad 6ptica que dependen
de si el grupo tiene conformacion axial o ecuatorial. Los sustituyentes axia-
les desplazan la longitud de onda en una cantidad de + 20 a + 30 m u, los
ecuatoriales de — 5 m-u.

Las observaciones en la regién ultravioleta deben ir complementadas con
las observaciones en el infrarrojo en donde las variaciones son més signi-
ficativas.

Las cetonas «, B-insaturadas presentan dos bandas de absorcién en el
ultravioleta :

a) Banda fuerte entre 230-260 m u debida al sistema de dobles enlaces
conjugados.

b) Banda débil a 290 m u debida al grupo carbonilico, CO, que hemos
visto existe también en las cetonas saturadas.

La existencia de sustituyentes en los 4tomos de G en posici7n o respecto
del grupo CO, la conformacién de estos sustituyentes, la presencia en la mo-
lécula de dobles enlaces que extiendan la conjugacién, son factores que pro-
ducen desplazamientos en la longitud de onda de los méximos de absorcién
y en la intensidad de las bandas. Los cdlculos a este respecto son complica-
cados y no vamos a entrar en ellos ya que nuestras experiencias se han
limitado al cdlculo de espectros y a observaciones de absorcién puramente
cualitativas.




C. DESCRIPCION

DE ENSAYOS
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I. EXPERIENCIAS PRELIMINARES. — COLECCION DE INCUBADOS NUM. 1

Preparamos la coleccién de incubados nim. 1 siguiendo la guia dada en
la seccién Métodos. La composicién y caracteristicas de esta primera serie
de incubados viene dada en la tabla nim. 8.

i

TABLA 8
COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 1
Homoge- Sobrena-

Rata Peso Higado mneizado pH dante, DHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
No -_ g. g. ml. ml. ml. lote ml. lote ml. lote
1 287 10,9 75 7.0 62,5 2,2 1 10,9 1 10,9 1
2 255 9,2 60 7,0 50,0 1,9 1 9,2 1 9,2 1
3 298 10,4 71 7,0 57,0 2,1 il 10,4 1 10,4 1
4 264 8,4 50 7,0 42,0 157 1 8,4 1 8,4 1
5 276 10,0 68 7,0 56,0 2,0 2 10,0 1 10,0 2
6 323 8,5 57 6,95 48 0 1,7 2 8,5 1 8,5 2
7 328 11,8 77 7,0 62,0 2,3 2 11,8 1 11,8 2
8 308 9,6 65 7,0 52,0 2,0 2 9,6 1 9,6 2
9 276 10,5 73 6,95 62,0 2,1 2 10,5 1 10,5 2
10 300 9,4 65 6,95 53,0 1,9 2 9,4 il 9.4 2
11 269 8,9 65 6,95 53,0 1,8 2 8,9 1 8,9 2

Cromatografia sobre papel
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El residuo de la extraccién se colocé en desecador a vacio hasta peso
constante. Obtuvimos una goma densa, oscura con un peso de 0,72605 gra-
mos que disolvimos en 1 ml. de metanol.

Sobre un papel Whatman 42 trazamos cuatro pistas cromatogréficas que
numeramos de 1 al 4. En las pistas ndmeros 1, 3 y 4 colocamos 10 microlitos

de la solucién anterior y en la nimero 2, 10 microlitros de solucién patrén
para cromatografia.
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Dejamos estabilizar el cromatograma por 14 horas al cabo de las cuales:
colocamos en la cubeta cromatogréafica 50 ml. de la fase movil, benceno
saturado de metanol y agua (B\If\) El desarrollo del cromatograma dura
8 horas, al cabo de las cuales lo sacamos del tanque y colocamos en vitrina
para proceder al secado.

Observacion a la luz ultravioleta

Los resultados se dan en la Tabla ndm. 9.

TABLA 9
COLECCION DE INCUBADOS N. 1

EXAMEN A LA LUZ ULTRAVIOLETA

Frente solvente Distancia mancha a
Pista N.° mm. linea de partida mm. Re
1 306 193 0,63
2 309 67-114-256 0,22-0,37-0,83
3 313 190 0,61
4 5 313 g 194 0,62

Reaccién al azul de tetrazol

Cortamos las pistas 2 y 3 y las sometemos a la accién del reactivo.
Aparecen coloreadas las manchas que aparecieron en el ultravioleta y

ademds una amplia mancha en la pista nim 3 con las siguientes caracte-
risticas.

Limites de la mancha ... ... ... ... ... ... 157-184 mm.

Linea de partida-centro mancha ... ... ... 171 mm.

BErentesdeisolventei s Laiidiviie Eless 313 mm.
R, = 0,55

Determinacién de 17-cetosteroides. Método de Wilson

Realizamos esta determinacién sobre la pista nim. 1. Realizamos la
operacién segin se ha indicado en III-II para reacciones a microescala. Los
resultados se dan en la Tabla 10 y Figuras 13 y 15.

Determinacién de A 5-3 B-hidroviesteroides. — Método de Munson

Procesamos la tira nim. 4 segun HI-II. Los resultados se dan en la
Tabla num. 11 y figuras 14 y 15. Es de advertir que el patrén de DHA to-
mado fue demasiado pequefio.
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TABLA 10

COLECCION DE INCUBADOS. N.° 1. — REACCION DE WILSON

Cm. D.0. (515 mu)

—1 0,120 3
0 0,300
1 0,343
2 0,775 I
3 0,431
4 0,137 3
5 0,125
6 0,107

| 7 0,098
8 0,185
9 0,203
10 0,231
11 0,125
12 0,096
13 0,177
14 0,238 3
15 0,226 ;
16 0,216
17 0,430
18 0,375
19 0,508
20 0,361 3
21 0,312 3
22 0,433
23 0,560
24 1,000 3
25 0,880
26 0,820
27 0,565 !
28 0,960
29 0,370
30 0,355
31 0,130 &
32 0,227
33 0,190
P 0,570 (patrén que contiene 10 microgramos de DHA) 3
P. 0,560 i
B 0,038

B. (referencia) 0,000

Las D.O. situadas a la derecha de la columna principal se midieron a una concentra-
ci6n 1/5 de las demds debido a la intensidad de color.
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TABLA 11
COLECCION DE INCUBADOS. N.° 1. REACCION DE MUNSON
Cm. Reaccién D. 0. (660 mu) Reaccion D. 0. (660 mu)
en frio en caliente
1 0,032
0 0,140
1 + 4 0,211
2 ++ + 0,540
3 + 4+ 0,462
4 + 4 0,163
5 0,061
6 0,037
7 0,037
8 Azul pélido 0,032 0,046
9 Azul intenso 0,174 0,099
10 Azul pélido 0,190 0,096
11 Azul pélido 0,094 0,092
12 0,064
13 + 0,160
14 + + 0,160
15 ++ 0,181
16 + + + 0,508
17 +++ 0,479
18 + 0,156
19 s 0,159
20 ++ + 0,479
21 ++ + 0,505
22 Magenta 0,160 ++ + 0,682
23 Azul pélido 0,191 + + + 1,640
24 Azul medio 0,274 ++ + 2,110
25 ++ + 2,050
26 + 4+ 4+ + 1,860
27 + 4+ + + 1,615
28 ++ + 0,790
29 + 0,186
30 0,136
31 0,083
32 0,049
P. (patrén de 7,5 microgramos de DHA) 0,089
12 0,085
Blanco de reactivos 0,000

)
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3.0.x10">
2.000
1.000 i
=
[ 5 10 15 20 25 0 e
¥ic. 14. — Coleccién de incubados nim. 1. — Reaccién de Munson.

Longitud de onda 660 milimicras
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AL i ik

Pista 3.-Azul de tetrazol s 3
DHA.-BT. . o~ o :
LS | s e et &

ATy el

Pista 1.Wilson

s

Pista 4.Munson caliente.

Pista 4.Munson frio _,_'_

|

Pistas 1,3 y 4.UV. oy
) y
Pista 2.IHA,UV. S
e 1 il i
Fic. 15. — Resumen de los resultados obtenidos con la coleccién de incubados mim. I

DETERMINACION DE LA CURVA DE CALIBRADO Y DEL ESPECTRO DE ABSORCION
DE LA DHA (SCHERING) TRATADA SEGUN EL METODO DE WILSON

Para el desarrollo de las etapas del trabajo citadas y sucesivas determinamos estos
valores que expresamos en las Tablas ntimeros 12 y 13 y gréficas mimeros 16 y 17.



TABLA 12
CURVA DE CALIBRADO PARA DETERMINACION DE DHA POR EL METODO
DE WILSON
Conc. DHA (ug.) D. 0. (530 mu)
1 0,065
1 0,055
9 0,082
2 0,080
4 0,157
4 0,168
6 0,260
6 0,260
10 0,455
10 0,430
Blanco 0,000
Blanco 0,000
.0
0,400 -
0,300
0,200 1
0,100
2 4 3 ! 10 DHA microgramos

F16. 16. — Curva de calibrado para la DHA por el método de Wilson..

Longitud de onda 530 milimicras




VALORES DEL ESPECTRO DE ABSORCION DE LA DHA DESPUES DEL TRATAMIENTO

SEGUN EL METODO DE WILSON

Muestra = 10 pg. de DHA

(mu) D. 0.

480 0,252

485 0,267

490 0,281

495 0,298

500 0,307

505 0,321

510 0,325

515 0,333

520 0,324

525 0,322

530 0,311

535 0,303

540 0,288

545 0,270

550 0,265

555 0,254

560 0,243

565 0,237

570 0,220

575 0,216

580 0,202
D.0.
0,350 |
0,300 |

0,250
:0,200 :
580

F16. 17. — Espectro de absorcién de la DHA.
Método de Wilson. Concentracién 10 microgramos de DHA.
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II. EsSTUpnio DE LA COLECCION E INCUBADOS NUMEROS 1, 2 v 3

Realizamos nuevas incubaciones cuyo detalle se da en las tablas 14
y 15.

Verificada la extraccién y secado de los residuos, los acumulamos al
residuo de la coleccién de incubados nimero 1, disolviéndolos en una mez-
cla a partes iguales, de metanol y cloroformo y transfiriéndolos a un ma-
traz de 50 ml. previamente pesado por medio de una pipeta Pasteur.

La mezcla, que en adelante denominaremos coleccién de incubados 1,
2 y 3, fue evaporada bajo nitrégeno, secado, etc. y produjo un residuo
total de 1,462 gr. que cromatografiamos a través de una columna de silica
gel de acuerdo con los siguientes datos:

Caracteristicas de la columna: Altura: 70 cm.; didmetro: 2,5 cm. ; vo-
lumen de retenci6n: 240 ml. ; relleno: silica gel.

Sistema de solventes: Ver seccion métodos.

Numero de fracciones: 94.

Volumen de cada fraccién: 60 ml.

Tiempo de fraccionamiento: 32 horas.

Antes de colocar el residuo en la columna realizamos el lavado hacien-
do pasar dos litros de diclorometano. Cuando la altura de este solvente
era de 1 mm. sobre la superficie de la silica gel, agregamos el residuo
previamente disuelto en diclorometano y comenzamos la elucién.

Primer solvente: Fracciones 1 a 31.

Segundo solvente: Fracciones 32 a 54.

Tercer solvente: Fracciones 55 a 80.

Cuarto solvente: Fracciones 81 a 94.

En todos estos datos se ha realizado ya la correccién correspondiente
al volumen de retencién.

Las fracciones asi obtenidas se evaporan a sequedad bajo nitrégeno y
fueron observadas‘a ojo desnudo.

TABLA 14
COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 2

Homoge- Sobrena-
Rata Peso Higado meizado, pH dante, DHA N.o TPN N.° G-6-P N.
IN.° g. g. ml. ml. mll lote ml. lote m. lote
12 302 9,8 67 6,9 57 2,0 2 9,8 1 9,8 2
13 281 7,5 50 6,9 40 1,5 2 7,5 1 7,5 2
14 211 0 AT 6,9 38 14 2 7.0 ] 70 3
15 245 10,0 60 6,9 43 2,0 2 10,0 1 10,0 3
16 267 8,3 59 7,0 49 157 2 8,3 1 8,3 3
17 251 8,5 53 6,9 43 157 2 8,5 1 8,5 3
18 285 8,0 51 6,9 42 1,6 2 8,0 1 8,0 3
19 313 9,8 62 6,9 53 2,0 2 9,8 1 9,8 3
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- TABLA 15
COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 3

Homoge- Sobrena- .
Rata Peso Higado neizado, pH dante, DHA N TPN N.° G-6-P N.
N2 g. g. mnl. ml. ml. lote ml. lote ml. lote
20 262 9,5 64 7,0 52 104) 1 9,5 1 9,6 3
21 245 9,3 63 7,0 55 1359 2 9,3 1 9,3 3
22 228 9 53 6,9 45 1,6 2 7,9 2 7,9 3
23 237 7653 54 6,9 44 1,6 2 7,9 2 759 3
24 252 7,8 54 6,9 43 1,6 2 7,8 2 7,8 3
25 232 6,8 44 6,9 36 1,4 2 6,8 2 6,8 34
26 236 7,0 45 — 35 1,4 3 7,0 2 7,0 4
27 238 7,2 49 — 40 1,5 3 7,0 2 7,0 4
28 234 8,56 52 7,0 45 137 3 8,6 2 8,5 4
29 215 6,4 49 7,0 35 13 3 6,4 2 6,4 4
30 211 7.4 50 7,0 41 1,6 3 7.4 2 7,4 4

Reaccién de Munson

Con objeto de realizar el corte de fracciones con mayor conocimiento to-
mamos uno de cada tres tubos, en los que vamos a hacer una determinacion
de Munson. Debemos preparar una solucién que contenga una concentracién
de esteroides de 30 ug./ml. como méximo. Realizados los célculos oportunos,
disolvemos el contenido de cada tubo en 25 ml. de metanol, tomamos 0,1 ml.
y lo tratamos segtin Munson. Al propio tiempo tomamos 0,1 ml. de una
solucién que contiene 0,496 mgs. de DHA /10 ml., que resulté baja como ve-
remos, y un blanco. Observamos coloraciones en frio y caliente. Los resul-
tados se dan en la tabla 16 y figura 18.

No aparecid coloracién alguna en frio, a diferencia de la coleccién 1 y
tampoco la reaccién anémala que alli obtuvimos con el tubo nimero 22, lo
que puede ser debido, probablemente, a una mayor dilucion.

En experiencias realizadas para la reaccion de Munson con distintas con-
centraciones de sulfirico observamos que con acido 32 N (Tabla 17), aparece

una extensa gama de colores en frio, antes y después de agitar, tan intensas

que fue imposible las lecturas en el espectrofotdmetro.

A cumulacién de fracciones

Teniendo presente los resultados de la reaccién de Munson y la elucion
por el sistema de solventes cromatogréficos, preparamos las fracciones que
rotulamos de A a I del siguiente modo:

Fraccién A: Reunimos tubos 1-7, pero antes tomamos del tubo nim. 2
dos porciones de 0,5 ml. para Zimmermann y azul de tetrazol.

Fracci6n B: Reunimos tubos 8-19 pero antes tomamos dos porciones de
0,5 ml. del tubo nim. 14 para Zimmermann y azul de tetrazol.

Fraccién C: Reunimos tubos 20-26 y evaporamos a sequedad.

Fraccién D: Reunimos tubos 27-31 y evaporamos a sequedad.

— 130 —

it

AN B L

ez T



PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA
TABLA 16

COLECCIONES DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. REACCION DE MUNSON
DE LAS FRACCIONES CROMATOGRAFICAS: ACIDO SULFURICO 16 N

Fraccion num. Coloraczon D. 0. (660 mu)
en frio
Primer solvente cromatogréfico :
2 0,096
5 0,066
8 0,035
11 0,528
14 0,670
17 0,266
20 0,007
23 0,005
26 0,000
29 0,019
Segundo solvente cromatogréfico :
32 0,010
35 0,177
38 0,034
41 0,026
44 0,000
47 0,005
50 0,000
53 0,000
Tercer solvente cromatogréfico:
56 0,000
59 0,017
62 0,000
65 0,003
68 0,000
71 0,000
74 0,000
77 0,006
Cuarto solvente cromatogréfico :
80 0,105
83 0,000
86 0,000
89 0,000
92 0,000
12 0,045
12 0,051
B. 0,000

Fraccién E: Reunimos tubos 32-43, pero antes tomamos una muestra de
0,5 ml. del tubo nim. 85 para reaccién de azul de tetrazol.

Fraccién F: Reunimos tubos 44-54 y evaporamos a sequedad.

Fraccién G: Reunimos tubos 55-77 y evaporamos a sequedad.

Fraccién H: Reunimos tubos 78-82 y evaporamos a sequedad.

Fraccién I: Reunimos tubos 83-94 y evaporamos a sequedad.
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TABLA 17

COLECCIONES DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. REACCION DE MUNSON
DE LAS FRACCIONES CROMATOGRAFICAS: ACIDO SULFURICO 82 N

Coloracion en frio Intensidad de Color después

Fraccion N.° antes de agitar color de agitar
2 Anillo azul Débil Amarillo débil
5 1 y»” » » ”
8 2 »” bid 1 »
11 g 7 intenso violeta intenso
14 7 i < i =
17 i H menos intenso 3 %
20 nada nada
23 # i
26 2 7
29 2 it
32 2 2
35 anillo azul intenso violeta
38 o i débil nada
41 i 2 muy débil amarillo débil
44 nada & #
47 2 % 2
50 - 2 *
53 2 2 2
56 2 L 22
59 2 i 2
62 1 2 2
65 % it %
68 7 incoloro
71 % amarillo débil
74 4 2 2
77 anillo azul débil & 22
80 nada % 2
83 % verdoso débil
86 & amarillo débil
89 4 i ”
92 & ” 2
P. (49,6 pug. DHA) anillo azul débil nada
B. nada nada

Los resultados de estas reacciones de Zimmermann y azul de tetrazol se
dan en la Tabla nim. 18, en donde puede verse son bajos los patrones to-
mados.

Cromatografia sobre papel de las fracciones anteriores

Colocamos por duplicado en dos hojas en las que hemos trazado seis pis-
tas para C, D, F, G, H e I. Disolvimos los residuos correspondientes a estas
fracciones en 2,5 ml. de metanol y colocamos manchas de 10 microlitros.
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Fic. 18. — Reaccién de Munson de las fracciones cromatograficas
de la coleccién de incubados 1, 2 y 3

TABLA 18

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. 1, 2 Y 3. FRACCIONES A, B Y E
DE CROMATOGRAFIA: REACCION DE ZIMMERMANN Y AZUL DE TETRAZOL

Zimmermann Azul de tetrazol
Fraccion 480 mu D.0 520 mu D.0O 510 mu Muestra tomada

A 0,068 0,045 0,460 0,5 ml. de los 25 en que se
habia disuelto para Mun-
son.

B 0,560 1,220 0,118 0,5 ml. de los 25 en que se
habfa disuelto para Mun-
son.

E — — 0,755 0,5 ml. de los 25 en que se
habia disuelto para Mun-.

2 son.
: P, 0,012 0,012 10 pg. de DHA.
P, 0,053 20 pg. de DOCA.
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Una vez desarrollados y secos los cromatogramas los observamos a Ia
luz ultravioleta (UV). A continuacién uno fue pulverizando con solucién de
4cido fosfotiingstico al 10 por 100 y el otro con reactivo de azul de tetrazol.
Los resultados se dan en la Tabla num. 19. : i

Es de notar que las manchas con 4cido fosfotiingstico en las pistas G y D
son muy débiles.

TABLA 19

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. 1, 2 Y 3. CROMATOGRAFIA SOBRE PAPEL DE
LAS FRACCIONES C, D, F, G, H e I EN EL SISTEMA BMW

Azul Acido
Fraccion Uu.v. tetrazol Fosfotingstico
C = = +
D — o a4
F fe i I
G + (2 manchas) — e
H == I s
I =i X ¥

Célculo de R,.

Cromatograma nim. 1

Fraccion

- (op R N Nep)

Frente solvente (cm.) Limites manchas (cm.) Media R

22,9 — — —

93,0 = = aF

23,1 — — —

23,3 3,2—42 3,7 0,16 ultravioleta
6,6 — 7,4 7,0 0,30 ultraviolela

23,3 — — —

23,3 — — —

Cromatograma nim. 2

Qo Q

-

Fraccion Frente solvente (cm.) Limites manchas (cm.) Media R

F

23,9 22,3 — 23 22,7 0,95 Ac. fosfotingstico

23,6 21,6 — 22,1 21,9 0,93 Ac. fosfotingstico

23,8 — — -— ultravioleta

24,1 3,0— 4,0 3,6 0,15 ultravioleta
6,5— 7,2 6,9 0,29 ultravioleta
7,1— 9,0 8,1 0,34 Ac. fosfotiingstico

24,2 o — — Ac. fosfotiingstico

24,0 — —  — Ac. fosfotiingstico
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PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. 1, 2 Y 3. ESTUDIO DE
FRACCIONES CROMATOGRAFICAS

Franccién A. — Aceite denso de color pardo-rojizo que debe estar cons-
tituido preferentemente por grasas hepdticas. No realizamos estudio pos-
terior.

TABLA 20

TABLA DE VALORES DEL ESPECTRO DE LA DHA EN SULFURICO

Muestra = 49,6 microgramos de DHA

Y.

%Ni-éﬁf»‘a‘?ﬁf it

mu D. 0.
600 0,024
590 0,025
580 0,025
570 0,025
560 0,028
550 0,034
540 0,042
530 0,050
520 0,051
510 0,054
500 0,058
490 0,062
480 0,065
470 0,063
460 0,060
450 0,062
440 0,082
430 0,180
420 0,500
410 0,925
400 0,960
390 0,760
380 0,550
370 0,375
360 0,250
350 0,195
340 0,195
230 0,220
320 0,298
310 0,480
300 0,497
290 0,400
280 0,295
270 0,235
260 0,175
250 0,170
240 0,190
230 0,210
220 0,257
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TABLA 21 (.

COLECCION DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. TABLA DE VALORES DEL ESPEC- 5
TRO EN SULFURICO DE LOS CRISTALES OBTENIDOS DE LA FRACCION B DE |
CROMATOGRAFIA DESPUES DE CINCO RECRISTALIZACIONES

Blanco: Acido sulfiirico concentrado. _
Muestra: 45 microgramos de la FRACCION B disueltos en 4 mll de sulfiirico. z

T e TP ITE

(myj D. 0. (my) D. 0.

600 0,020 405 0,670 :
595 0,030 400 0,695 ]
590 0,025 395 0,700
585 0,025 390 0,630 ;
580 0,027 385 0,565

575 0,030 380 0,485

570 0,032 375 0,430

565 0,032 370 0,370

560 0,035 365 0,325

555 0,037 360 0,290 £
550 0,039 355 0,265 |
545 0,041 350 0,265 :
540 0,047 345 0,235
535 0,054 340 0,215 2
530 0,057 335 0,220
525 0,064 330 0,210
520 0,068 325 0,225 %
515 0,075 3920 0,268
510 0,082 315 0,340 ¢
505 0,089 310 0,420
500 0,093 305 0,435 =
495 0,099 300 0,455 3
490 0,105 295 0,450
485 0,115 290 0,400
480 0,113 9285 0,352
475 0,117 280 0,285
470 0,113 275 0,257
465 0,112 270 0,210
460 0,107 9265 0,185 : i
455 0,100 260 0,184
450 0,120 255 0,168
445 0,112 250 0,175
440 0,125 245 0,187
435 0,140 240 0,212
430 0,180 235 0,213 :
495 0,252 230 0,250
490 0,360 9295 0,340 :
415 0,470 920 0,225
410 0,600 '
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PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

Fraccion B — Después de tres recristalizaciones obtenemos cristales.
blanco-amarillentos de metanol. Después de secar a vacio sobre cloruro
de calcio obtenemos un punto de fusién de 120-138°. A 132°C se observa
un cambio en el sistema de cristalizaciéon. Realizada una cuarta recrista-
lizacién los cristales tienen un punto de fusién de 128-139°C.

Sospechamos, dada la polaridad de esta fraccién de que se encuentra
constituida primordialmente de la DHA sin transformar y a ese respecto
obtenemos los espectros en acidos sulfirico de la DHA (Schering) y de los
cristales obtenidos de esta fraccién B. Los resultados obtenidos se dan en:
las Tablas 20 y 21 y Figuras 19 y 20.

Tratando de hacer una cromatografia sobre papel con objeto de sepa-
rar una sustancia todavia més pura en la que hacer una determinacién de:
poder rotatorio nos encontramos con dos franjas que absorben débilmente
en el ultravioleta. Los Ry para estas manchas B, y B, fueron 0,93 y 0,74
respectivamente. Ry del patron fue!de 0,89.

En el proceso cromatografico hubo sin duda una descomposicién.

D.0.

0,900
0,800 |
0,700 |
0,600 |
0,400-]

0, 300

0,200 |

0,100 -

300 S 400 ! 500 d 605

milimicras

Fic. 19. — Espectro en sulfiirico de la DHA
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0,500

300 400 500 600
milimicras

Fic. 20. — Coleccién de incubados 1, 2 y 3. Espectro en sulfirico de la fracciéon B.

Cortamos estas franjas y las disolvimos en metanol, evaporamos a se-
-quedad y las disolvimos nuevamente en metanol, 2 ml. Tomamos dos blan-
cos y dos patrones conteniendo 49,5 microgramos de DHA. De las frac-
-ciones cromatograficas separadas que designamos por B, y B, tomamos
0,1 ml. Después de evaporar a sequedad anadimos a B; 4 ml. de sulfiirico
-concentrado y obtenemos una coloracién amarillo-rojiza. B, nos dio tratado
en la misma forma un color amarillo intenso por lo que hubimos de diluirlo
a 9 ml. con sulfirico concentrado. Es de advertir que esta coloracién es
idéntica a la que dan los patronos de DHA.

Los espectros en sulfiirico se dan en la Tabla y gréafica.
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PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

i
i
3 TABLA 22
2
§ COLECCION DE INCUBADOS 1, 2 Y 3. VALORES DEL ESPECTRO
DE LAS FRACCIONES B, Y B,
‘: my, B, B,
?j 600 0,045 0,075
g 590 0,048 0,080
: 580 0,053 0,087
% 570 0,055 0,093
3 560 0,060 0,102
550 0,065 0,112
3 540 0,072 0,125
530 0,080 0,143
3 520 0,090 0,160
510 0,099 0,183
500 0,110 0,205
3 490 0,120 0,230
: 480 0,127 0,250
: 470 0,135 0,260
: 460 0,145 0,270
450 0,155 0,290
440 0,166 0,315
; 430 0,179 0,370
490 0,195 0,525
410 0,210 0,720
| 400 0,230 0,760
4 390 0,243 0,700
380 0,270 0,640
370 0,375 0,620
i 360 0,460 0,600
4 350 0,502 0,650
340 0,530 0,750
i 330 0,605 0,960
: 320 0,645 1,100
310 0,670 1,135
300 0,640 1,300
290 0,620 1,200
280 0,620 1,180
270 0,640 1,200
3 260 0,630 1,150
250 0,603 1,110
240 0,605 1,150
: 230 0,670 1,300

RS

Fraccién E. — Después de varios intentos de separar los cristales que
'se forman de metanol, sin éxito, tomamos el residuo de esta fraccién con
un peso de 0,0469 gr. y lo recromatografiamos en columna de silica gel
utilizando como solventes:

T
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a). Diclorometano. ... ... ... ... 58 ml
b) Diclorometano 4 % EtOH ... 48 ml.
¢) Diclorometano 10 % EtOH .. 48 ml
d) Etanol absoluto. ... ... ... ... 33 ml

S@l’ica gel utilizada, 12 gr.; nimero de fracciones, 20; volumen de cada
fraccién, 10 ml.; volumen de retencién de la columna, 30 ml.

3,0.

11,000 (

250 300 400 %00 w08 |

Fic. 21. — Espectro en sulfiirico de las fracciones B, y B,
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Efectuamos la reaccién de Munsen en alicuotas de 0,2 ml. de cada frac-
ci6n obteniendo los siguientes resultados:

TABLA 23
REACCION DE MUNSON PARA RECROMATOGRAFIA DE E. (Ver fig. 22)
Fraccion n.° D. 0. (660 mu)
1 0,010
2 0,015
3 0,010
4 0,005
5 0,007
6 0,010
7 0,020
8 0,015
9 0,005
10 0,005
11 0,128
12 0,522
13 0,500 color azul en frio
14 0,156
15 0,068
16 0,025
17 0,015
18 0,010
19 0,015
20 0,015
Patrén 0,360 (49,6 microgramos de DHA)
Patrén 0,360 (49,6 microgramos de DHA)
Blanco 0,010 con furfural
Blanco 0,000 sin furfural (referencia).
9.0,
0,500 El

3 *
101 20 Fraccion n!

{1G. 22. — Reacci6n de Munsen para las fracciones de recomatografiar
la fraccién E de las colecciones 1, 2 y 3
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De acuerdo con estos resultados reunimos las fracciones 11, 12, 13 y 14
y cristalizamos de metanol. Obtenemos unos cristales que secamos a vacio 13
sobre cloruro de calcio por 24 horas y que dieron un punto de fusién de i
175-177° G que corresponde a 16-«-OH-DHA. 3

Obtenemos el espectro en sulfirico de estos cristales. El resultado se da
en la tabla 24 y figura numero 23.

ey steabau el k| B VAU L

D.0.
]
0,400
0200 ]
|
300 400 500 n. 3
Fic. 23. — Espectro en sulftrico de la fraccion E. “

Tubos 11, 12, 13 y 14. Coleccién de incubados 1, 2, 3
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TABLA 24

L VALORES DEL ESPECTRO EN SULFURICO DE LA SUSTANCIA SEPARADA
DE LA FRACCION E

Tubos 11, 12, 13 y 14 de recromatografia.

AU PLER LA

mu D. 0. mu D. 0.
600 0,024 400 0,221
595 0,021 395 0,230
i 590 0,023 390 0,249
} 585 0,028 385 0,259
580 0,031 380 0,259
5 575 0,032 375 0,263
570 0,032 370 0,263
i 565 0,032 365 0,279
i 560 0,038 360 0,273
555 0,048 355 0,265
550 0,048 350 0,266
B 545 0,049 345 0,248
158 540 0,052 340 0,240
i 535 0,058 335 0,207
g 530 0,061 330 0,263
525 0,067 325 0,237
520 0,075 320 0,265
£ 515 0,086 315 0,287
1 510 0,096 310 0,285
| & 505 0,094 305 0,316
500 0,108 300 0,318
495 0,115 295 0,317
490 0,118 290 0,333
3 485 0,132 285 0,312
£ 480 0,136 280 0,300
2 475 0,137 275 0,300
470 0,143 270 0,297
465 0,145 265 0,287
460 0,142 260 0,287
455 0,149 255 0,281
450 0,150 250 0,303
445 0,152 245 0,320
440 0,155 240 0,392
435 0,148 235 0,355
430 0,163 230 0,361
420 0,167 925 0,187
420 0,174 290 0,458
415 0,188 215 0,482
410 0,195 210 0.538

405 0,207

Fraccion G. — Evaporamos a sequedad bajo nitrégeno y desecamos a
vacio. Peso fraccién G = 0.06530 gr. Cromatografiamos la fraccién en co-
lumna de silica-gel.

— 143 —

RIS G e SRR A Ty




Eluyentes:
a) Diclorometano 4 % ... ... ... 150 ml.
b) Diclorometano 10 % ... ... ... 150 ml.
¢) Etanol absoluto ... ... ... ... 100 ml.

Numero total de fracciones, 39 ; volumen de cada fraccién, 10 ml.

Sobre una tira de papel Whatman 42 ponemos en circulos de 1 cm. de
didmetro. previamente dibujados y numerados 10 microlitros de cada una de
las fracciones. Examinamos mediante reaccién al acido fosfotingstico, des-
pués de hecha la observacién correspondiente en el ultravioleta. Los resul-

tados se dan en la tabla 25 y figuras 24 y 25.

Los tubos de cromatografia 18, 19 y 20 de esta fraccién, que son los que
«dan reaccién mas intensa frente al acido fosfottingstico, los transferimos
cuantitativamente a un balén de 50 ml. Este residuo, una vez evaporado
Yy seco dio un peso de 0,01735 gr. En él realizamos determinaciones de Mun-

TABLA 25

‘COLECCION DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. OBSERVACIONES A LA LUZ U. V.
Y AL ACIDO FOSFOTUNGSTICO DE LAS FRACCIONES DE RECROMATOGRAFTA

DE LA FRACCION G

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Tubo n.° U: V. Ac. fosfotingstico
10 %
2 + 4 + o
3 — marrén
4 — —
10 ++ —
12 ++ —
13 + —
15 + + —
17 — - azul violaceo
18 — ++++ & #
19 == ++++ 7 i
20 — + + = &
21 —- + g iz
22 — marrén?
23 AEaEas .
25 + 4+ 4 A
27 + —
31 + —
32 + —
33 — marrén
34 ++ + —
35 -~ —

38 o =
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PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

son, Zimmermann y azul de tetrazol, seglin indicamos mds adelante. To-
mamos al propio tiempo 0,3 ml. de la solucién en 35,3 ml. de metanol para
determinar el espectro en sulfirico. Los valores de este espectro se dan en
la tabla 26 y figura 26.

Con objeto de separar impurezas antes de someter a cristalizacién cro-
matografiamos el residuo procedente de los tubos 18, 19 y 20. Se separaron
dos bandas visibles al utravioleta pero de las que s6lo una da coloracién
con el 4cido fosfotiingstico. Se disolvieron ambas en metanol y fueron so-
metidas a cristalizacion en congelador a —30° C. La cristalizacién no fue
posible, debido. sin duda a la magnitud de la muestra.

Absorcidn UV,
+4+ 4+ ] = M r‘
+4 = St
i | |
o 20 30 Fraccién S
Fic. 24. — Coleccién de incubados 1, 2, 3. Recomatografia de la fraccién G.

Absorcién de la luz ultravioleta
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Inicnsidnd
color.

4++++ 5]

4+ ++

3o I20 30 Fraccion

Fic. 25. — Colecci6n de incubados 1, 2, y 3. Recromatografia de la funcién G.
Reaccién del dcido fosfotungstico

COLECCION DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. FRACCION G.
TUBOS NUMEROS 18, 19 Y 20

Peso residuo... 0,01735 gr.

Tomamos el residuo y lo disolvemos en 35,3 ml. de metanol y de esta solucién (S)
tomamos porciones adecuadas para las reacciones que a continuacién se indican, en ek
supuesto de que los 60 microgramos corresponden a una sustancia pura.

Reaccion de Munson. Macro

Diferencia Cantidad Calidad AcOH R. furfu- Sulfdrico AcOH Frio D. 0.

ml. glac. ral ml. 16 N ml. 50 % 660 mu

Blanco ... — — 0,2 0,8 3,0 — — 0,003
Blanco sin

furfural. - - 0,2 — 3,0 0,8 - 0,000

Patrén ... 0,1 1) 0,2 0,8 3,0 = = 0,480

Muestra ... 0,1 (S) 0,2 0,8 3,0 — + 0,067
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PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

TABLA 26

COLECCION DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. FRACCION G. ESPEC
: : N G. E
DE LA SUSTANCIA CONTENIDA EN LOS TUBOS NUMEROS 18, 19 Y(Jg(l)lo

et R S 0

s

TR

oty LTSRN

ot

SEREE AR

Do (L S T

Tabla de valores

D. 0.

(mys) (mp) D. 0.
650 0,027 490 0,390
645 0,027 415 0,408
640 0,028 410 0,450
635 0,028 405 0,470
630 0,030 400 0,490
625 0,030 395 0,540
620 0,033 390 0,540
615 0,036 385 0,535
610 0,037 380 0,520
605 0,042 375 0,495
600 0,045 370 0,465
595 0,057 365 0,440
590 0,057 360 0,435
585 0,061 355 0,408
580 0,064 350 0,390
575 0,068 345 0,380
570 0,071 340 0,360
565 0,075 335 0,370
560 0,081 330 0,365
555 0,086 325 0,395
550 0,093 320 0,455
545 0,098 315 0,505
540 0,105 310 0,570
535 0,115 305 0,610
530 0,124 300 0,620
525 0,135 295 0,620
520 0,148 290 0,600
515 0,168 285 0,570
510 0,180 280 0,560
505 0,198 275 0,530
500 0,220 270 0,520
495 0,233 265 0,530
490 0,255 260 0,515
485 0,266 255 0,510
480 0,275 250 0,525
475 0,282 245 0,590

470 0,285 240 0,630
465 0,290 235 0,640
460 0,291 230 0,650
455 0,295 225 0,720

450 0,302 220 0,810

445 0,305 Blanco de

435 0,310 sulhirico 0,000

440 0,317
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3

2.0.x10°

. . . - -
250 300N Tonert tad K \oda

Fic. 26. — Espectro en sulftrico de la fraccién G. Fracciones 18, 19 y 20
de recromatografia. Coleccién de incubados 1, 2 y 3

(1) Es un patr6n de DHA que contiene 5 mgs. de DHA/10 ml. = 50 microgramos/
0,1 ml., o sea de la misma magnitud de la muestra en el supuesto de que fuese DHA
pura. '

En frio unicamente la muestra present6 un color azul pélido. Sin embargo, después
del calentamiento a 67° por 12 minutos el color del patrén fue mucho més intenso.

Reaccion de Zimmermann. Macro.

Referencia Cantidad Calidad Etanol KOH 2,5 m-dinitro- B0 D. 0.
ml. 95 % N benceno 1% 430 mu 520 mu

Blanco ... — — 0,2 0,2 0,2 0,000 0,000
Patrén ... 0,3 (1) 0,2 0,2 0,2 0,175 0,490
Muestra ... 0,3 () 0,2 0,2 0,2 0,060 0,133

(1) Es un patrén que contiene 5 mgs. de DHA/10 ml. = 150 microgramos/0,3 ml.,
o sea, de la misma magnitud de la muestra tomada. .

SO
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PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

Reaccion de azul de tetrazol. Macro.

Referencia Cantidad Calidad Hidrérido de te- R. azul de D. 0.
ml. trametilamonio ml. tetrazol ml. 510 mu

Blanco ... — — 0,35 0,49 0,000
Patrén ... 0,1 1) 0,35 0,49 1,140
Muestra ... 0,2 (S) 0,35 0,49 0,065

(1) Es un patrén que contiene 11,3 mgs. de DOCA/10 ml.=113 microgramos/0,1 ml.
que es de magnitud semejante a la muestra tomada en el caso que fuese pura.

III. EsTupio DE LA COLECCION DE INCUBADOS 4-12

Tratando de obtener mds cantidad de extractos realizamos nuevas in-
cubaciones cuyo detalle se da en las tablas 27 a 35 ambas inclusive.
Los pesos obtenidos de los extractos fueron:

Coleccién de incubados ndim. 4 . 0,55080 grs.
% 4 7 ¥ A 0,45637 ”

i 3% & 6 . 0,53526

2 2 : i TR 0,52649 *

2 g 2 i 8 0,38805 ~

: i : ’ 9 . 0,59862

: 2 ¥ B0 0,39141 ”

; 22 z i T 0,53659

i 2 9 RS9 0,93067
Extracto total ... ... ... ... 491426 grs.

Hicimos una separacién de compuestos ceténicos y no ceténicos por
medio del reactivo T de Girard. Al objeto de comprobar la marcha de la
separaci6n tomamos los extractos correspondientes a las colecciones 10,
11 y 12, con un peso total de 1,85867 grs., los disolvimos en 186 ml. de
una mezcla a partes iguales de dcido acético y metanol acuoso 90 % (v/v).

Agregamos 18,6 grs. de reactivo T de Girard dejando estar la mezcla du-
rante la noche.

A la mezcla citada agregamos 1860 ml. de agua helada y 3 x 186=558 ml.
de hidréxido sédico 2,6 N y extraemos por 10 veces con 1/2 de su volumen
de cloroformo. Los extractos fueron lavados por tres veces con 1/2 de
su volumen de agua destilada, secados sobre sulfato sédico anhidro y con-
centrados por evaporaci6n al vacio. Esta fraccién no ceténica pesé 1,2872!
gramos. Fue rotulada con la letra N.

La solucién acuosa conteniendo los compuestos ceténicos con un vo-
lumen total de 2418 ml. fue acidulada a pH 1 con 4cido sulfiirico 16 N y
extraida la solucién 4cida resultante por 10 veces con 1/2 de su volumen
de cloroformo. Fue rotulada con la letra C y pesé 0.48535 grs.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

A la vista de la buena marcha de la separacién realizamos la de las
colecciones 4 a 9 en conjunto con los siguientes resultados:

Residuo de la fraccién no ceténica 4-9 ... ... 1,40996 grs.
ceténica 4-9 ... ... ... 0,71566 grs.

» »»

Agrupamos las fracciones no ceténicas (N) por una parte y las cetori-
cas (C) por otra, procedentes de las operaciones anteriores.

Resultados :

Fracei6n no ceténica (N) total 4-12 ... ... ... 2,69717 grs.
Fracei6n ceténica (C) total 4-12 ... ... ... ... 1,20100 grs.

Cromatografia de la [raccién no ceténica

Calculamos la columna como de costumbre. La columna utilizada tiene
80 cm. de altura y 2,5 cm. de didmetro. Volumen de retencién, 240 ml

Sistemas de solventes :

2y 'Dicloroetanos s et v iRt R e S A ORI
b) Dicloroetano 4 9 etanol ... ... ... ... ... 2.700 ml.
¢) Dicloroetano 10 9% etanol ... ... ... ... ... 2.700 ml.
d) 2Fhanolrabsolutoss a0 o e 1.000 ml.

Nimero total de fraccién, 185; volumen de retencién, 240 ml.; volu-
men de cada fraccién, 60 ml. Tiempo de duracién, 48 horas.

Tomamos una de cada tres fracciones y las sometemos a la reaccién de
Munson. Los resultados se encuentran en la tabla 36 y figura 27.

Las fracciones recogidas de cada solvente fueron: a) ntmeros 1-54;
b) ntmeros 55-100; e) ntimeros 101-147 ; d) niimeros 148-175.

Después de realizar una observacién a ojo desnudo realizamos la acu-
mulacién de fracciones como indicamos en la tabla nimero 37.

Las fracciones no ceténicas asi obtenidas sefialadas de N, a N, son so-
mietidas a cromatografia sobre papel obteniendo los resultados de la tabla
38. Fueron almacenadas para estudios posteriores.

Cromatografia de la fraccién ceténica

Realizamos analogas operaciones que con la fraccién no ceténica ob-
teniendo los resultados de las tablas 40 y 39. El sistema de solventes fue:

ay Diclorometano con 2 9 de etanol ... ... ... 1.500 ml.
b) Diclorometano con 4 9, de etanol ... ... ... 1.300 ml.
¢) Diclorometano con 10 9 de etanol ... ... ... 1.300 ml.

d)

Etanoleabsoliito = iz ot i nits s ieeen o5t 800 ml.
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PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

Las fracciones correspondientes a cada solvente fueron: a) Fracciones
1-24. b) Fracciones 25-46. ¢) Fracciones 47-67. d) Fracciones 68-79.

Estudio de fracciones ceténicas de cromatografia

Antes de realizar la acumulacién de las fracciones ceténicas realiza
mos ensayos de Zimmermann y azul de tetrazol segin indicamos en la
tabla 41. La acumulacién de fracciones se indica en la tabla 40 y los re-
sultados de la cromatografia sobre papel en la tabla 42.

Fraccion C,. — Probablemente constituido por grasas hepaticas Su
aspecto es analogo a la fraccién A de las colecciones de incubados nime-
ros 1, 2 y 3.

Fraccién C,. — Cristalizamos de metanol y obtenemos 0,18373 grs. de
cristales con un punto de fusién de 133-145°C (1).

Recromatografiamos el residuo en columna con 248 grs. de silica gel.
Sistemas de solventes :

a) Diclorometano con 2 9 de EtOH ... ... ... ... 450 ml.
b) Diclorometano con 4 9 de EtOH ... ... ... ... 200 ml

Volumen de cada fraceién 10 ml. ; nim. de fracciones, 65; volumen de
retencién de la columna, 180 ml.; fracciones correspondientes al primer
solvente, 46; fracciones correspondientes al segundo solvente, 19. Toma-
mos 10 microlitros de cada fraccién que colocamos sobre papel en el que
determinamos absorcién ultravioleta y reaccién frente al 4cido forsfotings-
tico Determinamos los puntos de fusién de las fracciones con caracte-
risticas mas salientes. Los resultados se encuentran en la tabla 43.

Reunimos los residuos de los tubos 4-9 y cristalizamos de éter, seca-
mos ete. Los cristales obtenidos hacen un total de 23 mgs. con un punto
de fusi6n de 144-146°C. Realizado el andlisis elemental (para la DHA,
C=79 12; H = 9,79) nos dio H 10,0 y 9,87 % ; C 79,14 y 79,06. Su po-
der rotatorio especifico fue [«],* = 7,61 (poder rotatorio especifico mole-
cular), ¢ = 1,14 % cloroformo.

De las aguas madres de 1 separamos 38 mgs. de unos cristales cuyo
analisis elemental dio G 76,08 %, H % 9,45 %. Punto de fusién, 137-139°.

Todavia realizamos una tercera y cuarta cristalizacién de aguas madres
en las que obtuvimos 10 y 9 mgs. de sustancia respectivamente aunque m4s
impura.

El resto de fracciones cromatfograficas fue distribuido en tres acumula-
dos de los que no pudimos aislar la sustancia que impurificaba a la DHA
seglin se deduce del cromotograma sobre papel de la fraccién GC..

~ Fraceién C,. — El peso total de la fraccién fue de 0,14133 grs. Croma-
tografiamos en columna de silica utilizando diclorometano con 2,4 y 10 %
de etanol, 180, 150 y 150 ml. respectivamente. Las fracciones fueron de
10 ml. y el nim. total de fracciones ascendi6 a 46. Colocamos 10 microli-
tros de eada fraccién en papel e hicimos reconocimiento al ultravioleta -y

= 951 =



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

frente al acido fosfotingstico. De acuerdo con estos datos que transcribi-
mos en la Tabla 44 hicimos el corte de fracciones que fue del siguiente
modo :

18
2.8
3.2
43
5.8
6.2

fraccionie; & sl asi el
fraceiOn et
TraceIOnErtEey St IS nE iR g
fTACCION s e b e, e
IPaCCION: e smile i i
fraceion: <& ot a i s

tubos
tubos
tubos
tubos
tubos
tubos

1-12
13-24
25-27
28-31
32-35
36-46

De éstas la 4.* y 5.* fracci6n parecen ser las de mds interés. Las dos

aparecen en forma de gomas de color amarillo claro que ofrecen dificultad
para su cristalizaci6n. La fraccién 4 llegé a dar cristales de color amarillo
claro, impuros que a 82°C fundieron completamente. Estos cristales apa-
recian al microscopio a manera de ldminas claras no refringentes.

TABLA 27
COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 4

Homoge-
Rata Peso Higado meizado, Sobrena- DHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
n.o g. g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml. lote ml. lote
31 236 9,2 61 6,9 50 1,8 3 9,2 2 9,2 4
32 215 6,8 46 6,9 38 1,4 3 6,8 2 6,8 4
33 246 10,3 70 6,9 55 2,0 3 10,3 2 10,3 4
34 280 12,1 78 6,9 64 2,4 3 12,1 2 12,1 1
35 287 11,8 78 6,9 65 2,3 3 11,8 2 11,8 4
36 257 12,5 82 6,9 72 2,5 3 12,5 2 12,5 5
37 249 10,4 78 6,8 66 2,1 3 10,4 2 10,4 5
38 260 9,5 64 6,9 49 1,9 3 9,56 2 9,5 5
39 264 8,5 58 - 6,9 46 1,7 3 8,5 2 8,5 5
40 236 8,3 63 6,9 50 1,7 3 8,3 2 8,3 5
41 266 8,9 59 6,9 47 1,8 3 8,9 3 8,9 5

TABLA 28

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 5

Homoge-
Rata Peso Higado neizado, Sobrena- DHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
n.o g. g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml. lote ml. lote
42 270 8,5 60 6,9 49 1k 3 8,5 2 8,5 5
43 219 6,9 46 6,9 36 1,4 3 6,9 2 6,9 5
44 270 9,2 62 6,9 49 1,8 3 9,2 2 9,2 5
45 255 8,7 59 6,9 47 197 3 8,7 2 8,7 5
46 9252 9,9 69 6,9 58 2,0 3 9,9 3 9,9 5
47 260 L7/ 75 6,9 65 2,3 3 11,7 3 1k 6
48 265 10,9 71 6,9 59 2,2 3 10,9 3 10,9 5
49 241 8,5 60 6,9 A7 1657/ 3 8,5 3 8,5 5
50 253 100 73 6,9 57 2,0 3 10,0 3 10,0 6

b iy e
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TABLA 29
COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 6

PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON

HIGADO: DE RATA

Homoge-
Rata Peso Higado mneizado, Sobrena- DIHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
7n.0 a. g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml lote ml. lote:
51 251 9,4 64 6,9 52 1,9 3 9,4 3 9,4 6
52 224 7.4 54 6,9 44 1,5 3 7.4 3 7,4 6
53 245 9.0 63 6,9 51 1,8 3 9,0 3 9,0 6]
54 235 10,8 76 6,9 61 2,2 3 11,0 3 11,0 6
55 247 9,0 60 6,9 45 1,8 3 9,0 3 9,0 6
56 263 9,0 65 6,9 52 1,8 3 9,0 3 9,0 6
57 261 10,9 75 6,9 62 2,2 3 10,9 3 10,9 6
58 256 10,0 70 6,9 56 2.0 3 10,0 351010 7
59 235 7,8 56 6,9 45 1,6 3. 7,8 3 7,8 7
60 220 8,8 60 6,9 49 1,8 3 8,8 3 8,8 7

TABLA 30

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 7

Homoge-
Rata Peso Higado mneizado, Sobrena- DHA N.o TN N.o G-6-P N.o
n.o g. g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml. lote ml lote:
61 227 7,5 50 6,9 40 1,5 3 7,5 3 7,5 7
62 240 8,8 60 6.9 48 1,8 3 8,8 3 8,8 7
63 226 7,9 56 6,9 45 1,6 4 7,9 4 7,9 S
64 223 7,9 56 6,9 45 1,6 4 7,9 4 9 3
65 280 12,0 80 6,9 65 24 4 12,0 4 12,0 3
66 236 10,8 75 6,9 63 2,2 4 10,8 4 10,8 8
67 230 8,0 66 6,9 46 1,6 4 8,0 4 8,0 8
68 248 9,8 7A 6,9 58 2,0 4 9,8 4 9,8 3
69 252 10,0 74 6,9 60 2,0 4 10,0 4 10,0 8
70 224 9,8 70 6,9 59 2.0 4 9,8 4 9.8 8

TABLA 31

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 8

Homoge-
Rata Peso Higado neizado, Sobrena- DHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
n.o g. g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml. lote ml. lote:
71 2568 9 66 6,9 53 2,0 4 07 4 957 8
72 230 8,8 61 6,9 48 1,8 4 8,8 4 8,8 8
73 289 11,0 76 6,9 62 2,2 4 11,0 4 11,0 8
74 225 7,8 55 6,9 43 1,6 4 7,8 5 7,8 8
75 230 7,3 53 6,9 42 1,6 4 7,3 5 7,3 8
76 207 7,8 57 6,9 47 157 4 7,8 5 7,8 8
i 220 8,5 61 6,9 51 1,7 4 8,5 5 8,5 8
78 241 9,2 70 6,9 56 T 9,2 5 9,2 8
79 217 8,5 60 6,9 49 7 4 8,56 5 8,5 8
80 246 10,5 75 6,9 46 2,1 4 10,5 5 10,5 8
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TABLA 32
COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 9

FISICO-QUIMICAS Y

NATURALES

Rata

Peso

Homoge-
Higado meizado, Sobrena- DHA N.o TPN
g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml.

N.o
lote

G-6-P
ml.

N.o
lote

10,4 72 6,9 60 2,1 4 10,4 6 10,4 8
82 246 9,7 78 6,9 65 2,0 4 937 6 (!
83 276 10,7 73 6,9 59 2,1 4 10,7 6 10,7
84 9232 9,3 63 6,9 51 1,9 4 9,3 6 9,3
85 241 79 51 6,9 44 1,6 4 753) 6 759
86 202 7,8 55 6,9 41 1,6 4 7,8 6 7,8
87 247 8,8 60 6,9 49 1,8 4 8,8 6 8,8
88 236 SHTE 66 6,9 52 1LY 4 9,7 6 957
89 215 8,9 64 6,9 51 1,8 4 8,9 6 8,9
90 237 8,1 56 6,9 48 1,6 4 8,1 6 8,1
TABLA 33

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 10

Homoge-
Rata Peso Higado neizado, Sobrena- DHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
n.0 g. g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml. lote ml. lote
91 205 7,0 51 6,9 40 1,4 4 7.0 6 7,0 9
92 244 8,1 52 6,9 42 1,6 4 8,1 6 8,1 9
93 221 8,5 61 6,9 48 17 4 8,5 6 8,5 9
94 999 7.9 56 6,9 46 1,6 4 7,9 6 7,9 9
95 260 10,0 70 6,9 57 2,0 4 10,0 6 10,0 9
96 243 10,5 70 6,9 58 2,1 4 10,5 6 10,5 9
97 229 8,9 64 6,9 53 1,8 4 8,9 6 8,9 9
98 252 11,0 72 6,9 62 2,2 4 11,0 6 11,0 9
99 220 9,1 62 6,9 51 1,8 4 ik 6 9 9
100 220 9,5 61 6,9 50 1,9 4 9,5 6 9,5 9

TABLA 34

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 11

Homoge-
Rata Peso Higado meizado, Sobrena- . DHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
n.0 g. g. ml. pH  dante, ml. ml. lote ml. lote ml. lote
101 235 9,0 61 6,9 50 1,8 4 9.7 6 9,0 9
102 244 0T 68 6,9 56 2,0 4 Shlf 6 9,7 9
103 260 9,0 61 6,9 49 1,8 5 9,0 6 9,0 9
104 951 8,9 61 6,9 50 1,8 5 8,9 6 8,9 9
105 944 9,0 63 6,9 52 1,8 5 9,0 6 9,0 9
106 247 8.5 59 6,9 49 1h7f 5 8,5 6 8,5 9
107 237 8,5 61 6,9 50 17 5 8,5 6 8,5 9
108 232 9,3 64 6,9 592 2,0 5 9,3 6 9,3 9
109 216 94 765 5 169 mbA =00 b 94 =6 9,4 9
110 222 8,5 58 6,9 50 ikt 5 8,6 6 8,6 9
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COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 12

TABLA 35

Homoge-

3 Rata Peso Higado mneizado, Sobrena- DHA N.o TPN N.o G-6-P N.o
¢ n.0 g. g. ml. pH  dante,ml. ml.  lote ml. lote ml. lote
i 111 297 12,0 85 6,9 70 2,4 6 12,0 7 12,0 9
112 306 12,2 86 6,9 71 2,4 6 12,2 7 12,2 9
113 302 11,0 77 6,9 63 2,2 6 11,0 7 11,0 10
! 114 310 11,0 78 6,9 65 2,2 6 11,0 7 11,0 10
: 115 262 10,9 80 6,9 67 2,2 6 10,9 7 10,9 10
116 277 11,6 89 6,9 67 2.3 6 11,6 7 11,6 10
| 117 214 7,3 53 6,9 43 1,5 6 7,3 7 7,3 10
; 118 210 7,2 59 6,9 49 1,4 6 7,2 7 7,2 10
119 203 6,2 43 6,9 38 1,2 6 6,2 7 6,2 10
120 220 il 50 6,9 41 1,4 6 7,1 7 7,1 10
9
TABLA 36
Coleccion de incubados 4-12. Fraccién no ceténica.
: REACCION DE MUNSON PARA LAS FRACCIONES CROMATOGRAFICAS
J Fraccién n.° D.O. Fraccién n.° D.O.
i 3 0,010 93 0,002
i 6 turbio 96 0,005

9 0,088 99 0,625

12 0,020 102 0,507
‘_ 15 0,060 105 0,007
: 18 0,048 108 0,020
21 0,032 111 ,015
24 0,014 114 0,020
27 0,034 117 0,013
30 0,007 120 0.615
33 0,007 123 0,012
36 0,005 126 0,013
j 39 0,007 129 0,007
3 49 0,007 132 0,015
45 0,030 135 0,007
! 48 0,005 138 0,007
51 0,007 141 0,010
& 54 0,007 144 0,010
3 57 0,013 147 0,005
60 0,007 150 0,015
2 63 0,027 153 0,057
i 66 0,007 156 0,012
i 69 0,007 159 0,005
72 0,270 162 0,015
75 0,085 165 0,005

78 0,014 168 0,012

81 0,035 171 0,005

84 0,008 174 0,019

87 0,010 177 0,011

90 0,012 183 0,025

Blanco con furfurai 0,005 Patrén (49,6 ng. DHA) 0,415
Blanco sin furfural 0,000 Patrén (49,6 ug. DHA) 0,410
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3
D.0.x10

1 600

1200

50 100 150
Fraccidn n®

Fic. 27. — Reaccién de Munson para la fraccién no ceténica de la coleccién de incu~
bados 4-12. (660 milimicras).

TABLA 37

COLECCION DE INCUBADOS NUMS. 4-12
ACUMULACION DE FRACCIONES CROMATOGRAFICAS

Fraccion N,

Tubos 1 a 12 ambos inclusive. Aceite rojizo. Abundante.

Fraccién N,

Tubos 13 a 30 ambos inclusive. Residuo blanco amarillento. Abundante.
Fraccién N,

Tubos 31 a 49 ambos inclusive. Residuo amarillento. Poco.

Fracciby N,
Tubos 50 a 60 ambos inclusive. Residuo amarillento. Muy poco.

il Al




PRODUCTOS METABOLICOS DE LA DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA

Fraccron N

Tubos 61 a 84 ambos inclusive. Residuo pardo oscuro. Cristalino abundanie.
Fraccén N,

Tubos 85 a 104 ambos inclusive. Residuo pardo oscuro. Poco.

Fraccion N

Tubos 105 ;1 140 ambos inclusive. Residuo pardo oscuro. Poco.

Fraccion Ny

Tubos 141 a 147 ambos inclusive. Residuo amarillo claro. Muy poco.
Fraccon Ny

Tubos 148 a 175 ambos inclusive. Residuo pardo oscuro. Poco.

Fraccién N

D
10
Tubos 176 a 185 ambos inclusive. Residuo amarillo claro. Poco.

TABLA 38
COLECCION DE INCUBADOS NUMS. 4-12

CROMATOGRAFIA SOBRE PAPEL DE LAS FRACCIONES NO CETONICAS

Patron.—10 microlitros de DHA de 5 mgs/10 ml. No se observa en las pistas después
de cromatografiar.

Fraceioy N,

N. de manchas R, uv BT PTA
1 0,09 -+ = —
Fracaén N
1 0,11 + — -+ naranja
1 0,35 + = + azul
1 0,63 — e
il 0,74 EF + naranja
1 0,84 — — = azul
1 0,92 —= + naranja
Fraccon N, .
1 0,30 + — ==
Fraccon N,
1 0,13 — — + naranja
1 08615 — — + azul
1 0,91 + — + naranja
Fraccion Ny
it 0,97 + — -— DUDOSA
Fraccion Ny :
1 0,89 - P + naranja

Disolvemos los residuos en 2,5 ml. de metanol y tomamos 20 ul. ea
sistema BMW.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

TABLA 39

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. 4-12. REACCION DE MUNSON
PARA LOS COMPUESTOS CETONICOS

Fraccion Color en frio Color en caliente D. 0. 660 mu
3 0,000
6 magenta azul 0,400
9 0,040
12 0,332
15 azul muy débil 1,400 turbio
18 0,660
21 0,065
24 0,025
27 azul débil 0,098
30 0,153
33 0,036
36 0,015
39 0,025
42 0,032
45 0,010
48 magenta 0,105
51 0,063
54 0,021
57 0,007
60 0,000
63 0,002
66 0,005
69 0,012
72 0,005
75 0,010
78 0,010

Blanco sin furfural 0,000

Blanco sin furfural 0,000

DHA (10 pgs) 0,370

DHA (10 pgs) 0,340

TABLA 40

COLECCION DE INCUBADOS 4-12. — CORTE DE FRACCIONES DE LA CROMATOGRAFIA
DE LA FRACCION CETONICA

Fraccion C. — Tubos 1 a 8, pero antes tomamos dos porciones de 0,56 ml. de la fraccién
6 para Zimmermann y azul de tetrazol. El residuo se habia disuelto en
25 ml. de metanol.

Fraccién C,. — Tubos 9 a 23, pero antes tomamos dos porciones de 0,5 ml. para Zimmer-
mann y azul de tetrazol del tubo 15.

Fraccién C,. — Tubos 24 a 35, pero antes tomamos dos porciones del tubo 30 para Zim-
mermann y azul de tetrazol.

Fraccion C,. — Acumulamos tubos 36 a 44 y evaporamos a sequedad.

Fraccién C.. — Acumulamos tubos 45 a 60, pero antes tomamos dos porciones de 0,5 ml.
para Zimmermann y azul de tetrazol del tubo 48.

Fraccién C,. — Acumulamos tubos 61 a 66 y evaporamos a sequedad.

Fraccién C.. — Acumulamos fubos 67 a 79 y evaporamos a sequedad.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

TABLA 41

COLECCION DE INCUBADOS NUMS. 4-12. — REACCIONES MACRO-ZIMMERMANN
Y AZUL DE TETRAZOL DE LA FRACCION CETONICA

Zimmermann

Tubo o fraccion 520 my, 430 my, Azul de tetrazol
6 0,610 0,428 (1) 1,250
15 0,810 0,504 (2) 0,140
30 0,940 0,530 1,350
48 0,314 0,182 0,260
Blanco 0,045 0,043 '. 0,000
Blanco 0,040 0,035 ; 0,000
Patrén 0,302 0,175 0,325
Patrén 0,300 0,175 . 0,325

1 y 2 se diluyeron para Z. a cinco veces su volumen por ser las coloraciones demasiado
intensas. :
El Patr6n de Z. consta de 0,2 ml. de una solucién de DHA que: contiene 5 mgs./10 ml.
El Patr6n de BT contiene 0,2 ml. de una solucién de DOCA de 1,13 mgs.; 10 ml.

TABLA 42
COLECCION DE INCUBADOS NUMEROS 4-12.
CROMATOGRAFIA SOBRE PAPEL DE LAS FRACCIONES CETONICAS

Patr6n.—25 microlitros de DHA de 5 mgs/10 ml. en efanol.

Fracaén G,

N.° de manchas R, uv PTA
1 0,36 — - azul débil
1 0,89 - + : naranja
Fraccion C,
1 0,73 + il
1 0,61 — + naranja
1k 0,88 — + azul intenso
Fraccién G, ]
: -0 - — —
Fraceion G
1 0,13 i =
il 0,19 + — ;
1 0,03 — + azul muy débil
1 0,07 — + naranja muy débil
1 0,33 — + azul muy intenso
1 0,91 — + azul débil
Fraceién G,
0 i = i
Fraccién G, :
il 0,34 — + azul débil
Patrén 0,89 — + naranja

Disolvemos los residuos en 5 ml. de metanol y tomamos 10 microlitros.
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TABLA 43
RECROMATOGRAFIA DE LA FRACCION G,.
CARACTERISTICAS DE LAS FRACCIONES OBTENIDAS
Fraccion n® U.V. PTA P.F.

1 + —
— - 123-182° C

- +++ + 142-146° G
— — 133-139° G
146-149° C
= ++++ 135-148° C
& — — 144-148° C
9 — — 145-149° C
10 + + 4+
11 — —
12 — —
13 - +++ 130-139° C
14 — —
15 - —
16 — “HEE
17 — —
18 — — 144-148° C
19 = ++
20 — —
21 — —
22 — aF aF
23 — — 136-138° C
24 — —
25 — aEar
26 — —
27 — —
28 == IE A 137-139° C
29 — —
30 —
31 =
32 — e
33 — —
34 - 4 dr
35 — —
36 — —
37 L
38 —
39 —
40 —-
41 —
42 —
43 —
44 —
45 — +
46 -
47 — —
48 y ss. fueron estas observaciones negativas y uno se determiné p. f.

WO~ W
l
|

I

(|

145-150° G

|

+
+
+

Como habrd podido observarse para las reacciones de UV. y PTA se tom¢ uno de
cada tres ftubos, con algunas excepciones, para los p.f. se tomé uno cada cinco con
bastantes excepciones. 3




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

B

TABLA 44

A

RECROMATOGRAFIA DE LA FRACGCION C,.

CARACTERISTICAS DE LAS FRACCIONES OBTENIDAS

Fraccion n.° Uy