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CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS
CLASES SEMI-ANALITICAS y CUASI-ANAU TICAS

por

B ALTAS AR R. - S ALI NAS

I NT HODU CCIÓ N

En este trabajo, escrito en 1958, se estudian y resuelven divers os pro­
blemas que se presentan en las teorías de clases de desarrollos asi ntóticos
y de funciones indefinidam ente derivabl es'v" , tales como la determinación
de las que por generalización llam am os clases cuas i-ana líticas en un án­
gulo Aa. : larg zl < el 7t/2 o sector curvo S a. (zo): I zl fa._ z/fa. ! < Izo Ilfa.,

la caracterización de las clases que contienen func iones no constantes,
construcción de fun ciones característ icas de una clase, in clusión y equi­
valencia de clases, cons trucción de funciones semi-analíticas y cuasi­
analítica!'; con el mismo desarrollo asintótico , estableciendo además des­
igualdades entre las cotas de las derivadas de una func ión analítica en
un ángulo Aa. de amplitud el 7t L. rt .

Aunque estas cuestiones están desde luego completamente resueltas en
el caso de clases de fun ciones indefinidament e derivables en la recta, no
lo están para las clases de funciones analít icas . Nosotros logramos aquí
esto comp leta mente para las clases de funciones indefinidamente deriva­
bles en ángulos de amplitud no superior a rr, y parcialmente en otros
casos, pero de forma que bastar ía , por ejemp lo, establecer una desigual­
dad entre las cotas de los restos parciales de los desarrollos asin tóticos
para que quedaran ta mbién completamente resueltos estos problemas
para la s clases de desarrollos asintót icos en ángul os de amplitud
el7tL. 27t u

.

(1) En las primeras ent ran en juego las cotas de POlNCAllÉ de los restos par ciales de
los desarrollos asin tóticos y en las segundas las de las derivadas.

• Aunque algunos de estos resultados los hemos publicado ya en varias par tes,
hemos creido conveniente publicar la Memoria primitiva sin nin guna modificación, entre
otras razones porque el lector siempre encontrará en ella alguna novedad sobre los
mismos. Sólo hemos agregado ahora la bibliografía y notas al pie señaladas con uno
o varios asteriscos.

• • Esta .desigualdad ha sido demostrada posteriormen te por SA~ J U AN . para a. = 1
Y a. = 2, por el autor para a. L. 2.
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En el raso de clases de funciones ind efinidament e derivables en la rec­
ta, resolvemos también en este trabajo un problema planteado por B AN G

a S AN JUAN , que consiste en la construcción de una funci6n analítica en
un segmento que . admita como prolongación en la recta dos funciones
cuasi-analíticas distin tas, esto es, per tenecientes a sendas clases cuasi­
analíticas"".

Concretamente, este resultado ha sido publ icado en la Revista "Las Ciencias" ,
de Madrid , en 1960.

~ (j -
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CAPÍTULO 1

( 1.3)

(1.2)

(1.1)

(n = 0, 1, 2, . ..)

(n = 0, 1, 2, . ..)

(n = 0, 1, 2, . . .)

n -1

! f (z) - ~ al' zl' I L A m n i z I n
o

n-e-I

I f (z) - ~ av ZV I L A q" m " I z i"
o

(2) Nos referiremos siempre a una rama uniforme de función analítica en el recinto
<le una o más hojas Q sobre la superficie de Ih EMANN de log z, donde distinguiremos
unos puntos de otros por su representa ción z = "e ie; esto es, por su argumento 6.

-en el recinto º es idénticamente nula . Este concepto se extiende de igual
forma a k¿ {1r/1l ; Q I y en general a una clase de funciones analiticas con
desar rollo asi.ntótico en un punto frontera lie Q. .

La caracterización de las clases semi-anal íticas depende, por consiguien-

§ 1. Definicion es. Condiciones de semi-analiticidad

'CLASES DE FUNCIONES CON DESAHHOLLO ASlJ.YfOTICO.
CLASES SEMI-ANALITICAS

para cada z E Q Y ciertas constantes A y q dependientes de [.

Diremos, siguiendo a SAN JUA~ , que K¿ {m n ; Q I es una clase semi-ana­
lítica en O si cada ,función f de K, {m,, ; Q I está determinada unívocamente

00

por su desarrollo asintótico ~ a" z" ; esto es, SI toda func ión analítica en Q,
o

que ver ifi que

s

Dado un recinto Q contenido en un áng ulo I arg z I < a; 7t / 2 de la su­
perficie de RIEMANN de log Z(2) , con el punto frontera z = °y una sucesión
~ositiva i m,.1000

, designaremos por ko {m n ; Q I y por te; {mn ; Q 1, respec­
tivame nte , las clases de funciones f analíticas en Q que admiten un desa-

00

rrollo asintótico ~ an s" en Q , definido en uno y otro caso por
o
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(ÜSTROW~KI) .

(MA NOELBRO.JT)~

(MAN OELBR OJT).

con

con

(a. > O)

p > O. ( C AR LElIIAN- Ü S TR OW SKI) .

10n

T(r) = sup -
n~O . 'm'n

lím ; m " = 00
n

Iím j ?n" = 00
n

k _ _

/3" = inf .¡ m,:
1.";::'u

ó

ó

~ _ _1_ _ = 00

Jmn
c

00 (mn
C ),1/"

~-- = 00
n1

C

n+l

Jmn
Iím " < 00- n

n

Iím :¡ m n < 00

Hm; m" <00

00 1
~ (3 1/" = 00,

"

f' 00 log T(r ) . _ ~ '

rJ+l/" dn - 00,

[arg zl < a. 1F /2

de am plitud a. re , la condición C" necesaria y suficiente que debe cumplir­
la sucesi ón 1m,. fo

oo
para que ko1rn,,; º f o Ko1m,,; Q f sea semi-analítica se­

puede expresar por una cualquiera de las formas equivalentes : '

REV/ST,1 oe L,1 ,IC,iDEM/A DE G/ENC/,IS EX,IGTAS, F/S/CO-QUIMWAS y NATURA LES

o un ángulo A a.:

'te, de in solución del llam ad o problema deWATsoN en Q (3) . En particular >
cuando Q sea un secto r curvo Sa. (;1)) :

)Zl/a. _ zl/a.¡ < Izoll/a.

siendo 1m"C fo
oo

la regu larizada convexa logarí tmica de j m" fo
oo o lo que es

ignn 1 110g m n
C f0

00 la regularizada convexa de 1log m
n
f0 00 •

Primero SAN JUAN [18 ; 13J Y después BA N (; [ J ; § 10] han demostrado
qUA de

se sigue que 1m" f0
00 satisface la condición C" .

'3 ) Véanse, M ANDELBR OJ T [10; 46 Y 23), CAI1LEMAN [2] y O STROW SKI [11]. Los n ü- '
meros 'encerrados entre corchetes se refieren a la bibliografía reunida al final , de ma­
nera que el primero indica el libro o revista y el siguiente o siguientes las páginas.
Los contenidos entre paréntesis indican la fórmu la de este tra bajo .

(') 'Cuando sólo interesa destacar la convergencia o divergencia de estas series o
integrales se suele supr imir el índice inferior .
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, 1

(1.5)
•• ~ 1

a' < ay

(n = 0, 1, 2" .. .)

(n = O, .1, 2, ... )

, (n = 0, .1 , 2, .. .)

para °L. X L. a'

para a' < x < a,

. n-l

. 1 {(x) - ~ a "X
V I L. A mllx" ,

- , o

f(x) = f :'xp{ l_/}
, x - a

la funció n indefin idamente der ivable t. definid a por

para todo x E la y por tanto f = O.
La condición es necesaria. Si

lím :) m" > O,

1f(x)1 L. A. lím [m,,(q x)"J = °
"

n

La condición eo es suficiente . En efecto, si f es una función continua
en 1" tal que

"

para x E 1", dond e 1m,,~ oco sat isface Co, resu lta

"- -lím ,¡ m" = O.

CO

admite el desar rollo asintótico ~ Ox" y pertenece a K, 1m.,; la ~ , puesto que
o .

I f(x) I L. I x / a' I" (n = O, 1, 2, .. ,)

para todo x E la, sin embargo { =/= OE ](01m,,; ' a ~ .

Con el mismo argumento se puede ver que la clase k01m ,, ; la ~ es semi­
analítica si y sólo si

n

- 9 -

que solamente coincide con la condición C, para a = oo.

CLASES DE FUNCIONES ANALlTICAS . CLASES SEM I-,tNAUTICAS y CUA SI-A N,l Ll T IC, l S

y
n-1

! f(x) - ~ avx v I L. A rn"g"x"
o

en 1" para unas constan tes positivas 'convenientes Á y q dependientes de [,
Se puede demostrar fácilmente . que para que la clase K, ~ m ,,; 'a~ sea

semi-analítica es necesario y suficiente que "] m,,, ~ oco veri fique la condic ión

De manera general designaremos. por '0 a. a todo recinto 9. -ta l que la:
condición de semi-analiticidad de K~ , ~ nin ; n a. ~ sea la Ca. . ,1

De forma aná loga se pueden considerar las clases k; ~ m n ; la~ y
K, ~ m,, ; la ~ form adas por todas las func iones continuas en el intervalo, fi-

ce

ni to o infinito , l a = (O, a) que admiten un desarrollo asintótico ~ allx" en
()

O.Y, verifican , respectivamente, las desigualdades , " ,1..

, I
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'1 '

(2. 1)

(jarg z] < 71:),lím [ (z) = ao
z-+o

para O< l < 1'0' De esto se deduce, teniendo presente

-que t es una función analítica uniform e en el círculo I z I < ro y que
00

~ a" z" converge hacia I (z) en ! z I < ro.

- 10 -

11-1

I )..' - ~ o; (- l)" I L. JI m" t"
o

11 - 1

1).. - ~ a " (- lr I L. A m" l"
o

para O < l < 1'0' por cons iguiente ,

1)..' -)..1L. 2 A lím m" t" = O Y ).. = )..'

te ndremos

REVISTA DE LA ¡lC.1 DEMI¡1 DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIilIICAS y NATURAl,ES

§ 2. Conoerqencio. de desarrollos asintóticos

.para O< t < ro y son iguales . En efecto, si

).. = lím f (z,.) (arg z, -r 71:) y )..' = lím f(z'n) (arg z'n -r - 71:),
z -+e i:; t z' _ >c-ir.'t
" "

00

t oda [un ción i de k¿ j m,,; Q} con el desc rrollo asintótico ~ anz" es analítica
o

00

·en el punto z = OY ~ a"z" converge ha cia fez) en I z I < 1'0'o .

D ElIIOSTHACIÓl' . - Veam os en primer lugar que existen los límites

Iím [ (z) y lím I (z) (z E º)
z->ei" t z->e- i " t

Es evidente que las fun ciones de la clase K, j 1 ; o} correspondiente a la
sucesión m " == J., son ana líticas eri el punto z = O Y que el desarrollo asin-

• 00

t ótico ~ anz" de cada fun ción [ E Koj l ; u} converge hacia fez) en un cierto
o

entorno de z = O. Ahora vamos a ver que esto también ocurre para otras
c lases K, j rn,.; Q} o ko j m ,,; Q}.

TEOREMA 1. -Si Q es el sector j [arg zl < 71: , Izl < 1'o} Y

De manera análoga que anteriormente designaremos por A o la semi-rec­
t a (O, (0) Y por ºocualquier intervalo (O, a).
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que se puede expresar para Iarg z I < 1t por la integral

(3.1)

(2.2)(1z I < 7'0)<5)

,"
lím V'rn n > O· ,

ce

f (z) = ~ a; z"
o

DEMOSTRACIÓN . - En efecto, siendo

(1 + z) log (1 + z) - z
f (z) = Z2 '

T EOREMA 3. - Dada la sucesión positiva ~m" fo"', pam que la clase
K, ~ m ,,; A2 f contengan fun cion es n o constan tes es n ecesario y suficiente
que

~
1 1 - t

f( z) = d t ,
. . u] + z t

, DEi\IQSTP.ACIÓN. - La necesidad se sigue del t eorema 1 y del teorema
'de LIOUVII_LE.

Para demostrar la suficiencia consideremos la fun ción

§ 3. Clases qu e con tienen fun cion es no constan tes .

Generalizacion es del te07'ema de Li ouoille

(5) Este teorema, que ya hemos demost rado en [15 ; 194], es análogo a otro dado
por M ANDELB R OJT en [10 ; 90] para las series de DIR ICllLET con la diferencia que aquí no
-exigimos la convergencia de la serie.

• Este teorema fue publi cado en [4· , 526-528] con una demostración menos deta­
llada que la desarrollada aquí.

g (z) = f (eir. z) -1 (e-ir. z)

analítica en el sector S: ~ [arg zl < (a - 2) 1t/2; Izl < ro f y

Ig(z)1 ¿ 2 A q" m" Izl" (z E S),

resulta g = O por verificar ~rn"fo'" la condición C a._2' de donde se deduce
·que f es una función analítica uniforme en O< I z I < 7'u con ·lím f (z)= ao

e-e-a
ce

y , por consiguien te. que ~ an z" converge ha cia f (z) en el círculo Izl< 7'0'
o

TEOREMA 2. -- Si Q es el sector ~ [arg zl < a 1t/2; 'lzl < 1'of de ampli­
.lu d a 1t > 2 1t Y la. sucesión positiva ~ nl." fo'" satisface la con dición C a._2'

toda función f de Ko~ mn; Q f es una función analítica en !zl < 1'0 y

'1
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(3.2),

(3.3)

(3.4)

(n = 0, 1, 2, . ..)I F(z) z'YI' I L m"

l · ,,-\ (- zY I /1 1 (J - t) t"
, t (z) - ~ ('1 + 1) ('1 + 2) ~ ! z 1" o 1 + z t

{
l ' /11

(1 - t) l,,+l I)
L I z 1" - + I z I --- d ( ~ L 4 Izl "

. 2 ' o 1 + zt . J - '.

de-donde se obtiene ,

y

I 11 (1 - t) l"+l / j'
Z o el t L ,, 1(,,+1 d t I L rr,

1 + z t L

de donde resulta inmediatam ente la desigualdad (3.2).

LEMA l.-Si la su cesién. po.sitiva {m" }ooo no cum p le la condici6n e exis-.
• 'Y

te'una función F =/= °analítica JI acotada en el semiplan o Re z ::::,. 0 , positi-
va sobre el semi- eje real posilivo JI que ve ri fica

REVIST,I DE LA ACA 'DEMIA DE CIENCIAS EX,I CTA S , FlSICO-QUlMI CAS y NA TUR ALES

tendremos

'11
(1 - t) t"+l 1 (J - t) t"+l

z ~dt= dt
o l+zt r l-s

para s = - l/ z, si r es el semicírculo contenido en el semiplano 1m t L O'
Ó lin t ,::::" 0, según sea 1m s ::::,. °ó 1m s ~ 0, y que tiene por diámetro él
segmento de extremos °y 1, Y se verifica

I t - s I ::::,. I t I para He s L 1/2 Y t Er
I /. - s I ::::,. I t - 1 ! para He s ::::,. 1/2 Y , E r ,

que nos demuestra qu e t pertenece a K, j m ,,; A2} SI se verifica (3.1). En
efecto, como

I 11 (1 - t) l "+1 I 1
• Z o d t L r I (1 - l ) t" d , I L n.1 + z t

( 00(0 ) ,

Jo ! F(z) Z'Y1l dz I L m" (n = 0, 1, 2, .. .)(6)

sobre cada semirrecta arg :: = ede ! F) I < n i '.?.

DEMOSTRA CIÓ N .- Como por hipótesis j m" }0
00 no cumple la condición COY,

existe según se sabe una fun ción 9 =/= °analítica en el semiplano Re z ~ 0"
positiva sobre el semi-eje real positivo y tal qu e .

I g(z) z'Yll I L m" (11, = 0, 1, 2, .. .)
pa ta todo z de Re z ::::,. O.

( 6) Designamo s como ya es frecuent e por SOOO (O) la int egral extendida desde O a co.
a lo lar go ele la semirrec ta arg z = O,
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De esto resulta que la función

(n = 0, 1, 2, . ..)

y n = 0, '1, 2, ...para cada e de Ie I L. 11:/2

para Iq¡ I < 11:/2 y : = o; - 2, Y positiva sobre el semi-eje real positivo.
Sea f la función analítica en I arg z I < o; 11:/2 expresada por la integral

(00(-<1»
fez) = ~ lo g (zt) F(t1/'Y) t11'Y-1 dt

y , o

para I arg z - <P I < 11: y cada q¡ de ! <P I '< y 11:/2, siendo

(1 + z) log (1 + z) - z
g (z) = Z2

la función estudiada en el teorema 3.

TEOREMA 4.~Dada la sucesión positiva j 11'l,n } 0
00 yo;> 2, para que la clase

Ko ~ m n ; A Ct.} contenga funciones no constantes es necesario y suficiente
que ~ m n }0

00 no verifique la condición CCt.-2(7) •

. DEMOSTRACIÓN.-La necesidad se sigue del teorema 2 y del teorema de
LÚ>UVILLE.

La condición es suficiente. Si j rr~n }loo no verifica la condición CCt._2 se
'puede construir pOI' el lema 1 una función F -=/= 0, analítica en el semiplano
Re z :::::.. °con los momentos

1
00(<1»

I F(t) pn dt I~ m,
o '

}

' OO (9) 2 1 00 mI F(z) z'Yll dz I L. - +n d l' = m"
o 11: 01 r

(7) MANDELBROJT ha demostrado teoremas análogos a éste en [10; 251-257] para se-
00 •

ries de DIRICHLET ~ d
n

e-'\n~ en una banda i Im s I < ro R, pero siempre en el caso que
1

la anchura 2 ro R de la banda sea mayor que 2 ro D' , donde D' es la densidad superior
de la sucesión ~ 1.." }100 que en nuestro caso es igual a 1. Para R L. D' los resultados que
conocemos de este tipo son los teoremas 3 y 5, por ello creemos que tendría interés
.estudíar la misma cuestión para series de DIR1CHLF,T cuando R L. D'.

y

2 g(z)
F(z) = -' - ---'--

11: (l + zY
es analítica en Re z :::::.. 0, positiva para z > °y satisface las condiciones

- 2 m
I F(z) z'Yn I L. ----:;- UN L. m"
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resulta
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(3.5)

(3 .6)

" __
V "-, - m ilIím --< 00

n mn

(
,,;_)n/2

mil = n¡a..¡ m "
"1

ex, 1 00 n i - n ¡_1 ( ni )' 1/
2

00 1
~: , 'a.n ' = ~ ---'a.--- , L. ~ ~ = 1- - n , "!_ _ '/

= 1'¡ mn i=1 1 .¡ m* 1=1 ~ ,

"1

n{ n/a. 1
~ . ', L. -n

,-
'_-_-_-_- Lo --

" ,.¡_ m" .¡ m" 4a.1
nj . ni

DEMOSTRACIÓN .-.:....En efecto , si fuese

Entonces, poni endo

Un = (n +(D g: + 2) ~oo FO) o» .u =/= O,

para' toda sucesión. {mil }ooo que no cumpla la condición Ca. (a ~ O), resulta

-~m "
lím 11 < oo.

n na.

para I arg z ! < a 1t/2, pu esto que se pu ede e legir <p de modo que­
!<P I < (a - 2) 1t/2 Y I <P - arg z I < 'rt . Luego la cla se J{o {mil ; A a. } con­
tiene la fun ción no constante f.,

L EMA i'-~i , { m il" }ooo es un a sucesión positiva tal que

/

' , l ' , I 1 1100

( - ';' ) [ Il-! ( zt? J If (z) - '~ a z" = - 9 (z t) - ~ - F([l/Y) t l / Y-1 tl;
o " ¡ o o (v+1) (v+2)

4 loo (-~) l"" ( -~/Y) ,
~ - I z 1" I F(/l /Y) t"+lh -

l d: I = 4 I z 1" I F(t) ['1" dt I Lo 4 mil I z In
'( O I I O ' ,

,:. . -: " -,'-' -'
: ;. -, - '¡mn" n a.

, , ' '" . lím = 00 y lím = O
" n a. 11 , j mil '"

se podr ía determinar una suces ión {n¡ }100 de enteros posit ivos tal es que

para i = 1, 2, .. . y 1 = z + 1. Por tan to, si pon emos

para Íl¡-I'-< n L; 11,; (no = O), t endremos
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(3.9}

(3.S}

(3.7)

(n = 1, 2, .. .)

2ni _ - _

= lí~v----= oo.

,, - -
lím V m" > °
"

"

u _-

V m"Iím ~_o = 0,
-- n -

:¡ m"
l ím --> O·_ n~-a

- V"-;;:; - Vni

m~.lím __,,_ ~ lím 1

n m n i m ni

I
,,1 V 1 al' I n 1111"

g(z) - 2:
0
- -~ L. Ji qU I Z \,,+1zv+!

para [arg z\ < a: 1t f2, y

\

,,-1 v ! al' I n ! m"
g(z) - ~ zv+l L. A q" ! z cos (1 eI_ o: 1t/ 2)1"+! (3. l 0}

p.ara e = arg z y o: 1t /2 L. I e I < (a: + 1) 1t/2 , don de los a" son los coefi­
cíentes del desar rollo asi ntótico de f en O.

g(z) = ~~ e- zt f(t) dt

es analítica en A ~+! ' Y se comporta de forma que

CLASES DE FUNCIONES ¡lNALITICAS: CLASES SEMI-A NM.ITICAS y CUASI-ANALlTICAS

• Este teorema fue demostrado ya en [4", 526-528] siguiendo un camino distinto,
al de este trabajo y basado en la desigua ldad (4.3).

la función f es una constante. En el caso Cf. :> 1 se puede efectuar la demos­
tración de esto como sigue:

Por ser f analítica y acotada en el áng ulo A a , la trans formada de LA-

D El\IOSTRAcrÓN .- L a condición es necesaria . En efecto, corno veremos, s i:
f E ]( 0 { m ,,; A ~ 1 y .

'rEOUEMA 5.- Dada la sucesión positiva {m" 1000 y °~ o: < 2, pa1'a, qu e'
la clase K¿ {m~l ; A ~ 1 conten ga fun cion es n o constantes es n ecesario y w fi-

cien te qu e .

para o: = 0, que nos expresa que {m" 1000 no cumple la condición C ~ , lo que
nos lleva a una contradicción con (3.5) puesto que

para o: > 0, y

y
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(3 .11)

y <p= ± (a'- e) 7t/2

(n = 0, 1, 2, ,..)

(n = O, 1, 2, ...)

( (a - l ) 7t)
k = q sen-1 2

I z cos (e _ lJl)ln+l. .

pues basta tomar <p =(j == arg z para I arg z I < a 7t/2
-+ ± a 7t/2 para a 7t/2 L ± arg z < (a + 1) 7t/2.

De esto se deduce que

2 A kn+1 n!mnI h(x) I~ . +1
X

parae :::"., 1. Como además

.Y con

I hez) I~ 2 A kn+1 n! 'lnn

Estas acotaciones resultan fúcilmente de

I .-1 v l e , I I n-l (00(->1» I
g(z) - ~ zV+l = g(z) - ~ al')o e:" LV di

~ 11"' (~~~,t [f(t) - '~1 ~v LV] dL 1,

L A .qn 'In.l :xp ~- ! z ~os (e - lJl)I t f t~ dt

'+1 •
,¡ k'+ln I 'lnn k ' , ,¡ 'ln

nlím = - lím = 0,- n "--1 e - . n "-- 2
• n

hez) = g(z el") - g(z e-I")

'es una función analítica en el ángulo I arg z I < (a - 1) 7t/2 , acotada en
l argo (z - 1)1< (a -1) 7t/2 :

por el teorema 5 de [12 ; 373J o el teorema 2 de [J3; 124] se tiene hrz) = °
para I arg z !< (a - 1) 7t/2, de donde resulta que zg(z) es una función
-analítica uniforme para z =/= °y acotada con

lím z g(z) = lln,
z-+oo

Y , por consiguiente, que g(z) = ' ao/ z y fez) = a
G

, a; = °para n :::"., 1.
Esta demostración cae en defecio para °L a L 1 pero entonces se pue­

-de proceder del siguiente modo, introduciendo ligeras modificaciones en la
forma para el caso a = O.

En primer Jugar vamos a ver que (3.8) implica la existencia de una su-
-cesión positiva ~!Jo. f0

00 que no verifica C2-"- y tal que '.

lím ~r 'lnn !Jon = O.



, -,

J • -La condición (3.7) es suficien te . Para demost rar esto basta ver que la.
[ unció n ente ra

. • , i

' ; .,

el lema 2

, ,.
¡ ,

(n = 0, 1, ~ , .. .)

(x ! =- r (x + 1»)
00 (- z)n

fez) = ~ [ (n + 1) y + 1J!

r-r- ,17 -

n _ --,--_

lím ~ .ml< ¡J." >0 o .;; líni·V ~.ytm .. '< 00

n ' . ¡J.... , ,,"

sucesión positiva .{¡J...}o":' .que- no cumpla C 2_ OC J , por

: 'e1,ASES . DE FUNCIONES.' · ,\ N¡\[~ITICAS.: :CLASES. SE;\lb\NALlTIC,\ S , y, . .CUA~I·,\NAP.7JC,\S,.

En .efecto, si , fuese . . ,

I fez) - ao I~ A qn 1'nn I z In

Ig(Z) - ~ " . a. z-I~ I g(z) ~ ~' aJrFit; t~ dt I '
= \ ./z1jY~00 (;,? '~_1 F ,.~1t ! zY/Y? Ú(l.) .~_~: ~,, ' t\'~ dt I

; ~ i ..
( 00(4» \ ; I . ,

L. A q" m " 1z ,ln.Jo I F(t) ["'1" dt " L. .4 r~;'¡J. .. (n = 0',1:, 2, .. .)
...

para Iarg zI<. 1C , si se elige e de manera conven iente 'y <p= (6- arg z)/ 'Y '
lOe esto resulta , ten iendo presente (3.11) y por el teorema 3, que g(z) = a"l1o

J u" = ' °para 11· :::::"'1. , de donde se deduce finalmente, siendo

"

n _

'Con lím .¡ m" = O, que fez) = llu·

1. fo OO (j¡) " r-

g(z) = - -- (1/''1- 1 F [(l!::} /YJ f(l.) dt
'Y z1/Y O " . .

00

::8 aro a" z",
o

'Con ro tas A qn mn ¡J.", pu es,

pum 1 arg z - e I L. .( 1C /2 Y cada ede ¡-e I < 2 1C / 2 (e= opara a = O) es
una fun ción analítica en el ángulo I arg z i < 1C que admite el desarroll o
asint ótico . .

q ue va contra (3.8).
Sea ahora F Ja función construida en 'el lema 1. para m"= ¡J." y .(=:2 - a ,

entonces var ian do ese ve que la función g expresad a por

para toda

r~s~~lturíu



d p

para

z E A oc 'para

para i' < I ,

ambos casos, poni endo a = 1 cuando

j
en

~ A - I z 1" = .4 é n (a. - 2)n I z 1"
J n Y" . ;

-18 -

(- zt
[ (v +1)-( + 11 '

\

r.- l (- z)V I
t(z)-~ [(v+l)"( + lJ! =

¿~ ea J'+oo d p =~_e_a_
- 2 7t a"l(n+l' - 00 a" + p2 2 a '¡ (" + I )+ 1

qUE' f'videntemente es no constante y se puede expresar por la integral

2 ~ i i~:oo p ~ z ~~

y

I z 1" i :oo
d p 2 " z 1" ea j' 00

¿ -2-7t-y --- ~ (a2+ p2)<Y+I) f2 ¿ -~ ~Yn+1 O

2 I z In ea

I ty + z I ~ ! (a + p i)"" - r eyrrlf2 I~ Im (p + a t)Y

I p + á i ' '1 sen (i' ~rcti ~) ~ ! p + a i 1'1 sen (arctg -;-)

= I p + a i 1"1-1 a ~ a Y

si "( ~1 Y arctg (aj p) ¿ 7t/2 y.
2.°

pertenece a /(0 {m,. ; A (l. f si {rnn f0
00 verifica (3.7).

En primer lugar observemos qu e para I 8rg z i ¿ ex 7t/2 y He t a se-
tiene:

1.0

I t" + z I ~ ! t 1'1 ~ aY

si i'~1 y arctg (aj p)~7tj2y.

3.°

~ ..-.. ".
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I ty + z I~ I p + a i !'1 sen (i' arctg -;-)

~ y !?+ ai ly sen ( arctg ~) = y I p + a i \'1-1 a = i' I t 1'1-1 a

si i' < l .

Por tanto , para z E A a. se puede escribir

7t y2 a Y(" + I ) +1

de donde finalme nte resul ta para
n = O Y a = n cuando n =/= O,
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(4.2}

(4.1)(n = 0, 1, 2, ... )

1l-1

M" = sup.

ce 1 ( .8"+1 ) - v (.8V+I ' )
fez) = :0~ f3 v ---s:- 9 --¡¡:-.~

con

para a = 2, entonces la fun ción definida por

(8) Este teorema fue demostrado por SAN JUAN en [19; 12].
• Este teorema ha sido demostrado en [4 ', 529-531] con la única restricción .de

que OL. oc L. 2.

g(z) = ~ [(n +l ) '(+ 1J !

para OL. a < 2 y '( = 2 - a, y

(z + l ) log (s -t- I ) - z
g(z) = 2

Z

§ 4. Funciones características. Clases equiv alen tes

es fun ción caracter ístico. de la clase /(0{ ill n; Q f pero no de ninquna otra (8).

D ElIIOSTHACIÓN . - En efecto, si f pertenece a /(o{ m n ; Q f dehe ser
Mn~ A qnm,. para todo n y ciertas constantes positivas A y q, y por tanto
la clase K~{ Mn : Q f está contenida en Ku{ m n ; {~f y f no puede ser func ión
característica de Ko{ m n ; Q f a menos que ]io{ m n ; Q f = J(o~ Mn ; Q L

Recíprocamente. bajo ciertas condiciones vamos a ver que la clase
K, { m n ; A eL f posee al menos una fun ción característica .

TEOHEMA 7. - Si la sucesión {~~ (2-11.)nmn fo"" es logarítmicamente conve xa
y OL. a L. 2, la clase J(o{ m",; A eL r posee fun cion es características' .

DElIIOSTHACIÓN . - Sea

Se dice .que f es una función característica de una clase /(0 { m n ; Q f si
pertenece a ella pero no a ninguna otra clase ]( 0{m,.' .: Q f contenida en
Ko{ m,,; QL

Sencillo pero impor tante es el sigui ente:

TEOREMA 6.-Toda fun ción f que admita Un desarrollo asintótico 2: a"z"
en Q con cotas finitas . o

para z E A eL' n = 0, 1, 2, . .. y una constante conveni ente A > 0, que [usta­
mente nos expresa, por ver ificarse (3.7), que tE/(o {mn ; A eL f.



:.1

, ". /J' •

,',. ,

que por

! "

'- '" 1

, "

j. ,

., . \ :.\ .:.:: .~ .

(
B ) ".,.1 ( Q ) 1.:. 1'+1 ,a,: ' 1""+1

g' --z - ~- - - z
~v k-=fl Sr.: , , {:Jv ,

(":""1)" s,

(11, + 1) (11, + 2) '

(- 1)" s,

[(11. + 1) 1+1J ! , ', . '" :,; .,,: '.';

Sn 1 ~n rnn

(11, + 1) (11, + 2) ::::". F (11, +1)(11. +2)::::'" Aqn (n =O, 1, 2, .. .)'

• , • \ ¡",'

para OL a < 2, y

para a < 2, y

para a = 2, siendo

, ' "" 1 ( ~V+1 ' ) n-v '
L A q" n (a. -2)n ~'9'V'"' e, - Q-- I z In= A qnn (a.-2 )n s, ! Z In

1-=0 '" fJ v .
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para z E Aa. y 11, = 0,1,2, " " en otras pa labras f. E J(oJ n (a.- 2)" Sn ; A a.},
y por ser Je,}o"" logarí tmi camente convexa es

~ ~ . . .. . . .. . . oo . . . " ~ _;. "', :J t " ; , t .:; 1, i
admite :en A a. eldesarr óllo asintótico ~ anzn ,(jan coeficientes .. '

: '. "'.~' ;. : ' ; ::":¡i ,;. · · 0 '. o ••• ~ :: ; .' ; ;0;, ;;.. ; ; ~ : j ";:. 1'-' [ :1

(

~1'+1 ) "-v¿ »:
e, ,Bv

cualesquiera que sean los ente ros 'n,' y v , y

para 11, = O, 1, 2 , , . .

Como por otra parte para cier tas consta ntes positivas A,'y, q se tiene:

Mn ::::". I an I = Sn ::::".~ ~n ::::". rnn (11,=0 1 2 )
, [(11, + l )¡ +1J ! - 2n [(11,+1)1+ '1] 1 - A qn " ,.. .

~ ~1_ Q ( 13" +1 )"-V
S" = '.::.. 1"

v=0 2 1' .' ~ l'

".' " 1Esta funci ón ad emás pertenece a la Clas-e 1{oJ mn; A a.}, pue sto
lus t eoremas 3 y 5 res ulta ¡ l



n - 11 n-n, --'
B ' A' n B" -en Bn'-" '

n ;~ . Iq • n2 1.. ' n2 l . : . .
_ . ~ '. ; l , . ~ , . . •. . -

(3" = n (2-ct' )n1n".

'OBSERVACIÓN' 2 . - 'Hacé"mos nota1' que e11. los teoremas 7 JI 8 se puede
sústituir el ángulo A ,,- (o la semirrecta Au) por unrecinto .º (o interoolo
con tenido en Ú y con el punto front era o, '" , , " . " ," ,:,

Una explicación de la dificultad qUB{,en cier ra la' 'constr ucci ón defun­
ciones características para ángulos 'de amplitud el 1t > 2 1t con la generali.
dad lograda en el teorema 7,' la da el t eor ema 9. Antes de exponerla con­
viene .advert ir que diremos que ](0~ mil ; º f es una cla se no .t~ivial si , con-
tien e funciones no constante s . , '" .; .. ' '

y

TEORE!\IA 8. - S i la ,sucesión ~ n.<2-,,-' )"111" fo"" es loqoritmicam erüe con­
vexa y el' > a > 2, la clase K,{m,,, ; A o: } posee fw iciones paracte1'ísti cas.

. . - . , \

DEMOSTRACIÓN, - Se puede proc ede r de igual fOrTIla qu e en el t eor ema 7
to ma n do " , '

g(z) = ("" ~ -t 'h(~t "- '-;Z) dt ,
Jo .:

, " (l + zn og (l + z) - z:
hez) = ' ,','

, , ,,¡. . " : :'

'; (9) " Está demostración "está inspirada en la dada 'por B.ü w en [1 ; 17] ' para 'cons truir
nna función carac ter íeticn de una clase de íuncíones indefinidamente derivables en la
recta. ;' :' ; :'" .l ' ''--' •

" La desigualdad (4.3) ha sido demostrada en 1959, casi al mismo tiempo, por
SAN J UAN en [7] " para a. = 1 Y a. = 2 Y por el autor en [3] · para OL. a: L. 2. Des­
pués S AN J UAN , siguiendo el método' del autor , .ha -vuelto a tr atar la misma cuestión
en [8]· .

- 21-

con A Y q constan tes posituias , en tre los núm e1'os B"= n (2-"- )"M,, determi­
nadas por (4 .1), cualquiera, qne sea la tnnciqn +analítica en el ángulo A,,- =º
de omiplitnul el1t L. 2 rr, Y ~n (2- "- ) "m ,J "- j foo,; '[uese la requlariztuia logarft.rnica
com' exa de {n (2- "- )"m,,,fo"" seria

para "e,i ~ 2, \ cualquier' -clase 'l(o ~ mn' ;' A '~} que ' cOllteilg'a a' t con tiene 'tam­
bién a",:[(u{1-r4'i 'A~;¡' }, ";y por cons iguiente ,'/ .- es ' fdnción : oaracterística de
Kó:{ m,; ; .Aa:,}(9)" ~ ' ., . ' , - ~ " ' , ' ' c:, ; ', : , : ' .: ,; ,

OBSER ~'.~cióN l .. - Én ' el cl:ISO que exis tiese ü'na relaciÓn del tipo

-o { . • r ":

Y: .~o. i . ha~ri~~inc()nveniente en SUl)oncr , tanto en el, teorem a 7 conw en los
t eon~masl O, ,JJ , ) ~ y '] 6' que ~ 11, (2- "- )"111" fo':'" e.s J0i!m'ítmi¡;amen te convexa,
es"decir m ("-) = ' m .: "1 ;' ,.... ~ . n .. / ' 0: ~

De m en or profundidad qu e el teorem a 7 ,es este 'ot ro i
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(4.4)

1, V-MilIHl -- = 00r ,
n 11Ln

o

lím,n/rItn' = O.
11 Vmn

Y
- '- (1)

lím ~<oo
n m

n
(2) •

DEMOSTRACIÓN . - La suficiencia res ulta inm ediat amente de la definición
de clase K, y ha sido aplicada ya frecuen temente. '

~~ necesidad, d~ (4.4) se sigue de que J{a~mn (2 ) ; Q~ debe contener a la
función caracterí stica f de Ka~ mn (1) : Q ~ construida en los teoremas 8 y 9
Y que goza de la propiedad de que

límV" 7Th,,' = O
n Mil

y, por consiguiente,

- V' n«(1-2)n
lím --- < 00,

' 1 'H11l

De esto res ulta que J{o ~ mil'; A(1 ~ es no trivial y está contenida en la clase
J{o~ mil ; A(1 ~ pero no coincide con ella por no contener a la función f.

TEOREMA 10. - Sea (J.' = o: pam OL. o: L. 2 Y 0:' > o: para (J. > 2. Si Q

es un recinto para (J. > Oy un intervalo pam o: = 0, con tenido en A (1 ' con O
por punto front era y '1n (2-(1')n mn (1) ~ 000 es una sucesión logarítmicarnente con­
vexa. para que l'Q, clase Ko1m"Y); Q~ esté conten ida en [(" ~mn (2 ) ; Q~ es n e­
cesario y suficiente que

_ , n¡-;;;;Jl)
lím V----;W-n- < 00

" ¡vI,,'

y Ko~n«(1-2 )n ; A(1 ~ es' no trivial.

La última parte, rel ativa a los ángulos de amplitud ,7. 1t > 2 1t se de­
duce del teorema 4. En efecto, dada una clase no trivial K¿ ~ rItn ; A (1 ~ y una
función no .constante f pertenecien te a ella , por dicho teorema la sucesión
correspondiente ~ Mn ~ o oo definida por (4.1), no satisface la condición C (1-2 '

Por tanto , existe una sucesión posit iva ~ rItn' ~ o oo que no cumple tampoco la
condición C (1 _ 2 y para la que se tiene

TEOREMA 9. - Si OLo o: Lo 2 ex iste una clase Ko~mn·; A(1 ~ mínima no
trivial ; esto es, contenida en cualquier otra clase no 'trivial K; ~ mn ; A (1 ~.

La clase que posee dicha propiedad es Ko~ n \(1-2)n; A (1 ~ . Por el contrario
para o: > 2 n o existe ninguna clase K, ~ mn • ; A (1 ~ mínima no trivial.

DEMOSTRACIÓN . - La afirmación hecha para los ángulos A(1 de amplitud
o: 1t Lo 2 1t Y para la semirrecta Ao es consecuencia de los teoremas 3 y 5,
puesto que según ellos para cada clase Ko~ rItn ; A (1 ~ no trivial se tiene
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~ 5. Funcumes semi-analíticas con el mismo desarrollo asintótico

COROLARIO 1. -Con las mismas notaciones que en el teorema Iü, si
tn(2-Cl')"m,,(1) ~o"" y ~n(2-Cl')"m,, (2) ~ ooo son logarítmicamente convexas, para que
las clases K, ~ m" (1) ; Q ~ Y K;~ m" (2¡ ; Q 1 sean idén ticas (o equiv alen tes) es
.n ecesario y suficiente que

(4.5)-\r:;;;y)() < lím /~ < 00-- m ,.<l) ,

Una cuestión importante es la siguiente : dExisten pares de fun ciones
distintas pertenecientes a dos clases semi-analíticas y que tengan además
'el mismo desar rollo asintótico ~ En otras palabras : ¿La reuni ón de dos
'clases semi-analít icas Koh n ,, (l ) ; Q ~ v J(u ~ m,,(2) ; Q~ es siempre semi-analí ­
'tica íl Desde luego hay motivo par~ formular estas preguntas, puesto que
;Ko~ m" (1) + 1/1. (2) : Q I = K, ~ max m" (1<) ; Q ~ puede ocurrir que no 10 sea.

1=1,2
El problema análogo para las clases cuasi -analíticas en la recta fue

propuesto por CAHLEl\lAN [2 ;77] Y resuelto por SAN JUAN [16], [17J Y
[19 : 43] , quien también resolvió el problema »lan teado antes, primero
para un semiplano y después para otros recintos contenidos en un ángulo
[arg ::; 1 < (1 - o}rr < 7'1: , dando en todos los casos una contestación nega-
'Uva al mismo .

Después de los res ulta dos de 13AN G [1 ; § 7] sobre la descomposición de
una función en suma de fun ciones pertenecientes a dos clases de fun ciones
'inde~inidamente derivables sobre la recta , era de espera r que se abordase
'el ml~mo problema para dos clases semi-analíticas prefijada s. Esto lo logró
también SAN JUAN [19; 39-42J para los sectores curvos S Cl (zo) de amplitud
¡:z 1t L. 2 7'1: en el supuesto que ~ 111. ~ ooo == ~ 1n,Y) + m ,, (2 ) ~ noo no cumpla la
condición CC( y las sucesiones ~lJ.n(l)~ oOO == ~m. (I )~ nOO ~T 1[J. ,, (2)~oOO == 1 m. (2)~ oOO

verifiquen las hipótesis :
lI1. Las sucesiones ~ ¡¡.. (l ) l o"" y ~ ¡¡.,,(2) ~ooo son logm'ítmicam ente convexas .
H2., !,a máxim a min oran te 7'1: de las dos poligonales 7'1:1 y 1t2 que tienen

por 1)erttces los puntos (11" log !J.n (1)) Y (11" log ¡¡.,Y J) es convexa.

Aquí vamos a estudiar esta cuesti ón para los ángulos AC( de amplitud
~ 7'1: cualquiera. mejorando los resultados ya obtenidos para ¡:z L. 2 Y ponien­
do de manifiesto el papel que desempeña la amplitud a 1t del mismo al

- 23 -

esto es, que ~m. (l)~ oOO y ~m. (2)~oOO ·sean ex ponencialmen te equiv alen tes.

COROLARIO 2. - Con las mismas notacion es que en el teorema 10, si
~ n(2-Cl)"m" ~ooo es logarítmicament e convex a, las fun cion es características f
-de J(o~ m" ; Q ~ están caracterizadas por la propiedad de que ~ m" ~ooo sea
.ex ponencialm en te equivale.n te a la sucesurn. ~ M" ~ n oo de cotas del desarrollo
.asin tótico de t, determinada por (4.1).



. '(5.1)
-- :; - v t

¡

t '. ... ~

(1; - . J , 2):

Yo = log iJ-o

x = . X, : L. n L. ; k y k im par

X o = 0,

para

~(k)
Iírñ' . (Jo" O

·- ,-,. A"
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., - n n-~

(1)"- 1: " - 1: - ~ ~ L. L. . 1 .
(Jo ; "' . ¡J•., '" para :; = :;1: _ n _ Xk+J = X Y ; Impar

(Jon para X k L. n L. X k+J y lí impar¡Jon (2)

"'n(1 ) = .,- n+1 n- .,
... ~., _ (Jo.,+ l

y

después de haber determinado previamente los puntos (xo, Yo) , .. . , (x k • VI,),
(~ , Too), ." . (~k-1' ljk- 1) Y haber elegido ~k > x,: suficiente me n te grande de
forma qu e

REYlSTA " DE ' L l . rC.lDE.UJ,1 DE '. CIENCIAS 'E XM;I 'AS , ' 'FISICO-QUD Il CAS .' y 'X,l 1'f!RA LES

T¡k L. 112 ~k la g \:
~I:

cosa 'posible por ser An -+ oo . A continuación elegim os como (Xk+1 , 1/,:-1';) el
vértice de la poligonal 1t- que ti ene por vértices los puntos (n, log [J.,,) de
modo que la recta qu e pase por (; k, 'I]k) y ( X¡:+ l, y':+1) dej e. por en cima a:
1t", o sea

, v . 'DEMOSTlÍACIÓN. ---'- Para demostrar este lem a en el caso ' no evid ente CfUe
/l __ . .,

lím .¡ (Jon = 00, vamos a construir por inducci ón un par ' de sucesiones de
puntos (Xk, y,) y (~kl 'l)k) de abscisas enteras poniendo

.para todo n,

, De esto resulta fác ilm ente que las suc esiones j [J.,Y) }o"" y ~ [.1.,, (2) } o~ den-
.nidas por

.estudiar 'el- caso ' (X > 2 no estudiado hasta 'ahora . Una idea del a lcance de
'.10;; resultados . que ex pon em os :a' continuación; 'nos- lo dan.: lbs teór émés
:3, '4' y 5. - . .; . 1 ' t , ~ .. , .... . ,.~ \,

LEMA 3. - Si ~ (Jon }o"" es una sucesión lO!la1"ílrfticanle?~ ie convexa: ~'1 ¡~1­
quiera que sea la sucesión positico. ..{),,, }o.~. I;.on lím A" = 00 se pueden en-

\ OCo'n trar un pa?' de sucesiones ~ \J.~ (1) }Q"" V· - ~ ' ~n (; ) }o":' que oeriiiquen. H
1

V H
2

V tales que tJ." = máx ( (Jo /Y), !J.,y )) V
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. ...

(11, = O, l , 2, ... )

. (n = O, 1, 2, ..'.)
m

¡G(t) t"! L. ,.. , n
. (l,¿- 1,'[

y

o';,

tJ z) =1"" G,;'(t) h (z 1,) d t

(l+z) log (l+z) - z
hez) =. " 2 ' "

Z

es una fun ción analítica en el ángulo iarg z!.< .1t pertenec iente a la .clase
/(0 { m"(7.:) ; A2 f, puesto que

en tonces

para t ~ O. Por tanto ; por el teorema li de [19 ; 36J se puede descompo­
ner (1 +tf G(t) en .diferencia' 'de dos funciones (1+ 1,1 GzCt) Y (1+ t1 G/l) de
forma que " . ..... .

. ..' A q n ' m ( k)

IG,:Ct) tnl L. k(]~tYn (k = 1,2 ; n =0,1,2, ..,,) .

para t ~ O Y ciertas constantes' positivas A" y qk' ' .
Sea

!J.n(2) = !J x- n+l .!J n-x para x = ~ i;, ¿ -n°L. t Y k par
':J: ••• ; .''''+1 ' .', . >. :. _ ' ~' . .; :~::- ,- : .k. . '- . . . ::" ~" ;;.--.

x- n II-~

11. (2) = 1I,(2)X- 1;. 11.~ pa ra t = ~. L. 11, L. X. = x» 7- ~p'a¡' ::: " -':.'i ; "":;'<T
r n r" ~ - r x '=' (( - - Jo. - - 1.:+1 J \. <.

.•r > ••(. - \

satisfacen las .condiciones exigidas, .\ ';,) :" '" .._ - --- -

T EORElIIA 11. ~. ¿~'a'~: ;:~ !;;,y) + m
n

(2) . ' S i {n;':f ~;'" no ~a~'~~~tace la con­
dición C

2
y las suc esiones {m,Y ) fo"" y {m n (2) fo"" oeriiican. las hipótesis>dl1.

y H, existe un pa?' de [un cion es ana líticas distintas, t,=t t2, pertenecientes,
1'e.spectivamente, a las -clases Ko {,m,Y); Azf .y Ku{m".(2) ; A~} Y con el mismo
desarro llo asintótico en O.

D~l\WS~RAC IÓN. - Como { m n fo"" no satisface la condición 92' .existe po r
:el teorema 4 de [14'; 3391'müi :Iu ííci ón G =t- O,' cont inua en (O, oojcon los.
momentos



(fi .2)

(503)

1, -+00

t-+O

t -+ 00

t-+ O

para

para

para

(n = O, 1, 2, .. 0)0

G(t) = 0(t -1 /2)

G(t) = O(t-I)y

C0(t)ttl d t = O
•_o

h(t) = 0(1)

h.(t) = 0 (1-1/2)

[ :o n O) h (x t) d t = r"rG2(t) - G,(t)] h.(x t) d t = Mx) - f,(:r,) = O
. o • o

Adem ás f, =l= /2' pues, en el caso contra rio que fuese t. = /2' tendríamos

REVIST,I DE LA ACADEMIA DE CIENCIA S EXACTAS, FISlCO -QUIMlCAS y NA7'URALES

Lo 4 Al< s: m,.(I<) ! z Ini ce (ld+tt'f = 4 A" q,," m"(I<) I z 1"

para I arg z I < rr, Y

(- 1)" 1ec (- 1)" [ ""
= ( 1) ( 2) oG1(t) tn d t = ( 1) ( 2) Glt)t"dtn + n + o n+ . n+ • o

'para x > O, de donde siendo

'por el lema 4, que exponemos a continuación . resultaría G = . O que va
contra la constru cción realizada.

L EMA 4. - S ean <p y '1' dos funciones ermtin u os sobre la semirrecta
t > O ta les que

<p(t) = O(l /t H P) y 1jJ(t) = O(l/tHrl ) paro

y para ciertas constan te s o> O, P Y q : p + q = 1 o

Si

( l-OO
t oo cr/ t) 1jJ/X - t) d I == O.

- 26 -

.por ser

<p/ t) = <peé)ePt y

'Se obtiene de (5.3) la identidad

r '" cp(t ) ,¡.(xt) d I === O
o o

'para x > 00 es rp = O o '1' = 00

D EMOST RACJÓl\' o - Poniendo



(k = 1, 2)

y

o

an = hoo

F(!) t"IR d t .

~ 27-

roo t ix+p -1 cp( t) el t
.Jo

1 [ oo ( - l/J )

hez) = - t1/"I- 1F (tI/Y) gk(Z t) d t
'( • o

para [arg z - epi < 1t y cada cp de \'1' I < '(1t/2 se deduce de igual forma que
en el teorema 4 que i, y i, son un par de funciones an alíticas pertenecientes.
respectivamente, a las clases K¿{1n)l) ; A et } Y K,hnll (2) ; A et } Y con el mismo

desarrollo asintó tico

<define una función analítica para x real .

TEOREMA 12. - Dada una sucesión positiva ~ [J' n fo
oo

qUl' no v erifique la
-con dición C et_2 con a> 2, si {mn/[J.nfo

oo =={ (m,.(I)+m,.(2))/ [J.nfooo no cumple
la condición e, y el pa.r de sucesiones {m,,(I)/[J.nfooo y {mn(2)/[J.llfooo satisfacen u,
y Hz, se pueden encontrar dos funciones analíticas distintas , t. =1= f2, per o
t enecientes, resp ectivamente , a las clas es Ko{m,.(l) ; Aetf 1J Ko{ m n(2) ; Aetf Y

con el mismo desarrollo asintótico en O.

D EMOSTRACIÓl\'. - Como {mn(l) fo
oo == {mn(I),! [J.ll fooo y {mn(2)f 000 == {m n (2) /

/ [J.ll fo
oo satisfacen El y Hz, Y {m"f ooo == {m,Y ) + mll (2) fooo no verifica Cz, exis­

len por el teor ema] 1 dos funcion~s gl =1= g2 pert.enecientes, respectivamente,

a las clases Ko{m',,P): A.f y Ko~m,, (2): A.f y con el mismo desarrollo asin-
00 - • - •

t ótico ~ a, z" en O.
o

Sea F la fun ción con struida en el lema 1 para mn = [J.n y Y = a - 2,
entonces poniendo

CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS. CLASES SEMI · ,1NALITICAS l ' CUASI·AN,1LITICAS

para t real ; luego iT%(epl) = O o iT%("'1) = O Y por tanto epI = O o "'1= O.

OBSERVACIÓN 3. - El lema 4 es también cierto si ep(t)tP y ",(t)t q (p +q= 1)
son absolutamente integmbles en la semirrecta. (O, (0) JI una de las in­
It egrales

son funciones analíticas en la banda 11m zl < 8, puesto que

de donde resulta que el producto iT,,(epl) iT"'<"'1) de las t.ransformadas de
FOURIER de epI y "'1 es idénticamente nulo . Ahora bien ,



:,e -, '.

(5.4)

(k = 1, 2),

. (k 1= 1, 2), (10)

para

para

.. ~

00 A '
~ __"_ < ce.

An

y

con q(t) = g2 ( f"~ - gl ( l""). ., .-

. get) ~ O(t)

g(t) = 0(1)

y

n

Iím
J~

A Cl-2
nn

lím

se pue de en con trar un po» de jun cion es an al íticas distintas, t. =1= {2, pert e-.
n ecientes , resp ectiuomente, a dos clases /(0 {m"(1) ;A o: f y K; {m,Y ) ; A Cl f ta­
les qu e

n__

, .¡ 1nn(k)

hm . ' Cl ~2 , ;=. O
n A" ..

" Entonces, como { An
2n fu

oo es una sucesi ón logarítmicamente convexa v
lím A~'2-Cl = ce , por el lema 3 existen dos sucesiones {(A,,'/ A,.)< Cl-2)n m, (1) fo,;;.,

y" { (Án' /An)<Cl- 2)n m n (2) } 0
00 que satisfacen las 11 ipótesis u, y H2, Y son tal es qu P.

{( A' )( Cl- 2) n (A ') ( Cl- 2)n }máx --~- m (1) . JI - m (2)

An '" A
n

n

-28-

REVlST..l DE L~ , AGM?¡;;Ml~ . . .DE GIJtNGIA S ..;·E XA GTr1S , · FIS ICO·QUIMIG/lS y. N I1TURALj>S

DEl\iOSTRACIÓN .-~O hay inconveni ent e en suponer que {A,,2" fo"" es loga­
rítmicaments 'convexa:; ya que si {n lag An f oCO es la regularizada convexa de
{n log A"},oo , la sucesión {5:J 0

00 satisface las condiciones supuestas para

.{)'n~ooo y '5:'" ~ ~"..
00

Siendo la serie ~ A,,-1 convergen te se puede encontrar una sucesión po-
.' . o
sitiva { Aa' f0

00 con lím A,,' = ce y con la pr opiedad de que

(10) El resultado análogo correspondiente al teorema ll le expondremos en el coro­
rolario 4.

resultaría por el lem a 4; F = .0 o g ,:"" .,0 que es absurdo.
!' ": - : . . .: !~... ,. . • .

. COROL_,\~IO 3. ----: Si (l > 2, cualquiera que. sea la su cesión positiva y no
:dú re¿ién te .. {A" f/ ' :qúe ' ~aga ': convc1'gen te a la . seri e

.: ~. . . .

:,.l ,Queda por ver que:tl =!=-A 'En ,efecto, :si 'fuese dl = {2, se tendría

i " F(t) g (x t)d t'~ OJo "
' . I~': ' , " · ~~ -I ~ ;" • . r

para ze >' 'O, de do~de siend~

F(t) = O(F-l ) : ,' .: : : i '
F(t) = O(F 2'y '. Y.

...
!'j' "



' CLASEs ot: FUNCIONES ANALITICAS: ' i:iU SES "siiú I-ANM..IÍ'ICAS 'Y -CUASI-tt'NÚ ITÚÚ 's'

':!J ~ ' p or tanto , que ambas clase,s K, {n1,¡(l) ; A a.~Y K, {m,.(2) ·; Aa.~ son semi­

analíti ca.s .

(5.7)

(5,6)

(5.5)

(k = 1; 2)
.; .

!p(A t) ,!,(t) d
t ,

t- z

-- Aa..-2
Uin ~<oo

n na.

00

!pez) = 2:. e, (- z)"
o

n

"-Um n 2- {J .¡ e, = 00,

n

Um

LEMA 5.-S ea

.se siqu»

extendida a lo larqo de línea r formada pOl' las semirrectas arg z = '± f3 7t/2
-desde 00 e-i {J rr/2 a 00 e+iPrr/2, es ,i dén ti cam en te nula pam [arg zl < f3 7t/2 Y
:A> O, resulta'!' = O. ' -
~ ', .

~ma función en tera no constan te ' co.n coe ficien t es :yn :::::" ;0 y acota.da sobr«
las semirrectas arg z = ± f3 7t/2 (O < f3 < 2) y '1' una función analítica en el
.án gu lo ! arg (- z) !< (2 - ,8) 7t /2 , con tin ua y . absolutamente integraqle
s obre las semirrectas arg z = ± . f3 7t / 2. Si la integral

y '!' es acotada en el ángulo [arg (- z)1 L. (2 - (3) 7t/2, es sufici ente qu e
{5.6) se anule idénticamente en 1 arg z I < f3 7t/2 pam un v alor fijo
)" = Ao> O para que resulte igualmente '!' = O.

DEl\IOSTRACIóN.-En efecto, en el primer caso' resulta '

1 f !P(A t) '!'(t) dt
!P(A z) '!'(z) = .2 7t' i . t _ z

r

·- 29 -

Jm (k ) \ ,. :: '1 " . '
¡ Um . . n, . , .¿ 11m __o - - = O.

A a. . n A 'a.-2
... J • ~ ." ,n : ;. . ' n ...",. . . ' ~, _

:- .'D e todo esto' se sigue qu e estamos, en condiciones de poder aplicar el
teorema '12 a las sucesiones {m,Y)~OOO Y {m)2)~oOO tornando ¡J.';= (An/An')(~-,2) n,

con lo que resulta que se puede e ncontrar un .par. de funciones distintas ti
y f; con el mismo desarrollo asintótico en O y ,pertenecientés, .respectiva ­
mente, a las clases K, {mn (1) ; A a. ~ 'y' K, {m" (2); A a. ~ que cumplen las con -
diciones exigidas . ,.;

OBSERVACIÓN-Si en el el corolario 3 se elige la: eu cesum. {An } 0
00

de f.c!!';
"1'YW que

y , por tanto ,



(11, = O, 1, 2, ' 00 ) '

(Y = o = 2 - (2 - o»)

(11, = ü, J , 2, 00 .).

hez) = ~ (- z)"
. o [ (n + 1) '(+ lJ l

Por otra parte, según el teorema 5,

g(z) = (z _ 1)2

es una función analítica en el mism o ángulo con

es una fun ción entera perten eciente a la clase K, {n-yn; A 2-d ~. Por con si-

- 30-

por el teo rema 5 de [12 ; 373] resulta 'i' = O.

TEOREMA 13.-S ean m" = m ,, (l) + m ,,(2), OLo a < 2 y OLo O Lo 2 - a.
Si {nó

" m,. ~ 0
00 no satisface la condición C <x+ó y las sucesiones {n ó

" m,.(1) ~ 0
00

y {n ÓR m,,(2) ~ ooo veri fican las hipótesis H 1 y H z, se pue de encon trar un par
de fun cion es analíticas dis tintas, i, =1= f2' pertenecientes, 'resp ectivam en te , a
las clases K, {m"(1) ; A <X ~ Y K, {m" (2) ; A <X ~ Y con el mismo desarrollo asin-
t6tico en O.

DEIIIOSTRACIóN.-Demostraremos primero el caso O< o< 2 - a. Como

{m" ~ ooo = { n ÓR m" ~ ooo no cumple la condición C<X +ó ex iste una función g o =1= 0,
analítica en el ángulo I arg (- z) I < (17. + o) 7t / 2, continúa en su contor­
no , formado po r las semir rectas arg z = ± (2 - 17. - o) 1':/2, y tal qu e

De esto se sigue qu e

RE VISTA DE LA ACA DEMIA DE CIENCIA S EXACTAS , FISICO·QUB lIC AS y NATURA LES

para x < O, ya que entonces como

para x < O y una cierta con stante A > O, luego haciendo A-+ 00 se· obtie­
ne 1jJ(x) =O para x < O y 1jJ = O, pues, por ser q> no cons tante es e, > O
para algún 11, :::,., l.

Para la segunda parte .basta .tener .presente qu e 1jJ es una función analí­
tica y acotada en el ángulo ·¡I·arg (_ rz) I <.(2- (3) 7t /2 y tal que

11jJ(x) X"+1! Lo A Ao- " C,,-1

para I arg (- z) I < (2 - (3) 7t/2 Y A> O, y por tanto

e, A" I x" 1jJ(x) I Lo I q>(A x) 1jJ(x) I Lo A / Ix l
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CLASES DE FUNCIONES A NALlTICAS . CLASES SEMI -ANAU7'ICAS y CI.',t SI-A NA Ll T ICAS

(k = 1, 2)

(n = O, 1, 2, oo.)

(n = O, J, 2, . ..').

g(z)

z - a
G(z) =

l't(Z) = r h(z t) Gk(t) d t
.Ir

I(z - ] 1 G(z)z"l L. A m"

es una función analítica en el ángulo A:x si a > Oy continua en la semirrecta.
Ao si a = O (a = (2 - o) - (2 - a - o») , perteneciente a la clase-
[(o ~ m"(k) ; Aoc }, pues, .

Por tanto , por el teorema 17 [] 9 ; 36J de SAN J UAN se puede descompo­
ner (t - lf G(t) sobre r en diferencia de dos funciones (t - 11 G2(t) y.
(t - ]1 G1(t) tales que .

Al.: q k" m ,.(k)

IGl.:(t) t"! L. \t _ 112 (k = 1,2 ; n = 0,1, 2, oo.)

11,(') - ~'.. z· 1L II [h(' t) - ~ [(V(:;l~: lIt JG,(I)dt I

L. A'k(q'k)n n -6"L !Gk(t) t.n d tI

para t. E r, m'll(k) = n 6n m ,,(k) y cier tas cons tan tes positivas Al: y qk'

Así se obtiene que

para larg(- z)! L. (a+0)7t / 2 y unaconstante conveniente A > O, y

r G(t)t." el t = O
.Jr

construida con esle valor de a es una función analítica en el ángulo>
l argo (- z) I < (a + o) 7t /2 , continua en r , con

extendida a lo largo de la línea r formada por 'las semirrectas arg z = ,
= ± (2 - a - o) 7t / 2, no sea idénticamente nul a para x > O.

La función

guiente, por el lema [) se puede determinar a > O de forma que la Integrar

1 h(x t) g(t)
-'--"--"-":"":'- dt ,

t- ar



REVISTA DE [. ,l. ¡ICADEJIlA DE CIESCltl S EXACT¡IS ;. FISlCO-QUl.\IIC1IS Y ..NATURAl,ES

(n ~ O, J , 2, .. .),

h(x l) g (l)
el t 9É Ot-Q

(Iarg .zl~ rr).

' \

Jlt)tn d t

G(l) d t

G(l) ¡[ l = .0

(n = O, ~ , 2, ....).

lag (1 + x l)

.C
2'lt i ;; -1 (;(--2.x -1) == (r G(l) d t.' =O

J1 l+ x l

QIl =

(- -1)"

[ (n +l )¡ +1J !

r G(t) t" d t = O
.r

Además t1 =!= '2' pu esto que

Mx) - f¡(x) = r h(x t) G (l) el t = J'
.Jr r

l. '

l h(x l) G (t) d l .

= r - ooh(x t + i O) G(l) d t - r:h (X :l-- ~ O) Q(t) d t = e h(x t) G(t) d l
Jo . Jo . Jr

- ,32 -

'no se puede anular tampoco idén ticamente para x > O. En efecto, en el
-caso contra rio, para Cl. > O res ultar ía por derivación

'para x > O contra el hecho de que G =/=- o. Igualmente, para Cl. = O la an u-
.laci ón idéntica de . . ';

2 .¡ -OO l+ x t
'lt L 2 2

- l /x x t

-Conviene que agreguemos que entonces la integral

para x > O.
En el caso o = O se puede pr oceder de igual Iorrna ique ant er iormente

:pero tomando como en el teorema 11

(z+ 1) lag (z + 1) - z
hez) = o

Z"

])01' ser

.r .

para . i E A:c,: ;: n = O, 1, 2, .. . J" ciertas constantes ,:pos.itivas , {l ,/...: ..Ak" 1

·qk' J' qk" , siend o

:y



' CLA SES DE 'FUNCIONES ANA LITICAS. CLA SES ' SÉM I;ANA LITI¿ÚS y CU,\ SI·A NAU TICAS

para t :::::". 0, mnC1'l = n dn m"C"J y cier tas constantes positivas A" y q".
Sea

,.

(n = 0, 1, 2, . . .),

(l' = o =2 - et)

(n == 0, 1, 2, ... )

(h = 1, 2; n = 0, 1, 2, ... )

....., 33 -

f¡,(z) = . ¡ '" Gk(t) h (z t)d tJo

(_ z)n

[ (n +1) (+JJ!

1'" G(t) [n d t = 0,

hez) = ~ ------'--~.

o

entonces

mnIG(t)tn I L (1+tY (n =:= 0, 1, 2, . ..)

para t :::::". O. Por tanto , se puede descomponer de igual forma que antes G
en diferencia de dos funciones G2 y G1 tales que

I I
A" q"n mnC1'J

,G1,(t)t
n

L (1 +q

y

s

para 0< x < Xo si es goCt) = °para t < - l /xo•

En el caso o = 2 - et se puede proceder de manera más sencilla. Como

por hipótesis {mn}oOO = {n dn mn }oOO no sat isface la condicíón C, existe por el
teorema 4 de ['14; 339J un a funció n G = 0, continua en (O, 00) con los mo­
men tos

(' G(l)tn d.t = (' oo~ r oo

Get) tn d t = °
JI' Jo Jo

e incluso

x·2G(- .x ) :::= °
para x > °que es absurdo. En este último caso: ci + o = 0, se debe tener
presente que 90' 9 Y G son solamente continuas para z < O y que

, o. ' i:

y

para x > °implicaría ; cambiando x porrc'" y derivando , las identidad es .

f
OOO [+ x
--o- G(t ) d t :::= O;

[ "
- ;¡; .

f - OO Gel)
--2- d t :::= 0

t
- ;¡;



(h = J , 2)

(- z tr
[(v+l}Y+lJ!

y

(- 1)" I" G (1.) t" d t = (- 1)" i
o
"" G/l) t" d L

[(n+1}y+]J! Jo 1 . [(n+1)1+]JI JoUn =

con

COROLARIO 4. - Si OL. a L. 2, cualquiera qu e sea la sucesión positiva '!/f
no decreciente ~Anfooo con

1, A"nn - - = 00
11 na. -~

-34 -

.jm (k )

lím n = O
An

Finalmente, i, -=/= fz. En efecto, si fuese i, = /z resultaría

lo"" zt (t) ) d t = (" G(t) d t f" e- zt h(uY t) U,,+I duJo z z"+t Jo Jo
= 1:"'" e-ZU

U",+l d U i "'" e O) h (uY l.) a t

= 1-'" e-ZUu-"+l f(u"') d u = O (f = f2- /1)

para Re z > O y

RE VIST,I DE 1,,1 ,IC,lDK\fl,1 DE CIENCIA S EX,I CTAS, FISI CO-QUIMICAS y NATURALES

es una función analítica en el ángulo A (1 para a > O y continua en la
semirrecta Ao para a = O, Y perteneciente a la clase K, ~ rrt,. ík

) ; A (1 f, pues,

'GCt.) d t = OJo t +z

para larg zl < rt , y por tanto G = O, lo que va en contra de la constr ucción­
hecha.

y (l. ' > a, ex is te un por de funciones distintas , /1 =!= 12, con el mismo des-­
arrollo asintótico en O y pertene cientes, resp ectivamente , a dos clases:
u, ~ m n(1) ; A (1 f y x, ~ m n (2) ; A (1 f tales qu e

y de manera que las sucesiones ~n (2-(1 ) n m,, (l) fooo y {n(2- (1) n m n(2) f . oo sean lo­
gar-ítmicament e convex as.



(5.9)

(5.12)

(5.11)

(5.10)

= 00,

00

00

- a5 -

L, 2) son semi-analuicas, puesto qu e en ton ces

~ CPumd.~tl /" = 00,
1

~ (p . ml!": ) - l /U = oo.n+, qn + qr
I

~ (p m'!" ) - l /n11+,. qn + r
1

para r > O.
Como se conoce por CARl.l'; ~IA '" [2 : lOG]. de (5.10) se sig ue

P OI' tanto

" - -
.,1m"Jím - - - = O.- - na.

de donde se deduce (5.1l).

OnsEuvACIÓN 7. - Si dada la sucesión no decr eciente P.. r¡ }0
00 ron lím A~ = 00

se 1JC1'ifica n

CLA SES DE FUNCIONES AN .4.LIT ICAS . CLASES SEMI-A NM ,I TICAS y CUA SI-A NAU TICA S

-- A"
lím -- < 00

na.

~ (p .¡nl /a.)-l /n = oo.
. u qn

1

O BS EHVAC:I ÓN· G. - Si ~m,,}ooo es una sucesum. no decreciente para n ~ no

tal que

resulta

00

Dad a una sucesión 1P«}0
00 de núm ero s positivos tales qu e ~ p ,,-l/ U = oo

1

Y un entero q :::::,.. 1, diremos con. SAN JUAN qu e J(o~ mn ; Q'a:'} (o: > O) es un a
clase fuertem ente semi-analítica de tip o P« y de orden q :::::,.. 1 (en ahrevia­
tura : f.s.a.p".q. ) cua ndo sea

D EMOS TRACIÓN. - Es una sencilla consecuencia del lema 3 y de los teore­
mas 11 y 13.

OB SERVACIÓN 5. - En el caso qu e en el corolario 4 se veri fiqu e



(5.17)

(5.16)

(5.15)

(5.14)

(5.13),00)

(A.. -+ 00)

Aq¡OC _ Aq {OC
q n qn-q

o.

= 0,

= 0,
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qn+r _ _

Vrnq,,+r

Aq,,+r

" .
"v rn"

lím-- = °
- n- A" '

n

..

~rnnlím ----''--

lím

00 "

2; (p rn1{OC)-I¡" = 00
n qn

1

lím

2; (1) rn1¡OC)-lí" = oo.
" q "

1

n Q II _ _

Vrn,. , Vrnq"lím L l írn - - - = 0,
A" --,,- Aq"

Siend o

En efecto, teniendo pr esent e que

para un cierto 1' : °L l' < q, ser á

RE I'IST,1 .P E /,:,1 AC,IDE.Ill ,1 ~E CIENCI, IS EXA CTAS, FfS ICO-QUIM IC,l S y N,lTURALES

Aq,,+r =.(~ p;l{V}OC {q ., r =0, 1, 2, oo ., q - 1

resulta

para

se deduce inm ediatamente

y poi tan to (5.14).

OBSERVACIÓ'" 8. - Dada la sucesión . positiva ~p"f ooo con 2; p,,-l{" = 00,

.5'1. ~ ra; fo
oo es una suces ión logarítrnicam ente conv ex a tal que

y

resulta

pam.



(5.18)(k = 1, 2)

< 00,

n __

.¡ lan !

"

n

lím

"

. n/m (k )

1, '1/ n O
Iffl rJ.' =

n

porque para ello sería preciso elegir ~m,Y)} ooo y ~mn (2l} ~00 de forma que

;¡m (3)
lím n _ < 00

na. ,

- 37, -

"

m, .L. m qn+r m qn+r
en - o qn+ r .

para unas convenientes constantes positivas .A Y q; pero de esta desigual­
dad no se puede asegurar que

~ p~l/V

~ (p m 1/a.t 1/ " ::::::" Iím ......, _1_~_ = , lí "m '(
1 "qn - n m 1j :;-n ,

para un a' > 2 arbitrario ,
Por los teoremas 11, 12 Y 13 se sab e bien poco sobre el crecim iento de

00

los coeficientes a; del desarrollo asintótico común ~ anz" de t. y t, en O;
o

desde luego de ellos res ulta

. CLASES DE FUNCIONES ANALITICAS . CLASES ' SEJIl-AN,1LITICAS y CU;l SI.A NA LlT ICAS

Las observaciones 7 y 8 permiten dar al' corolario 4, en el caso a = 2,
la siguiente form a equivalente que difiere poco del teorema 29 [19 ; 49J
de SAN JUAN.

COROLA:EnO 5.-Cualquiera que sean a.L.2, la sucesión positiva ~PIJooo que
00

haga divergente a ~ P»-l/n y el entero q ::::::,. 1. se puede en con trar un pa1'
1

de funciones distintas , i. =/= f2. analíticas en el ángulo [arg zl < Te, con el
mismo desarro llo asintótico en O y f.s. a.Pn.q. en todo recinto na. contenido
en [arg s ] < Te . Las cotas {mn(l) }ooo y ~m,Y)}ooo de estos desarrollos se
pueden elegir además logarí tm icam cn te convexas y de modo que v erifi quen

Por consiguiente

puesto que
qn

de dond e se deduce
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(5.21)

(5.20)

(5.19)

z-+OO
0'0 = lím

roleos el~7t IL. tI L. r~

n

-1'Vfl(l,J 11m _ _ o = - <00

n nl ro

b) {mn(l)}oOOy {rn.,,(2)}000 son, respectivamente, las sucesiones de cotas
de estos desarrollos asintóticos de t, y f2' Por tanto, t. y t, pertenecen; res­
pectivamente , a las clases [(00 {mn(1) ; Re z > a f !J /(00 { mn (2) ; Re z > a f .

e) t. y f2 son de tipo exponencial:

log IMz)1
[z]

de manera que

y

"1m - " 1m (3)
_V__n _ Ir V n

Lím OC L. im oc < 00
n n

D EMOSTRACIÓN. - Por las hipótesis hechas, existe por el teor ema 38 un
par de funcion es gl =F g2 analíticas en el ángulo completo larg ( ± z)1 <

-38-

y por consiguiente {mil f ooo verificaría la condición Coc y sería /1 = /2'
o m ll (2) < mn(l) para n> no suficientem ente grande . En este caso ,

siendo m" L. 2 mll(l) para n > no se seguiría igualmente que {m" fo
oo verifi­

caría la condición Coc' Lo mismo se puede decir si fuese mn (1) < rn."(2) para

n > no.
Esta cuestión la vamos a estudiar ahora, limitándonos al caso el = 1,

en el:

TEOREMA 14. - Sean {mn (1) f0
00 y { mn (2) f0

00 dos sucesiones posit ivas y
no decrecientes y {[J.n fo

OO una sucesión positi va que no cumpla la condi­
ción Cocr_1,1 < el' L. 2. Si {mn/[J.nf o

oo == {(mn(l) + rn.,, (2» /[J.J ooo no cum ple la
condición Cl y las sucesiones {111.,Y )/ [J." f ooo y {m n(2) [J.nf ooo veri fican las hipó ­
tesis H, y H2 , dados los núm eros a > O !J a > O existe un pa1' de fun ciones
distintas , /1 =F f2' analíticas en Re Zl/CX' > al/CX' con las siguient es propie­
dades:

a) i. y /2admi ten el mismo desarrollo asint6tico 2: an/z" en Re z :::::,. a
o

y esto no se pu ede conseguir si {mil (1) fo"" y {m,(2) f0
00 cumplen la condición

Coc , En efecto, por las hipótesis de los teoremas 11, 12 Y 13 sólo puede
presentarse uno de los casos siguientes:

1. mil (1) = m n (2) para infinitos n. Entonces resultaría



'Con

n~l,para

(k = 1, 2; n = O, 1, 2, .. .Y

G" = 91(11-1) ( - A) = g/ "-1) (- A)y

_,y1N 1
lim - '- - = -

11 n! 1'0

A Icos a'2
TC 1.Lo 1'0 .Lo A

puesto qu~ Gn = gk(1I-1) (- A) Y gl' es analíti ca en el círculo It + A! <
< Al cos~~ 1 y t = O es un pun to sing ular de ella.

Para prolongar analíticament e t1 y t2 no hay más que hacer variar
'(jJ : 1<p 1 < (a' - 1) TC /2, en la segunda integral que aparece en

fr,(z) = J'e-z t s. (t - A) d t + e- zAr -g" (t) dt.

.~ a. ] z" en Re z :::::".. a y
o

- 39 -

CLASES DE FUNCIONES ANA LITICAS. CLASES SEMI-ANAL17'ICAS y CU,1SI-ANA LITICAS

a) y b). En efecto, poniendo

ao = O

tendremos

1 ~ am~~1 a m.,.(k)} n1,,,(k)
.L. + ---- .Lo - -- W a + 1 a+ ] a ; - \Z\lI

para Re z :::::"" a . Por tanto t. y i, admiten el mismo desarrollo asintótico
00

< ((l.' _ 1) TC /2, iguales en [arg (- z)1 < (e/ - 1) 7':. /2, con las derivadas
.angulares g1(1I)(0) = g2(1I )(0) para TI: = O, 1, 2, . .. , Y

!gk(lI)(Z) \ .Lo A qll m n (l ' ) (k = 1, 2 ; n = O, 1, 2, . ..)

-para [arg ( ± z)1 < (a' - I )TC / 2 Y ciertas constantes positivas A y q que se
pueden suponer A = a/ (a + 1) y q = 1 porque se puede sustituir gk(Z) por
.a (a + lt1 A-1 gl,(z/q) para k = 1, 2. Entonces, las funci ones

fr,(z) = ! '" e-z t gil - A) d 1, k = 1,2

para A = a \cos a'2
TC

\ -~atisfacen las condiciones exigidas :
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, r
1ta

cos -­
2 a

< 1'0 Ilog IMz)1
IzllfrJ.

1'0 I COS a~1t I L cro

e-e-ce

La desigualdad

(11) Los teoremas 1 y 4 de [15J han sido la causa de que nos plantearamos el pro­
blema de averiguar si existen funciones analíticas en un segmento de la recta que
admitan prolongaciones cuasi-analíticas distintas en la recta, sin embargo designaremos
este problema con el nombre de "problema de Bang" por haberlo planteado B ANG con
anterioridad a SAN JUAN.

- 40 -

Por un resultado obtenido por SAN JU AN [17; 12J Y [19; 52J se puede
afirmar que si f y r son dos fun ciones que pert enecen , respectivamente,
a las clases semi-analíticas [{o~ n rJ. n; º rJ. ~ y J(o{ m n• ; º rJ. ~ Y tienen el mism o

desarrollo asintót ico ¿; anz" en º a: es f = f"· Posteriorm ente, también
o

S AN JUAN ha demostrado en [19 ; 60J un recípro co de esta proposición en
el supuesto que la 'sucesión {m,,· ~ ooo sea logarítmicamente convexa, que'
ahora vamos a completar.

L EMA 6. - Sea ~ n (2-rJ. )" mn• ~ooo una sucesiéti logarítmicamente convexa
y OL a L 2. Si la clase Ko{ m n· ; ºrJ. ~ no está contenida. en J(o{n rJ.n; º rJ. ~

tipo

resulta inmediatamente del teorema 15, que exponemos a continuación, el
cual se puede obtener 'como consecuencia del teorema 4 de [15; 206] Y se
puede considerar como recíproco del teorema] 4.

TEOREM A 15. - Si i, y t2son dos funciones pertenecient es, res pec iuia­
mente, a las clases semi-analíticas J( 00 ~ mn(1) ; Re zlfrJ. > a1 frJ. ~ y K. 00 {m ,,(2) ;

00

Re zIfrJ. > a1f rJ. ~ Ca > O) con el mismo desar rollo asintótico ¿; ~zn y del
o

Así .se ve inmediatamente que i, es una fun ción analítica en el ángulo
I args I < a' 1t/2 , y tal que '

log IMz)1 I a' 1t I
c) - l ím L ~ cos~ = cr CL 1'0)cro - . [s] /1. ~

;:-+00
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CLASES DE FUNCIONF;S A.NM_ITIC;I1S. CI_ASES SEMI-AN,1LlTICAS y CUASI·ANA LlTIG,lS

._.'- Jm*
lím " = 00, (G.l )

. : TI?

"
~ non m,,(l ) }ooo y ~ non 1';'L,,(2) }ooo satisfacen las hipóte.sis u, y H2 ·

La sucesión 1nO" 7.n" }uoo == ~ nO" (m,,(l) + m,,(2) }uoo no satisfa ce la con-o

C Y+ii'

00

un desarrollo asintótico ~ a" zn igual al de 1¿na función f* de [{o~ m ,,'" ; º IX L
o

es idéntica a t', la clase Kohn/ ; º CL} está contenida en Ko~ n
CL"

; ºIX } (13) .

DEMOSTRACIÓN.-Si [(o~ m,,"; e IX} no estuviese contenida en Ko~ n
CL n;

º IX ~.
aplicando el lema G y los te oremas.H y 13 se llegaría a una contradicción.

Otra propiedad importante que tiene la clase K0 1n CLn: º IX} viene ex-o
puesta en el :

DElIIOSTRACIÓK. - Para y 1 Y o = O se puede proceder de igual form a-
que B AKG en el lema expuesto a continuación del teorema XXVII de­
[1 ; 80-82J que aunque es de carácter funcional y análogo al lema G sólo.
se emplean en su demostración recursos. purament e numéricos. Una vez

. 1

demostrado este caso es .suficient e aplicarl e a la sucesión ~ (nOnm n''Y+O} ooo .

para que quede demostrado el lema.

. TEOREMA lG . - En el supuesto que ~ n(2-IX )" m ;" }ooo sea una suces ión·
looaritmicasnerüe conv exa y que el conjunto º CL con el punto front em O
esté contenido en el ángulo A IX de amplitud a 1t L 2 1t pam (J. > O y en la
semirrecta Ao para a= O. Si toda función semi-analítica f en º CL que admita.

:i.

4.
dición

(12) Este resultado ha sido demostrado por SAN JUAN bajo la condición de que­
~ m

n
" } 000 sea logarí tmicamente convexa . en el teorema 20 de [19].

(13) Este teorema ha sido demostrado también por S AN JUAN en el supuesto que,
~mn'" }ooo sea logarítmi camente convexa. Véase el teorema 35 de [19].

exiÚ en dos sllcésiones 'p(jsitivas -:~m ,, (l ) }oÓo Y ~ m ,,(2j }Uoo tales que

1. m }l) L. m,," .para todo n .

2. lím n-Y:;m n ( 'e) <:: '00 para Ji; = 1, 2.

y -º¡x e ACL existen .dos clases:semi-anaWicas J{o~ rn,,(l ) ; º CL} Y [(o~ m ,,(2);º CL ~
i¡¡U! verifican las hipÓtesis de los teoremas 11 y 13 pam o = 2 - a, siendo.
ademús la p1'imem una clase pa1'cialde' te;1m ,,'" ; º IX } (12) .

DEMOSTHA CIóN : .-)~S ·.umi consecuencia del siguiente :

LEMA 7.-Sea1~ :; '~ " 6, o~ O· y -'( + o> O. Si 1nO" rn,,'" } Ooo es ww su-o
cesión logarítmicament ~ COnl)(?xa y
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n-l

fez) - ~ a" z''
o

-v"~lím -- < oo.
n 1n,.

y

111,. = sup
zE Q el

Jm"lím a > O- n

"---V Mlím --"- < 00,
n _ mn

n

-1'V111.1m - < 00
n na.n

Por otra parte, si f es una función perteneciente a todas las clases no
aemi-analltioas Kol m,.; ºel} es

.-y, por consiguiente, que fE u;{n eln ; ºa}.
O BSERVACIÓN 9. - En la tlemostracuni del teorema 17 hemos utilizado

el mínimo de recursos fun cionales, sin basarno s 'en el lema 6 como hubié­
.s ernos hecho de haber pro cedido com o B AN G [1 ; 79J Y S AN JUA N [19 ;60-61] .
E.sta [orma de pro ceder no nos hub iera permitido dar al teorema 17 la
.generalidad alcanzada .

DEMO STllACIÓN. - En primer lugar, la clase ](olnel " ; º el } está contenida
en cada clase no semi-analítica Kol m.,, ; ºel } , pues, si 1m."}ooo no verifica
la condición C; se tiene

TEOREMA 17. - La irüe rse cci én. de todas las clase.s Kohn,,; !:"~el} no
:semi-analíticas en º el es la clase Kolnel" ; ºel l .

para cada sucesión 1m."}0
00 que no verifique la condición C el ; de dond e por

{JI lema 2 resulta



CAPÍTULO II

(7.1)

(z E Q) (U) .

(z E Q).

(k = 1, 2, ... , n - 1)

z

1arg z 1< Gt 1C /2

D EMOSTRACIÓN . - Mediante las semirrectas

arg z = 6k == ( ~ - ~) Gt 1C

con ), constante para cada 6D de 161< Gt 1C/2, exis te la derivada angular

t (z) - t (O)

§ 7. Definiciones . Condiciones de cuasi-anali ticidad

y los sectores curvos
s; (Zu):

LEMA 8. - Si f es una fun ción analítica en Q con la primera derivada
acotada: Ir (Z)!L MI, y tal que

, ter eí8
. ) - t(O)

lím '8 =)..
r _ D l' e' •

(1') Se puede demostr ar fácilmente también que si f es una función analítica en Q
con la segunda derivada acotada, existe la derivada angular. f' (O).

CLASES DE FUNCIONES CON DERIVADAS ACOTADAS
CLASES CUASI-ANALlTlCAS

En este capít ulo supondremos que Q goza de la propiedad de que la
intersección de Q con cada semirrecta. que parte de O y con cua lquier cir­
cunfere ncia de centro O es un conjun to conexo . Desde luego esta propiedad
la poseen los ángulos

Dado un rec into Q contenido en un ángul o [arg zl < Gt 1C!2 de la super­
ficie de RIEMANN de lag z y con el punto frontera z = 0, diremos que la
fun ción compleja [, definida en Q U ~ Of, es derivable en O si existe la
derivada angular \

1'(0) = lím f (z) - f (O)
z
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(7.4)

(7.5)

(7.3)

(7.2)

I 1
111'ei8 I+ r . rez) d z

l' e'8kI
f (1'e

i8
) ~ f (O) I Lo/ f(1' ei8k

) - feO)
1'e '8 . l' C'8k

y

y ' .

.- 44-

I
f(T e

i8k)
- feO) I <...:..

l ' ei8k 2

para l' < r; = 1'k (E) (h = 1, 2, ... , n - 1), tend remos

(15) Esto no da lugar a confusiones en el caso de funciones de variable real porque,
como se 've fácilmente, las que ' usualmente se entienden por clases cuasi-analíticas coin­
ciden con las clases cuasi-analíticas en O.

E< 2 + ilI110- 6/,1< E

para T C
i8 E º Y l' < 1'0 ( E) = mín {TI ' 1'2' . .. , Tn- J f, cualquiera que sea el nú­

mero E > O, de donde res ulta qu e la deriv ada ang ular l' (O) = O.
. En el caso que A=F Obasta aplicar el resultado precedente a fez) - A z.

. ' Designaremos por Co {.m,,; º f y por C, { m,,; Q l, respectivamente, las
clases de func iones f analíticas en º e in defini dam ente deri vables en el
'punto z = ' O tales que .

If(ll) (Z)I Lo Am.lI (n = 0, J, 2 , )

Jt<n)(z)I Lo A q" m il (n = O, 1, 2, )

para cada z E º Y cier tas constantes A y q dependientes de' f.
Con .objeto de incluir en este capítulo, .de manera análoga que en' el

anterior, algunos resultados para funciones de variable real, en el casó
que Q sea la recta real R, la semirrecta Ao o un int ervalo 1 (OE 1) designa ­
remos por Co {mn ; º f y C, {mil; º f, r espectivamente, las clases de fun cio­
nes (reales o comp lejas) indefin idamente derivables en º que verifiquen
(7.2) o (7.3). Sin embargo como en este caso elpnnto z = O desempeña el
mismo papel que los demás puntos de o sería más propio designar esta s
clases por e] mil ; Q f y C{ m n ; Q f

Por ampliación de la noción de cuasi-analiticidad en el campo real , di­
remos que C; {m,,; Q f es una clase cuasi-ana lítica en O, o por un abuso del
lenguaje cuasi-ana lítica (15), si toda fun ción f de C, {m,,; Q f qu eda unívoca ­
ment e 'determinada por sus derivad as en O, es decir , si cada fun ción
fE C, { m,,; Q f con las derivadas ang ulares f ( n ~ (O) = O, n = O, 1, 2, .. . ,
es idénticamen te nula. Este concepto se extien de de igual forma a las cla­
ses Co {mil; º f .

Antes de pasar ade lante conviene hacer notar que

Co {mn: e } e k, {n-nm,, ; e}

queda descompuesto el recinto º en n sectores tales qu e para todo
;:; = ' re" E º se pu ede determinar un 6k de modo que sea I 0,,­
- O! < a. 1t/n < E/2 MI para n > 2 a. 1t MI/ E. Por tanto, sup uesto A = O,
como
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: 'CLASES ' DE " FUNCIONES ANALlTICAS:" 'CLASES SEMI-AN,lL1TICAS ' 1' . CUASI:,l NALITICAS'

r,' (16) Este teorema ha sido demostrado ya en [14 ;353J pero hemos creído conveniente
'Sin embargo volver a exponer aquí su demostración . . . '

, ,

( larg z\ < a 1i. / 2)

(larg z - ep I < 1i. / 2).

(n = O, 1. , 2, .. .)

(n = O, 1, 2, ... )

¡(n)(o) = O

1f<'1)(Z)¡ L A q" m"

g(z) = ~oo « » ¡(t) d/. .

'que se puede prolongar analíticamente dentro del ángulo A <x+1 haciendo
variar ep : !ep l < a 1i. / 2, en l~ integral

( 00 (- <1»

g(z) = Jo e-zt f(t) d t

y tal qne

para !arg z\ < a 1i./2 es idénticamente nul a si 1m.,,~ 000 satisface CeL+1• Con
este objeto consideremos la función

: ,... , . ,.,.n-l ., ,-

fez) = feO) + reO)~ + ... + f(n-1) (O) "' .
1! (n- 1) !

1 (Z
+ (n ~ 1) ! Jo (s- t)n-1 f(n) (t) d t ,

por el teorema que sxponomosu continuación , no.

:," TEOREMAíS.-Para que las clases Co1m.n ; A ex: ~ y Oo 1111n ;A~J: con a ::::::,., O
.sean cuasi-analfticas es necesario y suficien te que la sucesi6n 1m n ~ ooo 11eá fi­
.que la condición C <X + 1 (16) .

DEMOSTRACJÓ~ . - La concln-~i ón relativa a a = O es bien conocida , por
ello podemos supon er a > O.

La condición es suficiente. Bastar á ver que toda fun eion f analítica en
un ángulo A a. con las derivadas angulares. : \,

válida para las funciones analíticas en º son las derivadas angulares f (V)(O),
'V = O, 1, 2, .. . , n . '

Es fácil ver que no se pued e sustituir en (7.4) y (7.5)lá i_nclusiónpor la
igualdad, ya que por ejemplo la clase - "

s;1n eL" (log n) (<X +1 )n ; A <X ~

conti ene fun ciones f =j= O con desar~ollo asintótico 'nulo y

C,1n (eL+1)" (log n)< <X+;)" ,: A e: ~ ,

Estas relaciones resultan ' inm ediatam ente aplícando" la ' fórmula- de
TAYLQR
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(n = 0, 1, 2, . 00 )

(n = 0, 1, 2, oo. )

C1 arg z - <pI < 1t/2).
A "m ( "' (-IIl)

Ig(z)1=:; Iz ln n.Jo le-zt d t!
Sea . ¡r para ¡e\ L (a - J) 1t/2

O (r e") =
<1 (a1t) (a - l )1t a1t

l ' sen -2- - \61 para -'-. -2---'-- L 6 < - 2-

Aq"m"
Ig(z)1L Iz \" O<1+J z)

para largzl < (a + l ) 1t/2, y

Por una integración de partes se obtiene

1 1"'(-1Il)
g(z) = ~ o e-zt {(" )(t) d t ( jarg z - crl < 1t/2)

pa ra larg zl < 1t/2.

Por tanto, siendo o<1 +1(z<1+1) :::::,. 1 para Re z :::::,. 1, tendremos
Aq"m nIg(Z<1+1)I L Izl (<1+1)" (n = 0, 1, 2, .. .)

para Re z :::::,. 1, de donde resul ta 9 = O Y { = 0, por verificar ~ m,. fo'" la
condición C<1+1'

jg(z)l L A!:~" 1:; cos ( 161- a2
1t

) /-
1

Luego

REVISTA DE LA .<\.CADEMIA DE CIENCIA S EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

y, por consiguiente,

entonces, poniendo cp = ' 6 == arg :; para larg zl < a 1t/2 , resulta

j' ''' ( - IIl) 1 1
le-zt d ti = - = .

o I Izl 0<1+1(Z)

Si a 1t/2 L ± 6 < (a+ J) 1t/2 pondremos cp = ± a 1t/2 :¡: E COIll°< E < Ca+ '1) 1t/2 - 161, obteniéndose as í

r ':Jo le- zt el ti = [z cos (161- a 1t/2+ E)!-1

de donde se deduce haciendo E -+ 0,
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es convergente y define una función analítica en A 11 pues, efectuando un

cambio de camino re sulta

(n = O, 1, 2, ...)

(n = O, 1, 2, . . .)

(n = 0, 1,2, .. .)

= rn"

(n = 0, 1, 2, .. .)

(n = 0, 1, 2, .. .)

2 mil d fl/(11+1)
1 + r / (I1+I)

t'" (O) = °

" 1 ~ooIf<") (z) IL --
11: • o

para [arg zl < C( 11: /2 , Y

lím / (11) (r ei8) = o
~o

para - <¡J2L arg z L - <¡JI siendo °L !P2~ <¡JI L 11: Y l<¡Jk! < cz 11: /2 (k =.'1, 2).

Fin almente, como

1 f +OOi ( - 8)
/ (11 ) (z) = - '-. ezt h (t) tn d l

2 11: t - ooi (-8)

para lel == [arg z!< cz 11: /2 , tendremos

1 f+ooi
( <I>2)

fez) = -2-' ezt h (t) d t
11: t -ooi(<I>, )

para cada ede Iel < cz 11: /2 , de donde se deduce, teniendo presente el lema 8~

que existen las derivadas angulares

con lo que queda así demostrado el teorema .
Como generalización de los ángulos A 11 tiene interés cons iderar aquí los:

p-ángulos A ~) formados por las p ::::::.. 2 componentes larg z - 2k11:/p !< cz11: / 2'
(k = 0, 1, 2, .. . , p-l). Pero 'estos conjuntos abiertos A l P) no son conexos, por11
ello debemos introducir algunas modificaciones en los conceptos anterior-

.2 ZI/(I1+I )-1
hez) = (tl:'+ 1) (1+ZI/(I1+I)Y g(z),

entonces, por ser hez) ,;, -0(1~/ I zrI+Il\I1+I),"l~ : integral

1 . + ooi(-8)

tez) = --o J e" h(t) d l =1= O (e = arg z, lel < a 11:/2)
2 11: -¿ - ooi( -8)

!g(z)1 L ,:J:
para larg zl < (cz + l) 11:/2.

Sea

La condición es necesaria. Como {m" ~Ooo no satisface la condición C CLH

se puede construir una función 9 =!= 0, analítica en el ángulo A 11+1 Y tal qu e-
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0;7t
~tan 2'

.sen e

: e-iO , . ".

e - 1,
cos" -

C/. '

" '(0 <-O <, o; 7tj2)

e
cos e--:- cos" ­

o;

1 2"- z,
-~ =--- 1

l;: Z

z = 2"- z, cos" ! e"
.. C/.

tan (arg 1;) = - tan ( arg ~ )

t endremos

d e S,,- (zo) se transforme en una curva de o; 7t/2 L. arg 1; ~ 7t/2. En efecto,
:siendo para estos puntos s,

, (17) Este teorema con la rest ricción C/. ¿ 1 se puede utilizar también para demostrar
-el teorema 9 de [15 ; 214] , pero entonces se debe aplicar de' manera reit erada porque la
condici ón a. L.1 exige que se tome en [15] (a.- o;') /a.' ¿ 1 o (J. ' ~ a./2.

'Cubre el ángulo [arg 1;, 1< o; 7t / 2, para l¿ que es suficiente que el contorno
s uperior

mente definidos para los recinto s Q con el punto ·Ü6ntera O. Así, designar e.
mos 'por Co .~ mn ; A~) foCo ~ m,.; A~) f·, "respectivamente, las Clases de fun-
c iones definidas en A ~) U fOl , localmente ana líticas en A ~) , indefinidamen­
te derivabl es en O y que además verifiquen':(7.2) o ,(7.3) en A (~). Para esta s
'Clases result a inm ediatamente como consecuencia .del teorema 18 el si-
.guiente: . . .

C OROLA HIO G. - Para que las. . clases C, { m,. ; A ~) f y Co {mn ; -A (~) f
{a > O) sean cuasi-analíticas, es n ecesorio y sufi ciente que {m"f ~ veriiique
.la condición C"-+1 ' .- . , :i '

El teorema ]8 se puede extender también .~ .los sect.ores curvos así: .
TEOREMA 19. - Para que'las clases C; {m,, ; S ~ (zo) f y Co ~ m,,; S,,- (zoH con

'c/. L.] sean cuasi-tmaliticas es n ecesario y suficiente que {mn f,: verifiq1LC
la condición C"-'+1 (17). " . ' . '

DEMOSTRACIÓN. - Para simplificar la exposición supondremos arg z, = O,
é'ón 'estcno hacemos ninguna restricción 'ya:'que se puede pasar de aquí al
-caso general mediante un giro. '

La necesidad resulta inmediatamente del t eorema 18 pu esto que el sector
-S,,- (zo) está contenido en el ángulo A ,,-. '

Antes de pasar a demostrar la suficiencia' de la condición C,,-+! conviene
ver que -el recinto transformado de S ,,- (zo) (a L. 1) por
'. ,. . -' . .. ;.

1;, = Z ( .:; = 2"- Zo 1; )
2"- Zo - z , 1 + 1;,



1
o:7t

sen ­
2

. (OL \1 < 11,)

y

(11, = 0, 1, 2, ., .).

(11, = 0, 1, 2, .. .)

(11, = O; J , 2, ... )

(~) a l;
9 1, = 1 + '(,con

sen OC <p 1

sen o: <p a 7t
sen­

2

o:7t
sen 2 sen" <p :::". sen o: <p

pn) (O) = °

o:7t () ( a 7t )sen - cos" - :::". sen - - () •
2 a - 2

= o: (cot e - cot o: <p) LO

h('(,) = f(g ('(,»
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{(vi (z) = 1 . (" (z - 0"-1'-1 f (n ) (O d t
(n- \l- 1) ! Jo

CLASES DE FUNCIONES ,1NA LIT IC.4 S. CLASES SEM I·ANAUTICAS l' CUASI·A NALlTICAS

tendremos que h es una función ana lítica en el áng ulo [arg '(, 1< o: 7t / 2 con
las derivadas ang ulares

puesto que If<" ) (z)1 L M" Y Ir/ ") (s) I L a n! P OI' cons iguiente, como

00 TI ( 11, - 1 ) ¡\1 al'
= ~ ';H L _ l'_

11= 0 v=O 11, - \1 \1 !

00 M" ( a t ) v 00 11'[ " a" ' 00 ( \1 +k - 1 )
~ _ _ ~ = ~ _ _ '(,v ~ \;1'
' = 0 . \1 ! 1 - \; '=0 \I! 1.=0 k

Mn = sup If( ll) (z)1LA q" mil
zES oc (z. )

Entonces , poniendo

y

J' lal que

J' tal que sus deri vadus h(ll) se p ueden acola r median te los coeficien tes de
'[,,"/n ! de] desarrollo en serie de potencias

Veamos ahora que las clases Co ~ m.,.;S oc (ZoH y co{m,,; Soc (zo) f son cuasi­
una lít ioas si {mnfooo satisface la condición C

OC
+

1
• Sea f una fun ci ón ana lítica

en S oc (Zo) con las derivad as angulares

para O< <p L 7t / 2 se dedu ce

puest o que de

g' (<p)

9 (<p)



§ 8. Clases que con tien en funciones no cons tan tes

que evidentemen te es no cons tante, es analí tica en A a. y sus deriv adas

Para demostrar la suficiencia consideremos como en § 3 la función,
entera

(S.l}

(11. = O, 1, 2 , . . .)

(O Lo ',1 < 11.)

"

Jmlllím - --1- > O.
na. -

. " (11. - 1 ) 11,1 " (11.- 1)(/1, )Ih(") (1;)1Lo ~ . -~ M" a" Lo ¡U" (t" ~ .

\= 0 11. - ',1 v l \= 0 11. .- ',1 ',1

' ( 211. - 1) .
= 11. M"a" Lo A(4 q a)" m"

(_ 1)" n! .: ct d t
f (")(z) =

2 1C i (F +z)"+l l2 (z E Aa.)
a- roo

se pueden acotar en A a. as í

n ! ea I +oo el p nI ea
(n ) ~ Lo - ___ _

If (-,,)1- 21C ay (n+l) - 00 a2+ p2 2 ay(n+1 )+1
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(- z)" 1. 'l "+ioo
e' d lf (z) = ~ - - - - - - = -- - - - ('( = 2-a~1 y a> O),

o [(n +1)'(+1)]! 21Ci ,,-ioo fY+z l2 '- '

REI'lSTl l DE ¡" l fl CADE.IJlA DE ctsscu s EXA CT,lS , FIS/CO-QUIMICAS y NATUR l lDES:

D EMOS TR ACIÓi\". - La necesidad de (8.1) se sigue inm edlatamente corno­
consecuencia de los teore mas 3 y 5 Y de que

C,{mll ; Aa. f C /(o{11.-" m ll ; Aa. f .

y

.M LoM
,, - " (n-v)!

para z E S a.(zo), se tiene

T E OR EMA 20. - Dada la suce sión pos itiva {m" fooo y OLo a Lo 1, pa1"a qu e'
la clase Co{ m,,; A a. f contenga [un cion es no cons tan tes es necesario JI su-
ficien te qu e

de donde resulta , teniendo presente el teorema 18, h = O Y f = O.
Análogament e que en el § 1. designaremos por Q'a. a todo recinto con ();

por punto frontera tal que la condición de ouasi-analiticidad de Co~ m,.; º~ t
sea la C a.+1' Sería in teresante ver si estos conjuntos coinciden con los º a..

considerados en § 1.
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...)

(a" = f (V) (O»

O, 1, 2,

(n = O, 1, 2, . . .)

(n

"__'

vm"
= lím -----;::¡ > O,

-11- n

"-:--- _ -

V
nynm

lím "
- n- ni en

1

n - l a v "1 A q"m"
g (z) - ~ -::;- L 1"'1"-1 '>: (~) '

. o.:.: ...., Ua.+l ~

n I e"
1,' (Il ) (z) IL 2 . LA «»

- 'n l' U 11

1
""(</»

IF (t) r: d tlL mil
o .

para Icpl < 1t/2 y ¡ = o. - 1.

Sea f la función analít ica en Aa.' expresada por la integral

se obtiene una función g, analítica en el ángulo A a.+1 y tal que

para n = O, I , 2, . r., de dond e resulta , pr ocediendo de igual forma que en
el teorema 4, g(z) = ao y fez) = ao•

La condición es suficiente. Si {mn }o"" no verifica la condición e a.-l se
puede construir por el lema 1 una función F , analítica y acotada en el
semiplano Re z ~ 0, positiva sobre el semi-eje real positivo, con los mo­
mentos

para z E A a. Y ciertas constantes positivas A y q, o sea fE C, {mn ; Aa. ~.

Para o. = 1 se puede tornar también, evidentemente, f (z) = e" .

TEOUEMA 21. - Dada la sucesión positiva {m,,};;" y o. > 1,. para que la .
clase {m,,; A a.} con ten ga funciones no constantes es n ecesario y suficiente
qu e {mn }o"" no ve ri fi que la con dic ión C"._I

DEMOSTRACIÓN. - La condición es necesaria . En efecto, si {mn};;" veri­
fica ea.-l y a > 2 por un razonamiento semejante al del teorema 4 se con­
cluye por el teorema 18 que toda función f de C; {m,,; A a. } es una cons­
tante. Sea 1 < a 'L 2, en tonces var iando <r (I <ri < o. 1t/2) en la int egral

.!o "" (<!»
z · e-zt f (t) dt

• o

resulta

puesto que según vimos en el teorema 5 se tiene IC'+zI~ aY para OL a L],

Z E A a. y Re t = a.

Por tanto , siendo m" > O y



: '

úJ

(n = O, 1, 2, . ..)

(- J)" 1(" ) (O) = 1 00 F (t) ty:. el l > o,

para ,Iarg Z - q>I L 7': / 2 Y carla cr de Icr!< '( n /2, entonce s

1 ~OO (-<I»I/(n) (Z)IL - IF ( t I/y) ll /y-l d t
'( o .

fu
00 ( - <I>/Y)

= IF (t) ty n d tlL mil
• o

R!'VISTiI. m: L,l ,tCADEMI ,1 DI<: CIENCIAS EXAC1'AS, FISI CO·QUIM ICAS y NAT URALES

.' 1"

con OL r < p, pertenece a C01rn,, ; A ct} Y

es una función ana lítica en A ct-q ' perteneciente a la clase C01m n ; A
ct

_
q

}

con las derivadas angulares 9 k (Il j (O) = O para n = O, 1, 2, oo oo Por tanto,
por ..el; teorema 18 y por verificar 1m ll lo"" la con dic i ón C ct+l_ q = C(ct-q)+I'

se tien e gk = O para OL k < p, de donde resulta que I es un a función
analít ica uniforme para z =1= O, que por ser además acotada se reduce a una
constante. .

' Par~ a ¿ q la demostración es un poco más complicada . Entonces,
bajo las mismas hi pótesis qu e antes , la función

es una func ión analítica en A ct+l que admite el desarrollo asintót ico

- 52 -

para Z E A ct , pu esto qu e se puede elegir q> de mo do que 1q>1 < (a - J)n/2
y Iq> - arg z]< n /2 Por esto y teniendo presente qu e por el lema 8 se
t iene .

res ulta 'que la clase Co '1m n ; Act 1 contiene Ia función no constante l .
Estos res ultados se p uede n extender a los p-ángulos A;¡') en la forma

siguiente:

'T EOR EMA 22 . - Dada la sucesién positiva 1m n 1;;0 para que la clase
Ca 1m n ; A~) 1 con tenga fun cion es no constantes es necesario JI su ficien te
que 111i~ 1;;0 no ver ifique la condición C ct+l-q ' siendo q = 2/ p .

D ElIIOST R ACIÓN . - La condición es ne cesaria . Esto resulta fácilmen te
cuando a > q. En efecto, en el supuesto que btln}O;: ver ifiq ue la condic ión
Cct+l-q si f E e, 1m'n: A ~) 1 y 'Ik es la restricción de I .en el ángulo
larg z - 2 k n/p l< o: n/2 (h = O, l , 2, . oo , JI - l ) Y 1" = lo,
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§ 9. Un a desigualdad entre las cotas de las derivadas

(9.1)(n = O, 1, 2, . . .)

- 53 -

f (n ) (O) = O

cuando n no sea un m últip lo de p, se r edu ce a una constan te.

para larg z - 2 k 1C /pl < a 1C/2 y k = O, 1,2, Oo . , P - 1 es no constante
y pertenece a e;{mn ; A (~) }.

COROLARIO 7. - Si la su cesión {m" }ooo satisfa ce la condición CCl+I_: con
q = : 2/p, toda función f p ert eneciente a la clas e Co{m,, ; A Cl l. con las deri­
vadas angulares

nI.n" = T " mín qPn- s mpn_.
O,,;s+r<p

(

(2-q ):;; )

fez) = g e 2 z.

TEOREMA 23. - Si f es una fun ción analíti ca en A Cl para O< a L:.·1 e
indefin idam ente derivab le en A o para a = O, entre los números

De esto resulta, de manera ' análoga que en el teorema 21, por verificar
i mn" }ooo la condición C PCl+p-2 que hr(Zl/P) = /lo (r) y gT(Z) = /lo(T) ZT /r! para

p-l
OL:. r < P y f(z)= 2:. 0 0 ( 7.: ) Zk / k ! de donde finalm ent e se sigue que f se reduce

1=0

a una constante puesto que es acotada.
La condición es suficiente. En efecto, si {m,, }ooo no ver ifica CCl+l_q por

el teorema 2] , existe una función no constante g E C¿{m n ; A Cl+2-q }, y por
consiguiente , la función definida en A~) poniendo

en cada ángulo larg(z - zo)! < (a+ 1) 1C/2 con zo > O, de forma que

I

a (r ) 1 A qPn-. m
hr(z) - ~l~ L:. Izlpn-' -l o pn-~z)

=0 Z , . Cl+1

para [arg zl < (a+ ]) 1C/2 y OL:. S + r < p, y

I
a (r ) I A P qnm "

hrCz1
/

P
) - '~~ L:. Izln-l- Bn /Po n (z)

= 0 z . . pCl +p

para larg z l < p (a+ 1) 1C/2, siendo



(9.4)

(9.;1)

(9.2)

n- n,71.. - n
~

gly) = Im I(x + i y),

1512(11 ) (y)1 .L. 2 M~'-" l M~,-",
• 1 :

y

M" = ·sup 1/(11) (z)l ,
z E A

et

q"'lrl B rl:-Ul RlI ~- U I

111 II ~

M" .L. 4 lI1~,- ", M~,-",, ,

A = 4 Y q = 1. pam '( = 1. - o: = O

11m h " f (") (x + i y)} I

gl(y) = Re f(x + i y)

REVISTA DE, L.t1 IlC/lDE MIA DE CIENCIA S EX/l eTAS , FISICO-QUlMIG/tS . y ' NATURALES

A = 8 1t Y q = 2e (l + _1_) .L. 21+1
/ -,. e pam '¡' = 1. - o: > 0' .

. '(

! Re ~ i" 1 ( 11 ) (x + i y) ~ I = !g/") (y)1 .L. 2 M::,- II, M~,-" ,
, a

n - n n-n
-'- - -'

• Este teorema se encuentra reproducido en [2'; 534J .
(18) Véanse G OR NY [5J , K OLMOGOR OF F [7J y l\[ANDELDR O.T T (lO ;. 210-222]."
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que es uniformemente convergente en cada sect or

~ [arg z- ¡ ep i < o: 1t/2, !zl < R ~

ind efinidamente deri vables en la recta para cada x > O, tendremos

y .

de donde resulta (9.4).

Como la desigualdad (9.3) se reduce a una trivialida d para Mil = 00 o
¡U" = 00, podernos suponer sin ningún in con veniente N( , y M" ' finitos .

En' este supues to para establecer (9.3) en el caso O < o: < i con sid era remo s
la función ana lítica ga definida en Al haciend o variar ep (1 <p1 < 1t/2) en la
integral

1
00(- <1»

1. t - -,.II t - -""
ga(z)= o (l + ty ( l+ n¡ ) ' (1. +'Yl..! ) ' /(a+ z fY) d t

En efecto. ap licando la desigualdad de GORNy-KoLJIIOGOROFF(18) a las funciones

DEMOSTRACIÓN. - En primer lu gar , vam os a probar que para o: = 1. se
ver ifica

y

dete1'min ados por

con

B" .L. A

existe la velacurn.



11-11
I

BI1 - 11a ,11,Bn~-nl
11

1

n- nI
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Ahora bien , como

Ig(;) (0)1 = 11(11) (a)1 l OO (~'Y: tj (1+~ r 'Y", (1+~ r 'Y

l1

, d t

~ 11(11) (a)1 f '" e-2(I+ 'Y) t t 'Yl1 d t = (yn) ! 11(11) (a)1
-- J . [2(1 + '( ) J 'Y"+l

('(n)Y11
~ 4[2e(1+ '()]Y11 11'(11) Ca)l,

1(/.) = O [(1 + \t i)",].

p ara cada a E A (l' de 'donde resulta inmediatamente (9.3).

Por tanto, por el resultado previamente establecido para Cl = 1 se sigue

De esto res ulta

tendremos

An álogamente.

ioo 1'lr¡'YI1, 7r rr
¿¡VI - - - d 1'= - 1l,.¡'Y", 111 = - B
- 11, 1 + r . 2 11, '2 ",

o

p uesto que par a cada z de A l se puede elegir (p de modo que I ~ I < 7r/2 y
1'( ~ - arg zl < Cl 7r / 2, Y pa ra [arg t! = 1- ~I < 7r/2 se ti ene

\1+ ,~ I ~ I ~ I y 1
1+* 1~ 1.

p or ser



(9. 6)

(9.7)

(9.8)

n-n,
B" -n2 ,

n

1 - a)

n - n,
B" -n, ,

n,

B" -na ,
n,

n - n n- n
, 1
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conu, Lo A qyk B/- k/" Bk/v

existente en tre las cotas

n - n n- n, ,

REVl ST,1 DE LA ACADEMIA DE CIENCIA S EXM:7',lS, FISICO-QlJ1MICAS y NATURALES

r 00 (-1\ ) 1 ( t) -11 ( t) - n

ga(Z) = Jo (1 + t)2 1+ ~ , J + 'n:! ' fea + Z t) d t

J00 1 ( t) - 11, ( t) - 11, d t
= ( / \2 1+- 1+ - f(a+t)-

1+t z) ~z - 'n:!z z

para n l Lo n Lo 'n:!.

En efecto , aplicando la desigualdad (9.6) a f (n , ) con k=n - ~ y V='n:!-n¡.
ten dremos

Mn = sup I f (n) (z)!
Z EA(1

eorreepoiulierues a una fun ción analítica en A (1 para a > °e indefin ida­
m ente deriv ables en Ao para a = 0, se deduce la desigualdad

Esta demostración vale también para a = O pO I' ser

d e donde poni endo u = 'n:! / 'n¡ resulta

para ~ Lo n Lo 'n:!.

En part icular para a = °de (9 .5) r esu lta

una fun ción ana lí tica en Al para cada a E Ao-

OBSEUVACIÓN 10, - Utilizando las desigualdades de M ARKOFF y de
S. BERNS'I' EI N, GORNY y R.- CAUTAN demostraron en 1939 y ]940, respectiva­
mente, la 1'clación ,

«, Lo ( e~vr!~loH/" M~/v (O Lo lí Lo v) (9 .5)

entre las cotas Mo, Mk y iYI" de una función i, v ve ces deri vable , y de su s
derivadas f(l") y feV) en la sem ir recta Ao.

O n s ERv.\ CIÓN 11. - De toda relación del tipo



(9.9),

(n = O, I , 2, . ..).

n-n
I

B" - n, 1

n,

(OL::. IZ ~ 1)

n - n,

n

O<lím-- -

:¡m
ll

lím Cl-1 = O-- n
n

C J m . A l ec J n (Cl-1)" . A l
01 n ' ex. ( O) ' Cl. ( •

(19) En el caso que

jm
lím __" = O
_ n Cl - 1

"
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De esto se deduce finalm ente, teniendo presente--vn n(Cl-l)i1
lím < 00,

n m"

qu e ambas clases Co~ mn ; A Cl } y .Co~ n (Cl-1)n ; A Cl} son idénticas.

OBSERVACIÓN 12. - De la misma forma qu e en el corolar io 8, se puede­
demostrar que si

la clase Co ~ m ll ; A Cl} contiene solamente funciones constantes . Recordamos'
que esta conclusión se demostró po'"!' Ot1'O cam in o en el teorema 20.

Dada la sucesión pos itiva ~m,,}ooo designaremos por ~m,,(Cl)}oOO la suce -­
sión que viene determinada por la condición de que ~ n (l-Cl)" m n (Cl ) }ooo sea la.
regularizada convexa logarítmica de ~,n.(l-Cl )n m

ll
} 000 (19) .

TEOREMA 24.-Si OL::. IZ L::. 1, las clas es Co~ m n .; ACl } Y COhnll (Cl) ; ACl } son­
id énticas.

puesto que para u :::". 1 es (u - 1)UU¡ (1- U) L::. 1, Y nn L::. enn !

COROLARIO 8. - Si OL::. IZ L::. 1 Y pam la sucesión ~ m " }ooo que define lo.
clase Co~ m ll ; A Cl } se ti ene

s, L::. A ()4Y) " y s, L::. A (A({'')" n (Cl - 1)n

Por tanto, f E Co~n(Cl-1 )n ; A Cl } Y

la clase Co~ m ll ; A Cl } coincid e con la Co~ n (Cl-1)n ; A Cl } ,

DEMOSTRACIÓN. - Aplicando la desigu aldad (9.3) a cualq uier función:
f E C, ~ m ll ; A Cl } con n¡ = O Y~ = '1 ---+ 00, resulta
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(9.10)

(a > O)

(n = 0, 1, 2, Oo .).

(n = 0, 1,2, Oo.)

(n = 0, 1, 2, Oo .)

y

I
f cn ) (o)~ ra+ioo et I

Ig(n)(o)! = 2 7t i . a-;oo - l-- "-Y+ 2- d t

1fcn)(O)1
- - --'-- ::::::,.. 1e I IY" ny n IfCn

) (0)1.
(---n¡+ 1) ! I I

1 1a+ ioo et

g(z) = - -o - . j(z P) d t
2 7t t a r-ico l."

t t - n n- u
a 1

n Yfl Ifcn) (0)1L. 4 ¡C¡!-Y"

M" = sup Ifcn) (z)1
z E Aa.

DEMOSTRACIÓN. - Se ve fácilmen te que

ea
IgCn ) (z)1 L. - 2 aY"- l lv/"
, I

.para cada a> 0,
IgCn ) (z)!' L. 2 en n Y

" .7\1n = 2 en s,
.Y

.y, por tanto,

s iendo 1 = 1 - 0:,

B; = n Yfl 111n

De estas desigu aldades se deduce inmedi at amen te (9.1O) t eniendo pre­
-sente la desigualdad (9.4) ex iste nte entre las cotas de la función g, analítica
-en A1, Y de sus derivadas.

'es una función analítica en el ángulo Al' que no dep ende de a, puest o que
.t es acotada y analítica en A a. ' Además .

1 f'e-l-Ice et

gC") (z) = -~ _ ? f Cn) (z P) d t
2 7t t • a -joo t ny+ •

y, por tanto,
Cojm,,; A a. ~ e Coj rn"ca. ) .: A a. ~ .

C, j 1'11.." ; A a. ~ = C, j m" (a.) ; A a. ~ .

.TEOREMA 25. - Si j es 'Una fun ción analítica y acotada en el ángulo A a.
-de amplitud o: rt > 7t e indefinidament e derioabl e en °es vá lida la des­
igualdad

'Luego

DEMOSTRACIÓN. - Evidentemente , pu est o que m nCa. ) L. m n se tiene

Cojm" ca. ); Aa. ~ e Coh 1", : A a. ~.

Recíprocamente , de las desigualdades (9.3) se siguen para cada función
f E C, j m·n ; A a. ~ estas otras

Ifcn) (z)1L. A q(l- a. )" m,,(a. ) (n = 0, 1, 2. .. .)
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(10 .1)

(1' = 2 - a)

(n = 0, 1, 2, .. .)

(n = O, 1, 2, .. .)M" = sup If(") (z)1
z E n

y

g(z) = 2; (- z)" I
• ,,: 0 [ (n+ 1)1' + 1J .

'es m,,(ct) =i= O para todo n y poniendo

1, ~mll > O
nn (1- 1-n

u

podemos definir como en el teore ma 7 la función

jmn
lím~ = O,
- n

"

D ElIlOSTRA CIÓN. - En el caso que

§ 10. Fun cion es caracterís ti cas , Clase s equiv alen tes

la clase C01m n ; A ct }' según hemos visto en el teorema 20, cont iene sola­
mente funciones constantes y entonc es el t eore ma se re duce a una triviali­
dad, por ser cada función constante una función característi ca de
C01m n ; A ct }.

Si

finitas , es función caracteris tica de la clase C,1M,,; Q} p ero no de nin­
quna otra.

D EMOSTRACIÓN . - Se pued e proceder de igu al forma que en el t eorem a 6.

T EOREMA 27. - Si O¿ a ¿ 1, toda clase C,1m,,; A o: } pos ee fun cion es

caracieris ti cas ,

Se di ce que f es una función caracter ística de una clase C,1m n ; Q} si
p ertenece a ella pero no a ninguna otra clase Cu1m.,.' ; Q} contenida en
C01m.,. ; Q L

TEOREMA 26. - Toda función analítica en el vecinto Q con el punto
front era O, qu e sea indefinidamente derivable en O y con las cotas de las
«lernxuuu



2, . . .)(n = 0, 1,
(- 1)" n ! Sil

[ (n+ 1)r + 1] !
a =n

f ( ll) (O) =

para todo n , cua lquier clase Cojm,:; A a. f que contenga a f con tiene tam­
bién a Cojmn; A a. f == Co j m.n(a.); A a. f y, por cons iguiente , f es fun ción carac­
ter íst ica d e C¿j m,.; A a. }.

De manera análoga qu e en el teorema 8, vamos a ver : '

TEOREMA 28 . - Si la sucesión j n (I-a.' )1l m n foCO es logarítmicamenle con­
vex a y a' > a > 1, la clase C;jrn,,; A a. f posee fun ciones características .

DEMOSTHACIÓN. - Se pu ede proceder de igu al forma que en el teorema 27
tom ando

y

- 60 -

( CO (-<l»
g(z) = Jo ex p j- z t":' - tf d t

para [arg z - (a' - 1)q> 1< 1C /2 y variando 'fl en 1<p1 < 1C(a-J )/ 2(a'-1) =
= o1C /2 < .1C /2. po rque j f3nfoco es una suces ión logarít.micamente convexa Y!l
es una función caracter ística de la cla se Cojn(a.'-l)n; A a. f==Coj [( a'- l )n] 1;Aa. f.

REVISTA. DE L/l ACADEMIA DE CIENCIAS EX/ICTAS , FISICO-QUIMIGAS y NATURA I,ES

CO 1-
s Lo B 2:. - = 2 f3 = ') n (I-a. )n m. (a.)

n - '1I112V 1& N 11 .

Como por ot ra parte se pueden hallar dos constan tes positiva s A y q
de modo que

y por ser j f31l fo co logarítmicamente conve xa se obtiene de igual forma qu e
en el teorema 7,

siendo

Esta función, qu e como se ve fácilmen te es en tera, ti en e sus derivadas
en el origen

y pertenece a la clase Cojm,,; A a. f == Co j m,,(a. ) ; A a. f, pu esto qu e por la
demostración del teor ema 20 resulta
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(10.3)

(n = 0, 1, 2, .. .).

(n = 0, 1, 2, . ..)

y

--v" m (1)lím ~< oo.
u 111Jl

I(a' - 1) <p - arg zl < 1C /.2 .

l
OO ( - 4»

Ig(") (z)1 L. !exp 1- z trL
' - 1 - t} «''-'- I)n d t i

o '

100( - 4» ' [ ( ' l)¡i -j 1
L. Ie- t t(rL'-I )n'd [. L. .a - ,
- " ' I - c os (rL'- I )n+l (8 1C / 2)

para z E A o: pu esto qu e entonces se puede elegir <p de modo que

Esto último se sigue por ser 9 analítica en A rL Y poderse acotar sus deri­
vadas así' .. " , !

DEMOSTRACIÓN . - La suficiencia r esulta i~mediatamente de la definición
·de clase ,

.y además sus derivadas en el or igen valen:

;g\")(O) = (- 1)" ( 00 e:' t,crL'-I )1l d t = (- l)n [(a' - l)nJ !
.Jo

Como se ve fácilmente, esLos resultados se pu eden exte nder en la forma
'siguiente nrecintos más gene rales : " ,

TEOREMA 29 . - Se a a' = a pam °L. a L..J y (1,' > a para a> 1. Si :º
es un recinto (un uüeroolo }Jam a = O) con ten ido en A rL con °por' punto
[rentera y 1n (l-rL')" m" }0

00 es una suces ión logarítmicarnente conve'xa , la
-clase C,1m,, ; Q} con tiene fun ciones caracter ísticas,

Diremos qu e C;1m n ; º } es una clase no trivial , si contiene funciones
'no constantes , .

TEOREMA 30 . - Si O L. (J. L. 1, existe una clase C01m'n * ; A rL} mínima no
.trioiol : esto es, contenida en cualquier clase no trioial C01mn ; A rL }. La
-clase que posee dicha propiedad es C01n (rL -l)n; A o: } . Por' el contrario para
'a > 1 no eansie ninguna clase Cohn;,* ; A a: } mínima no trioial.

DEMOSTRACIÓN. - Basta proceder como en el teorema 9, con la salvedad
'que aquí se deben utilizar los teoremas 20 y 21 en lugar de los teoremas
3,,4y5. " ' '"

TEOREMA :n. - S ea a' = a para OL. a L., 1 Y a' > a para a > 1. Si º
-es un reeini« (un uuernolo para a = O) contenido en A a: con O por punto
jrotuero. y 1n (l-rL' )" 1/ln (1) } 000 es una sucesión loooritmicamente cQnvex'a:
:para que la clase C,{m, (1) ; o} esté cont enida en C,1'l'nn (2) ; e} es necesario
y suficiente que
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(10.6).

(10.5}

(lOA)
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,,- --c=-=---y m (2,a)
0< Hm " (I,a ) < 00,

n n1."

" -~..,,..,....--V m (I, a)
lím " (2) < 00,
" m"

V'm.,, (I' )

lím a -I > O-- n
"

]1(1;)'a que la clase CO{ m,.(I); A a f esté con ten ida en Co{m,,(2) ; A a} es n ece­

serio y suficiente que

, J m,.(I)
lím a-I > O,
-- n

n

esto es , que {m,Y ) fooo y {mn(2) }ooo sean expon en cialmen te equiv alen tes .

COROLARIO 10. - Con las mismas notaciones que en el teorema 31, si
) n (l-a')" m" }OOO es logar'ítmicamente convexa, las funcione s caracteristicas f
de Co{ m ,,; Q} es tán caracterizadas por la propiedad de que {m" }0

00 sea
exponen cialmen te equivalente a la sucesión {.M,, }0

00 de cotas de las deriva­
das de f determinada por (10.1).

Teniendo en cuenta el t eorema 24; r esulta del teorema 31:

TEOREM A 32. - Si OL. .o: L. 1 Y

sien do {m,,(I,a) fooo la sucesión determuuula por la condición de que'
{n(l-a)" m,, (I,a ) }ooo sea la regularizada COn1leXa logarítmica de {n(l-a)"m,,(I) fooo.

COROLAIUO 11. - Si OL. o: L. 1 Y

COROLARIO 9. --'- Con las mismas notaciones qu e en el teorema 31, s~
{n (1-<1 ' )" m"(1) }000 Y {n (I - a.. ) " m ;/ I) }000 son logarítmicamente conv exas, para:
quelas clases Co{1n ,,(I) ; Q} Y Co{rn n (2) ; Q} sean idénticas (o equiv alen tes) es
necesario y suficiente que --y" m (2)

O< lín~ m"(1) < 00,

II "

pam k = 1 Y 1,: = 2, pam que las clases Co{m"(1) ; A a } Y e,{rn" (2) ; A a}

sean equiv alen tes es necesario y su ficien te que

La necesidad ' de (10.3) se sigue de que C, {m" (2) ; Q} debe contener a la:
función característica f de Co{ m"(1) ; Q} que se puede construir en el teore­
ma 29 de forma semejante que en los teoremas 27 y 28 Y que goza de­
la propiedad de que
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§ 1J. Funciones cuasi-analítica.s r:on las mismas derioadas en el o1'1gen-

(10.7}

= 00,límo

jmn0< lím - - -¡- <oo.- - n a -

= Olím

"__~
V

m (a)
lím (: - I ) ll = oo.

II 11,

las funciones características f de Co{mn; A CL } est/m: coracterizados por la:
propi edad de que {m,,(CX) fo"" sea ex ponencialmen te equiv alen te a la sucesurn.
{Mil }o"" de cotas de las derivadas de f deicrmiruulas }Jo?' (10 .1).

, Jmn
hm~>O,
- - 11,

u

COR OLARIO 13. - Si Ó ¿ z ¿ 1 Y

Como ya hemos di cho en el § 5, fue G.-\.HLElIIA'" quien planteó la cues­
tión de ver si la reunión de dos cla ses cuasi-analíticas en un intervalo
es también una cla se cuas i-analí tica . Est e problema resuelto por SAN Juxx
en [16J, [17J Y [19J , fu e también estudia do por MANDELBlIOJT en [9J y
BANG en su tesis [1; § 7J , siendo este último el qu e más ha profundizado­
en esta cuestión para el caso de la recta , pues, ha dem ostrado el impo r­
t ante:

DEMOSTRACIÓN. - En efecto, si se verifica (10.7) por el corolar io 8 las.
clases Co~ mil; A a f y Co{ n (a-l)ll ; A a } son idénticas , y si

la clase Co{ m n ; A CL f no puede ser equivalen te a Co{ n (a-l )ll ; Aa} ' ya que
en el primer caso Co~ m n ; Aa} contien e solamente funciones constantes y
en el seg undo por el t eorema 32 no puede estar con ten ida en C;{n (a-l)ll ; A CL t
puesto qu e entonces, como se ve fá cilmente , se te ndr ía

donde ~ mn(k,a ) fo"" es la sucesión determinada P07' la condición de que­
rnp-a)ll m

n
(1" a) fo"" sea la reqularizada convexa logarítmica de {n(l-a )nmn (k) ·f o"".

El corolario 8 se pu ed e completar ahora así ~

COROLAiUO 12 . - Para que la clase Co{ mn; A a f sea idéntica a
C,{n (a-l)n; A a f, en el supuesto que O¿ (J. ¿ 1, es ne cesario y suficient e'

que



+ o = 2 - (1 - o»)

(n = O, 1, 2, ... ).

(Y =

'(n == 'O, 1, 2, .. .),

(- z)"

[(n + 1)-( + 1J !
hez) = 23 ~--'---=---

o

. go(z)
g(z) = (z- 1j'

Qe donde se deduce que

Por otra parte, según la demostración de l teorema 20 ;

es una fun ción analítica en el mismo ángulo con

REVISl',1 DE L,I ,1C,WEMIA DE CI ENeI,l S EX ,1Cl'AS. F/SI CO-QUlM ICAS 1- ' N,17'URM.liS

TEOREIIIÁ 33. - Dadas las clases C1m ,Y)} y C1 m~ (2) } de [unciones ind«.
[uiuiamente derivables en la recta, pam que cualqui er función de
Cj m,Y)+m,.(2) } se pueda descomponer en suma de dos fun cion es de ambas
clases , es necesario y suficiente que las suc esiones 1!J.n (1) } 0

00 == 17n"(1) } 0
00 !J

j IJ-n(2) }OOO == 1mn (2) foCO, qu e las definen, se p1({~dml, eleqir de modo qu e »er i­
liquen las hipótesis III o H2 de § 5, o sea :

n, Las su cesiones j IJ-n(1) } 0
00 y j IJ-n (1) } 0

00 son logarítmicam en te convexas.

H2 • La máxima minomnte 7t de la.s dos poligonales 7tl y 7ti que tienen
por vértices los puntos (n, log IJ-,,(1» y (n, lag [Jo/Y » es convexa.

De forma más modesta y de manera análoga que en el § 5, vamos a
e studiar ahora ent r e otras cosas si es posib le encont rar dos funciones dis ­
tintas, analíticas en el ángulo A ;. per tenecient es a las clases Co j m,Y); A a: }
.Y Coj m ,, (2) ; A a: } Y con las mismas derivadas angulares en O. Tod o ello
naturalm ent e en el supuesto que 1m " } 0

00 == 1m,Y) + m,,(2) }ooo no verifi qu e
la condición Ca:+lo .

T E ü HE!>IA 34.-Se an m" = n/'n (l ) + m,, (2) , OL. a L.l y OL. OL. 1- a , si
j na~ m" }0

00 no satis face la condición C a:+1H y las sucesiones 1na"m"(1) }0
00 Y

j na" 1n"ll (2)}ooo »erüican. las hipótesis H, y H2, se pueden encontm1' un par de
funciones distintas , 11 =/= 12, p eri enecien tes resp ectuxunente a las clases
C01mll (I) ; A a: } Y Coj m ll (2) ; A a: } Y con las mismas anqulares en O.

. DEMOSTHACIÓN. - Aunque la demostración es análoga a la de los teore-
mas 11 y 13 creemos con ven ien te desarrollada. En primer lugar, probare-

mos el caso OL. 0< 1- a . Como 17n,,}ooo =='1nan m ,,}ooo no cumple la COIl ­

d ición Ca:+Ho existe una función go=/= O analítica en el ángulo larg (- z)l<
< Ca+ 1 + o) 7t/2 , cont in ua en su contorno r formado por las semirrectas
n rg z = ± (1 - a - o) 7t /2 y tal qu e



( k = 1, 2; n = O, 1, 2, . ..)
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(n = 0,1,2, ...)

. (7. = 1, 2)

para t E A, m~¡') = n 6n m~') y ciertas constantes positivas A ¡, Y q¡, .
. Así se obt iene que

M~) =lh(Z~)G¡,(t) d t

Ifk (ni(z)1L r Ih(n) (z t) t: Gk (t) d ti
.Jr

(20) Así como para a: > O y cada x > O, según el lcma 5, se pueden encontrar va­
lor es a > O de modo que dicha integral sea distinta de cero, esto no es posible para
« = O, como veremos y sacar emos de ello partido en el teorema: 35.

construida con este valor de a es una función analítica en el ángulo
[arg (- z)1 < (a+1+o) 'lt/2, continua en I' con

-es una función ana lít ica en el ángulo A CJ. para a > O e indefinidamen te
der !vable .en la semirrecta Ao para a = °(a = (1 - o) - (1 - a - o») perte­
neciente a la clase Co{ m;( k) ; A CJ. }, pues,

.·CLASES DE FUNCIONES ANALITI9AS. CLASES SEMI·ANALITICAS y CUASk i NALIT ICAS

I(z - lYG(z) znl LA m n (n = 0, 1, 2, .. .)

para [arg (- z) L (a +1+o) 'lt/2 y una constante A > 0, y

l Grt)tn d t = O (n = 0, 1, 2, ... ).

Por tanto . por el t eorema 17 [19; 36J de SAN JUAN , se .puede descomponer
(t- 1)2 G(l.) sobre r en diferencia de dos funcion es (t-:-lt G2(t) y (t- 1J G¡(t)
tales que

en el ángulo [arg z[ L (1 - o) 'lt/2: -Por 'consiguiente, por el lema 5 se puede
determinar a > °de forma que la integral

i h(x t) gel)
--'-'---=--'-'- d t

t - ar '
no sea idénticamente nula para x > O (20) .

La función .

G(z) = a.(z)
. z::-a

es una función entera con las derivadas

I
h (n) (z)1 L 2nl en L~'

nYR n 6n
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elt =1= °

('Y = 1 + 0= 2 - ez),

(n = 0, 1, 2, oo .)

(n = 0, 1, 2, o • • )

(k = J , 2 ; n = 0, 1, 2, .. o)
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he z) = ( CO h{z t)G,,(t) d i- Jo

m..,.
IC(l)t"1L

(l + tf

t CO

G(t)t" el / = °

hez) = ~ [(ri +1} ( + 1] !

A q 11 m ( k)

IG¡,(t)t"! L k ( ~ + t)2

entonces

para t ~ O. Por ta nt o, se puede descomp oner de igual form a que antes•.
G en diferen cia de dos fun ciones C2 y G1 tales que

para t ~ O, mn (/ ' ) = n OIl mil (k ) y ciertas constantes positivas Ak y q¡,.
Sea

para x > O.

Sea o = 1 - ez . Entonces , como por hipótesis ~ mil foco == ~ n O"m ll foco no sa­
tisface la condición ~ existe por el teorema 4 de [16 ; 339J una función G=FO.
continua en Ao = (O, 00), con los momentos

2 " J"L _ e_ IG(t) r d t i- nO" k
r

1/")(0) _ /1(11)(0) = h(n)(o) ( [Gil ) - Glt)] t" d t
Jr -

= h(II)(O)I G(/) t" d t = O
r

y

y /1 -=!= 12 puesto que

j" /" h(x t) 9 (t )Mx) - Mx) = ]¡(x 1) C(t) = t - a
r . I'

para z E A " , n = O, 1, 2, ' o o, y Bk > O.

Además,
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Y.
V'm (k)

lím n = O
An
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(
' ''' G(t~
-~._- el t = O

• o 1+ "

para [arg zl < 1t y, por tanto , G = O.
Como consecuen cia de este teorema y del lema a resulta:

COIWLARIO 14. - Si O Lo o. Lo 1, cualquiera que sea la sucesión positiva
D,. fD'" con

y 0.' > 0. , ex iste un pa?' de fun ciones distin tas, /1-=/= f2' per tenec ientes res­
pectivament e a dos clases, Co{ m.(l) ; A Cl f y Co{ m.(2) ; A Cl l , tales que

Finalmente,

1
, A.
lm-- = 00

n n Cl
-

1

para He z > O y

y i, -=/= f2 puesto qu e si fuese t. = /2 resultaría

es una fun ción analí tica en A Cl para o. > O e indefinidam ente derivable en
Ao para o. = O, Y perten eciente a la clase C,{ m. (/'1 ; A Cl f, pu es , corno se ve
fácilm ente
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semirrectas

(r = 1 + o = 2.- (1 - o»)

g(z) =

(- z)n
hez) = ~ -~~-­

o [(n + 1)¡+ l)J !

un a función entera ta l que Ih(z)1L. 2 sobre las

arg z= ± (1 - o) 1t/2

Ih(z)1L. ~~ < A e(!+€) p'!Y,

I o ('(n) ! o:

sobre la circunfere nc ia Izl = p para cada E> °y A e > 0, por un teorem a
de HEINS [6 ; 242J res ulta I "

¡h(z)1< 21exp ~ (- zY!Y ~1

para [arg (- z)1 < ¡ 1t/2.
Por tanto, si go =/= O es la función qu e se puede cons truir de' manera

semejante a la del teorema 34 para a = 0, poniendo

exp'{- (- xozY!Yf
(1 + (_ ZY!2)' go(z),

y

REVIS1'A DE LA ,tC AVEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATC RA I.ES

y, por tanto , que ambas clases C,1m " (1) ; A ex. f y C,1m,.(2) ; A ex. ~ son cuast­

analiticas.
En el caso el =°se puede mejorar el teo rema 34 en la 'forma sig uien te :

TEORE"IA 35, - Se an m" = m ,.<I) + m n(2) , OL. oL. 1 Y x o > 0, S'l

~ n 6n m" ~ 000 n o satis face la condición e 1+6 y las sucesiones 1n 611m
ll (I)f 0

00

y ~ n 6n m
ll

(2) ~ ooo v eri fican las hi]JÓ!cS'Í.s HI y Hz, se pueden. cncont1'ar un
par de func iones indefinidament e derioab les y dis tintas, t. =/= f2' per tene­
cien tes respectiv am en te, a las clases C1m,. (I);A o ~ y C~mn (2) ;Ao~ y tales
qu e f¡(x) = fz(x) para x L. Xo·

D EMOST RACIÓN . Siendo

~m (k )

1, " °In l ex. .LI =
- n'

11

se sutue

y con las mismas derivadas angulares en O. Ademús las suce siones
,{ n (l-lqn mn(I) ~ oOO y {n(I-ex.)nm,, (2)~000 se pueden elegü' logarítmicamente con -

ve x as.

O BS ER VACIÓN 13. - Si en el corolario 14 se elige la sucesión 1A" fo
oo de

form a que
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/, -+ O
t -+ 00

(t :::::,.. O)

para
para

(jarg (- z)1 ¿ (1+o) 1t/2), '

h(t) = ,0 (1)
h(t ) '= 0(1/1)

y
y

,~
h(x t) 9 (t)
---'-----'-~...:... d t ~ O,

t-a

G(t) = g(t +i O) - g(t - i O)

G(z) = g(z),
z-a

G(t) = 0(1)
G(t) = 0(1/ t)

extendida a lo largo de la línea r formada por las semirrectas arg t =
= '±. (1-" 0)1t/2 , es idénticamente nula en el ángulo [arg zl < (1 - ,o) 1t/2
para OL. X < xo, pero no para todo x > O seg ún el lema 5, por tanto come?
podemos determinar a > O de 'forma que '

! '

si ponemos

y observando que

1"" - sen Cx t'j/2+CX t'J/2 rce

. o' G(t) . (x tJ/2 ' d t =Jo G(t ) h (x t) d t = O ; .

para OL. X L::. Xo pero no para todo x :::::,.. ,O, pu esto que en caso contrario,
siendo

y procedemos del mismo modo que en el teorema 34 queda demo strado
el teorema.

En el caso o = 1 se llega a la misma conclu sión poniendo.

pon. el lema 1: resultaría g(t +i O) - g (1 - i O) == G(t)= O para ' t > O;pór
lo que sería g, una funci6nentera y, por tanto, 9 = Cte

, = O Y go = O.

TEOREMA 3G , - Dada 'Una sucesum. positiva ~ ¡J."}o"" qu.e no verifique 'l a
condiciónCa._1paraa>1 , si ~m,,/¡'¡"'}o"" == Hm,,(l) + m .,,(2))/ ¡.¡.,.}o"" no saiisjace la

c~ndición e, y el Pa?' de sucesiones ~ m" (1) / ¡J." }o"" y ~ m "(2) / ¡J." }0
00 v eri fi can . las

htpótesis H1 y H2 , se puede encon trar un par d e fun ciones analíticas distintas ,
t. =/= f2' pertenecient es respectivamente a las clases Co~ m" (1) ; Aa.'}' Y
Co~ in" (2) ; A a. } Y con las mismas deriuadas anqulares ~n O,

" DEM?STRACIÓ N . - Como por hipótesis ~ m"(1) }000 :=. ~ m" (1)¡¡J." }o"" y
. _.; .. '. .

lm,, (2)}0"" == ~ m,,(2) / ¡J.,, } 0 "" satisfacen H1 y H2, Y ~m,,} o"" == {1n ,,(l) +m~(2)}Dco
no verifica ~, se pueden encontrar 'por el teorema 34 d?s funciones gl =/= (/2

pertenecientes a las clases Co~ m,Y ) ; Al} Y e,~ m" (2) ; Al} , respectivamente, y
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(lU~)

.,
(h = ] , 2).

para l -+ O
para ", l -+ 00,

. (k = 1, 2)

< 00,

g(l) = O(l)
g(t) = 0(1)
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11' __

Vm
n

(k)

lím A
n

OC+l = °

y

lím

y

F(tI/Y) tl /Y- 1 = O(el)
F(ti/Y) t1/ Y- 1 = O(c a)

-: J m,.(k)
lím . = O
-n- ' An

OC
-

1

'" 1
~ -

o An

Finalmen te, i, =(= [; En efecto , si fuese i, = f2 se tendría

j O ", Ji'~ t1/Y) t 1/ y - 1 g(x l) d t == O
o .

se 1?uede encontrar un pU1' de [un ciones ana l·ític as distintos, t. =i= t2' perl e­
neci ent es respeciioamente a dos clases Co{?n,,í!); A

oc
} Y Co{mn (2) ; A oc } tal es

que

D ElIlOSTHACIÓN . - Se puede proceder como en el coro lar io 3 pero apli­
cando el teorema 36 en lugar del teorema 12.

O BSE RVACi ó N 14. - Si en el corolario 15 se elige la sucesión {An}o'" de
forma- qu e '

92 - 91 = g = °o Ji' '= 0, lo que va contra la construcción re alizada .

. CO~OLARIO 15. .---: Si o: > 1, cualquiera que sea la sucesión ..po sitiva y ni)

decreciente { A" }o'" que haga convergente a la seri e

para x > O y g = 92 - gl' de donde resultaría por el lema 4, teni endo
presente que

para 'ia rg zj--< o: 7t12 y elig iendo <p de manera qu e lep - arg s] < 7t / 2 --;-.y
l<p! < (o: - 1) 7t / 2, ' resulta de igual form a qu e en el teorema 12 qu e las
funciones analíticas f1 y .fa pertenecen resp ectivamente a las clases
Co{ mn (1) ; A oc } Y C,hnn(2) ; A oc } , con las deri vad as ang ulares

t1(n)(0) = gl (n ) (o~Co F(t) l"Y at = ga(lI)(O) lo'" F(t) lny d l = /2(n)(0).

con las mismas derivadas angulares en O. Sea F la función con struida en el
lema 1 para m" = V-n Y '( = o: - 1, ento~~es poniendo



[ara zi <'17. 1t/2,
I ...... I .

para

(k = 1, 2)

-71-

j~
Iím 1l+1 < 00

11, '

• Este teorema es más preciso que el teorema 2 de [5]' . .

y , p01' tanto , que ambas 'clases Co{ m ,Y ) ; A II f y Cohn,Y) ; A II f son cuast­
anoliticas.

Eligiendo en el corolario 14 °< 17. L. 1 Yla sucesión {x, fo"" de forma que

r' - ' '. (11.4)

j;,("z} = 1 ( "" exp {-(- t /z)l/11 f t1/
11-1 'g .(-t)d t para,' larg(- z)1 < ~ 1t/2

" ~' a(-z)l/ll Jo . ' , . . k

Y

1ik(n)(~) 1 L.Ak q.."ln ,,(I; ) CO S- (ll"+l>, (fJ/ a) (k ,= 1, 2 ; n = 0,1,2, .. .) (11.3)
.' 1; ' , "

para z= ± l ' e", r > °y ¡el < a 1t/2 , y ciertas constantes positivas A.. y qk- '

D~IIIO STRACIÓN. - Como {m" fo"" == {mn/ (a n )! }o"" no cumple la condición
oCi' 'se puede construir una función 9 =j= 0, indefinidamente derivable en la
r ecta H, igual a cero para ~ L. O Y perteneciente a la clase C;{mn; R} . Por
otra parte, por el teorema 33 existen dos funciones , gl =/= g2, pertenecientes
a las clases Co{m,Y)/ (a n )! ; R f y Co{m,Y )I( a n)! ; R} , respectivamente, y
cuya diferencia g2- gl = g . Entonces , las funciones i, y t2definidas por

' CLASI>S 111'; FUNCIONHS AN.4. T.1T1CAS, m,A SES SEM1·ANAUT1CAS r CUAS1·.4NALlT1CA S

-A"
lím -- < 00,

" 11,

{.

10 que es evidentemente posible, resulta la existencia de pares de funciones
11 =/= i; indefinidamente derivables en x ::::". 0, con todas las derivadas igua- .
les en x = 0, analíticas para x > °y pertenecientes a clases cuasi -analíticas
en la semirrecta x ::::". O. Ahora vamos a ir más lejos ' construyendo un par
de funciones /1=/= 12' ind efinidamente derivables en la recta , analíticas para
.x =/= 0, igual es para x < °y pertenecient es a sendas clases cuasi-analíticas
en la recta : En otras palabras, existen funciones analíticas en un intervalo
( (l. b) que admiten prolongaciones cuasi-analíticas distintas en la recta.

':' ~TEOREl\IA 37. - Si {mn/ (a n)! }o"" == {Cm,,(l) + mn(2» / (a 11,)1 }o"" no cumple
la con dición e l y las su cesiones {mn(l)/ (a n)1 }o"" y {m,,(2)/ (a n) ! fo"" veri fican
las hipótesis HI y 112, exis te un par de fun cion es distuuas , t. =/= t2, analíticas
,en el ángulo com pleto A ~) : larg( ± z)1< a 1tj 2, iguales en larg (- z)1 <
<; 'Q.' '(t/ 2 , con deriotulas anqulares en °den tro de cada ángulo completo
A ~~d con °< o< a, y tal es que

, ,



son evidentemente analít icas en A (2), iguales en larg(- z)1 < a 7t/2 , pero no<X , ,

idénticas en [arg s ] < a 7t / 2. Además, como .

(1~o 6}

(1:1.5)

(k = 1, 2).

' (11. = 1, 2 ; n = O, 1, 2, . .',)

= O
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11 ._-..,,:-:--

1, Vm (k )1m n

- 11- •. !Ln

. D EIlIOS'l;llA GIÓl\' . - P uede desa rrollarse de man era análoga qu e en el t~Qre .,.
ma 37 peroempleando en lugar de (11.4) la transformación

: ~ '.. .

en donde F es la función construida en el lema 1. para -nI.." = ILIt' Y i' = 0: •.

Para demostrar en este caso qu e ti=1= f2 se pu ede utilizar el lemá'·4 ..

.-= . · C OR OL AHIü I 6. - Si la sucesión posiliva ~ ILIl }o"" no cum ple la con dición
9<x:.y. a. > Q, exis ten. pares de [uncion es .an alíticas distintas , i. =/= f2' perte ­
nec ientes, respectivam ente, á dos' clases Co{mn (I ) ; A~)} Y CO{ nln (2) ; A (,; f ta':"
les que

de donde se deduce por el lema 8 qu e t. tiene deri vad as angulares /,/n )(o) = '
= (a n)1 gk(n)(o) en x =;= Odentro de cada ángulo A ~~~: larg ( ± z)l< (a"'7'O)7t/ 2
de amplitud (a - 'O)7t < a rr, aunque no necesariamen te para a = O. Preci­
sam ente: esto se afirma en el siguien te :

TEOR'E~lA 38. - Sea {ILIl }o"" ún~ suces ión positiva que no cumpla' la con~
dici6n e<x o SF{mn/ ILn} o"" ={(nln(l) + m n (2)/ILn}oOO n o cumple la condición C~

y las sucesiones {m ll (I) / ILn}o"" y {m,Y)! ILIl }oOO veri fican las h.ipótesis H1 y H;,
ex iste un par de fun cion es dist intas , fl =/= t-, analíticas en A~), iquales en
!arg (--:- z)1< a 7t/ 2 y pertenecien tes .a las clases Co{m,,(J) ; A (~) } y
C{'m (2) . A(2) } .

!) n , o:. •

pa ra x EH y ¡el < a 7t/ 2, se sigue qn e <p¡,(x ) = M x eiB) es un a fun ci ón
indefinidamen te derivable en R tal qu e

qJk(n)(X) = h(n)(x ei8) ein8 = er"!" l """ex p ~ - t e- i8/ <X } t<xn gk(n) (x t<X) d t

~~ :cad~ 'dir'ección arg ( ± x ejO) = econ ¡e! < a 7t/ 2, y
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(k .. 1, 2)
j mn(k)

lím < oon a +1

De igual forma .que SAN JUAN para las clases semi-analíticas [19 ;60J Y
BANG para las clases cuasi-analíticas. en la recia [1 ; § 7J .podemos, enunciar
aquí:

TEOREMA '39. -'- Si f y r pertenecen. resp ectivam ente a las clases cuasi­
analíticas e; ~ n an ; o'a ~ Y e, ~ m n• ; o~ ~ con la.s m ism as derivadas angulares
en el orig en, resulta f = [ ",

DEMOSTlUCIÓN. - Basta tener pres ent e que si ~ m n • foco verifica la con­
dición Ca+!' la sucesión ~ m / + n(a+l)n ~ooo la verifica .también;

. LEI\IA9. - -Sea ~ n (l- a)n mn' foCO una suc esión lcqoritmicam etüe convexa
y O¿ Ct ¿ 1. Si la clase Co~ mn- ; o~ f no está contenida en Co~ n (a.+1)n; O~ f y
0/; e A : ex isten dos clases semi-tmali iicas e,{mn(1) ; O'a. f y Co~ mn (2) ; O~ f
qüe 'v eri fican las hipótesis del teorem a 05 pam (5 = 1 - c , sien do además
la primera una clase parcial de Co~ mn- ; o'a f .

DEMOSTRACIÓN. ~ Es una consecuencia del lema 7.

TEOREMA 40. --:- En el SUP1{estO' qu e el conjun to o~ 'con °p01' pun to
iroiüer« , esté contenido 'en A a' OL Ct ¿ 1, si toda fun·ción cuasi-analítica.

-1' J¡;:-Im --<oo,
n n

-1' jILn
1m ---;:¡:¡ < 00,n .

las .clases Co ~ mn (I ) ; H~ Y Co ~ mn(2); R~ son también cuasi-analít icas, resul­
lando así:

COROLARIO 17. - Existen pares de [un cion es distintas , t. =F f2' indefini­
damente derivables en la recta analítica pam x =1= O, iquoles para a: < O
y pert en ecientes a sen das clases wasi-analiticas en R .

y , por tanto , qu e ambas clases .Co ~ mn (I ) ; A ~)~ y Co~mn (2) ; A h) ~ son CUas1­
analfticas .

Si además

se slfl lle

OBSERVACIÓN 15.' - Elig iendo en el corolario ] 6 la su cesión ~ ILn ~ oOO de.
modo que
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D EMOSTRAr.IÓN. - Basta proceder como en el teor ema 7.
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tI]
12]

.13]

14]

15]

16]

17]

[14]

{l5]

_T8]

[9]

110]

I 11]

'[12]

{l3]

J.en Q~ con las mismas derivadas ' que una . función r de Co{ m n ; Q oc ~ es
idéntica a t' la clase Co{ m n ; Q~ ~ está con tenida en Co{n(OC+I)" ; Q~ ~.

DEl\IOSTRACIÓ~. - Se pu ede proceder de igual modo que en el teorema
16, utilizando el lema 9 y el teorema 35 en lugar del lema 6 y de los teore­
mas 11 y 13, ya que por el teorema 24 pu ede suponerse la sucesión
{ n (1-<1 )" m" ~ o oo )ogarítmica~nente convexa.

TEOREMA 4] . - La intersección de todas las clases Co{ m n ; Q~ ~ no C1WS 1­

analiticas en Q~ es la clase
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Jo s é .T.\VIER ETAYO

p o r

ESTpDlO LOCAL PARTICULAR DE UNA CORRESPONDENCIA
BIRRACIONAL

1\1 estudiar, en los entornos de un punto invariante, una corresponden ­
cia hirraciona l ent re dos vari edades sup erpuestas , se puede ver cómo tal
'cor respondencia induce sobre cada uno de los entornos de órdenes sucesi­
vos otra correspondencia bir racional , que será una proyectivid ad en el pri­
mer entorno, una transformación cuadrá tica en el segundo, etc.

La proyectividnd subordinada en el primer ento rno es una afinidad de­
finida en el espacio tangent e a la variedad , qu é es un espacio afín "centra­
do" . Se pueden estu diar para ella las dir ecciones, de cada dimensión; que
permanecen invari an tes. Ento nces , si dos figuras que se corr esponden bi­
rra cionalmente son tangentes en el punto invariante, la dir ección de la
variedad lineal tangente será invariante en esa corres pondencia.

De igual modo, pasa ndo a la correspo ndencia cuadrática definida en
'el segundo entorno , dos figuras que tengan un contacto de segundo orden
se tra nsformarán median te esa correspondencia cuadrá tica: en otras dos
que tienen ta mbién un contacto de segundo orden . Y así sucesivamente. -

Esto da entonces un procedimiento sencillo para calcular, por ejemplo,
curvas de un determinado -grado que tengan .en ciertos puntos contactos de
orden dado con otras curvas conocidas y cumplan además otras condicio­
nes. O problemas de tipos análogos.

Esta nota fue redactada hace algunos años, cuando el autor se ini ciaba
en el manejo del instrument o algebrai co, y en ella se trataba fundamental­
mente de relacionar, para su mejor compre nsión , los conceptos de corres­
pondencias' birru ciouales y algebraicas. Esto hace qne, al resucitarla ahora,
conservando casi totalm ent e la redacción original , parezca alargars e inne­
cesariamente la pr eparación .teórica , ya que para este tem a concreto bas­
taba con servirse directam ente de las correspondencias birracionales. No
13m éste, sin embargo, el fin del trabajo, sino el de servir de ejercicio de
entrenamiento al autor, y en ese sentido está escrito, aunque posiblemente
ya no tenga otro valor que el sentimental qne para él supone de ser un o
de los primeros art ículos que compuso.

Como es bien sabido, se debe a ZARISKI la teoría aritmética de las co­
rrespondencias birracionales, que él construyó para resolver el problema
de la reducción de singular idades en variedades algebraicas tridimensiona­
les. En su memori a O. ZARISKI : Foundations of a general. theory of biratio -



(2)

(1)

h = 1, . . ., m;

W'C V'

~' = k (~' , ..., ;,u'),

(!;¡.', . .. , ;',,,) ,

P' = k r.~', .. ., ~n.' ]

K' = k ("1)1', ... , 'r, ,,,'),

y

i = 1, .. ., n;

WCV

P = 1{ [~, ... , ;n] ,

de estas variedad es se dirán cor res pon dient es en la correspondenc ia birra­
cional determinada por la identificación de K y K , cuando existe una
valoración v de [{ tal que lV y W' sean, respectivamente , los centros de
v en V y en V.

Esta definición así establecida para las correspondencias birracionales
no es válida para correspondencias algebraicas entr e V y V, puesto que
en est e caso no son isomorfos K y W. Pero , entonces, llamando

REVISTA DE LA ,lC ADEJlIA DE CIENCIAS EXACT,IS , FISICO-QUIM IC,IS r N,ITURAI.ES

a los anillos homogéneos de polinomios sobre V y V , formaremos la va­
ri erlarl dobl e V· correspond ien te al anillo bihomogén eo

cuyo cuer po de cocien tes deno taremo s por

~ .. = k (So , . . . , ;n; ;'0' oo . , ~1Il').
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p . - k [1: 1: .1: '
- '='O, . .. , '='n'~ '

estos últimos permitirán establece r lo calment e las propiedades de aquellas
subvariedades para la s cuales sea , en cada caso, ~ =/= O, ~' =/= O. Aquellas
otras en las qu e esto no se verifi ca se estudian también localmente tomando
como divisor otra coordenada no nula sobre ellas. El cuerpo ~ es una ex­
tensión transcendente simple de K y és te constn de todos los eleme ntos de
~ que son homogéneos de grado cero . .

Pues bien , si son V y V birracionalment e equivalen tes , los cuerpos
K y K son isomorfos sobre - k y, salvo un a uto morfism o, podem os iden­
tificarlos ' iden tificación qu e se extiende igualmente de modo natural a
~ '/ a ~'. Equival e esto a considerar , para cada una de estas identifica­
ciones , a V y V como modelos proyectivos de un mi smo cuerpo K. En­
tonces, dos subvarie dades

~ = k (~, . .. , ~n)'

engendra dos pOI' la s coordenadas no homogén eas , en los que

respectivamenl e, y los

K = k ( "1)1' . . . , 'r,n),

respectivamente, se les puede asignar a cada una dos cuerpos de funciones
racionales: los

nal corresporulences , Trans, Am . Math . Soc. , ·53 (1943), establece las bases
que permiten desarrollar esta teoría sobre un cuerpo arbitrario, k. En ella ,
si V y V' son dos variedades proyectivas de puntos gene ra les .
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(3).

(4).

..., ""m']

1 = 0, oo., n .

A '" - k [ . ' 'J- , "tJl' .. . . , "f¡n, 1jl , .. . , lj m .

A = k [ 1)1' ... , r,n1,

y como, en tonces,

k [Xo, •. •, XnJ/a es: k [~ , .. -, ;n ] ,
le [X¿ ... , XnJ /a ~ k [~o' , .. ., ;n'J,

K" - k ( . ' ')- . "i'J¡ , . .. , Yin}"(jI : .. . , li m ,

será condición de superposición de ambas snhva riedades el isom orfismo.
P y. P' , Por extens ión al cuerpo de cocientes, serán ta mbién isomorfos .
~ y ~'. Miradas ambas variedades como modelos proyectivos distin tos.
de ~ , ese isom orfi smo en tre P y P' equiva le a un isomorfismo entre los:
pun tos generales (1) de V y V , en el qu e

-79 _ .

Si, aproximándonos más a nuestro problema , las dos variedades V y V'
fuesen superpuestas, estarían defini das 'por un mismo ideal homo géneo a.
del anillo de polinomi os en n + J indeterminadas

de ac uerdo con las expresiones (2). y a los anillos afines de polinomios.
sobre V, V' Y V~, resp ectivamen te, por

Esta variedad doble es la que nos permite esta blecer la correspondencia:
algehraica entre V y V.

En efecto, ~ y ~' son ahora su bcuerpos de ~" , por lo que cada valo-.
ra ción viO' de ~" , al res tr ing irse a ambos suhc uerpos ~ y ~' según las .
valora ciones v y »', res pectiva mente, define sobre las variedades V y V"
sendas subvariedades lV y W' que son, res pectivamente, los centros de­
v y 1)' sobre ellas . Diremos ento nces que }tI ' es la t ransformarla de Ir en.
la eorres pondencia algebraica as í definida . Esta es la idea de ABELL.\l'i'AS,
que generaliza la de ZARISKI , y qu e ha sido estudia da en varias me morias,
de las que utilizaremos las dos siguientes :

P. AB ELLAl'i'A S : Th éori e oritmétioue des corres potlances algéb1'iq1I es, Rev ..
Mal. Hisp. -Amer ., 9, (1949).

P . ABELLANAS: Corres pondencias algebraicas. Il , Hev. Mal. Hisp .-Amer. ,
11 (] 95.1).

Inver sam ente, si en una corres ponde ncia algebraica definida entre­
V y V' según esta definición fuesen isomorfos J( y K' , la correspondencia.
algeh ra ica ser ía un a correspondencia hir racional y, así, se pueden estu- ·
dia l' éstas des de el p un to de vista de la teor ía aritmética sobre un cuerpo .
base arbitrar io, como un caso particular de las algebraicas .

Completemos las notaciones hasta aho ra introducidas, y que seguire-.
lIl0 S utili zando a lo largo de esta nota , con las siguien tes : el cuerpo de­
coordena das no homogéneas sobre la variedad doble lo designaremo s por·



(5)

(6)

o- = A'"
p '

m' = m " no'.
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o' = A'
p"

m" n O,m

de P' , qu e re pre senta un punto de V; a su vez, Po" es también un divisor
primo mínimo de P'"' Po'. Cada un o de es tos puntos Po' es el transformado
del punto Po en la correspondencia algebraica establecida . Si Po es un
p unto invarian te en esta corre spondencia, se ver ificará qu e uno de sus
t ransformados Po' se corresponde con él en el isomorfism o P r:::,¿ P' , qu e de­
fine la superposición de las variedad es V y 11' .

Por otra parte , si

REVISTA DE L ,1 ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, flISICO·QUIMICAS y NAT URAl.ES

Si el grado de transcenden cia de 2:, y por tanto de 2:', sobre k es r +1,
y f'I de ~'" sobre 2: o sobre 2:' es s + 1, el gra do de transcenden cia de
2; '"' sobre h será l' + s + 2. Algunos probl emas relativos al estudio de va­
ri édades superpuestas qu e se corresponden en tra nsformaciones birracio­
hales o algebraicas han sido desarrollados en ..r. F ERNÁi'lDEZ B IAR GE: Sobre
las »oriedades de coincidencia de una correspon denc ia birraciona l , Hev.
MaL Hisp.-Amer. , 10 (1950). - J. F E R N,\ NDEZ H IAHGE : Coinciden cias en unn
correspon dencia clqebrai ca; Rev. : Mat . Misp.- Amer ., 10 (1950).

Dado ah ora un punto simple de V por el ideal Po de P, a cada divisor
p ri mo mínimo Po'" de P'" Po le cor res ponde el ideal

Po' = Po'"' n P'

P c« P',

'condición qu e no supon e ninguna restricción puesto que, en caso contra­
r io , elegir íamos, como hemos dicho anter iormen te , otras ~Íl ;;' que lo ve­
r ificasen , formaríamos los anillos afin es A, A' s v: con cuerpos de co­
-cientes K, K' Y K'" en las coordena das no hom ogén eas (2), dados por (3)
y (4). Entonces, a los ideales homogén eos Po, Po' y Po'" de P, P' y P"', res­
pectivam ent e, corresponden en A , A' yA" los ideal es no homogéneos
,p, p' y p"', respec tiva mente .

Por ser la correspon dencia bir raciona l y, por tanto, isomorfos J( y K ,
r esultará de todo esto qu e, si el punto P de 11 es invari ante en esa corres­
.pondencia hirracional entre las variedades superpuestas V y V , habrán
-de corresponderse los puntos P y p' en los dos isom orfismos

'que nos indican, resp ectivam ente, esas dos condiciones: la .de ser super ­
pu estas V y V Y la de ser hirracional la cor respondencia ent re ellas , Su­
pond remos, además. en adelante, qu e P es regular con re lación a p' .

Sean

'l os anillos local es corres pondientes a las subvar ieda des p, p' y p"' , resp ec­
"tivamente, y m, m' y m" los ideal es máximos respectivos de es to!'> anillos
.locales. Entonces ,
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(7).

(8)
(9)

-l- o:{ X"

+ o:;,r ·X r.

"t (e,) = XA' ,

e. e: tí m"2
u J 'f-

~ 81-

"t ((Ji) = a.l X] +
1" (6;') = 0:1'1 X] +

"t (e) = XA,

el == 0:/ 8/ + ... + o:{ e!
6( = o:(] e]" + + a.¡" 6:

y

y siendo

o bien, componiendo estos homomorfismos en el homomorfismo aplicado
~ toda una matriz, se tendrá:

Por ser p regular, la dimensión de p. será s y se podrá, por tanto; .erí­
centrar r elementos

que podemos además suponer pertenecientes a A· a consecuencia de (5),
que sean parámetros de uniformización en p*, esto es:

m" = O· (e]*, ..., er*).
Del mismo modo, para p y p' se tendría :

m = O (el ' er), el E A,
m' = O' U}¡' , , e/), e( E A'.

Entonces, por ser p e pt., p' e P*-, se tiene:

e == e'*' A (m*-2), e' == e* A' (ml<~ ,

donde se han representado por estos símbolos las matrices

e = (e1l ••• , er) , e' = (e/, ..., er) , e* = (el *- , . . . , e:)
A = (0:/) , A' = (0:(1) , i , i = 1, .. . , T ,

"t (1;/:: <pv (x ]' ... , x,) ,

siendo las XI indeterminadas sobre 0-.
En particular, por ser

y no pertenecientes a m" si son distintas de cero.
Vamos a construir un homomorfismo "t definido sobre 0* mediante el

proceso siguiente: Si 1; es un eleme nto de Ol< qu e pertenece a m-V pero
no a m- v+\ su resto respecto de m-V ser.~:

- V (O. " e*) ( '>I'V)<; = <P Vi, . . . , r m ,

siendo <pv una forma homogénea de grado p en las (ji-. Entonces, "t se define
mediante la expresión

será
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(10)

i, j = 1, . .. , T ,

( v ., 't) (0 /) = XA' ,

"+ ~ X"

+ ~'r x "

O'" --+ R'" = O'" [tu "

O" [Xl' . .. , x,.].

's - - ' j ( ")cz¡ = cz¡ .m ,

~ Xl +
~/l Xl +

v :

(v · 't) (0) = XA ,

S--J ( -)a¡ = a¡ m •

Luego cada

Por otra parte, el homomorfismo natural

siendo

respectivamente. Esto es :

v [ 't «(j¡)J = ±~S X i>
S= l

x = (Xl' .. . , X,).

cada polinomio 't (a¡), 't «()/), dad os por (R) y (9), se tr an sforma mediante ".
en el polinomio

Esta s expresiones fin ales son, pues, las form as ini ciales de los elemen­
tos al y (J;' , que también pod emos "escr ibir en la forma:

.4 = C;/), A' = (;:S).

An álogamente, pa ra los elementos de O (o de O') se podrían obtener·
mediante v .. 't sus formas ini ciales, siendo ahora el homomorfismo 't equi-

'; (1;) E O- [Xl' ... , x,J

definido en (7) se transforma mediante v en una
- P

q> (Xl' ... , X,) E R'" [ XI ' . . . , x,J

a la que llamaremos la forma inicial del elemen to 1;, E O". Resul ta de aquí"
que, dado un elemento cualquiera 1;, E O"' , su forma ini cial se obtiene apli­
cándole el homomorfi smo producto de 't y v :

v l 't (1;,)J = (v . 't) (1;,) = ~\l (Xl ' . . . , x,) .

Particulari zando de nu evo, si en el hom ormorfi smo (10)

induce un hom omorfi smo, que representaremos por la misma notación , en­
el anillo de polinomios "con r indeterminadas:

v
O'" [xll . . . , x,J ----+ R'" [Xl' ". . ,' xrJ

equivalente a tomar clases de resto s res pecto de m" en los coeficientes de­
todo polinomio de

donde
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(11)

{3/ ~ m.

m = m' ,

{3/ E O,

O = O',

B =-({3/),

Entonces,

Como ya habíamos advertido , a este ,resultado podíamos haber llegado
má~ directamente mediante la teoría de Z .<\RISKI , pero el objeto del trabajo,
no era tanto llegar a este r esultado como relacionar los distintos con ceptos
que habían sido vertidos en el desarrollo de estás teorías .

Pues bien, si en esas condicion es escribimos

e' = e B.

siendo

dond e, por ser , según (6), m e m" e O't< , se ha tomado

A-l A' - B (m),

resul tará qu e la forma inicial de 6;' es la -imagen por 't' de

/3/ el + ... + ,s;' en

O'~ R' = O'1m').

v
0--7- R = O/m

pueden considerarse sumergidos en el

R"" [Xl' ... , xrJ
y las formas iniciale s de los eleme ntos de O, o de O' , considerados como de
estos anillos, coinciden con las formas inicial es cuando se les considera
elementos de O·. y como, de la condición de ser p punto invariante y re­
gular, se sigu e

e' == e A. -1 A' (m""~.

Ahora bien, en este caso , los anillos

R [Xl' ... , x,J, R' [Xl' oo . , xrJ

Si es ahora Po"" una componente ai slada de p ·Po y, por tanto. p"" una
componente aislada de A""p , se tendrá O""m = m"" y el determinante '

lA! "!= O; Y lo mismo para Po'. Entonces, los elementos ((J], . .. , (J,), y en su
caso _los ((J¡' , ... , (J,') , se pueden elegir como parámetros de uniformizaci6n
para p"" _ Se verifica así:

(o

valente a la sustitución de cada (JI (o (JO por la indeterminada
XI en el residuo de ese elemento r especto de la potencia conveni ente de-m
(o de m'), y el homomorfismo v es el homomorfismo natural .'



(12)

Enton ces,

donde
8' - epI = ep2 + '.l',
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IB - )" EI = 0.

siendoE la -matriz unidad y W la transpuesta de B, y dond e X es una raíz
de la ecuación

A su vez, las intersecciones de hiperplanos invariantes darán direcciones
invariantes según variedades lin eales de menor dimensión. Como el primer
entorno es el espacio tangente , todos los problemas de ta ngencia entre sub­
variedades de TT y 1" se trasladan a problemas de incidencia entre las varie­
dades lineales de este entorno.

Vamos a definir el segundo entorno del punto p. Llamaremos para sim­
plifica r <r/ a las expresiones

<pl = iN al + ... + l3{ ar

que aparecen en las ecuaciones (12) de la afinidad. Podemos representar,
entonces. por <IY a la matriz

m I _ ( <p I ro 1) - El B.
'-J! - \ l ' . . . , "1' r -

REVISTA- DE LA AOA DEMIA DE OIENCIA S EXACTA S, FISIOO·QUIMIOAS · y NATURALES

CI f)¡ + ... + e, (Jr = O,

donde (c., .. ., c.) es una solución del sistema

(cI , . .. , c.) (W - ), E) O,

Goma se sabe, las direcciones invari antes en esta afinidad vendrán da­
das por los hip erplanos

obtenemos las ecuaciones de una afinidad con un punto invariante en el
origen de coordenadas y de la que diremos que es la afi nidad subordinada
sobre el prim er entor no del punto invariante por la transformación hirra­
cional que estamos estudiando. Las ecuaciones de la afinidad, desarrolla­
das, son:

De (11) se sigue, según estas notaciones,

8 ' - <pI == O (m2) ,

~es decir, los términos del primer miembro .son al menos de segundo grado
en las al ; luego
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(13)

El' - ( <1>1 + <1>2 + .. . + <I>q) == °(rnq+1)

se deduce la transformación de grado q :

{:::::::::: .••.:::.

que son anillos de polinomios sobre una misma variedad , el plano proyec­
tivo. Siendo la colineación una correspondencia de grado uno , la transfor­
mación subordinada en el primer entorno de un punto invariante coincidirá
con la misma colineación y, por tanto , 'las direcciones invariantes son las
definidas por las rectas invariantes de la colineación que pasan por ese
punto. Pero es interesante en este ejemplo el hecho de que, aunque a prime­
ra vista pudiera pensarse que la colineación no debería subordinar en los
restantes entornos corres pondencias de grado superior , sino que habría de
ser 0' - <1>1 = °y, por tanto, las restantes form as <1>1 parece que deberían
ser idénticamente nulas, ocur re que, por el contra rio , induce en ocasiones
transformaciones de gra do tan grande como se qui era , si las ecuaciones son
desarrollables en serie en los entornos del punto invariante. .

~85-

(~, ;1'~) Y (~' , ;¡', ~') = .(~ , ;1> ~) B ,

siendo B la matriz de la colineación y !BI ==F 0, será , evidentemente,

Escribiendo ahora

donde

{::: ::::::'
es decir ,

es una matriz de formas de segundo grado en el' ... , e" se tendrá una trans­
formación cuadrática que es la inducida por la . lransform~Ci'ón .bir raeional
en el segundo entorno . '

Así, sucesivamente, de

dond e las ~/ son form as de gra do 1 en el' ... , er con coeficientes de Q. De
esta transformación diremos que es la subo rdinada por la correspondencia
hirracional en el entorno de ord en q del punto p.

Podemos ilustrar esta teoría con el ejemplo tan sencillo de las colinea­
clones entre dos planos superpuestos . Si los puntos generales de estos pla­
nos son



y

se tendrá

la matriz de la colinea ci ón en el an illo afín

A = k [·t;I' "1)2].

de donde

Como estas coordenadas son, además, parámetros de uni íormi zaci ón en
este punto , esa colineación es la subordinada en el primer entorno y
coincide con la colineac ión que en el plano afín induce la colin eación dada
en el plano proyectivo. Como

( '1)/, 'l)z') = (-I)¡, "1)2) A,
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('1)/ , '1)2) - ('1)), "t;2) A == O (rnq
)

para todo q, luego no subord ina en los restantes entornos corresponden­
cia!'; de orden sup erior. La única dirección invariante se ohtendría, como
antes hemos dicho , med iante

IA - 'A EI =(a - A)2 = O ~ A=a

'1)/ = a '1)1

"'2' = /1 y,¡ + n 'tj ~

o sea :

Elijamos como ejemplo la colineac ión

p ~' = /1 ~o

P ~/ = ; 0 + /1 ; 1

?!;~' = t~~2

(~
tl

(T: ' T: ' - ' ) - (T: " ~~P "1J, "1 ' ~ . - "1) ' " 1' ~,

REl' IST ,1. .DE 1,,1 ACADEMIA DE CIENCIAS EXA CTAS , PISICO·QUIMICAS . y NATTJRA1,ES

siendo

o sea,

cuyos puntos invarian tes son (O, O; 1) y '(O, 1, O).
. . 'p ara estudiar l a transformación en los entornos del punto (O, O, 1)

.hahrá que elegir la recta ~ = O como recta del infinito al pasar al anillo
afín A. Enton ces, las ecuaciones no homogéneas de la colineación son

so' t1 ;0 tI
'1)/ = ~' = -¡;-~ = ---,; '1)1

~/ ~ + t, ;1 1 tI
'1)2' = - = ----- = - '1)1 + - -'1)2

~' t2 ~ t2 t2



dos ocasio-

~ ~ )___ + __ 2 _
2 "fll "fl2 2 ll]"I)2 . . .

tI t]
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f r¡¡' = "fll - 1) "1)/ + b2
'r¡/

l 'r¡~' = a. "fl2 - al) 'r¡, "1]2 + alJ2 "fl1
2 ro,

.Y ast sucesivamente.
Esta situación se vuelve a presentar únicam ente en otras

nes. Cuando es una homología con centro y eje incidentes ,

{
"fl¡' = "fll - b T)1

2

r¡,/ = a "fl2 - al¡ y;, '112 .

y dos direcciones in variantes, "fl] = 0, 'lj2 = 0, que coinciden con las r eo­
tas invarian tes ~ = 0, '1;.2 = 0, del estudio proyectivo .

Pero , en este caso,

llam ando l/t] = b.

Es decir , en el segundo entor no se subordina la transformación cua­
drática

ESTUDIO LOCAl, PARTIC ULAR DE UNA CORRESPONDENCIA BTRRACIONAI.

así que es la "1)1 = 0, o en homogéneas, ~J = O, es decir, es la recta 'inva­
riante de la colineación que pasa por (O, 0, 1).

Pero en el caso de hacer el estudio en el punto (O, 1, O), ohservaremos
que , al tomar ;1 como coordenada del infinito , y ser por tanto ,

'(¡ I =~ = _t~ = tI "fll = [1 _~ + YJ1
2

- ]
11 ;¡' ~ + tI ;¡ "fll + t ] "fll · t, ~2 .. .

"fl I =~ =~.L = t2 "fl2 = ~"fl [1 -~ + YJ1
2

- ]
2 ;¡' ~ + t ] ;1 "fll + t, t, 2 . . i, t ] 2 ••.

esto permi tirá definir tr ansformaciones de todos los grados posibles en los
correspondientes entornos. En particular , en el primer entorno se tend rá
la afinidad con el ori gen i.nvariante:

{In el tercero, la tran sformación cúhica
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en la que (O, 1, O) es el centro de homología, el resultado es el anterior.
sin más que hacer a = 1. Así que

{
6/ = 61 - b fJ/ + b2 Ot3 - . . •

6/ = 62- b el 6~ + b2 6/ e~ - .. .
ecuaciones de las que se obtienen las correspondencias inducidas en cada
entorno.

y también cuando se trata de la colineaci ón

p (~' , lh', ~') = (~, ~I ' ~) (g ~ ~)

cuyo único punto invariante es el (O, 0, 1). Enton ces , para

se obtiene

62' = el + t e2 [1 _~ + e:2 _ • •• ]

t ((-

que, para a = 1ft , nos da las forma s:

<pI = (cp/ , CP2
l) = (61, a 61 + e~)

<p
2 = (CP12, CP2~ = (- a 61 62 , - n2 61 62 - a 6?2)

<p
3 = (cp/ , CP2

3) = ( (12 61
3

, n3 61 62
2 + a2

( 2
3

) ,

las cuales. según (13), nos permitirán escribir las sucesivas corresponden­
cias subordinadas en cada entorno .
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por

VICENTE PlAZUELa MOREn

A. CONSIDERACIONES GENERALES

T. GENERALIDADES

. Brown-Séquard (l ), ingirió , en 1889, un .extracto testicular y mencionó
que como consecuencia. había adquirido un aumento de vigor y una mayor'
capa cidad para el trabajo.

En 1911, Pézard (1), consiguió el aumento de la cresta de los capones:
por inyección de extracto de tejido gonadal masculino .

La extracción de testículo de toro con solventes no polares (1), produ­
jo a McGee, en 1927, preparados altamente potentes.

Butenandt, siguiendo a Pézard, administró extractos testiculares y uri­
narios a gallos previamente castrados, observando que ' se producía una
regresión de los caracteres sexuales secundarios, antes atrofiados, lo que
le impuso la ardua tarea de aislar el principio activo capaz de prdoucir
estos efectos fisiológicos (2).

El establecimiento de la función endocrina de una glándula va siempre­
precedido .de una serie de estudios que pueden dividirse en varias etapas:

a) Extirpación de la glándula ·v estudio de los efectos fisiológicos
producidos. .

b) Intentos de reemplazar la glándula extirpada por administración
de extractos glandulares, libres de células, e investigación de los efectos:
producidos por el suministro de cantidades masivas de estos extractos .

e) Aislamiento y caracterización del principio activo .
d) Síntesis de la hormona y comprobación de que las sustancias bio­

lógica y sintética son idénticas.
e) Estudio de los procesos metabólicos que conducen a su inactivación.
Teniendo presente estos principios, consiguió Butenandt en 1931, ais­

lar de extractos urinarios una sustancia pura, de fórmula empírica CtgH3110 z,
a la que denominó androsterona (1 , 2, 3, 4).

No se tenía, por aquel entonces, una idea clara de las estructuras de la
colesterina y de los ácidos biliares. Es más, algunos de los conocimientos
resultaron erróneos.
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Rosenheim y King (2, 6) revisaron los estudios hechos acerca del pro­
.blema y llegaron a la conclusión , en 193.2 , de que el núcleo fundamental
-de toda s las sustanc ias estero ides es el ciclope rhidropenta noíenan treno.

Sobre esa base pudo Butenandt dar la ' fórmula de la androsterona, que ,
'si entonces hipotéti ca , fu e pl enamente confirmada por Ruzicka en 1934
por sínt esis a la hormona (5).

En ese mismo año de 1934 (3, 4, 5), ai slaron Butenandt y Dannenbaum ,
-de orina masculina una hidroxicetona, C19H2802 • La hidrogenación del de­
rivado clorado en Ca produjo a Butenandt una clorocetona saturada,
'C19HacOC1, lo qu e hizo suponer qu e la hidroxicetona insaturada era un
'compuesto con la configuración ester eoquímica de la androsterona, por lo
'cual la denominó dehidroandrosterona .

En 1934 sintet izó Huzicka (f» una clorocetona, C19HaoOCl por oxidación
'del cloruro de f1- colesterilo.

Un añ o más tarde, Wallis y Fernholz (4, 5) sugir ieron que ambas clo­
rocetonas debían tener distinta composición espacial, y, una vez definida
la posición del doble enlace, concluyeron qu e la sus tancia aislada por Bu­
tenandt y Dannenbaum es el epimer o en C-3, es decir , posee la misma
'Orientación que el coles terol ya qu e, a diferen cia de la androsterona , es
precipitabl e por digitonina. De ah í su nombre de dehidroepiandrosterona.

Otros n ombres qu e aparece n en la literatura son : dehidrotransandros­
t erona , dehidroisoandrosterona , DHEA, Y DIJA. Fieser y Fi eser (7) pro­
ponen para el compuesto el nombre de androstenolona basándose en el
he cho de' qu e se enc uentra má s re lacionado con el coleste rol que con la
androsterona o su epímero .
, La importan cia clave de la DHA estr iba en que parece ser el precursor
'común de andrógenos y estrógenos (8).

'!J. A ISLAlIlIEl\"TO DE LA DHA EX nUMANos

La DHA, como hemos dicho, fue a islada por But enandt (~, 4, 7) en
']934 de la orina de hombres normales.

Su importancia transcendental se proclamó a causa de la sospecha de
una relación con el coles terol, y más tarde (El), como posibl e intermediario
en el metabolismo de este roides. .

Callow y Callow obtuvieron dos años más tarde la sustancia de hom­
bres normales y Crooke y Callo w en 1fl 39 (10) de pacientes con tumores
adreno corticales.
, Hirschman (ll) apli có en 1940 la cromatog rafía en columna al estudio
d e esteroides urinarios de muj eres ova r iecto rnízadas , y relató la obtención
d~.12,~ mgs. de un os cr ista les, de la fracción cetón ica , precipitables por
digit onina , con un punto de fusión de 141-151 0 C, as í como otros 15,7 mgs .
de un producto menos puro de punto de fusión 133-148' "C. La identifica­
ción del compuesto con DHA se hizo por formación del aceta to y benzoato .

Engel y colabora dores (11) obtuvieron 68 mgs . de DHA de la orina de
muj eres normales, Junto con andros tero na y otros productos; y, en vista
de qu e Callow y Callow habían encontrado en años anteriores que muje-
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lJI . Sii'\TEt'IS 1 E LA DHA

Los primeros ' relato s de síntesis de DHA t uvieron lugar en 1935, es
decir , un añ o más ta rde del ai slamiento de la propia hormona. Fu eron
cuatro laboratorios distintos los que consiguieron su preparación por de­
gradación oxidativa del colesterol , previa protección del grupo hidroxilo
y del doble enlac e.
. Tomando como base los trabajos de "Tallis y Fernholz (4, 5), la mag­
nífica obra de Fieser (7) y el tratado de Giral (6), reseñamos en la figuras
1 y 2 el método de obtención de la DHA en el laboratorio.

La síntesis de la DHA y en general de toda s las hormonas esteroides ,
'se ha atacado hoy día desde el punto de vista de la producción en gran
escala . A Rusel E. Marker y colaboradores (18-28) se deben los adelantos
más extraordinarios en este campo . Marker subvencionado por la compa­
ñía Parke Davis orga nizó una expedición botánica en búsqueda de nuevas
fuent es naturales de estero ides. La investigación se exte ndió a varios cen­
t enares de plantas del sur 9,e los Estados Unidos y México y trajo , como
'Consecuencia, el descubrimiento de una decena de nuevas especies de sa-

res castradas y normales excretan DHA en cantidad similar a la de hom­
bres normales, y cantidad aumentada en la orina de un eunuco, deduje­
ron que el compuesto debía ser de orig en extrago nadal. En apoyo de esta
d educción estaba el hall azgo de incrementos de DHA por Crooke y Callo",
en paci entes con tumores corticales.

En el estudio de 17-cetosteroides urinarios, Pincus y Pearlman (12) en­
centraron descomp osición parcial de DHA a productos no alcohólicos,
corno consecuencia de la hidrólisis ácida a que debe ser sometida la orina
para dejar los esteroides neutros en lib ertad, y un año más tarde, el mis­
mo Pearlman (13) encon traba un producto crista lino, aparent emente ho­
mogén eo, de punto de fusión 156,5-1 57,5 "C y [al ]) = + 50° que conclu­
yó se trataba de una mezcla de DHA y androsterona , recalcando , a la vista
de sus propias ;experiencias y de los trabajos hasta entonces realizados,
que la DHA era la única hidroxicetona , precipitabl e por digitonina. :de la
orina de macho s y hembras normales, y estableciendo su punto de fusión
'en 147,0-148,0 "C y su [a]J)29 = + 12° (1,92 % en etanol).

El descubrimiento de que parte de la DHA es excretada como sulfato
es obra de Mun son, Gallagher y Kock (14) quienes aislaron, en 1944, la
sal sódica del sulfato de DHA a partir de la orina de un : hombre joven
normal. La hidrólisis de la semioarhazona produj o DHA libre que fue iden­
t ificada en form a de benzoato.

Muchos son los trabajos de aislamiento de DHA en flúido s, tejidos y
órganos de animales y human os. Sin embargo, nos limitar emos a citar los
trabajos de Lieberm an y colabora dores (15), sobre cetosteroides en orin a
de personas enfermas y sanas, que constituyen un compendio de los es­
tudios de aislam iento e identifica ción de DI-fA realizados hasta 1948. "

Trabajos posteriores que merecen citarse son los de Dorfman en 1 957 (16)
Y más recientemente los de Okada y colabo radores en 1959 (17).. .
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Capa acuosa

(Compuestos or ómieos)

COLESTEROL

(CHa· CO)20 .! acetilación

Acetato de colest erilo

Br2 ! brom ación

Acetato de dibromocolesterilo

e-o, ! degradación

Mezcla de productos

,),

,),
Capa etérea

Zn 1debromación

Acetato de DHA
Acetato de colesterilo
Acido acetoxicolénico
Compuestos cetónicos

~ t
Fracción neutra Acido acetoxicolénico

Iarrastre (Sal sódica)
t - - - - --- - - - - - - - - - -.:¡,

Acetato de DHA Compuestos cet ón icos volátil es
I Acetato de colest.erilo

Semicarbazida -1--- - ----------------1
Semicarbazona del Acetato de colesterilo

acetato de DHA

Acido sulfúrico 1hidrólisis

DHA

Fiu. 1. - Esquema de la obtención de D H A

pogeninas que contienen el núcleo esteroides fundamental. Los más altos
rendimientos se obtienen a partir .de diosgenina, una sapogenina existente
en las plantas del género Dioscórea , que si bien fue aislada primeramente
por los japoneses Tsukamoto y Ueno en 1936 de un extracto de Dioscórea
Tokoro, fueron Marker , Tsukamoto y Turner (21) los que consiguieron por
primera vez la degración a esteroides en Cn (Fig. 3). Detalles del proceso
pueden encontrarse en (29).

El paso de esteroides en ~ a esteroides en C19 se realiza por uno de dos
métodos:

a) Método de Schmidt-Thome (Fig. 4).

b) Método de Tendick y Lawson (Fig. 5).
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En creciente desarr ollo se encuentran las síntesis microbiológicas de
hormonas estero ides, entre las que podemos citar las de Eppstein y cola­
boradores (30) y las oxidaciones bacterianas de Kramlí y Hovart (31) y
Levy y Talalay (32, 33).
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FIG. 3. - Degradaci ón de MAIlKEIl de la diosgenina
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Ace\;a.to ele pregneno1c:ma.
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:IV. R EACCIO NES DE LA DEHIDROEP IAN DHOS TERONA

La DHA participa de una ser ie de reacciones característ icas de los gru ­
-pos sustituyentes, debidas a su naturaleza y conformación espacial, y ade­
'más, de las propiedades típicas de su estado de insaturación.

De acuerdo con los conceptos y teorías sobre conformación espacial,
presenta tres anillos cicloexanicos fusionados en forma de silla, y su grupo
'h idr óxilo en 3 debe tener orientación acuatorial que es la forma más esta ­
ble desde el punto de vista termodinámico. Los met ilos angulares tienen
'orientación axial y ofrecen por tanto una protección al ataque, de modo
-que la probabilidad de que una sustitución se realice es mayor en las po-
-siciones ecuato ria les, sin dejar de considerar en todo momento la distancia
-del punto de ataque a los grupos sust ituyentes más voluminosos.

La presencia de un grupo carbonilo en C-17 hace que la DHA posea las
propiedades genera les de los compuestos cetónicos, y el doble enlace entre
'los átomos de carbono 5 y G, que concurra a un gran número de reacciones
·de adición.

-a) Reaccion es de adición al doble en lace

La adición de hidrógeno con saturación del doble enlace se rea liza a
-sa t is íacc i ón con hidrógeno y paladio. Del mismo modo adiciona halógenos,
bromo en particular, operación que permite la protección del doble enlace

'en ulteriores procesos . Es necesario pro teger previamen te el grupo hidro­
xilo en C-3. Esto se lleva a cabo en el caso de las hidrogenaciones, sust i­
t uyéndolo por cloro lo cual puede realizarse por .tratamiento con penta­
-cloruro de fósforo , que origina una clorocetona insaturada de la que más
tarde . se regenera el 3#-hielroxiestoro iele ron facilidad . En los procesos de
'halogenaci ón se forma el 3#-acetoxider ivado por tratamiento con anhidrido
'acético (Fig. 2).

lb) Reaccion es de sus titución

Entre estas reacciones es de especial interés la sustitución de hidrógeno
·en C-19 por el radical -C == CIl que permite la ampliación del anillo D en
un átomo de C (34, fig. 6).

Podemos incluir aquí las reacciones ele metilaci ón , ni tros ación, hid ro­
.x ilaci ón , etc., de las que es .un buen ejemplo la síntesis del Li5-androsten-3,B,
16-a, 17#-triol que damos en la fig. 7 C:~5) .

-c) R eaccion es de esteri ficación

Desde el punto de vista puramente quími co, son de importancia los
'esteres de los ácidos acét ico y benzoico, cuya preparación es imprescindible
-en aquellos casos en que quiere defenderse. el grupo OH en C-3. Por otra
par te la identificación de la DHA' Y sus derivados se hace en una de estas

-dos formas (figs. 2, 6, 9, 10 Y 11). En terreno puramente bioquímico, los
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}'IG. 6. - Tran sformación de hehidroepiandrost erona a 17·~-metil-.6.5-D·hornoim­

drotesno-3 j3, 17 ~-diol-17-ona

<1) Precipitación PO?' digitonina

Los 3j3-hidroxiesteroides forman con la digitonina un digitónido com­
plejo prácticamente insoluble en alcohol. La pre cipitación -con un ligero
exceso de digitonina es cuantitat iva . La ebulli ción de este precipitado con
piridina rompe el complejo con liberación de la digitonina y el esteroide.
La separación de uno y otro compuesto se lleva a cabo por extracción con
éter en el que la digitonina es insoluble, consecuencia del gran número

'con jugados más trascendentes son los de los ácidos sulfúrico y glucurónico
ya que la excreción urinaria de la mayor parte de los esteroides se realiza
'en esta forma.
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e) Reacciones debidas al grupo cetónico

Mencionar emos únicamente dos reacciones : 1. - La reacci ón con el
m-dinitrobenceno en solución alcalina alcohólica, que es base de la deter-

de grupos hidróxilo que existen en la molécula. Los compuestos con eE
grupo OH en 3 forman también digitónidos pero más solubles en alcohol.
La importancia de la reacción est.riba en que mediante ella es posible la
separación de est.eroides 3a- y 3(3-hidroxilaoos .
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minación de 17-cetosteroides de Zimmermann, y 2. - La que produce con
el reactivo T de Girad, fundamento de la separación de compuestos cetó­
nicos y no cetónicos. De la primera hablaremos extensamente más ade­
lante .

E! reactivo T de Girad es el clorhidrato de trimetil-amino-aceto-hidra­
zida [(CH3) 3 == N+-CH2-CO-NII-NIQ ·Cl-.Forma con los grupos cet6nicos las
hidrazonas correspondientes que son solubles en agua . Se separan los
comp uestos no cetónicos por extracción con solventes orgánicos, éter o
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FIG . 9. - Síntesis de testoterona a partir de DUA
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no

cloroformo preferentemente, y se recuperan las cetonas de la capa acuosa
mediante hidrólisis con ácido sulfúrico y extracción.

f) Reacciones de isomerizaci6n

Cabe considerar aquí la relación existente entre androsterona y DHA a
través de 3/3-cloro-L15-androsten-17-ona, tres compuestos existentes en la
orina humana cuya interconversión fue demostrada por Butenandt (4, 5,



-:- 102 -

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATTJRAT,ES

7, 34, fig. 8). Además los procesos !le obtención de te stosteromi y derivados
que se indican en la figura 10 debidos a Butenandt-Ruzicka y Mamoli (7).

R

" CO + (CH3)2CHOll
R'/

R

" CHOH + (CH3)2CO -----+
R'/

h) Trans forma ción a esterouie s en Cl~

Sin duda alguna ocurren en el organ ismo vivo. Estos cambios llevan
inherente un proceso de demetilación en C-19. Los estudios en andrógenos
se han realizado hasta la fecha en compuestos con dos o más gr upos ce ­
t ónicos (7).

i) Transformación a esteroides en C21

La conversión de DHA a pregn enolona y progpsterona se puede produ­
cir por la llam ada condens ación de Darz ens (7). Consiste en la adición al
grupo cetóni co de un ester de un ácido dorado . Este proceso se realiza en
presencia de magn esio , mercurio o amiduro de sodio. La clorhidrina qu e
se forma da lu gar posteriormente a un epoxido. La saponificación del
ester y decarboxilación por ácido mineral abre el anillo quedando el grupo
cetónico en lib ertad (fig . 10). '

Otros tratamientos qu e conducen a asteroides en ~1 son los de Bute­
nandt y Schmidt- Thome (37, 38) Y Ser ini (7). El primero introduce un car­
bono en la cad ena lat eral a través de la cia nhidr ina v, el C-21 obtenido en
l~ hid~ólisis del nitrilo ca?, bromuro de metilmagnesio y reducción poste­
1'101' (ñg. 11). En la reacción de Serini la DHA toma los dos carbonos de
la cadena la teral del compuesto de Grignard .

g) Reacciones de ox idación

El sulfato de cobre anhidro actúa sobre In DHA creando un dobl e en­
lace en 3, con for mación de 3,5-androsta dien-17-ona, un producto que ha
sido ai slado de or ina de pacientes con tumor en la cor teza adrenal (34).

Los est udios de oxidación del ace ta to de dibrom ocoiest erilo por anhí­
drido cr óm ico (36), han llevado al conocimiento de que en esta oxidación
se produce un grupo hidroxíli co terciario en C-14 qu e, por cal entamiento
con bisulfato potásico en anhidrido acéti co, ori gina un compuesto con un
doble enl ace entre los C 14 y 15. Excelentes servicios presta la oxidación
de Oppenauer (2, 6, 7, 34). Esta oxidación es espe cífica de los grupos al ­
coh ólicos. Su ventaja estr iba en qu e los reactivos, butilato terciario de
aluminio ((CH")3 == CO)3 Al y acetona, no ejercen acción alguna sobre los
dobles enlaces, si bien , en algunos casos como ocurre precisamente en co­
lesterol y deri vados , se produce una emigración de 5-6 a 4-5 (2, fig. 9).
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FIG. 11. - Tr ansformacién de DHA en progester ona .
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V. ACTIVIDAD DE LA DHA y RELACIÓN CON ESTADOS CLÍNICOS

El aislainiento de la DHA de la orina de mujeres y hombres normales,
la existencia de niveles norma.les en la orina de hermafroditas y la apari­
ción en cantidad aumentada en pacientes con carcinoma adrenocortical (S),
han llevado a la conclusión de que la cort eza suprarrenal es la única fuen­
te de la DHA urinaria (39). En contra de esta afirmación se, encu entran los
recientes hallazgos de Neher y Wettstein quienes en 1960 (40) lograron el
aislamiento de DHA a partir de dos ton eladas de te stículos de buey y, sin
embargo. no la obtuvieron por extracción de una cantidad simil ar de adre­
nales de cerdo. Sin embargo estos trabajo s se encuentran pendientes de
confirmación posterior. Admitiendo pues que la DHA procede de la corteza
adrenal, cabría considerarla entre las hormonas conticoides, pero dada su
estructura química en ~9 y su acción biológica, es de general parecer su
clasificación entre los esteroides an drog én icos ,

Los andrógenos (41, 42, 43) promu even el crecimiento y fun ción de los.
órganos sexuales secundarios, regeneran estos órgano s en animales cas­
trados y el desarrollo prematuro en los animales inmaduros. Los andróge­
nos adrenales parecen ser responsables del crecimiento del pelo púbico ,
los de las ganadas del alargamiento de la laringe y del tono de voz. Desde
el punto de vista metabólico, promueven el anabolismo de proteína s, dis­
minuyen la excreción urinaria de calcio, fósforo , sulfatos, potasio, nitró­
geno urinario y creatina. No hay variación del nitrógeno sanguíneo o fecal.

La medida de la actividad androgénica de una sustancia , se encuentra
basada en los ensa yos biológicos conocidos con los nombres de "ensayo
de la cresta del capón" y "ensayo de las vesículas seminales de la rata
macho" (44, 45). En el Congreso Intern acional de Bioquímica celebrado en
Londres en 1935, se tomó el acuerdo de compara r los compuestos cuya ac­
tividad biológica se quiere determinar , con un patrón de androsterona por
el método de la cresta del capón. Se definió la unidad internacional de
actividad androgénica como la act iviadd de 0,1 mg. de androsterona crista­
lina preparada por síntesis con un punto de fusión de 1S3,5°C-1S4,5°C (co­
rregido) y [o: ]v20 = 97,3° en eta nol absoluto. 1..os tubos que contienen
50 mgs. de androsterona patrón se mantienen a _2° C en la oscuridad en
el National Institute for Medical Research de Londres. La comparación se
realiza administrando androsterona patrón y la sustancia problema a ani­
males convenientemente selecciona dos y midi endo la variación relativa de
la cresta o de las vesículas seminales.

Poco se sabe acerca de las . relaciones existen tes entre estructura quími­
ca y act ividad fisiológica . Pincus (43) relata una mayor potencia para aque­
llos compu estos que poseen unión etil énica 4,5 en conjugación con un°carbonílico en C-3 . La insaturación en el anillo B disminuye esta activi­
dad al igual que la falta del grupo metilo en C-10.

~esde .el punto de vista clínico, la DHA adquiere especial interés dado
su aislamiento de la orina de pacientes con cáncer adrenocortical (S, 11,
39, 46-55) Y los estudios realizados acerca de su influencia en el atritismo
reumatoide (50, 54, 55). Los resultados obtenidos a este respecto han ser-
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vido para obtener una valiosa información para el diagnóstico. y así (43)­
se han encontrado excreción disminuida de 17-cetosteroides, en general, en
los casos de eunocoidismo, síndrome de Turner (ag énesis gonadal), enfer­
medad de Addison, mixedema y anorexia nerviosa ; y aumentada, en vi- ,
rilismo adrenal , hipreplasia adrenocortical congénita (pseudohermafrodi-.
tismo femenino y macrogenitosomía precoz), tumor celular intersticial def
testículo y, ocasionalmente, en el síndrome de Cushing y arrenoblastoma­
del ovario.

La hiperplasia adrenocortical virilizante se ha reconocido (52) que es:
una enfermedad producida por un error metabólico. El síndrome de femi ­
nización testicular (52) parece ser debido a un exceso de enzimas que in­
tervi enen en la transformación de andrógenos a estrógenos .

VI. .M E TABOLISMO DE LA DEHIDROEPIANDHOSTER ON"A

Comprobada para la DHA la fórmula

RO

vamos a ver , de entre los productos aislados de tejidos y fluidos del orga­
nismo y de las experiencias rea lizadas in vivo e in vitro , cuáles son los que
pueden esta r directamente relacionados con ella y los estudios más impor-.
tantes realizados para establecer esta interrrelación.

En los estudios de síntes is de DHA veíamos que podía realizarse a partir
de colesterol y de esteroides en ~l ' hablábamos de la capacidad de trans­
formación de .6.5-3,B-hidroxiesteroides en .6.'-3-cetosteroides en la oxidación
de Oppenauer, de la formación de derivados hidroxilados y la posibilidad'
de demetilación a esteroides en C1S'

De 'la admirable revisión de Engel y Langer acerca de la bioquímica de
hormonas esteroides (56), llegam os al conocimiento de los trabajos referen­
tes a la biosíntesis de DHA y productos rel acionados que resumimos en las.
tablas 1 y 2.

Respecto a los caminos catabólicos, en los que realizamos nu estras ex-o
periencias, el estado ac tual de los conocimientos está resumido en la ta-.
bla 3, en la que únicamente hemos colocado los esteroides que conse rvan
el doble enlace entre los átomos de C 5 y 6 Y cuyo grupo 3-hidrox ilo ti ene·
conformación , es decir , los .6.5-3,B-hidroxiest eroides.

La DHA está reseñada en la tabla 3 con el número 3. En ella no damos:
más que unas pocas referencias pues muchas se mencionaron ya en los:
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FIG. 12. - Caminos mclubólicos de la DIIA
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TABLA 1. - ESTEROIDES REL ACIONADOS CON LA DHA AISLADOS DE TEJIDOS

· · -··.-:adrenal
- ------: test i cu1 a~

- :biosiniesis
· - . - . __:cataboli~o

ACi!-t.ico

~c,'.,"'r'l
ó.5-pl'egnenolona.

~o~ticoides~

O FL UIDOS DEL ORGANISMO ¡
Origen Produ cto

Sangre venosa adre na l (cánce r de pech o) 17oc-OH-pr ogest erona
11{3-0H-androst en odiona

Adrenal humana (síndro me adrenogenital) Progesterona

Adrenal human a (hiperplas ia ad re na l congénita) 17oc-OH-progest er ona

Reban adas adrenal humana (h iper tens ión, cáncer) 11{:3-0 1I-androstenodiona

Reban adas adrenal humana (hiper función udre nocor- 11{3-01I-andro stenodiona
tical)

Adr enal de per ro 3{3-0 H-5rx.-andros tan-ll , 17-diona
1Grx.-OH-progestero na
Pr egn en olona
17a.-Dll-pr cgu enolona

San gre venosa adre na l (después de admini s trar ACTH) 17oc-OH-preg nen olona

Ovari o hu mano 17rx. -OII-progester ona
An dros tenodiona

P lacenta humana , ovar io Progesterona

Cuerpo lúteo de bovino Progesterona



PRODUCTOS METABOL/COS DE LA DE1IIDROEPIANDROSTIlRONA CON lTlGADO DE RATA

-107 -

'TABLA 2. - ESTEROTDES REf,ACIONADOS COK LA DHA. - TRABAJOS IN VI1'RO

Productos

Pro gesterona

DHA
DHA

Prógesterona
17 oc-OH-progestero na

17 oc-OH-progesterona

I
(

17 oc.on-progesteroua
Anrlrost enodiona

I Progesterona

.f 17 oc-OH-progesterona
Testo sterona
Androstenodiona

lAdr eno st erona
11 ¡3-0H-androstenodiona
nHA

I

{

17 oc-OH-progesterona
Testost er ona
Androstenodiona
11 13-0H-androstenodiona

I

(

Androstenodiona
11 13-0H-androstenod iona
11 13-0H-testosterona

I Progesterona - te stoste rona

rProgestero na
1 17 oc-OH-progeste rona an -
~ drostern odiona
1

Substrato

Aceta to

Progesterona

Teslosterona

Sistema

Perfusión tes ticular Acetato

Tumor tes ticular

Cue rpo lúteo Progesterona

P rogest er onu

Extractos mítocon- Colesterol
dr ia adrenal

Rebanadas de tu- Acetato
mor testicular

Cuerpo lúteo Acetato

Rebanadas adreual Acetato

Homogeneizados tu-(pregnenolona-JP
mor adrenocortícal Colesterol-O"

Papillas o reban a- Pregnenolona
das adrenal

Especie

Caballo.

apart ados anter iores, y el número tan extenso de trabajos de aislamient o
realizados justifi ca , a nuestro par ecer , esta omisión.

Las investigaciones detalladas en las tablas antes mencionadas y los
trabajos de carácter enzimático en los tejidos adrenal, testicular y hepáti­
co, permiten indicar los caminos metabólicos de la DHA presentados en la'
figura 12 como los más pro bables .

Llegando a la etapa final de su metabolismo, los esteroides, en parte,
son esterificados en el hígado, órgano de inactivación, y los conjugados for­
marlos, sulfatos y glucuronatos, son excreta dos en la orina junto a la
fracción neutra .

Humano.

Bovin o.

Humano.

Hum ano.

Bovino.

H umana .

Feto humano .

Hu man a.

.,- - - - - -;-- - - - - --:-- - - - - ;----- - - - - - - - -

--------1--------1------- 1- - - - ----- o

(

l'regn enolona
DHA
Androstenodlona

I
(



TABLA 3. - 6,5- 3 - {3 - HIDRQXIESTEROIDES AISLADOS O IDENTlli'ICADOS EN TEJIDOS Y FLUIDOS

(58)

Dorfrnan y Shipley (34)
Dcrfrnan y Shipley (34)
Hlr schmnnn y Hirschmann
Fotherby (59)
Mason y Kepler (49)
Miller y Dorfman (60)
Schiller et al. (61)
Dofman y Shipley (34)
Rosenkrantz et al. (57)

Relerencui

Schneider y Masón (8)
Ungar et al. (57)
Dorfman et al. (57)
(54)
Fothej-by (59)
Starka y Kutova (62)
Marrian (57)
Fotherby (59)
Mason y Kepler (49)
Mason y Kepler (67)
Schneider y Masen (8)
Fotherby (59)
Schneider y Lewbart (83)
Schneider y Lewbart (83)
Okada et al. (17)
Starka y Kutova (62)
Fotherby et al. (63)
Fotherby et al. (64)
Fotherby (59)
Okada et al. (17)
Colús (65) "
Starka y Kutova (62)
Okada et al. (17)
Okada et al. (17)
Okada et al. (17)

DHA

Adminis­
trado

DlIA
OHA

DllA

DlIA
DllA

ORA
OHA
DHA

OUA
Varios

DHA
DHA

. DHA
DHA
DHA
DHA-hemi-

succinato
DHA
2
2

llomoqeneiztulo
Illp ogonadnles
Artríticos
Normales
Rebanadas
Normal
Normal
Addi soniunos
Addisonian cs
Homogeneizado
Normal
Normal
Rebunudas
Cán cer adr enal
Ilonioqcneizado
Normal
Normal
Normal
Cáncer adrenal
Hebanadas
ll onuujeneiztulo
Cáncer adrenal
Cáncer adrenal
Cáncer adrenal

Sist ema

Perfusión
Homogeneizado
Tumor adrenal
Normal
Normal
Addisonianos
Pac. Sim onnds
Perfusión
Homogeneizado
Homogeneizado

Oriaen

llíaado
Orina
Orina
Orina
Ilí.qado
Orina
Orina
Orina
Orina
Hígado
Orina
Orina
IIfgado
Orina
llíaado
Orin a
Orina
Orina
Orin a
llíaado
Híaado
Orina
Orin a
Orina

IIfgado
Hígado
Orina
Orina
Orina
Orina
Orin a
Hígado
Hígado
Hígado

Estel'oide

2. 6,s-undr'osteno- 3 {3, 17 {3- diol

3. J.i5- androsLen- 3 {3-ol-17-ona

4. 6,5androsLen-3 {3, 7 a., 17 {3-triol

7. N-un droten-3 p, 7 «, diol-17 Olla

1. 6,5-undrosten- 3 {3, 17. a.-diol

6. N-undrosten-3 (3, 16 {3, 17 ,e--triol

8. . .~s-undrosten-3 (3, 16 a.- diol- 17-ona

5. 6,s- undrosten- 3 {3, 16 a., 17 {3-triol

tui«

{

' Humanos
Humanos
Humanos

I Rata

(

Humana
Hum ana
Hum ana
Hum ana
Conejo

I Hum ana

(

Humanos
Conejo
Hum ano s
Rata

(

Humana
Humana
Humana
Hum ana

I Rata

9. 6,sandrosten-3 (3-01-7, 17 diona ( IRrata
umanos

10. 6,5~androsten-3 (3, 7 a., 16 a.-triol-17-ona I Hum ana
11. 6,5-androsten-3 {3, 16 a., diol-7, 17-diona Humana

---------------------1 Especie

(
Conejo

, Conejo
Humana
Humana
Humana
Hum ana
Hum ana
Conejo
Conejo
Conejo
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u. M E T O D O S

1. COLECCIÓN DE INCUBADOS

J. Consideracione s generales

El conocimiento de que algunas de las muchas reacciones químicas que
ocurren en los seres vivos pueden realizarse in vitro ha proporcionado un
avance extraordinario en nu estros conocimientos del metabolismo .

Para el estudio de los procesos químicos que tienen lugar en un tejido
determinado es preciso conocer su fisiología con objeto de seleccionar la
técnica adecuada. Si una rea cción se ha demostrado con rebanadas de te­
jido es necesari o demostrar que también ocurre en homogeneizados y es­
tos estudios son los puntos de partida para el estudio con fracciones ce­
lulares.

Los homogeneizados son suspensiones de los elementos componentes
de las células -núcleos, mitocondrias, enzimas, etc.-, en soluciones de
elevada densidad. Un hom ogeneizado es tanto más correcto cuanto me­
nores son el número de células intactas y el daño de los elementos intra­
celulares.

El objeto primordial de la técnica de homogeneizados es aislar la re­
acción mejor que el enzima, es decir , tratar de ver cuáles son los elemen­
tos componentes de las células respon sables de que la reacción se verifi­
que. En segundo lugar, llegar al conocimiento de mecanismos de reacción
y desarrollar procedimientos ele obtención de nuevos enzimas. La adición
de ciertos substratos y cofactores permite, a veces, la reconstrucción de
sistemas enzimáticos que toman parte en la función celular.

Los hallazgos hechos acerca del metabolismo de andrógenos sugieren
para el hígado un papel pr eponderante.

Poco se conoce acerca de la estr uctura de las membranas celulares he­
páticas. La estructura más grande del interior de una céluia hepática (1)
es el núcleo, cuya densidad e índice de refracción difier en de las del cito­
plasma que lo rod ea. El citoplasma se encuentra constituido por mito­
condrias , microsomas y fluid o citoplásmico, que son portadores, así como
los núcleos de importantes sistemas enzimát icos, bien comunes, bien es­
pecíficos.

Entre las sustancias esteroides excretadas en la orina los productos
hidroxilados y oxigenados representan una buena proporción.
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100 partes
4 par tes
3 partes
1 parte
1 par te

a )
b )
c)
d )
e)

Para la solución de Krebs-Ringer -bicarbonntos, se añade adem ás la
soluci ón f) en can tidad determinada (72), se borb otea COz, etc.

Para la solución Krehs-Ringer-fosfat os (KRF), que es la utilizada en
nuestras experiencias , se omite la solu ción rl) v se añaden 20 partes de la
solución g). "

Para preparar la solución de Krebs-Hinger se mezclan las soluciones
anteriores en In siguien te proporción :

a) NaCI al 0,9 %.. . ... 0,154 M
b ) RCI al 1,15 % 0,154 M
c) CaClo al 1,22 % ." 0,1101.[
d ) RH.PO\ al 2,11 % ... .., 0,154 M
e) MgSO,' 711

00
al 3.82 %'" 0,154 M

f) NuHCO~ al -l,30 % ... ... 0,154 M
[J ) Solución reguladora de fosfatos 0,1 M, pR = 7,4 (17,8 g.

el e Nu
2
HP0

1
• 2H

20
+ 20 rnl. de n CI 1 N diluido a 1 litro)

2. Preparación de homogeneizados

El líquido de suspensi ón utilizado es la llamada soluci ón de Krebs-Rín­
gel' (72) mezcla de las siguientes solu ciones, todas ellas isotónicas con el
suero de rata y que mezcla das en cualquier proporci ón flan soluciones qu e­
son también isotóni cas:

deshidrogenasa
x - OH - ORA + TPN+ > TPNH + H+ + x - cel o - DRA

hidroxilasa
DRA + O

2
+ TPNH + H+----+ x - OR - DRA + TPN+ -i- 1I20

en la que uno de los átomos del oxígeno mole cular se introduce en el suhs­
trato y el otro es redu cido a ion hidroxilo.

b) Deshidrogenación:

Los microsomas y mitocondrias del hígado son una fuente rica de en­
zimas que catalizan oxigenaciones e hidroxilaciones de diversos substra­
tos, particularmente de aquellos enzimas que requieren piridin-nucle óti­
dos (DPN o TPN) par a su actividad.

El TPN participa como' coenzima en un gran número <le oxidaciones,
o más bien deshidrogena ciones biológicas y en reacciones de hidroxilaci ón
en las que participa como donor de electrones .

Para el problema que nos ocuya pudiéramos escribir :
a) Hidroxilación :
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Se añade al hígado cortado a pequeño s trozos, colocado en el vaso qu e­
previamente se mantien e en hi elo t riturado, la can tidad conveniente y se­
homogen eíza en ap arato de Virtis.

~ . Separa cum. de fraccion es celulares

La separación de los div er sos elementos comp onentes de la s células se­
practica por los métodos de cent rifugación dif erencial (68-72). En una
solución de sacarosa 0,34 M la centr ifugación de la muestra (73) conduce­
a la separación de las siguiente s fracciones:

a) Centrifugación a .700 g .por] O minutos . Se separan núcleos, eritro-.
citos, tejido conectivo y células intactas.

b) Centrifugación del sobrenadante anterior a 5.000-24.000 g por'
10 minutos. Se separan las mitocondrias.

c l Centrifugación del sobrenadante anterior a 54.000 g por 60 minn-.
tos. Se separan los microsomas.

El medio de suspensión por nosotros utilizado pu ede tener diferencias'
de viscosidad y peso específico con el medio patrón , pero consideramos
que estas dif erencia s son francamente despreciables dada la diferenci a tan
gra nde en la fuerza centr ífuga para la sepa rac ión de las div ersas fracciones..

En nuestras experi en cias utilizamos la centrífuga refri gerada MSE a
una velocidad de 2.000 r. p. m . qu e, según los cálculos corresponde a
482,8 g. Obtenemo s por tanto un homogeneizado, parcialmente purifica­
do, en el que se habrán eliminado los aglomerados moleculares y células'
intacta s probablemente.

4. Tncuba ción

El sobrenadante pr ocedente de la centrifugación se coloca en un ma-.
traz erlenmeyer de 500 ml. y se aña den cantidades apropiadas de solución
de dehidroepiandrosterona en propilengli col , de solu ción de TPN en agua
destil ad a y de una solución de gl ucosa-o-fosfato en RRF (pH 7,2-7 ,4). Las '
tres solnciones se mantien en en congelador a - 30 "C.

La in cubación se realiza nor dos horas a ::l8 "C, en matraz abierto ,Y'
con agitación continua. .

5. Resumen. de operaciones

a) Extmcción del hfgado .- Se pesa una rata macho de más de 200 g ..
se mata con éte r, se ex trae el hígado , se lava con solución fría de NaCJ"
al 0,9 % por dos veces y se pesa .

b) Homog eneización . - Si el hígado pesó X gra mos se homogeneíza
con 4X mI. de Krebs-Ringer-fo sfato s pH 7,2-7,4 en el apara to de Virtis
a 3.000 r. p. m. por 30 sg. El homogeneizado se tr ans fiere cuantitativa­
mente a una probeta con 2X mI. de KRF yse mide el volumen total de­
homogen eizado (será algo me nos de 7X mI.) volumen que llamaremos Y.

e) Centrifugación . - Con el rotor núm . 0886 de la cen tr ífuga MSF.:
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:a 2.000 r . p. m. por 10 minutos. El residuo se desprecia. El sobrenadante
1>e mid e para saber el volumen, que llamaremos Z.

d) In culsaci én ; - En un matraz de 500 ml . se ponen los Z ml . de
s obrenadante del homogeneizado y además:

1. 0,2 X ml . de una solu ción de DHA en propilenglicol contenien­
do 12,5 mg. por ml .

2. X ml. de una soluci ón de TPN conteniendo 2 micromoles por
ml. en agua destilada.

3. X ml. de una solución conteniendo 20 micromoles de glucosa­
6-fosfato por ml, (en KRF pR 7,2-7,4).

Las tr es soluciones anteriores se mantienen en congelador .

e) Almacenamiento . - Mantenido a-30° se dispone un erlenmeyer
d e 2 litros limpio y seco y con tapón forrado de papel de aluminio.

Al terminar la incubación , el incubado se transfiere a dicho matraz con
ayuda de 2 x 5 ml. de KRF. En el matraz se van conservando todos los
incubad os.

n. EX TRA CCIÓ'" DE INCUBADOS

Una vez que se han completa do diez incubaciones, aproximadamente ,
'en el metraz erlenmeyer mantenido a - 30° e, temperatura que excluye
toda posible actividad enzim ática, procedemos a realizar las operaciones
previas a la extracción.

Descongelamos el contenido del matraz con agua a tempera tura am­
biente y sometemos a ebullición, en placa previamente calentada, por dos
minutos con agitación continua. Esta operación se hace necesaria con ob­
jeto de denaturar las pr oteínas, con lo que queda destruida toda acción
e nzirn ática .

La suspensión así obtenida la ext rae mos por cuat ro veces con tres
veces su volumen de cloroformo y los extractos se lavan por tres veces
'Con un volum en igual de agua destilada . Secamo s con 4 % (peso/ volu­
men) de sulfato sódico anhidro y filtramos.

Los filtrados se concentran en evaporador rotatorio, a vacío y 40° e,
temperatura a la que no hay posihilidad de destrucción o transformación
de las sustancias esteroides.

El residuo de evaporación se trata por tres veces con 5 ml. de metanol
anhidro , con objeto de eliminar los últimos vestigios de humedad, y lo
~ransferimos con 5 rnl , de una mezcla de metanol y cloroformo a partes
I~uales, a un matraz de 50 ml , previamente tarado, con ayuda de una
pip eta Pasteur .

Evap oramos en la vitr ina bajo nitrógeno y mantenemos en desecador
de vaci ó sobre cloruro de calcio anhidro hasta su utilización.
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Ill. SEPARACIÓN y ANÁLISIS

1. C7'om atogra fía en column a

Todas las cromatografías en columna realizadas por nosotros se hicie­
ron en columna .de silica gel. Las cantidades de relleno utilizadas, en cada
caso, fueron pr oporcionales a la masa de producto a cromatografiar . Ge­
neralment e se usó un peso en gra mos de silica gel igual a la cuarta parte
·del peso de la susta ncia a cromatogra fiar expresa do en miligramos.

Para el cálculo de la columna suponemos que la densidad de la silica
impregnada de etanol es igual a la unidad. El volumen ocupado será:

V =M
. v = mililitros, M = gramos.

Columnas eficientes se obtienen haciendo h = 40 r. La obtención de
a ltura y radio se hace resolviendo el sistema :

[log V - log (40 ro)]
r = antlg. - - - -----

3
h = 40 r

En ocasiones hubimos de modificar algo estas dimensiones por no dis­
pone r del tamaño adecuado.

Para el relleno de la columna, saturamos la silica con etanol absoluto
has ta que comienzan a formarse grumos. Añadimos la menor cantidad
posible del prim er solvente cromatográfico para formal' un barro que se
añade a la columna teniendo la llave parcialmente abierta. Una vez que
la cromatografía está en marcha es conveniente proseguir la hasta el final.
El empacado corrécto de la columna se logra con más facilidad golpeando
las paredes lateralmente.

Cuando el nivel de líquido está a 1 mm . sobre la superficie de la co­
lumna de silica gel, se deja discurr ir por las paredes interiorment e, la so­
lución de la sustancia a cromatografiar en el prim er solvente , con la ayu­
·da de una pip eta Past eur.

Pór el número de fra cciones recogidas hasta que aparecen las prime­
ras gotas coloreadas, deducimos de modo aprox imado el volumen de re­
tención de la columna . Es necesario conocer este volumen para hacer las
'Correc ciones necesarias en el corte de las fracciones cromatográficas.

Salvo indicación en contrario, el sistema de solventes utili zado es el
mismo de Okada et al. (17) :

a) Diclorometano con 20 % de etanol absoluto. V = 2 m. (V = vo-
lum en en mI. ; m = peso en mgs. del producto a cromatografiar).

b) Diclorometano con 4 % de etanol absoluto . V = 1,5 m.
c) Diclorometano con 10 % de etanol absoluto . V = 1,5 m.
d Etanol absoluto . V = m.
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Se recogen en colector automático de fracciones provisto de sifón vo­
lumétrico , se evaporan a sequedad bajo nitrógeno y se colocan en dese­
cador a vacío sobre cloruro cálcico anhidro hasta su utilización.

2. .Cromatogmfia sobre pap el

Ei sistema utilizado es el de benceno-metanol-agua (BMA) preparado del
siguiente modo:

Mezclamos en embudo separador :

1.000 mI. de benceno
700 ml de metanol
300 ml . de agua

agitamos enérgicamente y dejamos estar la suspensión por 18 horas, al cabo­
de las cuales la fase estacionaria, metanol-agua saturada de benceno, se co­
loca en el tanque cromatográfico , y la capa super ior , fase móvil , constitui­
da por benceno saturado de metan 01 yagua se guarda enfrasco con tapón
esmerilado para adicionarla a las navecillas de cromatografía descend en te
después de la estabilización .

Con objeto de saturar la atm ósfera del tanque lo más rápidamente po­
sible se colocan en los sopor tes, lateralm ente, hojas de papel de filtro cuyo
extremo inferior está sumergido en la fase estacionaria . En el cent ro del
tanque se coloca un cristalizador con la fase móvil en la que se encuentra
introducido el extremo inferior de un cilindro de papel de filtro . El tiempo
de estabilización en estas condiciones es de cuatro a' cinco horas.

El tiempo de desarrollo de un cromatograma sobre papel Whatman 42,
que es el utilizado por nosotros, es 9-e 8 a 9 horas.

o La ,separación de pequeñas cantidades de sustancias se hizo por croma­
tografía con goteo y el reconocimiento del contenido de las fra cciones de
cromatografía en columna colocando gotas sobr e círculos dibujados en pa­
pel del mismo tip o y sometiéndolas a las adecuadas observaciones poste­
riores.

3. Reacción de Pettenkoier

Esta reacción, de extraordinaria imp ortancia en la detención y determi ­
nación cuantitativa de sustancias esteroides, fue descrita por Pettenko­
fer (7) en 1844 para los ácidos biliares. Schrnidt y Hughes (74) utilizan la
reacción para determinaciones calor imétr icas de ácido cólico. Disuelven la
sustancia en acético 60 %, añaden ácido sulf úrico 16 N v una solución uf
0,9 % de furfural en acético y calientan a 67°C por 12 minutos en la oscuri­
dad. La solución se colorea de azul y la absorción es máxima a 610-660 mu.

Munson y colabora dores (75) realizaron un trabajo exhaustivo investí ­
gand.o ~a especificidad de la reacción para esteroides, sobr e la base del des­
cubrimiento de Kerr y Hochn de que la reacción era fuertemente positi va
p.ara la DH~ .. Consecuencia de su trabajo fue la conclusión de que la reac­
cion es positiva en general para todas aqu ellas sustancias esteroides que-
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TABLA 5. - REACTIVOS PARA EL ENSAYO DE MUNSON A MACROESCALA

Reacción a macroescala

Acético Acético R. fu rfural Sulfúrico
glacial ml. 50 ' % ml . m /. 16N, ml.

0,2 0,8 3,0
0,2 0,8 3,0
0,2 0,8 3,0
0,2 0,8 3,0

contienen insaturación actual o potencial en el anillo A, y en particular
para la DHA y sus derivados simples.

Muestra oo. oo . oo • • oo oo •• • •

Patrón oo . oo . oo, oo, ' oo

Blanco sin furfural
Blanco con furfural ...

Tomamos cant idades apropiadas de las soluciones problemas y el pa­
trón antes indi cado, los colocamos en tu bos con tapón esmerilado, evapo­
ramos bajo nitrógeno a 50°C y después en desecador de vacío por una hora.
Disponemos al prop io tiempo un blanco sin furfural , que nos servirá de re­
ferencia, y uno con furfural (que nos per mit irá. conocer su estado), de
acuerdo con la siguiente tabla: '

Reactivos

1. Solución de furfural. - - Se destila furfural en baño a presión redu­
cida recogiendo en cada destil ación únicament e la fracción media. El pro­
ducto incoloro así obtenido se disuelve rápidamente en acético 50 % a una
concentración del 0,56 % (vIv) y se almacena en cuarto frío. El reactivo
preparado de este m040 es estable por varios meses.

2. Solución patrón de DlTA . - Utilizamos la solución de DHA que
contiene aproximadament e 5 mgs./IO ml. en etanol de 95 %' Tomamos
O,] mI. de esta solución.

3. A cido sulfúrico 16 N.

4. A cido acéti co 50 %' - Tomamos 470 mI. de ácido acético glacial y
añadimos 590 mI. de agua destilada. Como puede calcularse, la concentra­
ción de la solución resulta ser un poco más baja de lo indicado, pero con
ella obtenemos buenos resultados.

Reacción a microescala

La utilizamos para el ensayo de cromatogramas sobre pap el. Para ello
cortamos en porciones de 1 cm. de anchura y las colocamos en tubos con
tapón esmerilado. Añadimos a cada tubo 3,0 mI. de metanol de modo que
el papel quede completamente sumergido. Se dejan estar al menos p~r dos
horas en la oscuridad. Separamos el papel con la ayuda de unas pmzas,
evaporamos la solución bajo nitrógeno a 50°C y colocamos los tubos en
desecador de vacío por 15 minutos. Junto a las muestras evaporamos y de­
secamos un patrón de DHA, de acuerdo con la siguiente tabla:
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TABLA 6. - REACTIVOS PARA EL- ENSAYO DE MUNSON A ESCALA MICnO

Acético Acético R . [urlurol Sulfúrico
glacial mI. 50 %, mi. m/. 16N, mI.

0,05 0,20 0,75
0,05 0,20 0,75
0,05 0,20 0,75
0,05 0,20 0,75

4. Reacción ,de Zimm errnarm .

Es la reacción más difundida en la determinación de 17-cetosteroides.
El tr atamiento de una 17-cetona con m-dinitrobenceno en álcali alco­

hólico da lugar a un pigmento rojo-violáceo que presenta un ' máximo de
absorción a 500 mu aproximadamen te.

La literatura se encuentra plagada de modificaciones introducidas a la
reacción de Zimmermann (14, 76-S0). Estas modificaciones se encuentran ,
en su mayor parte, en la concentración de los reactivos a utilizar . Algu­
nas previenen la precipitación de los carbonatos utilizando las soluciones
en alcohol diluido, otras evitan los errores pro cedentes de cromógenos y
sustancias impurificant es mediante extracción del color con un solvente
orgánico.

Un microprocedimi ento inte resante es el debido a Hildegard Wilson 79).
De este trabaj o se despr ende que los 17-cetosteroides son los más cromo­
g énicos en la reacción de Zimmerm ann. Además , las 3-cetonas saturadas
reaccionan dando un color cuya absorción es del 69 por 100 Y las 20-ceto­
nas con una absorción del 17 por 100, de la correspondiente a la de las
17-ceto?as. La conclusión es, que la reacción no es específica para los 17-ce­
tosteroides. Los ll'-3-cetosteroides dan una banda de ' intensidad comparable
a 3S0 mu y las 20-cetonas dan una band a a 520 mu de intensidad una quin­
ta parte de la correspondiente a los 17-cetosteroides. Las 3-cetonas satura­
das dan un color int enso, pero el ensayo es negativo 'para las 6, 7 Y 12­
cetonas (7).

Método

Mezclamos perfectamente el contenido de los tubos v observamos en
frío al cabo de cinco minutos a ojo desnudo. A veces realizamos esta ob­
servación con el sspectrofot ómetro a 660 muo

Calentam os los tub os en la oscuridad en baño de agua mantenido a 67"
por 12 minutos, al cabo de los cuales introducimos en agua a 0° C por un
momento y observamos los tubos en espectrofotómetro Beckman DU o 13
a 660 mu o

Todos los 115-3 {i-hidroxiesteroides dan positiva esta reacción de Pet­
tenkofer, lo que demuestra la importancia ext raordinaria para el tr abajo
que nos ocupa.

La reacción, entre otr as cosas , es esencial para el cor te de las fruccio­
nes cromatogr áflcas.

Muestra . , .
Patrón ., .
Blanco sin íuríura l
Blan co con furfural
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TABLA 7. - REACTIVOS PARA EL ENSAYO DE ZIMMERMANN

0,2
0,2
0,2

0,2
0,2
0,2

0,2
0,2

0,2

Etano l DIlA (5 mgs./lO mi.) lll-dini trú bence no KOIl 2,5 N en

95 % en etanol ¡le 95 % 2 % en etanol 95 % etano l 95 %

Blan co de reactivos
Patrón de DHA .. .
Muestra .

Un estudio profundo de la reacción de Zimmermann ha permitido a
Corker y colaboradores (80) esta blecer el mecanismo. de la reacción.

1,0s ensay os realizados por nosotros son:

a) Macrométodo

La manera de practi car este ensayo consiste en colocar los 0,2 ml . de
patrón y la cantida d apropiada de mu estr a y evaporar a sequedad bajo ni­
trógeno a 60° C. Desecar a vacío por 15 minutos, disolver los residuos en
0,2 ml . de etanol y agregar las cantidades ya ind icadas de m-dinitrobenceno
y potasa alcohóli ca. Se tapa n los tubos y se dejan estar por un a hora en la.
oscurida d. Se añaden 10 ml . de etanol y se determi nan las densidades óp­
ticas a 430 y 520 muo

b) Micl'Om éto do

La sensibilidad es de 2 mi crogramos de 17-cetosteroides.
Las cantida des de etanol 95 por 100 y solución de TIl-dinit rohenceno son la

mitad que en la reacción a ma cro escala , la de pota sa alcohólica igual. Se
agita, se deja estar por tres horas en bañ o de hi elo, se añade 0,5 ml. de
etanol 80 por 100 y se lee a 530 m uo

Las soluciones de m-dinitroben ceno y KOH deben pr epararse inmediata­
mente antes del uso.

Para apli car la reacción a croma togra mas sobre papel se cor ta la pi sta
cromatoz ráfíca en t iras de 1 cm . de anchura v se someten a tratamientos
previos ~nál ogos a los señalados para la r eacciÓn de Pettenkofer.

Prepara cum de la solución de KOH

Disolvemo s 10 gr . de KOH en 50 ml. de eta nol caliente. Centri fugamos
o filtram os varias veces a través de lana de vidrio , t itulamos 0,5 ml . de so­
lución con ácido sulfúrico 0,1 N usando naranj a de metilo como indicad or.
Diluimos la solució n hasta 2,48-2,62 N. Guardar en cuarto fr ío y desca r ta rla
tan pronto como apa rezca la menor coloración .

Wilson y Cartel' (81) reco miendan añadir a la solución de 1WH un a pe­
queña cantida d de ácido ascórbico y mantener bajo ni trógeno.

6. Reacción del azul de terrazol (BT)

Es característica de los compuestos redu ctores, azúcares, etc. Entre los
estero ides dan reacción positiva los al ía-cetoles , es decir , los compuestos que
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contienen un grupo carbon ílico. y uno hidróxilo próximos, con preferencia
los que los ti enen en la cadena lateral .

El reactivo conocido como azul de tetrazol es el cloruro de 3,3'-dianisol­
bis-4,4'-(3 :5-difenil)-tetrazolio, sustancia que da con los compuestos redu c­
tores en solución débilmente alcalina formazanos coloreados (2,7).

Utilizamos dos t ipos de reacciones : a) Macro y b) Para pulverizaciones
~~bre cromatogramas en pa pel.

a) Escal-a macro

Reactivos:.1. Hidr óxido de letram etil am onio 1 p OI' 100. Disponemos de
una solución de la sustancia al I°por l OO que diluimos en el mo­
mento de su uso. Tomamo s 0,5 ml. de la solución al 10 por 100
y completam os a 5 ml, con etanol absoluto .

2. Reactivo azul de tetrazoI. Pesamos 7 mgs. de susta ncia y los di­
solvemos en la ml. de etanol ab soluto .

3. Solución patrón de DOCA.

Práctica. - La reacción se lleva a cabo añadiendo 0,25 ml. de hidróxido
de tetrametilamonio al res iduo seco que se va a ana lizar y 0,35 ml . del re­
activo de azul de tetra zol. In cubamos por 1 hora en la oscuridad y diluimos
la mezcla resultante con 4 ml. de ácido acético al 1 por 100 (v Iv) en alcohol
de 50 por l OO . Se mide la D. O. a 510 mu o

b) Para puloeriza cioties

Se prepara el sigu iente reactivo: Disolvemos 10 mgs . de azul de tetrazol
en I O ml. de agua destilada y agregamos 5 ml. de solución al 10 por 100
de hidróxido sódico. Rociamos y secamos.
. Como patrón se utiliza una solución pa trón de cromatografía (ver anexo)
que permite hacer un estudio comparativo de RF •

Kingsley y Getchell (81) hacen una rev isión completa de las modifi cacio­
nes del método y ponen en marcha una modificación según la cua l extraen
el color con cloroformo y rea lizan lecturas a 525 mu . El método ha sido ob­
jeto, sin embargo , de severas críticas (82).

6. Reacción frent e al ácido fosfotúngstico (PTA)

. Las primeras refe rencias de este método que han Ll egado a nuestro cono­
cimiento son las observaciones de Schneider y Lewb ar t (83). En este trabajo
dan los autores la reacción del ácido fosfotún gstico para el reconocimiento
de derivados 7-hidroxilados de esteroides .
. En to da la litera tur a anterior por nosotros rev isada no encontram os nin­
guna referencia al método. El reconocimiento en cromatogramas sobre papel
se venía haciendo, o bien por las coloraciones obtenidas con soluciones de
tricloruro de antimonio , o bien con soluciones alcohólicas de ácido fosfo­
molí bdico.

Okada y colaboradores (17) y Sta rka y Kutova (62) utilizan en sus traba­
jos esta reacción.
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En nuestros ensayos hemos utilizado pulverizaciones de los cromatogra­
mas con soluci ón al 10 por 100 de ácido fosfotúngstico en etanol de 95 por
100 recién preparada. Los croma togramas se calientan a SO' C por siete mi­
nutos, tiempo suficiente para la apar ición de la coloración azul característica.

Los derivados de la DHA que no poseen un grupo hidróxilo en C-7 pro­
ducen color rojizo (17) que según hemos observado se vuelve azul con el
tiempo. Estas coloraciones nos sirvieron en aquellos casos en que por la mag­
nitud del patrón de DHA elegido no nos fue posible su detección a la luz
ultravioleta .

7. Obser oacion es a la luz ultraviol eta

La pre sencia de un gru po carbonilo en la molécula da lagar a una débil
absorción ult ravioleta a 290 m 11 que no puede medirse con gran exactitud.
La introducción en un compuesto así , de un halógeno , hidróxilo y acetóxilo
produce vuriaoiones en la longitud de onda y densidad ópti ca que dependen
de si el grupo 't iene conformac ión axial o ecuatorial. Los sustituyentes axia ­
les desplazan la longitud de onda en una cantidad de + 20 a + 30 m u, los
ecuatoriales de - 5 m ·u . . -.

Las observaciones en la región ultravioleta deben ' ir complementadas 'con
las observaciones en el infrarrojo en donde las variaciones son más signi-
ficat ivas. .

Las cetonas a, .B-insa turadas presentan dos bandas de absorción en el
ultravioleta: .

a ) Randa fuerte entre 230-260 m u debida al sistema de dobles enlaces
conjugados. . .

b) Band a débil a 290 ·in u debida al grupo carbonílico, CO, que hemos
visto existe también en las cetonas satura das.

La existencia de sust ituyen tes en los áto mos de C en posici7n o .respecto
del gr upo CO, la conformac ión de estos sustituyentes, la presencia en la mo­
lécula de dobles enlaces que extiendan la conjugación, son' factores que pro ­
du cen desplazamientos en la longitud de onda de los máxi mos de absorción
y en la intensidad de las bandas. Los cálculos a este respecto son complica­
cado!' y no vamo s a entrar en ellos ya que nu estras experiencias se han
limil ado al c.i lculo (le espect ros y a observaciones de absorción puramente
cualitat.ivas. .
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C. DESCRIPCION DE ENSAYOS

1. EXPERIENCIAS PRELIMINARES . - COLECCIÓN DE INCUBADOS NÚM. 1
P reparam os la colección de in cubados núm . 1 siguiendo la guía dada en

la sección Métodos. La composición y carac ter ís ti cas de esta primera serie
de in cubados vi ene dada en la tabla núm . 8.

TABLA 8

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 1

Homoge- Sobre na-
Rata Peso Hígado neizado pIl dante, DIlA s» TPN s» G-6-P s»
N.o - g . g. mi. mI. mI. lote mI. lote mI. lote

1 287 10,9 75 7,0 62,5 2,2 1 10,9 1 10,9 1
2 255 9,2 60 7,0 50,0 1,9 1 9,2 1 , 9,2 1
3 298 10,4 71 7,0 57,0 2,1 1 10,4 1 10,4 1
4 264 8,4 50 7,0 42,0 1,7 1 8,4 1 8,4 1
5 276 10,0 68 7,0 56,0 2,0 2 10,0 1 10,0 2
6 323 8,5 57 6,95 48,0 1,7 2 8,5 1 8,5 2
7 328 11,8 77 7,0 62,0 2,3 2 11,8 1 11,8 2
8 308 9,6 65 7,0 52,0 2,0 , 2 9,6 1 9,6 2
9 276 10,5 73 6,95 62,0 2,1 2 10,5 1 10,5 2

10 300 9,4 65 6,95 53,0 1,9 2 9,4 1 9,4 2
11 269 8,9 65 6,95 53,0 1,8 2 8,9 1 8,9 2

El residuo de la extracción se colocó en desecador a vacío hasta peso
constante . Obtuvimos una goma densa , oscura con un peso de 0,72605 gra-
mos que disolv imos en 1 mI. de m etanol.

Cromatografía sobre papel

Sobre un papel Whatman 42 trazamos cuatro pistas cromatográficas que
numeramos de 1 al 4. En la!" pistas números 1, 3 Y 4 colocamos 10 microlitos
de la solución anterior y en la número 2, 10 mi crolitros de solución patrón
para cromatografía.
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TABLA 9

COLECCION DE INCUBADOS N.O 1

0,63
0,22-0,37-0,83

0,61
0,62

157-184 mm.
171 mm.
313 mm.

193
67-114-256

190
194

Distancia mancha a
línea de part ida mm.

E XAMEN A L A LU Z ULT RAVIOLETA

306
309
313
313

Frent e solvente
mm .

Límites de 1a mancha ... ... .. . ...
Línea de par tida -centro mancha .
Fr ente de solvente .

R
F

= 0,55

1
2
3
4

Pista N»

Reacción al azul de tetrazo l

Determiruiciéai de 17-cetosteroides , 111étodo de Wilson

Realizamos esta determinación sobre la pista núm. 1. Realizamos la
operación según se ha indicado en JII-JI para reacc iones a microescala. Los
resultados se dan en la Tabla 10 y Figuras 13 y 15.

Determiruieum. de 1:1 5-3 {3-hid1'oxiesteroid es. - 111 étodo de Munson

Pr ocesamo s la tira núm . 4 según III-H. Los resultados se dan en la
Tabla núm . 11 y figuras 14 y 15. Es de adver tir que el patrón de DHA to­
mado fue dema siado pequeño .

Cortamo s las pistas 2 y 3 Y las sometemos a la acción del reactivo.
Aparecen coloreadas las manchas que aparecieron en el ultravioleta y

además una amplia man cha en la pista núm 3 con las siguient es caracte­
rísticas.

Gbseroaci én. a la luz ultravio leta

Los resultados se dan en la Tabla núm. 9.

Dejamo s estabilizar el croma tograma por 14 horas al cabo de las cuales
colocamos en la cubeta cromatográfica 50 m1. de la fase móvil , benceno
satura do de metan ol yagua (BMA). El desarrollo del cromatograma dura
8 horas, al cabo de las cuales 10 sacamos del tanque y colocamos en vitrina:
para proceder al secado .



REVISTA DE LA AIJADEMI,\ DE CIENCI AS EXACTAS, FISI CO-QlJ1MlCAS y NATURAl,ES

TARLA 10

COLECCION DE INCURADOS . N.o 1. - REACXaON DE WILSON

Cm. D.O. (515 mu)

-1 0,120° 0,300
1 0,343
2 0,775
3 0,431
4 0,137
5 0,125
6 0,107
7 0,098
8 0,185
9 0,203

10 0,23]
11 0,125
12 0,096
13 0,177
14 0,238
15 0,2'26
16 0,216
17 0,430
18 0,375
19 0,508
20 0,361
21 0,312
22 0,433'
23 0,560
24 1,000
25 0,880
26 0,820
27 0,565
28 0,960
29 0,370
30 0,355
31 0,130
32 0,227
33 0,190
P. 0,570 (pa trón que contiene 10 microgramos de DHA)
P. 0,560
B. 0,038
B. (referencia) 0,000

- Las D.O. situadas a la derecha de la columna principal se midieron u, una concentra­
ción 1/5 de las demás debido a la intensidad de color.
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REVISTA DE LA AOADEMIA DE OIENOTA.S EXAOTAS, FISlOO·QUlMlOAS y NATURALES

TABLA 11

COLECCION DE INCUBADOS. N.o 1. REACCION DE MUNSON

Cm. Reacción D. O. (660 mu) Reacción D. O. (660 mu)
en frío en caliente

1 0,032

° 0,140
1 ++ 0,211
2 +++ 0,540
3 +++ 0,462
4 ++ 0,163
5 0,061
6 0,037
7 0,037
8 Azul pálido 0,032 0,046
9 Azul intenso 0,174 0,099

10 Azul pálido 0,190 0,096
' 11 Azul pálido 0,094 0,092
,. 12 0,064

13 + 0,160
14 ++ 0,160
15 + + 0,181
16 +++ 0,508
17 +++ 0,479
18 + 0,156
19 + 0,159
20 + + + 0,479
21 ++ + 0,505
22 Magenta 0.160 ++ + 0,682
23 Azul pálido 0,191 +++ 1,640
24 Azul medio 0,274 + ++ 2,110
25 +++ 2,050
26 +++++ 1,860
27 + +++ 1,615
28 +++ 0,790
29 + 0,186
30 0,136
31 0,083
32 0,049
P. (patrón de 7,5 mierogramos de ORA) 0,089
P. 0,085
Blanco de reactivos 0,000
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30 ea,25

1.000

FIG. 14. - Colección ' de incubados núm. 1. - Reacción de MUNSON.
Longitud de onda 660 milimicras

PRODUCTOS METABOLICOS DE LA" DEHIDROEPIANDROSTERONA CON HIGADO DE RATA



· REVISTA DE L4 ,lCADEMIA DE CIENCIA S EXACTAS, FISICO·QUIMIGAS y NA1TRALES

Pi sta . 3. -Az~1 de \e \ r azol c.>
DHA.-BT.

~ ....~ <:,.,", r' ·¡-.... ¡
\, ......... .) ,--.' ........

Pista l.Wilson. lJ\1,_~-~ : : "'-'

A~WiM".~J\L~

Pi~ta 4.Munson frio J
Jl

Pi¡; tas l. 3 Y 4.uv. e)
I

Pista 2.IIHA.UV •
..... .. - v,

~:::>
...-....)

\...> r",,-__)

FIG . 15. - Resumen de los resultados obtenidos con la colección de incubados núm. 1

DETEHMINAClON DE LA CUltVA DE CALIBHADO y DEL ESPECTRO DE ABSORCION
DE LA DHA (SCHEHING) TRATATlA SEGUN EL METODO DE Wn..SON

Para el desarrollo de las etapas del trabajo citadas y sucesivas determinamos estos
valores que expresamos en las Tablas n úmeros 12 y 13 Y gráficas número s 16 y 17.
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0,065
0,055
0,082
0,080
0,157
0,168
0,260
0,260
0,455
0,430
0,000
0,000

D. O. (530 mu)

1
1
2
2
4
4
6
Ü

10
10
Blan co
Blanco

Conc. DlIA (ligo)

1>. 0 .

0 , 100

0,300

0,400

0 ,200

4 6 10 !HA miCl'ogr amoa

FIG. 16. - Curva de calibrado para la DHA por el método de Wilsou ..
Longitud de onda 530 milimlcra s

TABLA 12

CURVA DE CALmRADO PARA DETERMINACION DE DHA POR EL METODO
DE wn..SON



D. O.

Muestra = 10 ftg. de DIIA

(mu)

480 0,252
485 0,267
490 0,281
495 0,298
500 0,307
505 0,321
510 0,325
515 0,333
520 0,324
525 0,322
530 0,311
535 0,303
540 0,288
545 0,270
550 0,265
555 0,254
560 0,243
565 0,237
570 0,220
575 0,216
580 O,2C2

D. O.

0,350

480 500 520 5-40 560 580

FIG. 17. - Espectro de ab sor ción de la DHA.
Método de Wilson, Concentración 10 mícro gramos de DHA.

0,300

0, 250

,~, zoo

TABLA 13

VALORES DEL ESPECTRO DE ABSORCION DE LA OllA DESPUES DEL TRATAMIENTO
SEGUN EL METODO DE WILSON



PRODUCTOS MET ABOUCOS DE LA DEIlIDROEPIANDROSTERO NA CON HIGADO DE RATA

n. E STUDIO DE LA COLEC CIÓN E IN CUBADOS NÚMEROS 1, 2 y 3

Realizamos nuevas incubaciones cuyo detalle se da en las tablas 14
y ]5 .

.Verificada la extracción y secado de los residuos , los acumulamos al
residuo de la colección de incubados número 1, disolviéndolos en una mez­
cla a partes iguales, de metanol y cloroformo y transfiriéndolos a un ma­
traz de 50 ml. previamente pesado por medio de una pipeta Pasteur .

La mezcla, que en adelante denominaremos colección de incubados J,
2 Y 3, fue evaporada bajo nitrógeno, secado, etc. y produjo un residuo
total de 1,462 gr . que cromatografiamos a través de una columna de silica
gel de acuerdo con los siguientes datos:

Características de la columna : Altura : 70 cm. ; diámetro : 2,5 cm.; vo-
lumen dé retención : 240 mI. ; relleno : silica gel.

Sistema de solventes: Ver sección métodos.
Número de fracciones : 94.
Volumen de cada fracción: 60 ml .
Tiempo de fraccionamiento: 32 horas.
Antes de colocar el residuo en la column a realizamos el lavado hacien­

do pasar dos litros de diclorometano . Cuando la altura de este solvente
era de 1 mm. sobre la superficie de la silica gel, agr egamos el residuo
previamente disuelto en diclorometano y comenzamos la elución .

Primer solvente: Frac ciones 1 a 31.
Segundo solvente: Fracciones 32 a 54.
Tercer solvente : Fracciones 55 a 80.
Cuarto solvente: Fracciones 81 a 94.
En todos estos datos se ha realizado ya la corrección correspondiente

al volumen de retención. .
Las fracciones así obtenidas se evaporan a sequedad bajo nitrógeno y

fueron observadas 'a ojo desnudo .

TABLA 14

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 2

Il O1110gC- Sobrcna-
Rata Peso m gado neizado, pIl dant e, DIlA N, · TP N s» G-6-P N,·
IN,· g . g . mI , mI . m Il lote m I, lote m. lote

12 302 9,8 67 6,9 57 2,0 2 9,8 1 9,8 2
13 281 7,5 50 6,9 40 ' 1,5 2 7,5 1 7,5 2
14 211 7,0 47 6,9 38 1,4 2 7,0 1 7,0 3
15 245 10,0 60 6,9 43 2,0 2 10,0 1 10,0 3
16 267 8,3 59 7,0 49 1,7. 2 8,3 1 8,3 3
17 251 8,5 53 6,9 43 1,7 2 8,5 1 8,5 3
18 285 8,0 51 6,9 42 1,6 2 8,0 1 8,0 3
19 313 9,8 62 6,9 53 2,0 2 9,8 1 9,8 3
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REVISt~1' DE' L,\ ,i CM JEMI, \ DE CIENClÚ ; EXA CTAS, FISIGO-QUIMICAS y NA7'URAI,ES

, TABLA -15

COLECCION, DE INCUBADOS. NUMERO :3

Homoqe- -Sobr ena-
Rata Peso Hlgado ncizado, pIl dantc, DI/A N.' TPN N,' G-6·[' N.'
N.' s. ' g . m!. m!. mi. lote mi : ' lote m!. lot e

20 262 9,5 64 7,0 52 1,9 1 9,5 1 9,5 3
21 .: 245 9,3 63 7,0 55 1,9 2 9,3 1 9,3 3
22 228 7,9 53 6,9 45 1,6 2 7,9 2- 7,9 3
23' · 237 1,9 54 6,9 44 1,6 2 7,9 2 7,9 3
24 .: 252 '7,8 54' . 6,9 43 1,6 2 7,8 2 7,8 · 3
25 232 6,8 44 6,9 36 1,4 2 6,8 2 6,8 ~J.

26. · 236 7,0 45 . 35 1,4 3 7,0 2 7,0 ' 4
27 238 7,2 49 40 1,5 3 7,0 2 7,0 4.
28 234 8,5 52 7,0 45 1,7 3 8,5 2 8,5 4
29 215 6,4 42 7,0 35 1,3 :3 6,4 2 6,4 4.
30 211 7,4 50 7,0 41 1,6 :3 7,4 2 7,4 4

Reácción de Munson

Con objeto de realizar el corte de fracciones con mayor conocimiento to­
mamos uno de cada tres tubos, en los que vamos a hacer una det erminación
de Munson . Debemos preparar una solución que contenga una concentración
de esteroides de 30 lJ-g./ml. como máximo. Realizados los cálculos oportunos,
disolvemos el contenido de cada tubo en 25 ml, de metanol, tomamos 0,1 ml ,
y lo tratamos según Munson. Al propio tiempo tomamos 0,1 ml . de una
solución que contiene 0,496 mgs. de DHA /I0 ml., que resultó baja como ve­
remos , y un blanco. Observamos coloraciones en frío y caliente . Los resul­
tados se dan en la tabla 16 y figura 18.

No apareció coloración alguna en frío, a diferencia de la colección 1 y
tampoco la reacción anómala que allí obtuvimos con el tubo número 22, Jo­
que puede ser debido , probablemente , a una mayor dilución.

En experiencias realizadas para la rea cción de Munson con distintas con­
centraciones de sulfúrico observamos que con ácido 32 N (Tabla 17), aparece
una extensa gama de colores en .frío, antes y después de agitar, tan intensas.
que fue .imposible las lecturas en el espectrofotórnetro .

Acumulacum de fracciones

.Teniendo presente' los resultados de la reacción de Munson y la eluci ón
por el sistema de solventes cromatográficos, preparamos las fracciones que
rotulamos de A a 1 del siguiente modo :

Fracción A: Heunimos tubos 1-7, pero antes tomamos del tubo núm . 2
dos porciones de 0,5 ml. para Zimmerrnann y azul de tetrazol.

Fracción B: Reunimos tubos 8-19 pero antes tomamos dos porciones de
0,5 ml . del tubo núm. 14 para Zimmermann y azul de tetrazol.

" Ffa cci óri C:' Reunimos tubos-20-26 -y evaporamos a sequedad.
Fracción D: Reunimos tubos 27-31 y evaporamos a sequedad.
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TABLA 16

PRODUCTOS MET,lBOLICOS DE f.A DEllIDROEPJANDROSTERONA CON lllGADO DE J/ATA
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D. O. (660 mu)

Prim er solvente cromatográfico :
0,096
0,066
0,035
0,528
0,670
0,266
0,007
0,005
0,000
0,019

Segundo solvente cromat.ográfico :
0,010
0,177
0,034
0,026
0,000
0,005
0,000
0,000

Tercer solvente cromatográfico :
0,000
0,017
0,000
0,003
0,000
0,000
0,000
0,006

Cuarto solvente cromatográfico :
0,105
0,000
0,000
0,000
0,000
0,045
0,051
0,000

Coloración
en frío

32
35
38
41
44
47
50
53

2
5
8

11
14
17
20
23
26
29

77

56
59
62
65
68 ,
71
74

80
83
86
89
92
P.
P .

, B.

Fm cción núm.

COLECCIONES DE INCUBADOS. NUMEROS, 1, 2 Y 3. REACCION DE ?lruNSON
DE LAS FRACCIONES CROMATOGRAFICAS : ACmO SULFURICO 16 N

Fracción E: Reunimos tubos 32-43, pero antes tomamos una muestra de
0,5 ml. del tubo núm. 35 para rea cción de azul de tetrazol.

Fracc ión F: Reunimos tubos 44-54 y evaporamos a sequedad .
Fracción G : Reunimos tubos 55-77 y evaporamos a sequedad.
Fracción H: Reunimos tubos 78-82 y evaporamos a sequedad.
Fracción 1: Reunimos tubos 83-94 y evaporamos a sequedad.



REI'IST,t DE LA ACd DE.IllA DE CIENCIAS EXACT,1S, FISICO·QUIMICAS y N,1TURAT.ES

TABLA 17

COLECCIONES DE INCUBADOS . NUMEROS 1, 2 Y 3. REACCION DE l\IUNSON
DE LAS FRACCIONES CROMATOGRAFICAS: ACrnO SULFURICO 32 N

Coloración en [rio Intensidad de Color después
Fracción -N:" . . antes de agita¡' . color de agitar

2 Anillo azul Débil Amarillo débil

5
8

11 intenso violeta intenso
14
17. menos intenso
20 nada nad a
23
26
29 . ' .
32 "
35 anillo azul intenso violeta
38 débil nad a
41 mu y débil amarillo débil
44 nada
47
50
53
56
59
62
65
68 incoloro
71 amarillo débil
74
77 anillo azul débil
80 nada
83 verdoso débil
86 amarillo débil
89
92
P . (49,6 ¡.tg. DHA) anillo azul débil nada
B. nada nad a

Los resultados de estas reacciones de Zimmermann y azul de tetrazol se
dan en la Tabla núm . 18, en donde puede verse son bajos los patrones to­
mados .

Cromatogmfía sobre papel de las [racciones anteriore.s

Colocamos por dupli cado en dos hojas en las que hemos trazado seis pis­
ta s para C, D, F, G, H e 1. Disolvimos los residuos correspondientes a estas
fracciones en 2,5 ml. de metanol y colocamos manchas de 10 microlitros.
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60 10 80
Fraccicm n!l

')020

TABLA 18

10

FIG. 18. - Reacción de M UNSON de las fra ceiones cromatográficas
< de la colección de in cubados 1, 2 Y 3

0,500

Zimm erm ann Azul de tetrazol
Fracción 430 m u D.O 520 mu D.O 510 mu Muestra tomada

A 0,068 0,045 0,460 0,5 ml, de los 25 en que se
había disuelto para Mun-
son .

B 0,560 1,220 0,118 0,5 ml, de los 25 en que se
había disuelt o para Mun-
son .

E 0,755 0,5 ml, de los 25 en que- se
ha bía disu elto para Mun- .
son .

PI 0,012 0,012 10 Ilg. de DHA.
P

2 0,053 20 Ilg. de DOCA.

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. 1, 2 Y 3. FR ACCIONES A, B Y E
DE CROMATOGRAFIA : REACCION DE ZIMMERMANN y AZUL DE TETRAZOL



TABLA 19

REVISTA DE LA ACA DEMIA DE CIENCIA S EX ACTA S , FISICO·QUIMICAS y NATURALES

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. 1, 2 Y 3. CROMATOGRAFIA SOBRE PAPEL DE
LAS FRACCIONES C, D, F, G, H e 1 EN EL SISTEMA BMW

RF'
0,95 Ac. íosíotüugstí co
0,93 Ac. fosfotúngsti eo
- - ultravioleta

0,15 ultravioleta
0,29 ultravioleta
0,34 Ac. fosfotúngstico

Ac. Iosíotún gstí co
Ac. Ioslotúngstíco

+

Azul Acido
tetrazol Fosfotúngstico

+'
+'

u.v.

Límit es manchas (cm.) Media

22;3 - 23 22,7
21,6 - 22,1 21,9

3,0- 4,0 3,5
6,5 - 7,2 6,9
7,1 - 9,0 8,1

- - 134 -

Cromatograma núm. 2

Cromatograma núm. 1

+ (2 man chas)

F1'acción

C
D
F
G
H
1

Cálculo de Rp •

Fracción Frente solvente (crn.)

e 23,9
D 23,6
F 23,8
G 24,1

H 24,2
1 24,0

F!:l!!1-cjón Frente solvente (cm.) . Límites manchas (cm. ) Media R¡..

C 22,9
D 23,0
F 23,1
G 23,3 3,2-4,2 3,7 0,16 ultraviole ta

6,5 - 7,4 7,0 0,30 ultraviole la
H 23,3
1 23,3

Una vez desarrollados y secos los cromatogramas los observamos a In
luz ultravioleta (UV). A continuación uno fue pulverizando con solución de
ácido fosfotúngstico al 10 por 100 y el otro con reactivo de azul de tetrazol.
Los resultados se dan en la Tabla núm . 19. . !

Es de notar que las manchas con ácido fosfotúngstico en las pistas e yD
son muy débiles.



PROD UCTOS METABOLIOOS DE LA DEHIDROEPIANDIWSTER ON,l CON IlIGADO p E RAT,l

Franccíón A . - Aceite denso de color pardo-rojizo que debe estar -cons ­
t ituido pr eferentemente por grasas hepáticas. No realizamos estudio pos­
te rior .

n:O:
0,024
0,025
0,025
0,025
0,028
0,034
0,042
0,050
0,051
0,054
0,058
0,062
0,065
0,063
0,060
0,06 2
0,082
0,180
0,500
0,925
0,960
0,760
0,550
0,375
0,250
0,195
0,195
0,220
0,298
0,480
0,497
0,400
0,295
0,235
0,175
0,170
0,190
0,210
0,257

600
590
580
570
560
550
540
530
520
510
500
490
480
470
460
450
440
430
420
410

_400
390
380
370
360
350
340
230
320 ­
310
300
290
280
270
260
250
240
230
220

mu

49,6 mi cro grarnos de DHA

TABLA 20

TABLA DE YALORES DEL ESPECTRO DE LA DHA EN SULFURICO

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. r, 2 Y 3. ESTUDIO DE
FRACCIONES CROMATOGRAFICAS

Muestra



TABLA 21

REVI STA DE LA AC.4DEJlIA DE CIENCIA S' EX tl CT:1S; F1SICO-QUIMICAS ' Y NATIJRr1LES

Blanco: Acido sulfúrico concentrado.

Muestra : 45 microgramos de la FRACCION B disueltos en 4 mll de sulf úrico.

D. O.

0,670
0,695
0,700
0,630
0,565
0,48 5
0,430
0,370
0,3 25
0,290
0,265
0,265
0,235
0,215
0,220
0,210
0,225
0,268
0,340
0,420
0,435
0,455
0,450
0,400
0,352
0,285
0,257
0,210
0,185
0,184
0,1 68
0,175
0,187
0,212
0,213
0,250
0,340
0,225

(m J.lo) .

405
400
395
390
385
380
375
370
365
360
355
350
345
340
335
330
325
320
315
310
305
300
295
290
285
280
275
270
265
260
255
250
245
240
235
230
225
220

- 136-

D. O.

0,020
0,030
0,025
0,025
0,027
0,030
0,032
0,032
0,035
0,037
0,039
0;041
0,047
0,054
0,057
0,064
0,068
0,075
0,082
0,089
0,093
0,099
0,105
0,U5
0,113
0,117
0,11 3
0,112
0,107 .
0,100
0,120
0,112
0,125
0,140
0,180
0,252
0,360
0,470
0,600

(m J.lo)

600
595
590
585
580
575
570
565
560
555
550
545
540
535
530
525
520
515
510
505
500
495
490
485
480
475
470
465
460
455
450
445
440
435
430
425
420
415
410

COLECCION DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. TABLA DE VALORES DEL ESPE C­
TRO EN SULFURICO DE LOS CRISTALES OBTENIDOS DE LA FRACCION B DE

CROMATOGRAFIA DESPUES DE CINCO RECRISTALiZACIONES
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PRODUCTOS ÚETABOÚ COS DE LA DEIlIDROEPIANDROSTERONA CON IIlGADO DE RATA
\

. :
500
m.:i Ji nti cr as

. 40000

~ iá7-

FIG. 19. - Espectro en sulfúrico de la DHA

. , .
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o

0,100 -

D.O.

;
0,900 !

i
!
¡

O, BOO

0,200

Fracción B - Después de tres recr istalizaciones obtenemos cristales,
blanco-amarillentos de metan ol. Después de secar a vacío sobre cloruro­
de calcio obtenemos un punto de fusión de 120-138°. A 132°C se observa.
un-cambio en el sistema de cristalización . Realizada una cuarta recr ista­
lización los cristales tienen un punto de fusión de 128-139°C.

Sospechamos, dada la polaridad de esta fracción de que se encuentra
constituida primordialmente de la DHA sin transformar y a ese respecto­
obtenemos los espectros en ácidos sulfúr ico de la DHA (Schering) y de los.
cristales obtenidos dé esta fracción B. Los resultados obtenidos se dan en,
las Tablas 20 y 21 Y Figuras 19 y 20.

Tratando de hacer una cromatogra ña sobre papel con objeto de sepa­
rar una sustan cia todavía más pur a 'en la que hacer una determinación de­
poder rotatorio nos encontramos con dos franjas que absorben débilment e­
en el ultravioleta . Los Rp para estas manchas B, y B2 fueron 0,93 y 0,74:­
respectivamente. Rp del patrón fue!de: 0,89.

En el proceso cromatográfico h úbo isin duda una descomposición.,
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600500
Dlilbllio""d
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-FIG. 20. ---o Colección de incubados 1, -2 Y 3. Espectr o en sulfúrico de la fracción n.

.REVISTA DE LA ACADEMI A DE CIENCIAS ~XACTAS. nSICO·QCJlMICAS ~ NATURALES

Cortamos estas franjas y las disolvimos en metanol, evaporarnos a se­
-quedad y las disolvimos nuevamente en metanol , 2 ml. Tomamos dos blan-
-cos y dos patrones conteniendo 49,5 microgramos de DHA. De las frac-
.ciones cromatográficas separadas que designamos por B, y B, tomamos
0,1 ml, Después de evaporar a sequedad añadimos a B, 4 ml. de sulfúrico

-concentrado y obtenemos una coloración amarillo-rojiza. B2 nos dio tratado
en la misma forma un color amarillo intenso por lo que hubimos de diluirlo

·a 9 ml. con sulfúrico concentrado. Es de advertir que esta coloración es
.id éntica a la que dan los patronos de DHA.

Los espectros en sulfúrico se dan en la Tabla y gráfica.
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TABLA 22

COLECCION DE INCUBADOS 1, 2 Y 3. VALORES DEL ESPECTRO
DE LAS FRACCIONES B1 Y B

2

.. 1nft B
1 B

2

600 0,045 0,075
590 0,048 0,080
580 0,053 0,087
570 0,055 0,093
560 0,060 0,102
550 0,065 0,112
540 0,072 0,125
530 0,080 0.143
520 0,090 0,160
510 0,099 0,183
500 0,110 0,205
490 0,120 0,230
480 0,127 0,250
470 0,135 0,260
460 0,145 0,270
450 0,155 0,290
440 0,166 0,315
430 0,179 0,370
420 0,195 0,525
410 . 0,210 0,720
400 0,230 0,760
390 0,243 0,700
380 0,270 0,640
370 0,375 0,620
360 0,460 0,600
350 0,502 0,650
340 0,530 0,750
330 0,605 0,960
320 0,645 1,100
310 0,670 1,135
300 0,640 1,300
290 0,620 1,200
280 0,620 1,180
270 0,640 1,200
260 0,630 1,150
250 0,603 1,110
240 0,605 1,150
230 0,670 1,300

Fracción E. - Después de varios intentos de separar los cristales que
-se forman de metanol, sin éxito, tomamos el residuo de esta. fracción con
un peso de 0,0469 gr . y lo recromatografiamos -en columna de silica gel
utilizando como solventes:
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a). Diclorometano. o0 0 o. . .. . . ..
b) Diclorometano 4 % EtOH ...
e) Dic1orometano 10 % EtüH ..
d) Etanol absoluto .. o, • • • •• • . • • •
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FIG. 21. - Espectro en sulfúrico de las fracciones B y B
1 2

1,000

0,500

REViSTA ; DE L/l ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISIGO-QUIMIGAS ",y N.1TURALES

Silica gel util izada, 12 gr. ; número de fracciones, 20; volumen de cada
fracción, 10 mI. ; volumen de retención de la columna, 30 mI. .

n.o,



Pr..cc1 ón ",

D. O. (660 mu)

0,010
0,015
0,010
0,005
0,007
0,010
0,020
0,015
0,005
0,005
0,128
0,522
0,500 color azul en fr ío
0,156
0,068
0.025
0,015
0,010
0,015
0,015
0,360 (49,6 microgramos de DHA)
0,360 (49,6 microgramos de DHA)
0,010 con furfural
0,000 sin furfural (referencia).

1
2
3
4
5
6
7
8

. 9
10
11
12
13
14
15
le
17
18
19
20
Patrón
Patrón
Blanco
Blanco

Fracción n.O

D.O. ,

. <>,500

R l ~

4t 1(;. 22. - Reacción de Munsen para las fracciones de recomatografiar
la fracción E de las colecciones 1, 2 Y 3
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De acuerdo con estos resultados reunimos las fracciones 11, 12, 13 Y 14
Y cristalizamos de metanol. Obtenemos unos cristales que secamos a vacío
sobre cloruro de calcio por 24 horas y que dieron un punto de fusión de
J75-177° e que corresponde a 16-Cl70H-DHA.

Obtenemos el espectro en sulfúr ico de estos cristales. El resulta do se da.
en la tabla 24 y figura número 23.

n.O.

FIG. 23. - Espectro en sulfúrico de la fracción E.
Tubos 11, 12, 13 Y 14. Colección de incubados 1, 2, 3
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TABLA 24

VALORES DEL ESPECTRO EN SULFURICO DE LA SUSTANCIA SEPARADA
DE LA FRACCION E

Tubos 11, 12, 13 Y 14 de r ecromatografía .

mu D. O. mu D. O.

600 0,024 400 0,221
595 0,021 395 0,230
590 0,023 . 390 0,249
585 0,028 385 0,259
580 0,031 380 0,259
575 0,032 375 0,263
570 0,032 370 0,263
565 0,032 365 0,279
560 0,038 360 0,273
555 0,048 355 0,265
550 0,048 350 0,266
545 0,049 345 0,248
540 0,052 340 0,240
535 0,058 335 0,207
530 0,061 330 0,263'
525 0,067 325 0,237
520 0,075 320 0,265
515 0,086 315 0,287
510 0,096 310 0,285
505 0,094 305 0,31&- -
500 0,108 300 0,318
495 0,115 295 0,317
490 0,118 290 0,333
485 0,132 285 0,312
480 0,136 280 0,300
475 0,137 275 0,300
470 0,143 270 0,297
465 0,145 265 0,287
460 0,142 260 0,287
455 0,149 255 0,281
450 0,150 250 0,303
445 0,152 245 0,320
440 0,155 240 0,392
435 0,148 235 0,355
430 0,163 230 0,361
420 0,167 225 0,187
420 0,174 220 0,458
415 0,188 215 0,482
410 0,195 210 0.538
405 0,207

Fracción G. - Evaporamos a sequedad bajo nitrógeno y desecamos a
vacío. Peso fracción G = 0.06530 gr. Cromatografiamos la fracción en co­
lumna de silica-gel.
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TABLA 25
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAf) . . EXAqTAS, FISICU-QUIMIC¡1S. Y NATURALES

150 .ml .
150 mI.
100 .ml. "

a) Diclorometano 4 % .
b) Diclorometano 10 % .
e) Etan ol absoluto .. . . .;

Tubo 11.° U. V. Ac. fosfottíngstico
10 %

2 +++
3 marrón
4 +

10 ++
12 ++
13 +
15 + +
17 + azul violáceo
18 ++ + +
19 + ++ +
20 ++
21 +
22 marrón P
23 +++
25 +++
27 +
31 +
32 +
33 marrón
34 + + +
35 +
38 +

Eluyentes :

'COLECCION DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. OBSERVACIONES A LA LUZ U. V.
y AL xcmO FOSFOTUNGSTICO DE LAS FRACCIONES DE RECRmrATOGRAFIA

DE LA FRACCION G

Número total de fra cciones, 39; volumen de cada fracci ón , 10 mI.
Sobre una t ira de papel Whatman 42 ponemos en círculos de 1 cm. de

diámetro , previamente dibujados y numerados 10 microlitros de cada una de
las fra cciones. Examinamos mediante reacción al ácido fosfotúngstico , des­
pués de hecha la observa ción correspondiente en el ultravioleta. Los resul -
tados se, dan en la ta bla 25 y figuras 24 y 25" '

Los tubos de cromatografía 18, 19 Y 20 de esta fracción , que son los qu e
dan reacción más intensa frente al ácido fosfotúngstico , los transferimos
c uantitativamente a un balón de 50 mI. Este residuo , una vez .evaporado
.Y seco dio un peso de 0,01735 gr. En él realizamos determinaciones de Mun-
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. /.....,

Absorción W.

I '~

~
; ~;..

.,

L.....o.. ...
'--

ro 020 .. o •• )0 . f'r.cei6n -

. FIG. 24. - Colección de incnbados 1, 2, 3. Recomatogruíía de la fracción G. __
Absorción de la luz ultravioleta

son, Zimmermann y azul de tetrazo l, según indicamos más adelante. To­
mamos al propio tiempo 0,3 mI. de la solución en 35,3 ml . de metanol para.
determinar el espectro en sulfúrico. Los valores de este espectro se dan en
la tabla 26 y figura 26.

Con objeto de separar impurezas antes de someter a cristalización ero­
matografiamos el residuo procedente de los tubos 18, 19 Y 20. Se separaron
dos bandas visibles al utravioleta pero de las que sólo una da coloración
con el ácido fosfotúngstico . Se disolvieron amhas en metanol y fueron so­
metidas a cristalización en congelador a - 300 C. La cristalización no fue
posible, debido . sin duda a la magnitud de la muestra.



REVISTA DE LA ACA DEMIll DE CIENCIAS EXACTAS , PISlGO · QUIAlICAS l' NATIIUALES;

ha.cción3020

A cO}I R . [urju» Sulfúrico .1c01/ Fria D. O.
glac . ral m!. 16N m!. 50 % 660 mu

0,2 0,8 3,0 0,003

0,2 3,0 0,8 0,000
0,2 0,8 3,0 0,480
0,2 0,8 3,0 + 0,067
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10

0,1 (1)
0,1 (S)

Cantidad Calida.d
m!.

+++

+~++

COLECCION DE INCUBADOS. NUMEROS 1, 2 Y 3. FRACCION G.
TUBOS NUMEROS ) 8, 19 Y 20

FIG. 25. - Colecci ón de incubados 1, 2, Y 3. Recromatografía de la fun ción G_
Reacción del ácido Iosíotungs tíco

Diferencia

Blanco .. .
Blanco sin

furfura1.
Patrón .
Muestra .

Reacción de Munson. Macro

Peso residuo... 0,01735 gr.
Tomamos el residuo y lo disolvemos en 35,3 ml. de metanol y de esta solución (S)

tomamos porciones adecuadas para las reacciones que a continuación se indican , en e]:
supuesto de que los 60 microgramos corresponden a una susta ncia pura .
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TABLA 26

COLECCION DE INCUBADOS. NUl\IEROS 1, 2 Y 3. FRACCION G. ESPECTRO
DE LA SUSTANCIA CONTENIDA EN LOS TUBOS NUMEROS 18, 19 Y 20

Tabla de valores

(m¡¡.)

660
655
650
645
640
635
630
625
620
615
610
605
600
595
590
585
580
575
570
565
560
555
550
545
540
535
530
525
520
515
510
505
500
495
490
485
480
475
470
465
460
455
450
445
435
440

D. fJ,

0,024
0,027
0,027
0,027
0,028
0,028
0,030
0,030
0,033
0,036
0,037
0,042
0,045
0,057
0,057
0,061
0,064
0,068
0,071
0,075
O,OSl
0,086
0,093
0,098
0,105
0,115
0,124
0,135
0,148
0,168
0,180
0,19'3
0,220
0,233
0,255
0,266
0,275
0,282
0,285
0,290
0,291
0,295 ·
0,302
0,305
0,310
0,317
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(m¡¡.)

430
425
420
415
410
405
400
395
390
385
380
375
370
365
360
355
350
345
340
335
330
325
320
315
310
305
300
295
290
285
280
275
270
265
260
255
250
245
240
235
230
225
220
m anco de
sulí ürico

D. O.

0,334
0,354
0,390
0,408
0,450
0,470
0,490
0,540
0,540
0,535
0,520
0,495
0,465
0,440
0,435
0,408
0,390
0,380
0,360
0,370
0,365
0,395
0,455
0,505
0,570
0,610
0,620
0,620
0,600
0,570
0,560
0,530
0,520
0,530
0,515
0,510
0,525
0,590
0,630
0,640.
0,650
0,720
0,810

0,000



REVIST,t DE T~A- AC,IDE.UI,l DE CIENCIAS EXACT,t S, "FISICO-QUlM ICAi'¡ y N,trURALE$

, \

"' ; . '

• -, I ~

.~ . " .,

', , ' :

25°

" "

FIG. .26. - Espectro en sulfúrico de la fracción G..Fracciones 18, 19 y ·20
de recromatograña . Colección de incubados 1, 2 Y 3

(1) Es un patrón de DHA que contiene 5 mgs. de DHA/I0 mI. = 50 rnícrogram os/
0,1 mI., o sea de la misma magnitud de la muestra . en el supuesto de qli~ ~·fuese DUA
pura .

En frío úni camente la muestra presentó un color azu·l pálido. Sin embargo, después
del calentamiento a 67° por 12 minutos el color del patrón fue mucho más "in tenso.

Reacción de Zimmermann. Macro.

Referencia Cantidad Catidad EtallO! KOH 2,5 m-dinitro- H. O. D. O.
m!. 95 % N • benceno 1 % 430 mu 520 mu

Blanco -... 0,2 0,2 0,2 0,000 0,000
Patrón ... 0,3 (1) 0,2 0,2 0,2 0,175 0,490
Muestra ... 0,3 (S)· 0,2 0,2 0,2 0,060 0,133

(1) Es un patrón que contiene 5 mgs. de DHA/10 mI. = 150 microgramosfO,3 mI.,
o sea, de la misma magnitud de la muestra tomada .

~ I48 -
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Reacción de azul de tetrazol , Macro.

Referencia Cantida d Calidad Hidr óRido de te- R . azul de D. O.
mI. trame tilamonio mi. tetrazol m!. 510 mu

Blanco .00 0,35 0,49 0,000
P atrón oo. 0,1 (1) 0,35 0,49 1,140
Muestra . 00 0,2 (S) 0,35 0,49 0,065

(1) Es un patrón que contiene 11,3 mgs, de DOCA/lO ml.=113 mícrogramoa/ü.I mI.
que es de magnitud semejante a la muestra tomada en el caso que fuese pura.

lIT. ESTUDIO DE LA COL ECC IÓN DE IN CUBADOS 4-12

Tratando de obt ener más cantidad de extractos reali zamos nuevas in­
cubaciones cuyo detalle se da en las tablas 2; a 35 ambas inclusive .

, Los pesos obtenidos de los extractos fueron:

Colección de incubados n úm. 4 0,55080 grs.
0,45637 "

6 0,53526 "
7 0,52649 "
8 0,38805 "
9 0,59862 "

10 0,39141 "
11 0,53659 "
12 0,93067 "

---
Extracto total oo . oo . oo . 4,91426 grs.

-
Hicimos una separación de compuestos cetónicos y no cet ónicos por

medio del reactivo T de Girard. Al objeto de comprobar la marcha de la
separación tomamos los extractos correspondientes a las colecciones 10,
11 Y 12, con un peso total de ] ,85867 grs., los disolvimos en 186 ml. de
una mezcla a partes iguales de ácido acético y metanol acuoso 90 % (vIv) .
Agregamos ]8,6 grs. de reactivo T de Girard dejando estar la mezcla du­
rante la noche.

A la mezcla citada agregamos 1860 ml . de agua helada y 3 x 186= 558 ml.
de hidróxido s ódico 2,5 N Y extraemos por 10 veces con 1/2 de su volumen
de cloroformo. Los extractos fueron lavados por tres veces con 1/2 de
su volumen de agua destilada , secados sobre sulfato sódico anhidro y con­
centrados por evaporación al vacío . Esta fracción no cetónica pesó 1.28721
gramos. Fue rotulada con la letra N.

La solución acuosa conteniendo los compuestos cet6nicos con un vo­
lumen total de 2418 ml. fue acidulada a pH 1 con ácido sulfúrico ]6 N Y
extraida la solución ácida resultante por 10 veces con I j 2 de su volumen
de cloroformo . Fu e rotulada con la letra e y pesó 0,48535 grs.

-149 -
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Agrupamos las fracciones no cet ónicas (N) pOI' una parte y las cet ór. i­
cas (C) por otra , procedentes de las operaciones anteriores .

A la vista de la buena marcha de la separación . realizamo s la de las
colecciones 4 a 9 en conjunto co~. ls>s siguientes. resultados:

1.500 m l.

1.300 ml.

1.300 ml .

800 mI.

:~ .240 ml ,

2.700 ml .

2.700 m l.

1.000 m I.

2,69717 grs.
1,20100 grs.

1,40996 grs ,
0,71566 grs.

a) Diclorom etano con 2 % de etanol ... . . .
b) Diclorometano con 4 % de etanol oo • • oo

e) Dlclororuetano con 10 % de etanol
tI) Etano l absoluto . oo oo ' oo ' oo. .. . oo ' . oo oo .

- 150 --

a) Dicloroelano oo. oo ' oo • • oo oo .

b) Dlcloroetnno 4 % etano l ...
e) Dicloroetano 10 % etanol
tI) Etanol absoluto oo. oO , oo ' .oo

Fracción no cetónica (N) total 4-12
Fracción cetónica (e) total 4-12 oo'

Residu o de la Irucci ón no. cet óniea ~:9 . ..
cetónica 4-9 oo . oo. oo '

Ol'omatogmfía de la [racciér: cetónica

Realizamos análogas operac iones que con la fracción no cetónica ob­
teniendo los resulta dos de las ta blas 40 y 39. El sistema de solventes fue:

Sistemas de solventes :

Número total de fracción , 185; volumen de retención, 240 mI. ; volu- .
men de cada fracción, 60 ml . Tiempo de duración, 48 horas.

Tomamos una de cada tres fracciones v las sometemos a la reacción de
Munson . Los resultados se encuentran en "la tabla 36 y figura 27.

Las fracc iones recogidas de cada solvente fueron : a) números 1-54 ;
'b) números 55-100; e) nú meros 101-147 ; d) números 148-175. .

Después de realizar una observación a ojo desnudo realizamos la acu­
mulación de fracciones como indi camos en la tabla número 37.

Las fracciones no cetónicas así obtenidas señaladas (le NI a N~ son so­
nietidas a cromatografía sobre papel obteniendo los resulta dos de la tabla
38. Fueron almacenadas pa ra estudios posteriores.

Cr.omatogmfía de la [racciéti no cetón ica .

Calcularnos la columna como de costumbre . La columna utilizada tiene
80 cm. ' de altura y 2,5 cm. de diámetr o. Volumen de retención, 240 ml

Resuluui os :
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Las fracciones correspondientes a cada solven te fueron: a) Fracciones
1-24. b) Fracciones 25·4("j . e) Fra cciones 47-67. d) Fra cciones 68-79.

450 ml .
200 ml,

a) Diclor ometan o con 2 % de EtOH ...
b) Diclorometnno con 4 % de EtOH .. ,

Volumen de cada fracción 10 rul . ; núm. de fraccione s, 65; volumen de
retención de la columna, 180 ml.: fracciones correspondientes al primer
solvente, 46; fra cciones corr espondientes al segundo solvente, 19. Toma­
mos 10 microlitr os de cada fracción que colocamos sobre papel en el que
determinamos absorción ultravioleta y reacción frente al ácido forsfotúngs­
tico Determinamos los puntos de fusión de las fracciones con caracte­
rísticas más salientes. Los resultados se encuentran en la ' tabla 43.

Reunimos los residuos de los tubo s 4-9 y cristalizamos de éter, seca­
mos etc. Los cristales obtenido s hacen un total de 23 mgs. con un punto
de fusión de 144-146°C. Realizado el análisis elemental (para la DHA,
~ = 79, 12 ; H = 9,(9) nos dio H 10,0 Y 9,81 %; C 79,14 y 79,06._Su po:
del' rotatorio específico fue [elJn25 = 7,(jI (poder rotatorio específico mole­
cular) , e = 1,14 % cloroformo.

De las aguas madres de 1 separamos 38 mgs. de unos cristales cuyo
análisis elemental dio C 76,08 %, H % 9,45 %' Punto de fusión , 137-139°.

Todavía realizamos una tercera y cuarta cristalización de aguas madres
en las que obtuvimos 10 Y 9 mgs. de sustancia respectivamente aunque más
~purn . .

El resto de fracciones cromatográficas fue distribuido en tres acumula­
dos de los que no pudimos aislar la sustancia que impurificaba a la DHA
según se ,deduce del cromotograma sobre papel de la fracción ~:

. Fraccum. C3 . - El peso total de la fracción fue de 0,14133 grs. Croma ­
tografiamos en columna de silica utilizando diclorometano con 2,4 y" 10 %
de etanol. 180, 150 Y 150 mI. respectivamente . Las fracciones fueron de
10 mI. y el núm . total de fraccion es ascendió a 46. Colocamos 10 microli­
tros de cada fracción en papel e hicimos reconocimiento al ultravioleta -y

:.- '151 -

Estudio de jra ccione s cetón icas de cromatografía

Antes de realizar la acumulación de las fracciones cetónicas realiza
mos ensayos de Zimmermann y azul de tetrazol según indicamos en la
tabla 41. La acum ulación de .fra cciones se indica en la tabla 40 y los re­
sultados de la cromatogra ña sobr e papel en la tabla 42.

Fraceién. Cl' - Probablement e constituido por grasas hepáticas Su
aspecto es análogo El la fracción A de las colecciones de incubados núme­
ros 1, 2 y3 .

Fracci/m. C2 • - Cristalizamos de metanoly obtenemos 0,18373 grs . de
'cristales con un punto de' fusión de 133-145°C (1).

Heoromatogra ñamos el residuo en column a con 248 grs. de sílica gel.
Sist emas de sol ve.nt es:
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frente al ácido fosfotúngstico . De acuerdo CDn estos datos que transcribi­
mos en 'la Tabla 44 hicimos el corte de fracciones que fue del ' siguiente
modo:

De éstas la 4.a y 5." fr acción parecen ser las de más interés. Las dos.
aparecen en forma de gomas de color amarillo claro que ofrecen dificultad
para su cristalización. La fracción 4 llegó a dar cristales de color amarillo
claro, impuros que a 82°C fundieron completamente . Estos cristales apa­
recían al microscopio a manera de láminas claras no refrin gentes.

5
5
5.
5- '
{>

6·
6
1}

6

5­
5
5

-!
4
·1
1
4
6
s

N.o
lote-

N.O
lote-

8,5
6,9
9,2
8,7
9,9

11,7
10,9
8,5

10,0

G-G·p
mI.

9,2 .
6,8

10,3
12,1
11,8
12,5
10,4
9,5
8,5
8,3
8,9

G-G-P
mI.

7'PN N.O
1111. lot e

8,5 2
6,9 2
9,2 2
8,7 2
9,9 3

11,7 3
10,9 3

8,5 3
10,0 3

T PN N.O
mI. lote

9,2 2
6,8 2

10,3 2
12,1 2
11,8 2
12,5 2
10,4 2
9,5 2
8,5 2
8,3 2
8,9 3

.. . 1,61 mgs.

. .. 2,73 rngs.

.. . 4.4, 04 rngs.

. . . 48,43 rngs.

. . . . tubos 1-12
tubos 13-24 .
tubos 25-27 .
tubos 28-31.. .
tubos 32-35 ...
tubos 36-46
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Ii omoq e-
IIígddo neizado, Sobre nc- VIlA N.O

g. mI. pH dante, mI. 1111. lote

8,5 60 6,9 49 1,7 3
6,9 46 6,9 36 1,4 3
9,2 62 6,9 49 1,8 3
8,7 59 6,9 47 1,7 3
9,9 69 6,9 58 2,0 3

11,7 75 6,9 65 2,3 3
10,9 71 6,9 59 2,2 3

8,5 60 6,9 47 1,7 3
10,0 73 6,9 57 2,0 3

TABLA 27

COLECCION DE INCUBADOS . NUMERO 4

TABLA 28

COLECCION DE INCUBADOS . NUMERO 5

Homoge-
Hígado neízado, Soln-ena - DIlA N.O

g . 1111. pIl dante,11I1. 1111. lote

9,2 61 6,9 50 1,8 3
6,8 46 6,9 38 1,4 3

10,3 70 6,9 55 2,0 3
12,1 78 6,9 64 2,4 3
11,8 78 6,9 .65 2,3 3
12,5 82 6,9 72 2,5 3
10,4 78 6,8 66 2,1 3
9,5 64 6,9 49 1,9 3
8,5 58 6,9 46 l ,7 3
8,3 63 6,9 50 1,7 3
8,9 59 6,9 47 1,8 3

1. a fracción
2. a fracción
3.a fracción
4. á fr acción
5.a fra cción
6.a fracción

270
219
270
255
252
260
265
241
253

Peso
g.

Peso
g.

236
215
246
280
287
257
242
260
264
236
266

42
43
4.4
45
46
47
48
49
50

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

Rata
n .o

Ra ta
n.e
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TABLA 29

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 6

lJomoge-
Rata Peso lIIg aclo neizad o, Sobr ena - DllA N.O TPN N.O G-6·P N.Qo

.~ ~ ~ !1. g. .ml. pH dante , mI. mI. lote mI. lote mI. lote-

51 251 9,4 64- 6,9 52 1,9 3 9,4 3 9,'4 6
52 224 7.4 54 6,9 44 1,5 3 7,4 3 7,4 6
53 245 9,0 63 6,9 51 1,8 3 9,0 3 9,0 (3

54 2:35 10,8 76 6,9 61 2,2 3 11,0 3 11,0 6:
55 247 9,0 60 6,9 45 1,8 3 9,0 3 9,0 6
56 263 9,0 '65 6,9 52 1,8 3 9,0 3 9,0 lt
57 261 10,9 75 6,9 62 2,2 3 10,9 3 10,9 6-
58 256 10,0 - 70 6,9 .56 2,0 3 10,0 3 10,0 7
59 235 7,8 56 6,9 45 1,6 3 7,8 3 7,8 7
60 220 8,8 60 6,9 49 '1,8 3 8,8 3 8,8 7

TABLA 30

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 7

110moge-
Rata Peso lIIgddo neizado, So brena - DII A N.O T.-N N.O G-6-P s»
n .O s- g . mI. I,H clan te, mI. m I. lote mI. lot e mI. lote-

61 227 7,5 50 6,9 40 1,5 3 7,5 3 7,5 7
62 240 8,8 60 6,9 48 1,8 3 8,8 3 8,8 7
63 226 7,9 56 6,9 45 1,6 4 7,9 4 7,9 S
64 223 7,9 56 6,9 45 1,6 4 7,9 4 7,9 3-
65 280 12,0 80 6,9 65 2,4 4 12,0 4 12,0 8
66 236 10,8 75 6,9 63 2,2 4 10,8 4 10,8 S.
67 230 8,0 6-6 6,9 46 1,6 4 8,0 4 8,0 8
68 248 9,8 7l 6,9 58 2,0 4 9,8 4 9,8 3
69 252 10,0 74 6,9 60 2,0 4 10,0 4 10,0 8
70 224 9,8 , 7O 6,9 59 2,0 4 9,8 4 9,8 8

TABLA 31

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 8

Rata
Homoqe-

Peso J1Igddo neizado, Sobrena- DII ,! N.O TPN N.O G·6- P s»
n .c g . g . mI. pH dante, mI. mI. lote mI. lot e ml. lote-

7l 258 9,7 66 6,9 53 2,0 4 9,7 4 9,7 8
72 230 8,8 61 6,9 48 1,8 4 8,8 4 8,8 8
73 289 11,0 76 6,9 62 2,2 4 11,0 4 11,0 8
74 225 7,8 55 6,9 43 1,6 4 7,8 5 7,8 8
75 230 7,3 5,9 6,9 42 1,5 4 7,3 5 7,3 8
76 207 7,8 57 6,9 47 1,7 4 7,8 5 7,8 8
77 220 8,5 61 6,9 51 1,7 4 8,5 5 8,5 8
78 241 9,2 70 6,9 56 1,8 4 9,2 5 9,2 8
79 217 8,5 60 6,9 49 1,7 4 8,5 5 8,5 8
80 246 10,5 75 6,9 46 2,1 4 10,5 5 10,5 8
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TABLA 32

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 9

lIollloge -
Rata Peso lHgaclo neizado, Sobrena- DllLt N.o TPN N.o G-6-P s»
n .o g. g. ml. pI! dante, ml. ml. . lote ml. lote m l. lote

81 258 10,4 72 6,9 60 2,1 4 10,4 6 10,4- 8
82 246 9,7 78 6,9 65 2,0 4 9,7 6 9,7
83 276 10,7 73 6,9 59 2,1 4 10,7 6 10,7
·84 232 9,3 63 6,9 51 1,9 4 9,3 6 9,3
·85 241 7,9 51 6,9 44 1,6 4 7,9 6 7,9
·86 202 7,8 55 6,9 41 1 ,6 4 7,8 6 7,8
87 247 8,8 60 6,9 49 1,8 4 8,8 6 8,8
88 236 9,7 66 6,9 52 1,9 4 9,7 6 9,7
89 215 8,9 64 6,9 51 1,8 4 8,9 6 8,9
90 237 8,1 56 6,9 48 1,6 4 8,1 6 8,1

TABLA 3R

COLECCTON DE INCUBADOS. NUMERO 10

Homoge-
Rata Peso Hígado neizado, Sobrena- DllA s» TPN N.O G·6-P s»n.o g . g . ml. pH dan te , ml. ml. lot e ml. lote m!. lote

91 205 7,0 51 6,9 40 1,4- 4 7,0 6 7,0 9
92 244- 8,1 52 6,9 42 1,6 4 8,1 6 8,1 9
93 221 8,5 61 6,9 48 1,7 4 8,5 6 8,5 9
.94 222 7,9 56 6,9 46 1,6 4 7,9 6 7,9 9
95 260 10,0 70 6,9 57 2,0 4 10,0 6 10,0 9
96 243 10.5 70 6,9 58 2,1 4 10,5 6 10,5 9
97 229 8,9 64 6,9 53 1,8 4 8,9 6 8,9 9
98 252 11,0 72 6,9 62 2,2 4 11,0 6 11,0 9
99 220 9,1 62 6,9 51 1,8 4 9,1 6 9,1 9

100 220 9,5 61 6,9 50 1,9 4 9,5 6 9,5 9

TABLA 34

COLECCIOX DE INCUBADOS. NUMERO 11

Rata Peso
JIomoge-

mgado ncizado, Sobrena- . DlIA N.o TPN N.O G-6-P . N.O
n.O g. g. ml. pH dant e, mi. ml. lote ml. lote mi. lote

o

101 235 9,0 61 6,9 50 1 ,8 4 9,7 6 9.0 9
102 244- 9,7 68 6,9 56 2,0 4 9,7 6 9,7 9
103 260 9,0 61 6,9 49 1,8 5 9,0 6 9,0 9
104 251 8,9 61 6,9 50 1,8 5 8,9 6 8,9 9
105 244 9,0 63 6,9 52 1,8 5 9,0 6 9,0 9
106 247 8,5 59 6,9 49 1,7 5 8,5 6 85 9- ,
107 237 8,5 61 6,9 50 1,7 5 8,5 6 8,5 9
108 232 9,3 64- 6,9 52 2,0 5 9,3 6 9,3 9
109 216 9,4 65 6,9 54 2,0 5 9,4 6 9,4 9
1~0 222 8,5 58 6,9 50 1,7 5 8,5 6 8,5 9
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TABLA 35

COLECCION DE INCUBADOS. NUMERO 12

Homoge-
Rata Peso llíglido neizado, Sobrena- DHA N.o TPN s» G-6·P s»
n .o g. a. m!. pH dan/ e, m!. m!. lote m!. lote ml. lotc

111 297 12,0 85 6,9 70 2,4 6 12,0 7 12,0 ; 1)
112 306 12,2 86 6,9 71 2,4 6 12,2 7 12,2 9
113 302 11,0 77 6,9 63 2,2 6 11,0 7 11,0 : 10
114 310 11,0 78 6,9 65 2,2 6 11,0 7 11,0 ; 10
115 262 10,9 80 6,9 67 2,2 6 10,9 7 10,9 10
116 277 11,6 82 6,9 67 2,3 6 11,6 7: 11,6 ·· 10
117 214 7,3 53 6,9 43 1,5 6 7,3 7 7,3 10
118 210 7,2 52 6,9 42 1,4 6 7,2 7 7,2 · 10
119 203 6,2 43 6,9 38 1,2 6 6,2 7 6,2 dO
120 220 7,1 50 6,9 41 1,4 6 7,1 7 7,1 , 10

TABLA 36

Colección de incubados 4-12. Fracción no cejónica .

REACClON DE MUNSON PAllA LAS FRACCIONES CROllIATOGRAFICAS

Fra cción n .v D.O. Fracción n.v D.O.

3 0,010 93 0.002
6 turbio 96 n,OOS
9 0,088 99 0,025

12 0,020 102 0,007
15 0,060 105 0,007
18 0,048 108 0,020
21 0,032 111 o.ois
24 0,014 114 0,020
27 0,034 117 O. (I] :~

30 0,007 120 0.GI5
33 0,007 123 O,0l2
36 0,005 126 0,013
39 0,007 129 0,007
42 0,007 132 0,015
45 0,030 135 0,007
48 0,005 138 0,007
51 0,007 141 0,010
54 0,007 144 0,010
57 o.oi» 147 0,005
60 0,007 150 0,015
63 0,027 153 0,057
66 0,007 156 0,012
69 0,007 159 0,005
72 0,270 162 0,015
75 0,085 165 0,005
78 O,OH 168 0,012
81 0,035 171 0,005
84 0,008 174 0,010
87 0,010 177 0,011

.90 0,012 183 0,02~

Blanco con furfural 0,005 Patrón (49,6 fLg. DIIA) 0,415
Blanco sin fudural 0,000 Patrón (49,6 ftg . DHA) 0,410
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TABLA 37
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COLECCION DE INCUBADOS NUMS. 4-12

ACUMULACION DE FRACCIONES CROMATOGRAFICAS

FRACCIÓN NI
Tubos 1 a 12 ambos inclusive. Aceite rojizo. Abundante.

F RACCIÓN N2

Tubos 13 a 30 ambos inclusive. Residu o blanco amarillen to. Abundante .

FHACCIÓN Na
Tubos 31 a- 49 ambos inclusive. Residuo amarillen to. Poco.

FHACCIÓN N~

Tubos 50 a 60 ambos inclu sive. Residuo amarillento. Muy poco.

R EVI S1'A DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, PISICO·QUlMICAS y NAT1 IRAI.ES

3
D.O•.xl0

600

FIG. '1/7 . - Reacción de Munson para la fracción no cetónica de la colección de incu­
bados 4-12. (660 milimi cra s).
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Patrón .-lO microlitros de DITA de 5 mgs/l0 ml . No se observa en las pistas despu és
de cr omatografiar .

TABLA 38

COLECCION" DE INCUBADOS NUMS. 4-12

CROMATOGRAFlA SORBE PAPEL DE LAS FBACCIONES NO CETONICAS

FRACCIÓr-; N"3

N. de mallchas RJo' UF Bl' PTA

1 0,09 +
FRACCIÓN x,

1 0,11 + + naranja
1 0,35 + + azul
1 i 0,63 +
1 0,74 + + naranja
1 0,84 + azul
1 0 ,92 + + naranja

FRACcrÓr-; N
G

1 0,.30 +.
FRACCIÓN N

7

1 0,1 3 + naranja
1 0,36 + azul
1 0,91 + + uaranja

FRACCIÓN Na

1 0,97 + DUDOSA

FRACCIÓN N"g

1 0,89 + p "." + naranja

Disolvemos los residuos en '.2,5 mI. de metanol y tomamos 20 ¡.¡l. en
sistema nxiw.
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FRACCIÓN Ns
Tubos 61 a 84 ambos inclusive. Residuo pardo oscuro . Cri stalino abundante.

FRACCIÓN N
6

Tubos 85 a 104 ambos inclusive. Residuo pardo osc ur o. Poco.

FRACCIÓN N
7

Tubos 105 a 140 ambos inclusive . Residuo pardo oscuro. Poco.

FRACCIÓN Na

Tubos 141 a 147 amhos inclusive . Residuo amarillo claro . Muy poco .

FRACCIÓN Ng
Tubos 148 a 175 ambos in clu sive . Residuo pardo oscuro. Poco.

FRACCIÓN N¡O

Tubos 176 a 185 ambos inclusiv e. Re siduo amarillo clar o. Poco .
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TABLA 40

COLECCION DE INCUBADOS 4-12. - CORTE DE FRACCIONES DE LA CIWMATOGRAFIA
DE LA FRACCION CETONICA

0,000
0,400
0,040
0,332
1,400 turbio
0,660
0,065
0,025
0,098
0,153
0,036
0,015
0,025
0,032
0,010
0,105
0,063
0,021
0,007
0,000
0,002
0,005
0,012
0,005
0,010
0,010
U,üOO
U,OOO
0,370
0,340

D. O. 660 mu

azul

Color en calienteColor en frío

3
6 magen ta
9

12
15 azul muy débil
18
21
24
27 azul débil
30
33
36
39
42
45
48 mageuta
51
54
57.
60
63
66
69
72
75
7.8

Blanco sin furf ural
Blanco sin furfural
DHA (10 I1gs)
DHA (l O l1gs)

Fracción

TABLA 39

COLECCION DE INCUBADOS. NUMS. 4-12. REACCION DE ~IUNSON

PARA LOS COMPUESTOS CETONICOS

Fr acción Cl' - Tubos 1 a 8, pero antes tomamos dos porciones de 0,5 mI. de la fracción
6 para Zimmermann y azul de te trazo l. El residuo se habla disuelto en
25 mI. de metanol.

Fracción Ca' - Tubos 9 a 23, pero antes tomamos dos porciones de 0,5 mI. para Zimmer­
mann y azul de tetrazol del tubo 15.

Fracción Ca' - Tubos 24 a 35, pero antes tomamos dos porciones del tub o 30 para Zim­
mermann y azul de letrazol.

Fracción C
4

• - Acumulamos tubos 36 a 44 y evapora mos a sequeda d.
Fracción C

5
• - Acumulamos tubos 45 a 60, pero an tes tomamos dos porc iones de 0,5 ml .

para Zimmermann y azul de tetrazol del tubo 48.
Fracción C

6
• - Acumulamos tubos 61 a 66 y evaporamos a sequeda d.

Fracción C;. - Acumulamos tubos 67 a 79 y evaporamos a sequedad .
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70 60
J"Ncción ...

60]0

FIG. 28. - Reacción de Mun son para la fracción cetónica
de la- colección de incubad os 4-12 (660 milimicras )

•1).0.><10

1.000
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REVISTA DE L,l A.C,lDEMI,l · DE CIENCIAS EX ,reTA s ;· ' PISI CO-QIIIMIGAS " y NA TU RA LES

'Disolvemos los r esiduos en 5 ml, de metanol y tomarnos 10 rnicrolitros .

azul débil
naranja

azul muy débil
naranja muy débil
azul muy intenso
azul débil

azul débil
naranja

naranja .-'
azul intenso

+
+

+
+

+
+
+
+

PTA

.- +
+

+

+
+

Ul'

0,34
0,89Patrón

FRACCIÓN e,
1 0,73
1 0,61
1 0,88

FRACCIÓN C,
--O _ oO'-

FRAécIÓN e,
1 0,13
1 0,19
1 0,03
1 0,07
1 0,33
1 0,91

FRACCIÓN e,

°F RACCIÓN C7
1

Zinw wnJlanl1
Tubo o fracción 520 mf1 480 mil- Azul de tetrazol

6 0,610 0,428 (1) ,, 1,250
15 0,810 0,504 (2) 0,~40

30 0,940 0,530 1,350
48 0,314 0,182 0,260

Blanco 0,045 0,043 0,000
Blanco 0,040 0,035 0,000
Patrón 0,302 0,175 0,325
Patrón 0,300 0,175 0,325

TABLA 42

COLECCIO~ DE INCUBADOS NUMEROS 4-12.

CROMATOGRAFIA SOBRE PAPEL DE LAS FRACCIONES CETONICAS

TABLA 41

COLECCION DE INCUBADOS NUilIS. 4-12. - REACCIONES MACRO-ZIMMERMANN
y AZUL DE TETRAZüL DE LA FRACCION CETONICA

:Patrón.-25 microlitros de DRA de 5 mgs j10 ml, en eta nol.

FRACCIÓN C2
N.Ode 11w nchas Rp

1 0,36
1 0,89

,
1 Y 2 se diluyeron para Z. a cinco veces su volumen por ser: las;, coloraciones demasiado
Intensas .

El Patrón de Z. consta de 0,2 mI. de una solución de DHA, que' con tiene 5 mgs.j10 mi.
El Patrón de BT contiene 0,2 mI. de un a solución de DOCA de 1,13 mgs.¡10 mI.



Como habrá podido obser varse para las reacciones de UV. y PTA se lomó uno de
cada tres tubos, con algunas excepciones, para los p.f . se tomó uno cada cinco con
bastantes excepciones . .... .

TABLA 43

RECROMATOGRAFIA DE LA FRACCION C
2

•

CARACTERI8TICA8 DE LAS FRACCIONES OBTENIDAS

Fmcción nO U.V. PTA P.F.
1 +
2 123-132° e
3
4 + + + + 142-146° C
5 133-139° C
6 146-149° C
7 + + + + 135-148° C
8 144-148° C
9 145-149° C

10 + +++
11.
12
13 +++ 130-139° C
14
15
16 + +
17
18 144-148° e
19 + +
20
21
22 ++
23 136-138° e
24
25 ++
26
27
28 + + 137-139° e
29
30
:31 +
32
33
34 ++
35
:36
37 +
38
39
40 +
41
42
43 + 145-150° C
44
45 + + + +
46
47
48 Y ss . fueron estas obser vaciones negati vas y no se determinó p. f.



'fABLA 44

REVISTA DE LJl ACADEMIA DE CIENCIAS , EXA CTAS, FISICO-QUIM ICAS y N,{7' I.'RAU'S

RECROMATOGRAFlA DE LA FilÁCCION C
3

,

CAHACTERISTlCAS DE LAS FRACCIONES OBTENIDAS

azul
azul
azul
azul
azul-naranja
azul-anaran ja
naranja-azulado
naranja-azulado
naranja-azulado

+
+ ++
+ ++

+++ + +
++++
++ +
++
+
+

- 162 -

UF PTA Obser vacion es

+ + azul muy débil
+ + azul muy débil
+
+

+ + +
+ + +
+ + +
+ ++
++ +
+++
+++
+ + +
+++
++ +
+++
+++
++ +

"+ + +

1-7
8
9

10
11
12
13
14
15

16-24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

3S-Final

Fracción n.O
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1. RESULTADOS

En los extractos procedentes de la in cub ación de dehidro epiandrosteronn '
con hígado de rata macho aparecen un conjunto de f¡s-3 P-hidroexi esteroi ·
des qu e poseen earacterísticas notables.

La colección de in cubados n úm ero 1 nos indica la exi sten cia de una
sustancia con un R; aproximado de 0,05 que dio positivas las reacciones
de Munson , Zimmerman y azul de tetrazol . Un compuesto con RF = 0,03
con análogas propiedades fue identificado en . Ia fracción cetónica C; Esta
sustancia de color azu l con el ácido fosfotustico y una coloración anómala
en el ensayo de Munson. Su R][ calculado fue de 1,51.

En las fraccion es C2 , C3 y C7 pudimos detectar la presencia de un a sus­
tancia con H; = 0,36 que dio negativos los ensayos ultravioleta y azul de
t.etrazol y pos it ivos los de Zimmermann y Munson. En esta reacción , la
sustancia presentó coloración anómala en frí o y coloración intensa, azul,
con el ácido fosfotungstico . El compuesto fue aislado y cr istalizado de lo
fracción C~ pero los cr istales quedaron pendiente de purificación posterior.
. Otro compuesto con R; = 0,55 nos dio reacciones positivas para azul ~

tetrazol , Zimmermann y Mnnso n en caliente . En fr ío presenta la reaccids
normal de Munson . Se aisló de la fracción E y se determinó su pu nto dp
fusión y espectro. .

En las fr acciones cetónica y no cetónica se detectó una sustancia que
prese n ta fuerte absorción en el ultravioleta y da reacciones positivas para
Zimmerrn ann y Mun son fr ío y caliente . Su RF en el sistema eromatográ­
Iico ben cen o-m etanol-agua fue de 0.74. Se encuent.ra en las fracciones Ns
(no cetó nica) y C3 (cetón ica) , en la pr imera como vestigios, en la segunda
en gra n cantidad.

De las fracciones B:corr espondiente a la colección de in cub ad os 1,2 y
3-y C2 , pudimos ais lar, cr istalizar y caracterizar una sust ancia cuya exis­
tencia habíamos det.ectado en la colección 1, cuyos puntos de fusión, es­
pectro y análisis elemental hemos dad o anteriormente. Su R; fue de 0,89.

Además de las sustancias antes mencionadas hemos encontrado una SU'i­

- tancia en N3 con muy poca movilidad (R; = 0,09) que absorbe en el ultra­
violeta . Existe en estos incubados en muy pequeña cantidad y da negativo
el ensayo del ácido fosfotungtico .

Otra sustancia de Rp = 0,07 fue hall ad a en Cs que no dio absorción en
el ultravioleta pero da color anaranjado con el fosfotun gtico. Creemos qu e

-, 163 ~



RTWISTA DE Iú l ACA DEMIA DE CIENCIAS EX/lCTAS , FISICO·QUlMIC/lS 1" N/lTIlRA LES
,!' •

estas dos sustancias son idénticas pero necesit amo s posterior confirmac ión.
En varios ensayos, C, y N7 , por ejemplo , encontramos sustancias con

RF = 0,13 pero las reacciones fueron contradictor ias por lo que no po ­
demos afi rmar si se trata de un o o de varios compuestos.

Una sustancia con RF = 0,19 dando reacción positiva frente al ultravio­
leta , Zimm erm ann y azul de tetraz ol y negativa al fosfotúnsti co, fue de­
tectada en la fracc ión cetón ica.

Con reacción de Munso n negativa encon tramos en la fracci ón G otro
compuesto de R; = 0,29, ult ravioleta pos it ivo y íosíotúngstico negativo.
Esta sustancia ya había advertido su presencia en la colección de incubados
nú mero l.

Las fracc iones C2 y N« contienen una sustancia con UF ;", 0,62. En am­
bas obtuv imos posit ivo el ensayo del azul de tetrazol. Sin embargo . en la
C2 observamos coloración naranja con el fosfotúngsti co mientras el ensayo
fue negativo; en la Ns. . ,

:, .Con R" = 0,84 detectamos una nueva susta ncia en Ns. La susta nc ia se
colorea de azul con el ácido Iosfotúngstico y es negativa frente a azul de
tetrazol y ultravioleta .
;. ¡" Notamos, finalmente, la existencia de al menos dos sustancias de igual
o menor polaridad que la DHA. Estas susta nc ias dieron reacciones de azul
de tetrazo l, Munso n frío y caliente y Zimmermann positivas pero no pre­
sentaron absorción en el ultravioleta .

El resumen de todos estos hallazgos se encuentra dado en la tabla n . ? 45.

TABLA 45

RI§UMEN DE RESULTADOS

MUll son MUllson Zimmer-

Sustancia R p U.V . frío calien. mann Bl' PTA

a 0,03 magenta + + + + azul
b 0,36 ma ganta + + + azu l
e 0,55 + + + +
d 0,74 + + + + + naranja
e 0,89 + + + + naranja
( 0,07 + + naranja
cr 0,09 + +o
h 0,13 + + nara nja

0,13 + +
j 0,19 + + + +
k 0,29 + +
] 0,62 + + +
m 0,84 + + azul

Determinación no eíectuada . U.V . absorció n ultravioleta .
resultado negativo . BT azul de tetrazol.

+ result ado positivo . PTA ácido fosfotúngs tico.
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n. DISCUSION DE RESULTADOS

El conocimiento de los productos del catabolismo de la dehidroepían­
dro sterona es de interés a la vista de los hall azgos de cantidades aumenta­
das de este producto , .en forma libre o conjugada , en los casos de carcinoma
adrenal.

Solo mediante el cono cimiento detallado de todos los productos de trans­
formación de .la dehidroepiandrosterona en adrenal y tejidos periféricos,
podrá determinarse la relación entre la producción de DHA en los casos
patológicos y normales y concluir si existe una producción de DHA aumen­
tada o simplemente de un menor catabolismo del producto .. .

Los hallazgos de ¿\S_3 P-hidroxiesteroides en la orina de pacientes con
hiperplasia adrenal, o en los casos de verilismo adrenal , imponen la inves­
tigación de los productos metabólicos de la DHA a la que se ha mencionado
hac e tiempo como la sustancia origen.

Se ha indicado que la transformaci ón a compuestos hidroxilados tiene
lugar en el hígado , y, sin embargo, no se ha descartado plenamente la po­
sibilidad de que esta hidroxilación se produzca en la misma corteza supra­
rrenal sobre todo en los casos de desórdenes.

A pesar del gra n número de estudios reali zados a este respe cto , no exis­
ten in vestigaciones sistemát icas, con excepción de los trabajos de Fotherby
en orina .
. Nuestro objetivo ha sido realizar un estudio, de modo general, de los

productos meta bólic os de la dehidro epiandrosterona para pasar a conti ­
nuación a estudios detallados, en hígado de rata macho, porque cree mos
que dada la relación existente entre los produ ctos de excreción de indivi­
duo s en estado normal y con tumores vir ilizantes, debe existir una dife­
rencia en los caminos metab ólicos según sea el sexo del aminal.

De los resultados de nuestras -experiencias vemos qu e las sustancias da­
das en la tabla 45 presentan una reacción de Munson positiva, tratándose,
por tanto de Lis-3 P-hidroxiesteroides.

Sustancia (a).- Por presentar una reacción positiva frente al azul de
tetrazol y el reactivo de Zimmermann debe ser , sin duda, una 16 «-hidroxi­
17-cetona, y dando además positiva la r eacción del ácido íosfotúngstico debe
encontrar un grupo OH en posición -7 0:. Se trata por tanto del

3.p, 7 0:, 16 e-trihidroxi-zr'-androsten-Iz-ona
compuesto que fue identificado por Okada y colaboradores (17) en la orina
de un joven con cán cer adrenaI. Su H; de 0,03, por otra parte, está de
acu erdo con la movilidad indicada por los autores anter iores para esa sus-
tancia. . .

La identificación por nosotros de este compuesto en homogeneizados de
hígado de rata tiene un doble valor, a saber : La indicación de que el pro­
ducto es , metabolizado por el hígado a partir de DHA y en segundo lugar'
que es de esperar la existenc ia de esta sus tancia también en individuos
normales.

Sustancia (b).- Haciendo análogos razonamientos llegamos a la conclu­
sión de que se trata de
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FIG. 29.-Cuminos catabólicos de la dehidroepiandrosterona .

~5-androsteno 3 {3, 16 oc , 17 {3-Lriol
r

~5-androsten-3 {3-o1-7, l7-d iona

,'-",d,,""'>o-3f7 o. 17 o-mol

" -"'d'''''nT ~' 17 o-diol

DEHIDROEPIANDROSTERONA

-> ~
7 rt.-OH-DHA 16 a,-OH-DHA

~ .>
~5-an drosteno -3 {3 , 7 « , 16 oc-tr iol-17-ona

3 {3, 7 a-dihidroxi-N- androsten-17-ona

sustancia que ya había sido identificada por var ios autores en or inas nor­
mal es y patológicas (17,83) y en estudios in vitro (62,83).

Sustancia (c).- Según las reacciones cua litativas de ensayo se trata d~

3 {3, 16 e-di hidroxi-á '<androsten-If-onn

La sustancia fue aislada en la orina de normales por Fotherby el al. (63)
en 1957 y Colás (65) comprobó su producción por incubación de raba nadas
de hígad o de rata. Nosot ros conseguimos el aislamiento de un producto con
un pun to de fusión de 175-177o C elel que hemos de terminado el espectro
de sulfúrico. El punto de fusión dado en la literatura es de 177-JBl

O 0
Su Rp (BMA) = 0,55.

Sustancia (d).-Presenta a bsorc ión fuerte en el ultravioleta por lo qu e
debe tratarse, de. una cetona a, {3-insaturad a . De acuerdo con su movilidad
(Rp = 0,74) deb e tratarse de un producto ya me ncionado por Okada (17) :

3 {3-hidroxi-~5-androsten-7, 17-diona.

Sustancia (e).- Se trata deja DHA en exceso recupera da . Sus reacciones
y H, coinciden con las del patrón. El producto fue aislado por nosotros.
purificado por cristalizaciones repetidas de metanol e identificado por su
punto de fusión cromatografía , análisis eleme ntal y espectro . Su poder
rotatorio molecular determinado en cloroformo dio [a] v

25 = + 7,61.
La estructura de las demás sustancias se encuentran pendientes de ul­

teriores estudios.



PRODUCTOS METJlJ30LICOS DE l,A DEHlDROEPlANDROSTERONA CON lllGADO DE" RATA

'CONCLU SIONE S

Se describe, por primera vez, la presencia de 3 [3, 7 a, 16 a~trihidroxi-~"­

:an drosten-17-ona como producto del metab olism o de la dehidroepiandros
't erona por homogeneizados de hígado de rato macho .

b) Se ai sló y caracterizó la :~ [3; 16 «-dih idrox i- ávan droste n-Iv -ona
'como un metabolito de .la dehidroespiandrost.erona en homogeneizados. de
hí gado de rata macho .

e) Se, detectó la 3 [3, 7 e-dih ídroxi -At-androsten-Lr-ona y se determinó
'su espectro de absor ción en sulfúr ico, entre los productos del metab olismo.

d) Comprobamos la presencia de 3 [3-h i droxi-~5-androsten-7, 17 diona
'en tre los productos metabólicos . . .,

e) Los 7-hidroxi est eroid es detectad os, observamos presentan reacción
.an órnala en frío fr ente al reactivo de Munson.

f) Observamos qu e la sens ibilida d de la reacción de Munson aume n ta
c on la con centración del ácido sulfúrico utilizado.

g) Observamos, en algu nos casos, descom posición de la dehidroepian­
-d rosterona en los procesos cromatográlicos utilizados.

h) Se sugiere 'ía formación de 3 [3, 7. a, lG a-tr ih idroxi-~5-an rlrosten -]7~
-ona a partir de 3 [3, l ü e-dihidroxi-zy-androste n-Iv -ona y' de :3 a, 7 e-rlihi­
<1roxi-N -androsten-17-ona mediante pro cesos de hidroxilación metabólica;
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1. APARATOS

. g.
32,2

Fuerza centrífuga r elativa =

ll EVISTA DE ' LA AC.IDEMl rl DE CI ENCIA S EXAIJTA~, PIS/!.'O-QIJBl ICAS · r Nrl 'J'UII JlLES

n = Núm. de revoluciones/segundo
r = radio en pies
El radio de la centr ífuga es = 4,25 pulgadas
Se mantiene en cuarto frío a O_5 °C de temperatura

b) Centrífuga refrigerada MSE super-rápida. La. fórmula para el cálculo
de fuerza centrífuga relativa del aparato es:

Fuerza centrífuga r elativa = 0,000284 l' n~

Il = Núm . de r evolucion es/minuto
r = radio en pulgadas desde el centro al extremo del tubo.

Homogeneizador Virtis. - Modelo 45. Posee accesorios intercambiables
para acomodar muestras desde 0,2 a 450 mI., tapa de teflón y agitador de
acero inoxidable. Tapa y demás accesiorios pueden ser esterilizados. Los
vasos pueden ser sumergidos en agua fría. La unidad está montada sobre
una base.estable con reostato para control de velocidad. Operando a 115 vol­
tios. 60 ciclos, corriente alterna, se pueden obtener velocidades desde 100.
a 45.000 r. p. m.

pH-metro Beckman. - Zeromatic 9600. Rango de pR 0-14. Exactitud
0,1 p". Reproducibilidad 0,02 p". Está provisto de compensador manual de
temperatura y de compensador automático para variaciones muy rápidas,

Centrífugas . - Disponemos de dos centr ífugas :

a) Centrífuga super -rápida SS-l Servall . Velocidad máxima 1"6.000­
1'. p . m. = 32.700 g. Rotor forj ad o en duruluminio. Ocho compar timentos
con ángulos de 3r para tubos de 50 mI. de capacidad. Cubierta sellada'.
Reostato que permite una variación de volt aje de 115 a 140 voltios . Tubos
'de polietileno de 50 mI. La fuerza centr ífuga relativa se calcula por la.
fórmula :
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El indicador de velocidad viene gra duado de O a 6.000 r. p. m. Sin em­
bargo dispone de un accesorio capaz de alcanzar 20.000 1'. p . m. Dispone
de un control de velocidad manual, control automático de temperatura ,v­
control automático de tiempo. La temperatura mínima es de -15·C y el'
tiempo máximo de 3 horas en fracciones de 10 minutos.

El cabezal núm. 6886, por nosotros utilizado , tiene una capacidad de
carga de 400 mI. distribuidos en ocho tubos. Radio al extremo inte-­
rior = ' 5,3 pulgadas: T." = O·C.

Baño de incubaci6n. - RSCo modelo 2156. Baño de agua con control,
variable de temperatura y velocidad de agitación. Dispone de un [uego de­
trenes intercambiables para diversos tamaños de frascos. Temperatura des­
de 5·C sobre el ambiente hasta 100·C. Exactitud ± 0,5 .

Congelador. - Revco SZH 635-10. Permite el almacenamiento de SU'3- ­

.tancias a -30·C.

Evapodardor rotatorio . ....:.-. Modelo FE-1442. Permite la evaporación dé
grandes cantidades de soluciones sin interrupción. Evaporador y colector
son rotatorios y van montados sobre baños de agua renovable de acero,
inoxidable . El evaporador posee un termorregulador con una exactitud de
± 0,6·C. El colector va comunicado por un tubo fijo a una bomba de vacío,
con los correspondientes frascos purificadores intermedios. Las partes fijas,
y móviles se conectan con juntas de teílón.

Bombas de vacío. - Disponemos de tres:
a) Modelo portátil para operaciones intermitentes con vacío fácilmente­

regulable.
b) Modelo Precisión (Thomas) con regulador de vacío con posibilidad'

de hasta 27 libras/pulgada cuadrada.
c) Modelo' de difusión pe mercurio para alto vacío.

Vitrina de gases. - Tiene regulador de velocidad y dirección de aire ..
En ella colocamos el sistema para evaporaciones bajo nitrógeno.

Estufa de desecaci6n a vacío . - Provista de portezuela de vidrio resis-
tente, manómetro y regulador de temperatura .

Balanzas. :- Disponemos de dos :
a) Metler modelo H5 con sens ibilidad de 0,5 mg .
b) Meler modelo lW som imicro con sensibilidad de IJ, 05 mgs.

Colec tor aulomáti co de [rucciones . - n sco modelo I:¿05. Util par a croo.
matograña en columna. Viene provisto de dispositi vos y accesorios que
permiten: a) Recogida de volúm enes iguales (sifón volumétrico). b) Reco­
gida de volúmenes a tiempos iguales (control automático de tiemp o) c) Re-.
cogida de igual número de gotas (célula fotoeléctrica).

Rotores int ercam biahl es para tam años de tubos distintos. Entr e los acce-.
serios existen dos tipos de sifones el G. para soluciones acuosas y el H
para solventes orgáni cos.
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Microscopio paTa puntos de [usio«, - Kofler. Calentado eléctr icame nte .
Permite el estudio de los cambios en cristales, durante y despu és de la fu­
-sión, por luz transmitida , reflejada o polarizada.

. Pol~ríme t1"~ Ililg er. :- M 412. Tr iple campo. vá provisto de un 'círculo
·dividido en grados y de un retíc ulo para lecturas de 0,012. P osee untraris­
f ormad or para un a . lámpara de ' <1 voltios qu e ilumin a' la escala y una ' I ám­
para de sodio colocada 10 cm . delante del tubo polarimétrico. Tubo!'¡ de 20
.Y 5 cm . de longitud que permiten la lectura hasta ' con 0,5 ml . de solución .

Esp ectrC!fo}ómetros.

a) Beckman DU para visible y ultravioleta .
b) Beckman modelo B para observaciones en el visible.
Cubetas de silica y vidr io y además accesorios e imp lementos. '\

A purato de micro y semimicro-comliustum: - Sargent S-21570 , con sus
-correspondientes controles manuales y automáti cos de temperatura y tiem ­
po , contador de burbujas, purificad or de gas, tubos de combust i ón de cua r­
.zo, absorbedores y medidores de pa so de gas.

Lámparas de luz ultravioleta y flu orescente para observación de croma-
'togramas en papel por transparencia o refl exión. . ,

Tanques para cromatogra fía en papel, circulares , con sus correspondien ­
't es tapas horadadas y sus correspondientes accesorios . d~ vidrio y acero ino -
xidable . · .

Disponemos además de un laboratori o completo Kontes para trab ajos de
'síntesis, cromatograñ á, extracción, etc. para trabajos en microesca la . .

11. MATERlALES

Los animales fueron ratas blancas Wistar, machos, criadas en -nuestra
-colonia . Su alimentación fue "Purina Laboratory C.h~)\.v: ' fabri cad o .por la
-casa Purin a en Colomb ia con patente de. la Hnlston Purina Co., St o Loui s.
.Me. U. S. A.

R eactivos:

DHA. Schering A. G. Berlín. Alemania.
Cortisol. Sigma. Sto Lou is , 13. Missouri. USA.
Cortisona. Sigma. St. Louis, 13. Missour i. USA.
Desoxicorticosterona Aceta to . DCA. Sigma . USA.
Azul de tetrazol. N. B. Co. Cleveland. ühío. USA.
Ácido fosfototúngstico. Merck. Bahway. N. .J. USA.
m-dinitrobenceno . Eastman. Rocherster, 3. N. Y. USA.
.Recativo T de Girard, N. B. Co. Cleveland. Ohio. USA.
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Silica gel activada. Davidson, Grade 923, 100-200 mallas . Shaar and Ca.
111. USÁ;

TPN . ~ Trifosfopiridinnucleótido .
a) Mann Research Lab. lnc. New York. USA. Sal sódica. Coenzim á U.
b) Boehringer & Soehne. Mannheim . Alemania.
c) Calbiochem. USA. Sal sódica. Caenzima n. Si,5 % de pureza .
Glucosa-G-Fosfato. - G-G-P . Utilizamos de dos procedencias :
a) Mann. Sal disódica. Humedad 5,4 %' Riqueza sobre P = 87,3 %'
h) Boehringer & Soehne. Mannheim. Alemania . Sal disódica.
Además el lote 2 los preparamos con Glucosa -o-fosfato, sal bórica.
Calbiochem .
El resto de los reactivos utilizados fueron de casas de reconcida solven­

cia, calidad 'analítica, o fueron purificados según métodos que a continua­
c i ón indicamos .

1. Puriiicacum. de reactioos .

Alcohol etílico absoluto . - Partimos de una mezcla de punto de ebu­
llición constante que venden las Rentas Departam etales del Valle, Colom­
bia, con un contenido aproximado del 95,6 % de alcohol en peso.

Colocamos 1,5 litros 'en un matraz de f) litros, añadimos 500 grs. de cal
v iva , CaO: previamente calentada a sooce, en horno eléctrico, durante dos
horas. Refluimos por 6 horas el contenido del matraz con refrigerante es­
merilado en cuyo extremo superior se ha colocado un tubo desecador con
c loruro de calcio anhidro . Destilamos en matraz con columna Vigreux ais ­
lado de la atmósfera por tubos de cloruro de caldo anhidro. Todas las jun­
ta!': son de esmerilado. Recogemos únicamente las fracciones intermedias .

E] producto obtenido de este modo ti ene una densidad de 0,7824, que
'según (84) 'corresponde a 99,8 % de riqueza alcohólica .

La técnica está de acuerdo con las indicaciones de (86).
Para la eliminación de aldehídos agregamos al alcohol absoluto antes

obtenido 4 grs. por litro de metaíenileno-diamina hidrocloruro. Mantene­
mos en la oscuridad agitando de vez en cuando. Desti lamos poco antes de l
uso la cantidad necesaria.

Purificación de metanol - Añadimos 0,5 grs . de 2,4-dinitrofenilhidra­
zina y 2 ml . de ácido sulfúrico concentrado a 2 litros de metanol . Hervimos
a reflujo por 30 minutos. Destilamos en matraz provisto de columna Vigreux
a razón de 3 ml . por minuto. Desechamos cabezas .y colas . Si el metanol
ha de usarse en cromatografía, lo hervimos a reflujo por J6-20 horas sobre
lentejas de NaOH (5 % peso/volumen) y polvo de zinc en la misma propor­
c i ón . Destilamos por dos veces fuera de la humedad del aire. . , .

Purificación de cloroformo. - Lavamos la cantidad de cloroformo de­
seada por dos veces con 1/5. de su volumen de agua destilada. Secamos so­
bre sulfato sódico anhidro (2 .%) y destilamos sobre carbonato potásico (1 %.)

-.., ;t7~ -
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- : Benceno para crom atografía. - Hervimos a reflujo por 30 minutos ,so­
bre ácido sulfúrico concentrado en la proporción de 50 ml, por litro . Lava ­
mos con agua , solución de NaOH,' agua , secamos con sulfato sódico anhidro
y destilamos,

2. Soluciones n ecesarws .

I NCUBA CIÓN

a) Solución de DHA en propilen glicoI. - Preparamos a medida que
vamos nec esitando una solución que con tiene 12,5 mgs. de DHA/ml. , en:
lotes de 100 ml . qu e numeramos de 1 al 6. Para la di solución completa ca­
lentamos en baño de ag ua a 38°C.

b) Solución de TP N en ag ua destilada .
Lote 1. - Disolvem os 333 mgs. de TPN, sa l sódica , Mann Research Lab. ,

hasta 200 ml. en ag ua destilada.
Lote 2-5. - Disolvemos 381 mgs. de TP N, sa l sód ica , Calbioohem , hasta

200 ml. en agua destilada .
c) Solución de glucosa-G-fosfato (G-6-P).
Lote 1. - Solución de 20 mi cromoles / rnl . , obtenida di solviendo gluco­

sa -G-P, sal sódica. 3H20 , Mann , en Jmp, rec ién preparado .
Lote 2. - La preparamos de concentración semejan te a la anterior .par ­

t iendo de glucosa-6-fosfato , sal bórica . Tomamos 1 g . que añadimos a
35,4 ml . de agua formando una suspensión. Con agitación con tinua fuimos.
agregando poco a poco 3,9 ml . de ácido sulf úrico 1 N. Filtramos el preci­
pitado de sulfato de bario y agregamos al filt rado 57,5 ml de KHP , pI! 7,4 .
La solución resultante tenía un pH de 7,2 .

Lotes 3-8. - Solución de 20 rnicromolea /rn l . obtenida por di solu ción de
G-6-P , disódica , Calbioche m, en la CA ntidad adecuada de KRP.

Todas las solucio ne s anteriores se mantienen en congelador a -~O ° C y
se pon en a la temperatura ambiente antes de l uso.

S OLUCIONE S PA TRÓN

a) Solución de DHA. - Preparamos dos:
1) Conteniendo 5 mgs. de DHA/10 ml. en eta nol de 95 %'
2) Con teniendo 0,5 mgs. de DHA/1 O ml . en etano l de 95 %'

b) Soluciones de DOCA. - Prep aramos igualmente dos:
1) Con tien e 11,3 mgs. de DOCA/l O ml . en eta no l de 95 %'
2) Con ti en e 1,13 mgs. de DOCA/1 O ml . de etanol de 95 %'

Pat r ón de cromatografía. - Lo preparamos para cromatogramas en pa-
pel disolviendo hasta 5 ml. en e tano l abso luto :

7,5(; mgs . de cortiso l (Com puesto F)
7,08 mgs . de cor tisona (Compuesto E)
G,92 mgs. de DOCA.
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ESTUDIO CARIOLOGICO DEL STEROPLEURUS D/LUTUS Bol.

por

HoR.\CIO M AR CO MOLL

INTRO DUCCIÓN

Como continuación de. nuestros estudios acerca de la cariología de las
espe cies pertenecientes al grupo de los Ephipigerinos de España , presenta­
mos en este trabajo, el cariotipo y particularidades en la meiosis de la es­
pecie St eropleurus dilutus Bol. , recogida en la Sierra del Guadarrama, en el
área de San Rafael.

Esta especie fue descrita por Bolivar en el año 1878, en los Anales de la
Sociedad Española de Historia Natural , en su tomo Vil, presentándose en
ejemplares de unos 30 mm. de lon gitud . tanto en el macho como en la
'hembra, exhibiendo éstas, un ovis capto de unos 28 mm. de longitud , por
término medio.

Estas especies se identifican fácilmente por presentar un pronoto mar­
cadamente ru goso, con unos lóbulos laterales lisos, los cuales protegen a
unos pequeños élitros finamente reticulados y de un color amarillento .

El estudio de esta especie nos servirá para comprobar analogías o dife­
rencias con otras especies ya estudiadas, no solamente del género Stero­
pleurus, sino del Callicrania, MARCO MOLL (3. 4, 5).

~TERIAL Y ~ffiTODOS

Como en trabajos anteriores se han recogido testículos y ovarios de la
especie objeto de este estudio, previamente an estesiados con cloroformo.
Como medio fijador se ha empleado el Carnoy 3 :1 , la solución Karpechenko
(11 :4, solución A con relación a la solu ción B), así como el Navashin-Kar­
pechenko (1 :1, de solución A: solución B). Los testículos y ovarios fueron
incluidos en parafina según la técnica del alcohol butílico , que nos sigue
dando resultado magníficos. Los cortes seriados se ejecutaron -en espesores
de 1!) micras .

Igua lmente se ha utilizado la tinción de Feulgen , en pi ezas fijadas con
Carnoy.

Como técnicas de tinción, se han empleado con éxito la del cristal vio­
leta y la de la hematoxilina férrica de _Heidenhein, con diferenciación en
solución férrica .

La técnica del smear a base de orceina acética y de la 8-oxiquinoleina
MAR CO MOLL (3), igualmente se ha aplicado con éxito .
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FIG. 1. - St eropleurus dilutus Bol. Idiograma de los cromosomas espermatogonia les

tfJ 11 1I " .,.,

ESTABLECIMIENTO DEL NÚMEUO CROl\IOSÓMICO y MOUFOLOGÍA

Al igual qu e en traba jos anter iores, no tenemos referencias directas so­
bre el cariotipo de esta especie, MAKINO (2), aun cuan do en las espec ies
S teropleuru s carina tta Bol. (5) y S teropl eurus balearicus Bol. (4) estableci­
mo s de las observaciones cor res pondientes , un número cromosómico
2n = 28 + X para el macho y de 2n = 28 + XX para la hembra.

. En las placas metafásicas esp ermatogoniale s se observa una disposición
-muy semejante al del citado género Steropleurus (S . carinatta y S . balea·ri­
eu s), ' como puede apreciarse en las figs . 2 de la lám. 1 y en las correspon­
dientes 3 y 4 de la lámina Il.
. El núm ero de cromosomas es por 10 tanto numéri camente .igual al de los

dos Steropleurus anteriormente est udiados .
Morfológicamente, los cromosomas se distribuyen en los ti pos me ta­

céntr ico y acrocén t.ri co. Hay dos cromosomas marcadamente metacén tricos,
con los dos brazos prácticamente igu ales , que corresponden a dos autoso­
mas. El cromosoma sexua l X es metacéntrico, pero con los dos brazos
'marcadamente desigual es.

Los restantes cromosomas son t íp icamente acroc éntr icos y por lo tan to
el kinetocoro es te rminal, perfectamente apreciable en las placas metafá­
sicas por la orientación de la porción monobraquial del cromosoma en si-

Los dibujos se han realizado con cámara cla ra en papel al n ivel de la
mesa . Las microfotografías en cámara LEITZ, sobre placas ortocrom áticas
Vafca , sensibilida d' 29° Sche iner, con t iempos de exposici ón de 5 a 7 segun­
dos y utilizando filtro núm. 401/3.
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tuación radial y centrífugam ente dispuesto , esta ndo por ello localizado el
kin etocoro en la parte central de la citada placa. El te lómero t erminal es
por lo tanto ap enas o prácti cam ente imposible de apreciar .

"Estos cromosomas acrocéntricos se distribuyen en dos gr upos, uno s mar­
cadamente monobraquiales y otros. de tipo puntiforme, al que cabe estable­
cer un subt ipo o elipsoidal, que al igual que ocurre con todo" los cromo­
somas de este tipo y en particular en los Ortópteros (teniendo en cuenta los
trabajos car iológicos qu e se han hecho sobre estos insectos, WHlTE (6)) ,'
siempre ocupa n una posición-central, en la placa metafásica.

El cariotipo de la especie Ste ropleurus diluius Bol. lo podemos estable­
cer con las siguientes caracter íst icas :

CARIOTIPO: Steropl eurus dilutus Bol.

aCl'océnl7'ico
mentacéntríco Total

monobraquial elipsoidal puntiiorme

mach o ... . . 2 +X 12 2 12 28 + X
hembra .. . . 2 + XX 12 2 12 28 + XX

Aunque se observa en preparacion es tratadas por el fijador Karpechen­
ko una marcada contracción de los cromosomas, en las obtenidas a base
de un previo tratamiento por la 8-ox iquinoleina o por la orce ina acética
existe por el contrario una mayor expansión, por lo que podemos obtener
una media ap roximada en los dos t ipos de tratamiento, pa ra esta blecer
el siguiente anális is de los cromosomas del S ieropleuru s dilutus Bol. (fi­
gura 1).

1. Par de cromoso mas de gran tamaño , de t ipo metacéntrico, con una
gra n constricci ón submediana, una relación de brazos casi igual a la unidad
y una longitu d de unas 21 micras, por 1,5 micras de ancho .

n. Par acroc éntrico monobraquial (al igual que los siguientes), de
4 micras de longitud por 1 mi cra de anchura.

lI I. Cromosomas de 4 micras de largo por casi 2 mi cras de ancho.
IV. Longitud de unas 3;-75 micras de largo por 2 micra s de ancho. ·
V. Con una longitud de 3,25 micras, por 1,5 micras de ancho .
VI. Cromoso mas de 3,5 micras de largo por 1 micra de ancho .
VII . Cromosomas de 3,25 micras de largo por 1.5 micras de ancho.
VIII. Cromosomas acroc éntr icos pu ntiformes de 1,5 micras de diámetro.
IX, X, xr, XII , xm. Cromo somas puntiforrnes de 1,25 micras de diá-

metro. -
XIV. Cromosomas de 2 micras de lar go por 1,5 de an cho , que por su

aspecto se separa como de tipo elipsoidal.
El cromoxoma X presenta una ligera curvatura, indicio de una constric­

ción pri maria poco acusa da, qu e determina una re lación de brazos
a/h = 1.25. Longitud de 8.5 micras por 1,5 micras de ancho.
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COlllPORTAlIIIENTO DE LOS CROI\lOSOllL\S EN LA lIlEJOSIS

En los cistos del St eropleurus dilutus Bol. (lámina I, fig. 1), se observan
ini cialmente los núcl eos corr espondientes a los espermatocitos de primer
orden. .de tamaño relativamente grande, siendo de resaltar, por la técnica
del cristal violeta, como los cromonemata, aparecen bien claros, con sus
cromómetros bien divididos, mostrando bien patentes sus cromátidas, como
corresponde al estado del núcleo zigoténico.

En el estado zigoténico es de notar la presencia de un corpúsculo bien
patent e, que destaca fuert emente de las restantes formaciones del núcleo
zigoténico, con reacción diferencial de Feulgen. que corr esponde al cromo­
soma X, que nos mu estra un marcado heteropicnotismo positivo, con una
posición marcadamente polar, que se hace bien patente en el estado subsi­
guiente o pachiténico.

En el estado diploténico se presentan bien caracterizados los bivalentes
(fig. 2 Y lámina III , fig. 7), que mantienen una gran semejanza con los es­
Ludiados en el Si eropleurus carinatta , en el cual el cromosoma metacén­
trico lleva tres lazos, que difiere de los cuatro hallados en el Steropleurus
carinatta. que corr esponden a la presencia de cuatro quiasmas, indicativo
de la existencia de cromómeros idéntico s, localizados en los cromosomas
análogos.

Se aprecia igualmente la existencia de quiasmas en los restantes biva­
lentes , va en número de dos o de uno.

Los 'quiasmas del cromosoma metacéntrico, nevan un quiasma distal,
con una clara terminilización . Los quiasmas de este bivalente, presentan
una marc ada rotación de 900

, perfectamente apreciables en las placas obje-
to de. estudio .

Los cromosomas aorocéntricos monobraquiales suelen llevar dos quias­
mas, adoptando la clásica forma anillada, mientras que otros, sólo exhiben
un único quiasma , con la rotación de 1800

, que determina la adopción de
la clásica forma de aspa.

"1,, ,,1
I IlJp

FJG. 2. - S leropleul'us dilulus Bol. :- Disposición de los bival en tes

Los cromosomas puntiformes o no es apreciable el quiasma o adoptan
una disposición en anillo , que es difícilmente detectable.
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LAMINA 1

FIG. l . - Cistos co n núcleos de esperrnat ocitos de primer orden 'en el estado
leptoténico. Se observa el marcad o est ad o de h et er opicnosis po si ti va del cromo­

som a sexual X. Cristal violeta . Aumento en placa: 750 x .

Placa metafásica esperrnat ogonial. Orceina acética. Obj. 100 x ; oc. 12 x
Aumento real en placa: 2.000 x.

FIG. 2.



LAMINA II

- · F IG. :3 y · ·4. - Pl ac as . m et afá s icas espermatogoniales. Orceina acé t ica. Aumento
real en p laca de la fig . 3, 2.000 x y e n la f ig . 4, 2.700 x .

(o.•



FIG. 7. - Placa cro rnos ómic a con bival en tes , m ost ra nd o la d ispos ición de los
quiasmas . Orc e ín a ac é tica , p re vio tratam ient o con la S·oxiq u ino leína . Aumento

real en placa : 2.700 x .

FIG. G. - Pl acas en m etá f áse 1. Cr-ist al
v iol et a . Au m en to re a l e~ p laca : 2.300 x .

LA:MIN A In

FIC . 5. - Núcleo s con placas en me­
táfas e 1. Cri stal vi oleta. Aumen to

real 'en placa : 2.300 x .
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De las observaciones reali zadas, se aprecia que el número de quiasmas
por núcleo , oscila ent re los 13 y los 15, con casos de dos terminilizaciones.

En el esta do diakin ésico, como ocur re siempre y en particular en los
cromosomas de estos insectos, hay un fuerte engrosam iento, a la que sigue
un a marcada disminución de los quiasmas.

En la formac ión de la placa metafásica 1 se colocan los bivalentes en­
grosados . con asp ecto semejante a los estudiados en Sterop leu1'1.ls carin atta
y Steropleurus balearicus Bol., como puede apreciarse en la fig. 3 Y en la
lámina IIJ, figs. 5 y 6.

Las fases restantes se rea lizan sin que tenga lugar la presencia de anor­
malidad alg una y con las caracter ísticas propias de todo proceso ult erior
correspondiente a la meiosis final. ' .

Hay que hacer resalt ar , que el cromosoma X sigue manteniendo su mar­
cada independencia duran te todo el proceso, con una intensa heteropicno sis
negativa en estas últimas fases .

• , I I I • I •• I I I
o 5 ID~

FIG. 3. - Ste ropleurus dilutus Bol. - Placas metafásicas. 1 auxocitarias

Estableciendo un estudio compara tivo con ante riores trabajos sobre el
género S terop leurus (4 Y 5) Y del género Callicrania (5), apreciamos que
se mant iene la identidad general del tip o cromosómico, no solamente en el
número , como ap untábamos en un prin cipio, sino también en el aspecto
genera l de los cromosomas, ya que en las tres especies anteriores y en la
que PS objeto de est udio en el presente trabajo, destaca la presencia de dos
autosomas metacéntricos, que es característica de estos géneros, ya que
igualm ente los seguimos encontrando en otra s especies que serán objeto de
un trab ajo ult erior.
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El carácter de un solo heterocromosoma sexual en el macho y de dos
en la hembra. es peculiar en los Ortópteros, WHlTE (6).

En los restantes autosomas, sí apreciamos una pequeña diferencia en 10
que respecta a los cromosomas acrocéntricos monobraquiales, ya que en las
especies citadas, describimos diez parejas de autosomas de est e tipo, aun­
que bien pudiera considerarse que un par que incluimos como acrocéntrico
puntiforme, debiera ser considerado más bien como hastoniíorme elipsoidal,
ya que tanto en St eropleurus carinatta como en Caui crania Miegi, en pre­
paracion es observadas, era algo aventurado el poder precisar si un par de
ellos podrían ser considerados como puntiformes puros, cosa que en Stero­
pl eurus diluius, no cabe discusión, pues al que denominamos par VII está
perfectamente delimitado como monobraquial y en cambio al que desig­
namos como par XIV, no puede ser incluido como puntiforme, sino como
pertrneciente al tipo elipsoidal.

El Sieropleurus bolearicus presenta un par de este tipo, pero en cambio,
los monobraquiales están bien delimitados por sus cinco pares.

Cromosómicamente se puede establecer el siguiente r esultado: una mar­
cada diferencia en la guarnición cromosómica del Steropleurus balearicus,
con sus diez cromosomas monobraquiales y sus catorce de tipo puntiforme.

El Steropleurus carin ai ta ti ene una mayor semejanza con el Steropleurus
diiutus , aun cuando presenta cuatro autosomas no bien delimitados en su
inclusión como puntiformes o bastoniformes elipsoidales, cosa que ocurre
con la CaUicrania Miegi, de gran similit ud con la especie anterior , aun
cuando la mayor diferencia estriba en los quiasmas del pa r de au tosomas
metacéntricos MARCO MOLL (5).

De todo ello se puede establecer el hecho, de que mediante un estudio
cuidadoso de la s guarniciones oromos ómicas de esta s cuatro especies, se
obs ervan pequeñas diferencias, que caben perfectam ente como las necesa­
ri as para el establecimiento de los caracteres cromosómicos de las distintas
especies (S terop leurus), aunque no así se pu eda dar éste criterio, hasta el
momento actu al, en lo qu e se refiere al géne ro (Slerople'l.lrus y CaUicrania).

CONCLUSIONES

1 ° Se analiza la constitución cÍ'omosomlca del Steropleurus di luius
Bol. con un cariotipo n = 14 antosornas tanto pa ra el ma cho como para la
hembra , con un solo heterocromosoma pa ra el macho y dos X para la
hembra (en su estado diploico).

2.0 Los cromoso mas estudiados se repar ten en cuatro tipos: metacén­
tr icos, acrocéntricos bastoniformes, acrocéntricos elipsoidales y acrocéntri­
cos punt ifor mes.

3.0 El número de quiasmas por núcleo oscila entr e los 13 a los 15.
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SUNM ARY

We analyze the chro rnosomical constitution of the Ephi gerino Steropl eu­
rus dilutus Bol., which displays a cariot ype n = 14 autosomes both for
the male and th e female, with only a single hetero chrom osome for the
mal e in the diploic form and two heterochromosomes for the female .

The chromosomes which have been suhmit to this present study are
divided into four different : the meta centric chrornosomes, th e acrocentric
chromosomes, the acrocentric ellipsoidal chromosomes and th e acrocentric
needleform chromosomes.

Each nucl eus contanis about from 13 up to 15 chiams.
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