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(1.4)

(1.3)

(1.7)

G :J Ü" (G) :J Ü" ,'" (G) :J ...- - -
G :J (}r.' (G) :J O"',l' (G) :J ...

- -

[Ü" (G), Qr.,l" (G)] = Ü",'" (G).

1\ e <1>" (G) e <1>",,,. (G) C ,..

Now, we have proved :
Theorem 3. - G is r.-separab le if and only if (11.3) and (104) finí sh in 1.

Proposit on 3 . - If G is 1l"-separable, then

~
G = n pr <1 G and G1ME fT }

W e can defin e the 1l"-heigh t of a finite r.-separabl e gr oup G as the nu mber of r.-factors
in (1.4). If we compare th is nu mber with th e wel l kn own tt-length of a 1l"-separa ble
gro up, we 'see they coincide as affirms pr oposition 4.

b) . Using th e definition given in [1 ] of Fra ttini subgroup over " in a fin it e group
(written <1>" (G)) we can construct ano the r r.-seri e:

SOBRE LOS GRUPOS FINITOS 7t ·SEPARABLES

fT* == { G IG~ = G} an d s: = {G IG1 E s : 'V G1 subgr oup of G}
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such that <1>".", (G) is lhe inve rse ianage in G of <1>". (G/ <1>" (G)) . Now (1.7) ñn íshes in
G if and only if G is rr-separable .

e) "Ve have studied th e class of s:-separnble groups, considered as a Iormatíon ,
Given a formation fT, we can define

as usual , where G is a given group. Now we introduce two classes of groups.

Summary

Chapter 1

Th e main res u lts in this chapter ar e the foIlowing :

a) Given a Iinite group G and a set ofprim e numb er s tt , we define O" (G) as usual ,
and by recurr ency: O",'" (G) = O"' (Ol' (G)), etc. So we can construct two desc endíng
fuIly in variant r.-series :
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Then fT* and fT' are closed under quoti ens (Lemma 1) and fT' is u formation (Pro­
position 8). Ir fT is the ¡r-separable group s Iorrnation, then fT' = 1. DualIy we hav e
studied the class of ,,-separable groups as a Fi tting class from this pcinl oí wiew.

Chapter II

A well kn own proper ty oí ,,-separable groups is:

(P) Ir G = G/O".. (G) then Zü (O" (G)) e 0" (G).

' Ve have studied th e kind of groups which have (P), without assumin g rr-separability;
in theorems 1, 2, 3 we extend this property to quotiens, products and normal subgroups
in sorne special cases.

Chapter III

In this chapter we have related property (P) with other rr-properties. Our maiñ
results are the followin g :

Theoreni 1. - G is lo-separable if and only ir every homomorphí c imagen of G ve­
rifies (P) .

This result is impr oved in Theorem 2.

Theorem 3. - J[ G verifies (P) and (D,,) , and Q is a rr-Sylow subgro up of 0",." (G),
then :

ZG (Q) e 0" ,." (G).

Now, generalizing from p to tt the deñn íton of p-cons traint given in [2] chap ter 8,
we say:

A Iinite group is rr-constrained ir ZG' (Q) e 0" ,." (G).

Theorem 4. - A ,,-constr ained group verifies th e property (P).

Pro-position 2. - If G is a rr-eonstrained gro up, then Inn G involves Inn 0",." (G).

This chapte r ends at a latti ce-diagram corresponding to the subgro ups of a group G
with (P) and (D,,) wh íeh llave appeared in the preceding discusion.

Note: (D,,) has th e usual meaning.

Introducción

Sea tt un conjunto de números primos y ro' su complementario; se llama grupo ¡r-se­
parah le a aquel que admit e una serie de composición en que cada factor es un rr-grupo o
un rr'-grup o donde ¡r-gru po es aquel cuyo orden es solamente divisble por primos en rr.
En este tr abajo nos hemos dedicado al estudio de esta clase de grupo s finito s, así como
de cier tas propiedades relacionadas con la ,,-separabili dad. Para ello se han reunido las
secciones de que consta el tr abajo en tr es capítulos.

En el prim er capítulo se hace un estudio de los grupos ,,-separables, introduciendo,
junto con las ¡r-series ya conocidas, nuevas rr-seri es y con ellas nu evas propiedades de
estos grupos. Asimismo se considera n los grupos r.-separables desde el punto de vista de
las Formaciones y de las Clases de Fitting ; haciendo en cada caso un estudio general
válido para grupos finitos y aplicando luego al caso de los grupos rr-separables.
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El segundo capítulo está dedicado al estudio de una rr.,pr opiedad que verifi can los
grupos rr-separa bles, genera lizando a los gr upos que la verifi can algunos resul tados ya
clás icos en grupos rr-separables y p-reso luhles y que únicamente usaban para su obten­
ción el hecho de cumplir dicha propiedad . Se dan también algunos nuevos.

En el capítu lo tercero se relacionan las dos rr-propiedades anteriores entre sí y con
otras.

Algunos de estos resul tados son generalizaciones inmediatas de otros ya conocidos
y que se encuentra n en la bibliografía clásica de los grupos finitos . En todos estos casos
se hace referencia a las fuent es de 101; mismos.

Las proposiciones, teoremas y defini ciones se numeran en cada capítulo independien­
temente. LDS nú meros entre corchetes corresponden a la bibliografía, que, or denada
alfabéticamente, se encuentra al final de este trabajo.

CAPITULO 1

§ 1. rr-serles ascendentes y descendentes en un grupo finito

Sea rr un conjunto de números primos y tt' su complementario; diremos que un mí­
mero natural es un rr-número si solamente es divisible por primos de tt . Un grupo fini­
to Gse llama rr-grupo si su orden IG\ es un rr-número y un elemento x de un grupo
finito G es un rr-elemento si su orden xl es un rr-núm ero ; asimismo llamaremos rr-sub­
grupo a aqu el cuyo orden es un rr-número .

Dado un grupo finito G cualquiera, la clase de los rr-&ubgrupos normales es no vacía,
pues a ella pertenece 1; dados dos rr-subgrupos norm ales M y N, el subgrupo MN es
también rr-subgrupo normal y por tanto tiene sentido la siguiente

Definición 1. - Dado un grupo finito G, llamaremos O,, (G) al mayor ,,·sub grupo nor-
mal del mismo.

Proposición 1. - En todo' grupo finito G se tiene :

1.0 O,,(G) es un subgrupo característico de G.
2.o G es un rr-grupo sí y sólo sí O,,(G) = G.
3.o Si G es un rr'-grupo, O,,(G) = l.

Las demostraciones son inmediata s.

Como consecuencia de la definición 1, se tiene que : si G = G/O,,(G), entonces

O,,(G) = 1. Ahora bien en G podemos considera r O"' (G) y O"."' (G) su antiimagen por

el homomorfismo canónico G -----+ G. Análogamente se define ° . (G) como la imagen .in­
versa en G de O"(G /O,,-,,,(G)) por el homomorfi smo canónico G"~ G/O",••(G), etc.

Llegando a cons truir una sucesión ascendente de subgrupos carac ter ísticos :

(1.1) 1e O,,(G) e O"."' (G) e 0",,,,." (G)e ...
Que llamaremos rr-serie ascendente sup erior. De modo anál ogo, definiremos la rr -serie

ascendente inferior.

(1.2) le O".(G) e O"..,,(G) e O",.",,,,(G) c. ..
Definición 2. - Sea G un gr upo finito ; llamar emos O"( G) al subgrupo de G engen-

drado ¡>DI' los tt'-elementos,

P1'Oposid ón 2. - En todo gr upo finito G se tiene :

1.0 Ü"(G) es un subgrupo totalment e invariante de G.
2.0 G/O" (G) es un rr-grupO.
3. o Si N <] G y GIN es un ,,-grupo, se sigue : N ::J O"(G) y recíprocamente: todo

subgr upo normal de G que contiene a Ü"(G) es tal que SU índice es un rr-llúmero.
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4.° Si G es un ¡¡-'-grupo , O"(G) = G.

5.° Si G es un ¡¡--grupo, O"(G) = 1 Y vicever sa.

Demostración:

1.0 Sea x un ¡¡-' -elemento y cp un en domor fismo de G ; como un endomorfi smo trans­
form a un elemento x en otro cpx de orden Icpxl divi sor de Ixl, se tien e qu e cpx es un
¡¡-'-elemento; por lo que q>XEO"(G). Como, por lo anterior, la imagen de cua lquier gene­
rador de O"(G) por cualquier endomor fismo q> de G pertenece a O"(G), este subgr upo es
totalmente invariante.

2.° Sea xE G/O"(G) Y sea x = xO"(G ) ; como lodo elemen to x de un grupo finito
puede expresarse como prod ucto de un ¡¡--elemento y un ¡¡-'-elemento (cí. [8], pág. 396),
se tie ne:

tene mos x = x"' ya que x" .EO"(G) ; lu ego x es un ¡¡--elemen to, y por tan lo G/O"(G) es
un ¡¡--gr upo.

3.° Sea x cualquiera de O"(G), entonces x es producto de ¡¡-'-elementos, de ahí que
ta mbién lo sea x = xN y por tanto x = l(EG/N) lo que implica que xEN. El recíproco
es trivial pues si N~ O"(G), G/N es imagen homomorIa de G/O"(G).

Notemos que 0"(07(G)) = O"(G) ; en eíecto, sea x de O"(G) en tonces x es producto
de ¡¡-'-elemen tos de G que lo son de O"(G), por tanto xEO" (O"(G)) . Ahora bien podemos
definir, sucesivamente : O","'(G ) = Ü"'(O"(G)), O","',"(G) = O"(O","' (G)), etc. y cons iderar
la ¡¡--Slll'rie descendente supe1'ior:

(1.3) G ~ O"(G) ~ O",7:' (G) ~ O",7:'," (G) o..
- -

y la ¡¡--serie descendente in ferior:
(1.4) G 2 O"' (G) 2 O"""(G) 2 07:',",7:' (G) 2 .. ·
Notas:

La Observ emos la 'Siguien te " dualidad" entre O"(G) y O,,(G) :

O,,(G) es el mayor subgrupo normal cuyo orden es ¡¡--número y O"(G) es el menor
subgrupo normal cuyo índic e es ¡¡--número . Se puede defini r , respectivamente, como el
producto de todos los ¡¡--subgrupos normales de G y como la intersecci ón de todos los
subgrupos normales cuyo índi ce es un ¡¡--número. N ótese asimismo que : O"(G)no,,.(G) = 1
Y que 07:(G)0"'(G) = G.

2.a Si I es un homomorfismo de gr upos finitos

f : G -+ G'

aplica un elemento de O"(G) en uno de O"(G') , como basta comprobarl o Jara generado­
re s. Tene mos, pues, definido un homomorfismo de pares de grupos

L(O"(G), G) -+ (O"(G') , G')

y por tanto induce un homomorfismo de ¡¡--grupos

f :G/ O"(G) -+ G' /O" (G')

Queda así definido un Iuntor de la categoría de los gr upos finitos en la de los ¡¡--grupos.
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G 2. Ü"(G) 2 Ü",'" (G) 2. oo. ~ o","', .oo , "(G) = H =/= 1

Ent onces, O"(H) = H Y como 1I es ,,-separ able, sus subgrupos normal es m áxima­
les son de índi ce rr-número o ,,' -núm ero y como O"(H) = H, dicho índice es necesar ia­
mente un ,,'-número por tanto O"' (H) =/= H, contra la hi pótesis de que la serie acaba
en H c. q. d.

Como consecuen cia de la defini ción de ,, -separahilidad y del teor ema anterior , te­
nemas:

,
11'-

,,-gru-

SOBRE LOS GRUPOS FINITOS "-SEPARABLES

una serie invariante cuyos factores son rr-grupos o rr'-grupos.
una serie invari an te maximal (princi pal) cuyos factore s son rr-grupos

una serie cara cterística cuyos factor es 'Son rr-grupo s o ,,'-grupos.
una serie cara cterística maximal cuyos factores son ir·grupos o

rr-sertes en grupos finitos 1t-separables

Teorema 4. - Las ocho propiedades siguientes son equivalentes:

1. G admite una serie norm al cuyos factores son ,,-gru pos o ,,'-grupos .
2. G admite una serie normal maximal (de composición) cuyos factor es son

pos o rr'-grupo s.
3. G admite
4. G admite

o ,,'grupos.
5. G admite
6. G admite

grupos.

Definición 3. - Llamamos gr upo ,, -separable a un grupo finito que admite una seri e
de composición tal que cada factor es un ,,-gru po o un ,,'- grupo.

Teorema 1. - En un gr upo finito ,,-separable se tiene :
1.0 Las ,,-s eri es ascenden tes superior e inf erior acaban en G y recíprocamente :

si una de las dos seri es acaba en G, G es ,,-separablc.
2.° Subgrupos e imágenes homomorfa s de gr upos ,, -separahles son ,,-separ ables.
3.° Un subgrupo normal minimal de un grupo ,,-separable es un ,,-grupo .0 un

,,'-grupo.
La demostración puede encon tra rse en [2], pág . 227.

Teorema 2. - Si G es un grupo finito ,, -separable y G = G/O". (G), en tonces se
cumple la siguiente propiedad :

(P) Z_(O,, (G)) e O,,(G).
G -

La demostración puede verse en [2] , pág . 228.

Lema, - Un subgrupo normal max ímal G} de un grupo ,,-separabl e es tal qne G/G,
es un ,,-grupo o un ,,' -grupo.

Demostración: Si G, es un subgrupo normal maximal de G, form a par te de una se­
ri e de composición y por tanto G/G, es un rr-grupo o un ,,'-grupo c. q. d. .

Teorema 3. - Si G es ,,-separable , las dos series descendentes inferior y superior
terminan en 1 ; recíprocamente, si una de estas dos series termina en 1, G es ,,-se­
parable .

Demostración: El recíproco es eviden te por los teoremas de r efinamien to par a series
normales y de Jordan-H ólder.

Sea, pues, G rr-separ able y suponga mos que una de las series acaba en H, al cabo
de un cier to número de pasos de modo que:

§ 2.

\
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7. G admite una serie totalmente invariante cuyos factores son rr-grupos o rr'·
gru pos.

8. G admite una seri e tota lmente invari ante rnaximal cuyos factores son rr·grUrpOB
o ¡{.grupos.

Demostración:

1 {:::} 2, 3 {:::} 4, 5 {:::} 6 Y 7. {:::} 8 por los teoremas de refinamiento de Q-series en los
casos Q = 1, Q = Int G, Q = Aut G y Q = End G, respectivamente; ver, por ejem­
plo [6] , pág. 64.

7 ~ 5~ 3 ~ 1. Trivial.
2 ~ 7. En efecto: por el teorema anterior, G es ".-separable, es decir , cumple la

propi edad 2 si y sólo si las series descendentes acaban en 1 y éstas son totalmen te
invariantes. c. q . d.

Proposición 8. - Si G es un grupo finito ,,· se.parable, entonces :

Demostración: Bastará suponerlo para G ,,-separable y tal que O'lt (G) = G.
Sea, pu es, G un grupo finito ,,-separable que no admite cocien tes que sean rr-grupos

propios . Llamemos H = . O'lt' (G) ; dicho subgr upo es rr-separable así como II/ [G,H] .
Como O'lt'(II) = JI, se tiene O"' (U/ [G, H]) = U/[G , II] ; supongamos que este gr upo no
es trivial ; en tonces, por la ,, -separab:ilidad, Ü"(H/ [ G, H]) =F. HlHG , H] ; esorébiendo
P!/[G, H]! = O"(HJ[G, H]) , tenemos :

1.0 H/P ~ H/ [G, H] /P/[G, H] es un ,, ·grupo.
2.° [H, G] e P y por tanto [H/P , G/P] = 1.
De 1.0 deducimos que G/P es una extensión de un ,, -gr upo H/P por un rr'-grupo

G/H y por tanto, según el teorema de Schur-Z assenhaus; se tiene:

G/P = (H/P) (S/P) en donde S/P es un subgrupo de GjP isomorfo a G/H .

De 2.° se deduce que la aplicación:

H/P x S/P~ G/P

(hP, sP) ~ hsP

es un homom orfismo suprayectívo entre grupos finito s del mismo orden . Por tanto,
es un isomorfismo. Así, pues, se tiene que S/P es un subgrupo normal de G/P y
G/S == H/P =1= 1, que es un t: grupo, contra la hipótesis de que G no admite rr-cocíen­
tes propios. Luego H = [G, H] c. q . d.

Corol.ario 1. - Sea G un gr upo Ilnito rr-separable tal que O"(G): = G, entonces
[G, G] = Gl (,,') , en que Gl (,,) es el subgr upo norm al máximo de G tal que G/Gl(rr')
es rr'-grupO abelíano.

Demostración: De la definición de Gl (rr') se deduce:

Gl(rr) ::l o-ro: Y Gl(m') ::l [ G, G],

por tanto Gl (rr') ::l O"'(G)[G, G], Y como G/O'lt'(G)[G G] es ,,'·grupo abeliano, se tiene
[G, G]O'lt'(G)= Gl(rr') .

Pero por la proposición anter ior

O"'(G) = [G, O"'(G)] e [G, G]

Y por tanto Gl(rr') = [G, G] c. q. d.
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siendo como antes Ni(G)/Pi(G) rr'-grupo, Pl (G) /Ni+I (G) rr-grupo y 11 la rr-altura .

que denotaremos, para mayor comodidad:

G ;2 O"'(G) ;2 Ü"."'(G) :J ...

que anotaremos, para mayor comodidad:

Definición 4. - Se llama rr-longitud de un gr upo rr-separable al nú mero de rr-factores
de la rr-serie inferior ascendente

en que cada factor es un 1r·grupo o un r.'-grupo. "

Obviamente todo Q-grupo rr-separable es rr-separable con sid erado tan sólo como gr upo
finito sin dominio de operadores. R ecíprocamente, sea G rr-separable ; entonces, segú n el
teorem a 4, apartado 7, es un (End G)-grupo r.-separable.

Ahora bien, dar un dominio de operadores es dar un a ap lica ción 0--7- End G y , por
tanto, una biyección en tre un conjun to cocien te O/H de Q y un subco njun to de End G,
donde R es la equivalenc ia asociada a la ap licac ión an te r ior y Q/R es un dominio de
operadores para G mediante la ley :

SOBRE LOS GRUPOS FINITOS ,,·S EPARA BLES

Q/R x G --7- G

(00 , g) "-/--7- oog

Corolario 2. - Si G es un grupo fin ito rr-separable, el cocien te O"(G)/ [O"(G), Ü"(G)]
es un r.'-grupo.

Demostración i». Bastará probarl o pa ra G ta l que O"(G) = G. en tonces ,por el coro­
lario 1, G/[G, GJ = G/Gl (rr') qu e es un rr'- grupo c. q . d.

1hJmostración 2.a: (prescinde del coro la rio 1) . O"(G)/ [O"(G), O"(G) ] es imagen ho­
momorfa de O"(G ) / [O" (G), O"."' (G) J qu e por la proposició n 3 coincide con O"(G)/O "."' (G)
que es r.'-grupo C. q . d.

Nota: ePuede gen er alizarse la n oción de gr upo r.-'Separabl e a grupo rr-sepaI'Uble con
dominio de operadores O ~

La definición natural ser ía la sig uien te :

"Llamamos Q-grupo rr-separable a aquel que posee una O-serie

1 =Po(G) e No(G) e P1(G) e .,. e PI (G) e NI (G) '7 G

sien do : Ni(G) /P¡ (G) rr' -grupo, p¡(G) /N:;_l(G) r.-grupo y 1 la - -longitud.

Definición 5. - Llamamos rr-altw'a. de un gr upo rr-separable, al número de rr-fllctores
de la rr-serie in ferior desc endente.

s ien do OJ E OO, Así, pues , tod o dominio de operadores ac túa como un dom inio de ope ra do­
res contenido en End G ; lu ego 'Si G es rr-separable, la serie totalmen te invariante qu e
aparece en el teorema 4, ap ar tado 7, es Q-invariante, pues es Q/R-invariante, lu ego G es
un gr up o rr-separable , como Q-grupo .

§ 3. Sobre la 7t-Iongitud



(1.5)

(1.6)

k = O, 1, h

k = O, 1, h

k = O, 1, .oo, I

k = O, 1, .oo , I

y

y

Nk (G)C N
h

_
k

(G)

Nk (G) e Nh_ k (G)

Nk (G) 2 Nh_ k (G)

Pk (G) 2 NI_ k (G)

pi (G) e NI (G) n p i e p i

Ni (G) / Ni (G} () P i == p i NI (G)/Pi CiW/ Pi

ya que p i e MI y !Xi (G) e Mi por hip ótesis ; en tonces, Ni (G)/Ni (G) n p i es un rr"-gru­
po y por tanto:

Análogamente, a partir de es te último con tenido, se demo straría qu e :Ml+I :> NIH (G)
Y así sucesivamnte . c. q.d.

Apoyándonos en es tos dos lemas y compa ra ndo las ¡¡,-seri es ascend ente inferior y
descendente inferio r , se tien e:

Haciendo en (1.5) k = O, se tiene G = N° (G) Nh (G) Y como NI (G) G, se tie-
ne l¿ h .

Haciendo en (1.6) k = O, se tiene 1 = Po (G) IH (G) Y como P.I (G) = 1, se tie-
ne: h L. 1.

Queda, por tanto, probada la siguien te

Proposición 4. - En un gr upo finito G ¡¡--separahl e, la rr-altura h y la rr-longitud l
coinciden .

Demost¡'aciÓ1l : Supongamos que Mi :> Ni(G) par a un cier to i; está claro qu e esto ocu­
rre trivialm ente en el ca so i = O. Entonces :

(el. [6], 6-2 Hilíssatz, pág. 688) . La demostración dada allí sirve perf ectamente aq uí, aun­
que aquélla se haga para . grupos p-reso lu bles .

Lem a 2. - Sea G rr-separable y sea

G = 1\[0 :> po :> ~[1 :> oo. :> Mm :> pm = 1

- 436-

una serie invariante, ta l que Mi/PI es un rr'· gr upo y PI/ MIH es un rr-grupO. Entonces:
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una serie invariante tal que Mi/Pi es un ,, ' -grupo y P¡/Mi_ I
es un ¡¡--grupo . Entonces:

Nota: No confundir la rr-altura de un grupo rr-separable, aqu í definida con la rr-altura
de Fitting de un grupo - -resoluble (el. [1 ]).

Tra tamos ahora de comparar 1 y h.

Lema 1. - Sea G rr-separable y sea

1 = Po C 1\[0 e p, e oo . e pm e Mm = G



SOBRE LOS GRUPOS FINITOS ,,·S EPARABLES

§ 4. Sobre una n-seríe ascendente

En este párrafo desarrollamos un a teor ía de tipo algo distinto a la anterior, encam i­
nada a construir una nu eva rr-serie ascendente de naturaleza distinta a las consider ada s
en los anteriores apartados . Para ello aplicaremos a los grupos rr-separabl es la teor ía
y algunos re sultados dados en [1] por En gu ehard . Para ello inter esa dar , previam ente
las principales definiciones, cuya justificación es lá dada en [1].

Definición 6. - Se llam a gr upo rr-ni lpotente a un grupo fin ito G, exte ns ión de un
rr'-grupo por un rr-grupo nilp otente.

Definición 7. - (Enguehard). El mayor subgr upo normal rr-nilpotenle de un grupo
finito Gse llamará grupo de Fitting sobre 'Ir de G, Y se anotará F" (G).

Definición 8. ' - (Enguehard). Llamarnos subgl'upo de Frattini sobre tt , y se anotará
<lJ" (G) a la intersección <de todos los subgrupos maximales de G cuyo índice es un
rr-número .

De la defini ción resulta inmediatamente qu e dicho subgr upo es característico.

Notas: Si G es un 'Ir-grnpo, el subg r upo de Frattini sobre tt coincide con el subgr upo
de Frattini <lJ (G).

Si G es un rr'-grupo, <lJ" (G) = G.

Si rr1 Crr2 se tiene : <lJ"2 (G) e <lJ"1 (G).

Recordemos que todos los grupos poseen sub grupos maximales, excepto los cíclicos
de or den primo.

Proposición 5. - En todo grupo finito q)" (G/ <l:>" (G)) - 1 Y por tanto G/<lJ" (G) es
<lJ-libre en el sentido de Gaschütz, para todo rr.

DiJlrlWstración : Sea xE G/<lJ" (G) un elemen to perteneciente a todo subgr upo maximal
M/<lJ" (G) de índice ¡r-número, entonces, si x = x <lJ" (G), x pertenece a todo subgrupo
max imal M de G de índice rr-número y por tanto x E <lJ" (G) ; lue go x = 1. c.q. d.

Pmposición 6. - En todo gr upo finito <lJ" (G/ <lJ" (G)) = 1 Y por lan ío G/<l!" (G) es
¡r-nilpotente .

Demost raci ón : Si G es rr-separabl e, <1>" (G) es rr-separable y por lanto se le pued e
apli car el teorema 3.6 de [2J , capítulo 6, y r ecord an do qu e según el teorema de Feit ­
Thompson todo grupo finito de ord en imp ar es resoluble, tenemos que todo gr upo rr-se­
parable cump le los teoremas de Sylow para n' y de ahí que se pu eda apli car el teorema
3.3. apartado (a) de [ l J según el cual se tien e que <l!" (G) es un grupo rr-nilpotente.
c. q. d.

COl·olario . - En un gr upo rr-separable, se tiene

1. o e, (G) n <lJ". (G) = <lJ (G).

2. o [F" (G), F" (G)] e e, (G) e F" (G).

3. o F" (G/ <I>" (G)) = F" (G)/<lJ" (G).

Para probarlo basta considerar las 'propos iciones 3.4 y 3.5 de [1J.
Nota : Comparar 2. o y 3. o con los r esulta dos clásicos sobre los subgrupos de Fitting

y de Frattíni ; ver, por ejemplo [2J , pág. 219, teor . 1.6.
En lo que sigue, dado un grupo finito G, designaremos con Sy]" (G) a la clase de

rr-subgrupos de Sylow del mismo. Recordemos, asimismo, que un rr-sub grupo de Sylow
es un subgrupo de orden rr-número maximal.

- 437.-



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX ACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

(5-1) Formaciones

(1.7)

rr-separable, y por tanto
que queda enunciada en

<P",,,,. (G) / <P" (G) = <1>". (G/ <Pn (G))

1 e <P" (G) e <P~" . (G) C <P",,,.•,, (G) C ....
definiendo <P",,,. (G) de modo que

y así sucesivamente.

Esta serie, según el lema Z, acaba en G si este grupo es
tenemos una nueva caracterización de los grupos rr-separables ,
el siguiente

Este párrafo se divide en dospartes, el pr imer apartado es de carácter general y en
el segundo aplicamos los resultados del primero al caso particular de los grupos rr-se­
parables.

Lema 1. - Sea T un subgrupo de un grupo G rr-separable, tal que [G :T] es un
rr·número ; ent onces T contiene a O". (G).

Demostración : Por ser G rr·sepa rable, T es también 7l" -separab le, .entonces por el teo­
rema 3.6 de [2] , tanto T como G verifi can los teoremas de Sylow generalizados para
7l" y n', Como [G :1'] es un rr-número.

Syl", (G) 2 Syl", (1'~

y entonces O"' (G) e n {P IP. E Syl". (G) } cn { P IP E Syl", (1') } e 1', quedaI\do pro- '
bado el lema.

Lema 2. - Si G es un grupo finito rr·separabl e no trivial, entonces <1>" (G) =1= 1 o
bien <1>". (G) =1= 1.

Demo stración : Por ser G rr-separable. 0" (G) =1= I o bien O". (G) =1= 1. Supongamos,
por ejemplo, que O". (G) =1= 1. Entonces, según el lema 1, si T es un subgrupo max ímal
de G tal que su índice es un 7l"-número, se tiene que T :J O". (G). Al considerar la in-
tersección de todos estos T maximales tenemos: -

1 e Cl e C2 e . oo C e, = G

tal que CdC¡_l es rr-nilpotente y C¡¡'¡"l/C; es rr;'-ni1potente.

Demostración : Si G admite tal serie, es trivialmente rr-separable, y si G es 7l"-separa­
ble, recordando el hecho de que (1),, (G) es rr-nilpot ente y <P". (G) es rr'-nilpotente si G
es rr-separable, se tiene según la observación anterior que la rr-serie (1.7) acaba en G.
c. q. d.

§ 5. La formación de los grupos 1t-separables

<P" (G) 2 O". (G) =1= 1. c.q.d,

Por lo tan to podemos realizar un proceso análogo al descrito en el párrafo 1 para la
construcción de las rr-series ascendentes y obtener una serie característica:

Defin ición 9. - Llamamos [orma cum. a una clase [T no vacía de grupos fini tos,
tal que :

(F-I ) Si G pertenece a [T , G/H pert ence a [T para todo H subgrupo normal de G.
(F-2) Si G/Hl Y G/H2 perten~n a [T , G/H l n H

2
'per tenece a [T .
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Dada una formación fF y un grupo fini to cualquiera G, not emos que la familia

{M 1M < 1G y G/M E fF}

[j2 = {<pM I M <tG Y G/ME fF}§ 1 = {M I M <i G Y G/M E fF }

e: = {G 1G'J = G}
s: = {G I G1 E fF* para todo sub grupo G

1
de G}

Si M" E §2 ' se ti ene :M' = <p M, Y como <p E Aut G, M' es subgrupo norm al de G;
además <p es un homomorfismo biyec tivo de pa res (M, G) --+ (i\I', G) Y por ta nto queda
definido un isomorfismo : G/ M --+ G/ M', y de ahí que G/ M' E fF ; por tanto M' E [j .
Así pues § 2 e § 1' Por otro lado l\I E [jI implica M = q> ~[' (hace r i\I ' = q>-1 ~[ E [j~)
luego i\I E §2 y de ahí que [jI e §2'

Como [jI = §2 ' se tiene:

O'J = n P[ I M < 1G y G/M E fF} = n {lP. M IM <l G Y G/M E fF} =

'J
= q> rn {M I M <1 G y GlM E fF}] = <p G

(pues rp es biyectiva) . Como esta igualdad 'vale para todo automoríismo <p de G, se ti e­
'J

ne : G cal' G. c.q.d.
'J

2. o En efecto , si G ~ fF, por ser G el menor subgrupo normal de G tal que

G/G E s . se tiene G'J =/= 1.
Los demás apartados son triviales.
(Cf. con la proposición 2).

Supongamos que fF es un a formación dada; definimo s las siguientes clases no
vacías

Primeras consec uencias inmediata s a partir de la defini ción, son:

1." - fF' e fF *·
2." - Si fF y [j son formaciones tales que [j e s . se tiene fF' e [j' .
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es no vacía pues 1 es de fF y por tanto G per tenece a esta familia . Por tanto tiene sen­

tido cons iderar el siguiente subgr upo q~ de G:

~
G = n {M IM <l G Y G/ M E fF}

Notemos que la clase de los ,,-grupos es un a formación y tal que, pa ra todo gr upo

finito, O" (G) es pr ecisamente G~.
Proposición 7. - Sean G un gru po fin ito cua lquiera y fF un a Iormucí ón ento nces:

1. o G~ es un sub gr upo carac terís tico de G.

2. o G E fF sí y sólo si G~ = 1.

3. 0 G/G~EfF.

4..0 Si N es un subgrupo normal de G y G/ N E fF entonces N contiene a G~ ; Y

recípr ocamente: si G 'J e N <l G, se tiene G/ N E fF.

Demostraci ón : 1. o Sea rp un automorfismo de G y consideremos las famili as
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3." - {f n {f * = {l l-
40" - Si S es un subgrupo de G E {f' ; ent onces S E {f'o

.ú8l1ruJ l o - ff* y ff ' verifican (F-1) 0

Demostraci én : (a) Sea G E ff * , entonces G = G~o Si H < 1G y existe M/H < 1G/H
tal que G/H /M/H'E ff, 'Be tien e G/M E fT luego M = G Y por tanto M/H = G/H.

(b) Sea G E fT ' y H un subgrupo normal de G. Supongamos que S/H es un subgru­
po de G/H ; entonces S es un subgrupo de G luego S E ff * Y por (a), S/H E, fT *; por
tanto G/H E fT' o c.q.d .

Lem~ 20 - Sea 1 -+ H -+ G -+ K -+ 1 una sucesión exacta tle gr upos finitos
tal que: H y K pertenecen a fT " ; enton ces : G E fT *·

Dem ostración : Si N <1 G tal que G/N E fT ; tenemos G/NH pertenece a fT o Pero
por el lema 1 : G/NII E fT * ya que G/H rv K E s». y por tanto : G/NH = 1, de donde

NlI = G.
Entonces G/N == NH/N == H/N n H E fT* pues es un cociente de H. Por otro lado :

G/N E fT, luego G/N = 1, es decir G = N; lo que nos dice que G E fT*· c.q.d.
Lerna 30 - Si 1 -+ H -+ G -+ K -+ 1 es una sucesión exacta de grupo s finito s,

tal que H y K E fT' ; entonces G E fT' o

Demostración: Sea S un subgrupo de G ; tenemos la sucesidn exacta

1 -+ S n 1I~ S -+ S/S n H-+ 1

de modo que S n H E fT * , pues es subgrupo de H, y por otro lado S¡SnH rvSH¡HE fT * ,

por 'Ser subgru po de G/ H '.::::. K.. Por el lema 2, G E fT' ya que S E e: c.q.d,

Proposici ón 8 0 - fT' es una formación de grupos.

Demostrac ión: En el lema 1 se probó que fT ' verifica (F-1); veamos, ahora, que
verifica (F-2) o

Sean G/H¡ y G/H
2

de fT' ; entonces tenemos la sucesión exactao

1 -+ lf2 /H¡ n H2 -+ G/H¡ n H2 -+ G/H 2 -+ 1

tal que:
G/H 2 E s" y II2 / 11¡ n u, == H¡H2/H¡ E fT'

;por tanto , aplicando el lema 3, G/H ¡ n H2 E s : c.q.d.
- COmo 9"' es una formación, tiene sentido considerar la clase (fT') *o

Proposición 90 - fT e (fT') * o

Dem ost ración : Sea G E fT y sea N < 1G tal que G/N E fT '; entonces G/N E fT, por
~'

ser fT formación, de ahí gue: G/N = 1; luego N = G, lo que implica que G = G, es
decir:

G E (fT') * c.q.d .

Nota: En la formación ff de los ¡¡-grupo s, la formación fT' es la de los rr'-grupos
y en este caso ( fT ')' = fT o

(5-2) La formaci ón de los grupos ..-separables

Proposición u). - La clase de los grupos ¡¡-separables es una formación que cumple,
además, la siguiente propiedad:

(E) Si G es una extensión de H por K y JI Y K son .de fT, entonces G E ff o
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Demostración : (F-l) Pu es todo grupo cociente de un grupo rr-separ able es rr-se­
parable.

(E) En efecto. si H y G/H son rr-separables, admiten series de composición :

G/H::) G'1 / H;2 G2 /H::) . ' . ;2 Gn/H = H/H

H::)H2;2'" ;2Hm = 1

y entonces, G admite la seri e normal

G ::) GI :J ' " ;2 Gn = H ;2 HI :J .. . ;2 IIm = 1

formada por factore s que son rr-grupo':> o ,,'-grupos y de ahí que G es rr-separ able.

(F-2) Sean G/H I y G/H2 grupos rr-separables: en tonces tenemos: 1"""""""7- lII/H
I
n H

2
"""""""7­

"""""""7- G/HI n H2 -+ G/H I -+ 1 exacta y tal que HJHI n H2 (= H I H2 /H
2

<l G/H
2

) Y
G/H I son rr-separables ; lu ego por (E), G/H I n H2 es rr-separable. c.q.d.

Análogas consideraciones son válidas para:
a) Los grupos rr-resolubles, es decir grupos rr-separables cuyos rr-factores son reso­

lubles.
b) Los grupos rr-separables de rr-longi tud ¿ k (con k :::::,. O fijo) (eL [6] 6..4 Hilfssatz

apar tados (a) y (d)) .
e) Los n' -grupos (hacer k = O).
d) Los rr-grupos.

Para los grupos rr-llilpotentes son válidos (F-1) Y (F-2) .

Definición 10. - Decimos que una forma ción ff es «-satu rada en una clase e si:

G/<I!" (G) E ff y G E e =} G E ff
(cL [1]) .

Entonces se tiene la siguiente

Proposición 11 . - La formación de los grupos 71'-nilpotentes es 71'-saturada en la for ­
mación de los grupos ,,-separables.

Demostración: Por el corolar io de la proposición G, apar tado 3.°,

F" (G/i<I!" (G)) = F" (G)/<I!" (G)

Por otra parte, de la definición de subgr upo de Fitting sobre 71', se deduce que 'Si
G/<I!" (G) es 7í-nilpotente : G/<I!" (G) coincide con su subgrupo de Fitting sobre 71' ; luego

G/(J}" (G) = F" (G)/<I!" (G)

y por tanto. comparando estas dos últimas igualdades, tenemos: G = F" (G) que es
71'-nilpotente. c.q.d.

Pl'Oposición 12. - Si ff es la formación de los gr upos rr-'Separables, ff ' = {l}.
Demostración : Llamemos ff "Y ff ,,' a las formaciones de los 7I'-grupos y de los

rr'-grupos, respectivamente, entonces:

De ahí que:

s:«: s ; = s ; y ff ' e ff'", = s;
y por tanto ff' e ff ,,' n ff" = {1}. c.q.d,
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. § 6. La clase de Fitting de los grupos 1t-separables

En este párrafo hacemos un estudio paralelo al del anterior, estando también dividido
en dos par tes

(6-1) Clases de Fitting

Definición 9b. - Llamamos clase de Fitting , a u na clase $ no vacía de gr upos fi-
ni tos ta l que

(CF-1) G E $ implica H E X (para todo H <1 G).
(CF-2) Si lI

1
Y lI

2
son subgrupos norm ales de G tal es que u, E $ =? 1I1H2 E X.

Dada un a clase de Fitting $ y un gr upo finit o cua lquiera G; not emos que la familia
{M IM < 1G y M E X} es no vacía, pu es 1 E X , y por tanto, está en la familia.

Llamamos GóJ{ al siguiente subgrupo de G

GóJ{ = n¡ni I ni < \ G y ME X}

que es el mayor subgr upo normal de G en X .
Notemos que la clase de los rr-grupos es de Fitting y que para todo G finito, O,,(G) es

precisamente G óJ{

Proposición 7b. - Sea G un grup o finito cua lquiera y $ una clase de Fitting,
entonces :

1.0 Gél{ es un suhgrupo característico de G.

2.° GE X si y sólo si GóJ{= G.

3.° GóJ{ E X.
4.0 Si N <1 G Y N e G óJ{ entonces N E X y rec íprocamen te: si N < 1G y N E X ,

se tiene N e G óJ{

Demostración :

1.o Sea <p un automorfismo de G; <p G óJ{ es un subgrupo normal de G y pertenece

a X, lue go
GóJ{ . <p GJ{ E X

y es subgr upo normal de G. Por tan to: GJ{ . {P GóJ{ e GJ{ =? GóJ{ ;2 rp GJ( c. q. -d.

2.0, 3 .0 Y 4.° son triviales.
(cí. con la proposición 1).

Dada una clase de Fitting X , definimos las siguientes clases de gr upos no vacías

X * = {G I G óJ{ = 1 }

X' = { G IS E X * VS, subgrupo de G}

. Como consecuenc ia inmediata de la definició n, tene mos:

L a X * -:J X ' .
2.a X * n X = {1} (basta comprobar la proposicíéu 7b, apa r ta do 3.°).
a- Si $ Y fJ( son clases de Fitting tales que X e fJ( , entonces X ' -:J a :
4.a Si S es un subgrupo de G y G E X', entonces SE $ ' .
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Lema l b. - flC* y flC' verifican (CF-1) .

Demostración: Sea G E .f!C* y II un subgrupo normal de G; si calculamos H
cKtenemos, por la proposición 7b, apar tado 1.0:

HcK cal' H <J G

Y por tanto H cK <J GJ{ ' 11cK E.f!C; por consiguien te 11cK = 1.

Sea G E flC' y S un subgrupo de G, entonces se tiene : Sr E .f!C* para todo S', sub­
grupo de S ; pues lo es de G. c.q.d .

Lema 20. - Si 1 ---7- H ---7- G ---7- K ---7- 1 es una sucesión exacta de gr upos tal que
H, K E flC*; entonces 'G E .f!C*.

Demostración: Sea N <1 G y N E flC , entonc es N n H E.f!C; pero por el lema l b,
N n JI E flC* de donde N n H = 1.

P OI' otro 'lado :

N = N/N n H = NlI /H <J G/U = K

por tanto NH/H E flC* y de ahí que N = 1. c. q. d.

Lema 8b. - Si 1 -+ 1I ---7- G ---7- K ---7- 1 es una sucesión exacta de grupos y si H
y K prtenecen a flC' , entonces G E 9L"..

Denwstración: Sea S un s ubgrupo de G, entonces tenemos

1: ---7- S n 1I ---7- S ---7- SH/ H ---7- 1

exacta, de modo que S n H E.f!C* por ser subgrupo de 11 y además SH/ H E flC* por
ser subgrupo de G/H = K. Entonces, por el lema 2b, S E flC*. c. q. d.

: Proposición 8b. - Sea flC una clase de Fi tting y supongamos que .f!C' verifica la
siguien te propiedad:

G E .f!C', implica G/ l! E flC' (V U <J G)

Entonces fíe' es una clase de Fit ting.

Demostración : Por el lema lb, bastará probar que flC' verifica CF-2. Sean 1I¡ y H2 .
subgr upos normales de G, y lIt de .f!C' ; en tonces :

1---7- H1 ---7- H11I:¡ ---7- lI:¡/H¡ n 1I:¡ ---7- 1

es exacta y tal que lIt y 112 /JI¡ n H2 per tenecen a .f!C' ; con ello por el lema 2b se
tiene H¡1I2 E .f!C'o c. q. d .

Proposición 9b. - flC e (flC')* , siempre que .f!C' sea clase de Fitting.
La demostración es inmedia ta .

Notemos que si flC es la clase de Fi tting de los -r-grupos, se tiene que (.f!C')" = flC,

(6-2) La clase de Fitting de los grupos ..-separables

Proposición i ob. - La clase de los grupos r.-separables es una clase de Fitting que
cumple la propiedad (E) (cí, proposición 10) .

La demostración es análoga a la desarro llada en dicha proposición 10.

Del mismo modo constituyen clases de Fit ting, subclases de la de los rr-separables.
las slguientes :

a) Los grupo s rr-resolubleso.
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P/N = O" (G/N)N = O". (G)

Si G = G/O". (G), entonces 7r (O" (G)) e O" (G)
G -

(P)

En las dos proposiciones siguiente s, adoptaremos para mayor comodidad la si­
guiente notación :

CG (N/H) = { gE G I g-l pgH = pll, VP EN }.

Proposición 2. - Sea G un grupo finito, entonces las dos propiedades siguientes
son equivalentes :

(1) G verifica (P).
(2) CG (P/N ) e P.

Dmostraci6n : (1)::::} (2). Sea g un elemento cualquiera de C
G

(P/N), entonces
g-l pgN = pN para todo p E P y de ahí que gN es de ZG1N (P/N), luego gN E PfiN y
g E P. c.q.d,

(2) ::::} (1). Sea X N EZolN (P/N) es decir : xN pN = pN:xN para todo p E P,
luego : x- 1 p x N = pN para todo p E P, de donde x E C

G
(P /N) e P ::::} x N E P/N.

c. q. d.

.
En el teorema 2 del capítulo 1, enunciamos la siguiente propiedad de los grup os fl­

ni tos 7l'-separables

§ 1. Introducción y primeras propiedades

b) Los grupos 7l'-separables de 7l'-longitud ¿ le, con le entero no negativo fijo (cí. [6]
6.4 Hilfssatz).

c)Los 7l"-grupos (k = O).
d ) Los 7l'-grupos.
Proposición llb.-Si 9C es la clase de Fitting de 10B grupos 7l'-separables, se={ l} .
La demostración es análoga a la de la proposición 11.

El propósito de este capítulo es el estudio de estos grupos finitos, los (males cons­
tituyen una clase muy amplia de gru pos finitos.. Algunos de los resultados aquí ex­
puestos son ya conocidos en los grupos 7l'-separableB y p-resolubles ; pero. realmente,
sólo utilizan la propiedad (P). Otras propiedades expuestas, que son equivalentes a
(P) no lo son a la 7l'-separabilidad .

Interesa recordar la siguiente propiedad de los subgrupos característicos, que se
empleará en lo que sigue:

Proposión 1. - Sea N un subgrupo carac terís tico de H y H un subgrupo normal
de G; entonces N es subgrupo normal de G.

La demostración consist e, simplemente, en considerar el auto morñsmo n ~ ,...-+ nC

de N con g E G, y aplicar la definición de subgrupo característico.
Sean H un subgrupo normal de N y éste subgrupo normal de G; llamamos CG (N/H)

al siguiente subgr upo de G:
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Corolario. - Si G verifica (P), se tiene ZG (P) e P.

En efecto, basta notar que ZG (P) e CG (P IN).

Nota : Este corolario está probado en ([3] , pág. 332) para grupos p-resolubles, es
decir !para 11' = {p} un solo núm ero primo .

En la proposicién sigiuente consideraremos la propiedad (P) para el caso de
11" = {p} .

Proposici6n 3. --.: Las propiedades siguientes son equivalentes :

(1) G ver ifica (P).
(2) Ca (pt)N) C P.
(3) Si FIN es el subgrupo de Frattini de P IN, se tiene Ca (PIF) = P.
(4) G/P es isomorfo al grupo Aa (PIF) de automorñ smos -de P IF inducidos por

elementos de G.

Demostraci6n :

(1) ~ (2). Demostrado en la proposición 2.
(2) ~ (3). P'/N es un p-grupo ; entonces si FIN es el suhgr upo de Frattini de

P/ N, se tiene que P/F es elemental abeliano (cL [3], Teor . 12.2.1 , pág. 176). Además
FIN es nilpotente y por tanto (el. [3], Teor . 10.4.3, pág. 157) se tiene:

[P/N , P/ NJ e FIN.

Sean ahora x, y cualesquiera de P , entonc es

[xN, yNJ E FIN

por tanto: [x , y] N E FIN, y de aquí que [x, y] F = F e ,

Se tiene: y-l x y F = x F (V x) ~ y E Ca (P IF); deducimos de esto que :

P C Ce (P/ F) <J G (2.1)

Llamemos K = Ca (P/F) y notemos que K/P ~ K/ N/P/N no es un p-grupo si el
contenido P e K es estricto.

Vamos a probar que, efectivamente P = K ; en efecto, suponga mos que P está
contenido estrictamente en K, como K/P no es. un p-gru po, existe al menos un ele­
mento x perteneciente a K, pero no a P cuyo orden Ix l es prim o con p. Por per te­
necer a K, x induce el automorfismo idénti co en P IF. Asimismo induce un automor­
fismo en el p-grupo P IN , y por tanto, según el teorema 12.2.2 de [3] , por ser este
automor ñsmo la identid ad en P/F, s u or den es una potencia de p. Pero por otro lado
el orden de este automorñ smo es primo con p ya que lo es [x], De estos dos hechos
deducimos que el automorfismo inducido en P/N . es el idén tico, es decir : x E Ca (P/N),
y por tanto x E P por suponer cier to (2). En resumen : P = K. c.q.d.

Notas A : El argumento es válido para todo grupo finito hasta (2.1).

B: La demostración es una síntes is de las dadas en [3] y [6].

(3) ~ (4). Para todo x E G queda definido un automorñ smo f (x) de P IF
dado por

f (x) : P/F~ P/F
pF~ x-1pxF

y por tanto una aplicación
G~ Aut P/F

pF~ f (x)

que es un homomorfismo de grupos . Su imag en es Aa (P/ F).; hallemos su nücleo :
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I ep-l (O" ' (G/ U)) I = I H I I 0'" (G/ H) I

ep-'l (O"' (G,/lEI)) e 0'" (G) ,

Por tanto

Aplicando ep, tenemos

0'" (G¡/!H) e rp (O"' (G)) = O"' (G)/H

es decir: 0 '" (G/ H) = 0'" (G)/ll,

En este párrafo consdieraremos alguno s casos par ticulares en qu e la propiedad (P)
es heredada por subgrupos normales y gr upos cocien tes, tam bién la extende remos a
prod uctos directos. .

Teore ma 1. - Sea G un grupo fini to ver ificando (P) y H un rr'-'Snbgrupo normal
de G; en tonces el gr upo cocien te G/ U verifi ca (P) ,

Demostración : Por ser U un rr'-sub grupo norm al , se tiene U e 0'" (G) ; ha gamos
la demostración por pasos sucesivos :

(a) O". (G)/H < 1G/ H. Evidente.
(b) 0'" (G)/H es el rr'-snh grn po nor ma] máximo de G/ H.

En efecto :

Sea ep : G -+ G/ Ir el homomor fismo canónico" y sea 0'" (G/ H) el rr'sub grupo nor­
mal máximo de G/ H; entonces ep-l (O"' (G/ H)) es normal , y su or den es un .,.'-núme ­
ro , pues :

§ 2. La propiedad (P) en relación con cocientes, productos
y subgrupos normales

G/ ker f == Aa (P / F) == G/ P
Por tanto : P = ker f.

Sea, pues, xN E ZG/N (P /N) cualquiera, entonces :

(xN) pN (XN)- l = pN CV p E P)

0'" (G) = L 0" (G) = 1 ; pero ZG (O" (G)) = G =/= 1. c .q.d .

lo qu e implica que [x , pJ E N Y de ahí [x , pJ E F, es decir x induce la transforma-
ción idéntica en P/F, o sea : x E ker f = P y xNEP/N. c.q.d.

Para lo que sigu e volvere mos a la notación ini cial.

Proposic ión 4. - Sea G un grupo finito, tt un conjunto de númer os primos de
mod o qu e algún pE.,. divide al or den de G y algún q E 1f. divid e al or den de G. En­
tonces, si G no ti ene .,.-subgrupos norm ales prop ios ni rr'-subgrupos normales pro­
pios, G no verifica (P) .

Demostración : Basta notar que bajo las hipótesis de la pro posición:

f (x) = l p /F~ x- 1 pxF = pF para todo pF ~ x E eG (P/F), es decir : x E P , y
por tan to: k er f = P ; queda por tanto probado que :

:\~ (P/F) ::. G/ P . c.q. d.

Nota : Realmen te las prop iedades (3) y (4) son la misma.
(4) =? (1). Independien temente del hech o rle que G sea nn grupo finito que veri­

fica (4) , se tiene P e ker I, como puede comprobarse, por ejemplo, en [3], pág . 333,
en la demostrac ión del teorema 18.4.5. Ahora bien :
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(e) Por los teore mas de isomorfía para gr upos se tien e :

G/H/O", (G)/H == G/O", (G)

Y por tanto el teor ema queda probado. c.q.d.
Con la misma demostración de este teorema queda probado el siguiente

Teorema 1 bis . - Si G es un grupo finito, H un rr'-subgrupo normal y G/H veri­
fica (P); entonces, G verifi ca (P) .

Corolario. - Si G es un grupo finito que verifica (P) y O". (G) está estrictamente
con tenido en G, se tien e: 0" (G) está estrictamente con tenido en 0",." (G).

Demostración : Por el teorema 1, G/O". (G) verifica (P); por tan to basta conside­
rar el caso en que O"' (G) = 1'.

Sea, pues, G verificando (P) de modo que O". (G) = 1 ; si además fuese
0",." (G) = 1, se ten drá por la proposición 4 que G no verificará (P) , contra la hip ó­
tesis . c.q.d.

Teorema 2. - Sean G¡ (i = 1, . '" n ) n grupos fini tos ver ificando (P) . Ent onces
G1 X ... x Gn verifica (P) .

Demostración : La haremos para n = 2 Y en varios pasos sucesivos.

(a) Dados dos gr upos GI y G
2

Y sendos subgrupos norm ales Ni de G1 (i = 1, 2),
se tiene: NI x N2 <1 e, x G2 •

(b) Dado un homomorfismo suprayectívo G -+ G' de grupos, la imagen de un
subgrupo normal es un subgrupo normal; en par ticular , si N <J G, X G2 Y
pr¡ : G, x G

2
-+ G¡ (i = 1, 2) son las proyecciones canónicas, pr i N es subgrupo nor­

mal de G¡.
(e) INl x N2 1 = INl I INI2; por tanto, O"' (GI) x O"' (G2) es un rr'-subgrupo normal

de Gl x G2 y por consiguiente contenido en N = O". (G, X G2 ) . Ahora bien, por la obser­
vación (b) pri N es. un rr'-sub grupo normal de Gi' y por tanto está con tenido en O"' (G)
(i = 1, 2) . Por ello, N e Gl x O". (G2 ) Y N e O"' (Gl ) x G2 , lo que nos dice que
N ~ O". (Gl ) X O". (G2 ) . De ahí que:

0,,, (G l x G2 ) = O". (GIl x O". (G2 )

(d) Gl x G2 /N l X N2 rv GJNl X G2/ N2 , siendo Ni < 1G¡ para i = 1, 2.

(e) El apa rtado (e) sigue siend o válido cambiando en todos los sitios tt' por rr ; por
tanto, si : P /0". (Gl ) X O"' (G2 ) es el rr-subgrupo normal máximo de

Gl x G2/O", (Gl ) x . O"' (G2 ) , se tien e :

P /0". (Gl ) X O". (G2 ) ~ PI /O". (Gl ) x P2 / 0". (G2 )

en que PJO". (Gi ) es el ¡r'subgrupo normal máximo de G¡/O". (Gi).
(f) Sean ahora dos gruposG; y G

2
, sean NI y N

2
dos subgrupos normales 'Ni <1 G¡.

Entonces
Z (NI x N2) = Zo (NI) X Zo (N2);
G1XG~ 1 2

en efecto : (t., t2) E Z o xo (NI x N2) sí y sólo si (tI' t2) ( U I, n2) = ( 111, U2) (tI ' t2) para

todo u¡ E Ni ~ l:¡ ui :: ~ tI para todo ni E NI ~ 1:; E ZG¡ (1\'¡) para i = 1, ::3 ~ (tI' t2)
per tenece a Zo (NI) x Zo (N2).

1 2
De (e) y (f) se sigue que:

ZÜi (0" (G¡)) e 0" (G¡) =} Z G1x
G

• (0,,(Gl x G2 ) ) e 0;'(Gl x G2 ) . c.q.d.
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Corolario 1: Sean H
I

y H
2

dos subgrupos de un grupo finito G, uno de ellos con­
tenido en el centra lizador del otro , tales que Ir

l
ver ifica (P) y H

2
es rr:-sub gru po ; ento n-

ces HIH2 verifi ca (P). t
Demostración : La aplicación f : HI x H

2
-+ 1I¡H

2
dada por f (h l' h 2) = h lh2 es un

homomorfismo suprayectívo, pues to que por hipótesis JI
I
e Za (H2 ) . Entonces :

HIH2 == IT] x 1T2 / Jfer f.
Además:

y como JI
I
n H

2
es abeliano , se tiene Ker f == II I n H2 • que por ser subgrupo de H2

es rr'-grup-<>. De ahí , por los teoremas 1 y 2, HIH2
verifi ca (P) . c.q.d.

Corolario 2. - Sea G = G
I

X '" X Gn de modo que G, GI , G2 , ••• , Y Gn _ l verifican
(P); en tonces e, verifica (P).

Demostración:

Caso 1.0 (n = 2). La demostración del teorema 2 es válida para este caso con los
mismos pas os sucesivos.

Caso 2.° (n cualquiera ). Por el teorema 2, el grupo

verifica (P) , y como
G == GJ x Gn

por el caso 1.°, Gn veri fica (P) . c.q.d.
El próxi mo caso a considerar requiere dos lemas previos, los cuales, en definit iva,

nos asegura n bajo ciertas hipó tesis , el siguiente h echo :
Si H es subgrupo nor mal de G y el índice [G :H] es un ,{-número, se tiene

0" (Gl/O...(G)) = 0" (H/O". (H)).

Par a ello es necesari o recordar las siguientes

Definición 1. - Se llama rr-subgrupo de Sylow de un grupo finito G .a un rr-sub­
grupo maximal,

Notemos que, en general no todos los rr-subgrupos de Sylow son de índi ce rr'-nú­
mero ; esto es cierto para los gr upos r esolubl es, cualquiera que sea 'ir, Y ,para tt = {p },
un solo número primo, cualquiera que sea G finito (teoremas de Sylow) .

Defini ción 2. - Se llama rr-suh grupo de Hall de un grupo finito G, a aquel sub­
grupo U cuyo índice [G :U] es un 'ir'número.

Notemos que todo 'ir-sub gru po de Hall es rr-sllhgrupo de Sylow.
Pu es bien ; se dice que un grupo finito verifi ca los teoremas de S.ylow generalizarlos

para el con junto de números pr imos 'ir , si posee una sola clase de rr-subgrupos de
Sylow conjugados y si éstos son de Hall (ef. [9], pág. 125-133).

Denotaremos por Syl" (G) la clase de los 'ir-subgrupos de Sylow de G.

Lema 1. - Sen. G un grupo finito que tiene una sola clase de rr-sub grupos de
Sylow y éstos son rr-subgrupos de Hall ; U un rr'-suhgrupo normal de G. Entonces G/H
tiene una sola clase de rr-subgrupo'S de Sylow y éstos son rr-subgr upos de. Hall.

Dem ostración : La har emos en varios pasos
(a) Sea PE Syl" (G); entonces, de los isomorfismos

PU/ U == P/P n U y P/P n H == P (pues P n H = 1)

se deduce : PU/ H == P .
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Ahora bien : [G/H :PII/ H] = [G :PH], que divide a [G :P], y como [G .P] es un
;r'-número por ser P ;r-subgrupo de Hall, se tiene que PH/H es un ;r-subgrup o de Hall
ele G/H. Luego roda ;r-snbgrupo de G/ H de la forma PII/H, con P de Syl" (G), es un
;r-subgrup o de Hall.

(b) Demostremos que todo ;r-subgrupo de Sylow de G/H es de la forma antedi-

cha. Sea, pues, P/H E Syl" (G/ H) ; entonces P es una extensión de un ;r' subgru po H

por un ;r-subgrupo P/H y. por tanto , según el teorema de Schur-Zassenhaus (cí. por

ejemplo [2], pág. 22) P es de la forma P = PH con P ;r-subgrupo de G, luego está
contenido en algún ,,-snbgrup o de Sylow PIde G; por tant o :

PI H/H ::) PH/H

Y como [PIH :H] = IP11 , que es un ;r-número, se tiene que P_H/H es un ;r-subgrup o
de G/H y por tanto, por la maximalidad de PH/H se tiene: PH = PIH con P perte­
neciente a Syl" (G), (a) y (b) demuestran que todo ,,-snbgrupo de Sylow de 'G/H , es
;r-subgrupo de Hall y de la forma PH/H, en que P es rr-subgrupo de Sylow .de G.

(e) Sean ahora PH/H y PlI/H dos tales rr-suhgrupo s de Sylow; sabemos que P y
P' son conjugados en G ; luego existe un g de G tal que P' = gPg-I; por tanto :

PlI = (gPg-I) (gHg-I) : = gPHg-I

lo que nos dice que:

P'H /H = g (PH/H) g-l CDn g = gH

luego son conjugados. El lema queda probado.

Lema 2. - Sea G un grupo finito que tiene una sola clase de rr-subgrupos de
Sylow que son ;r-subgru pos de Hall, y sea H un subgrupo normal de G tal que G/H
es un rr'-grupo. Entonces:

1.0 Todo rr-subgrupo de Sylow de H es ;r-subgrupD de Hall de H y de G.
2.° Todo rr-subgrupo de Sylow de G lo es de H.
3.° 0" (H) = 0" (G).

Demostración: Como siempre , llamar emos Syl" (H) y Syl" (G) a las familias de
rr-subgrupos de Sylow de H y de G r espectivamente

1.0 Sea P E Syl" (H) ; entonces PE Syl" (G) ; de donde P e P n H eH; pero

siendo P n H lo-grupo y siendo P maximal en H, se tiene: P = P n H. PDr otro lado
1{ <1 G y P subgrupo de G nos dice que :

HP/H == P /H n P = P /P ,

luego [HP :H] = [P :P ] es un lo-número. Pero por otro lado, [G :H] es un m-núme­

ro luego [HP :H] también lo es, de donde: [P :P] = 1, es decir P = P; luegoP es
un rr-subgrupo de Sylow de G y por ende un rr-subgrtipo de Hall de G y de H, En
definitiva, hemos probados que Syl" (H) e Syl; (G).

2.° Sea ahora, P E Syl" (G) y PIE Syl" (H) ; como por hipótesi s P y PI san con­
jugados en G, se tiene P = tP I t- I con tE G. Pero PI e H <l G implica tP 1 t- l e H,
lo que nos dice que: PE Syl" (H) y por tanto : Syl" (H) = Syl" (G).

3.° Sabemos que: 0" (G) e P para todo PE Syl" (G) (cí. [9], pág .. 125) ; luego
0" (G) e n {P IPE Syl" (G)} Aliara bien si x pertenece a esta intersección, se
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§ 3. Caso en que O"' (G) = 1

t
O,,(G) = n {P IPE.Syl,,(G)} = n {P I PE Syl,,(H)} <1 TI . (*) .

tiene x E P para todo P lo qu e implica txt- 1 E P para todo P y par a todo t de G, lue­
go dicha intersección es un subgrupo normal, y como es un ¡¡-subgr upo , coincide con
O" (G). Tenemos,pues, qu e:

Consideramos en este ;pár rafo los grupos finitos que verificando la pr opiedad (P)
cumplen: O". (G) = 1.

1\ 1\
Le11U.l . - Sea H un ¡¡-subgrupo normal de G y sea G = Gj H tal que 0 ,,; (G) = 1;

entonces: O". (G) = 1.

Demostración: Si H es un ¡¡-subgrupo norm al de G, HO". (G) es también subgr upo
normal de G y como

0" IG) :J Z'_ (O" (G)) implica
- G

0" (H) :J Z (0 _ (H)) = Z_ (O" (H )) c. q. d.
. - H/O". (G)nH .. 11'

Z _ (O" (G)) 2 ZH /O (G)(""IH (O" (U))
G ni . ~

de ahí que si G verifi ca (P), H también verifica (P), ya qu e :

HO". (G)ij\O,,1 (G) = HjO". (G) n H = HjO". (H)

Por tanto podemos considerar JIjO". (H) como subgr upo norm al de GjO". (G) tal
que su índice es un ¡¡J-número. Enton ces, según los lemas 1 y 2 anter iores y según
(e), se tiene:

Como, por la proposición 1, O" (TI) cal' TI < 1G implica O" (TI) <l G, se tiene que:
O" (H) e O" (G) lo qu e junto con (*) no s dice : O" (G) = O" (TI). c.q.d,

Teororru.l 3. - Sea G un grupo finito que verifica (P), tal que ti ene ursa sola cla­
se de ¡¡-subgrupos de Syl ow que son ¡¡-subgrupos de Hall . En tonces: si H es un sub­
grupo norm al de G tal que GjH es un ¡¡'-gru po, H ver ifica (P).

Denwstraeióll: La haremos en var ios pasos.

(a) O"' (TI) <' G; en efecto, basta record ar la pr oposición 1, ya qu e : O". (H) cal' H
y H <1 G.

(b) O"' (H) = O"' (G) n H; en efecto :
Por (a) O". (H) < ! G, luego O". (H) e O". (G) Y por tanto O"' (TI) e O"' (G) n H ;

pero por otro lado O"' (U) n H es un ¡¡-subgrupo normal de H y de ahí que :
O"' (G) n H e O"' (R).

(e) Recordemos que si M e N e H < 1G se ti ene :

ZQ (M) 2 ZQ (N) 2 Zl1 (N)

(a) Consideremos los grupos cocien te GjO". (G) Y UjO". (G) n H, con H sub­
grupo normal de G y GjTI ¡¡'-grupo. Según los teoremas de isomoríía par a grupos:

HO". (G)jH = O"' (G) jH n o". (G) = O". (G)

Be tiene que HO". (G)jH es un ,,'-SUbgrIlPO norm al de G y por tanto es igual a l. es
decir : O". (G) = 1. c. q. d.
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c. q. d.

c. q. d

c. q. d.ZlI (O" (U)) ~ 0" (U).

[N, 0" (G)l e N n 0" (G) = 1 ;

de ah í que Ne ZG (O,,(G)) e 0" (G), lue go N es ,,-grupo y por ello N = 1.
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lo que implica: _

O"' (G) <1 0",." (G) <1 H <1 G.

por tanto , en nuestro caso:

Si G verifica (P), por el teor ema 1, G/O". (G) verifi ca (P) y no ti ene ,,'-snb grupos
normales propios, de ahí que por el teorema 5 anterior, U/O". (G) verifica (P) y por el
teor ema 1 bis , H verifica (P) . c. q. d.

(Notemos que en este cor olar io 0'" (G) es cualquiera. )

Proposición 5. - Sea G un grupo finito qu e verifica (P) y tal que 0'" (G) = 1. En­
tonces, si H es un subgr upo cualquiera de G conteniendo a 0" (G), se ti ene 0'" (H) = 1.

Dcmostración: Sea N un rr'-subgrupo normal de H; en estas condiciones [N, 0" (G)]
es subgr upo n orm al de N y de 0" (G) (conside r ados en H) y por tanto :

ZGI1I (PIH) e P IU.

<p (ZG (P)) e ZalH (P/H) e P/H.

Por tanto , y por ser <p- l (PIH) = P, se tiene:

Combinan do este teorema con los teoremas 1 y 1 bis del párrafo 2, se tiene:

Corolario . - Si G verifica (P) y U es subg rupo normal de G tal qu e 0",." (G) e H ;
entonces U verifica (P) . -

Demostración: Se tiene que

A

Ahora bien, recordemos qu e si <p : G -+ G es el homomorfismo canónico y K e G,
se ti ene :

l1corema 4. - Sea G un gr upo finito que admite un ,,-subgrupo norma l II ta l que :
A

1.o G = GIH verifica (P).
2.o G no ti ene ¡f'-subgrupos n ormales propios .

Entonces : G verifica (P) .
1\

Demost raci6n: Por la hi pótesis 2.a sobr e G y por el lema anter ior , O"' (G) = 1 Y
de ahí que

Teorema 5. - Sea G un grupo finito qu e verifica (P) y tal que O"' (G) = 1 ; sea U
nn subgr upo normal de G que contien e a 0" (G) . Entonces, H verifica (P) .

Demostración: Por la proposición 1, O". (H) es subg rupo no rmal de G y por ser
,,'-sub grupo se tiene qu e O"' (U) = 1. P or otro lado, 0" (G) <J JI Y O,,(U) <J G, por la
misma prop osición. De ahí que 0" (U) = 0" (G), Y se tiene:

ZG (O" (G)) e 0" (G¡

0" ,." (G) - = 0" (G)

llamando P = 0" (G) , se tiene JI <J P <l G ; por tanto, P III <J G/ H Y es ,, -sub grupo
norm al máximo . Entonces, por la hip ótesis l.a :
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mas como G ver ifica (P,,) se tiene

C A P I TU L O 11I

Za ro, (G)) e 00" (G)

C. q. d.que es la pr opiedad (PO")

Tem'ema 1 . - Un grupo finit o es ,,-separabl e si y solo si todo gr upo cociente del
mismo verifica (P) .

Hasta aho ra h emos estudiado la propiedad (P) para un conjunto 'Ir de números pri­
mos fijo. En el siguien te re sultado de este párrafo in ter vien e esta propiedad r eferida a
dos conjun tos 'Ir y o, por lo cual se dis tiug uirán cou las notaciones (P ,,) y (Pa- )'

Pl'oposi(}ión 6. - Sea G un gr upo finito , 'Ir e o de modo que G verifica (P,,) y

y O•.(G) = 1 ; en tonces G ver ifica (PlT) y 0 O", (G) = 1.

Demost1'acióll: 0 0"' (G) es un ,, '-subgrupo norm al de G, lu ego 0 0"' (G) e 0'" (G), lo
qu e nos dice que 0 0"' (G) = 1.

Por otro lado : 0" (G) e 0 " (G), Y de ahí que:

ZG(00" (G)) e z, (O" (G))

El propósito de este capitulo es el rela cionar la propiedad (P) es tudiada en el eap í­
tulo an ter ior con otras 'Ir-pr opiedades.

Demostración:

(a) Sea G ,,-separable en tonces por el teor ema 1 del capítulo 1, todo grupo cocien te
del mi smo es a su vez r.-separable y por tanto según el teorema 2 del capítulo 1, dicho
grupo cocien te verifica (P) .

(b) Recíprocamente, sea G un gr upo finito lal que todo grupo cocien te de l mismo
verifica (P) . Har emos la demostración por inducción sobre el orde n de G y disting uire ­
mos dos casos:

Oaso 1.0 : G es ,,-grupo o 'Ir'-grupo ; en tonces G es :n-separa ble trivialmnte.

Caso 2.0 : G no es ni 1l"-gI1UpO ni ,,' -grupo; en tonces , en vir tud d la pro posición 4
del capítu lo TI, G admite un r.-subgrupo normal o un ,,'- sub grupo norm al no trivial ;
sea G1 est e subgrupo . Eviden temen te:

lC G1C G.

Ahora bien , I G/G 1 I< IG I y por olro lado, todo subgr upo norm al de G/G1 es de la
forma H/G1 con H subgrupo normal de G ; por tanto

G/G)H/G 1 = G/ H verifica (P).

Por hi pótesis inductiva G/G) es ,, -separ able y por la definición de gr upo ,,-separable
10esG. c. q. d.

Afinaremos este teorema en el siguien te; per o par a ello necesitaremos los lemas que
siguen .

§ 1. Relación con la 1t-separabilidad
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Q' = P' n H.y
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Q=p n H

De donde Q1 C PI n H. Como Q1 E Syl" (G) y PI n H es un rr-subgrupo de U, se
tiene : Q1 = PI nlI. Pero por hipótesis existe t E G tal que PI = t P t- 1, luego :

1.0 Sea P E Syl" (G), enton ces Q = pn U es un ...-suhgrupo de .H y por tanto está
contenido en algún rr-subgrupo de Sylow Q1 de H; a su vez, este Q1 está contenido en
un rr-subgrupo de Sylow PIde G.

Q1 = t P t- 1n t H t- 1 = t (P n H) t - 1 = t Q t- 1

y como QC QI' se tiene: Q = ·Q1·
2.0 Si Q y Q' son rr-subgrup os de Sylow de Il, están contenidos en sendos rr-sub­

grupos de Sylow de G; sean estos P y P' . Se tiene :

el cual verifica (P). Por tanto , por la hipót esis de inducción, G/G1 es st -separable y de
ahí que G lo es. c. q. d.

1 CG1 C G.

Además IG/G
l
I< I G 1, y si K/ G

1
cal' G/G 1 , por el lema 1 se tiene : K cal' G. Por

otra parte,

Lema. - Sea G un grup o finito que tiene una sola clase de st -subgrupos de Sylow
y H un subgrupo normal de G., Enton ces:

1.0 P ESyl,,(G) implica pnHESyl,, (H) .
2.0 Todos los rr-subgrupos de Sylow de U tienen el m ísmo número de elementos.
3.0 0" (H) e Q para todo QE Syl" (1I).

Dem ostración :

§ 2. Relación con la 1t-constricción

Lema 1, ~ Si H C K son subgrup os de G tales que 11 cal' ti y K/H cal' G/H ; en-
tonces K cal' G. -

La demostración es inmediata (cí. [2] , pág. 16).
lJerma 2. - Sea G un grupo finito que no es ni rr-grupo ni ¡¡"-grupo y tal que no

l'.emite ni ...-subgrupos característicos propios ni rr'-subgrupo s característicos propios ;
entonces G no verifica (P) .

Demostración: Basta ver que entonces O"' (G) = 1 Y que O,,(TI) = O,, (G) = 1. c.q.d.
Teorema 2. - Un grupo finito G es rr-separahle si y sólo si para todo subgrupo ca­

racteristico H de G, G/H verifica (P).
Demostracién: Si G es ...-separable y U cal' G, se tiene H <1 G y G/H es rr-separable,

luego verifica (P).
Recíprocamente : sea G tal que G/U verifica (P) para todo H cal' G.. Entonces, si G

es un rr-grupo o un ...<grupo el teorema es trivial ; supongamos que G no lo es y ha­
remos la demostración por inducción sobre el orden de G. En estas condiciones, por el
lema 2, existe un subgrupo característico propio G1 de G que es rr-grupo o rr'-gru po :
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c. q. d.

c. q.d.

cp (ZG (Q)) e Z_ (cp (Q)) = Z_ (O" (G)) e 0" (G).
- li Ü -

De donde

ZG (Q) e cp-l (<p (ZG (Q))) e cp-l (O" (G)) = (0",." (TI) .

0" (H) e Q para todo Q E Syl" (H).

Teorema. 3. - Sea G un grupo finito tal que

1.° Tiene una sola clase de ¡¡--subgrupos de Sylow.
2.° Verifica (P).

Entonces, si P es un rr-subgrupo de Sylow de G y Q = P nO",." (G), se tiene :

Nota : Este teorema generaliza el teorema 3.3 de [2], pág. 228; dado alli para grupos
p-resolubles .

Corolario : ZG (P) e 0", " (G) para todo ¡¡--subgrupo P de Sylow de G, siempre que G
verifique (P) y posea-una' sola clase de ¡¡--subgrupos de Sylow.

Demostración: Inmediata a partir del teorema anter ior, sin más que tener en cuen ­
ta que

Za (P) e Za (Q).

En [2], pág. 268, se da la siguiente

Definición 1: Un gru po finito G se llama p-constri cto si cuando Q es un p-subgrupo
de Sylow de Op,.p(G) , se tiene :

ZG (Q) e 0P',p (G).
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Entonces exis te t de G tal que P'=t P t-1 ; por lo que t Q t- 1 =Q, luego I Q 1=1Q' ¡.
3.° 0" (H) es un ¡¡--subgrupo; por tanto existe un Q de Syl" (H) tal que

0",.... (G) = cp-l (O" (U)).

Demostra ción: En efecto, por el lema anterior Q pertenece a Syl" (0",." (G)). Notemos

que si <p : G~ G es el homomorfismo canónico con i] = G/O", (G), se tiene por de­
finición :

(3..1)

ljl (ZG (S)) e ZG' (<p (8)).

cp (Q) = 0" (G).

0" (H) e Q.

Ahora bien, si cp : G~ G' es un homomorfismo, y S es una par te no vacía de G,
se tiene:

Ahora bien, por lo demostrado en el apar tado anterior, dos ¡¡--subgrupos de Sylow
cualesquiera Q y Q' de H son homólogos en un automorfismo de H. Como 0" (H) cal' H,
se tiene

Por otro lado, O"."' (G) es extensión de O"' (G) que es un ¡¡-'-grupo, por 0" (U) que es
un ¡¡--grupo , de donde, por el teorema de Sch ur-Zassenhaus, 0"," (G) posee un ¡¡--sub­
grupo de Hall ; éste es de Sylow y como por el lema anterior, ápar tado 2.°, todos los
rr-subgru pos de Sylow tienen el mismo nú mero de elementos, Q es 'Un rr-subgru po de
Hall ; por consiguiente:



SOBRE LOS GRUPOS FI NITOS 7--SEPARABLES

G = N
G

(P) H

0" ,." (G) = 0'" (G) K,
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Notas:

1.... Es importante notar que esta definición es cons iste n te debido a (D,,), pues si Q'
es otro 7l"-sub grupo de Sylow cualquiera, se tien e : Q' = t Q t- l con t E 0",." (G), Y por
lo tanto ZG (Q) = t- l ZG (Q') t, de donde:

ZG (Q') e O"",,(G).

Pu es bien, queremos genera lizar es te resultado a un conjunto cualquiera tt de núme­
ros primos.

Para jus tificar nu estra nueva definición, debemos notar que 0" ,." (G) verifica la si­
guiente ,,-propiedad :

(D,,) "0" ,,,, (G) con tiene al menos un ,,-subgrup~ de Hall ; todos los rr-subgrupos de
Hall son conjugados Y cada 7l"-subgrupo está contenido en uno de Hall ."

(Notación debida a P. Hall.)
Dicha propieda d la verifica 0" '.71 (G) por ser ,,-separa ble. Véase [2J teoremas 3.5 y

3.6, páginas 229 y 230.

Definición 2 : Se dice que un grupo finito G es rr-colIstricto si existe un rr-subgr upo
Q de Sylow de 0" ,." (G) ta l que ZG (Q) e 0",." (G).

G = 0",." (G) . N

por el lema anterior; pero por el lema de Sch ur-Zassenhaus, 0'" (G) admite ,,-comple­
mento K; respecto de 0", " (G), pero todos los ¡¡-complementos son rr-subgru pos de Hall
y son conjugados; entonées:

2." Si 0'" (G) = 1 los conceptos de gr upo 7l"-cons tricto y de gr upo verificando la
propiedad (P) coinciden.

3." Como consec uencia de la proposición 6 del capí tulo II, se tiene: si un gr upo
es p-resoluble o p-con stri cto con 01> ' (G) = 1, se sigue que G es 7l"-constricto para todo
conj unto de números primos tt que contenga a p.

En [2], pág . 269, teorema 1.1., se demuestra en el apartado (ii) que todo gr upo
p-constricto verifica la propiedad (P) , así que, en vista del teorema 3, y recordan do los
teoremas de Sylow, la prop iedad (P) y la p-constricción 'SOn equiva lentes (¡¡ = { p}).

Nos proponemos re alizar una pequeña gene ra lización de esta propiedad ..

Lema: (Argumento de Frattini). Sea H < 1G' tal que H tiene una sola clase de 7l"-sub­
grupos de Sylow; entonces , si P E Syl" (H), se sigue:

Demostración: Sea x E G, ento nces :

x P. x-r·e x H x - l = H.

Por la hipó tesis hecha sobre los ,, -subgrupos de Sylow, x P x- l también es ,, -sub­
grupo de Sylow y es conjuga do en H con P . Exi ste, pu es, un y E H tal que

x P x-l = y P y-,l

así pu es : (y-.l x) P (y-l X)-l = P lo que implica y-l x E NG (P), pero x = y (y-l x) , lue-
go : x EH· NG (P). c. q. d.

(el , [2], pág .. 12, teor . 3.7).

Teorema .4: Si G es un grupo 7l"-constric to, G verifica (P) .

Demostración: Sea Q un ,,-sub gr upo de Sylow de 0",." (G) Y sea N = NG (Q). En­
tonces,
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de modo que existe t E 0",." (G) tal que K = t Q t- 1
, y de ahí que :

(3.3)

[C, Q] = 1,

[C, Q] = e O"' (G)

[e , Q] e [N, Q] e Q (3.2)

[cp C, <p Q] = [ Z_ (O" (G)), 0" (G)] = 1
G

0",." (G) = O". (G) Q

G = 0",.,. (G) N = O"' (G) QN = O"' (G) N,

<p [C, Q]

De (3.2) Y (3.3), se deduce :

Por tanto

luego : C e ZG(Q) e O""" (G), ya que G es t:-cons tricto. Por tanto , aplicando 'P a la
inclusión : ce O"'.,,(G), se tien e:

.Z_ (0_ (TI)) e ° (G)ti ¡lo _ n

que es la propiedad (P) . c.q.d.
(La demostración anterior es, en líneas generales, la dada en [2] para el teorema 1.1

(Ji), pág. 269).
Los teoremas 3 y 4 nos demuestran que para grupos que tiene n una sola clase de

rr-subgrupos de Sylow, las propiedades (P) y .. -coustriccí ón son equivalentes.
En particular, si G es un grupo finito rr-separable, es simultáneamente ..-constr ícto y

rr'-constrieto, ya que por los teoremas 3,5 y 3,6 de [2 ] (pág. 229 Y 230) cumple (D,,) y (D",)
Y la propiedad (P) para los conjuntos tt y tt',

Otra observación acerca de la tt -coustricción es la siguiente

Proposición 1. - Si G es un gr upo rr-constricto tal que O"' (G) está estrictamente
conte nido en G, entonces O". (G) está estr icta mente conte nido en O"' ,, (G). En par ticu­
lar, si G es un gr upo finito rr-constricto que no es rr-gru po, y ta l que O"' (G) =1= G, en­
tonces G no es simple.

Denwstración : Es directa a partir de la definición de gr upo rr-constricto. c.q.d,

Como final de este párrafo r ecapitulamos las cuatro rr-propiedades aquí cons ideradas'.

(1) 'Ir-separabilidad.

(2) Propiedad (P).

(3) 'Ir-constricción .

(4) Propiedad (D,,) .

y las relaciones que existen entre ellas

(1) ~ (2) (ver [2] pág . 228, teor. 3.2).
(1) ~ (4) (ver [2] pág. 229 Y 230 teor . 3.5 y 3.6)
(3) ~ (2) (teorema 4)
(2) Y (4) ~ (3) (teorema 3).

luego

y por consiguiente, N se aplica sobre G = G/O". (G), en el homomorfismo canónico
<p : G -+ G. Por ello exis te un subgrupo C de N cuya imag en es ZG (O" (G)). Por otro
lado, Q se aplica sobre 0" (G) y Q < 1N ; se sigue que
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§ 3. Resumen y últimas consecuencias

En el capítulo Il se ha estudiado una clase de gr upos finitos definida por una cierta
r.,propiedad, que hem os llamado propiedad (P). En el capítulo ID se está estudiando esta
propiedad comparándola con otras r.-propiedades, en especial con la r.,constricción.

Durante el estudio realiz ado han aparecido una serie de subgr upos de G, demostr án­
dose divers as inclusiones en tre ellos; como resum en de lo hasta aquí expues to vamos
a describir un pequeño diagrama de los subgrupos de G que nos han aparecido en la teo­
ría de los grupos verificando la propiedad (P). Supondremos además que en G se tien e
una sola clase de r.-subgrupos de Sylow.

Sea PE Syl" (G) y Q = P nO""" (G) (E Syl" (O".." (G)); en tonces se tiene :

Demostremos a' continuación los diversos contenidos.

(1) Ca (O" (G)) e 0",." (G) . Ver propo sición 2, cap. rr.
(2) O"' (G) e Ca (Ii). Sea n E O"' (G) ; entonces pn 0'" (G) = npn- 1 O"' (G) =

= npO". (G) = pO", (G) para todo PE P , luego n E Ca (Ci).
(3) Z (G) e Ca (G). Sea z E Z (G) ; entonces pz = p para todo PE G, Y por tanto

z E Ca (G) según la definición de este subgr upo.

(4) Za (0",,,, (G)) e Ca (O" (G)). Ver corolario u la proposi ción 2, cap. rr.
(5) Za (Q) e 0" ,,,, (G). Definición de r.,constricciÓn, ver teorema 3.
Los restantes son triviales.

Observemos que salvo la inclusión (5) los demás perm anen cen válidos si suprummos
la hipótesis adicional de que existe una sola clase de r.,sub grupos de Sylow de G.

Notas: L a. En el caso O". (G) = 1, diversos contenidos pasan a ser igualdades te­
niendo entonces:

- 457:-
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(3.4)

1 -+ 0",." (G);/Z (G) -+ Int G

t
Int 0" ,." (G)

t
1

1 <1 Z (G) <J Z (0" ,." (G)) ~ 0" ,." (G) car G. .c.q.d,

Corolario. - Si G verifica (P) , S1)n equivalentes:
(a) G = 0",." (G).

(b) Int G == Int 0", ." (G).

Tratamos de genera lizar en lo posible el planteo de la propiedad (P) y el estudio
hecho en el capítulo TI al caso de gr upos finitos con multioperadores.

Adoptamo s la nomenclatura y notación clásicas que se puede encontrar en [5] o en
[7] , cap . m.

Sea Gun Q-grupo finito , es decir un grupo finito dotado de un silltema Q de mul­
tíoperadores,

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS . FISICO-QUIMICAS y NATURALES

G
I
P

I
0" (G)
I

Z (O" (G))
I

Z (P)
I

Z (G)

I
1

Demostración :

(a) :=:} (b) Trivial.
(b) :=:} (a) En eíecto : fijándonos en el diagrama (3.4) 0",." (G)j Z (G) es ísomor-

fo a. Int G y por tanto 0",." (G) = G. c.q.d.

en que la. fila y la columna son exactas en vir tud de la serie normal

-
2." Al pasar la inclusión (1) al cociente: G -+ G, tenemos la definición de la pr o-

piedad (P).
3." ZG (0" ,." (G)) = Z (0",." (G)) <; G.
4." Z (0" ,." (G)) 2 Z (G).
Proposición 2. - En un gr upo G verifi cand o (P) se tiene que Int G "envuelve" a

Int 0" ,." (G).
Demostración : Consideremos el diagrama



I (QP)

(¿ue generaliza la propiedad (P) estud iada en el cap ít ulo Il,
Nótese que el cen traliza dor lo es en el sentido de los gr upos sin multioperadores.
Con las mi smas demo straciones y significado que en la proposi ción 2 del cap ítu lo

n se ti en e

Proposición Al. - Si G es un Q-grupo finit o, entonces las dos propiedades sig uie n -
tes son equivalentes:

(a) G verifica (Q P).
(b) CG (P/ N) e P.

Corolario. -;- ZG (P) e P .

Asimismo ' son gene ra lizables los sigu ientes r esultad os :
1) Propo sici ón 4 del capít ulo Il ,
3) Teorema 2 y el corolario 2 al mi smo "del capítulo n. (Usar los teoremas 3A y

3B de [5] ).
4) Proposición 6 del capítulo n.
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Lema Al. - Sea 'ir un con ju nto de n úmeros pr imos caulquiera; entonces un O-gru­
po fin it o G admite un único ideal maxi mal cuyo orden es un 'ir-nú mero .

Demostración : Sean H¡ y H2 ideales de G cuyo orden es un 'ir-número . Como el
ideal engendra do por estos dos ideales coincide con el subgr upo de G engendrado por
los mismos (cí . [7 ], lli-2-4) ; se ti en e que H¡ +II

2
es u n id eal, y como ya es sabido su

orden es un 'ir-número. c.q.d.
Tiene, por tanto, sentid o habl ar del ,¡¡,-ideal máximo de G; a l que anotare mos Q,,(G).

Lema A2. - Q" (G) es invariante por todo Q-automorfism o y por todo automorfis­
mo interno.

Demostración :Q" (G) es subgrupo normal de G, eviden temen te . Además, per el
teor ema 3B de [5], Q" (G) es un id eal de G si fJ es un Q-autom orfismo ; como 6 es hi­
yectiva I 6 (Q" (G)) I = IQ" (G) I y por tanto :

6 (Q" (G)) = Q" (G). c.q.d,

Aplicando el lema Al al con jun to aritmético 'ir' y al Q-grupo G, y después al con­

junto ar timéti co 'ir y al Q-grupo cocien te ti = GjQ,, (G), tiene senti do considerar la cla­
se de los Q-grupos finitos qu e verifican la siguien te propiedad:

[1]

[2]
[3]
[4]

[5]

[6J
[7]

[8]

[9]



(21-4)

(21-7)

(
_ _ 1_ + _ 3_ II:2)

8 8 U2

(21-6)

a =2

(211 - 2k ) !
el" ,k = (- l)k ---------- ­

2" Ir ! (n - k) ! (n -2k)!
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(
17 65 H'2)-- - - ---
48 48 U'2

"/2
P" (sen 13) = ~ ct" ,]< Ben,,-2'" 13

k =O

a =3

APLICACION DE WS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTIFICIALES

Para estudiar con detalle el término /'i. , que representa la parte secular de los armó­
nicos de segundo orden con respecto a u, comencemos viendo la contribución de un R"
cualquiera. Dos casos pueden distin guirs e :

a) n par. Entonces

111 R2 BoF *= -----=---
1 1"3

1 ( U'2 ) 111F * = __ p'2+- - _ -_
o 2 r 1"2 1"

(21-3)

u = U' + E :: = U' + E 2 '11; ~,23B
2

{ U~P/ sen 2u + ( 2
11
U: - ~) cos 2u }

H = H'

as 2 tJ. R2 B2P = p' + E __1 = p' - E sen 2u
r r 01' r 3 U'2 1'2

22. Con tribución al segundo orden de un armónico cualquiera

siendo

Después de efectuar la transformación canónica de función generatriz (21-1) , el ha­
miltoniano en las nu evas variables puede ser escrito

h' = h+E aS 1 = h+E{- tJ.2 R2 H' [_ U' p/ cos 2u+ ( 2 U'2 _ _ 1_) sen 2U ] }
aH' 2 U'5 'll. tJ. l' 2

donde F28* Y F2/ representan, respectivamente, la parte independi ente de u y la parte
periódica, con respecto a u, de 10'8 términos de segundo orden del hamiltoniano . Con este
convenio, resulta



(n par)

(-l)"mI

Hn-I )

:E '2".1: senn
-

21
: [3

1: =(J

m!(m -2/i -1)Il
Cm .

2k
= 2 (- l) k

(m - 2k) ! (m+ 2h) ! 1

2"'- :1

mI!

bm •
2k

+
1

= - ----- - --- - - - -

(m -1) 11
c =1n, O

donde

(Rn ) = O

r esultado que nos indi ca que los armónicos zonales impares dan una contribución nula al
término Ó.

En resumen, la contribución de los armó nicos zonales impares es nul a y la de los
pares está dada por la suma
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(Pn (sen [3 ))" = O

J," ( R)10 fl. " {2
(R n ) " = c2 - - - { :E C1 C senn- 21

• l }
~ r r k=O n,k 10-27<0

Evidentemente, se tiene

Hn-l ) H n -2k-l )

Pn (sen [3) =:E :E eln ,7< bn- 2 7<.2 1+ 1 senn
-

2
7< 1 sen (2i+1) ti

7< =0 1= 0

b) n impar . En tal caso

(
n ) " fl. - ( n ) " [L " {2(R

n
) = J

n
- - - - ( P

ll
(sen [3))" = J" -- -- { f. oeln•k Cn _ 2 k •O senn

-
2k l}

r r r r =

H m-I )

senm x = :E bm .2k+ l sen (2k +1) X
1:= 0

m {2

serr" x = :E Cm '21: COS 2kx
k = O

" {2 ;(10-211<) »t»
Pn (sen [3) =:E :E el

n
.7< C

n
_

2 k
,i sen n-2 k 1 cos 2 i ti + :E C1ll •k Cn - 2k ,0 sen n-2~ 1

'..= 0 ; = 0 7<=0

Por sustitución en la expresión anterior, será

REl'ISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NA T URALES

lo que implica, para n impar

y finalmen te

y con m impar, se obtiene

siendo

y por tan to, para n par , re sulta finalmente

donde

además , para m par , tendremos



(23-1)

(23-2)

dj'

dt

dt .aH'

dh'

dJr' 6F*

[

2a1 3a2 4a3 p/ a"" ]--+-- +--+2a -- - --r r4 r5 4 1.;3 a1"

dt otr

d!u' . aF*

dt ar'

d1' ( 2 a4 )--= l +e - - P
dt r2 r

dP
T

U2).l. 3ao '
-- = ----E - -+e

dt r r2 r4

- 5Il!-

Por otra par te, de la primera ecuación se deduce

1

~

1+E:l-4­
rOl

y en el cálculo dedos cua draturas, las necesaria s rpara obtener u' , h' , desde

4a/
con error menor que E4 ---o

r4

Derivando la primera y sus tituyendo en ella la segunda , tendre mos la ecuación de
segundo or den

APLICACION DE LOS ME TODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTI FICIA LES

23 Estudio del sistema monodimensional resultante

Seguidamente, se intentará la resolución de (23-1) , prescindiendo por comodidad de
notación, de colocar las .primeras en toda", las variables .

Usualmente , para obtener la solución de un sistema canónico conservativo de un
grado de liber tad, es utilizada la integral de la energía, siendo necesaria una sola cua­
dratura para llegar a la solución del problema. No obstante, en nue stro caso, la apari­
ción de pequeños par ámetros entorpece el procedimiento habitual y hemos preferido
reducir previamente (23-1) a una ecuación de 'Segundo or den .

Las ecuaciones (23-1) en forma explícita, son

Después de la eliminación de la vari able u, nos encontramos con un sistema canó­
nico de función hamiltoniana (21-4) . Si en este sist ema se presci nde de F

2 lJ
*, es decir

de las fluctua ciones periódicas de segundo orden con valor medio nulo , tenemo s un
sistema cuya función de Hamilton depende de las variables tr' , p/' U' , H' ) . Como u' , h' ,
son coordenadas cíclicas, sus momentos conjugados U', H' , también lo son, y por con­
siguiente, el pr oblema se centra en la resolución de un sis tema de un grado de liber tad ,
dado por las ecuaciones



(23-5)

(23-4)

(23-3)

411 +'2{l U2
b = 3 4

3 U2

(U =1= O)

(
dz ) 2 1 Ot:-,,}.

d<p Z2U2 or

dr dz
-=-U-

dt d<p

dq>
1,2 __ = U

dt

2u1b --
1 - U2. '

r

1
z=--

3a0b =-
o U2 '

d2Z l! {
- - + z=-+Eb zz-e b z+b z2 +b z:l-'2{l z
d<p2 pO I 2 3 4

U2

]J = - -,
~~

cuando se introducen las notaciones

o bien

J
t U

- - dt
<p <Po - t [r(t) F

Para E = 0, <p r epresenta , salvo una cons tan te, la anomalía verdader a en el proble­
ma de dos cuerpos y su deriv ada es la velocidad angular del radio vector alrededor del
momento angular . Si E =1= ° no tiene un significado geométrico tan sencillo, pero su
derivada expresa aun la velocidad angular de rotación de r en el plano orbital instantá­
neo. En esencia, se trata de introducir una variable regularizadora local , a lo lar go de
toda solucíón de las ecuaciones del movimi ento , por la r elación

y la ecuación diferencial relativa a la vari able z llega a ser

donde la constante <Po puede elegirse arbitrari amente, debido a que el sis tema es
autónomo.

POI' derivación puede -obtenerse fácilmente

- 512-'

El problema, pues, ha quedado reducido al estu dio de la ecuación diferencial de se­
gundo orde n (23-4) , al que nos referi remos en los párrafos siguientes.

R EVISTA DE LA ACA DE MIA DE CIENCIAS EX ACTA S , FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Entonces, sustituyendo esta expres ión de P; en la ecuación de segundo ord en relati­
va a} radio vector , re sulta

Es conveniente poner esta ecuación en form a apropiada para aplicar el métod o de
Kryl ov-Bogolíub ov, Para ello. introduciremos las variables z, <p, definidas por las rela­
ciones
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24. Método de K.rylov-Bogoliubov

donde u ( !) (i = 1, 2, ... ) son funcion es per i ódicas del án gul o '/J, con período 2" , .. /\, '1' ,
fun ciones del tiempo definidas por las ecuaciones diferenciales

(24-3)

(24-2)

(24-1)

i = 1, 2, .. . (24-4)

d'l'
-=1

dt

EA P) (/\) + e A (2) (/\) + ...

d2z ( dZ)- + z = E { z, - ; E
dt 2 dt

d/\
--=

dI

d'lj!
- = l+E B(1 ) (/\) + eB(2) (/\) +

dt

z = /\ cos '/J + E U {l ) (/\ , '1') + e u (2\) (/\ , '/J) '"

(
dz ) Ifi;~~~' ! ( dZ) (dZ )t a, ----;¡;; E = { (1 ) s, di + E f(2) z, --;u + ...

.J2"'~(i) (s, '1') cos e d,p = 0, i 2

"U(!) (s, 'Ij!) sen '1' d'l' = °
- ól3-

Así, pues, es necesario elegir adecuadas fun ciones, de modo que la función z, dada
por (24-2), donde /\, 'Ij!, satisfacen al sistema (24-3) , sea solución de (24-1) .

Si es posible llevar a cabo est e 'pr oceso, se habrá reducido ·el problema de integrar
(24-1) al de integrar (24-3), que es de variables separa das y genera lmente de integra­
ción más sencilla.

Como veremos más adel ante, se presen ta cier ta arbitra riedad en la elección de las
funcion es de nuestro problema. Esta arbit rar iedad nos permitirá elegir . las funciones
u (! ) de modo que los armóni cos de primer or den sean nulos, es decir que ' verifiquen las
condiciones .

z = /\ cos '/J

La exis tencia de per turbacion es no lin eales , pro duce una cierta dependencia entre la
frec uencia y la amplitud in stantán ea, y un crec imiento o decrecimiento sistemático de la
amplitu d de la s oscilaciones, según que la energía aumente o disminuya a costa de las
fuerzas ,per turbadoras . POI' es ta causa, bu scaremos un a solución de la forma

Poderno s llegar a la formulación conecta de este método partiendo de los conceptos
físicos que definen el carácte r del pr oceso oscilatorio.

Cuando no hay perturbaciones, es decir , cuando E = 0, la oscilación es armónica pu ra
Y puede expresarse en la forma

Este método , cuy a detallada exposición figura en la obra de Bogoliubov-Mitroposky
(1961) , per mite desarrollar aproximac iones asintó ticas para oscilacio nes definidas por
una ecuación difer encial de la form a

~I"',,, .

con amplitud constante y fase rotante uniforme

d/\
~=o

dt

dond e E es un pequeño parámetr o posi tivo y t un a fun ción desarrollabl e en 'Ser ie



(25-1)

U 12 = ---
dU(1)

u/1) =--,
dti'

dUCI)
U 1CI) =\ - -,

dfJ

Susti tuyendo tales expresiones en las derivadas anteriores y reagrupando términos
según las potencias de E, tendremos

dz
-- = - asen 'i' + E [ A (l ) CoS ti' - aB (.l ) sen ti' + U2 ( 1)] +

dI ,

+ e [A(2 ) cos ti' - aB(2) sen ti'+ A (l) u
1

(1 ) + B(l ) U
2

(1 ) + U
2
(2)] + ...

da dti'
+ 2 -- - - [- sen ti'+ € u (1 ) + •.. ]

di di 12

( ~) 2 [E u(l) +e U(2) + ...] + ( !Ltv ) 2 [- a cos ti'+ E u(l ) +e U(2) + ...] +
di 11 11 dt 22 22
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da d'i'
- - -- =' E A (I ) + e (A(2) + A (I ) B(l)) + ...

dt dI

(
da )2-;¡; = E:4 A (l )2 + e ...

REVISTA DE LA ACADEM IA DE CIENCIAS EXACTAS , FlSICO-QUIMIC AS y NA TUR ALES

Calculemos las distintas derivadas que apar ecen como factores de los términos en­
cerrados entre corchetes. Desde (24-3) se deducen los siguientes resulta dos

d2a dA (,1)

- = e A (1 ) -- + ~ ...
dl 2 da

Adoptando el convenio de que para las funciones UCI) , los subíndices 1, 2, in dican
derivación respecto a las variables a, ti', es decir

entonces, al derivar (24-2), resulta

25. Cálculo de coeficientes

Desde un punto de vista físico, la imposición de estas condiciones equivale a selec­
cionar a como amplitu d completa del primer armónico Iun dumen tal de la oscilación.
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(25-4)

(25-2)
u~1 + u(1 ) = lo rs, ",) + 2 A(1 ) sen", + 21l B(1 ) cos '"

u~1 + U (2) = / 1 (Il, ",) + 2 A (2) sen", + 21l B(2 ) cos '"
siendo

d2 Z
-- = - Ocos '\jI+E [~2 A (I ) sen '\jI- 2 oB(1 ) COS '\jI+U (I ) ] +
~ ~

u (1 ) (Il, 1jJ) = VD (&) + ~ {Vn (Il) CDS 1l1jJ+ wn (&) sen n ",}
fl= l l

+ e{ (A (I ) d~~I) _ oB(I') 2 _ 2 8 B(2) )C08 '" -(2 A (Z ) + 2 A(1 ) B(1) +A (I ) a::1

) o) sen '" +

+ 2 A (1 ) U ~I; + 2 B(1) u ~; + u (:1 + U (2) } + e ...

Por otra parte, el segundo miembr o de (24-1), CDn ayuda de (24-2) y (25-1) , es
desarrollable en poten cias de E, obteniendo

. ( dz )e l z, --; E = E 1(1 ) (COS, "' , - osen '\ji) +e {u (1 ) 11(1) (o cos '\ji, - osen '\ji) +
dt .

+ (A (1) cos '" -1) B (!) sen "'+U2(1» 1
2

(1 ) (o COS '\ji, - osen ~I) +
+ /(?fJ (o COE "', - o sen '\ji) }+e...

d2Z
--+ Z = E {- 2 A(1 ) ser» '" ~ 2 a BP ) cos '\jI+u(l)+U (I)}+

dt2 22

Igualando los coeficientes de las potencias respectivas, llegamos a las siguientes
ecuaciones

+ e [ ( A (1 ) dA (1 ) _ oB (1 )2 _ 2 oB(2?) a~s '\jI _ (2 A (2) +2 A (1 ) B (I ) + A (I )dlJ ( l ) o)sen \j' +
~ ~

+ 2 A (1 ) u(~; + 2 B(1 :, u C;; + U(~~ ] + €3 '"

y el primer miembro de la ecuación (24-1) puede escribirse

lo (Il, ",) = .1(1 ) (Il cos "' , -Il sen ",) (25-3)

/ 1 (Il, ",) = u(1) / 1(1) (o cos ~" - Il sen ",) + (A(1) COE '" - oB (1 ) sen "' +tl2 (1» x

x /2 ( 1) (Il COS "' , -Il sen ",) - 2 A(I) tl12 ( I ) - 2 B ( I ) U22(1) + 1(2) (Il COS "' , - Il sen ",) +

(

dA(1 ) ) ( dB (I) )+ s B ( ~) 2 - A (I ) --;¡¡;- cos e + 2 A (1) B (1 ) +A(I ) T O sen '"

No es difícil ver que I
k

(Il, "'), (Ji = 0, 1, . .. ), es una función periódica de la varia­
ble 1jJ con 'Período 2lT y que depende de Il. Para determinar A (1 ) , B (I), U(I ) , desde la pri ­
mera ecuación (25-2), examinem os las series de Fouríer de lo y U (I ) . Se tiene

00

lo (Il, '\ji) = Yo (o). + ~ {Y n (o) cos n 1jJ+ hn (o) sen n ",}
n=]¡



(26-2)

(26-3)

(25-6)

(25-5)

(25-8)

n = 2, 3,

11
1

(11) + 2A(1 ) = O

11 (11)
w" (11) = , _.::.."-­

1~n2

s, (11) + 211B (J ) = O

g" (11)

l -n2

- 5H~-

Por tanto, la ecuación diferencial (23-4) adopta la forma

d 2Z 1
~+z=-.-+Eb z2 - e [b z+b z2+b .iJ ~ 2 a z
d<p2 p OI 2 3 4,

De un modo completamente análogo, para el segundo orden, si ponemo s

co

t. (1I¡'!') = go(l ) (11) + ~ {g,,(1 ) (lI)cosn,!,+h,,(I) (11) sen n qr]
11=1

A = ~ R' ~ {~[_3__.r.s: +~ /l4 ]} = :;, -: (26-1)
~ r5 8 8 4 U2 8 U' r5 5

si ponemos

+{h1 (1I)+2A (1 )} sen ,!, + ~ { g,,(S) cos n '!'+h,,(II) sen n '!'}
n=2

1fl= 2

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , FISICO·QUIMICAS y NATURALES

Recordemos, en primer término, que A representa el valor medio, con respecto a u,
de los armónicos de orden superior al primero y que, de acuerdo con el párraío 22, la
contribución de 10Si armónicos impar es es nula . De ahí que sólo tomar emos en considera ­
ción el cuarto armónico, en cuyo caso, es

26. Aplicación de i m étodo de Krylov-Bogoliubov al problema del satélite en las
variables de Hill

lo que implica

obtenemos

vo(ll) + ~ (I - n 2) { vn (lI) CO'S n '!' +w,,(II) sen n ,!,} = go(lI) + {gl (11) +211 B(1 ) } coa '!'+
~=.l

De esta form a tenemos unívocamente determinadas A ( 1) , B(1) , así como las compo­
nentes armónicas de la función u(1 ) (<'J , '!'), excepto v

l
(11), w

1
(11); ¡pero en virtud de

las condiciones adicionales (24-4), estas fun ciones serán nulas, lu ego

y poniendo (25-4) en (25-2) , obtenemos la iguald ad



(26-5)

(26-6)

d'!J
-= l -Ebj3

d<p o

da
-=0

d<p

a = const,

En conclusión, la solución de primer orden está dada por

Según esto , el problema queda resuelto inmediatamente, siendo su solución

z = j3 + Il cos '1' + E 1.1 (1 ) (Il, '!J)

donde Il, '!J , satisfacen al sistema

donde <Po es el valor de <p correspo ndiente al in stan te inicial y '!Jo una cons tante arbitra­
ria introducida al integra r la ecuación diferencial anterior. Así, pues, la solución de pri­
mer orden de (24-3) e'Stá det erminada por (26-6), con Il y '!Jo constantes .

Para E = 0, (26-6) se r educe a la expresión

APLICACION DE WS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTIFICIALES

1 1
z = - '- = -- + Il cos '!J

r p

que corresponda a una cónica, con '!J como anomalía verdadera, p como parámetro y el
producto ap como excentricidad.

y aplícando las fórm ulas (25- ), resulta

A(l ) = O

Tenemos , pues ,
z = Il cos '!J

- 517:-

l ,
z = - - + z = {3 + z

P
se transforma en

que ya resulta apropiada para dicha apli cación .

(i) Resultados de primer orden.

La función lo, en este caso, viene definida por la igu aldad lo = bo(Z+j3)2, si bien
hay. que hacer en ella la sustitución de z por la solución de la ecuación no perturbada,
esto es

Desde luego, esta ecuación no tien e exactamente la misma forma de la (24-1) para la
aplicación del método de Erylov-Bogoliubov, pero si efectuamos un cambio de variable,
definido por
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Por otra parte, se tiene

(26-7)

- 518-

y finalmente

i, = cO+c1COS\jl+C2cosZ \jI+ca ClJS31jJ +c4 cos4,p

donde las nue vas constantes vienen definidas por las relaciones

- f (2 ) = b
1{3+

b2 f32 + baf33 - 2 a, {31l2+y,f34'+cos \ji (b1/3 + 2b21l{3 + 3 ba{321l - 2a,&a+4,8.3 Il Y:,,)
+ coEP\jI(b

21l
2+ 3b

3{31l
2 + 2lt,{31l2 + 6 52{32y,)+ cosa 1jJ (baila + 2a.(lla.+41 y,p¡¡a) + cos- \ji y, 1l4

Por consiguiente, si sus tí tuímos todos estos valores en f2 • res ulta

/1= U (1) /; (1) (Il cos 1jJ) + Il B (I ) 2 COS 1jJ - 2 B ( l ) u (;~ + f (2 ) =

[
bo bof32]

= 2 bo(1l cos ,\,+,8 ) -2- (2 ,82 + 1l2) - - 6- cos 2 'P +

2 b ,82
+ Il b

0
2 ~2 COS 1jJ + 2 bo ,8 __0__ cos 2", + f (2 )

::l

- f(2) = b
1
(ll cos ", + ,8)+ b2(ll cOS 1jJ + ,8)2 +ba(IlCOs1jJ+,8)a-2a,(ll cOS1jJ +,8)1l2sen21jJ+

+:;;, (Ilcos 1jJ + ,8)'

o bien, después de efectuar operaciones

(ii) Resultados de segundo or den.

Teniendo en cuenta (25-3) y los resultados obtenidos par a el primer orden, se
deduce
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(26-8)

(26-10)

dtjJ = 1 + B (l ) + e fl( 2 )

d<p

dI)
--= O
d~

Además, las fórmulas (25-8) nos dan

el + 2 1) fl( 2 ) = O

A (2 ) = O
1 1 1

U (2 ) (1), '") = e - - - e oos 2 ,11 - - - e cos <to ,. -- e cos 4 ,11... o 3 2 ... . 8 3 ~'l' 15 4 ...

donde

por lo cual, hasta el segundo orden, la solución ·puede ser escrita en la forma

donde k designa el valor constante 1 + E B (1 ) + e fl( 2).

1 dr dtjJ dtjJ dtjJ
- ---- = - 1) sen tjJ - - + E u ( 1) - - + e tl (2) --

,.<2 dt dt 2 dt 2 dt

27. Cálculo de las restantes variables

pero
dtjJ dtjJ dq¡ U

- =- -=1>-
dt d<p dt r 2
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En el párrafo anterior se ha determinado el radio vector en función de la variab le
auxiliar tjJ . Se trata ahora de obtener las expresiones explícitas de las restantes varia­
bles, es decir Pr , u, h, puesto que V, H, son constantes, como ya quedó dicho.

1) Cálculo de la velocidad radial :

Derivando respecto al tiempo en (26-9), se obtiene

Como B (l ) Y B(2) son consta ntes, la integración no ofrece dificultades, obteniéndose

1) = constante

z = f3 + 1) cos tjJ + .E U (l ) (1), tjJ) + e' U( 2) (1), tjJ) (26-9)
¡?J.¡" ~ :-

estando definidas las funciones u(1 ), U ( 2), por las fórmula s (26-5), (26-8), respectivamen­
te y verificando 1), tjJ, las ecuaciones diíerenciale s

(

1 1 _ b0
2

)
e =-I)~ - - b +- - a + y f.1+ __

3 4 3 2 4 4'" 6

1 _ _
e =---y 1)4

4 8 4



- 520-

(27,-2)

(27-1)

e { éJa¡ él'a 2
+ - - + - ({3 + /i cos \jJ)+

U 3U au
aY4- }+ - - ({3 + /i COS \jJ)3
3D

2 c
2

3 c
3

4 c,
l~ (2) = -- sen 2 'IjJ + -- sen 3 'IjJ + -- sen 4 'IjJ

2 3 8 15

Finalmente, sustituyendo la expresión (27-1) de dr /dt , en la fórmula

Sustituyendo l /r por la expresión (26-9) y conservando hasta los términos de segun­
do orden en E, queda

du E .a-ao1.. - = 1- - - '- ({3 +/i cos 'IjJ+ E u(l »)
d'IjJ U 3U

Para llevar a cabo su integración de modo explícito, es prefer ible expresar du/dt a
través de 'IjJ como variable independient e, o sea

du du d\jJ k ll du
--= -- -~= ----

dt d'IjJ dt 1,2 d\jJ

~onde hemos puesto

y = -::;.. D~ = 2 3 R4 ¡.ti [\~ _ ~~ + 35 JI4-]
, 5 Ef! 8 8 4 U2 8 0-1

De este modo, se obtiene

REVIST A DE LA ACADEMI A DE CIENCIA S E X ACT AS , FI S ICO-QUIMI CAS y NATURALES

la velocidad radial P
r

queda perf ectament e determinada en función de la variable 'IjJ, dada
por la fórmula (26-10),

Según (27-1) y (27-2), para 'IjJ = O, es ¡J¡r/ d.¡J = 10, Y se compr ueba fácilment e que
d2r / dt 2 > O. Por tanto , para 'IjJ = O, el radio vector alcanza el valor mínimo, y esto nos
permite interpretar 'IjJ como anomalía verda dera en la elipse perturbada.

2) Cálculo de la variable u :

La ecuación diferencial satisfecha por esta variab le, es

du íW* D 3ao 1 o [ éla l 1 3a
2 1 3'a3 1 éla, p; ay.. 1 ]

--;¡¡- = 3'D = r2 - E 3D 1;3 + E- 3D 1,2 + 3U r3 + 3U 1.4 + 3U 1'2 + 3D /""

donde las fun ciones U2 ( l ) , U
2

(2 ) , satisfacen las relaciones

bo /i2
U ( 1) =-- sen 2 ljJ

2 3

luego
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dh hU dh

(27-4)
bo alIo 1 aa3 !i2U2 aa'1 3 ay,u p = - - - - - + - --+-- --+-- (3 -

¡ 2 ~U 2 aU 2 su 2 aU

nos perm ite llegar a la ecuación difer encial

La introducción de Po' PI' como nu evas cons tan tes

[

3 ¡.t2 R2 HZ ] 3 ¡.t 112 ]{2
le (U - UD) = l +E +e (po+p¡ 1\' ) 'I'+ E b seu ljJ

2 ~ 2 ~

Por tanto

dh E aao 1: E2[ é)a¡ 1 aaz 1 aa3 aa.. 1 &Y'I ]
h d; = - U aH --;:+[j 2JH + -; aH + -;:;; aH + P/ aH + -;; all

Sustituyendo 1/1' por su expresión (26-9) y conse rva ndo los térm ino s hasta el segun ­
do orden en E, resulta

il l: E aao e {aa¡ aaz •
1.. - = - - ~ {(3+1\ cos 'IjJ +E u (1 )}+- - +- ((3+1\ cos ~l)

do'ljJ U aH u aH aH

», é)a.. &Y.. }+ -- ((3+1\ cos 'IjJ)'+ - _ l)2 ](' U' sen2 'IjJ + -- ((3 + 1\ COS 'IjJ)3
é)H aH all
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donde UD es un a constante, que r epr esenta el valor de u 'para 'IjJ = O.

3) Cálculo del ángulo del nodo :
La ecuación que nos determina el ángulo del nodo, es

dh aF" é)ao 1 [aa¡ 1 é)az 1 ¡Ja3 1 aa, p/ i"1 1 ]
--;¡¡- = aH = - E2JH --;;;-+e aH . 1" + 'OH -;; + en 1'1 + aH 1" + ¡¡i¡ r"

e igual que en el caso de la vari able U, encon tramos preferi ble utilizar 'IjJ como variuble
ind ependiente, mediante la rel ación

1'\0 olvidemos que, por haber pres cind ido en la fun ción hamiltoniana de los armó nicos
de segundo or den con valor medio cero, carece de sentido el conservarlos ahora . Así ,
podernos simplificar esta rel ación , escri biendo simplemen te

du E aao e[( aao aa¡ aaz aIl
3 .• .• ay, )

h - = 1-- - (13 +1\ cos o) + - --'- b (32+-+-(3+- (3"+(3"'-
d'IjJ U aU u aU o ClU aU al' su

(
bo aao 1 aa3 h'U' aa, J aY.1 ) ]

+ l)3 ----+-(3--+- - + - (3 -
2 aU 2 aU 2 aU 2 ¡ya

tlu E 3 ¡.t R2 H2
Ti -- = 1+- - --- ((3+1\ cosljJ)+ e (p +p 1\' )

d'IjJ U 2 U3 o ¡

que puede ser integrada en la form a

L
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riódicas r especto a 1jJ , con período 2r., es to significa que, sl se peescin diese de la prec-e­
sión del plano orbita l y de las fluctuaciones debidas a la variable u, la trayectori a des­
cr ita por el sa téli te sería una curva plan a geomé tri camen te cer rada .

Respecto a las características propiamente dicha s de la solución, notemos qu e ésta
es válida para todo lipa de órbitas y que carece de singularidades en excentricida d e
inclinación , simplificán dose considerablemente para excentri cidades pró ximas a cer o.

Seña lemos finalmente qu e, de acuerdo con (27-7). en una teoría de pr imer orden, el
plano orbita l está sometido a un movimie nto r etrógrado de precesión, qu e es pro por­
cional al coseno de la in clin ación , por lo que dicha prece sión desaparece por completo
en órbitas polares.
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APLICACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS AL ESTUDIO
DEL MOVIMIENTO DE SATELITES ARTIFICIALES

POR

M. C ALVO

Depa rt amen to de Fí sica de la Tierra y del Cosmos.
Univer sidad de Zarag oza

Summary

In this 'Papel' the Method of Avcraging is applled to describe the motion of an
artificial satellite around an oblate 'planet. Formulating the problem in Delaunay va­
riables, a ñrs t arder solution is obtained very easily, with small dívísors in eccentricity
and inclinatíon ; incidentally we see that Brouwer solutíon can be obtained as a par­
ticular case of ours , After that we have paid special attention to solutions near the
crit ical inclination.

Fina lly the problem is expressed in Hill var iables and extending previous resul ta
gíven by Cid and Lahulla, the problem is completelry integrated. The solutíon ís free
of small divisors and the resul ta in I1ill variables are considerably shorter than in
Delaunay case. Because of this, Hill variables appear to be as the most natural ones
for the satellíte problem. 1

Introducción

En los comienzos del presente siglo, una de Ias cuestiones que más pr eocupan en
el campo de la Mecánica Celeste, es el problema de n cuerpos, del que llegan a reali ­
zar se importan tes estudios, tales como . los de Poincaré , 8u dman, Levi-Civita , Birk­
hoff, etc. y una acabada síntesis debida a W intner (19'41) . En cambio, las teorías de
per turbaciones, que llevan a la r esolución pr éotica de los problemas de ' movimiento de
cuerpos celestes, apenas sufren var iaciones, r emitiéndose una y otra vez a los formu­
lari os dados por Lagran ge, Gauss, Hansen, Hill, etc.

Dos hechos nuevos modifican , sin embargo, estas líneas de investigación : la apari­
ción de ordenadores ' electrónicos y el lanzamiento de satélites artificiales .

En e íecto, las potentes máquinas de calcular diseñadas a par tir de la TI Guerr a
Mundial, han dado lugar a la investigación de métodos numéricos de cálculo, que per­
mites estudiar la evolución dinámica de sistemas de n cuerpos, con valores elevados
de n, tan to en el campo de la Mecánica Celeste , como en la Física de Par tículas, etc.

Por otra par te, el lanzamiento de satélites artificiales, ha planteado numerosos pro­
blemas concre tos de cálculo de órbitas, perturbaciones, optimización de trayectorias, etc.,
y de la conjunción de ambos hechos han surgido nuevas técnicas de tra bajo para la
resolución de tales problemas . <,
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Es bien sabido que las principa les fue rzas que actúan sobre el movimiento de un
saté lite artificial, son debidas al campo gravitatorio terr estre, a las atraccio nes del Sol,
la Luna y los otro s planetas, a la atmósfera ter restre, al campo magnético ter restre
y a la radiación solar . La magn itud de estas fuerzas, que oráginan pertur baciones. al
modelo de dos cuerpos (Tierra-Satélite ), es muy diferente según la trayectoria estu­
diada , la forma del sat élite, etc.: pero, sin duda, la perturbación más impor tant e es
la origi nada por la forma no esférica de la Tierra.

En este trahajo, tra tamos de estudiar el movimiento del satélite bajo la exclusiva
influ encia del campo gravi ta tor io terr estre, prescindiendo, por tanto, de los restan tes
efectos.

Como el potencial terrestre puede ser separado en potencias de un pe queño pará ­
metro (J

2
) , que aparece. en su desarrollo, muchos au tores (Brouwer , Garñnkel, Ko­

zai , etc.) han obtenido 'Soluciones asintóticas en po tencias de dicho pa rámetro. No obs­
tante, los métodos usados tienen solamente carácter formal, planteando serias dudas
sobre la convergencia de las ser ies obtenidas, la acotación de errores y la apa rici ón
de pequeños divisores ,

Desde nu estro punto de vista, el problema de movimiento de un sa télite artificial ,
es un problema de mecánica no lineal , del que se quiere obtener una solución apro­
ximada. . Una medida de la utilidad de la solución estará dada por los siguien tes puntos:

1. Si proporciona una estimación de la difere ncia de valores ent re la solución
exacta y la aprox imada .

2. Si es válida cualesquiera que sean Ias condiciones iniciales.
3. Si los resultados obtenidos pueden ser expresados en forma útil para las apli­

caciones .
4. Si no introduce pequ eños divisores .
Entre los métodos de que se dispone ,para obten er soluciones de pr oblemas de me­

cánica no lineal, el de promedios es el que tiene un a fun damentación matemáti ca más
consistente, ya que para él Be han establecido teoremas que permiten acotar la dife­
rencia entre las soluciones verdadera y aproximada . Por esto , hemos dividido nuestro
trabajo en los siguientes capítulos :

1. Se estudian en él los métodos de promed ios desar rollados por BogoJiubov y sus
colaboradores . Aun cuando nuestra labor es pr incipalmente expositiva, se han efec­
tuado algunas modificaciones , dando un énfas is especial al caso de sis temas canónicos ,
para ,poder enlazar los métodos de promedios con ot ros métodos como el de ven Zeipel.

JI. Aplicandc los métodos anteriores, 'Se ha obtenido, de modo muy simple y rá­
pido una solución del problema de movimiento de un satélite ar tificial, en ausencia de
singularidades, demostrando que la solución de Brouwer (en primer orden), resulta
como caso particular de ésta.

ID. Pasando a la eliminación de síngularidades , se estudian las caract erí sticas del
movimiento de un sa télite en las proximidades de su in clinación cr ítica y la estabili ­
dad de las soluciones obtenidas, llegando a resultados más generales qu e los dados VOl'
Garfinkel y Gen Ichiro-Hori .

IV. Haciendo uso de las variables canónicas de Hill y extendiendo los r esultados
dados por Cid y Lahulla para la eliminación de la variable u , se ha conseguido la in­
tegración total del problema en estas vari ables . 1.0'& re sultados son fácilmente genera­
lizables a órdenes superiores y a otros tipos de pr oblemas, presentando la enorme ven­
ta ja de carecer de singularidades.
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(1-1)

(1-2)

(1-4)

(1-3)

(1-5)

Aun cuan do hace tiempo que los métodos de promedios se han venido usan do en
Mecánica Celeste, el obj.eto de estos consistía en sustituir la función per turbador a por
su valor medio, con r especto a algu na de las variables, y de este modo, conseguir
ecuaciones difer enciales más fáciles de integrar. No obstante, el hecho de que esto s
métodos se hayan aplicado sin una rigurosa fun damentación matemática y qu e, en
cada problema partlcuiar, se uti lizasen prooedimientos dis tin tos , ha dado lugar a que
tuvi eran solamen te éxito cuando sus resultados concor daban con los obtenidos en la
práctica. Evidentemente, cuand o se aplica el método de promedios, es necesario conocer
la aproximación obtenida en los resultados y su ran go de valid ez.

Fue Bogoliubov (1945, 1950) el que trató los fundamentos mat emático s deli método,
cuando se aplica a una ampli a clase de ecuaciones diferenciales, dando un procedímíen­
to para construir la solución con toda la aproximación deseada.

Bogoliub ov consideró un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

dx
- = EX(t,x)
dt

l. - Métodos de promedios

E es un pequeño par ámetro positi vo
x, X, puntos de un n-dime nsional espacio euclídeo En
X (t , x) una fun ción periódica respecto a t, con período 2tt ,

1. Introducción al método de promedios

APLICACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTI FICIA LES

Un siste ma de la form a (1-1), con las condiciones anotadas, es llamado por Bogo­
liubov sistema tipo (Stan dar d) . La idea de Bogoliubov consiste en buscar un cambio
de vari able, de manera que se elimine el tiempo en los segundos miembros de (1-1) .
De un modo más preciso, se trata de busca r unas funciones periódicas F

1
, F

2
, oo ., Fm ,

de t, con per íodo ~, y tales que, si se aplica la transformació n exacta
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en donde :

el sist ema (1-1) se convierte en el sigu iente

Xo (~) = (X ( t' ~)t

F1 ( t, ~) = X =J[X- (X) t] dt

donde (X)t repr esenta el valor medio respecto a t para ~ constante.

Prescindiendo del término E"'+l R (t, ~) , se ' obti ene la ecuación promediada de la
m-ésima aproximación, esto es,

Las funciones Fi' Xo' P2' ... , P", son obtenidas de un modo 'Simple pudiendo llevarse
el cálculo hasta el ord en m.. Por ejemplo, en primer orden, se tiene
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(1-6)

0< t < L/E

ds
- =E X (s)

dt o

I x(t) -SO) 1< 7]

max I x(t ) - y (t ) I -+ O
os tsr
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siempre que O< E < En'
Este teorema fundamental de Bogoliubov , ha sido generalizado posteriormente en va­

r ios aspectos. Mencionar emos sólo las pr íncípales contr ibuciones :
Gikhman (1952), parte de un sistema difer encial

dx
- = X (t, x , l.) (1-7)

dt

1 Jrlím - X(t, x) = X o(x)
1'-+00 T o

l! iT

lim - X (t, x) dt = Xo(x)
1'-+00 T o

En realidad Ia aplicación del método de promedios ha reducido la integración del
sist ema (1·1) a la del sis tema (1-3) que es autónomo y por tanto de más fácil solución
que (1-1).

El método, tal como se acaba de describir brevemente , recibió una rigurosa funda­
mentación matemática, que puede encontra rse en la obra de Bogoliubov y Mitr opclsky
(1961) .

Los autores han estudiado , de una parte , bajo qué condiciones la solución de (1-1)
difiere de la solución de

en una cantidad tan pequeña como se quiera , durante un intervalo de tiempo arbitra­
riamente grande ; de otra, cómo relacionar- para un intervalo infinito de tiempo, las
pr opiedades de los sistemas (1-1) y (1-6) .

Por su importancia enunciaremos el ya clásico teorema de Bogolíubov,

Si la función X(t , x) sat isface las condlcíones :
a) Para una cierta región D e En existen cons tan tes ,positivas M y l. de modo

que

Como ya hizo notar el mismo Bogoliub ov, la hipótesis de que X (t , x) fuese perió­
dica respecto a t con período 2s:, puede 'Ser sustituida por la condición más general de
existe ncia del límite

IX(t , x) I L M
I X(t , x') - X (t, x") IL AI x - x"l

para todo t :»: O Y x, x' , x" E D.
b) Uniformemente respecto a x en la r egión D, exis te el límite

Ent onces, dados p y 'l'] pequeños y L tan grande como se quiera , existe un
En (p. 11 , L) de modo que, si ~ (1) es la solución de (1-6) con la conrlición ~ (O)
= x (O), y S (t ) junto COIl su p-entorno está contenida en D, ,para OL t L 00, se

tiene

~-""'- ---r:;..,.,..... ~;..lf"" . ' 'f..J;.$;.: . "':.~ir''

donde el parámetro A toma valores en A y tiene 1'0 como pun to límite.
Bajo condiciones totalmente análogas a las del teorema anterior demuestra: que si

y(t ) es solución del sistema promediado correspondien te a (1-7), y siend o x(O) = y(O ) ,
se verifi ca
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donde ';( t ) es sol ución del sis tema 'Promediad o

(1-8)

(1-9)

(1-Jt»
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y = Yo (x, y , t )

da;
- = E X (x, y, t ;E)

dt

dy
- = y (x, y , t ;E)

dt

donde l. es un parámetro grande y X,.. Y A son funcio nes períódicas respecto a ~ con pe­
ríodo T. En este caso los au tores han probado, qu e es posible efectuar un cambio de
var iables, de . modo que no figur e oc en los segundos miembros de las ecuaciones tra ns ­
formadas.

Por su importan cia para nuestr o trabajo será desarrollada en el pár ra fo siguiente una
modificación de este esquema generalizado de promedios.

Sobre las dir ectrices de Bogoliub ov, Volosov (1962) ha cons truido un esquema más
general de 'promedios ; él considera un sistema de ecuaciones difer enciales de la forma

El teorema de Gikhman permite obtener como corolario el teorema básico de
Bogoliub ov.

Demidovich (1954) generalizó el teorema de Bogoliubov 'para sistemas de la forma

d~ 1 IT
- = X¿ (~) = Hm - X(t, ~, E) dt

dt T-+-oo T
E-+-o o

dx
-- = X (t j x, E)

dt

En esta direcci6n hay que destacar por último los trabajos de Kurzweil y Vor el
(1957), y de Antosiewez (1963) . .

Los trabajos de Bogoliubov han sido desa rrollados en muchas dir ecciones ; una de las
generalizaciones del método de pr omedios es la desar rollada por Bogoliub ov y Zuhar ev
para el caso de un sistema de ecuaciones diferenciales, con una fase ráp idamen te ro tan­
te, de la forma

probando bajo condiciones análogas, qu e

Uro x(t , E) = ~(t)
E-+-o

donde x, X son n-dimensional vectores.

y, y son m-dimensional vectores.

Para E = O el sistema (1-9) se reduce al sistema no perturba do
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donde se supone que E es un pequeño parámetro y li' u, funciones per iódicas respec ­
to a O, con período 2lT, que pueden ser desar rolladas respecto al I)}equeño pará metro
en la forma

(2-2)

(2-1)

(1-11)

(1-12)

dJ:1---;¡;- = E II (x, O; E)

de
- = w (x) + E u (x , O; E)

dt

u (x, O; E) = ~ EH u(i) (x, O)
1=1

ce

t, (x, O; E) = 2: Ei-l lJi) (x , O)
1=1

dx
- = E Xl (x ) + e X.(x) +
dt -

En estas condiciones, se trata de buscar un cambio de vari ables

x ='x + E tl l (t , x, y) + e tl
2

(t, x, Y) +
y = y + E VI (t, x , Y) + e V 2 (t , x , y) +

de manera que las ecuaciones transformadas de (1-9) tengan la forma

Volosov ha dado métodos para obtener las fun ciones u l ' VI' de modo que las ecuaciones
pr omediadas sean del tipo (1-12) pudiendo llevarse el cálculo hasta el or den que se desee .
También ha demostrado teoremas de tipo análogo a los enunciados por Bogoliub ov,
adecuántlolos a su propio esquema de promed ios, lo que le permite asegurar el carác­
ter asin tótico de las soluciones del sistema promediado (1-12) con las soluciones exac­
tas del sistema (1-9).

En esta introducción sólo hemos mencionado los diferentes métodos de promedios
que están relacionados con nuestro problema. Asimismo, debemos indicar que actual­
mente el método se aplica a una gran variedad de ecuaciones diferenciales: con se­
gundo miembro discontinuo, con parámetros lentamente variables, con argumentos re ­
tardados, etc. y también a cier tos tipos de ecuaciones en derivadas parciales. Una ex­
celente bibliografía sobre el particular puede encontrarse en el documentado trabajo de
Mítropolsky (1967) .

2. !tIétodo Generalizado de. p'l'omedios. Prim.er caso. - Corrsideremos un sistema
de ecuaciones diferenciales de la forma

que no sólo se supone resoluble, sino que a lo largo de toda curva integral f¡ = y (x, t)
exis te el limite /

- 1 irXJx) = l ím -- X(t , y (x, t ), t , o) dt
~oo T o
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siendo w (x) ==i= O, en el dominio de consideración de la variable x , de componentes
(Xl ' x2 ' x3 ' oo ., x n) · También se supone que w (x), 1/1), 'u(i ) , son regulares en los
dominios de consideración de las variables z , O.
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(2-3)

. O= '6 + EqP ) (x,e) + ... + EP <p(p) (x,O)

donde r¡Y ), <p(l), sean periódicas respecto a O con período 211', de suer te que las ecua­
ciones diferenciales (2-1), en las nu evas variables X, 6, adquieran la forma

(2-4)

(2-5)

(2-7)

a-q.( I )
JrIJl ) (x) + w (x) -~- = 1'(1) (x, O), ca I
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de
- = W (x ) + E Q (1 ) (x) + ... + P Q ( p) (x)

dt

o<p(1) cw (x)
Q(1)(x) + w (x) -_- = r¡P ) + u (l ) (x) O)

ce cXj

rfX¡ .
- - = E MP ) (x) + ... + P M/ p)(x) + p H Jl~/P+ 1 ) (x, 10

d.t

de
-- = W (x ) + E Q (1 ) (x) + '" + P Q ( p) (x) + p +1 Q (P+l) (x , o)

dt

Las ecuaciones que res ulta n de suprimir los términos de p +l , se llaman ecuacio­
nes promedladas de la p-ésima aproximación : dichas ecuaciones son

ax¡
--=E M.(1 ) (x) + ... + P M/ p) (X)

dt •

Evidentemente (2-5) no exhibe en sus segundos miembros las fluctuaciones rápidas de
la vari able O que han quedado en (2-3) .

Nótese que si se hace E = 0, la trans íormaci ón (2-3) se r educe a la identid ad ; de
aquí que en las ecuaciones promediadas , se haya elegido el término de orden cero en
de

- - , de modo que sea justam ente w (x).
dt

Derivando (2-3) y teniendo en cuenta (2-4) y (.2-1), se obtienen desarrollos en po­
tencias de E. Igualando los coeficientes de las potencias respectivas hasta el segundo
orden de E resultan las siguien tes expresiones

El problema que se plantea es el de hallar soluciones aproximadas al si stema (2-1),
sobre un intervalo de tiempo de amplitud l /E.

Cuando E = O, las XI son consta ntes y la O función lineal del tiempo. Cuando E
es 'pequeño, p ero finito , las XI experimentan un lento crecimiento secular, sobre el
cual van superpuestas fluctuaciones de pequeña amplitud. El lento cr ecimiento secular
es debido funda menta lmente a la var iable X y las fluctuaciones a la vari able O, ya que
si no figurase la O en las fun ciones ti (x, O, E) los segundos miembros de ~/dt serían
sensiblemente constantes. Por otra [larte, la rápida vari ación de la variable O es la que
ocasiona las fluctuaciones rápidas de pequeña amplitud , que van superp uestas a las
seculares.

Nos proponemos mediante un cambio de vari able separar las flutuaciones r ápidas
del lento crecimiento secular. De un modo más preciso, se tra ta de buscar un cambio
de vari able de la forma

x¡ = Xl + E 11¡( 1) (x, O) + ... + P 1J/ p) (x, O)
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(2-9)

(2-8)

(2-11)
oF '(X, 6)

10 (x) . = A (x) O) - a (x)
00

OU(1 ) ou(1) 010 (X) 1 0210 (X)
+ 1) (1) ---+q>(1) - + 'Yl (Z) + _ _ " ( 1) " (1) __~_

!ax; 00 " i OX! 2 " j " k oX
i

OX"

(1) J I,) ( 1) .(1) '~P)

M ¡<Z)(x) + !tI/ 1 )(X) --'- + Q(1)(X ) -~- + 10 (X) --_ - =
OXi oa 00

olP ) olP )
= IP')(x , 6) + 11 ( 1) - - + q>(I ) -_-

! OX! 00

Oq>(1 ) 0q>(1 ) Oq>(2) _
Q(2)(X) + M .(1) (X ) --+Q (.1) (X) - _- + 10 (X) -_- = U ( 2) (X, O) +

, ox. oa 00
1

( A(x O) - a(x ))_ = O
o

aC~) = (A(x, O)) =~ r2~(X, O) d~ .
2rr . o

Una vez calculada a(x ) , la función F se obtendr é por in tegración del desarrollo en

serie de Fouri er de [A (x, O) - a(x)) j1O(x), Además, corno dicho desarrollo carece de

término de orrlen cero, la [unción F será eviden temente periódi ca respecto a 6' con pe­
r íodo 211'.

Nótese que F está indeterm inada salvo una Iunci ón arbitrar ia de x , que se compor ­
ta en (2-10) como constante y que no será otra cosa que el valor medio de F.

donde ( )¡; denota el valor medio de la diferencia A(x, O) - a(x ) respecto a a,
Así, pues, a(x ) está uní vocamente detenminada por la igualdad

oF (x , O)
a (x) +10 (x) = A (x, ij)

00

Ahora bien , si sobre la función F no se hu biera hecho ningun a hi p ótesis suple­
mentaria, tornando a (x) arbitraria y efectuando la integración se obtendría la corres-

pondiente fun ción F(x,6) , pero no podernos olvidar que F(X, O) ha de ser pe riódica y

regular en el dominio de definición , por tan to , su deri vada con respecto a O' no debe
contener el término cons tante del desarrollo en serie de Fourier , lo que hace necesario
que se verifi que la condición

Las fórmulas (2-6) , (2-7), (2-8), (2-9) cons tit uyen una secuencia de ecuaciones que
relacionan las funcion es ind eterminadas, Cada una de estas ecuaciones es de la form a
tipo

donde a (x) y F (X,e ) son funciones a determinar, la pr imera de las cua les puede iden­
tificar se con MP ) (x) ó Q (i ) (x) , y la segunda con cualqu iera de las fun ciones

11P) (x, 6) , <pe!) (x, o) ; finalm en te A (x, 6) es una función peri ódica de 6, que es cono­
cida en térm inos de las soluciones de las ecuacion es precedentes , Esta ecuación diferen­
cial en la que la vari able x se comporta corno parámetro constan te, puede ser escrita
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(2-17)

(2-14)

(2-15)

(2-16)

(2-12)

(2-13)

cw
<I> (l)_­

i "'_v X
i

M¡(! )(x ) = (f¡< I)(X, O) )0

3r¡ (1)

w(x)~ = f. ll ) - (f. (1 ) _oa 1 1 9

ow
Q(1) = (U(,l ) _ + P ( 1) __

9 i "'-v X i

oqP)
w(x) --_- = u (1 ) - (u(1 )_ '1-

oa 9

La integración de esta últim a nos prop orciona las funciones en la forma

"1P ) (x, ij) = <I>P ) (x, 6") + Pie l ) (x)

e integrando para (2-16) , 'Se llega a una expresión del tipo

<p(l ) (x ,a) = 'lf (l ) (x,6) + v (1 ) (x)

y dos soluciones x ( t), ;(t) , con las condiciones iniciales xCv) = ;(0) , calcular el orden
de la diferencia ¡x ( t ) - ;(t) 1 en un intervalo de tiempo de magnitud l/E .

Para su soluci ón utilizar emos un recur so clásico de ecuaciones diferenciales. Por sus-
tr acción de (2-18) y (2-19), tenernos .

d(x- ; )
---- = ~ Ei [Mm (x) - Mm (;)] + p +l Jll ( p+ 1) (x , o)

dt 1= 1

d;
----' = E M P ) (;) + . oo + EP M (p ) (;) (2-19)

dt

donde 'lf ( l ) repr esenta la in tegral indefinida del segundo miembro de (2-16), dividi­
do por w (x) y V( l ) (X) una función indeterminada introducida en eslu última integración .

Hemos visto ,que, efectuando la transformación exacta (2-3) ¡en las ecuaciones
diferenciales (2-1), el sistema en las nuevas variables torna la forma (2-4) . Por tant o,
si se resuelve el 'Sistema (2-4) y sus soluciones se sus tit uyen en (2-3), se tiene la solu­
ción exacta de (2-1). En estas condiciones, querernos estudiar brevemente la precisión
de 10'S resul tados obtenidos, cuando en lugar de trabajar con las ecuaciones, (2-4), lo
hacemos con las ecuaciones (2-5) en una apr oximación de or den p, durante un intervalo
de tiempo de magnitud l/E.

Observemos que, en el sistema (2-5) , sus n prim eras ecuaciones son independientes
de la (n + l)-ésima; entonces, habrá que resolver este sistema de orden n, y con sus

soluciones entrar en la ecuación de ájj/dt, obteniendo "O por una cuad ratura.
El problema puede ser formulado así: Dados los sistemas (en forma vectorial)

dx , '
- = E M (1 ) (x) + oo. + EP M (p ) (x) + eH M (IJ+l) (X, o) (2-18)

dJt

siendo <I>¡ (l ) la in tegra l indefinida del segundo miembro de (2-13) y p¡<t) la función
arbitraria de x que S8 ha introducido en la integración de (2-13) .

En segundo lugar, desde (2-7), tendremos

Después de esta discusión , operemos directamente en las ecuaciones (2-6) y (2-7) ,
con el fin de obten er los resultados hasta el primer orden . Para (2-6), resulta
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v
(}: ).(1 ) Ei - l )

e i=lIx(t) -;(t) I¿e IE Iv

e- O(P-l ) = O (e- l )

no es necesario tener en cuenta el término de p , y ahora un razonamien to análogo al

anterior, nos asegura que la '6 es obtenida con una aproximación e- l , lo que escribi­
remos

d~
- = w(x) + ... + e-1 Q(v- 1) (;;¡;) + e Q (p) (x)

dt

Por tanto, al sustituir ésta en la ecuación

x-xCv) = O (P)

Resulta , p ues, que si denotamos por x Cv) la so luci ón de la aproximación p-ésima, es

X/- X i = O (e)

6 -:6(v-1) = o (e- l )
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J
t v

(}; ).(1 ) Ei) (t - d
¡x(t) - ;(t)1~ o e i=l Ip +l M (¡>+I ) (x, O) Id.

y si además suponemos que M está acotada por una constan te e, en el dominio de defi­
nición, se obliene finalmente

Como sabemos, un conocido teorema de acotación de ecuaciones diferenciales , nos
permite escribir

De esta acotación, para t: = l /E, se puede deducir la que sigue

d(x-;) I (P )<::; .~ v» El Ix-;/ + Ip +1M(v+I ) (x, O)I
dt 1=1 •

y suponiendo que las funciones M (i ) (l ¿ j ~ IJ) ver ifican la condición de Lipschitz,
con cons tan tes ,Ji ), resulta

Resulta de aqui que, trabajando en un intervalo de tiempo de amplitud l /E, y conoci­
da la aproximación de orden p para x, se obtiene en general la (p:'- 1) aproximación

para e, aunque hay ciertos casos 'par ticulares en los que se obtiene la p'-ésima aproxima­

ción para (j, por ejemplo, si w es constante.

Así, una vez obtenidas xCv) y O(P- l ) , si las llevamos. a las expresiones (2-3), obtene­

mos unas funciones x (P) y e (P-l), dadas por las I órmulas

x /p ) = x/v) + E 1']¡<I) (x/v), 6 (v-1) ) + oo. + e-1 1']/P-l) (x(v) , 6 (p-I ) )

OCp- 1) = 6(P-'1) +E<p (l) (x(v ), O(V-l)) + .. . + e-2 <p(P-2) (x(p) , O(p-J ) )

de modo que sus aproximaciones serán del orden
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y las ecuaciones de transformación cor resp ondiente s a esta funci ón generatriz, pueden
ponerse

(3-1)

(3-2)

S(p, (j ; E) = pi (ji + E S
1

(pi, (ji ) +

aS
1

aS2
q.; = (jI + E-- + e - - +

ePi OPj

aS
I

aS
2p. = p + E-- + e -- +

1 I . aY
i

aY
i

Como det (S p lj J = 1 + E···, para E suficien temente pequeño es det (S p.ljJ =1= O,
1 J 1 J

las ecuacíones (3-2) definen, de un modo implícito, una transformación del dominio

D (p , q) en otro n (p, (j).
Veamos ahora que pu eden calcularse las Ti primeras funciones SI ' S2 ' . .., Sk de ma­

nera que el nu evo hamil toniano F* = Fo((jI) +E F/( p a. ; (j,) + .. . no contenga la variable
PI hasta el orden k + 1, y además, las fun ciones Si (1 L. i L. k) sean ,periódicas respec­
to a PI' con período 2"..

En efecto, por tratar se de una tr ansformación canónica conservativa, el nuevo hamíl­
toniano F* es igual al antiguo en virtud de las ecuaciones de transforma ción.

Identifieando F y F* en las vari ables (p, (j ), en órdenes sucesivos , resultan las si­
guientes ecuaciones :

3. Aplicación del método de promedlos a sistemas canónlcos

En este párrafo tratamos de aplicar el método generalizado de promed ios al caso par­
ticular en el que las ecuaciones de partida tengan forma canónica . Analizando los resul­
tad os obtenidos se verá que, hasta segundo orden el método de Van Zeipel es un caso
particular de nu estro esquema generalizado de promedios. Resultados análogos hasta
primer orden, aunque en una forma ligeramente distinta han sido deducidos anterior­
mente por Morrison (1966) .

Sea un sistema canónico de n gra dos de libertad y fun ción hamiltoniana F=F(p , q ; E)
con P = (PI' P2, ... Pn) , q = (ql ' q2' ... qn) verificando las condiciones siguien tea :

a) E es un pequeño parámetro.
b) F(p, q; E) es desarrollable en términos del pequeño ¡parámetro, en un cier to en­

torno de E = 0, en la forma

1<' (p, q; E) = Fo (ql) + E 1<'1 (p, q) + e F2 (p, q) + ..,

e) Las funciones F¡ son analíticas en un cierto dominio D del espacio fásico (p, q).
y periódicas respecto a PI

d) E 1 itad d . , 'f ' ( ) aFo (ql)n e CI o omimo , se ven ica w ql = - =1= o.
aql

H. van Zeipel (1916) , dio un método para eliminar fluctuaciones rápidas debidas a la
variable PI ' mant eniendo la forma canónica de las ecuacione-s. Desde un punto de vis ta
analítico, se tr ata de enoontrar una tra nsformación, desde las variables (p, q) a las va­
riables ('p, (j ) , de modo que PI no figure en el nuevo hamiltoniano. La manera más có-

J moda de realizarlo consis te en encontrar una adecuada función genera triz S =S (p, (j; E).
Notemos que para E = O, F (p; q ; o) = FoCP

1
) ; por tanto, será suficien te elegir

S (p, (j ; E) tal que, para E = O, genere la transformación idéntica. Entonces la función
genera triz tendrá la forma
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(3-4)

(3-3)

(3-5)

(3-6)

(3-7)

aS1 1
- - = ---F
op F' lp

1 o

]JS =-- F dp =F
1 F ' 1p 1 1

o

F * = <F + _1_ F " ( OSI ) 2 + oF1P aF1>
2 ~ 2 o oP

1
ag; ap¡ P I

as 1 ( aS) 2 oF as oF * asF' -----=- + -F" __1 + __1 _~ + F = F * + _ 1 1

o .apl 2 o oP
1

ag¡ ap¡ 2 ~ oP
rx

agrx

Para el segund o orden

Par a el segundo orden , un cálculo análogo, n?s da
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Para el prim er orden

as
Fo' - -"- + A (p ; g) + Fk (p, g) = F,,* (PI g)

oP1

(la utilización del indice latino repetido indica eumacl óu desde 1 hasta n, mientras que
para el indice griego la sumación va desde 2 hasta n ).

La ecuación para un orden 1; cualquiera , tiene la siguiente forma
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siendo A (PI g) 'periódica resp ecto a PI ' con periodo 2,,-. Entonces se elige

F,,* = ( A (p, 7j) + Fk (p, 7j) p
1

y

resulta

de donde por simple int egración, Se deduce

Fa' OS2 = _ 5F2+ ~ F
o
" ( OSI ) ' + aF1P aF1 1 + aF1* OSI _ aF1* aS1 (3-s)

OPl t 2 OPl ag¡ ePi fp
l

ap rxoq rx og¡ eP i

Apliquemos el método generalizado 'de 'promedios a un sistema hamílton íano, en las
condiciones citadas al principio de este párrafo.

con lo cual Sk es periódica respecto a PI' con periodo 2 tt

Aplicando este razonamient o, en primer orden, y poniendo F
1

= F
1
* + F

1P
' don­

de F1P representa la parte p eri ódica de F
1

, con respecto a PI' y F
1
* el promedio



(3-9)

(3-10)

(3-11)

dPa. 8F I 8F
2

-=-E--e- +
dt oq a. oq a.

dPI 8Fo 8F I 8F!J
-=---E--e-- ...

dt eql 8 qI oql

dPa.
- - = E tn» + e P ( 2 ) + e P (3a.· ) (p, q ; E)

dt a. a.

d-
--.!!.. = E Q .(l ) + e QP ') + ES QP ) (p, q; E)

dt 1

ª, = .q, + E r¡,P) ('p, q) + e r¡¡C2 ) (p, 'ij)

p = p + E y ( l) (p, q) + e y (2) (p, q)
ex. ex. ex. IX.

P I = PI + E q>(I) (p, q) + e <p(2 ) (p, q)

Hasta el segundo or den, las ecuaciones de Hamilton, pueden ser escritas
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advir tiendo que en este y en sucesivos sis temas, se convendrá en que los subíndices
i, j, k, toman valores desde 1 hasta n, mientras que los subíndices a., /3, lo hacen desde
2 hasta n; asimismo , por comodidad, se usará la notación w (ql) = - eFo (ql)foql'

El método generalizado de promedios consistirá, en este casa especial, en. buscar una
transformación del tipo

donde las funciones de los segundos miembros de (3-10) , son periódicas con per íodo 21:',
de tal modo que las ecuaciones en las variables (p,q) tengan la forma

donde se supone que, para j = 1, 2, las funciones Q/ i), ]J(i ) , D(i), no dependen del ar­
a.

gumento PI '

Resultados de prim er orden:
Las ecuaciones (2-6), (2-7) , son en nuestr o caso

_ or¡¡C1) oF
IQP ) + w(q ) -- = --

I ePI ep,

8y(~) oFI
P~l ) + W(ql) -- = - _ _

ePI oqa.

•• I
I



(3-16)

(3-13)

< w' al (F1P ) oF1P W'2 W ' aF1 >+ --- - - --- F 2 ---F -_P + C ( 2) W'
w 2 éJp ~ alj w" lP w2 lp a-q 1

~ a. . 1 P1

y denotando por F1* el valor medio de F
1

respecto a P1 , se deducen los siguientes re-
sultados

Q .(1 )
»:

"Tl'I (l)
oF1

=-- + C
I op, 0- ,

p/

éJF1*
y(1 )

éJF1
(3-12)p (1 )

= - alja. = - 0- + d a.
11 11 qa.

éJF * aF
1Q (l ) = C W, __l_ <p(1 ) = - - - + e

1 a- éJ- 1
. q1 q1

éJ2F a2F
1 1+ C - --- -da;---

a; éJlja; éJljj éJp" éJp/

(3-15)

a } ;:::; ~ ~ aF * 1} éJF a2F a2F a2F
y(~) = - a- [Fl' F

1
* ] +S+F

1
- 1- -- + _ _1 1 _ Ca; 1 _ d 1_

qp OQ1 W éJljl apl éJlja olj" alja a; op" éJlja

En estas expresiones de r¡ (~ ) ; y(2J ; Ialtan las constantes introducídas en la integración
respecto a P1 , y podrán ser consideradas como funciones arbitrarias de todas las varia­
bles, excepto P1 .

Finalmente, para Q (2) se obtiene el 'Siguiente · resultado

y

siendo C1( 2) la constante obtenida en la integración de 1]1 ( 2 ) e 1 (F
1P

) = ~ F
p1

dp1 .

•
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siendo C i ; da. ' el ' funciones arbitrarias de todas las variabl es, excepto de P l. Eviden­
temente, si se hace c1 = O, las ecuaciones promediadas hasta -primer orden tienen forma
canónica y coinciden con las obtenidas por el método de von Zeipel.

Resultados de segundo orden:
Desde la ecuación (2-8) del epígrafe anterior, tomando la parte secular, se llega a los

siguientes resultados

éJcj ac/ a2F/ a2F/ as"
Q .( 2) = _ Q(1 ) __ -p(l ) -- + C _ _ '-- + d + _ _

1 1::.- a. a- 1 ::. ::. a. a- ::.- ::.-vql P a. v q¡ vp, Pa. vp., vPj

- 47.4 -

éJd ad a2F * a 2F * éJS*
P (2) = --'- Q(1 ) __fJ _ P (l ) _ _fJ _ C

I
1 _ d 1 _

fJ 1 alj¡ a. apa. éJ ql aqp a. ap a. aq p aljp

'Siendo S* la parte secular de la función

s { ;:::; ~ ~ aF * 1 i oF a2F
11i(2) = -- [F, F * ] + S + F _ 1_ - - f 1 1

éJ- 11 1 ::._ ::._ ::._ ::._
Pi vql W vql vPI vp/



(4-2)

oS*
P (2 ) = _

{3 oq{3

por el método de von Zeipel, se pue-

y(x)
1
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W (O)(x, <p)

f
8 ' d

\ji = r (x, <p)-~
o y(x)

siendo

donde E es un pequeño parámetro.
f/i), w(í) , funciones periódicas respecto a 6 con período 2:0, regulares en IOB domi­

nios de consideración de las variables x , a.
Se trata , como vemos. de un sistema con una fase rápidame nte rotante 6, pero a di­

ferencia del pr imer caso, la razón de variación de esta w (O) (x, 6) , depende de 6.
Hay varios procedimien tos para eliminar la fase rápidamente rotan te en un sistema

de este tipo. Un procedimiento p-odría ser el introducir 6 como nueva variable indepen­
diente y aplicar el método ordinario de promedio s. Un segundo camino podría ser la
definición de un nuevo arg umento variable 'i' por la expresión

da
-- = w (O) (x, a) + E W (1) (x, a) + .oo

dt

i = 1, 2, .oo, ¡:.'. (4-1)

dx¡
- = E f. (1 ) (x, {j) + e t¡<z ) (x, a) + .oo

dt 1

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

4. Método generalizado de promedios. Segundo caso

Q (2 ) = _as*
con lo cual nos quedaría

. 1 < w' éJ I(F ) aF w' w' oF )c (2) = _ __ _ l..:.P 1_", F 2 F __l P_

¡ w' •..r.2 "'- ""- 3 1P 2 1'" "'-q P
Wl- llP ex. ..,q ex. W W II 1 1
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y las ecuaciones para las derivadas d7jJ ai, d¡¡(3 / dt coinciden con las obtenidas por el
método de von Zeipel.

2.° Por 10 que respecta a la ecuación (3-16), eligiendo el = 0, queda

oS* w' éJ1(F1) aF1 w' W' OF1P)
Q (2 ) = + <--- P __" --- F 2 - - -F -- + c (í2) w'

."'-q1 W 2 "'- "'- 3 1:1' 2 1p "' - 1
II llPa. ..,qa. W W »«, P1

Entonces para lograr los resultados de van Zeipel, se hace necesario elegir

Comparando estos resultados con los obtenid os
den sacar las siguientes conclusiones :

1.0 Si se eligen c¡ = d{3 = 0, se tendrá

eS*
Q ( 2) = __

¡ ePi
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(4-4)

(4-5)

(4-3)

+ .oo

Q, (x, X) = - y (x) ~ [JX I' (x, qJ) ~ ]
ox¡ o y(x)

d [JX dqJ]];- I' (x, qJ)-- = -- [1 + E W(l) (x)
dt o y(x) y(x)

oo. + e W(p) ( x)+ ECv+ 1) W (P+ 1) ( x , X; E) ]

Antes de llevar a cabo este proceso, pongamos

1 DU(1 ) 1 DW (O) aw (O)
-- (Q T(l ) +W(l) ).+ - - - - = __o TJj(l ) + --u(1)+w(1)
r j i 0'1. I' DX¡ 0X

Derivando la segunda de las ecuaciones (4-4) Y teniendo en cuenta (4-5) , se obtiene

d'l. 1
-- = _ {l +E [lQj1\(l ) + W( l) ]+ e [QjTP ) + W (2 )] + oo.} (4-6)

dt r (x, X)

que pu eden ser escritas

or¡P )
~ = r (x, X) [f¡<I ) (x, X) - TP ) (x) ] (4-7)

Derivando (4-3) Y sustituyendo por medio de (4-1), (4-4), (4-6) , después de igualar
los coeficientes de las respectivas potencias de E, se obtienen, en primer orden, las si­
guientes ecuaciones

ar¡P ) 1
TP ) (x) + -- = fP ) (x, X)

'DX I' (x, X)
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DU(1) .DW (O)

--- I' -- U (l ) = I' w (1 ) - º' TP ) - W(1 ) (4-8 )
0'1. 0x

Xi = ~¡ + 1:: TJP) (X, xJ + +P TJ/p
) (X, "/)

6 = , X + ~ U(l ) (x, X) + +EP u (p ) (x, X)

con TJP), u (l ), funciones periódicas respecto a X, con período 211", de modo que las deri­
vadas de las nuevas variables Xi' X, puedan ser escritas en la forma

Es fácil comprobar que, en este caso, las ecuaciones diferenciales tienen forma apro­
piada para aplicar el método genera lizado de promedios en su primer caso. De todos
modos, este segundo camino tiene el inconveniente de no permitir , en general, despejar
a en función de \ji, en la fórmula (4-2) , Y en estas condiciones el efectuar la tr ansforma­
ción sobre (4-1), resultará lógicamente impr acticable.

Tal dificultad puede ser soslaya da utilizando la in tegral JoX [I' (x, qJ)h(x)] dqJ como

nueva variable y promediando sobre X. De un modo m ás preciso, vamos a buscar una
traníormación
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(4-9)

(4-10)

(4-11)

(4-12)

y (x ) TP ) (x) = (r (x, X) fP ) (x , X) X

or¡ (l~-i- = r (x, X) f¡C1) (x, X) - (r (x, X) fiel ) (x, x) x

y (x) W (l) (x) = (r (r W(l) - Q¡ TP »))x

u(l ) = 'w(O ) J{r (r w(1 ) -ni TP») - (r(r w(l!) -QI T~ ( l)))} dx

En esta última se ha elegido nula la constante de integración .

De forma análoga se llega a ver sin dificultad que las ecuaciones correspondientes de
orden k tienen la forma

.ar¡/k) .
~- = r (x, X) [<I>/ k) (x, X) - T / k) (x)]

al
OU(k ) 'o w (O)
--- r -- U( k) = '!f ( k) - W ( k)

,ol ol

es decir
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Elegido T /k) de este modo, r¡/k) se determina por una cuadra tura. En cuanto a
(4-10), la solución de la ecuación homogénea correspondiente, es U( k) = e w(O) y la de
la completa se obtiene sin dificultad por el método de variación de constantes, resul tando

U( k) = e w (O) + w (O) ~ r (X , X) ['!f(1.:) - W(k) ] rJ,.1..

Para que U(k ) sea periódica respecto a X, será suficiente elegir lV ( k) de modo
que 'Sea

El potencial gravitatorio creado por la distribución de masa de la Tierra, en un punto
exterior, puede escribirse. por medio de 1ln desarrollo de Legendre, en la forma

(r (x , xJ [ '!f(k) - W ( k) ]) X = O

Y (x) W ( k) = (r (x, "l.) '!f(1.:) )"1.

Esta discusión aplicada a las ecuaciones de primer orden (4-7:), (4-8), dan lugar a las
siguientes

con <I>/k) , '!f (k ) , funciones perfecta mente definidas por las anterior es operaciones .
Veamos cómo pueden determinarse las funciones r¡/ k) , u(1') , T / k) , W ( k), cumpliendo

los requerimientos anteriores. Primeramente observemos que el segundo miembro de
(4-9) debe tener valor medio cero respecto a X, para que ll P ') sea periódica con r especto
a dicha variable. Por tanto , T / k) (x) estará dado por

y (x) T/k) (x) = (r (x, X) <I>/k ) (x, X)X

n. - Aplicación de los métodos de promedios al movimiento de un
Satélite Artificial

5. Ecuaciones del movimiento de un satélite artificial



siendo

(5-1)

(5-3)

(5-2)

(5-5)

11'3 ]
-;- cos (2g+2f) +

(5·4)

1 = anomalía media

g = argumento del perigeo

h = long . del nodo ascenden te

JL 00 R"
+ - ~ J"-P,, (sen<p)

l ' n =3 r"

L =i-r¡¡;
G = 1'¡f-¡t- a- (=1-_- e-2 )

H = G cos 1

la función hamiltoníana llega a ser

De igual modo, cuando efectuamos una transformación canónica a las variables de
Delaunay:
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En este caso, la fun ción hamiltoníana que describ e el movimient o de un satélite ar­
tificial bajo la acción exclusiva de efectos gra vitatorios ter restres, es en coordenadas
esférica s, la siguiente :

siendo los términos del suma torio de or den igual o superior a e , es decir , que se admi­
te un desarrollo de la funci ón hamiltoniana, del tipo

donde r Y <p han de suponerse expresadas en función de los elementos de Delaunay, por
las fórmulas usuales del problema de dos cuer pos. Por otro lado L, G, 1I, funcionan
como coordenada s y 1, [J, h, corno momentos, de modo que ha habido un a inversión de
coordena das y momentos, junto con un cambio de signo de la funci ón harniltoniana.

Poni endo 12 = E, que será considerado en lo sucesivo como un pequeño parámetro ,
resulta

F =~ + E tJ-4.R2 [(_~ + ~ H2) a
3

+ (~_ ~1I2)
2 L2 2 L6 2 2 G2 r3 2 2 G2

¡t = GM= 398.580 km .3j seg.2

R = radio ecuato ria l terrestre = = 6.378,160 km s.
l ' = distancia al centro de masas de la Tierra .
<p = lati tu d geocéntrica.
l. = longitu d ter restre (contada como posit iva hacia cl Est e) .

P", P/ , polinomi os dc Legendre y polinomios asociados de Legendre respectivamente.
In' I nJ<' I'nk ' constantes que dependen de la distribución de masas de la Tierra.

Si se admit e que la Tierra tiene simetría alrededor de su eje polar , el potencial serú
ind ependient e de la longitud y se r educirá a la forma
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donde los términos Fo' F1 , son

(5-6)

ae

aF 1 ae
- - - -ee et.

aL

j.12
F =-

o 2 L2

G1

dL aF
1

aF
2

dt
E-+e--

al al

dG aF
1

aF
2E--+e--

dt ag ay

dH aF
1

aF
2E--+e--

at ah ah

dg aF
1

aF
2

(5-7)

-- -E--e -
dt eo ,aG

dh aF
1

aF
2-E--e-

dt aH aH

dI er, aF1 aF
2-= ----E- - e--

dt et. aL aL

6F] e«
- - - -

ae »c

ae
aG

tJ.4 R2 [( 1 3 H2) a
3

( 3 3 H2) rf1 ]F = -- - - + - - - + - - - - - oos (2 y + 2 f)
1 2 L6 2 2 G2 r3 2 2 G2 r3

Por tanto, observando que

aF
1y que la derivada - - es regular , no nu la para e = 0, se comprúeba fácilmente la natu­

ae
raleza de esta singularidad.

3.° Notemos finalmente que el sistema (5-7) está puesto en forma adecuada para
que le sea aplicado el método generalizado de promedios, cuando las ecuaciones de par-

Sobre ellas haremos las siguientes observaciones:
1.0 Debido a la supuesta simetría rotacional del potencial terres tre, la •variable an­

gular h no figura en F, conservándose su momento conjugado H, que representa la pro­
yección del momento angular sobre el eje polar.

2.° Las ecuaciones (5-7) son singulares para e = 0, en cuyo caso, las var iables L y
G verifican la igualda d L = G. De un modo más concre to, vemos que los segundos miem­
bros de las derivadas dgjdt , dl/dt, contienen términos de la forma

En resumen, hasta el segundo orden, las ecuaciones del movimiento del satélite,
en las variables del Delaunay , son
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(6-1)

(6-2)

(6-4)

3 ll-
4

R2 ( n» )
"_ 1 -5 -=-

4 IP G4 G2

(
_ _ 1_ + .!_ ~~ )

2 2 G2

dL cF *
E~ = E Q(1)

dt al 1

áG aF *
E~ =EQ(1 )

dt ag 2

dH aF *
E~ =E Q(1 )

dt ah 3

dy aF *
- - = -E~=E p(1 )

dt aG 2

dh ,aF *
dt

-E~ = Ep(1)
aH 3
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aF*
o:» =--d

aL

aFo (L)
10 (L) = - - -=­

aL

1f14. R" ( 1 3 ll2)F * = (F ) = -_'_ + _-=--:
1 1 1 2 L3 QJ3" 2 "2 G2

Por cons iguiente, se veri fican las ig ualdades

ál _ _ aF
1
*

- = w( L ) + E Q (1 ) = w( L) - E - _-
dt aL

donde se han elegido el = e1 = e, y se han completado las notacion es

tida tienen forma canónica, siendo ahora q¡ = (L; G; B) , P (1. = ( g ; h) Y P1 = 1 la va­
riable correspo ndien te a la fase rápidam ente rota nte . Es fácil comprobar que el sis tema
(5-7) sat ístace todas las condiciones impuestas en el capítulo anterior , en un dominio
de las var iables de Delaunay que excluya un cierto en torno de los valores L = G (e = O),
G = O (e = 1).

6. Resultados de primer orden

De acuerdo con (2-12) , e indicando con una raya superior las varia bles promediada s,
se tienen los siguientes re sultados



(7-1)

(7-2)
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, 0']/1 aF IV W'.
S = F + - --- - - -F-

2 cr ir 2 . I pPi s, W-

o'F
h = Ji + E Ys( 1) = h + E ( - -a¡[ + ds )

- - (0']/1 )1 = 1 + E Ijl ( I ) = 1 + E - aL '
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Según esto, las ecuaciones de transformacióu, serán ahora

(6-5)

'F =~fF df = ¡.t2_
R

2 { ( __1_+_3_ ~2 )(1-7+esenf) +
1 w(L) I P 2 GS . 2 2 G2

_ (6-6)

+ (_3 3_ ~2 ) [ _ 1_ sen (2g+2f)+_e_ sen (2g+f) +_ e_ sen (2g+3f) ] }
2 2 0 2 2 2 6

donde

Consiste esta aproximación en tomar en las ecuaciones pr omediadas la parte secular
del coeficiente de e.

Recordemos que, de acuerdo con las fórmulas (3-13), dichas partes seculares , son

donde S* representa la parte secular (promedio respecto a. la var iable 1) de la función

7. Aproximación mejorada de primer orden
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En nuestr o caso, esta función se reduce a los siguientes términos

(7-4)

(7-6)

.. (7:-7)
as*
aH

ads aZF
I
*

P (Z) = _ P ( 1) -- _ C
S 2 ay 2 aa aH

Ahora bien, para obtener las expresiones explícitas de las funciones Q / Z) ; P (Z), dadas
por las fórmulas (7-1) , debemos 'hacer notar las condiciones siguientes : P

a) QP ) = O, según (6-3).
b) Las funciones el; d ex; se elegirán independientes de h, siendo además c3=0.

Con esto, es Il = H Y el valor consta nte de tt, en las ecuaciones pr ornedidas es el mis­
que en el sistema de partida .

c) aF I */(;Pi = O, pues F I * es 'SÓlo función de las variables (L, a , 11) , como hemos
visto en (6-2) .

Establecidas estas condiciones , el cálculo de las funciones Q ¡<Z) , P (Z) , es inmediato,
result ando f3

Q l (Z ) = O .
acz as*

Q2 ( Z) = - P ( 1) - - + --
2 ay ay

<1 aFI P a'j:\ aFI P w' >
S* = F * + -- F ~ + -- - - - --- F 2 = F2* + S/

2 ·w Ip eL ay aa 2 w 2 I P

Los célculos -deaarrollados por Brouwer (1959), nos permiten escribir el término
S/, en la forma

S * = , ¡.t6_
R4 [~~s (1 _ 18 !2+~4) +!- :6(1 _ 6 ~2 + 9 ~4) _

2 4 VO 32 as 5 0 2 o- 8 (1'6 az a'l
(7:-5)

- ~: ~: ( 1 - 2 : - 7 ~1)+ ~6L~: [_:A~_~:)(1 _ 16~2 + 15 ;4)]cos 2 y

!
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'/

a'J.\ aF1,!, a111 aF I P a1\ aF 1P w' Z

S = Fz + - _ --=- + --=---_- + --_---_---- F (7-3)
al aL ay aa ah en 2 W Z 1P

aF
1

_

y como --=- = O, porque F
I

no contiene la vari able h, se tiene en definitiva
ah

Vamos a ver que, la arbitrariedad que aún tenemos en la elección de las cant idades
c2 , d2 , ds' nos va a per mitir la obtención de ecuaciones promediadas, que resul tan in­
mediatament e inte grables para todo tipo de soluciones, salvo las de excentricidades O y 1,
Y las de inclinaciones 0 0 y 180 0

, o las que verifiquen la igualdad 1 - 5 COSZ 1 = O, que
corresponde a la inclinación crítica.

8. Integración del problema en ausencia de singularidades



(3-4)

(8-1)

(8-2)

(8-31)

(8-5)

ag 3 ¡.t.4 R2 ( H2)
-a-t = - E -4-L=a-oc-

4
- 1 - 5 (;2

dh 3¡.t.4 R2H
- = - E-=-::=-

dt 2 La 0 5

1 J('08 * a2
F * )d =- - - __ + c __1_ 0-

2 P2(l) oa 2 oa2 g

1 f ( 'PS* 02F *a =- - - ~ + c _ _1_ a-
a P

2
( l ) -aH 2 Ba on ) g

cC2 se- oC2 oSp*
Q 2 (2 ) = -p. (1 ) __ + _ _ = _ p . ( l ) __ + _

- ay ay - ay ay

L = Lo
G=Go

H = Ro
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aH
-=0

at

dL
-=0
at

da
- =0

at
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con int egración inmediata en la forma

En primer luga r, eligiendo adecuadamente c2 puede hacerse nulo Q2 (2 ); en efecto, si
llamamos Sp* la parte periódica de S* respecto a [j , tenemo s

y ,por tanto, será suficiente tomar

se consigue la anulación de P2 (2) , Pa(2) , Y las ecuaciones de la aproximación mejorada
de primer orden , serán

para que res ulte Q 2 (2) = O. Por otra parte, si hacemos
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(8-6)

(
aFl )---= + dca 2

_ (a'Pl )h=h+E ---=-+daH 3

g=g+E

H=ll

S*
G = -_P-

2 P ( 1 )
2

En resumen, la solución aproximada del sistema (5-7), se obtendrá sustituyendo los
valores (8-5) en los segundos miembros de las expresi ones

111.- Movimiento de un Satélite Artificial en las proximidades de su
inclinación crítica

G3 = O

se obtienen de manera simultánea las dos eliminaciones de corto y largo período de Brou­
wer, con idénticos re sultados.
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_ aF
l

= i-E-=
aL

siendo G2, d
2

, d
3

las funciones dadas por (8-2), (8-3), y la función F
I

la obtenida en (6-6).
Para comparar los resultados obtenidos con los dados por Brouwer, observemos que,

si se eligen las constantes G¡, d l1 ; el' todas nul as, se llega a las fórmulas consignadas
por éste en la eliminación de t érminos de corto período.

Por el contra rio, si. se eligen dichas cons tantes en la forma

9. Planteamiento del problema

La solución del problema de movimiento de un satélite artificial en las variables de
Delaunay, tal como se ha desarrollado en el capitulo pr ecedente, o en la forma dada
por Brouwer, Kozai, etc., para los distintos órdenes, pr esenta como divisores términos
de los tipos : e, sen l , 1 - 5 cos" l. .

Cuando estas cantidades son próximas a cero, los desarrollos obtenidos se hacen
ilu sorios y no pueden ser aplicados. Por ello, en este capitulo, tratamos de estudiar
el compor tamiento del sistema para soluciones p róximas a la de inclinación críti ca, es
decir tales que (1 - 5 cos2 l) rv 0, que como ya ha sido 'Señalado por diversos autores ,
es una singularidad, originada por la form a del potencial terrestre.

El procedimiento seguido consiste en elimin ar las fluctuaciones de corto periodo,
de acuerdo con el método del capitulo anterior, quedando el ,problema reducido a estu-

diar un sistema canónico de un grado de libertad en la variables a, 7j. Para ello, se co­
mienza dando un método para determinar soluciones estacionarias en dicho sist ema, estu­
diando su estabilidad y seguidamente se ve el comportamiento del sistema en soluciones
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Estas ecuaciones, aunqu e no fueron escritas antes de modo explícito, han sido llama­
das ecuaciones de la primera aproximación mejorada, y las distintas funciones que apa­
recen están dadas por (6-2) , (6-3) , (6-4) Y (7-4) .

Par a soluciones en las que es P2 (1 ) =#= O, elegidas las funciones arbitrarias c
2

, d2 , da'
de modo que los paréntesis de los 'Segundos miembros sean nulos, el sistema (9-1) adop­
ta una forma especialmente simple y es inmediatamente integrable.

En este capítulo vamos a estudiar el comportamiento de soluciones en las que P2(l)

toma valores próximos a cero. .
Primeramente, elegiremos las funciones arbitraria s todas nula s. Con esto, el sistema

(9-1) toma la forma

(9-2)

(9-1)

aF1* as*
- E--=,- E2 ----="

,(la aa
di! aF * as*

-E~-e~
dt aH ·aH

al aIl *
- = w (L) - E -d--

dt aL

ay
--=

dt
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(
e.da as* »r: )_p (l) c _

2 ay aH 2 aa aH

(
ad2 as* éJ2F1* )_p ( l) - - - c _

2 ay aa 2 aG2

(
aC2 as*)+ e - p (1 ) -- + -­

2 -ay ay

as*e -­ay

ái _
- = w (1..) + e o:»
dt

di!

dt

da
dt

dg
--=
dt

dL
-= 0
dt

dG

dt

dH
-= 0
dt

dI1
-=0

dt

dL
-=0

dt

próxima a las estacionarias. Las var iables de Delaunay G, y, en el entorno de la solu­
ción de equilibrio tienen un comportamiento analítico formalmente idéntico al de la
amplitud y su momento conjugado en el péndulo simple, para "Soluciones de prime r or­
den. La aproximación de segundo orden, en cambio, corresponde al movimiento de un
péndulo bajo la acción de una fuerza exterio r proporcional a la velocidad y al seno de
la amplitud.

En el capítulo anterior hemos visto que, si en las ecuaciones del movimiento de un
satélite artifcial, efectuamos la tr ansformación dada por (8-6), las ecuaciones en las nue-
vas variabl es I, TI, H, 7, g, Ji, cuando se prescinde de los términos periódicos de segun­
do orden con valor medio y de los términos de órdenes superiores, llegan a ser
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(9-3)

(10-2)

(10-4)

(10-6)

(10-3)

(10-1)

(10-5)

as*
e-­

ay

E A ( G, y; E)

ee( G) I- - - = B'(Go) =1= °aa G= G,

«a:
dt

dO

dt

ay aF
1
* as*

- = - E---=-- E2 --=-
dt aG aG

dg
_ . = B(G) + E O ca, y; E)

dt

A (G* , Y* ; E) = °
B (G*) + E O (G*, Y* ; E) = O
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A (G, y; E) = A (1 ) (G , y) + E A(2) (G, y ) + 0 00

C (G , y; E) = 0 (1 ) ( G, y ) + E 0 (2 ) (G, y ) + 0 0 0

G* = Go + E U ( I ) ( Go' yo) + e U (2 ) ( Go' Yo) + 00 0

Y* = Yo + E v(1 ) (Go' Yo) + e V ( 2) (Go' Yo) + 000

b) Existe un valor Go' constante, tal que

e) Existe un valor YO ' constantes, que verifica

Consideremos un sistema de la forma

que verifique

cAP) ( Go' yo)
- - - -=1= 0

ay

En estas condiciones, veamos si es posible construir una solución de equilibrio
(G* , g*) de la forma

sobre el cual se hacen las siguientes hipótesis :

a) Las funciones A y O son desnrrollables en términos del pequeño parámetro, en un
cier to entorno de E = 0, es decir

Sustituyendo las soluciones de este sistema en los segundos miembros de las deriva­
das dlldt , dhldt , se obtendrán 1 y 7i por cuadraturas.

resultando I y Ji constantes, y las únicas variables que quedan en los segundos míem­
bros de (9-2) son TI y g, reduciéndose el problema a un solo grado de libertad, o sea
a la resolución <le un sistema de ecuaciones de primer orden del tipo

10 Soluciones estacionarias
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(10-8 )

(11-2)

(11-1)

(10-9 )

(
1 3 H2)-------
2 2 (; 2

dG ale

--;¡; = ay

[(1 = F/ + S/
pueden ser escritas en la forma canonice

Estas ecuaciones en orden cero , se verifican idénti camente, en tan to que para el pri­
mer orden dan lugar a las relaciones

,aA (I) oA (I )

-- (Go' Yo) u (1 ) + - - (Go' Yo) V ( l ) + 11(2) ( Go' Yo) = O
ec ay

]3' (G o) u (I ) + C (,I ) (Go' Yo) = o
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Como F2* es la parte secular de los armónicos de segundo orden del potencial terres­
tre, habrá que pr ecisar en primer lugar qué armónicos se toman de 'Segundo orden.

Gen-Ichiro Hori (1960) y Garfinkel (1961), en trabajos que se refier en a este mismo
problema , sólo tomaron en consideración el cuar to armónico; no obstante, valores más
recientes de los coeficientes Ji muestran que la contribución del tercer armónico es com-

de tal modo que puedan determinarse explícitamente las íunciones u i t ) , v(l ), hasta el
orden que se desee.

En efecto, sustituyendo (10-5 ) en (10-6) y desarrollando en serie en el pun to ( Ca' Yo)'
se tiene

13' (Go) u (n ) + <I>(n) = O

ar :» aA (I )
-- (G , Y ) u ( n) + -- ( G , Y ) v{u ) + 'l'( n) = O

aG o o ay o o

siendo <I>(n) y 'l' ( n) funciones conocidas por el cálculo de los órdenes precedentes. Evi­
dent emente, estas ecuaciones tienen la misma estructura que las (10-8) y son igualmen­
te r esolubles con respecto a las funciones u ( n) , ven), lo que nos demuestra que el cálculo
de las fun ciones U (i), V ( i) , ,puede ser llevado hasta el ord en .que se desee.

11. Soluciones estacionarias en el problema del satélite

Las ecuaciones (9-3), cuando se introduce una nueva variable s = E t Y una función
[( = [(o + E K

1
, donde

Por ta nto, la segunda nos p ermitirá determinar la función u (l ), y la primera servirá
'para obtener v(1) . Obsérvese que, según las condiciones (10-3), (10-4), tales funciones
están perfectamente determinadas.

P OI' lo que respecta a órdenes superiores, es fácil comprobar que, para el orden n, las
ecuaciones toman la forma
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(11-7)

(11-4)

(11-5)

(11-6)

. ib)]r 7 =-
G4

sen g

-,-~~,~ ¡

en cuenta el ' te:~ero

J
3

J
3

c = - - - = - - -
J

2
2 e

c !::>!.2,17213

¡i6 R4 (1- I))[_~(1_16~2 + 15~4) + ~b (1_ 8~1l
4 L5 G5 (;2 16 ' G2 (;4 8 G2

Q ( G)

se tiene K¡ en la siguiente forma

K¡ = P (iJ) + Q (a) cos 2g + R ( O) sen g

_ 3R3¡.t5 ( 112
)

R (G ) = e 8 IJl (]s e sen 1 1 - 5 0
2

y para el tercero

< ft R3 ) Ift5 ( 3 15 H2J
- J -- P (sen <p) = - J R3 -=--::=- e sen 1 - - - -=-

3 r4 3 I 3 L3 G" 8 8 (;2

Utilizando como nuevas constantes las cantidades

y las funciones P (a), Q (a) , R (a) , dadas por las expresiones.

b !::>!.2,11027

3 J4. 3 J 4
b=---=---

2 J/ 2 e
que en caso de la Tierra valen, aproximadamente

REVISTA DE LA ACADEM IA DE CIENCIAS EXACTAS , FI S ICO-QUIMICAS y N ATURALES

parabl e a la del cuarto. Por esto, en nuestro estudio, se tendrán
y cuarto armónicos. .

Escribamos 'Seguidamente la contribución de cada uno de ellos :
Para el cuar to armónico, tenemos

Es conveniente observar que R (O) contiene como factor la expresión (1-8 fj 2/ ( 2) , en

tanto que las funciones P (O), Q (O), solamente lo contienen cuando es b = 3/ 2. En
este caso, que ya ha sido 'Señalado por varios autores, es posible elegir c

2
, sin introdu-

cir el pequeño divisor de inclinación critica , de manera que sea dG/dt = O. Asimismo,
no es difícil comprobar que las ecuaciones de la primera aproximación mejorada pueden
ser integradas sin pequeños divisores en inclinación critica.

<- J ftR4p (sen e ) =- ~J R.I ft6 (15 ~5_~ ~5 .) ( 1_10~2 + 35 111)
4 1-5 4 I 8 4 V O 16 (;1 16 G 5 G 2 3 G4

(11-3)

+ J R·I~5 Ift6 (Er. -" ~5 ) ( 1 _ 8 ~\ 7 ~4) cos 2g
4 64 V o. G1 G 5 (;2 G 4 .

P(G ) = 'P-
6

R4. {15 _ -.:. b_ ( 27 _ 45 b)iI.2 + ( 15 _ 105 b) ~4 + ~ ~ (1 _ 6 ~2 + 9 ~4)
4 L5 (lI; 32 16 16 8 G2 32 16 G4 8 G G2 G4



(11-9)

(11-8)

(11-10)

(3 ':"' 2b) =/=0( U)1-" 0
0

2

v (1 )

De acuer do con las notaciones ut ilizadas en (l0-1 ) , (10-2), se tiene

A (G , y; E) = A (l ) (a, g) = - 2 Q (a) sen 2g + R (O) cos y

ole 3 u,-1. R2 ( H2 )
B (G ) = -~ =-' 1- 5 =-

eG 2 L3 G.J. G2

C (a , g; E) = C(l ) (a , g) = - P' (a) - Q' (a) cos 2g - R' (a) sen g

APLICACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ART I FICI ALES
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que pueden ser resuellos con respecto a u (1 ) , v(1) , resultan do

P' (Oo) + Q' (Go) cos 2[jo+ H'(Go) sen Yo
u (1o) = .

B' ( Oo)

R' (Go) cos Yo

4 Q (Go)"cos 2 [jo

if1 6 R -1.

40L5 G
0

5

luego las únicas soluciones posibles, son go = 0, r. /2, 'Ir, 'Jr./2.
De esta form a, las ecuaciones (10-8) se reducen u las siguien tes:

[- 2 Q' (Go) sen 290 +R' (Go) cos gol u (1 ) + [- 4 Q (Go) cos 290 ] v(1) = °

puesto que es R (Go) = O.
Por otra ,par te, se tiene

o bien

6 -1. R2
B' (G ) = _ (l. =/= O

o 4 L3 G 5
o

y se satisface otra de las hipótesis en nu estro plantea mien to general.

Seguidamente buscaremos un valor de Yo que verifique la condición A (1) (Go, Yo) = 0.
Pura ello, habrá que re solver la ecuación

-2Q (0
0

) sen2y + R (Go) cm y = O

y, por tanto, cuando se toma el signo positivo, hay una solución l e compre ndida en tre
O y r./2, que es conocida en la literatura con el nombr e de solución de in clinación críti ­
ca. La solución entre r./2 y r. es suplementaria de la anter ior .

Además

El signo "de Go se elige de manera que el módulo del momento angular sea positivo.
Becordando el 'Significado de las variables de Delaunay, este caso corersponde 11

1:
cos 1 = + - '-- ./5

Los valores de Go' tal es que B (Go) = 0, está n dados por las soluciones de la
ecuación



(11-11)

(11-12)

(11-13)

(11-14)

(3 - 2b)

(
aF * es- )

Ji = -E~-e--- t + h
,aH aH o o

f = (W(L)-E aF:...*) t + 7
0

aL o

y = g*

G= G*

1 ¡¡.6 R4 ( t» )
Q (O ) = - 1 --=-

o 40 VG 5 G 2
o o

3 4 R2
B' ( G) = _ ¡.t.

o LS G 5
o

(i) Yo = O, tt

;: 3".
(ii) Yo= --, --,

2 2

En los párrafos siguientes, al referirnos a las soluciones mencionadas, las considera­
remos separada men te, en los tipos siguientes:

P'(Go) +Q'(Go) R'(Go)
u(1 ) = ,v(1) = U (l )

B'(Go) 4 Q (G o)

P' (Go) - Q' (Go) ± R'(G~)
U (l ) = v(1 ) = O

B' (Go)

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Las expres iones explícitas que figur an en los segundos miembros se obtienen sin di­
ficultades con el formulario que se adjun ta
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siendo L o, Ho' ~, ho, los valores constantes de t; H, ~ h, para el instante inicial
t = O; el subíndice cero de las expresiones entr e paréntesis significa que están calcu-

ladas en Lo, Ho' G*, g*.
Mediante las fórmulas (8-6), en las que se pueden considerar nulas las cantidades

c2 d2 , ds' se obtien en las var iables L, G, H, l , g, h. Nosotro s no desarrollaremos aquí
el cálculo de un modo explicito, sin embargo haremos algunas observaciones sobre el
comportamiento cualitativo de estas soluciones par ticular es.

En primer término, como a'F\/al, aFr/og, aPI/aG, son funciones periódicas, respec­
to a 1, con per íodo 2.., las variables L , G, g, también lo serén. Además, según la ex-

Hasta aquí hemos visto un procedimiento para obtene r soluciones estacionarias del
sistema (9-3), llevando a cabo su determinación explícita hasta el primer orden. Estudie­
mos ahora la naturaleza de estas' soluciones en las variables de par tida L , G, H, l, g, h.

Para dichas soluciones de equilibrio G*, o". el sistema (9-2) es inmediatamente inte­
grable y s u solución, es



(12-1)

(12-3)

(12-4)

(12-6)

(12-5)

(12-2)

(11-15)

'0
2
[<'1 I -

ay2 0 = - 4 Q (Go) cos 2yo

12 J.L4 R2 _ _
_ Q (Go) cos 2yo

D3 Gos
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(
aF *)w (E) - E--b-

aL o

a21( e-«
E_~1

aiP .oY2

a2K 0 2[<'1

so ay E so ay

'tI = --------

a2K éPK ( a2K) 2
Hess = -_- - - - ~

,aG2 aiP aG ay

'021( 0 a2K 1

aG' ag2 =

a21( 02Ko 02[( 1

--;;:- = ---::::--- + E -:r­
oG2 .éJG2 aG2

02Ko éJ2K
1

Hess = E ---==--'~ + e
aG:J aiP

por lo cual

y el hessiano, será

'Se tiene

Para estudiar el carác ter estable o inestable de las soluciones de equilibrio (G*, q") ,
haremos uso de un teorema de mecánica que asegura la exis tencia de soluciones de equí­
librio estable, cuando éstas corresponden a mínim os relati vos de la función hamil to­
niana.

Por consiguiente, hay que estudiar el compor tamiento de la función hauiiltoniana

[i (a, g) en las soluciones de equilibrio (G*, y*).
De acuerdo con los resultados que nos pr oporciona el Análisis, habrá que formar el

hessíano

Atendiendo solamente a los términos de prim er orden del hessiano en los puntos
(Go' Yo)' y teniendo en cuenta las expres iones de [<'0 y 1(1 ' dadas por (11-1), (11-7) ,
resulta

APLICACION DE WS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTIFICIA LES

En tonces, si Hess < 0, en ( G*, g*), se puede asegurar que no hay extremo relativo,
y si Hess> O, en dicho punto habrá un extremo relativ o estricto, que será

Máximo, para o2KjaG2 < O

Mínimo, par a a2KjaG2> O

En nu est ro caso, por venir dada la función hamiltoniana J<' en la forma

presión de T, dada en (11-14), .podemos afirmar que dichas derivadas son periódicas
respecto a t con periodo
t 2"

12. Estabilidad de las soluciones de equilibrio
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(12-8)

(12-7)

= - 2 Q'(G ) sen 2g+R'(G) cos g
»c ag

a21( 1 _ _ _ _

-- = - 4 Q(G ) cos 2y - R(G) sen Y
ag 2

a2[(1

y por tanto para ellos, resulta

P" (O oJ+Q"(Go) = '¡¡.6 R4 {413+20 'b+12 ~ _ ~2 (520 -248b)} > 0
SOLs G

0
7 Go G

0
2

de donde la contribución de los términos de segundo orden al hessiano

[
a

2
[( a2[( ( a

2K )2J----:::==. _ 1 _ ~ = - 4 Q(G ) [P"(O )+ Q" ( G) ] - [R'(G »)2
aG2 a?p aG ag o o o o o

Igual que en el apartado anterior, se pueden distinguir dos casos :

b.1) Yo = O, ¡r. En este caso, para la Tierra, es Q(Go) > O, según (12-7). Además,
se tiene

12¡.t4 R2
+ - Q((io)

La Gos

Por ello, si se analiza la estabilidad solamente por los resultados de primer orden,
pueden sacarse las siguientes conclusiones :

Para las soluciones g* = go +tE v(1 ) + .. ., con go = O, tt , es HeBS < O y éstas son
de equilibrio inestable.

Para go = rr /2, 3rr/2, es Hess > O y las 'SOluciones son de equilibrio estable.
Si consideramos apar te los términos de segundo orden, tendremos

a2[(1 _ _ _ _

--=- = P" (G )+Q"(G ) CO'S 2y +R"(G) sen g
o G2

12¡.t4 R2 _
-:::-'-=--~ Q( Go)

1)3 Gos

a.2) Para Yo = rr/2, 3 rr/2 , los términos de primer orden del hessiano son positivos
y valen

Ahora bien, por ser 1- L2/G
02

= 1-1/(1- e2) = - e2/(1 - e2
) < Oy 3 - 2b<0,

se obtiene finalmente

11
6

R4 ( U )Q (Go) = _ 1 - -=- (3 - 2b) > O
40V Gos . G02

Después de estas consideraciones, pueden distinguirse los casos siguien tes :
a .I) Para Yo = O, n, los tér minos de primer orden del hessiano son negativos y

valen
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es negativa; entonces, no solamente los t érminos de primer orden son negativos , sino
también los de segundo , luego, dentro de la aproximación con que estamos trabajando ,
estas soluciones son de equilibrio inestable.

b.2) Yo = rr/2, 3-rr /2 . Ahora la contribución de los términos de segundo ord en al
hessia no, es

[ a2~1 a2K1 _ ( a~K1 ) 2] = 4 Q(G ) [P"(O ) _ Q"(O ) _ (- 1)1R"(U )]
aG2 aTP aa ay o o o o o

con j = 1, para Yo = «/2 y j = 2, pa ra Yo = 3t: /2.
El término entre corchetes, se puede escribir

PII(GO) - QII(GO) - (_ 1)1 R" (0
0

)

= i¡.tG~ {~ 539 + 880 b+ 36 ~ _ ~2 (_ 732+ 1808 b)}
80 L5 G

0
7 Go G

0
2

3 e H3 '¡.t5 4 + 27 e2

+ (-1)1----'- - -_.
21;S G

0
7 2';5 e

y BU signo depende de los valor es del semieje mayor y la excentricidad.
Estudiando conjuntamente los términos de primero y segundo orden, e introduciendo

las funciones

tJe) = _ 1_ [_ 539+ 880 b+ 36 _ 1 (_ 732+ 1808 b) ]
240 .vI - & 1 - e2

queda

Las funciones 11' 1
2

, que dependen solamente de la excentricidad, toman los siguien­
tes valores:

e 11 (e) 12 (e)

0.1 --:-7.33456 10.42187
0.2 - 7.73775 6.29554
0.3 -8.46892 5.45637
0.4 - 9.63899 5.53129
0.5 -11.46479 6.02903
0.6 -14.39468 6.94136
0.7 - 19.48904 8.3'1033
0.8 -29.94528 10.76640
0.9 --61.78164 16.01431

Por eso, teniendo en cuenta la desigualdad R / a'¡ 1 e2 > 1, puede concluirse que,
al menos para el intervalo [0 .1, 0.9] de valores de la excentricidad, el hess iano es posi­
tivo y la correspondiente solución de equilibrio es estable.

- 493 -
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(13-3)

(13-5)

(13-4)

dP'l' eu
--- = - - = 2 a l. sen 2 <p

dt tO<p u

P./
Il = -- - a l. cos 2 <p

81..2 o

d<p aH 1
-=---=- - P<p

dl op {P 4/.2

da
-- = 2 al sen 2y
d.

y las corre spondientes desde las soluciones (Yo = 0, zr ) de equilibrio inestable

(13-1)

R EVISTA DE LA ACADEMIA DE CI ENCIAS EXACTAS , FISICO-QUIMICAS y NATURALES

J(j
-- = - 2 al sen 2g

d-¡;

dg
-- = a G

d-¡; 3

(13-2)

13. Ecuaciones de la primera aproximación

Las ecuaciones que dan las desviaciones desde las soluciones de equilibrio estable
(go = ",/2, &./ 2) son, en primera aproximación

donde las consta ntes al' a3 , son negativas, como se deduce fácilmente de las relaciones

Recordemos, por otro lado, que la función de Hamilton, para el movimiento de un
péndulo simple de longitu d 1.., sometido a un campo gravita torio de acelera ci ón a y for-
mando un ángulo 2 <p con la ver tical es o

Haciendo una inversión temporal respecto al 'Sentido que es usual en Mecánica, las
ecuaciones de Hamilton , son

Comparando esta s ecuaciones con (13-1) y (13-2), vemos que la ,primera puede ser
identificada como la ecuación de un péndulo que efectúa oscilaciones alr ededor de la
posición de equilibrio ( <p = O), en tanto que (13-2) consiste en oscilaciones alrededor
de la posición de equilibrio inestabl e (2 <p = ",).



(13-9)

(13-8)

(13-6)

(13-7)

(13-11)

(13-10)

ya R5 e2 (2b - 3) 'l.l.

20 a7 (1 _ e2 ) 19/4

2 .v6 R

a 2 (1_ e2 ) 5 / 2

¡. = - - -=- -

a =D

(
.. g )-- + - -
4 2

± 2 fJ1 't = In tag

(
d'g)2 1

- = - [ h +4 fJ 3 cos 2g]
d't 2 1

1
a = ---

3 4 ¡.~

d2 g
-- = - - 2 a a sen 2g = - 2 Q 2 sen 2gd't2 1 3 1-' 1
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Discutiremos ahora la ecuación (13-8), según los disti ntos valores de h :

1. o Para h = 4 fJ
1

2 , se tiene

Se tr ata, pues, de una solución qu e, en el instante inicial está en g= O Y se dirige

a g= ro/2 (ó - ../ 2 cuando se toma el signo negativo) tardando un tiempo infinito en
llegar a este punto. Es, por consi guiente, una solución asintótica para 9~ 1'/2, o
9~ -1'/2.
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donde se ha puesto f3 12 = al as' para abreviar .

Esta ecuación admite la in tegral:

En lo 'Sucesivo sólo tornaremos en consideración (13-1) . La comparac ión de (13-1 ) y
(13-5) prueba, de acuerdo con (13-4),

siendo h una cons tante que representa la energía del péndulo equivalent e y que está
dada, en este caso, por la expresión

e integrando

En los casos habituales, a
D

es una cantidad muy pequeña fr ente a la longitu d del pén­
dulo equivalente. Así, por ejemplo, para un saté lite con a = 7.500 kms., e = 0.1, la
longitud del péndulo equivalent e es del orden de 1.500 kms., mientras que a es menor
que 1 km.yseg.>, lo que se traduce en un movimiento oscilatorio muy lento. DAdemás , a
la vista de los valores anteriores de a

D
y ¡., se podr á hacer todavia más lento si dismi­

nuye la excentricidad o aum enta el semieje mayor.

El sistema (13-1) pu ede reducirse a una ecuación de 'Segundo orden en la variable g
es decir



(lS-17)

(13-1 6 )

(13- 13)

(13 -14)

(13-18)

(13-15)

dg ~
-- = 213

1
(sen' IX - sen- g) 1/ 2

el,;

( :: )2 = 2131
2 [ces 2; _ cos 2 IX] = 413¡' (sen2IX- sen2g)
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( Jg ) 2 = _1_ [h+4 13
1

cos 2y] = _ 1_ [h + 413 2 _ 8 13 2 sen'' g]
d, 2 2 1 1

u = sen am 2 13 1 't = sn 2 13 1 '

donde g y G están dados por

sen g= Ji sn 2 131 't = 1.. sn 2 131 E 3/2 t

se llega a la ecuación diferencial

e introduciendo el módulo Ir, por la: expres ión

813 2
1..2 = 1_ _

h + 13/

~ ( ro )g = 2 - 4 + are lag e ± 2P, E' ''t

(13-12)
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2. o Para 111 1< 4 /312, después de introducir una nu eva constan te IX, por la igualdad
h = - 4 /31 2 cos 2 IX se tiene

Teniendo en cuenta que, = E"/2 t , la solución se puede escribir

El movimiento es periódico, con período 3Ci213
1

, siendo 3C la integral elíptica com­
pleta de primera especie, de módulo 1.., definido por

h + 4131
2

Ji2 = _

813/

en cuyo calla, la variable g efectúa oscilaciones entre las amplitudes (- IX, IX) .
3. o Cuando h > 4 13

1
2 , se tiene

y haciendo k = sen IX , ku = sen Yo se puede int egral' inmediatamente, quedando

o bien



(14-4)

(14-2)

(14-3)

(14-1)

(13-19)

71 = g* + g

E A (l ) (a, y)
ds

cI§ = B (G) + E G(1 ) (a , y)
ds

da

A (1 ) (G*+v G, g*+g)
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v = G* + va

dg 1 ~ ~ ~
- = - {B(G*+v G)+v2 G( l) (G*+v G, g*+g)}

d. v
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donde se ha puesto v = El f 2 , • = V s.
Efectuando la transformación (14-3) en el 'Sistema (14-1) , se obtiene

del cual son conocidas soluciones estacionarias de la forma

g* = Yo + E V (l) (V o' Yo) +
Para estudiar el comportamiento del sistema en soluciones próximas a una estacio­

naria (G*, g*), pasamos de las variabl es (G, 71) a unas nuevas (a, g) mediante la trans­
formación

14. Estudio de soluciones próximas a las estacionarias

Sea el sistema de ecuaciones difer enciales

que .puede ser in tegrad a entre (O, a), resultand o

En este caso, g es función periódica de la variable T, con período Be/V 2 (h + 4 (3 /),

siendo Be la integral elíptica completa de primera especie de módulo k , Ahora 71 es una
[unción monótona creciente y esta sit uación 'Se present a cuando la energ ía es suficient e
para producir revoluciones completa s. Aunque todas las integraciones se han efectuado

considerando 'que en el instante inicial t = 0, es a = 0, g= 0, se advierte que si los

valores iniciales fuesen Go' Yo , bastaría sustituir en las fórmulas (13-12), (13-16), (13-19)

las variables V. a, de los primeros miembros porg- 710' y a- Go' respectivamente.

Por otro lado, como 't = ef2 t, en un intervalo de tiempo de amplitud l/E, G es obteni­

da con una aproximación de orden O (ef2) y 7; con una aproximación O (E) , pudiendo

decirse lo mismo de a, y.



con lo cual, el sistema (14-1), después de la transformación anterior, se ha convertido
en el siguiente

(14-7)

(14-5)

(14-6)

aa

off

a1t.

ds
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cy

oí{

ds

~ = B'(G o) G+ v [ -+- B"(Go) '02+ C(1 ) (Go' Yo+;) - C(1 ) (Go' ;) ]

Nota : Si el sistema (14-1) tuviese forma canónica

dO: s«
ds ay

a:g s«
-;¡; = - oG

1
' J( = 1r J( = - - J(

v

Si ahora se introduce la variable tempor al 't = V s, el sistema que acabarnos de escribir
es equivalente al que sigue

I
REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, F/SICO-QUIM ICAS y NATURALES

w+ ~ ro (g * + g) v d(J + G di
sea diferencial exacta. Es evidente que esto se consigue sin más que elegir la constante 1r

en la forma tt = l/v. Por otra par te, el nuevo hamiltoniano está relacionado con el an­
terior por las igualdades

vamos a ver que la reducción (14-3) podría ser llevada a cabo manteniendo la misma
forma canónica de las ecuaciones , En efecto, la transformación (14-3) es canóni ca con
multiplicador v, pues por ser conserva tiva, la condición para que sea canóni ca es que
exista una constante tt (multiplicador ) , de suer te que la forma pfaffiana

y si se desarrollan en serie estos segundos miembr os, en términos del parámetro v y se
prescinde de los de órdenes superiores al primero , resulta

Finalmente, 'Si se tiene en cuenta que, según la segunda igualdad (10-8), es
- B'(Go) U ( 1) = - C(l)(i}o' Yo)' el sistema anterior puede reducirse a la forma

dO' _ '" [ aA(l) _ "' ]
-- = AC' ) (Go' yo+g) + v G ~-~ (Go' yo+Y)
~ 6G
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(15-1)

(15-2)

(15-4)

(15-3)tt

3 ",
Y = - "

o 2

y =-
o 2

para

cos (Yo+g) = (- l)i sen!i

v G [- 2 Q'(Go) sen 2 ({jo + g) +W( Oo) cos 0
0
+ g)] +

d¡/ _ ~ [ 1 _ ~ ~ ~
- - = B'(Go) G+" ~ B"(Go) G2 - Q'(Go) cos 2 rgo + g) -
dt 2

- W(Go) sen Cfio+;)+Q'(Go) cos 2Yi + W (Go) sen Yo ]

y de acuerdo con, 10':3 casos seña lados en el párrafo 12, tendr emos:
1. o Para Yo = ",/2, 3rr/2

sen 2 (Yo + g) = - sen :fu
cos 2 (Yo + g) = - cos 2a
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15. Aplicación al caso de un satélite artificial
I

Las ecuaciones que desériben la variación de las variables (O, y) en el caso del saté­
lite tienen exactamente la misma forma (14-1), siendo

A(! ) ({J, y) = - 2 Q(G) sen 'Z§

3 ,¡.t4 R2 ( T[2 )
B (O) = - 1- 5 ~_~

2 L3 G4 G~

C( L~ (G, y) = - P' (G) -< Q'( G) cos 2y - W( G) sen y

que demuestra, no sólo el carácter canónico de las nuevas ecuaciones, sino que su for ­
ma coincide con (14-6) hasta el segundo orden . Veamos, pues, la aplicación de estas
consideraciones generales al caso de movimiento de un satélite .

~ K [( (G*+O,., g*+y)
](* = -- = - - - - -,,2 ,,2

con

Con estos valores, efectuando la transformación (14-3), las ecuaciones (14-6), serán
ahora

sen (Yo+a) = - (- 1)1 sen g
y el sistema (15-2), teniendo presente la condición R( Go) = 0, queda

~ - - -
- = 2 Q(Go) sen 2g+v G [2 Q'(Go) sen 2g+W(Go) (-1)i sen g]

d.
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(15-9)

(15-8)

(15-7)

paro. Yo = °
{

j = 1

j = 2

a
3

= B'(Go)

a4 = B"(Go)

de donde

d2q ~ 2 o a ~ dy
- '- = - 2 a a sen 2g - v-~ sen 2g - -

d,2 1 3 a
3

d,

Si en esta ecuación hacemos '1' = 0, se tiene la primera aproximación que ya fue es­
tud iada anteriormente; no obstante, si queremos estudiar la ecuación más general (15-7),
que en realidad constituye una mejora de la primera aproximación, pondremos

El sistema (15-5) , que corr esponde a soluciones próximas a las de equilibrio esta ­
ble, es el que tiene mayor interés para nosotros. Dicho sistema, por eliminación de la

variable a, se puede reducir a una ecuación de segundo orden con respecto a la varia­

ble g, tal como

di ~ [1 ~ ~ . ~ ]
-- = a 0 +'1' - a 02+a cas 2g+ 0 (-1)1sen 9 - ad, 3 2 4 2 5 2

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Por comodidad para el cálculo , se introducirán en lo sucesivo los valores constantes

da
-- = 2 al sen 2g+'I' O [2 a

2
sen 2g - a

5
(- 1)1cos g]

d,

dy ~ [1 ~ ~ ~ J
-- = a 0+'1' - a 0 2 - o cos 2g+a, (-1)1 cosg - (- 1)1 ad, 3 2 4 2 o 5

(15-5)

daa:; = - 2 a l sen 2g+'I' G [~ 2 02 sen 2g+ 0
5

(- 1)1 sen g]

_ Esta es la ecuación del movimiento de un péndulo bajo la acción de una fuerza ex­
terior proporcional a la velocidad y al seno de la amplitud, en la que pued en considerarse
dos importantes casos : a) Oscilaciones perturbadas y b) Rotaciones perturbadas.

2. o Para Yo = 0, 'ir

sen 2 (Yo+g) = sen 2g

cos 2 (Yo+g) = cos 2g
sen <!io +YJ = - (- l )i sen y

cos (Yo+YJ = - (-1)1 cos g

y las ecuaciones (15-2) se reducen a las siguientes :

a l = - Q ( Go)

a
2

= - Q'(Go)

de donde, finalmente



(lB-4)

(lB-2)

( lB -1)0<1l< 1

1

1 _
= ---=:- [1 + y W (1 ) (Il)]

"{ (Il)

V ro, (Il)

dy
- = 2 /3 Il cos 'IjJ

d-r; 1

d,;

d [1'" dq¡ ]- r (B, <p ) - --:=;-

d-r; o "( (Il)

1 2 f 2 1 -
"((B) = (T (6, 'IjJ ) =-- - - - - - =-fJe(ll )

Y 2/3 1 ro o v'1-1l2 sen2'IjJ ro /31

siendo ffC (~) la inte gral elíptica completa de prim era especie de módulo ~.
Según (4-11), tendremos

y

s = '6 + y r¡ (1 ) (b, ;¡;)

_ 1
T (1 ) (Il) = -_- (r f(1) =

"( ell) o/

= "(~) <. 1 4/32 sen 'IjJ COS2 'IjJ~2v'1-~2Sen2 'IjJ\ =0

2 /3
1

V1- 52 sen 'IjJ 1 0/
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( l B-3)
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I

dll

d-r;

Es fácil comprobar, en este caso, que la ecuación (15-7) se convier te en el sistema

con

'IjJ = ;¡; + y u (l ) (B, ;¡;)
para que las ecuaciones en B, 'IjJ , lleguen a ser (prescindien do de los términos de or den
igualo superior a y2), del tipo

al que puede aplic ársele el método generalizado de promedios en su segundo caso. Con­
cre tamente, har emos una tran sformación

Cuando el movimiento de la primera aproximación alred edor de la posición de equi­
librio consiste en oscilaciones, haremos los siguientes cambios de variables

sen 'y = Il sen 'IjJ

16. Oscilaciones perturbadas



(16-5)

(16-6)

(16-7)

d [j V; d] 1- r (~, cp)~ =--
d. o i' (6) i' (B)

dI,
-= 0
d.

1 /1 )
W (1 ) =--- C--- ----- (--4/3

2
) asen2 1jJ cos 1jJ v'1 - 62 sens _lo = o

i'(6) '\ 'Y

2/3 1 v'1 - 62 sens 1jJ

y de (4-12), se deduce

y

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FIS ICO-QUIMICAS y N AT UR ALES

En definitiva (16-3) y (16-4), en nu estr o problema, serán
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y por tanto

y

habi éndose tomado nula la cons tante que aparece en la int egración de 1'](1 ), con lo cual
es nulo su valor medio respecto a 1jJ. Asimism o (4-l(Y) 110 S da

de donde

Pero este sistema puede ser resuelto fácilmente, pues la primera ecuación nos indica
que ~ es constante, y en tal caso, la segunda se redu ce a la igualdad

o bien



(16-8)

(17-1)

(17-2)

- 503-

2 v [2132 sen 2g (A - 4 13/ sen? g)]

(A - 413
1

2 sen- g) 1/2

(A - 4 f3/ sen> g) 1/2

- 2 132 -
3 = 3 - v -- - - 32 cn3 2 13 ("t -"t )

3 13
1

1 o

Mediante (16-5) tenemos la solución en las variables 3, 'l/' , en la forma

En este caso, introduciremos una nueva variable A, por

APLl CACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELlTES ARTIFICIALES

Para (1, desde (15-5) , res ulta hasta el pr imer orden incluido

siendo A> 4 13
1

2 •

Las ecuaciones re lativas a las varia bles g y A, son

Por últ imo, y de conformidad con (16-1), escribiremos la expresión para g, hasta
el primer orden incluido

17. Rotaciones perturbadas

Esta última igualdad, en la que se suponen sustituidos 3 y 'l/'por sus valores (16-8)
y 'l/' por (16-7), nos proporciona la expresión explícita para la varaible G. Finalmente,

si se desea volver a las variables de partida a, y, no hay más que sustituir a; g; en la
transformación (14-3).

[

2 «, 13
1

2 _ _ _ _ _ _ ]

a3 (j =2131 '3cos 'l/'~v a
3

2
&2COS2", - a2 (1-2 32 l!en2 'l/') + as (-1)13 sen 'l/'+a

2
- (-1)1 as

o bien



(17-4)

(17-5)

(17:-3)

1 _
= -_ [1 + v W(1 ) (l.) ]

y (A)
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g = rp + v u (1 ) O:, q¡)

d [J tp '" ia1 1:- - r (I , g) -=-' = -_ [1 + v W (1 ) (1) ]
dl: o Y(A) Y(A)

3 /3/ y (A )

(32 2 -
= - -- - - (l. - 4 f3/ sen 2 q¡)3/2

(312 3

d [Jtp - '" dY ]- r (A, g) -=-
d,; o Y(A)

á'f..
--= 0

d-t

W (I ) ('i)

t i» (1) = o

" T (1 ) 6.)

- {(32(A - 4 (3 2 sen- m)1/ 2 - - - m +
1 -r 3 f3/ -s-

11

r = (I'- 4 (312 sen- 71)-"

R EVISTA DE LA ACA DEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISI CO-QUI MI CAS y NATURALES

siendo fIe (2 (31 / J[ qi) el valor de la integral elíptica incompleta , de ar gumento q

y módulo 2 (31 / Jf: Las ecuaciones relativas a las variables A, rp, quedan en la forma

Las funciones n I ), lV (l ) , 11(1), U (l ) , .pueden ser calculada s desde las ecuaciones de
par tida. Sus expresiones explícita-s, obtenidas de forma aná loga a la que acabamos de
ver, son

eligiendo 11( 1), u (1 ) , con valor medio nulo respecto a q¡, de modo que las ecuaciones en

las nuevas variables 1, q¡, serán, hasta el segundo orden

y a ellas puede ser aplicado el método de promedios en su segundo caso. De manera más
precisa, efectuaremos una transformación



APLICACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTIFICIA LES

- 505-

qJ = am « (1 + v W(l ») ('1: - '1:
0

)

(

4f3z ~ )1/2
1- i sen- gJ'o

Para el cálculo de (f se procedería de manera tota lmente análoga a la del caso an­
terio r.

Así, 'pues, la solución del sistema adopta la forma

Garfinke l (1960) estudió las soluciones próximas a las de inclinación crítica, elimi­
nando primeramente los términos de corto período del hamiltoniano, por medio del mé­
todo de von Zeipel ; a continuación, desarrollo en serie la integral de la energía en el
entorno de un punto fijo (G', g'), rete niendo términos hasta el segundo orden. En su
tr abajo, llega a ver que el movimiento es formalmente id éntico al de un 'Péndulo simple.
Nuestr os res ultados genera lizan los suyos _en algunos aspectos. De una 'parte, las solu­
ciones de equilibrio están calculadas de modo explícito hasta el segundo orden, dando
un método válido para obtenerlas hasta el orden que se desee, mientr as que Garíinkel
trab aja con soluciones de equilibrio de prim er orden . Por otra par te, las oscilaciones en
el entorno de la solución de equilibrio , las hemos calculado con un orden de aproxima­
ción superior al suyo.

Gen-Ichiro Horí (1960), tr ató también el 'problema de inclinación crítica, par tiendo
de las ecuaciones del movimiento en las que se han eliminado los término s de corto
período según Brouwer. Enton ces, para eliminar los término s de lar go per íodo, aplica
de nuevo el método de von Zeipel, utiliz ando una función generatr iz S = So + S! '

desar rollada en térmi nos de la raíz cuadrada del pequeño parámetro, en lugar de éste
corno se hace usu almente . De esta forma, Gen-Ichir o Hori dio una solución válida hasta
la raíz cuadrada del pequeño parámetr o y sus resultados coinciden hasta el orden J.}/2
con los de Garfinkel y los nuestros. Los principales inconvenientes de su método res iden
en la ar tificiosidad para buscar S, Y en que 'Sus resultados no pueden ser extendidos
a órdenes superiores.

de donde

18. Comparación con otros resultados

La primera nos da ¡ = const., y la segunda, después de ser integrada, se puede
escribir
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IV. - Estudio del movimiento de un Satélite Artificial en función de
las Variables Canónicas de Hill

19. In troducción

Los métodos de perturbaciones que se emplean en Mecánica Celeste, están orientados
fundamentalmente desde dos puntos de vista . Mientras unos tratan de obtener las per­
turbaciones en las coordenadas del cuerpo considerado, otros calculan las perturbacio­
nes en los elementos orbitales y posteriormente, desde éstas, las de las coordenadas.

En los capítulos preceden tes, siguiendo esta segunda directriz, se han usado las téc­
nicas de promedios para calcular las perturbaciones de un satélite debidas al achata­
miento terrestre, en las variables de Delaunay.

Nuestros resultado s, igual que los de Brouwer , ,presentan pequeños divisores para
las excentricidades O y 1, Y las inclinaciones 0°, 1800

, le' Evidentement e, la existencia
de dichas singularidades limita el rango de aplicación de estas soluciones, por lo cual
se han buscado, con insistencia, procedimientos que eviten la aparición de aquéllas .

Recordemos que, la singularidad de inclinación crítica, está produ cida por la forma
del potencial terrestre y es de distinta natura leza que las otras, debidas u la elección
particular de los par ámetros o elementos orbi tales. Parece , por tanto, na tural el buscar
la eliminación de estas últimas singu laridades u tilizando un conveniente 'Sistema de pa­
rámetros , siendo preferible que sean canónicos, para que mantengan la forma de las
ecuaciones.

Entre los sistemas de parámetros utilizados para este fin, el de Poincaré es el que
tiene fundamen to teórico más consist ente , ya que como la función perturbadora en di­
chas variables es analítica respecto a sus argumentos, puede demostrarse sin dificultad
que las ecuaciones promediadas y sus soluciones no pueden presenta r singularidades.
De todos modos, la complejidad de estas variables las hace casi inservibles para propósi ­
tos prácticos.

Hay otros sistemas de variab les, no canónicos, en los que tampoco se presentan di­
chas singularidades ; pero la no canonicidad de estas varia bles hace variar la forma de
las ecuaciones, resultando más difícil su solución.

A la vista de estos resul tados. hemos pensado que evita ríamos completamente tales
problemas siguiendo el camino apuntado en primer ' lugar , que es el de obtener directa­
mente las perturbaciones en un sistema de variables dinámicas .

Izsak (1963) guiado por las experiencias sobre el movimiento de sa télites ar tificiales,
hizo notar que las perturbaciones del plano orbital son de diferente naturaleza que las
que tienen lugar en el plano orbital. Eru gener al, las 'primeras son mucho más pequeñas
y tienen expresiones más simples que estas últimas. Entonces observó que, el sistema
de variable s de Hill :

r = radio vector
ti = t+ g = ángulo del nodo con el radio vector

h = ángulo del nodo
Pr = dr/ dt = velocidad radial
U = G = momento angular
H = proyección del moment o angular sobre el eje Oz.

debe ser especialmente adecuado para describir el problema del satélite. Con estas
observaciones previas, efectuare mos la integración del problema de movimiento de un
satélite en las variabl es de Hill, analizando los resultados obtenidos.

---' 506 -
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xy-yx=H

(20-2)

J H2
sen 1 = 1~-­

U2

entre 0 0 y 180 0
•

potencial perturbador es la . debida al segund o
que será tomado como pequeño parámetro. En-

sen 13 = sen 1 sen u

1 ( U2 ) IfL fL 00 ( . R )"F = -- p/ + - --- + - - ~ Jn -- Pu (sen 13)
2 r2 r r "=2 r

siendo

ya que la inclinación sólo wma valores
La contribución más importante del

armónico ; ésta es del orden de J2 = E,

yU2 - Il2
z =r sen u

U

fL [ 00 (R) " ]V = - -- 1 - ~ Jn -- Pu (sen 13)
r n =2 1~

U2
X 2+y2+Z2 = pr

2 + -­
,,2

1
F = -- (X2 + y 2 + Z2) + V

2

x = r (cos U cos h - (IljU) sen u sen h )

y = r (cos u sen h+ (HjU) -sen u cos h)

. . .
x x + y y + z z = " Pr

como ya hemos visto en el párrafo 5, aunque ahora hemos utiliz ado la letra 13 para de­
signar la latitud.

Puesto que la transformación del sistema de coor denadas (x, y, z, ai, y , z ) a las va­
riabl es de Hill (1', u, h, Pr , U, H) es canónica conser vativa de multiplicador 1, la fun ción
de Hamilton , que describe el problema en las var iables de Hill, es

y el ,potencial creado por la distribución de masas de la Tierra , suponiendo que tiene
simetría rotacional, puede ser escrito en la forma de Vinti

Comencemos recordando que, las coordenadas cartesianas y velocidades, están re­
lacionadas con las variables de HilI por las fórmulas

La función hamiltoniana, que describe el problema del movimiento de un sa télite ar­
tificial , sometido a un potencial V, en un sistema de coor denadas carte sianas con el plano
Oxy coincidente con el ecuatorial y Oz con el eje polar, es

20. Fonnulación del problema de movinúento de un satélite en las variables
de Hill



con

21. Eliminación de la variable u

(21-3)

(21-2)

(21-1)

(20-5)

(20-4)

(20-3 )

B =~ (1- H2)
2 4 U2

cos 2u +

( r' , Uf , h'J p/' U' , H' )

(
R ) n '¡.a.

R" = In -1'- --1'- P" (sen 1 sen u )

( 1', u, h, Pr ' U, H )

B = __1_ (1 _3H2 )
o 4 U2
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as { ¡¡. R2 »: ( H'2 )u' = u +E __1 = u +E r 1 - 2--
s ir _ 2 U'3 U'2

mediant e una función generatriz S (1', u, h, p/' U', H' ) del tipo

S = So+E SI = P: 1'+ V' u+ H' h+E SI

buscando SI de modo que, en la función hamil toniana, se eliminen las flucbuaciones pe­
ri ódicas de la variable angular u con valor medio cero; dicha función SI resulta ser

SI = ¡L2 R2 B2' [_ U' P: cos 2u + (~_~) sen 2 u]
3 U'3 ¡L )J. l' 2

En principio se tra ta de efectuar una transformación canónica, de modo que la va­
riable angular u no figure de un modo explícito en la función hamiltoniana.

R. Cid y F . Lahulla (1969), han probado que el método de von Zeipel puede ser
aplicado sin dificul tad para llevar a cabo dicha eliminación . En aíntesís efectúan una
tra nsformación canónica

RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

B ' = _3_ (1 _H'2 )
2 4 U'2

Como sabemos, la var iable h o ángulo del nodo, no figura expl ícitamente en F, lo
que corresponde a la supuesta simetría rota cional del potencial terrestre y, por tanto,
su momento conjugado H es constante.

De aquí Be deduce que las ecuaciones de transformación correspondientes, son

aS
1

.¡¡. R2 B
2

.

r' = l' +E-- = l' - E COB 2u
op/ 3 V'2

y

1 ( U2 ) V- .¡.a. R2 00

F = -- P 2 + - - -- - E-- (B + B cos 2u ) + ~ R2 T r2 l' r3 o 2 n =13 n

donde

tonces, el resto de los armónicos, son al menos de orden e y F puede escribirse en
la forma



LA TOPOLOGIA DEBIL DEL CONJUNTO DE LOS RAYOS
DEL ESPACIO DE HILBERT, DEFINIDA MEDIANTE

HIPERPLANOS

Algunos r esultados sobre los sistemas topológicamente libr es"

POR

A NTONIO PLANS

Departamento de Geom etrí a y Topolog ía . Universidad de Zaragoza

Summary

1. Let H be a separable, real Hilbert space, and P (H) the set of it s ray s, "td and "tI
the weak and strong topologies , re spectívely , for the latter seto

Given a set of hyperplanes {rr¡ I i El}. U rr¡ e H, we consider in H the followin g

'"equivalence relation: x '" y ~ y = A¡ x + Z¡o Z;. E 1ia, 1-; > O (i E 1). We consider then
the family of the sets of hyperplanes A = { 11'¡ I i E I} such that the sets of or thogonal
rays A'"" = , {r¡ I r¡ ..1 1ii' i E I} be "tl-compact . ' Ve obtain thus a base for ' d'

2. a) We consider b EH as dependent of the set A e H, if b e [A] (linear, closed
hull of A). W e suppose the n that B = {bl' ... , bm} is a given free set such tha t every
b¡ (i := 1, .. ., m) dependes on th e given set A. Then ar ises the following question:
under whi ch conditions ís it possible 10 substitute m vector s of A, ai , ... , ai , by m
vectors of B, ver ifying [A-{~l ' ... , a¡m}' B] = [A]~ . 1 m ,

A complete discussion of this problem is given .
b) Let S = {ftu In E N} e H, and let it be M(S) the intersectíon of all the kern els

of thepar tial sequences P = {8p In E N}. Let e = U ~I: (P ). We have then S n e = 0
n pes

as a necessary and sufficient condition for S to admit, hereditarily , a part it ion in topo­
logically free systems.

H designa el espacio de Hilber t separa ble real , P (Hl el conjun to de sus rayos, "td la
topología débil en P (H) y ' 1 la topología fuerte.

1. En mi comunicación a la Reuni ón Anual de Matemáticos españoles de 1969, tibu­
lada "Definición de una topología en el conjunto de los rayo s del espacio de Hilbert",
di la construcción de una topología en P (H) que, a continuación , voy a resumir .

Se dan los hí perplanos 1il , ..., 1in . En el conjunto H- (1l'1 U .. . U 1in) tenemos la
s~gu iente relación de equivale ncia : x '" y sí y sólo 'Si y = Ai x + Z¡, z¡ E "J' A¡ > O
(1 = 1, .. ., n) .

Si asociamos los pares de vectores opuestos, en tonces lodo conjunto finito de hiper-

* Conferencia p ronun ciada por el autor en Aquisgr án y Tub inga , los días 13 y 15 de julio de
1971, bajo el título «Die schwache Topologie der Strahlenmenge des Hilbertraumes , definiert mi t
Hilfe der Hypereb enen. Einige Ergebnisse über die topologisch fre ien Systeme• .
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Il

planos F = {"l I i = 1, .. ., n } determina una parti ción del conjunto P (II) - U P (1I'¡) en
1;

subconjuntos. Designemos por s: la familia así definida de conjuntos, donde F var ía.
s: viene a ser base de una topología , en P (H).

Se demuestran los siguientes resulta dos:
a) Dados los híperpl anos 11'1 ' .... " n' el hiper plano a, independient e de ellos, y el

, ·entorno básico U(ro) definido mediante ro l ' .. . , rrn' entonces a () UCro) =/= 0·
'"C ' d

b) rn ----;.: r ~ rn -?- r.

Por consiguiente

Vamos a ver , con un ejemplo. que el con tenido es estricto.
'1

Sea la suc esión de hip erplanos {1I'n In E N}, rn 1- 1I'n ' rn ----+ r. Podemos admitir que
los hiperplanos rrn (n = 1, 2, ...) son linealm ente ind ependientes. Sea r 1- tt . Conside-

remos ahora el conjunto C = P (rr) U (U P(rrn) e P (H). Enton ces C es ' d-cerr ado. En
• 1 , '* ( )efecto, supongamos. por ejemplo. que la sucesi ón de rayos sn -?- s ('d) 1\ Sil E P rrn

(lo mismo haríamos para sPn E P (rrp ) ) ' Resulta entonces fácilmente s 1- r ~ s E C ~

~ e C E ' d' Pero e C 110 es , -abier to, pues si tornarnos un rayo l'n E' e e y un en­
torno básico U(ro) de ro' de acuerdo con a) . existe un hiperplano j- E {rrnln E N} 3 t: n
n U(r o) =/= 0 . Es decir . U(rol n C =/= 0 , con lo cual e C no puede contener nin gún
, -entorno de r o"

2. Qued6 claro entonces que. para definir Td ' 'Se necesitaban conjuntos de hiperpla­
nos más "ricos" que los finitos.

Podernos considerar nuestro problema desde el siguiente punto de vista : si tornarnos
F.l. = {rl I r¡1- "'1' i = l . .. ., n 1, trivia lmente F.l. es ' I-compacto. Esto nos lleva a la
siguiente generalizaci6n: considerar conjun tos de hiperplanos A = {"l I i E 11 tales que
A-'- = {rl I 'r 1 1- "'1' i E 1} e P (H) sean ' I-compactos. Entonces obtene mos efectivamente
una base de 'd' (v. mi comunicaci6n a la R. A. M'. E. de 1970: "Una base de la topolo­
gía débil en el conjunto de los rayos del espacio de Hilbert definirla mediant e hi per ­
planos") .

En lo que sigue. tra taré de exponer resumidamente los resultados más impor tantes
de esta comunicaci ón.

Designemos por D el conju nto de los rayos que admiten repre sentantes congruentes
(mod "'1' i E1). Se demuestra que DE ' d' Sea g) la familia descrita por tal es D. al variar
A. g) es base de una topología " en P (H).

Resulta fácilmente

con lo que, corno más arriba,

(Es inmediato que , e,').
Existe el siguiente resultado :
La condici6n necesa ria y suficiente para que

(E. O) = {r Ia (1' . E) < 6 }

sea ' d-abiert o, es que la codimensi ón de E sea [inita,
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(v , "Sobre el conjunto de los rayos del espacio de Hilbert", Víctor M. Oníeva, Publi­
caciones del Seminario Matemático García de Galdeano, núm. 13, 1971).

Entonces resulta el siguiente teorema, de especial importancia:

"Teorema. Sea r l e 11"1 y o< a< - - o Entonces existe un ,'-entorno básico D de
2

r1, contenido en ("1 ' a).
Este resultado se extiende con facilidad al caso general (E, a) , codim E = P > 1,

r e E e (E, a) . Por consiguiente, también (E, a) , es ·{-entorno de r.

Teorema. Si ro es -{ -rayo de acumulación del conjunto C e P(H) , existe entonces
una sucesión de rayos, contenida en C- ro' que converge débilmente a ro'

De aquí se sigue

Basta tomar sólo aquellos conjuntos de rayos kL, ,¡-compactos, de la siguiente
forma:

(todo conjunto e P(H) , "t¡-compacto, está contenido en uno de ellos).
Se puede construir fácilmente un cono (r, a) por congr uencia respecto de los hiper-

planos, cuyos rayos ortogonales describen un cono (r, a'). Estos conos cerrados son

precisamente los conjuntos "td-eompactos más simples de P(H): (Ep , a') para p = L
Y todo conjunto de rayos ' d-compacto está contenido en alguno de estos conjuntos.

(v. "Nota sobre compacidad en el espacio de los rayos del espacio de Hilbert", 9."
R. A. M. E., 1968).

3. Voy a exponer ahora algunos resultado s, que hacen referencia a los sistemas
vectoriales topológicamente libres .

a) (v. Víctor M. Onieva, "El problema del cambio en el espacio de Hilbert, respecto
de una dependencia extensión de la lineal" , Xa R. A. M. B., 1969).

Se considera b E H como "dependiente" del conjunto A e H si b E [A] (con' [ ] de­
signamos la envoltura lineal cerrada). Nos plant eamos entonces el siguiente problema :

Suponiendo dado el sistema libre finito B = {bu ' .., bm}, de modo que cada b,
(i = 1, .oo , m) dependa de un conjunto dado A, ¿cuándo se pueden sustituir m vectores
a

l 1
, oo., aim de A por los m vectores de B de forma tal que

[A-{a1l , . •. , al",}' B] = [AP

Podemos admitir A n B = 0 .
Comencemos por el problema del cambio de un vector b. Si A es topológicamente li­

bre, entonces en particular es numerable, A = {a n In E N} Y el cambio es sólo posible
cuando b no pertenece al núcleo de A.

Pasemos al pr oblema de m (m> 1) vectores, B = {bu oo ., bm}. Admitamos An B=0,
B libre y B e [Al Designemos por I{ el núcleo de A. Se presentan los siguientes casos :

1. A topológicamente libre.
Hay entonces dos subcasos :

1') [B] n K =/= {o} .
El cambio no es posible.
1") [B] n K = {o}.
El cambio es posible.
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S admita un a par -

En tonces r esulta :

"La con dición necesari a y suficien te para que, hereditar íamente ,
tición en sistemas topológicam en Le libres, es

s n C = 0 .'

0 , equivalen temente,

~r (p ) = {o}, V r c s .

- 528-

Si ahora admitimos la exis tencia de cambio, llegarnos a un absur do.

b) (v. Víctor M. Onieva, "Sobre la par tición de un a sucesión vectorial en sis temas
topológicament e libres", IX R . A. M. E., 1970).

Se da una sucesión vectori al S = { an InEN}. Designarnos por M(S) la int ersección
de los nú cleos de todas lns sucesiones parciales contenidas en S. Asociamos a cada
una de tales suces iones P = { ap In E N} su correspon dien le l\I (P). Sea e = u M(P).

u pes

De aquí Se sigue el siguiente r esultado :

"Pa ra una sucesió n vectorial darla S = { an 1 n E N }, O < k' < 11 an 11 < k" < 00, se
verifica .

an --'"- o ~ C = {o }."

El cambio es posibl e.

2") Para todo Bm _ p se verifi ca

2. Supongamos ahora que A no es topológicomente libre. Si existen m vectore s
al ' .. . , am de A que dependen del r est o Am = A -- { al' ... , am }. en tonces resulta [A] =
= [B, A - AmJ. El cambio ha sido posibl e.

Supongamos, pues , que el máximo car dinal p de un subconjunto S e A, cuyos vec­
lores dependan de A - S, verif ique 1 L P < m. En tonces A debe ser numera ble,
A = { an 1 n E N}. Podemos admit ir que S = { al ' .. ., a]l}. Cons idere mos aho ra los su b­
espacios lineales [Bm _ p ] , determina dos por m - p vectores de B. - Se presentan dos
subcasos :

2') Exi ste un Bm_ p ta l que
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ESTUDIO DE PROTEINAS EN VINOS DE ARAGON

I. - Introducción

D . R E VUELT A

Los mostos de uva, antes de la fermentación , con tien en siempre en mayor o menor
proporción , subs tancias nitrogenada s de naturaleza pr otéica .

Durante la ferm entación alcohólica , la acción pr eLeolítica de cier tas levaduras, ha ce
desapa rece r par te de dich as substancias. Al mismo ti empo, los tanin os exis tentes en los
vinos en diferen tes concen trac iones, coag ulan otra fracción pero de un a manera casi ge­
neral y particula rmen te los vinos blan cos jóvenes, conservan cantida des imp or tan tes .

Estos comp uestos ni trogenados juegan un papel impor tante en la limpieza de los vi­
nos blancos y su presencia puede provocar la llamada precipitación protéica, "Casse pro ­
teíque" o quiebra prot éíca, turbidez que al aparecer después del embotellad o pu ede al­

. terar la presen tación de los vino s con las cons iguien tes consecuencias económicas.
El estudio de subs ta ncias proteicas en vino s ha sido llevado a cabo en Alemani a por

IÜELlIOFER (1, 2, 3, 4, 5) Y KOCR (6, 7) sobre mu es tras de pr ocedencia Hhín, en Argelia
por MARCILLE (8) y en Francia por BOllRINGER y DaLLE (9) per o en la bibliogr afía cons ul­
tada no apa rece nin guna refer encia a su realización en vin os espa ñoles.

Con estos antecedentes se ha llevado a cabo un trabajo experimental que abarca las
sigu ientes partes :

1. Distribuci ón de la fr ecuencia con que apar ecen en vinos origina r ios de las dis tin­
tas zonas produetor as de la región aragonesa, turbideces más o menos intensas por ca­
lentami en to o adi ción de tanino.

2. .Estu dio de los pr ecipitados a qu e se r efiere el apartado an teri or, compre n diendo
el an álísís elementa l, la determinación de fra ccion es nitrogenadas en hi drolizados y el
examen croma tográfico y electroforé tico de. los mismos.
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11. - Frecuencia en la distribución de proteínas en vinos de Aragón

n. 1. Material.

Se han utili zado vinos blancos procedentes de las principales zonas produc toras de
la provincia de Zaragoza y fundamentalm ent e del llamado Campo de Cari ñena, como
más caracter ístico de la región.

En cuanto a las fechas de elaboración han oscilado entre los años 1961 y 1968.

n . 2. Métodos.

Precipitac ión por el calor. - Las muestras se someten en condiciones adecuadas a
temperaturas de 30°, 45°, 60° Y 900 observándose la posible aparición de enturbia­
miento .

Precipitación por adición de tanino . - Se han utilizado dos concentrac iones distin­
tas : 0,25 y 2,50 g. j!. para compar ar los r esultados.

Reconocimilemto de precipitado s. - Se r ealiza en todos los casos con las pruebas pr e­
conizadas por RInEREAU y P E YNAU D (10) para comprobar la naturaleza prot éica de los
mismos.

Determinación cuantitativa de precipitados. - Se lleva a cabo gravimétri camente.

n. 3. Resultados

Vienen expresados en la tabla núm. 1

Procedencia
Tem peratura Tanin o

(Núm . orden)
Año :lO° 45° 60° 90° 0,25 g. j !. 2,5 g.j!.

Cariñena (1) ... ... ... 19671 - - + + + + +
(2) .. , ... ... 1968 - - - - + +
(3) ... ... ... 1968 + + + + + ++
(4) ... ... ... 1968 - - - - + +
(5) ... ... ... 1968 - - - - + +
(6) ... ... ... 1968 - - - - - -
(7) ... ... ... 1968 - - - + - +
(8) ... ... ... 1968 - - - + + +
(9) ... ... ... 1968 - - - - + +

(10) ... ... ... 1968 + + + + + ++
(11) ... ... ... 1968 - - + + + +
(12) ... ... ... 1962 - - - - - -

Pan iza (1) ... ... ... ... 1968 - + + + + ++
(2) ... ... ... ... 1965 - - - - - -

Aguarón (1) ... ... ... 1967 - - - - - +
(2) ... ... ... 1965 - - - - - +
(3) ... ... ... 1967 - - - + + +

Longares (1) ... ... ... 1968 + + + + + + +
(2) ... ... ... 1968 - - - + + +

Cosuenda (1) ... ... ... 1968 - - - - - -

Tabla núm. 1. - Distribución de proteínas por precipita ción en vinos procedentes de
la zona de Cariñ ena.

La aplicación de los procedimientos expues tos a una serie de muestms de edad supe­
rior a un año nos ha conducido a los siguientes valores (tabla núm. 2) :
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Tabla núm. 3. - Cantidades por litro de substancias pro téicas pr ecipit adas .

28
23
19
26
21

mg ./l. por tanino (2,5)

12
20
17:
21
18

mg. /l. a 90 0 e

III. - Estudio de precipitados prot éícos

Cariñena (1)
(3)

(10)
Paniza (1) ..
Longares (1) .

Cualitativo. - La aplicaci ón de los métodos usuales de análisis cua lita tivo en las ce­
nizas nítricas de los precipitado s obtenidos por la s acciones anteriormen te citad as indi­
co. la existencia en los mismos de los siguientes elementos: Carbono, hidró geno , azufre ,
nitró geno , f6sforo, hierro y calcio.

Cuantitativo. - Determinación de carbono e hidrógeno . - Se utiliza un método de
combusti6n .basado en el microanalítico de ZBIMERMANN (11).

Determinación de azufre. - Se realizo. de acuerdo con el método de ESCflKA (12).
Determinación de calcio. - Se lleva a cabo colorimétricamente midiendo a 575 mili­

micra s la absorción que pres enta la solución problema adicionad a a Reactivo Colorante
RNF de la casa Clinton.

Determinacum de fósf01'o. - Se utiliza el método colorimétrico por adici ún de una
mezcla de molibdato amónico , ácido tricloroacétíco y ácido amino na ítolsulf ónico a la
solución problema.

Determina ción de hierro. - Por medio de una soluci6n de sulfocianuro potá-sico se
produce un a coloración roja que se mide color im étr icamente. Para evitar la inter fer encia
debida a la presencia de ion es fosfato en lo. mu estra problema se ha utilizado la modifi­
cación de PETER SON y ELVEIlJEM (13) antes de realizar las medida s,

Procedencia (Núm.. orden)

Tabla núm. 2. - Distribuci6n de precipitados protéicos en vinos de edad superior a
un ·año.

Por lo que se refiere a la determinaci6n cuan ti ta tiva, las cantidades precipitad as vie­
nen expuestas en la tabl a núm . 3 que a con tinuaci6n se rela ciona:

III. 1. Análisis previo elemental.

Procedencia I Te1nperatura Tanino

(Núm . orden)
Año

30° 45° 60° 90° 0,25 g·/!. 2,5 g./!.

Magall6n (1) ... ... ... 1961 - - - - - -
(2) ... ... ... 1961 - - - - - -

Cariñena (12) ... ... .. . 1962 - - - - - -
Lécera (1) ... .. . ... ... 1963 - - - - - -
Paniza (2) ... ... ... .. . 1965 - - - - - -
Aguar6n (2) ... ... ... 1965 - - - - - +
Mequinenza (1) ... ... ... 1966 - - - - + +
Cariñena (1) ... ... ... 1967 - - + + + ++
Agnarón (1) ... ... ... 1967 - - - - - +

(3) ... ... ... 1967 - - - + + +
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Resultados. - La proporción de elementos determinados oscila en tr e los límites que
se citan :

Diferencia

N. IMI NI CO

18)

12 %
75 %

1 %
2,3 %
4 %
4,15%
3,25%

29,16 %
3,94 %
1,11 %

19,20 %
43,04 %
32,41 %

6,92 %

N. AMINICO

6
38,25

0,25
0,85
0,95
1,75
0,85

24,30
3,52
0,44

12,40
32,02
26,26

5,77

elemen tos en precipitados.

---1
Filtrado

Ac. fosfotúngstico
1- - _,1 I

Residuo Filtrado
Kjeldh al Sor ensen (17,

I I
N. BASI CON . mrarxrco

;--- - - -------- JIlDROLlZADO

I
Destilación
con O Ca - -- N .U II DI CO

1- - - __- - 1

Residuo
I{jeldhal

Carbono oo • • • • oo • • ••

Hidrógeno ...
Azufre oo ' . oo

Cenizas .. . . ..
OCa .oo

P20.• oo'

Fe
2
0

3
• •• oo . oo • • : .

Tabla núm.. 4. - Camp o de variabilidad de

Kjeldhal

N . TOTAL

Resultados . - De los valores h allado s para las distintas fra ccion es nitrogenadas pue­
de establecerse como límites inferio r y superior r especti vamente en cada caso los valores
que se acompañan utilizando el coeficiente 6,25 para la estimación del con tenido en pro­
teínas de los pre cipitados

N Total .
Proteína s oo. oo . oo . • ••

N Amídico .
N Humíni co .
N Básico oo ..

N Amínico oo ' .

N Imín íco .

Tabla nú m. 5. - Interv alos de variación de las fra cciones nitrogenadas respecto al
prec ipitado total.

Estos re sultados correspon den a doce mu estras de vinos de las pr ocedencias indicadas
anteriormente.

Ilidrólisis ácida,. - Tiene lugar en matraz pr ovisto de refrigerante de reflujo en las
siguientes condiciones:

Agente hidrolizante : Acido clorhídrico red estilado
Concentración : 6 normal
Temperatura : eb ullición
Tiempo : 24 horas .

Distribución de n it¡'ógello protéico: - El método seguido viene indicado en el esque­
ma adjun to y responde a las indicaciones de HAUSSMAN, O SBORNE y fuRRIS (14), modifi­
cadas por VA~ SLYKE (15, 16):

111. 2. Estudio de fraccione s nitrogenadas.
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III. 3. Estudio cromatográfico de precipitados.

Para es te obj eto se han r ealizado cro ma togra mas en capa fina de los hidrolizados de
substancias protéicas precipit adas en or den al r econocimien to cuali ta tivo de los ami­
noácido s constituyen tes y post er iormente el an áli sis cu antitativo por cr omatografía en
columna.

Cl'olJuztogramas en capa fina. - Se emplean dos tipos de sopor tes como son Silicagel G
Merck (19, 20) Y Celulosa MN 300 G (21). Todos los cro matogram as se hicerou sobre pla­
cas de vidrio de dimensiones 20 x 20 cm. El gro sor en todos los casos era de 250 micras.

Con objeto de comparar los r esultados obtenidos se realizaron pr eviamente una ser ie
de experie ncias con 10B sopor tes y sistemas de solven tes más corr ien temente cita dos en
la bibliografía consulta da con vis tas a la selección de los que producen las mejor es r eso­
luciones. Al mismo tiempo se const r uye ron cromatogra mas con 17 aminoácidos patr ones
Merck en todas las técnicas segu idas.

Todos los cromatogramas se realizan sin previa saturación de la cámara . Las placas
se colocan en el tanque form ando un án gulo de 70 0 con la horizontal.

Como r evelador se utiliza en todos los casos un a solución de ninhidrina al 0,2 %
en etanol. Se alcanzan re corridos del fr ente del solven te de un os 15 cm. apro ximada­
mente.

En cuan to al secado de las placas se realizaba o bien al aire durante 24 horas o en
estufa a no °c durante 10 minutos conservan do las condiciones en cada serie de ex­
periencias.

En total se r ealizar on 22 cromatog r amas distintos sobre tr es mu estr as de proced en ­
cias Cariñena y Paniza,

Tras ensayo de los principal es sis temas de solven tes cita dos se encontraron como
más conve nientes y fu er on utilizados los siguien tes :

En un a dim ensión:

~53S -

Sobre Silicagel G Merck (22, 2S) :

1. o Cloroíormo-Metanol-Amoníaco 17 % (20:20 :9).
2. o Fenol-Agua (75 :25).

Sobre Celulosa MN 300 G (24) :

1. o n-Butanol-Acetona-Dietil amina-Agu a (10 :10 :2 :5).
2. o Isopropanol-Acido fórmico-Agua (40 :2 :10) .
3. o sec-Bu tanol-Metiletil cetona -Diciclohexilamina -Agua (10 :10: 2 :5) .
4. o Fenol-Agu a (75 :25).

En dos dimensiones:

Sobre Silicag el G Merck:
1. o Cloroformo-Metanol-Amoníaco 17 % (20:20 :9) . Fenol-Agua (75-25).

Sobre Celulosa MN SOO G :

1. o n-Butan ol-Aceton a-Dietilamin a-Agua (10 :10:2 :5). Isopr opanol-Acido fórmico-Agua
(40 :2 :10) .

2. o n-Butanol-Acetona-Dietilamina-Agua (10 :10:2 :5) . sec-Butanol-Metll etllc etona-Dici,
clohe xijami na-Agua (10 :10 :2 :5).

S. o n-Butan ol-Acetona-Dietilamina-Agua (10 :10: 2 :5). Fenol-Agua (75 :25).

Los tres sistemas de solven tes elegidos par a croma togra fías bidimensional es "sobr e Ce­
lulosa MN-SOO G, corr espon den a la técnica multidimensional de VON Aux y NEHER (24).

Cromatografía en columna. - Se r ealiza mediante ella la determinación cuanti ta tiva
de aminoácidos. Los produc tos de hidrólisis se analizan por el método de la ninhidrina
en Anali zador Automático de aminoácidos.
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Pura ello antes de la realización de la h ídrélís ís de precipita dos se dializa la muestra
[rente a agua destilada para eliminación de sales minerales, aminoácidos libr es y peque­
ñas moléculas posiblemente existen tes. Posteriormente se procede a liofilización separada
de las fracciones insolubles y sobrenadante y el pr oducto que no se ha disuelto en agua
se hidroliza en condiciones adecuadas.

R esultados. - Todos los cromatogramas en capa fina presen tan sin lugar a dudas la
exis tencia de Ienilalanina, leucina, lisina, ácido uspár tíco y ácido glutámico.

Con frecuencia su perior al 50 %de los casos aparecen metionina, v álina y proliua y
con frecuencia igual o menor del 50 %, serina, alanina , histidina, arginina e hidroxi­
prolina.

En total se detectan tr ece aminoácidos cons tituyentes distintos. Por lo que respecta
a la determina ción cuantitativa ' se han obtenido los resultados indicados en la tabla nú­
mero 6.

A1llinoácidos mi crog. /mg . prot eína microM/mg . proteína

Asp 155,72 1,17.
Thr 90,53 0,'(6
Ser 50,44 0,48
Glu 138,30 0,94
Pr o Trazas -
Gly 60,05 0,80
Ala 89,98 1,01
Val 110,12 0,94
Cys Trazas -
Met 29,84 0,20
Ileu 87,89 0,67
Leu 87,89 0,67
Nor 62,96 0,48
Tyr 59,75 0,33
Phe 74,29 0,45
H

3N 20,5'( 1,21
Lys 92,49 0,62
His 32,82 0,28
Arg 85,33 0,55

Tabla núm. 6. - Determinación cuantitativa de aminoácidos.

Se detectaron 18 aminoácidos dist intos de los cuales prolina y cistina no pudieron
evaluarse cuantitativamente por su pequeña concentración.

Del análisis cuantitativo se deduce un con tenido en proteínas que va de un 40 a un
53 % según las fracciones consideradas y que viene a corresponder con el encontrado en
el estu dio de fracciones nitrogenadas en hidrolizados
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111. 4. Estudio electroforérico de muestra s.

60,96 - 65,71 %
34,29 - 39,04 %

Técnica núm. 1 Técnica núm. 2

Veronal 'Sódico 0,04 m.

Rojo Poncea u S Negro amida B 12
Ac. acético 5 % Metanol . . . . 475

Ac. acético 50
Agua 475

Metanol anhidro
Metanol . . . " 87
Ac. Acético . 12
Glicerina . . . . . 1

Fracción 1
Fracción II

200 voltios
75 minutos

IV. - Conclusiones

Condiciones . - Se realizó con dos técnica s distintas en orden al colorante utilizado :

R,esultados . - Se llevan a cabo una docena de exper iencias encontrándose en la
mayor ía de los casos la existencia de dos mancha s correspondientes a otras tantas frac­
ciones protéicas,

Solamente en dos caBOS aparece una sola mancha tras desarrollo y revelado de las
Liras,

Para la evaluación cuantitativa de ambas fra cciones se utilizó un fotodensitómetro
Elphor obteniéndose los siguientes resultados :

Tampón

Colorante
Decolorante

Voltaje:
Tiempo:

Deshidratan te
Transparentador

Prim e1'a . - . La existencia de substancias nitrogenadas de naturaleza prot éíca es muy
frecu ente en los vinos procedentes de la región aragonesa . Consecuencia de ello, el ries­
go de enturbiamiento conocido como quiebr a pro t éíca, no es despr eciable. Hasta un 50 %
de las muestras tratadas lo experimentan por efecto de la temperatura, mientras por
adición de tan ino llegan a un 80 %.

Segunda . - La proporción de muestras en las cuales detectamos substancias protéi­
cas por pr ecipitación disminuye de una manera apreciable con la edad de los vinos hasta
llegar a desaparecer de lo cual se infiere que dichas substancias se van transformando
en otras más sencillas no su sceptibles de pr ecipitar por adición de tanino o por el calor,
presumiblemente aminoácidos. El riesgo de enturbiamien to prot éico' decrece con el
tiempo.

Tercera. - El análisis cualitativo de los precipitados indica la existencia de los si­
guientes elementos: carbono, hidrógeno, nitrógeno. azufre, fósforo, calcio y hierro.
Cuantitativamente, carbono e hidrógeno se encuentran en muy similares proporciones
en todas las muestras ensayadas . El contenido en azufre es muy bajo del orden de un
1 %' Calcio, fósforo y hierro se presentan en las cenizas en proporciones decrecientes
en el orden indicado..

Cuarta. - El estudio de fraccio nes ni trogenadas en hidrolizados procedentes de pre ­
cipitados demuestra la existencia de un contenido en nitrógeno total que oscila entre
6 y 12 % corresponí dendo a un tanto por ciento en proteínas variable entre 38 y 75 %'
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Por lo que respecta a la distribución de nitrógeno destacan los valores ciertament e alt os
de nitrógenos humínico e ímínico respecto al total.

Quinta. _ El examen cromatográ fico de hidrolizados se ha realizado con las técnicas
usuales en capa fina para la detección de aminoácidos procedentes de moléculas pr ot éicas
y fun damentalmnte con la técnica de Von Arx y Neher . Por este procedimiento se han
dilucidado en total tr ece amino ácidos distin tos cons tit uyentes.

Sexta. - Por medio del análisis cuant ita tivo cromutográ fico de amino ácidos se dedu­
ce un contenido en proteínas de un 40 a un 53 %. Los aminoácidos más abundan tes son
ácidos aspártico y glu támico, vulina, lrsina y ' Ieucina .

Séptima. _ Mediante el empleo de técnicas elec íroloré ticas se deduce que las mues­
tras objeto de estudio pueden contener un a o dos fracciones prot éícas distintas siendo
este último el caso más general. La evaluación fotométrica indica que una de las frac­
ciones viene a encontrarse en proporción doble que la otr a.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(10)

(11)
(1,2)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
(19)
(21)
(22)
(23)

(24)
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Summary

IIer e is perfor med s tudy of the prehyd roli tic tr eutments, boilin g and hleaching of the
weach straw and it is stab líshed in figures the possibilities of obtaining ñrst- clas ss ce­
llu lose , These results are sa tis factory.

Introducción

En los procedimien tos con vencionales para obtención de pastas celulósicas destina das
a la fabricación de pape l in teresa, sobre todo, la eliminación de lignina. Durant e el pr o­
ceso de fabricación un a par te de las h emícelulosas queda retenida por la pasta mientr as
que las menos re sisten tes se separan y BUS prod uctos de degrad ación se encuentran en
los líqui dos residuales.

Las hemi celulosas tienen una influencia favorable sobre la facilida d de refino y sobre
la res ísten cía del papel. Al disminui r el con tenido en hemicelul osas se debe aumen tar el
tiempo de refino , resulta ndo un papel menos resistent e.

Por el cont r ario en las pastas dedicadas a la fabri cación de rayón, celofán, éter y
esteres de celulosa la pr esencia de hemicelul osa es indeseable. En la fabricación de vis­
COBa la pr esencia de hemicelul osa produce un mayor consumo de hidróxido sódico en la
urerceriza ci ón y dificultan la filtración de la viscosa. Las hemicelulosa s no pu eden dar
soluciones de xantogenato por lo que permanecen inalt erabl es en el tr ans curso de la
fabricación de viscosa, sólo experimen tará n degradación dando a la fibra terminada un a
solubilidad- an álcali elevada y meno s resistencia a la acción de los ácidos. Durante la
ucetilaci ón el xilano form a un diacetato in solubl e en acetona que produce dificultades en
la filtración . En la nitraci ón de la celulosa el xilano forma nitrato de xílan n insoluble
en acetona y aceta to de butilo por lo que es per judicial en la nitrocelulosa empleada en
la fabricación de laca s y barnices.

La paja de trigo tiene un elevado contenido en hemicelulosas, prefere ntemen te pen­
tosas, por lo que resulta inadecuada su utilizac ión como materia prima para la fabrica­
ción de celulosa apta para usos químicos. Par a estas aplicaciones será necesario su enno­
blecimiento. Est e ennoblecimien to lo hemos efectua do mediante un a pre hidró lisis de la
paja con ácido sulfúrico dilui do antes de some terla a los procesos de cocción y blanqueo.
Este proceso está basado en que las hemícelulosas se hidr olizan con más facilidad que la
celulosa .
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1. Composición de la paja de trigo

70,7 %
9,9 %
8,4 %
4,8 %
3,4 %

7,1 %
<3 ,11%
5,9 %

16,7. %
28,3 %
22,2 %
50,2 %
1.1 %

15,4 %
26,2 %
71,2 %
27,3 %

8i0
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2
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.

CaO .
MgO .
80

3
.

Humedad ..
Cenizas .
Extracto metanol-benceno .
Furfural .
Pento sanas .
Lignina .
Celulosa Norman-Jenki ns .
Cenizas en celulosa N-J .
Furfural en celulosa N·J .
Pentosanas en celulosa 1.'\-J ...
oc·celulosa en celulosa N·J ...
Hemicelulosa en celulosa N·J .

Según 8chulze (1) se llaman hemicelulosas a los polísacáridos que acompañan a la
celulosa y son solubles en álcali diluidos y fácilmente hidrolizahles por ácidos mine­
rales diluidos.

Esta definición no es completamente correcta pues Pringsheim (2) ha demostrado
que alguno de estos polisaeáridos no son atacados por 'los ácidos con más facilidad
que la celulosa. Además, es imposible separar totalmente las hemicelulosas de la ce­
lulosa sin causar una importan te degradación de esta últim a (3) . Respecto a su solubi ­
lidad en álcalis hay que tener en cuenta que también es característico de los productos
de degradación de la celulosa que se encuentran en las llamadas f3 y 'Y·celulosa.

Realizado el análisis de la paja de trigo empleada en el trabajo se hallan los siguientes
resultados:

Teniendo en cuenta el tanto por ciento de celulosa Norman-Jenkins y su contenido
en oc-celulosa resulta que la paja cont endrá 35,7 % de oc·celulosa.

De los tanto s por Ciento de celulosa y de pentosanas en celulosa Norman -Jenkins re­
sulta que del 28,3 % de pentosa nas que contiene la paja, el 13,1; % pertenecen a los
celulosanos, es decir , que quedan uni das a la celulosa Norman-Jenkins, mientras que
el 15,2 restantes son . pentosanas libres que se solubilizan durante la separación de la
celulosa.

La composición de las cenizas determinada por los procedimientos normales de aná­
lisis es la siguiente :

2. Prehidrolisis

Como durante la prehídrólisis también se puede atacar la celulosa habrá que estudiar
las condiciones más favorabl es que permitan lograr la máxima eliminaci ón de pentosanas
con un mínimo ataque a la celulosa.

La paja prehidrolizada en los diversos ensayos ha sido sometida a cocción y blanqueo,
estudiando las variables de ambos procesos para obtener celulosa en las mejores condi­
ciones de rendimiento y calidad .
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Hawley y Norman (4) sugieren dividir las hemicelulosas en dos grupos que se pue­
den separar al obtener la celulosa por el método Cross y Bevan, El primer grupo está
constituido por las sus tancias que contienen ácidos urónícos y quedan en disolución
al obtener la celulosa, recibiendo el nombre de políuronídos. El segundo grupo lo cons­
tituyen las sustancias que por estar íntimamente unidas a la celulosa quedan retenidas
por ésta y reciben el nombr e de celulosano.

Norman (5) estudió las hemicelulosas de las pajas de centen o y de avena . En la paja
de centeno, que cont iene 41,7 % de hemicelulosas 8,3 % consis te de xilano íntimamente
unido' a la celulosa y el resto son celulosas libr es, pudiéndose extraer en frío con álca­
li de 4 %. En la de avena, que contiene 32,1 % de hemicelulosas, 9,3 % están asocia­
das con la celulosa y 22,8 % son libres. Dorr (6) establece que no se puede lograr la
separación total de las pentosanas de la paja debido a que una par ta de ellas están tan
íntimam ente unidas a la celulosa que no es posible su separación sin atacar a ésta.

Para determinar las condiciones más favorables se han efectuado 186 ensayos de
prehidrólisis. En todos ellos como agenta prehidrolizante se ha utilizado ácido sulfú­
rico. Las temperaturas de prehidrólisis han sido 130-140° y 1oo-105° .A las temperaturas
de 130-140° se han utilizado las concentraciones de ácido de 0,5, 1, 1,5, 2 Y 2,5 % y
una relación paja /ácido de 1/10. A temperatura de 100-105° las concentraciones de áci-

2
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do ensayadas fueron 0,5, 1, 2, 3, 4 Y 5 % y relación paja/ácido de 1/12 . En todos los
caBOS el tiempo se varió, en fracciones de 10 minutos, desde 10 a 180 minutos .

En las pajas prehidrolizadas se hicieron las siguientes determinaciones : furfural y
pentosanas, azúcares en solución, celulosa Norman-Jenkins, extrac to mstanol-benceno,
cenizas, lígn ína y a.-celulosa en celulosa Norman-Jenkíns .

En la eliminación de pentosanas , objeto principal de la prehidr ólisis, se observan
dos períodos muy bien definidos. En el prime r período, en el cual se elimina el 43-47 %
de las pentosa nas originalmente presentes, la h ídr ólisis es muy 'rápida. El examen
de las gráficas que se obtienen tomando pentosanas residuales frente a tiempo muestra
que la prehidrólisis de la paja procede como una reacción de primer orden . (Gráficas
1 y 2). La velocidad de racción en el primer per íodo está muy influenciada por la con­
centración del ácido. En el segundo período, duran te el cual la eliminación de pentosa ­
nas es mucho más lenta, la concentración del ácido tiene mucha menos influencia sobre
la velocidad de hidrólisis.

La pérdida de azúcares totales, deducida de los valores hallados para azúcar es en
solución, inicialmente aumenta con gran rapiez y posteri ormente se hace más lenta.
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En la celulosa Norman-Jenkins se observa una pérdida progresiva que se hace más
sensible para las concentraciones mayor es de ácido y largo tiempo .de prehidr ólisis,
debido a que en estas condícones no sólo hay pér didas de hemicelulosas, sino que tam­
bién se produ ce degradación de la celulosa.

Las pérdidas de cenizas y producto s extraíbles por la mezcla metanol-benceno son
como máximo del 20 y 64 %, respectivamente. El contenido en lignina desciende desde
el valor original de 22,2 % a 16,8 % en las condícones más enérgicas de prehidrólisis.
Esta eliminación de lignina por tr atamiento con ácidos diluidos fue observada por
Cohen y Harris (7) en la madera de arce y por Norman y Jenkins (8) en la paja de
lino.

El contenido en eL-celulosa en celulosa Norman-Jenk ins aumenta con el tiempo de
prehidróli sis, alcanza un máximo y luego disminuye.

Los mayores rendimientos en eL-celulosa se obtienen en los ensayos 32 (SO4H2 1 %,
130-140° ,140 minutos) y 124 (S04H2 1 s: 100-105° , 160 minutos). En ambos casos '8e
han eliminado en la prehidrélisis el 61-63 % de las pentosanas presentes en la paja
original.

3. Obtención de pastas celulósicas.

Los procedimient os de obtención de pastas celul ósícas tienen por objeto eliminar 10B
componentes que acompañan a la celulosa en los tejidos vegetales. Se realiza mediante
dos procesos fundamentales: 'cocción y blanqueo .

3.1. CoCCIÓN. - La cocción se puede realizar por procedimiento ácido o alcalino.
La utilización de uno u otro procedimiento depende .de diversos factores, sobre todo
de la naturaleza de la materia prima.. En el caso de la paja de tr igo, por su alto con­
tenido en materia extra ible y en sílice es más conveniente el procedimiento alcalino
al sulfato o procedimiento kr aft (9), (10).

Para conocer la acción del licor de cocción sobre la lignina varios investigadores
han estudiado el compor tamiento de compuestos sinté ticos de naturaleza semejante a la
lignina. Adler (11) y Gierer (12) al estudiar el comporta miento de los éteres ~-arílicos

en la cocción con hidróxido sódico 2 N a 170 ° encuentran que el enlace éter se rompe
pero sólo en una extensión del 30 %. Por el contrario en presencia de ión bisulfuro
la rotura es casi completa , pr oduciéndose la siguien te r eacción :
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Gier er y colabodarodes (13), (14) también han estudiado el compor ta miento poste­
ri or " frente al álca li , del sulfuro formado. A 100 0 se forman est ructuras cíclicas con
azufre en el an illo (p-d itianos) y posteriormente éstos se degra dan elimin ándose el 70 %
del azu fre. Esto explica el bajo con tenido en azu fre de la lignina al sulfa to.

Aunque la lin gin a es el componen te más profundamen te afecta do por la cocción al­
calina, todos los carbohid ra tos, incl uso la celulosa, se atacan por el li cor de cocción.
Hamilton (15) ha es tud iado el compo r tamien to de los difere n tes carboh id ratos. De la
celulosa se pierde apro xima damen te el 20 % De las h emícelulosas la más r esistente es
la xílosa y los que se atacan más fácilmen te marm osa y arabinosa. Axelsson (16) ha
dete rmina do la can tida d de xil an o que h ay lisu elto en el licor negr o en difer entes
etapas de la cocción . La conce ntrac ión de xilano alcanza un máximo a las dos horas,
despu és la conce n trac ión desciend e rápida men te debido a la degrada ción por el álcali
cali ente . Los productos finales que se forman en la degradación de los carbohi dratos
son los ácidos {3, y-dihidroxibutírico, glic ólico, lácti co, acético y fórmico.

La velocidad de rea cción de los compone n tes de la mat eria prima con el licor de
cocción aumen ta al aumen tar la con centración de ést e. Esto origin a qu e el tiempo ne­
cesari o para alcanzar una det erminada desli gnifi cación sea más cor to. Sin embargo,
cuan do la concentra ción de licor sobre pasa cierto valor, qu e depend e de la naturaleza
del material cocido, aumenta el ataq ue sobre la Cl. -celulosa .

Legg y Hart (17) estudian el efecto de la sulíidez en la cocción de varias maderas
y llegan a la concl us ión qu e la velocidad óp tima de deslignificación y el ma yor r endi­
mien to en carbohidra tos se ob tiene n con sulfi dez de 25 ó 30 %'

Hágglund (18), (19) al rea lizar la coción de madera de abeto por los pr ocedimi entos
a la 'Sosa o kraft encuentra que la cantidad de carbohidratos disueltos es ap roximada­
mente la misma en los dos procedimie n tos. La disolución de la lignina en el procedi­
miento kraft tiene lu gar a velocidad casi constante. Por el con trar io, en el pr ocedi­
miento a la sosa, primero la Iignina se dis uelve rápidamen te, pero una vez qu e se ha
disuelto la ter cera parte, la veloc idad decrece r ápidam ente. El efecto favor abl e de la
sulfidez 'Se debe sobre todo a la dism inució n del ti empo de cocción , pues la resistenci a
de la fibra es tanto mayor cuanto menor es este ti empo.

Se h an realizado pruebas de coción con las pa jas procedentes de los ensayos de pre­
hdirólisis que han dado un a celulosa Nor man-Jen k ins con un con tenido en Cl.-celul osa
super ior al 89 %'

Estas pruebas se reali zar on por el métod o al sulfa to emplean do un digest or esfér ico
con movimien to rotatori o.

Par a determinar las condiciones má s favorabl es de cocción se hiceron ensayos pre­
vios con las pajas procedentes de los ensayos de pr ehidrólisis 13, 46, 141 Y 184. Se en­
'Sayaro n las concentraciones de álcali activo de 17, 20 Y 23 %' En ca da un a de estas
concen tra ciones se utilizó la sulíidez 0, 5, 10, 15, 20 Y 25. El ti empo de cocción se va­
rió de una a ocho hor as y la tcmperaturamáxima en todo s los ensayos fu e de 160 0

• La
r elación li cor /paja qu e en todos los casos de 5/1. ,

De los r esul tad os obtenidos en estos ensayos previos se dedu ce qu e la con centración
de álcali ac tivo influye mu cho sobre la velocidad de eliminación de la lignina . Para
concentraciones de álcali acti vo de 17 la lignina elimina da a la s ocho horas representa
el 83-85 % de la ori ginalmente pr esente en la pa ja, pa ra concent raciones de álcali ac­
tivo de 20 % la lignin a elimi na da alcan za al 90-92 % y finalm ente para conce n tración
de álcali ac tivo de 23 % se logr a elimina r el 96 % de la lígnina original.

Se obse rv a también que la velocida d de elimi nación de lignina, para un a determinada
concen tración de álcali ac tivo, aumen ta al aumentar la sul íidez. Este a umen to de velocidad
de deslign ificación es mu y importante al pasar de 15 a 20 de sulfi dez. Con sulfi dez de 0, 5
Y 10 la velocidad de eliminación de lignina perma nece prácticamen te con stante duran te
todo el tiempo de cocción . Con sulfi dez del 15 % despué s de 7 hora s se eli mina muy
poca lignina. Finalm ente con sulñdez de 20 y 25 % los resultados obt enidos son muy

- 542 -



MAT ERIAS CELULOSICAS SECUNDARIAS: SU ENNOBLECIMIENTO

...,.... 543-

parecidos entre sí y la velocidad de desliguificación disminuye a las cuatro hora s y a
partir de las seis horas la cantidad de Iignina eliminada es muy pequeña.

Para concentración de álcali activo de 17 % la relación carbohidratos/Iignina en la
pasta es siempre baja. Utilizando concentraciones de álcali activo de 20 y 23 % esta
relación aumenta considerablemente al emplear un licor de cocción con suIfidez de
20y25 %.

Las pastas obtenidas en estos ensay os pr evios con un contenido en Iignin a inferior
al 11 % se sometiron al proceso de blanqueo , determinándose en las pasta s blanqueadas
el contenido en ((-celulosa. Los mejores rendimientos en ((-celulosa se obtienen em­
pleando concentración de álcali activo de 20 %, sulfidez 20 % y tiempo de cocción de
seis horas . Las pastas cocidas en estas condiciones tienen un contenido en lignina de
3,9-4,3 s.

Cuando por aumento del tiempo de cocción o de la concentración de álcali activo
se tienen pastas con un contenido en lignina inferior a estos valores, el rendimiento
en oc-celulosa desciende debido a que se ha producido la degrada ción de la celulosa.

Por lo tanto, los procesos de cocción de la totalidad de las pajas prehidrolizadas 'Se
han realizado en las siguientes condiciones:

Relación licor ' de cocción/ paja : 5/1
Alcali activo: 20 %
Sulfidez : 20 %
Temperatu ra : 160°
Tiempo : 6 horas.

3.2. BLANQUEO. - Las pastas obtenidas industrialmente por los procedimientos áci­
do o alcalino contienen todavía lignina residual . El objeto del blanqueo es separa r las
sustancias incru stantes que produ cen la coloración de la pasta.

La tendencia que ha prevalecido en el desarrollo de las técnicas de blanqueo consis­
te en realizar lo en una serie de etapas que pueden ser las sigui entes: 1) Tratamiento
con cloro en medio ácido. 2) Extracción alcalina. 3) Tra tamient o con hipoclorito y
4) Tratami ento con dióxido de azufre .

Samuelsen (20) ha establecido que durant e el proceso de blan queo se producen las
siguientes reacciones: 1) Disolución de inscrustantes. 2) Destrucción de materia colo­
rante . 3) Degradación oxidante de los in scru stantes una vez que se encuentran en di­
solución y 4) Ataque por oxidación de la celulosa. Las dos primeras rea cciones son las
que interesan que se produzcan, mientras que la tercera y cuarta se deben evitar.

E! estudio cinético (21) (22) indica que durante la etapa de clorací ón en medio áci­
do se producen dos r eacciones, una de sustitución que es rápida y otra de oxidación
que es más lenta . Según Giertz (23) es imposibl e eliminar totalmente la lignina en una
sola clorací ón, pues aún utilizando un exceso de cloro la reacción con la lignina cesa
antes de haber reaccionado totalmente . Despué s de extraer con 'álcali , la pasta vuelve
a reacionar con cloro en una segunda clora ci ón, esta reacción también es rápida pero
igualmente cesa antes de hab er reaccionado toda la lignina residu al. En las etapas de
clorací ón se debe emplear una cantidad de cloro que, según diferentes autores, varía
del 55 al so % del cloro total necesario para el blanqueo (24), (25) , (26). La velocidad
de cIoración aumenta al aumentar la temperatura , pero por encima de la temperatura
ambiente , el efecto sobre la cantidad de Iignína que se' separa es muy pequeño, mien­
tras que la degradación de ' carbohidra tos puede llegar a ser importante (27).

Las cloroligninas Iormadas durante la cloración son solubles en disoluciones alcali­
nas. Para eliminar las cloroligninas de pastas al sulfato es necesar io 1,5-2,5 % de su
'peso de álcali. El tiempo necesari o para la disolución de las cloroligninas depende de
la temperatura. Para pastas al 'Sulfato se considera como temperatura óptima 60° du­
rante 60-90 minutos (28), (29).

En el tra tamiento con hipoc1orito la velocidad es grande al principio y luego dis-
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minu ye (30). Los productos obtenidos en la reacci ón son solubles en álcali por lo que
se separan de maner a continua.

Desde el punto de vista práctico tiene gran int erés el ataque de la celulosa durante
esta etapa. Al comenzar el tra tamiento con hiploclorito 'Se debe tener un pH de 9, pero
al formarse cm, c O

2
y otro s ácidos disminu ye el pll. En estas condiciones se favorece

el blanqueo pero se ataca más la celulosa.
Al final de la etapa de tratamiento con hipoclorit o se hace un tr atamiento con un

agerita reductor (por ejemplo, dióxido de azufre) que actúa como "ant icloro" y estabi-
lizador del color . .

El blanqu eo de las pastas obtenidas en los 58 ensayos de cocción se ha realizado en
las cuatro etapas citadas anteriorm ente. El cloro total necesario para el blanqueo se
deduce del valor del índice de Johnsen-Noll. En las etapas de cloraci ón se h{a emplea­
do al 65 % del cloro total necesario , trabajando con una densidad de pasta de 4 %
a la temperatura ambiente y durante una hora . Las etapa s de extracción alcalina 'Se
realizaron en disolución de NaOH, densidad de pasta 15 %, proporción de álcali 2 %
r especto a pasta , temperatura de 600 y tiempo de una hora . El blanqueo con h ípoclo­
rito se efectuó durante 4 hora s, densidad de pasta 10 %, temperatura de ' 30 0 y man­
teniendo el pII entre 9 y 10. En esta etapa se emplea el 35 % del cloro total necesario .
Finalm ente se hace el tr atamiento con SO•.

En las pastas blanqu eadas se determinaron : a. -celulosa, hemicelulosas, extracto me­
tanol-benceno, cenizas, solubilidad en agua, solubilidad en álcali , furfur al, pen tosanas
e índice de cobre . Los mejores resultados se obtuvieron con las pajas pr ocedentes de
los ensayos de prehidrólisis que se indi can en las conclusiones .

4. Conclusiones.

1." En las prehidr ólísis realizadas con concentraciones bajas de SO4H2 el rendi­
miento de la operación desciende rápidamente hasta los 70 minutos. Utilizando concen­
traciones de ácido más altas el descenso rápido del rendimiento termina a los 20-30
minutos.

2." En la eliminación de pent osanas durante la prehi dr ólisis se observan dos pe­
ríodos. En el primer per íodo, en el cual la hidrólisis es muy rápida, se elimina el
4.'3-47 % de las pentosa nas. La velocidad de hidrólisis en este prim er período est é muy
influ enciada por la concentración del ácido . En el segundo período las pento sanas se
eliminan más lentamente y la velocidad de hidrólisis está poco influ enciada por la
concentración del ácido. Para una misma concentración de ácido la velocidad de hi­
dróli sis de las pentosanas aumenta al aumentar la temperatura.

3." Los valore s de las pérd idas de azúcares totales, coinciden con bastante aproxi­
mación con las pérdida s de pento sanas ; sólo en los tratamiento con los ácidos de mayor
concentración durante largo tiempo hay una mayor pérdida de azúcares totales que de
pentosanas debido a que se ha degradado la celulosa y ha pasado a la solución .

4." Durante la prehdiróli sis se produ ce una disminución del contenido en celulosa
Norman-Jenkins , debido a que esta celulosa retiene una parte de las hem ícelulosas .
Esta pérdida es mayor en las condiciones más enérg icas de concentración de ácido,
temperatura y tiempo.

5." La preh idr ólis is también produce la eliminación de parte de Ia lignina, cenizas
y materias extraibles por la mezcla metanol-benceno.

6." El contenido en a.-celulosa en celulosa Norman-Jenkins aumenta con el tiempo
de prehidr ólisis, alcanza un máximo y luego disminuye. El tiempo en que se alcanza
el máximo depende de la concentración del ácido y de la temperatura . La máxima can­
tidad de a.-celul osa se logra cuando se ha eliminado al 61-63 % de las pentosanas pre­
'Sentes en In paja or iginal.
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7.& En las pruebas de cocción, realizadas para encontrar las condiciones más favo­
rabl es de esta opera ción, y que se llevaron a cabo a temperatura máxima de 100 ° y
empleando una relac ión licor de cocción/ paja dc 5/1 , se observa que la velocidad de
eliminación de lignina aumenta al aumentar la concentración de álcali activo: Para
una determinada concentración de álcali activo, la velocidad de deslignif icación aumen­
ta al aumentar la sulíidez. Este aumento es más sensible al pasar de sulíídez 20 a 25.
En la relación carbohidratoa/ Iignína también se observa un aumento con licores de
cocción dc 20 y 25 % de sulñdez.

8." 'Las pasta s obtenidas en estas pru ebas previas de cocción, con un contenido en
lignina inferior al 11 %, se 'Sometieron al proceso de blanqu eo. En las pastas blanquea­
das se determinó la oc-celulosa. Se encontró que el máximo rendimiento en oc-celulosa
se obtuvo en las pastas cocidas con concentraciones de álcali activo de 20 %, sulfidez
de 20 % y tiempo de seis hor as. Estas condiciones fueron las que se emplearon en la
cocción de pajas prehidrolizadas en las que el contenido en oc-celulosa en celulosa Nor­
man-Jenkins es superior al 89 %'

9." El blanqueo de las pastas se hizo en cuatro etapas: tratamiento con cloro en
medio ácido, extracción alcalina, tr atamiento con hipoclorit o y tr atami ento con dióxido
de azufre. El contenido más alto en oc-celulosa se logra en las cocciones 3, 4, 5, 6, 9, 10,
11, 12, 16, 17, 18, 31, 32 Y 33 De aquí se deduce que las condiciones de prehidrólisis más
favorables son con ácido sulfúrico de 0,5 %, a 130-140° durante 140, 150, 160 Y 170 mi­
nutos y con ácido del 1,5 %, a igual temperatura , duarnte 100, 110 Y 120 minutos . A
temperatura de 100-105° el mayor contenido en oc-celulo'Sa se logra con ácido sulfúrico
del 1 % durante 150, 160 Y 170 minutos.
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Summary

In a pre via us oomm unica tion was described the experim ental melhod of deter mina tion
of secon d virial coelíicients (SVC) of gases and studied those of pure nitrogen and pro- '
pane . In th e present work the SVC's of mixtu res of both gases are considered. It wa s
carried out the exper imen tal dete r mination of compressibility for six mixtures at tempe­
ratures between 2() and 50°C, coverí ng the whole ronge oí compositions, an d from
these, the mixed SVC's, ll 12 ' at those temperatures were calcu lated,

The app lica tion of lhe vanious combi natíons rules was considered for calcula ting the
mixed molecular parameters corresponding to LJ (12-6) an d modified exp-6 potentials ,
The so foun d val úes for th e SVC al. th e working temperatures wer e compare d with the
experi mental ones.. In ar der to reac h more general concl usions, the data ohtaíned by
other worker s were also used.

For the LJ (12-6) model , tlle rules Ior ealcula ting EI~' that gíve hebter nccordan ce
with the exp er iment al data, are th e expresed by the geome tric mean an d the Iormel

1
~ (E11 °11

3
E22 °22

3)1
/2 . In the case oí th e exp-G potential, the more satisfactory

° 12
3

concordance is ob taáned with th e -r ule ser ies '(12 = (Y11 + Y22) / 2; (rm) 12 = [('1'm)u +
+ (rm )22 ] / 2 ; E12 = (E 11 E22) 1/2 and that proposed by Srivastava and Srivastava .

Introducción

Como es sabido, para una mezclo de gases ,el segun do coeficien te del virial depende
no solamente de la naturaleza de los gases puros y de la temperatura, sino también de la
compos ición . En el caso de una mezcla binaria, aquél, viene dado por la conocidn fór ­
mula, qu e pu ede dedu cirs e mediante arg umen tos estadís ticos:

(1)

donde Xl s », indican IOJs fracciones molar es de los componentes 1 y 2, Bu y B2~ los
respectivos coeficien tes del virial de las sus tancias puras; B

12
es el segu ndo coeficiente

del viri al "mixto" qu e describe las interacciones en tre una molécula de la clase 1 y una
molécul a de la clase 2. En general, B12 no puede deducirse sencillamente de los valor es
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(2)

T = 899,82° J( T = 422,05° I(

X
N 2 13m X

N 2 13m
0,211 -118 0,168 -122
0,4B4 -59 0,287 - 87
0,556 - 47~ 0,681 -33
0,999 13

cortan do sucesivamen te el desarrollo en los términos en _p2, p3,p4, eto., a fin de buscar
el que reproduzca mejor los resultados experimenta les. Las mejores representaciones
parecen obtenerse con el polinomio de tercer gr ado para las medidas a 399,32 y con el de
cuarto para las de 422,05 K (esta diferencia puede atribuirse al hecho de que estas últi­
mas fueron realizadas en época posterior y con mayor precis ión, como señalan los auto ­
res) . El SCV se obtiene multiplicando b por R,T/0,068045, ya que las presiones vienen
expresadas en lb /pulgadas» abs. Los res ult ados calculados son los recogidos en la
Tabla 1.

T ABL A 1

y la de Woolley-) :

REVISTA DE LA ACADEMI A DE CIENCI AS EXACTAS , FISICO·QUIMICAS y NATURALES

B¡2 = (B I ¡ B2 2 ) !

pero tanto runa corno otra dan resultados acepta bles sólo a temperatura s suficientemente
al tas a las que las fuerza-s a trac tivas tienen un efecto relaldvamente pequeño,

Para un modelo <de potencial central como el de ~lie (n, 6), el c álculo de Bl 2 es exac­
tamente el mismo que el de Bu y B•• sin mús que efectuar un simple cambio de escala
en losparámetros moleculares o y E.-Los valores de 0

1 2
y E1 2 pue den obtenerse a partir

de medidas experimentales sobre mezclas, pero ocurre que, exis ten muy pocas determina­
oioneseon la pr ecisión suficien te para determinar adecuadamente esos parámetros, por
lo que normalm ente hay que acudir a alguna pr edicci ón <de sus valores a partir de los
corers pond íentes a los de los gases puros. Las' fórmulas aplicadas, que reciben el nombre
de "reglas (o relaciones) de combinación ", aunque pr esentan algún funda mento teórico,
implicansimplificaclones tan drásticas que deben considerarse comosemiempíricas y
justi ficarse, en últ ima instancia, mediante comparación con los r esultados experimen­
tales.

Los segundos coeficien tes del vidal (SCV) de nitrógeno y propano han sido objeto
de minuciosos estu dios experimentales en un amplio intervalo de tempe ratnras-."). No
sucede, en cambio , 10 mismo con la mezcla de ambos gases, ya que, apar te de n uestro
trabajo, sólo hemos encontrado otros dos en la bibliografía examina da,

En el unode ellos llevado a cabo por W atson et a1.6 ) , 'Se hallan los factores de com­
presibilidad a diferen tes presiones para tres mezclas a las te mperaturas de 399,32 y
422,05° K. Desgraciadamente, las medidas efectuadas pertenecen a la regió n de las altas
presiones, por lo que 10'S SCV obtenidos a partir de ellas adolecerán de una gran impre­
cisión (las determinaciones adecuadas de los CV req uieren medidas por debajo de 1 ó
2 atm, y \Se puede afirm ar rpue por encima de 10 a tm la incer tidumbre es de un or den
de magni tud mayor que la de la propia consistencia Interna). Para el cálculo de los SCV
a par tir de dichas medidas , hemos ajustado los datos de compresibilidad medían te el
polinomio :

Bl! Y B
2 2

• La regla de Lewis RandalP ) 'Según la cua l : B ¡2 = 1 (Bu + B2 2)/2, sólo puede
ser utilizada cuando los dos gases son especies muy parecidas. Se han prepuesto otras
fórmu las aproximadas como la de Amdur-Mason"), según la cual:
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Con todos estos resul tados, se ha ajustado la paráb ola:

(3)

(5)

8)
9)

referencia

-159,53
-147,35

f312 = - 5 ml / rnol
f3 12 = - 9 ml / rnol

f311 = - 2 ml/mol
f322 = - 424 ml/rnol

0,161
0.00027.

, - 549 -

ab = 1--' z (1 atm)

pv / (pV)o = z = 1 + f3' P + y' p2

0,4822
0,4917

T = 399,32° K :
T = 422,05° I{ :

o
-1

Nitrógeno (288,711° K)
Propano

T = 399,32° K T = 422,05 ° K

~2 f3 :lS. f32

° -209 ° - 186
1 8,5 1 11

Haciendo uso de la ecuación por ellos propuesta para hidrocarburos y sus mezclas:

TABL A II

Para los gases puros, Be tomeron los valore s de las curvas medias obtenidas a par­
tir de los dato s recogidos en la biblíograña- .s), a sa ber :

dando a los valores relativ os a los gases puros un peso arbitrario de 100 frente a los
de las mezclas por las causas ya dichas.

ao = f322 ' al = 2 (f3l2 - (322) y a2 = f31l '- 2 f3 12 + f32 2 (4)

con lo que, determinados ao' al y a2 en la forma in dicada, se halló:

En cuanto al otro traba jo', reali zado por Masan y Eakin "), resul ta tambi én algo di­
fícil determinar el mejor valor de f3l2 a par tir de los datos por ellos consignados, que
son los sigu íentee para los gases puros , a la temperatura de 288,701 ° K :

(siendo y' tal que y' /B' ce: f3' /2) , y si para el nitrógeno suponemos y' = 0, resulta n
para los SCV de los gases pruros (f3 11 = - 6,4 para el nitrógeno y f322 = ~ 385 para
el propan o) unos valores que podemos compara r con los deducidos, para la misma
temperatura, a partir de los datos bíbl íogr éñcos -, 5) :

Utilizando la ecuación (5), y a partir de los datos de Masan y Eakin para bm a 1 atm ,
así como los úl timamente citados para los gases puros, h emos obtenido los siguien­
tes valores del SCV pare las dos mezclas est udiadas:
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a par tir de los cuales, y mediante ajuste de la ecuación (3), se ealeula :

f3 12 (288,701 o E) = - 80 ml/rnol

con una ímpreciaí ón de ± 5, aproximadamente.

Parte experimental

En nuestr o trabaj o experimental se han determinado los SCV de G mezclas de ni­
trógeno + propano a las temperaturas de 20, 30, 40 Y 50· C.

El dispositivo experimental , así como el método operatorio seguido han sido des­
critos en un trabajo prevíc-r, donde también se consignan los resultados obtenidos para
los gases puro s. La única. varian te que cabe señalar es que para determinar la com­
posición del sistema , se introduce en el aparato uno de los dos gases, y una vez de­
temninada la cantidad del mismo (haciendo para ello uso de la ecuación del virial) , se
introduce el otro y se determina el núm ero total de moles (y, por tanto, la composición
de la mezcla), a la vez qu e los segundos coeficientes del virial.

En Ias tablas siguientes (Tabla III a Tabla VIII) se indican todas las medidas lle­
vadas a cabo por nosot ros, así como los valor es calculados para los SCV para las
mezclas preparadas, y a las distintas temperaturas <le trabajo.

En una lila se consignan sucesivamente: temperatura de la escala ca tetornétr íca .
temperatura del recint o manométrico, altura del índice en la rama corta del manóme­
tro , altura del menisco super ior, altura del menisco inferior, presión corregida (para
la escala catetométrica, densidad del mercurio y gravedad standar d) , volumen de las
ampollas hasta el último enrase y por último el producto pV en at o mI.
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SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NITROG ENO-PROPANO

TABLA I I I

t » mezcla ni troqeno-propcno

t""t tma.n Lind L.up LiD! p(a tm ) vamp (ml) pV

18,25 20,07 89,70 197,19 89,50 0,14113 243,7746 34,8792 t = 20,00° e
18,35 20,78 89,7,2 209,90 89,24 0,15811 217,2253 34,8830
18,35 21,30 89,71 228,00 89,50 0,18147 188,7059 34,8521
18,52 20,78 89,70 252,97 89,40 0,21434 159,1978 34,8441
18,30 21,15 89,71 286,80 89,50 0,25853 i31,3346 34,8181 Ilt (moles) =
18,20 20,60 89,70 322,41 89,51 0,30520 110,6859 34,8033 0,001452

318 ,25 21,15 89,70 372,37 89,47: 0,37069 90,4829 34,7817
17,90 20,65 89,70 458,89 89,49 0,48408 68,3976 34,7307
17,65 20,80 89,71 651,09 89,45 0,73598 43,6701 34,6089 f3 - 309 mla /mol

18,35 30,58 89,64 201,13 89,49 0,14603 243,7964 36,0911 t = 80,00· e
1875 30,15 89,65 214,41 8942 0,16351 217,2447 36,0715
18,61 30,20 89,62 232,81 89,29 0,18775 188,7228 36,0666
1858 30,65 89,60 258,8'( 89 35 0,2'2174 159,2120 36,0490 nt (moles) =
19,00 30,41 89,60 294,02 89,50 0,26754 131,3463 36,0329 0,001452

719,10 30,30 89,56 330,87 89,43 0,31584 110,6953 36,0179
19,18 30 35 89,56 382,41 89,30 0,38344 90,4910 35,9862
19,35 29,98 98,56 472,12 89,34 0,50077 68,4037 35,9365
19,42 30,07 89,55 671,65 89,30 0,76185 43,6740 35,8343 f3 = - 280 mls/mo!

19,43 38,89 89,53 204,70 89,21 0,15084 243,8183 37,2905 t = 40,00 . e,
19,25 38 80 89,53 218,68 89,37 0,16890 217,2642 37,2641
19,79 39,58 89,53 237,87 89,35 0,19396 188,7397 37,2604
19,88 39,37 89,53 264,85 89 4O 0,22914 159,2263 37,2540 n t (moles: =
20,02 38,76 89,53 300,63 89,17 0,27621 131,3581 37,2198 0,001452

819,92 3884 89,50 338,87 89,16 0,32616 110,7057, 37,2142
20,80 38,50 89,50 392,32 89,10 0,39609 90,4991 37.,1938
20,40 37,75 89,50 48528 89,32 0;51730 68,4098 37,1348
20,17 39,15 89,50 692,38 89,41 0,787:54 43,6779 37,0335 f3 = - 266 mls /mol

26,41 38,66 89,48 222,41 89,12 0,17412 217,2838 38,4437 t = 50,00· e
26,45 38,53 89,48 242,40 89,28 0,20003 188,7567 38,4528
26,32 38,60 89,48 269',99 89,24 0,23612 159,2406 38,4229
26,51 38,1'l , 89,48 307,111 89,15 0,28472 131,3699 38,4005 nt (moles ) =
26,63 38,80 89,48 346,7il 89,31 0,33624 110,7157 38,3943 0,001452

126,50 38,75 89,48 401,72 89,23 0,40820 90,5072 38,3685
26,70 38,91 89,48 497,20 89,18 0,53298 68,4160 ,38,3261
26,12 38,86 89,48 709,60 89,26 0,81033 43,6818 38,2173 f3 - 248 mis /mol

Moles de propano: 0,001221
5

xl> = 0,15902

Número 'total de moles en la mezcla : 0,001452
5
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , FISICO-QUIMICAS y NATURALES

TABLA IV

2 .a mecla nitrógen o-propano

teat tma.n L¡nd Lsup L1nl p (atm) vamp (ml) pV

17,32 17,30 89,00 222,21 88,75 0,17499 243,7746 43,2539 t = 20,00° e
17,12 17,22 89,00 238,43 88,88 0,19609 217,2253 43,2590
16,85 17,17 89,00 260,56 88,89 0,22510 188,7:059 43,2376
16,85 16,82 89,95 291,52 88,82 0,26581 159,1978 43,2147 11t (moles) =
16,65 16,93 88,95 333,05 88,62 0,32052 131,334Q 43,1894 0,001801

2

16,76 17,10 88,95 377,27 88,67 0,37843 110,6859 43,1744
16,86 17,10 88,95 439,31 88,84 0,45956 90,4829 43,1328
16,84 17,01 88,95 546,39 88,78 0,60006 68,3976 43,0736 {3 - 243 mls /rnol

24,60 25,27 89,03 227,Q7 88,83 0,18102 243,796-í, 44,7490 t = 90,00° e
24,25 25,30 89,03 243,73 88,93 0,20270 217,2447 44,7236
24,3L 25,24 89,05 266,56 88,85 0,23270 188,7228 44,7099
24,43 25,07 89,05 298,78 88,84 0,27491 159,2120 44,7083 nt' (moles) =
24,49 25,03 89,05 342,00 88,79 0,33158 131,3463 44,6865 0,001801

2

24,68 25,13 89,05 387,96 89,00 0,39148 110,6958 44,6612
25,00 2"5,17 89,05 451,43 88,65 0,47505 90,4910 44,6237·
24,03 25,17. 89,05 562,63 88,82 0,62044 68,4037 44,5591 {3 - 225 mis/mol

25,40 25,83 88,96 231,25 88,56 0,18683 243,8183 46,2156 t = 40 ,00° e
25,50 25,83 88,96 248,41 88,63 0,20920 217,2642 46,1931
25,47 25,83 88,96 272,10 88,67 0,24017 188,7397 46,1780
25,58 25,85 88,96 305,18 88,50 0,28370 159,2263 46,1835 Il t (moles ) =
25,70 26,86 88,96 349,89 88,60 0,342101 131,3581 46,1517 0,001800

6
26,00 25,90 88,96 397,29 88,82 0,40388 110,7057 46,1274
25,94 25,97 88,96 463,23 88,75 0,49031 90,4991 46,0968
25,60 25,63 88,97 577',63 88,78 0,64000 68,4098 46,0404 {3 - 205 mls /rnol

25,46 25,80 88,91 235,70 88,52 0,1927.1 243,8402 47,6960 t = 50,00° e
25,66 25,703 88,93 253,7:4 88,80 0,21596 217,2838 47,7078
25,50 25,30 88,93 278,11 88,80 0,24789 188,7567 47,6898
24,82 24,87 88,93 312,38 88,88 0,29268 159,2406 47,6652 n t (moles) =
26,68 27,06 88,93 358,42 88,75 0,35301 131,3699 47,6502 0,001801

2

27,09 26,70 88,98 407,00 88,80 0,41657 110,7,157 47,6272
26,45 26,06 88,98 474,94 88,76 0,50562 90,5072 47,5984
25,52 25,74 88,98 592,72 88,77 0,65985 68,4160 47,5421 {3 - 193 mls /rnol

Moles de nitrógeno: 0,0005644

~2 = 0,3134

N úmero tota h de moles en la mezcla : 0,0018010
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SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NIT ROGENO.PROPANÓ

TABLA V

s» mezcla nitrógeno-propano

t "" t t man L¡nd Lsup L¡nt p (atm) vamp(ml) pV

17,26 17,45 89,34 219,92 89,3Jl 0,17125 243,7746 42,3226 t = 20,00° e
16, 96 17:,44 89,35 235,31 89,08 0,191173 217,2'2&3 42,3011
16, 65 17,23 89,34 257,14 89,15 0,22027 188,7059 42,3129
16,63 17,10 89,35 281',60 89,22 0,26013 159,1978 42,2905 lit (moles) =
16 ,60 16,95 89,35 328,29 89,03 0,31374 131,3346 42,2750 0,001761

216,42 17,16 89,33 37:1 ,71 89,22 0,37041 110,6859 42,2491
16 ,60 17,42 89,33 432,13 89,09 0,44979 90,482n 42,2236
16,88 17,SO 89,33 537,18 89,00 0,58761 68,3976 42, 1897 f3 - 182 mls / rnol

22,21 . 23,55 89,32 224,20 89,09 0,17697 243,7964 43,7525 t = 30,00 0 e
22,25 23,62 89,32 240,56 89,17 . 0, 19829 217,244~ 43,7560
22,20 23,65 89,32 262,88 89,08 0,22764 188,7228 43,7433
22,48 23,47: 89,31 294,31 89,04 0,26887 159,2120 43,7330 ll t (moles) =
22,72 23,48 89,31 336,55 89,05 0,32419 131,3463 43,6958 0,001760

822,20 23,48 89,31 381,56 89,17 0,:38298 110,6958 43,7043
22,55 23,48 89,31 444,00 89,00 0,46492 90,4910 43,6689
22,75 23,48 89, 31 552,90 89,1~ 0,60742 68,4037 43,6264 f3 - 172 mls /mo¡

30,55 42,31 89,21 229,18 89,04 0,1829 5 243,8183 45,2168 t = 40,000 C .
29,90 42,50 89,20 245,94 88,91 0,20499 217,2642 45,2243
29,85 42,91 89,20 269,50 89,13 0,23545 188,7397 45,2167
29,70 42,86 89,20 301,93 88,98 0,27798 159,2263 45,1872 ll t (moles) =
29,65 42,92 89,20 345,96 89,02 0,33540 131,3581 45,1716 0,001761

529,65 42,83 89,20 392,19 88,91 0,39590 110,7057 45,1503
29,55 42,73 89,20 457,71 89,10 0,48119 90,4991 45,1397
29,65 42,64 89,20 570,84 89,11 0,63385 68,4098 45,1015 f3 - 159 mls /rnol

29,25 42,75 89,20 233,50 88,94 0,18871 243,8402 46,6647 t = 50,00 0 e
29,13 42,95 89,21 251,01 89,10 0,21135 217,2838 46,6449
29,18 42,92 89,21 274, ~6 88,88 0,24264 188,7567 46,6379
29,08 43,01 89,21 308,76 89,13 0,28669 159,2406 46,6307 ll t (moles) =
29,01 43,25 89,20 353,86 88,9'3 0,34581 131,3699 46,6181 0,001760.
28,90 43,45 89,21 401,79 89,01 0,40825 110,7157 46,5982
28,90 43,85 89,21 469,21 89,m~ 0,49611 90,5072 46,5922
28,40 41,68 89,21 585,07. 89,03 0,64765 68,4160 46,5388 f3 - 139 mls/rnol

Moles de nitrógen o : 0,000722
2

Xx
2

= 0,410 1

Número total de mol es en la mezcla: 0,001761
1

- 553 -



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

TABLA VI

4." mezcla nitró geno-p ropano

teat tman L¡nd L,up Lin ¡ p (a tm) vamp(ml) pV

20,62 20,32 89,27, 201,12 89,13 0,14677 2lí ,2253 32,3727 /, = 20,00° e
21,20 20,22 89,27, 217,90 89,20 0,16867 l SS,705r. 32,3918
21,00 20,20 89,27 241,17 89, 18 0,19920 159,1978 32,3162
20,85 20,13 89,27 272,49 89,15 0,24029 131,3346 32,3608 Ilt (moles) =
20,12 20,13 89,27 305,61 89,12 0,28373 110,6859 32,3543 0,001347

4
20,90 20,10 89,26 352,03 89,02 0,34471 90,4829 32,3482
20,50 20,00 89,27 432,68 89,03 0,45040 68,3976 32,3201
20,46 20,66 89,26 612,57 89,03 , 0,68609 43,6701 32,2610 ~ - 167 mls / rnol

27,35 27,08 89,30 204,84 88,88 0,15180 217,244j' 33,4976 t .= 30,00° e
27',07 27,10 89,30 222,31 89,09 0,17439 188,7228 33,5031
27,40 27,02 89,30 246,21 88,90 0,20593 159,2120 33,4915
26,02 26,76 89,30 278,95 89,10 0,24853 131,3463 33,4874 Il t (moles) =
26,10 ' 26,49 29,30 313,28 89,14 0,29344 110,6958 33,4769 0,001347

9
26,05 26,21 89,30 361,21 89,00 0,35639 90,4910 33,4670
26,60 26,14 89,30 444,83 89,16 0,46567: 68,4037 33,4316
26,78 26,16 89,30 630,83 89,10 0,70928 43,6740 33,3870 ~ - 157: mls/rnol

27,45 27,38 89,09 208,67 88,95 0,1567:1 217,2642 34,5947, t = 40,00° e
27,80 27,73 89,09 226,37 88,88 0,11996 188,7397 34,5953
28,05 27:,60 89,09 251,19 88,88 0,21245 159,22&1 34,5715
26,85 27,50 89,11 284,64 88,79 0,25636 131,3581 34,5763 Ilt (moles ) =
27,17 27,40 89,11 320,19 88,90 0,30275 1110,7057 34,5760 0,001347

2
27,20 27,23 89,14 369,83 89,00 0,36761 90,4991 34,5512
27,35 27,15 89,14 455,74 88,90 0,48021 68,4098 34,5352
28,05 26,94 89,14 647,13 88,91 0,73078 43,6779 34,4822 ~ - 143 mls /rnol

27,20 26,83 89,10 212,01 88,58 0,16158 217,2838 35,7032 t = 50,00° e
27,20 26,70 89,10 230,37 88,64 0,18554 188,7567 35,7028
26,54 26,62 89,10 256,19 88,78 0,21916 159,2406 35,6980 Il t (moles ) =
26,15 26,55 89,10 290,59 88,7:4 0,26425 131,3699 35,6792 0,001347

3
26,55 26,43 89,10 327,36 89,02 0,31204 110,7157 35,6706
26,54 26,33 89,10 378,15 88,84 0,37877 90,5072 35,6578
26,10 26,30 89,10 466,76 88,84 0,49479 68,4160 35,6490 ~ - 133 mls /rnol
25,96 25,83 89,10 663,73 88,96 0,75257 43,6818 35,597:5

Moles de nitrógeno : 0,00062.'\

.lSl:¡ = 0,4625

Número total de moles en la mezcla : 0,001347
5
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S EGUNDOS COEFICIENTES DEL VI RIAL DE L SISTEMA N ITROGENO-PROPAN O

T A BLA VII

s» mezcla nitrógeno-propano

tea, tman Lind L.uv LiD! p(a tm) vamv(ml) pV

20,40 20,52 88,99 200,81 88,91 0,14004 188,7059 28,1614 t = 20,00 · e20,0:3 19,70 88,98 221,11 88,90 0,17328 159,1978 28,1657
19,40 19,30 88,99 248,37 88,90 0,20903 131,3346 28,1524
19,68 19,00 89,00 277,19 88,97 0 ,24673 110,6859 28,1333 li t (mo les) =19,40 19,26 89,00 317,50 88,80 0,29978 90,4829 28,'1331 0,001171

019,18 19,13 89,00 387,87 88,85 0,39197 68,3976 28,1253
19,30 18,86 89,00 544,73 88,81 0,59166 43,6701 28,1114 (3 = - 99 mía/mol

26,35 25,82 89,00 204,4Q 88,72 0,15154 188,7228 29,1175 t = 80,00 · e26,85 25,80 88,99 225,68 88,92 0,17907. 159,2120 29,1154
26,92 26,10 88,99 253,63 88,72 0,2159'1 131,3463 29,0961
27,08 26,20 88,99 283,50 88,69 0,25506 110,6958 29,1048 Il t (moles) =26,76 26,17 88,95 325,34 88,66 0,30988 90,4910 29,0988 0,00117°8
~,20 26,30 88,96 398, 45 88,93 0,40524 68,4037 29,0849
27,05 26,39 88,97 560,14 88,65 0,61729 43,6740 29,0674 {3 = - 88 mls/ mol

29,10 28,23 89,00 208,11 88,52 0,15652 188,739'( 30,0951 t = 40,00 . e29,11 28,15 89,00 230,00 88,77. 0,18492 159,2263 30,0911
28,63 28,30 98,00 259,06 88,65 0,2'2303 131,3581 30,080"2
28,93 28,41 89,00 289,99 88,70 0,26344 110,7057 30,0871 Il , (moles) =29.07 28,35 89,01 333,20 88,72 0,31997 90,4991 30,0'(73 0,001171

528,72 28,33 89,01 408,16 88,67. 0,41815 68,4098 30,0724
28,61 27,72 89,01 575,68 88,91 0,637.!15 43,6779 30,0436 (3 = - 85 mla / mo]

28,66 28,07 89,05 212,01 88,70 0,16139 188,7567 31,0497 t = SO ,OO· e28,60 28,06 89,05 234,38 88,78 0,19057 159,2406 31,0348
29,10 28,55 89,05 264,20 88,56 0,22987 131,3699 31,0356
28,60 28,50 89,05 296,14 88,77 0,27139 110,7157 31,0272 Il , (moles) =28,90 28,55 89,03 340,72 88,79 0,32971 90,5072 31,0281 0,001171"29,13 28,53 89,05 417,85 88,'76 0,43070 68,4160 31,0215
29,20 28,12 89,05 589,36 88,72 0,65527 43,6818 30,9966 f3 = - 78 mía/mol

Mol es de nitrógeno : 0,000737
3

X
N 2

= 0,6298

Númer o tota l de moles en la mezclo : 0,001171
1
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

TABLA VIII

6.Q m ezcla n it ,·ógeno·p'l"opano

tcat tman L¡nd L.up L¡nl p(atm) vamp(ml) ;pV

18,67 18,06 88,93 193,67 88,89 0,13737, 217,225:i 30,3016 t = 20,00 · e
18,25 17,90 88,91 209,18 88,79 0,15784 188,7059 30,3174
18,23 17,78 88,90 230,93 88,79 0,18636 159,1978 30,2960
18,16 17,93 88,90 260,33 88,78 0,22492 131,3346 30,2965 llt (moles) =
18,12 17,93 88,90 291,24 88,59 0,26569 110,6859 30,3109 0,001260

1

18 ,08 18,09 88,90 334,76 88,58 0,32Z75 90,4829 30,3000
18,03 17,84 88,90 410,59 88,70 0,42203 68,3976 30,2923 ·
18,12 17,78 88,90 579,38 88,67 0,64339 43,6701 30,2743 f3 = - 49 mIs/mol

23,24 22,67 89,30 197,25 88,89 0,14195 217,2447. 31,3325 t = 80,00 · e
23,83 22,62 89,31 213,30 88,85 0,16303 188,7228 31,3368
23,62 22,76 89,30 236,00 89,02 0,19255 159,2120 31,3205
23,35 22,87 89,30 266,37 88,95 0,23242 131,3463 31,3320 llt (moles) =
23,86 23,15 89,30 298,45 88,97 0,27441 110,6958 31,3236 0,001259

6

28,30 23,02 89,30 343,40 88,90 0,83339 90,4910 31,3244
23,51 22,88 89,30 421,69 89,03 0,43579 68,4037 31,31'15
23,72 22,80 89,30 595,67 88,86 0,66394 43,6740 31,3046 f3 = - 45 mls /mol

23,22 23,13 89,02 188,88 88,94 0,13091 243,8183 32,3813 t = 40,00 . e
24,26 23,36 89,00 200,56 88,67 0,14656 217.2642 32,3660
24.15 23,33 89,00 217,08 88,58 0,16832 188,7397 32,3722
24,35 23,43 88,95 240,38 88,55 0,19888 159,2263 32,3784 llt (moles) =
24,12 23,50 88,95 27:1,49 88,43 0,23978 131,3581 32,3600 0,001259.
2'4,38 23,50 88,95 304,78 88,62 0,28314 110,7057 32,3545
24,60 23,67 88,93 351,57 88,81 0,34417 90,4991 32,3608
24,75 24,00 88,93 431,94 88,66 0,44961 68,4098 32,3530
24,75 23,70 88,91 611,54 88,65 0,68490 43,6779 32,3458 . f3 = - 44 mls/mol

25,95 24,62 89,00 191,87 88,82 0,13495 243,8402 33,3991 t = 50,00 ° e
26,08 24,95 89,00 204,06 88,63 0,15116 217,2838 33,3994
26,01 24,88 89,01 221,22 88,70 0,17354 188,7567; 33,3924
25,73 25,10 89,00 245,28 88,76 0,20496 159,2400 33,3854 ut (moles) =
25,94 25,34 89,00 277,62 88,79 0,24726 131,3699 33,3818 0,001259

3

25,72 25,46 89,00 311,42 88,60 0,29176 110,7:157 . 33,3727
25,82 25,55 89,00 359,51 88,75 0,35453 90,5072 33,3780
26,62 25,58 89,00 442,64 88,80. 0,46332 68,4160 33,3802
25,85 25,21 89,00 627,09 88,7.3 0,70498 43,6818 33,3650 f3 = - 42 mía/mol

Moles de nitrógeno : 0,001020.

~ = 0810
- 2 ' 4.

Número total de moles en la mezola : 0,001259
7
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T ABLA IX

SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NITROGENO-PROPANO

(7)

(8)

(9)

(6, a)
(6, b)

- 559 -

s - ( __1_ ) ' (Cll 0113C22 ( 223)1/212 - 0
12

.3

Para el modelo de L-J (12-6), las reglas de combinac ión más sencillas son: '

° 12 = (on +( 22 ) /2
É12 = (E

1 1
• 8

2 2
) 1 /2

X
N 2 (320 (330 (340 (350

O -400 -382 - 355 -329
0,1590 -309 -280 - 266 - 248
0,3134 - 243 -225 -205 -: 193
0,4101 - 182 - 172 - 159 -139
0,4625 -167 - 157 -143 -133
0,6296 - 99 -88 -85 - 78
0,8104 -49 - 45 1,' -44 -42

~I -6'0 - 4' 1 -2'3 -°'6

Los resultados obtenidos para los SCV aparecen consignados en la tabla IX, junta­
mente con los obtenidos para los gases puros, sobre las curvas medias en nue stro tra ba­
jo anterior 5

) . Las gráficas de las Figs. 1 a 4 muestrea la variación de los coeficientes del
virial de las mezclas con la composición para cada una de las temperaturas estud iadas
(20, 30, 40 Y 50°C).

(312 (293,16° K) = - 92 ml /rnol
{312 (303,16° K) = - 84 ml/mo!
{312 (313,16° K) = -78 ml /rnol
{312 (323,16° K) = -72 ml /rn ol

Haciendo 'Uso de la ecuaci ón (3) para ajus tar los datos de esta tabla, se obtienen, en
defini tiva , para los SCV "mixtos" :

Reglas de combinación

La primera regla se justifica por analogía con la expresión aplicable al modelo de
las esferas rí gidas; y en cuanto a la segunda, (6, b). tiene su base en el término atrac­
tivo del potencial de L-J (12-6), ya que, en efecto, según él:

donde El Y E2 representan energ ías medias carac ter ísticas de las moléculas 1 y 2, que
vienen a ser ' aproximadam ente el doble de las respectivas- energ ías de ionizaci ón, y se
ve insnediatamente que si 0n ~ 022 Y El ~ E2 la expresi ón (7) revierte en la (6, b) .

Otras aproxímaciones -más completas que la regla de la.media geométrica- se fundan
también en la ecuaci ón (7) ; así su poni endo que El ~ E

2
, result a:

o bien , introduciendo una modificación de tipo empírico-v i :



(10)

(14, e)

(14, a)

(14, b)

(13, e)

(13, b)

(13, a)

(12, a)

(12, b)

(12, e)

É12 = (6u E22)1/2

[Eu (rm)u 'lIo E22 (rm)228j1/Z

[(l! - 6/Y11) (r - 6/Y22) ]1 / 2

Y12 = (Yll + 'Y22)/ 2

(rm) 1 2 = [(l'm)12+ '(rm)22] /2

É12 = (611 . 622 ) ·~,/ 2

Y12 1 [ YU Y22 ]
(rm) 12 = -2- (rm)ll + (r m) 22

6 12 (rm) 126

con

A continuación se consignan los valores hallados para los parámetros "mixtos" me­
diante las distintas reglas de combinación antes indicadas, juntamente con las corres­
pondientes a los componentes puros:

y

Otra serie de reglas de combinación es la propuesta por Srívastava y Srivastnva 1 3 ) ,

si bien, al igual que las anteriores debe considerarse como semiempír íca :
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que se corresponden con las (6, a) y (6, b) del modelo de L-J . Otras reglas más completas
se basan en combinaciones cor respondien tes a los términos de atracción y repulsión del
potencial molecular ; así según Mason12) :

Debe hacer se observar, sin embargo, qu e las fórm ulas más completas paea 6 12 pue­
den no conducir siempre a los mejores resultad os sobre todo cuando se combinan
con la regla de la media aritmética para 0

12
, Además, puede haber en muchos casos

compensación de errores .
Para el modelo exp-G, se han propuesto también reglas parec idas. Las más senci­

llas son:

donde X es la susceptibilidad magn ética , y si suponemos, como antes, que 0 11 ~ 0 2 2 y ,
además, que Xl ~ "1.2' resulta la nu eva regla de combinación :

Si se hace uso de la ecuación de Kirkwood-Muller para el coeficiente del término en
1'-8 de las fueras de dispersión, se tiene- -) par a el modelo de L-J (12-6) :
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S EGUNDO S COEF IC IEN TES DEL V I RIA L DEL SISTEM A NITROGENO·PROPANO

T ABL A X

Gas Modelo Regla y o rm eI/·

Nitrógeno ... ... ... ... L·J - 3,739 4,197 95,4
Propano .. . .. . o. , •• • .. . L·J - 5,403 6,065 249,5
Mezcla ... ., . ... ... ... L-J (6) - 4,571 5,131 154,3
Mezcla ... ... ... ... ... L-J (7) - 4,571 5,131 137,5
Mezcla ... ... .. . . .. ... L-J (8) - 4,571 5,131 139,5
Mezcla ... ... ... ... ... L-J (9) - 4,571 5,131 146,'"
Mezcla ... ... . .. ... ... L-J (10) - 4,571 5,131 134,6
Mezcla ... .. . ... '" L-J (U) - 4,571 5,131 138,1
Nitró geno ... ... ... ... exp-6 30,0 ( 3,426 3,675 161,0
Prop ano ... ... .. . exp-6 24,0 4,.760 5,163 411,4
Mezcla ... ... ... ... ... exp-6 (12) 27,0 4,099 4,419 257,4
Mezcla ... ... .. . . .. ... exp-6 (13) 26,7 3,870 4,174 332,1
Mezcla .. . .. . ... oo • . 00 exp-6 (14) 28,0 4,057 4,366 257,4

Con los parámetros así calculados, se han determinado las cur vas teóri cas B-T ha­
ciendo :uso de los correspondientes valores reducidos tabul ados por Bird y Spotzl 4 ) para
el modelo L-J (12-6), Y por Sherwood y Prau sníts-» para el exp-G, Dichas curvas apare­
cen represen tadas en las Figs, 5 y 6, en las cuales se indica también las ·desviaciones
de los valores exper imentales r especto a los teóricos , para cada una de las reglas de
combinación, habiéndose estimado, a la hora de asignar los "pesos" (w i ), que la impre­
cisión experimental de B para las medidas a altas presiones (las de ' 399,32 Y 42205° K)
viene a ser diez veces la de los restantes.

Conclusiones

En ausencia de más datos experimentales resulta difícil establecer cuél de las rela­
ciones de combinación es la que mejor r eproduce el compor tamiento de la mezcla, Aun­
que pudiera pensar se que las reglas más completas corno las (7) y (10) en el modelo
de L-J deberían ser las más correctas, ya se ha indicado que no siempre conducen a los
mejores r esnlt ados ; en este cas o parecen dar valores poco negativos. Por el contrario,
las más simplificadas (6) y (9), son . las que más aju stan a los puntos experimentales , si
bien no es cierto extraer de ello córrsecueneias de alcance genera l, ya que no lo permite
el escaso núm ero de puntos experimentales, ni el cort o interval o de temperaturas estu­
diado.

Para el modelo exp-s , la Fig. 6 demuestra que cualquiera de las dos series de reglas
(12) ó (14) puede ser aceptable.
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* En este trabajo se recogen pa rtes de las Tes is Doctora les de L. A. Oro y A. Roy.

IONESDECOMPLEJOS
TRANSICION

ALGUNOS OXINATO S
LOS METALES DE

DE
DE

ESTUDIO

Summary

In order to explain the magnetochemical behaviour s observed in the series of nicke l
(11) und cobalt (ll) "oxina tes" studied by Gómez-Reltr án , Oro y Pisa (2), spectral measu­
rements in the visible and ultraviolet ranges hav e been carried out.

The collected data permit us to conclude that the complexes reí leotance visible spec­
tra (d-d transitions) and ultraviolet "oxinate" charge tra ns íer hands do not support the
chemical and magnetíc evidence íound in (2).

From the calculate d values of 10 Dq and fL (dipole moment) informat ion abou t the
complexing capacity of the "oxinate" ion is obtained.

Departamento de Química Inorgánica. Cáted ra de Químíca Inorgánica Est ructural.
Centro Coord inado con el C. S.r.C. Faculta d de Cienci as. Zar agoza

F . GÓMEZ llELTHÁN, A. Hoy, L . A. ORO Y F. PALACIO

Introducción

I1.-Comportamiento espectroscópico en las zonas del visible y ultravioleta
de algunos «oxínatos» de NP+ y CoH *

En 1966, lIIorpurgo L. y Williams R. J . P . (1) publican un trabajo en el que estu­
dian los espectros, en las zonas del visible y ultravioleta, de una serie de complejos
formados por Ni2+ y Cu2+ con derivados de la 8-hidroxiquinoleina. El propósito de su
estudio era "descubrir si hay algún parale lo entre los desplazamien tos de bandas y cam­
bios de intensidad de las transiciones y si existe alguna r elación entre cambios en el
espectro de los Iigand os, 'Ji --r n", y el de los iones metáli cos, espectro d-d. En parti­
cular este estudio podría indicar la fuerza de la in teracción 'Ji entre los orbitales d con
el sistema de electrones 'Ji de un ligando".

En un tra bajo anterior, algu nos de.nosotros (2) hemos estudiado los comportamientos
magnetoquímicos de una serie de complejos de Ni* y C<J.2+ con distintos derivados de
la 8-hidroriquinoleina y de los resultados obtenidos se deduce que los sustituyentes en
el grupo fundamental de la oxina modííícan sustancialmente la interacción "orbitales
del i ón cent ral -sistema de electrones 'Ji del ligando" pues, en el caso del níquel se
producen complejos para- o diamagnéticos según cual sea la "orina" empleada y en el
de los de CoH existe una variación del valor del momento del ión cobalto que pued e
a tribuirse a la misma causa. A la vista de estos hechos parece pues in ter esante com­
parar las conclus iones de Morpurgo y Williams con nu estros resultados.
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Estos auto re s (~L y \V.) estudian en su trabaj o los espectr os V-UV de ca torce "oxi­
nas" distintas. Utili zan para los ligan dos puros disti nt os disolventes , ClaCH, KOH 0,1 N Y
CI0

411
1 N, Tambi én estudian dieciséis "oxina tos" de Cu"+ disueltos en pir ldinu, catorce

"oxina tos" de CuH disueltos en dioxano y cloro formo, trece "oxinatos " de níquel diva­
len te disueltos en piridina y doce "o xina tos" de .NiH disueltos en benceno. Del aná lisis
de las band as aparecidas en cada caso deducen una serie de concl usiones in ter esantes
sobre la disposición espacial de los ligandos alrededor del ión central y, sobre todo, de­
terminan un grado vuriabl e de interacción rr entre el ca tión y el anillo de quinoleína ,
interacción que les permi te colocar los Iigundos en orde n. Tal or den debe de coincid ir
con la " tendencia" de cada "oxiua" a Iormur complejos plan ocuadra dos diamagn éücos
con el NiH . Sin embar go, es ta coincidencia no existe, al menos en el gra do que podr ía
esperars e-. Por ello, hemos repelid o en parte alg unas de las medida s experimen tales he­
chas por esto s autores y hemos r ealizado otras nu evas con el fin de ver si era posibl e
hallar las razones de es ta falta de acuerdo toda vez que los hechos magnetoqu ímlcos des­
critos en (2) par ecen indiscutibles.

Parte experimental

Los complejos de NiH y COH empleados son los que se obtuvieron para r ealizar
medidas de susceptibilidades magnéticas. Su preparación y análisis se describen en (2).

Espectros en las regiones del visible y ultravioleta

a) ESPECTROS DE LOS CO}(PLEJOS Ei'i ESTADO SÓLI DO

Se llevaron a cabo en un espectrofotómetro Beckman DU prov is to de cabezal de
opacos, por el método de reflectancia difusa. Como pa trón de refl ecian cia elegimos el
CO Mg, pues si bien el MgO es el cuerpo que se recomienda como sustancia más idónea,
pr : senta el inconvenien te, que no tiene el car bonato de mag nes io, de perde r rápidamente
las pr opiedades difusoras de su 'Superficie.

El carbona to de mag nes io tiene, fr ente al óxido de magn esio, un poder difusor del
98 % pero, dado que la r ealización práctica de un espectro requiere unas tr es horas,
preferimos perder un poco en poder difusor del blanco ' a fin de estar segur os de la
estabili dad temporal de la 'Superficie de r efer encia . Como, de cualquier modo, los va­
lores de r eílectancia, sea cual sea el hlan co empleado , son r elativos, el eligir un patrón
u otro no disminuye la información que puede obtener se de un espectro por reflexión
y que se circunscrib e, úni camente , a la posición de los máximos de absorción del
compuesto.

Tanto el óxido, como el carbonato de magnesio ac túan como blancos de reflexión
en la zona de 9000 a 27000 cm.-1 pues, hacia 27000 cm.-1 estas sustancias comienzan
a presentar ab sorciones muy apreciables, fenóm eno que determina la imposibilidad de
ajustar a cero el in st rumento aún con la máxima abertura de su rendija de entrada .
Así pue s, los espectros r ealizados lo fueron en la zona de 9000 a 27000 cm.r '. Esta
situación parece irrem ediable toda vez que no hem os encontrado en la biblio grafía a
nuestro alcance mención alguna respecto a patrones de reflexión en el ultravioleta.

Aunque en esta zona del espectro encontr amos algunos de los datos necesario s para
el estudio que nos pr oponemos hacer, la circunstancia de que las bandas de tramsíe­
rencia de carga existentes en los complejos estudiados aparecen desde 20000 cm. - I

hacia frecuencias mayores, nos llevó a obtener los espectros en disolución . . .
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b) ESPECTROS EN DISOLUCIÓN

Los "oxínatos" preparados son insolubles en todo tipo de disolventes polares y no
polares, y en aquellos pocos en los que se disuelven en cantidades adecuadas para que
se pongan de manifiesto sus bandas de intensidad más débil (bandas d-d del complejo
cuyos 8 máximo ~ 5) es a costa de susti tuir las dos moléculas de agua existentes
en los complejos octaédricos por dos moléculas del disolvente (piridína p. ej.) . Sin em­
bargo, encontramos un disolvente, el alcohol isopropílico, en el que los "oxinatos" de
níquel y cobalto se disuelven lo suficien te para poder llevar a cabo los espectros en la
zona del ultravioleta próximo y hallar las posiciones de sus intensas (8 es: 1(,1) handas
de transferencia de carga. Dado que, presumiblemente, las capacidades complejantes
del agua y del alcohol serán muy parecidas, los espectros de transferencia de carga
obtenidos presentar án las bandas en longitudes de onda que se pue de aceptar que son
las cor respondientes a los complejos formados por dos "oxínatos" y dos moléculas de
agua. Por ello, creimos in teresante obtener estos espectros, con el fin de comparar la
secuencia de enlace 'Ir crecien te que de ellos puede deducirse con la corr espondiente
obtenida de los espectros de los "oxinatos " complejos que contienen dos grupos piridina
en su molécula. '

Resultados obtenidos

La tabla 1 recoge las posiciones de los maxnnos de absorción correspondientes a las
bandas que apar ecen en los complejos sólidos octaédricos y para magnéticos de níquel (1I)
de fórmul a Ni [" oxinato" ]2.2H20. Se han dividido en dos grupos según que las "oxinas"
empleadas como quelant e fuesen de tipo a) o b) (2).

TABLA 1

Posiciones de los máxim os de absorción de "oxinatos" complejos de Ni (1I), octaédri­
cos y paramagnéticos, en estado sólido.

Tipo de "oxina"
I

Ligando Longitu des de onda en cm.-1

5S0
3

- , íI 9250 10520 15380 (26600)
5S0

3
- 9090 12050 17550 -

5NH-CO-CH3
9090 12500 16530 (25000)

a)
5F 8890 11760 17100 (26600)
5Cl 8890 11430 16950 (25000)
5Br* - - 16670 (25000)
5CH

3
9620 10750 17390 (26000)

5H 9090 - 16130 (25000)
I
[s.zrn, 9090 10810 16130 20620 (26000)

b)
5Cl, 7Br - 10810 16950 20400 (26000)
5,7, Br

2
- 10810 16670 20400 (26000)

,5CI, 71 9300 ~ 16400 20400 (26000)

* El espec tro del complejo de fórmula Ni [5 br omo 8-hidroxiquinoleinatol, .2H,O no permite as ig­
na r las bandas de 9000 y llOGíl cm.- 1 .

La tabla II resume las posiciones de las bandas de absorción de los complejos de co­
balto (II) octaédricos de fórmula general Ca ["oxinato "] 2.2H20. En este caso como se dijo
en (2) todas las oxinas son de tipo a) frente a este ión,
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OS

0.7

O.
0.9
1.0

O.

0.4

O

0.2

400500

005

\
\
I
I
I
\
\
\
\
I
\
I
I
\
\
\,
\,
I
I
I

\
I
\
\
\

Mm!') '-,5

20000 25000

600700

F I G. 1

800

- 568 -

9001000

10000 11000 12000 lJOOO 150009000

·I.R

o

lO

20

; "",--- ------- - - .... ....
~--- - - "

"­,
,_ ... ..-

40

5 cloro oxinato de Co.2HzO - ­
30 5 cloro oxinato de Ni .2HzO- - - -

60

70

1200 1100

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX ACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

La forma que presentan esto s espectros se ve en la fig. 1, en la que se dibujan las
curvas, % refl ectancia contra longitu d de onda en cm. - 1 para los complejos Co [S-cloro
8-hi droxiquinoleinato] 2.2H20 Y. Ni [5-cloro 8-hidroxiquino leinatoJ2 .2H20 .

Ligand.o Lonqu udes de onda en cm.- 1

Oxina 9346 20619 (26000)
5CI oxina 9091 19802 (26000)
5ilr oxina - - -
5CH

3
oxin a 9434 20203 (26000)

5S0
3

- oxina 9434 20833 (26000)
5S0

3
- , íl oxiua 9259 20408 (26000)

5,íG1
2

ox ína 9390 19609 (26000)
5Cl, 7Br oxina 9091 20000 (26000)
5,7Br

2
oxina 9091 19802 (26000)

5CI, 71 oxina 9009 19608 (26000)
5,7 1

2
oxina 9009 19608 (26000)

T A B L A 11

Posiciones de los maxnnos de absorción de "oxinatos" complejos de Co (TI) octaédri­
cos y con momento magnético comprendido entre 4 y 5 magn etones de Bohr, en estado
sólido.
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T ABLA III
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Bandas de absorc ión de "oxinatos" complejos de Ni2+ diam agn éti cos en estado sólido.

Tan to en los complejos re señad os en la tab la 1 como en los recogidos en la tabl a II la
asignac ión de las . fr ecuencias de las bandas de 9000 cm.-1 es bas ta n te imprecisa , debido
a que son muy an cha s y de muy baj a intensidad .

Por otro lado , las fre cuencias de las bandas qu e aparecen en la zona de 26000 cm .- 1

so n todaví a más in exact as, pues no puede obtenerse a pa rtir de los dat os exper ime n ta les
la locali zación pr ecisa de sus má xim os de absorción . El hech o de qu e el aparato de me­
dida resu lte inútil por encima de 27000 cm. - 1 y la circ uns tancia de que la banda de
26000 cm .-1 es muy in tensa, con tribuye n a es te r esul tado. Por ello, lo s valores dados
sirven únicamente para indicar qu e en dicha zona exis te una banda de absor ción mu y
fuerte . . . ¡.:t ¡ i ! i~ l d

En la tabla lII, se recogen las pOSICIOnes de las . ban das que apa recen en los espectr os
de los complejos diam agnéticos de Ni2+ obtenidos por reflecta ncia difusa.
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De las 'bandas de baja frecuencia reseñadas en la tabla Ill, la de 17000 cm.-1 apa rece .
como un hombro de la de 21000 cm.-l . La figura 2 muestra la forma genera l de 10'S
espectros por r eflexión de los complejos diamagn éticos de Ni2+ obtenidos.

En la tabla IV se recogen los espectros, en la zona de 20000 a 33000 cm.-1 , de los
complejos de níquel (TI) disueltos en piridina. Estos espectros, se llevaron a cabo a pesar
de que, como ya hemos in dicado, en el tr abajo de Morpur go y Williams (1) se recogen
los mismos espectros para algunos de nuestros "oxinatos" de níquel. Sin embargo, a fin
de disponer de datos en forma comparable en todos los casos, los repetirnos, aunq ue sólo
en la zona del ultrav ioleta . En la primera columna de la tabla IV se inclu yen también las
fr ecuencias de las ban das de 24000 cm. - 1 tomadas de (1). Comparando ambos da tos IJUe­
de verse el grado de rep roducibilidad de los resulta dos experimentales.

TABLA IV
J

Espectros de absorción de "oxínatos" complejos el e níqu el disueltos en piridina .

Su stituy ente vcm.- 1 Vcm.- 1 E' 10- 3 Vcm.- 1 E' 10- 3 Vcm .- 1

JI 24570 24390 - 28900 - (29850)
5F 23530 23530 7.8 28010 U .O (28990)
5CI - 23590 9.7 28250 9.5 (29410)
5Br 23700 23750 9.8 28330 9.7 (29410)
5CH

3
23580 23470 7.3 28090 9.7 (29410)

5NH-CO-CH
3 - 23700 8.4 28410 7.9 (29590)

5S0
3

- , 71 - 24690 - 28740 - (29940)

5,7C12 24100 24040 9.1 28330 10.7 (29410)
5Cl,7Br - 24100 9.0 28250 11.7 (29150)
5,7Br2 24150 24040 8.9 28330 lOA (29410)
5Cl,71 24040 23920 8.7 28010 11.7 (29070)
5,712 23980 23920 - 27930 - (28900)

Las bandas de 29000 cm.- 1 reseñadas en la labia IV son realmente hombr os de las
ban das de 28000 cm.-l. Por ello, los valores dados, no son otra cosa que estimaciones
y carecen de precisión .

La tabla V resume los datos de posición de las bandas que apar ecen en tre 20000
y 33000 cm. - 1 en los espectros de los "oxinaíos" de níquel disueltos en alcohol isoprop í­
lico. Al igual que en el caso de los complejos de Ni (Il) disueltos en piridlna, las bandas
de 30000 OID. - 1 reseñadas son los hombros de las bandas de 28000 cm.-1.

Los "oxinatos" de n íquel preparados que no aparecen en la tabla V no se disolvieron
lo suficiente en alcohol isopropílico para poder determinarles sus espectros de absorción.

En la fig. 3 'Se ve la forma que presen ta los espectros de los complejos Ni [B-hídroxi­
quinoleinato]2.2H20 disuelto en alcohol isoprop ílico y Ni [8-hidr oxiquinoleinatoJ2.2 piri­
dina disuelto en piridina, Estas formas se repiten , con liger as vari an tes, en los demás
casos.
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ESTUDIO DE ALGUNOS OX IN ATOS COM PLE JOS DE IO N E E- DE LOS METALES DE T RANS IC IO N

Bandas de absorción que pr esen ta en la zona 20000 a 33000 cm . - 1 los "oxina tos"
octaé dr icos de Ni2+disuelt os en a lcoh ol isop r op ílico.

Sustitu yent e ;;¡ cm.-·1 e .10-3 v cm. ~1 c ·1O- 3 ;;¡ cm..-1

5H 26670 4.5 29590 3.8 (~12.s0)
5F 24810 5.a 28900 -1.9 (30030)
5CI 24690 7.0 28900 4.9 (30030)
5BI' 24690 7.0 28900 5.1 (30030)
5eH

3
24450 4.4 28990 4.6 (29940 )s.zci, 24880 6.2 28820 6.1 (30300)

5Cl, 7Br 24880 - 28740 - (29940)
5, 7BI' 24880 3.3 28820 3.3 (298<50)
5eI, 7I 247<50 - 28410 - (29940)
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La tabl a VI recoge las posiciones de los má dmos de absorción en la zona 20000 a
33000 cm.-1 de los "oxinatos" complejos de COH disueltos en piridina .

TABLA VI

Bandas de absorción que pr esentan en la zona de 20000 a 33000 cm.-1 los "oxinatos"
octa édricos de C02+ disu eltos en piridina.

Sustituyente ;;¡ cm .- 1 8,10- 3 ;;¡ cm.- 1 8 ,10- a ;;¡ cm.- I

---- -
5H 24690 8.2 29150 8.8 (30300)
5CI 23920 - 28740 - (29850)
5Br 23920 12.0 28740 11.7. (29850)
5CHa 23580 8.2 28410 8.5 -
580a- , 7I 25130 - 28990 - (29670)
5,7C1

2
24210 8.9 28410 9.7 (28990)

5Cl,7.Br 24150 9.4 28330 10.9 (29240)
5,7Br

2
24210 9.7 28410 10.4 (29330)

5CI, 7.1 24100 8.8 28010 10.7 (28540)
5,7 1

2
23980 7.6 28250 9.7 (28990)

La form a de los espectros UV de los complejos de fórmula Co ["oxinato"J 2 .2 piridina
es análo ga a la de los corres pondientes complejos de niquel de la fig . 3.

Discusión de los resultados

a) BANDAS EN LA ZONA DEL ULTRAVIOLETA

En el trabajo ya indicado de Morpurgo y Williams (1) se pueden separa r dos partes
que, aunque conducent es al mismo fin, presentan caracterí sticas dist intas. La primera se
refiere a la iden tificación de las bandas de alta it nensid ad (Ees: 6000-7000) que aparecen
en los espectro s de los "oxinatos" metálicos y la segunda a la utilización de SUS posí­
cienes e intensidades para la determinación de "un orden creciente de interacción 1l""

entre los ligandos y el ión centra!.
Para la identificación de las dos .bandas que aparecen en el espectro de los comple jos

de Ni2+ en la zona de 20000 a 35000 cm.-1 (ver Hg. 3) estos auto res hacen uso de la.
asignación hecha por Perkampus y Kórtum (3) de las bandas existentes en esta misma
zona en el an ión 8-hidroxiquinoleinato.

Según Perkampus y Kürtum, las bandas de apr oximadamente 31000 cm. - 1 que apare­
cen en la 8-hidrox iquinoleina neutra corresponden a las dos transiciones 1JJ a y 1L¡" situa­
das en 31000 y 31500 cm. -1 r espectivamente.. La band a 1L¡, aparece como un máximo de
absorción un poco más débil , cuya posición "es muy difícil de colegir con los medios
normales de tr abajo".

Todas las 8-hidroxiquinoleínas empleadas en nu estro estu dio pr esentan , según Mor­
purgo y Williams (1), el mismo tipo de espectro que el de la prop ia 8-hidroxiquinoleína
y, así, en disolu ción en cloroform o, la tabla 3 del trabajo de estos autores recoge las
posiciones de los máximos 1La y 1Lb • Curio sament e sin embargo, sólo en el caso de la
propia oxin a dan las fr ecuencias correspondientes a dos máximo s de absorción mi entras
que, en las oxin as susti tuid as , sólo reseñan uno. Da la impresión, como indi can Per­
kampus y Kortum, que ambas bandas están tan próximas en estos compuestos que no
es posible separarlas con la técnica y aparato empleados.
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La transición 1La : identificada por Perkampus y Kórtum es la de mayor longitu d de
onda, mientras que la 1Lb aparece, por lo general, como un hombr o de la anterior en la
zona de las altas fr ecuencias. Así sucede p. ej. en alguna s oxinas sustituidas cuyos espec­
tros hemos hecho empleando distintos disolventes (alcohol etílico , cloroformo y piridina).
Estas dos bandas parecen corresponder a tr án sit os tt ---+ tt" (1) y presentan coeficientes de
extinción de 2500-3000.

Al disolver la 8-hidroxiquin oleína en KOH O.L N el espectro del an ión 8-hidroxiquino­
leinato presen ta, segú n estos au tores , las mism as bandas 1L. y LLb , pero su posició n
sufre un desplazamient o batocr6mico de 3100 cm.r ' para la pr imera y de 1600 cm.r"
para la segunda . De form a algo parec ida, al disolver la oxina en CI0 4H 1 N, el catión
8-hidroxiquinoleína presenta tambi én dos bandas, las ya citadas 1La Y ,1Lb , cuyas posi­
ciones han sufri do un desplazamient o batocr ómico de 1600 cm. - 1 en la banda ,liLa Y otr o
prácticamente nulo (~100 cm.- 1) en: la 1L¡,.

El comportamiento es comp ara ble en el caso de las oxinas susti tuid as y, así, del tra­
bajo de Morpurgo y Williams (1), tablas 1 y 2, se deduce que la banda lii. sufre un
desplazamiento bato crómico prome dio de uno s 3400 cm.-1 al pasar éstas de la forma
neutr a a la aniónica , mientras qu e la band a 1Lb se desplaza en el mi smo sen tido
1300 cm.':". Por su parte, en el paso OxH a OxH2+, la band a :lL. sufre, en promedio , un
desplazami en to hatocr6micode 3500 cm..- 1, mientras que la 'lLb práctic amente no se
mueve**.

Cuan do las "ox inas" forman complejos con iones metálicos, de transición o no , la
est r uctura del espectro en la zona de 20000 a 35000 cm. - 1 no cambia de aspecto ·respecto
a la que tiene en el caso de los "oxiua tos" de los metales alcalino s. Así, en el caso de los
complejos de MnH , C02+, NiH , GuH y Zn2+ aparecen tres bandas cuyas posiciones se
dan en la tabla VII par a los compues tos octaé dricos de fórmul a Me [8-hidroxiquinolei­
nat oJ2.2 piridina.

TABLA VII

Espectro UV de algunos oxinatos complejos de fórmula Me [B-hidroxiquinolei­
na to]2.2 píridina .

BANDA S cm.- l

Complejo 1 2 Hombro

MnH 24570 28820 -
COH 24690 29150 30300
NiH 24390 28900 29850
CuH 24450 29410 -
ZnH 24870 29240 30490

Morpurgo y Williams identifican la banda 1 con la 1L, y la 2 con la 1Lb y no dicen
nad a saber el hombro de altas frecuen cias de esta band a 1Lb •

De acuerdo con estas identificaciones, la formación de los complejos an teriores ha
desplazado batocrómicamente la ban da 1L. 7660 cm.- ,1 en promedio sobre la frecuencia
que presenta esta misma band a en la 8-hidroxiquinoleína neutra disuelta en pir idina,

Un compor tamiento compara ble manifiestan los complejos de Nj2+ y COH octaédr icos
form ados por los distintos derivados de la oxina est udiados en este trabajo pues, como

** Para hallar estos desplazami entos promedio hemos tomado las frecuencias que dan MOl-purgo
y Williams pa ra las 5 metil, 5 halogen y 5,7 dihalogen 8-hidroxiquinoleínas y como promedio de la
banda ' Lb en las «oxinas» neu tras hemos tomado la frecuencia promedio de las bandas 'La. El hecho
de qu e estos auto res no den valores para la trans ición L b en las «oxínas» neutras parec e que per­
mite esta aproximación.
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puede ver se en las tab las IV , V Y VI, aparecen las tres bandas cita das en Lodos los
casos .

En principio podría pen sarse qu e los espec tro s de los "o xina tos" comp lejos de ion es
metálicos son distintos qu e los de las sa les potás icas de la s "oxínas '' toda vez qu e, los
autores citados (1), n o nombran el hombro de altas fre cu encias que aparece en la banda
1Lb" Sin embar go, observando los espectros que dan Perkampus y Kórtum en su tr abajo
(B) se ha lla que, tanto en disoluci ón ácida como en alca lina, la banda qu e denominan ILb
en la 8-h idro xiquino le ína pr esenta un hombro en la zon a de la s altas fr ecuen cias . Est e
hombro, de inten sid ad siempre un poco menor qu e la de la banda principal, está despl a­
zndo 11ll0'S 500 a 1000 cm. -] . \"111 01' mu y parecid o al qu e separa en tre sí las Irecuencia s
de las bandas ]La Y ]~ nsig nndas para la 8-h idroquino leína en es ta rlo neutro .

A la vista dc es te h ech o se podría pensar que tanto en las "oxinas" en las form as
Cx- y Ox H

2
+ como en las "oxinas" en los comp lejos Ox2Me (en cier to se n tido, mezcla

de "o xina" ca ti ón ica y anióni ca) la as ignac ión de la banda inten sa de men or frecuen ­
cia al tráns ito IL a pudiera no ser totalmente conecta , ya qu e se desplaza demasiado para
ser un tránsito 70~ 70* . Se pod ría establecer la hipótesis d e que la banda ]Lb , asignada
por todos esto s autores en los espectros UV de los ca tion es y aniones de las "oxinas" ,
pu dier a ser más bien una s uma (ban da principal y hombro) qu e con ten dría las dos
bandas 70~ 70* , ]La Y .IL b , Y qu e la banda de mayor lon gi tud d e on da , as igna da corno
ILa , ser ía una nueva tr an sición de transfer en cia de ca rga, n '---7- 70* , desd e el ox ígen o fe­
n ólico disociado a l anillo het er ocíclico o r1 esde el ox ígeno d el grupo - OH al a nillo pro­
tonado . Si es to fuera así , se podría decir qu e. tanto la banda IL. como la ]1.» (ambas
70 ~ 70*) se mu even poco corno cons ecuencia de la dis ociación de las "oxinas" , Es ta hi ­
pótesis pa rece bastante razonabl e en princi pio, pues a quien afectará funrl am en talrnen te
la disociación ácida será a l gr upo -OH y la bá sica lo hará a l N del h et ero ciclo .

Esta propuesta está ya pr evi st a en el trabaj o de Morpurgo y W illiams pu es afirman :
"que se pu ede demo strar em plricnmcn le que la transición llamada ]La en el "o xina to"
posee un fu erte carác ter de tr an sfer en cia de ca rga del - 0 - a l anillo het erocíclico" pu es
"el electo del pHdemuest ra es to" . .

Discriminar si la ban da de largas lon gitudes de on da qu e aparece en el anión Ox- es
la ]La con fuerte ca racte r n ~ 70" o si es una nueva hunda n ~ 70* pura , parece muy
diñcil en pr in cipio , pero la prop uesta de que sólo se debe a un tránsito Ienolato-anillo
tiene cie r tas ventaja s apri or i, ya que un a tr an sición mezcla de 70 ~ 70* Y n - >- 70* dehe
de ser má s difícil de relacion al' con el gra do de enlace 70 oxígeno-ión metálico qu e si es
un a tra ns ición n ~ 70* pura .

En los complejos qu e forman las "oxinas '' con Nj2+ y dos mo léculas de agua o de al­
cohol (tabla V de es te tr aba jo) el as pecto gen era l de los espe ctros ultravio leta en la zona
de 24000 a 30000 cm.- ] es an álogo al discutido ha sta ahora , apa rec ien do un a banda inten­
sa hacia 25000 cm. - 1 q ue pue de uslg narse al trán sito n ~ 70* (1L., con fuerte com­
ponen te qe transfer encia de carga) y dos ban das muy próximas, trán sitos 70~ 70' (ban da
ILb)' Esta forma genera l cor robora todo lo discutido .

Cuando algunas "oxina s" forma n con el Ni2+ comp lejos diamagnéticos planocuad rados
Morpurgo y Williams (1) parece q ue indican qu e la banda intensa que apareee en sus
espectros en dis olu ción en ben cen o ha cia 20000 cm .r ', es la misma transición ]La qu e
se ha desplazad o hacia fr ecu en cias menor es como consecuen cia de la fu ert e interacción 70

exis ten te en es tos complejos entre los ligandos y el ión cen tra!. Sin embargo , ta l asigna­
ción tampoco es ah solntarn en te in discutible .

De los espectros en es tado sólido (tabla III de es te trabajo) de los "oxinutos' c om­
pIejo s de Ni2+ diamagn éticos , se deduce la existen cia de una banda de abs orción muy
inten sa en 20000 cm.- ), band a qu e, sin du da, es la qu e as ignan Morpurgo y Williams en
las di solu cion es benc énicas . Ahora bien, dada la pequeña solubili dad en benceno de los
complejos dia magnéticos de Ni2+ que hemos prepa rado, n os ha sido imposible establecer
la forma general del espectro ultravioleta de estos compuestos en este disolvente y , por
ello , consta ta r que no existe en ellos otra transición en 25000 cm.- ] , así como determinar
su inten sidad a fin de comproba r qu e es análoga a la de la banda n ~ 70* que ap arece

- 574 -



ESTUDIO DE ALGUNOS OXINATOS COMPLEJOS DE IO N ES DE LOS ME TALES DE TRANSICION

T A.B L A V JI I

Tr an siciones de alta intensidad para "oxinas" y "oxinatos'' metáli cos en la zona de
ooסס2 a 35000 cm « .-

l .

1'ransicio-nes cm .- I

IL. (n --+ tt*) 1Lb (tt --+ rr*) Ó.

30570 31500 1500

27220 29260 2030
26980 31310 4330

24970 28900 3930

23930 28300 4370

24220 2-8580 4360

23830 28880 5050

20960 28910 7,450

24870 29240 4370

24570 28820 4250
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Compuesto

De las frecuencias re señad as en la tabla VIII y de todas las hipótesis discutidas ante­
riormente se deducen los h echos sigu ien tes :

"La banda 1La se desplaza hacia fr ecuen cias menores según la siguiente Be­
cuencia :

"Oxinas" neu tr as --+ anión "oxinato" --+ catió n "oxinio" --+ "Oxina tos" octaédr i­
cos de fórmula Ni ["oxinato"] 2 .2 a lcohol e-e- "oxinatos" octa édricos de Co2+, NiH ,

Zn2+, Mn.,+ y Cu2+ de fórmula Me [" oxinalo"J
2
.2 piridina --+ "Oxinatos" de Nj2+

planocuad ra dos . . . . .
La banda 1L

b
se desplaza también hacia fre cuencias men or es, per o mu ch o me­

nos que la 1L. " .

en los comp le jos octaédricos del mismo ca tión. En este sen tido, deci r qu e es la misma
banda 1Ua desplazada h acia fr ecuencias menores, como hacen Morpurgo y W illiams, es
sólo un a hipót esis .

Resumien do todos los h ech os ap untados y aceptando la hi pótesis de Morp urgo y
William s acerca de la a signación de la band a 1L. en complejos diamagnéti cos de Ni.2+,
resultan para est os tr ánsitos el 'conjun to de fr ecue ncias que se resume en la tabl a VIII.

** "Oxinas" ne utras .. . oo. • •• • • • • • • • • • • • •

** "Oxina tos" al calinos de fórmula K ["oxi-
nato"] oo . oo •• ••

oH Cationes OxH2+ oo . ••• oo . . oo oo . oo . ' oo oo .

** ,~ "Oxinatos" octaé dricos de Ni2+ de fór­
mula Ni ["oxinato"J • .2 alcoho l .. . oo . oo' oo.

*** "Oxlnat os'' octaédricos de Ni2+ de fórmu­
la ~i ["oxinato" ]2.2 pir id ina . . . . oo oo • • oo

'* "Oxinatos" octaédri cos de C02+ de fórmu­
la Ca ["oxina to ] •. 2 pir idina .oo oo . oo. oo.

'* '* "Oxinatos" octaédr icos de Cu2+ de fórmu­
la Cu ["oxinato"] 2.2 piri dina .oo oo. oo ' . oo

'*'* "Oxinatos" pla nocuadrados de Ni2+ de
fórmula Ni ["oxina to" ]2 oo . oo . ' oo oo. oo .

" Oxínatos" octaédr icos de Zn2 + y 1
Mn2+ de fórmula general Zn2+
Me [8 - hidr oxiqtñnoleina to]:.2 '
2 pir idina MnH

** Se dan los V promed ios para las «oxinas» est udiadas en est e t rab ajo tom and o los valores de
frecuencias exis tentes en las tabl as 1, 2 y . 3 de (1) .

*"* Se dan las V promedio de los complej os form ad os por todas las «oxinas» reseñadas en las
tablas IV , V Y VI de este trabajo.

'* Se dan las V promedi o para los compl ejo s form ados por 8-hidroxiquinoleí na , 5 rnet íl, 5 hal ogen
y 5,7 dihalogen 8-hidroxiquinol eína.

° '* '* Se dan las V promedio para los com plejos de Ni2+ for ma dos por 5,7 dihalogen «oxinas». (Tabla
7 del trabajo de Morpurgo y William s (1)).
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Con ellos, y teni end o en cuen ta que la crecien te interacción tt li gando-metal conduce
a complejos planocuadrados en el caso de los "oxina tos" de Ni2+, r esulta claro el crite­
r io de Mor pnrgo y William s (1) de qu e "podernos usar las separaciones en tre las t ran­
siciones 1L~ y lL b de (ta les) complejos corno medidas grose ras del enlace tt en tre cationes
y el anillo" . Así, resu lt a que en el caso de comp lejos de CoH , Ni2+ y CuH de fórmula
Me ["o xinato "]2.2 piridin a la secuencia de crec ien te enlace 1r metal-ligando será:

Ca ["o xina to"]2.2 piridina ce: Ni ["oxinat o"] 2.2 pir idina ~ Cu ["oxinato" ]2.2 piridina.

Secuencia que es tá de acuerdo sólo en parte con los hechos empíricos , pues el i ón co­
br e form a fácilm ente complejos plan ocuadrados con casi todas la s oxinas estudiadas", el
níquel divalente lo hace fácilmen te con algunas y el cobalto (II) no lo h ace con nin guna
de ellas .

Los dat os de la tabl a VID ponen de manifiesto sin embargo un h echo qu e está aún
más en desacu erd o con esta interpretación . En los complejos de Ni (U) de fórmula
Ni ["oxinato"] .,.2 isopropíli co, la separación A (lLb - lL,) indica que, en ellos, la inter ­
acción tt Ilgando-ión metálico debe de ser menor qu e en los de fórmula Ni ["oxinato"]2.2 pi­
ridina. Ahora bien , la idea de Gray (4) sobre formación de complejos plano cuadrados con
NiH está en contra de ello, pu es debido al menor poder donor del alcohol isoprop ílico
como ligando si se le compa ra con la piridina , cl ca tión Ni [pir idina]d2+ debe de ten er
menos disponibl e al orbita l 4Pr. del NiH para form al' un "sistema 1r en anillo" con las
dos molécul as de "oxin at o" coloca das en un plan o qu e el ca tión Ni [i soprop íllco] 0

2+. Ello
significa qu e la A (ILb - lLa ) en los complejos Ni ["oxin at o"1 2.2 isopropílico debiera de ser
mayor qu e la cor respondien te de los Ni ["oxinato"] o' 2 pir idina.

Si a pesar de es tos desacuerdos se pretende lle'var este criterio a sus últimas conse ­
cuencias dentro de un a serie de complejos metálicos octaéd ricos como la de los com­
puestos de fórmula Ni ["oxinato"]2. 2 pir idina , con el fin de or denar las "oxínas" en un
orden crecien te de enlaces t: i ón metálico-ligan do, se enc uentra qu e fall a totalm ente.

Dentro de las oxinas estud iadas h emos hech o en (2) un a cla sificación :

"oxinas" que nunca forma n complejos planocuadrados con NiH; ti po a)
"oxinas" que forman complejos planocuadrados con NiH ; tipo s b) y e)

De acuerdo con el criterio antes enunciado los "oxinatos" complejos de NiH formados
por las "oxinas" tipos b) y c) debieran presen tar u n A (ILo - 1L,.) mayor qu e el de los
correspond ientes comp lejos formados por las oxinas tipo a). Sin embargo , suce de total ­
men te al revés .

Si se obse rvan los valor es rle las fr ecu encias de las ban das lL. y 1Lo qu e apa rece n
en la tabl a IV se encuent ra qu e los complejos form ado s por 5 halogen , 5 metil y 5 ace ta ­
mid o 8-hidroxiquinoleín a, presentan un A (ILb - 'L.) del orden de 4610 cm.- 1, el de la
8-hi droxiquino leína lo prese n ta de 4510 cm. >! y los de la s 5,7'-dihalogen oxinas lo pre­
sen tan de 4170 cm. r ' es decir , según estos val or es, las. monohalogen oxin as debier an
de ser mejor es íor rnarlores de comp lej os planocu nrlrados de níquel qu e las 5,7-dih alogen
oxinas.

En el caso de los complejos de CuH de fórmula Cu ["oxinato " ]2.2 piridinu, los dat os
de la tabl a 4 del trabajo de Morpurgo y Williams (1) conducen 'a un r esultad o aná lo­
go . La A pr omedio para los complejos form ados por 5 h al ogen y 5 metil oxin a es de
5220 cm. - 1 (entre 5120 y 5380 em. r t), para el form ado por la 8-hidroxiquinoleín a es de
4900 cm .- 1 y para los complejos de las 5,7-diah olgen oxinas es de 4640 cm. - 1 en pro ­
medio (en tre 4420 y 4780 cm. - 1) .

Un h echo análogo se prod uce en los complejos de CoH, pues allí (tabla VI ) la
A (lLb - lL,) es de 4930 cm.- 1 para los compues tos de fórmula Co ["oxina to "]2.2 pir idina
forma dos por 5-halogen oxinas, de 4460 cm. -1 pa ra el form ado 'por la 8-hidr oxiquinoleína
y de 4150 cm. - 1 para los for mados por 5,7-dihalogen 8-hidr oxiquinoleínas .

* Resul tados a publicar próximamente .
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Estos re sultados, qu e son significa tivos ya qu e la impr ecisi ón en la determinación de
las posicion es de los máximos de las bandas 1Lb y ILa es de 150 cm. - 1, invalidan seria­
mente la utilidad de las /). (lLb - ILa ) en los complejos como criter io clas ificado r del gra ­
do de enlace tt "oxina"-ión metáli co.

Sea a causa del carácter mezclado (tránsito tt ---+ n" y n ---+ o¡r*) de la ban da de
24000 cm. - 1 , sea que es ta tran sición re fleje alguna int eracción todavía no conocida en tre
el ión cen tra l y los ligan dos o sea por que la banda de 20000 cm.- 1 que aparece en los
complejos plano cu adrados de NiH no corresponde a un tr ánsi to 1La con mezcla de
n ---+ o¡r* , sino qu e se deba a un a tran sfer encia de carga M ---+ «: en cuyo caso la hi pó­
tesis del efecto ha tocr ómico de la interacción o¡r li gando-i ón metáli co tendría men os va­
lid ez, lo cierto es qu e las in consecuencias entre res ultados ex per imen tales e h ipótesis
de trabajo r evelan la poca utilidad de los espectr os ultravi olet as de los "oxinatos" com­
plejos de cationes de tr an sición par a juzgar sobre la tend encia qu e pr esentan cada un a
de las "oxinas " aquí emplea das par a form ar complejos plan ocua drados con el i ón NiH.

En el trabajo rle Morpurgo y William s qu e comen ta rnos se utiliza también otro
criter io para juz gar sobre la tend encia rle las "oxinas " ha cia la formación de complejos
plano cuadrados con NiH .

En los espectr os de los "oxina tos" de níquel disu eltos en benceno se encu entra . en
alg unos de ellos, qu e exis te . además de una banda hacia 20000 cm.-1 (480 ITIf1) 1)11 hom ­
bro en 25000 crn .r>. Los au tores opin an qu e es tas bandas cor res ponrlen a las dos tr an si­
ciones 1La de las dos formas : plan ocnadrada y octaé drica que pueden pr esentar los com­
plejos y . con base en es ta hi pót esis. juzgan el "grado de tendencia hacia el complejo
planoc nad ra do" en fun ción del valor del cociente en tre las densid ad es ópticas rle ambas
han das, 'según los dat os qu e presen ta n en la tabla 7 de su trabaj o.

En principio, supo niendo qu e en benceno exis te un a especie rle equilibr io

complejo diam agn éti co ~ complejo paramagnético ..
el cr iter io apun tado parece cor recto si se acepta qu e las dos bandas compara rlas ti enen
coeficient.es de extinc i ón de igu al valor sin emba rgo, darla la pequeña solubilidad en ben­
ceno de los " oxina tos" de níquel, no nos ha sido posi ble comprobar esta hip ótesis .

Ant es de seguir parece con venien te hacer un a precisión.
Curiosamente , obse rvando la tabl a 7 del tra bajo de Morpurgo y William s (1), s e

enc uen tra qu e en los complejos form ados por dihalogen der ivados de la orina no apare­
cen bandas 1La cor res pon dientes a la forma paramagné tica, lo qu e está de acu erd o con su
carác ter de fáciles formadores de complejos diamagn éti cos mientras que, en los otros ca ­
sos, aparecen las dos transicion es de tra ns fere ncia de carga (20000 y 25000 cm.-1), indi­
can do la pr esencia de ambos tipos de compues to (diamagné tico y param agn ético) en el
medio benc éníco. Ahora bien , también hay qu e decir qu e no h emos sido capaces por
ebullición con benceno de obte ner complejos diam agn éti cos de los "oxinatos" de níquel
Iorrn ados por oxinas de la clase al, lo que no s lleva a dudar de que, verdaderamente, el
tránsito ILa de uno s 20000 cm. - 1 observado en estos casos, pudiera. deberse a una forma
diamagnétic a del compuesto. En es ta do sólido, los "oxinatos" anhidros de los ligandos de
la clase a) son par ama gn éti cos y presumihlemente polím er os (5) lo que det ermin a su cas i
nula solubili dad en benceno y nos lleva a ser cautos en la as ignación de es ta transición.

A pesar de es tas inconsecuen cias de base,utiliz ando el criter io de Morpurgo y
Willí arns últimamente descrito, aparece par a alguna ' de las "oxinas" que hemos estud iado
la siguiente secue ncia de "facili dad con qu e las difere ntes oxinas susti tu idas inducen un
cambio a un es ta do de bajo spin en el catió n Ni (I1)" :

5F < 5el < SCR
3

< 5,7 dih alogen < oxína,

En esta secuencia, si bien es cier to qu e las monohalogen y diha logen oxinas están en
el orden adecu ado, también es cier to qu e la 8-h idroxiqu inoleína es tá totalmente fuera de
lugar, pues no es posibl e ob tener un complejo diamag né tico de fórmula Ni [8-h idroxiqui-
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nole inato ] 2' Al meno s no es' posible obten erlo ni por deshidratación térmica ni I)i~ ebu­
llición con benceno del comple jo Ni [8-h idro xiqui noleina toJ2 .2II20 , por lo qu e es' mu y du­
doso qu e pueda pro ducirse. Resulta pues patente que la oxina, cuyo poder formador de
complejos planocuad ra dos con el Ni (TI) es, seg ún la secuencia anter ior , mucho mayor
qu e el de la 5,7: diyodo 8-hidroxiquinoleín a , no presenta en la prác tica es ta tendencia.
No queda pu es otro r emedio qu e acepta r qu e, en forma análoga a lo qu e suc éde con la
banda lLa de los "oxinatos" complejos octaéd ricos, la razón de intensidades propu esta por
Morpurgo y William s y ahora citada, tam poco guarda una re lació n directa con el grado
de enlace tt ligand o-metal en los comple jos de Ni (TI) y, por tanto , concluir qu e, sea cual
sea la causa, no es posible utilizar las ban das qu e presen tan los oxina tos complejo s ele
NiH y COH en la zona del ultraviol eta , para dedu cir el grado de enlace tt pre sente en tre
el ligando y el ión cen tra l.

b) TRÁNSITOS d-d E I NTENSIDAD DEL CAMPO DE LOS LIGANDO DE LAS " OXINAS"

.Todos los espectros qu e hemo s obtenido pueden darnos cier ta inf ormación , al meno s
globa l, del campo de los Iigan dos qu e pro duce la ag r upación qu elant e de la "oxina".

Los complejos que hemos preparado y observado en estado sólido son se udooctaéd rlcos,
pues la capacidad complejante ele los oxígenos y ni írógenos de las "o xina s" es dis tin ta qu e
la de los oxígeno s de las molécul as de agua . Por ello , los espectros d-d de estos com ­
puestos no pu eden responder al esquema clá sico de las tres bandas simétricas que pr e­
sen tan los comp lejos verdaderamen te octaédricos de NiH y COH.

No exis te ninguna determinación estructural por rayos X del Ni [8-hidroxiq uinoleina ­
toJ2.2H20 ni del Ca [8-h idroxiquinoleinato] 2.2H20 por lo qu e, con seguridad, no es posí­
ble decir la disposición qu e ado pta rá n alre dedor de los iones metáli cos los seis Iigan dos
que forman los complejos an ter iores . Sin embarg o. se conoce n es tr uc turas de los com­
pues tos Zn [8-hidroxiquinolein ato ] 2.2H20 (6) Y Cu [8-hidroxiquinoleinatoJ (7) en los
que las dos molécu las de oxina en posición trans ocupan prácticamente un p lano alrede­
dor de los iones metáli cos, y, en el caso del oxi na to h idra ta do de cinc, las dos moléc ulas
de agua comple tan los seis vértices del octaedro, igua lmen te en posición tran s entre sí.
En el caso de los comple jos de NiH y Co¡2+ qu e h emos estudiado, la sime tr ía es pues
D2h en el plano de las "oxinas" y las dos molécul as de ag ua en las posiciones ap icales del
octa edro'.

Es posible sentar la h ipótesis de que los complejos de NiH y Co.2+ tienen la mi sma
simetr ía que el de Zn2+ y Merritt (8) indica a este respecto qu e estos comple jos son
isomorfos.

De las dist an cias Zn2+-ligandos (6) se ded uce qu e el oc taedro qu e forma n las dos
oxinas y las dos moléculas de ag ua alre dedor del ión centra l es en rea lidad un a bipirá rni­
de de base rec ta ng ular . En el caso del ión NiH , dad o qu e, a demás del en lace o en el
plano entre las oxinas y el i ón Nj2+ exis ti rá un cier to enlace n , es de esperar qu e la
bipirámide rectangular sea tod avía má s deforme que en el cas o del oxina to de cinc, por
lo qu e la octaedricidad de su complejo aún será má s pequeña.

El único tr atamien to teórico pa ra el NiH en complejos de sime tr ía D2 h perturbada en
el eje Z es el qu e hace G. Ma ki (9) med iante la ap licación de la teor ía del campo cr is ta ­
lino, supon iendo parejas de momen tos dipolares difere ntes en los vértices de la bipírá­
mide . El esquema de niv eles qu e cor responde a su tr at amiento permite cinco tr an siciones
lriplete-triplete.

Observan do los espectros en es tado sólido de los "oxína tos" de níquel Be enc uen tra n
dos bandas perfectamente diferenciadas en 9090 y aproximadamente 11500 cm. -1 , que
corr esponder ían a los trá ns itos 3B3g ""'"'+ 3Ag Y 3B3g --J>- 3Blg del diagr ama 39' de Maki (9) .
La banda de 17000 cm.- 1 debier a cor responder al tránsito "B3g ""'"'+ 3B2g Y dado que en
24000 cm.r ' aparece la band a .lLa de gra n intensidad ya no es po sible dete rmina r las po­
siciones de las dos restantes tra ns iciones d-d que, seg ún el esque ma de niveles teó rico,
debieran estar ha cia 24000 cm.- l . Así pu es, los dala s experimen ta les re sponden cualita -
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tativam ente a los tránsitos d-d esperados sin embargo , lI O es posible COIl los valore s de
las fr ecu encias halladas para los oxina tos de níqu el prepara dos deter minar el valor de
los momen tos dipolares respo nsab les del campo cr is ta lino en cada cas o ya qu e, dadas
las aproximaciones de la teor ía , las dilerencias obser vadas en las posiciones de las tran­
siciones aná logas no son sigu ifica tivas .

Hay ade más otra circ uns tancia qu e colabora . u hacer poco út iles los espectros d-rl de
los complejos qu e nos ocupan para det erminar con fine" compara tivos los valo res de los
momentos dipolares cor re spondien tes a las "oxinas ". Esta circunstancia es el hecho de qu e
los espectros los hemo s tenido que ob tener en esta rlo só lido y, como es hien sabido, en
este cas o, los campos que ven los iones centra les pueden esta r fuer temente modificados
por fu er zas recticulares y hast a, en es te caso par ticular , por puen tes de hidr ógeno en tre
la s mol écul as de ag ua y los oxíge nos fenólicos. En este sen tido, la separación en tre los
trán sitos de 9000 y 12000 cm. - 1, qu e de cor respon der a .bandas aparec idas en espectros
en disolu ción, nos permitirían juz gar mejor la sime tr ía de los complejos, no es de mucho
valor en los complejos en es ta do sólido. Lo cier to es qu e, aún en disolución, el valor
del campo cr is ta lino es una pr opiedad promedio y , corno ta l, muy poco fina para difer en ­
ciar en tre sí complejo s form ado s por mol écu las mu y semejan tes corno son las de los corn­
pue sto s con níquel de los deri vados de la S-hidroxiquinoleín a .

Una aproximación más grosera que la de Maki es la de supone r que el campo cr is ta ­
lino es de sime tr ía octa édrica deformada en la dir ección del eje Z y apli carle a los trán­
si tos obtenidos el esquema teóri co de Ballhausen (10) .

Exist e cie r to apoyo para es ta última interpretaci ón si se considera qu e en el Zn [S-hi­
dr oxiquinolein ato) 2.2H20 las distan cias : oxí geno del oxinato ~ ní qu el y nitrógeno qui­
noleínico ~ níquel son prác tica mente iguales .

Con es ta apro ximació n, dado qu e los momentos dipo lares .en el plano será n may or es
qu e en la dir ección del eje Z, la tran sición d-d que no s refleja el valor del momento dipo­
lar qu e ve el i ón NiH en el plan o XY es la de 11500 cm. - 1*. Tornan do los valores, me­
dios de las tres transiciones d-II ex isten tes en los complejos exacoo rd inados tipo a) de la
tabla 1 resulta, para R. = 2.00 ·A, un I I en el plano de 2.08 unidades atómicas val or qu e
coincide, en su orden de magnitud, con 'el del stien (2.26 u. a .), compuesto qu e con NjH
forma complejos oc taéd r icos o plan ocuadra dos según el anión (11) .

Una apro ximac i ón aú n más grosera qu e la an terio r ser ía suponer que los complejos
de níquel de fórmula Ni ("oxinato "L-2H~O son octa édr icos y simétricos y ap licar los dia­
gramas de Tan ab e y Sugano al c álculo (íe los valor es de 10 Dq Y B.

En el caso de los complejos de Ni2 ~ citados, supo nien rlo la pr imera tr an sición d-d
(3T1 g (F) +- 3A2g (F)) en 91::l0 cm.- l y ' Ia segu nda (3T2g (F) +- 3A2~ (F)) en 16700 cm.r ",
resultan

10 Dq = 9100 cm. - 1 y B = 1230 cm.- 1

Sin embargo, el valor de B ob ten ido, revela qu e la suposición hecha de que el c~m­

plejo es octaédrico no cor responde a la reali dad , pues es bien sabido (12) qu e la íormací ón
de un complejo r ebaja normalmente el valor del parámetro B de Ita cah respecto al que
posee en el ión libre (B = 1040 cm. r ' ). Como es to no suce de en este caso se puede sospe­
cha l' con cer teza qu e el esquema no es válido por falta de sime tría octaédrica en los
complejos tratados.

En el caso de lo s complejos de Co2+ (Tabla VI) la apli cación de los diagramas de
Tan ab e y Sugano conduce a Dq/B=1.06, con lo qu e 10 Dq =10580 cm.r i y B=998 cm.r ".
Est e último valor es menor qu e el de B = 1120 cm. - 1 correspondien te al CQ2+ libre,
v revela qu e la apro ximación octaé drica es más permisibl e en el cas o de los "o xina tos" de
baH que en el cas o de los de NiH . Ello parece cor rec to si se pien sa qu e el C02+ no for­
ma complejos pl an ocuadrados con ninguna de las "oxinas" empl eadas. Para el cálculo de
10 Dq Y B en el ca so de los "o xina tos" (le Co2+ de fórmul a Co ["o xinat os"],. 2H20 se han

-Los motivos para es ta asignación se describen en la Tes is Doctoral de L. Pueyo . - Universidad
de Zaragoza.
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empleado los pro medios de los tránsitos d-d que se recogen en la Tabla TI y que se han
asignado en la form a.

400

cm'
2000J

600

15000

9311 cm.r i

20367 cm.- l

ind eterminabl e.

FIG. 4

800

- 58Q-

1000

ioeoo

Niloxinal, 2pyridina

Disolucion concentrada

4T2 g (F) +- 4T19 (F) .
4A

2
¡: (F) +- .1Tl g (F)

.1Tl g (.P) +- .1T
l g

(F)

'/.1

20

40

80

60

En los com plejos de fórmu la Ni ["oxinato"] 2.2 piridina, cuyos espectros se pued en obte­
ner en disolución , hemos llevado a cabo, medidas de tra nsf erencia en disolucione s con cen ­
tra das (7000 y/cm .") con el fin de compr oba r si PoI esque ma de bandas que aparece r es­
ponde al cas o de un complejo de gran sim etría octaédri ca o de baja s imetr ía octaédrica .
La fig. 4 mu est ra el espec tro del comple jo Ni [8-h idroxiquinoleinato] 2.2 piridina , en el
que la forma simétrica de las ban das de 10750 cm.r ! y 17760 cm.r ' , as í como el hecho
de quesólo apa rezcan estos tránsitos, indica qu e el complejo es octaédr ico y sim étr ico .

Aplicando a es te espec tro el esquema de Ballhausen (10) resu lt a un mom ento dipolar
para un o cualquiera de los seis ligand os de 2,15 unidades at ómicas.. Como es de espera r
qu e el mom ento díp olar del ' oxina to (de su nitrógeno quinoleín ico y de su oxígeno Ieno­
lato) no varíe mu cho al formar par te de la molécu la Ni [8-hid roxiquinolein ato] 2.2H2Ü,
este resultad o confir ma la asignació n h echa an tes en el caso de 10'8 espectros por r efle­
xión , asignación qu e revela que la banda que pone más de manifi esto la de los ligandos
en el plano XY es la de 11500 cm.-1 ,
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El método de cálculo de Ballh au sen, que proporciona valores de mam en los dipolares
de los Ilgando s, tiene el inconveni ent e de que no suminstra información encuadrable
en un esquema tan simple como el de los valor es de 10 Dq obtenido s de los diagramas
de Tanabe y Sugano, sin embar go está más cercano a la estructura r eal de nu estros com­
plejo s ya que el parám etro 10 Dq es sólo váli do si los compues tos sou de sime tr ía muy
octaédrica, cosa que no sucede en los oxina tos hidratados aquí estudiados.

Aplicando el esqu ema de Tan abe y Suga no a los complejos de fórmula Ni l"oxina to"] 2.2
piridina, cuyos tránsitos d-d se dan en la tabl a G del trabajo de .\IOl'purgo y Willi ams
(1), resulta para 3'1'21< (F) +- 3/ \21< (F) = 11080 cm.- l y 3Tlg (F) <- 3A2g (F) = 18040
cm. -1 un 10 Dq = 11090 cm.- 1 y un B de 842 cm.r>, valores de acuerdo con lo esperado
respecto a la reducción en el complejo del parámetro B de Hacah . Este hecho confir ma
las suposiciones an teriores sobr e la asignación de los trán sitos d-d en los complejos de
níquel formados por "oxínas" tipo a) y su falta de simetr ía octaédrica. La ter cera transi­
ción 3Tlg (P) +- 3A2g (F) debiera aparecer en 30040 cm -1, o sea en una zona enmascara da
por las transiciones "Ir --+ n" de las oxinas,

Los complejos octaédricos de Ni (1I) formados con "oxinas" tipo b) present an un es­
pectro por reflexión cuya forma y lipa de band as no responde a nin gún esqu ema cono­
cido. El hecho de ser complejos par amagnéticos con mayor campo cristalino en el plano
XY y más débil perturbación axial en el eje Z debe de produ cir ese tipo de espectro.
Posiblemente, el mejor esquema teórico ser ía de el Ballh au sen y Liehr (1<l) cor re spon­
dien te a complejos de Ni (ll) débilm ent e te trago na les . Ahora bien, como los propios auto­
r es indican, "su tratamiento 'Simplificado no predecir á correc tamen te los espectros de
absorc ión de (estos) complejos" por lo que poca inform ación puede obtener se de la apli­
cación de las conclusiones de su tratamien to teór ico a los da tos de la Tabla I.

El esqu ema de niv eles hallado por Ballhausen y Liehr para los complejos de níquel
(1I) par amagnéticos con distorsión tetragonal débil pr edice un espectro d-d de tres
bandas.

'Vl = El (lA lg) -E (3Blg) = 3 (4F2 +15F.J- [(4F2+15F4) 2+ il¡rl] !
v

2
= B

2
(LBlg) -E (3B1C) = 2 (4F

2+
15F\ ) es: 11000 cm.- l

v
3

= E
2

(lA1C) -E (3Blg) = :3 (4F2 + 15F4 ) + [(4F2 +15F4) 2+ó/ ] !

Estas tr es transiciones son de espín prohibido por lo que debieran pr esentar poca
intensidad.

En la Tabl a 1 aparecen para estos compuestos cuatro tran siciones débiles en 9200,
10800, 16540 Y 20450 cm.- 1* . De ellas, las tres pr imeras son especialmen te débiles . Cu­
rio sam ente, la segun da transición está en la zona que le correspondería según Ballhau sen
y Liehr. Con ella, y la de 9200 cm. - ,l resulta para Ól (como par ámetro típico del campo
tetragonal) un valor de 4460 cm. -1 , lo que está de acuer do con el hecho de que los com­
plejos sean parama gnéticos. Con este último valor v3 debiera de estar ha cia 23000 cm.-1.

El valor de 20450 cm. -1 de la band a cuar ta de la tabla 1 está próximo al hallado aun­
que no concuerda totalmente con el teórico. Queda entonces por asignar la banda de
16540 cm. -1.

Otra form a de enfocar el problema sería sup oner que, dada la facilidad con que pier­
den el agua los complejos de níquel formados por "oxinas" tipo b) y el tiempo que se
tar da en hacer el espectro por reflexión , la ban da de 20450 cm. - 1 correspon de a la tran­
sición n --+ tt " existen te en los complejos diamagnéti cos. Un pequeño tanto por ciento
de la forma diamagnética presente en la paramagnética podría dar ori gen a esta absor ­
ción apar entemente débil , 'Si se considera que el coeficiente de extinción de estas bandas
de transfer encia de carga es del or den de 104. Si esto fuera así, las transiciones d-d
observadas ser ían las tres primera s de 9000, 10800 Y 16400 cm.r v, transiciones que se
corresponden muy bien con las exis tentes en los complejos formados por "oxinas" tipo a).
El hecho de que sus frecuencia s sean algo más baja s que las que aparecen en estos últi-

* Valores medios .
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mas complejos podría achacarse a las distin tas fu erza s reti cul ares deforman tes presentes
en cada caso.

Finalmente, los complejos diamagn éti cos de fórmula Ni [" oxiua lo" J
2

[armad os por las
5,7 dihalogen -oxinas (tabla IlI) pr esentan unu sola banda cuy a posición pr omedio es tá
en 16860 cm » ,- '¡.

Según Ballhuusen y Liehr (1:3) " debiéra mos espe ra r qu e los complejos planos y dia­
ma gnéti cos de níquel (U ) pr esenten un a , o pos iblemen te dos ban das del campo cris ta lino
(s ~ 102 ) , la seg unda enmascara da probabl emente por bandas muy fuertes del ligando".
Los hechos observados re sponden a esta supo sici ón .

Estos au tores, para el caso de distorsión tetragonal fuerte en la qu e el es ta do funda­
mental sea un singl ete (diamag ne tis mo) obtienen tres tran siciones posibles.

VI = E :(3A2g) -E¡ (IIÁ1.lg) =- :3 (35F4) + ((35F.¡)F'+iL\;,,¡2]!
v2 = E (IA2g). - EI (IA¡s) = - (35F4) + ((:35F4)\2 +ó; ] !
v3 = E2(IA1g}. - EI(IAIs) = 2 [ (:35FY+ó!:/]i

De ellas , la VI será muy débil debid o a su ca rá cter de transición prohibida singlete­
triplet e. De acuerdo con ello, la banda de 16800 cm .- 1 debe de cor responder a la tr ansi­
ción v

2
• Si se considera qu e F;¡ = 10F4 = 1000 cm ..- 1 (13), se obtien e para Ó2 un valor

de 20050 cm. - l . Con él resulla para VI una fre cuencia de 9860 cm .-1, o sea qu e debi era
aparecer una banda en es ta zona . En los espec tros por r eflexi ón realiz ado s sobre los
"o xina tos'' de Ni2+ diam agn éticos no se obse rva ab sorción algu na en es tas Ir ecuencías
pero, como hemos dicho. ello pu ede deberse al carácter de transición prohibida de la
banda VI' Por otro lado , con el Ó

2
obt enido, v

3
deb e de apa rece r en 40720 cm.r ' , zona

totalmente in observabl e debido a las fu ertes tr an siciones tt -7 rr'" de la;; "oxinas" en
dicha zona.

El valor obtenido de Ó
2

como parámel:ro caracter ístico del campo plan ocuadrado produ­
cido por las "oxinas" no es ab surdo pu es se compara bien con el prod ucido por la estil­
ben diamina (Ó2 = 26000 cm. -1 ) (U), qu elante qu e con el Ni2+ produce complejos dia­
ma gnéticos y tetracoordinados -, Po sib lemente, dado que las dihalogen oxinas dia mag­
néti cas se disuelven bien en pirid ina pasando a formar complejos oc taédricos, el valor
hallado de Ó2 sea un poco demas ia do elevado, sin embar go, no exis tiendo otra opción
en' la as ignación de las bandas d-d observadas en los "8-hidroxiquinoleina tos" diamag­
néti cos debemos aceptarlo como bueno en p ri ncipio .

El estudio te órieo de Ballhaus en y Liehr (13) no es el único a plica ble a los comple­
jos plano-cu adr ados sin embargo es el más simple. Una as ignación seg ún el esquema de
O. M. (4) aunque posiblemente má s cor r ecta, no es aplicab le a n ues tros esp ectros pues
al ser in solubles los complejos en disolven tes iner tes (benc eno , dioxano, etc .) no pod e­
mos saber la s densidades ópticas de las bandas qu e aparece n y, en consecuenc ia, asi gnar
como tal es las qu e sean d-d y las qu e sean Ni2+ -7 «".

Toda esta discusión revela sin embargo un h echo : el de que las deducciones de la
teoría del campo cri stalino, 'Si bi en responden cua lita tiva y cua n ti ta tiva mente al ca so de
comp lejos con campos de los ligandos bastante difer en tes entre sí , es poco aplicable como
herramienta para ord enar o dife renciar cuan tita ti vamen te entre complejos formados por
molécu las muy próximas en sus propiedades. Es decir, los cambios de ten dencia hacia la '"
planaridad (diamagnetismo) de los "oxinatos" comp lejos de Ni2+ no los revelan ni los
espectros vi sibles (trans icione s d-d) ni los ultravi oleta s (transiciones n -7 1T*) , al
meno s mientras los espectros se observen , como no s hemos visto obligado s , -en estado
sólido .
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