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SOBRE LOS GRUPOS FINITOS =-SEPARABLES

POR

Micuer TorRrRES IGLESIAS

Departamento de Algebra y Fundamentos. Universidad de Zaragoza

Summary

Chapter I

The main results in this chapter are the following:

a) Given a finite group G and a set of prime numbers 7, we define O~ (G) as usual,
and by recurrency: 0%~ (G) = O~ (0% (G)), ete. So we can construct two descending
fully invariant z-series:

0= (G) D 0~¥ (G) D ... (1.4)
0~ (G) D 0~ (&) D ... (1.3)
Now, we have proved:
Theorem 8. — G is =-separable if and only if (1.3) and (1.4) finish in 1.
Propositon 3. — If G is g-separable, then

[0 (G), 0= (G)] = 0% (G).

We can define the w-height of a finite r-separable group G as the number of r-factors
in (1.4). If we compare this number with the well known z-length of a =-separable
group, we see they coincide as affirms proposition 4.

b) Using the definition given in [1] of Frattini subgroup over = in a finite group
(written @_ (G)) we can construct another r-serie:

1C @, (6G) C 2., (6 C .. (1.7)
G

such that ®__, (G) is the inverse image in G of @ [®,. (G)). Now (1.7) finishes in
G if and only if G is 7-separable.
¢) We have studied the class of m-separable groups, considered as a formation.

Given a formation &, we can define

G¥ = A {M 4G and G/ME F}

as usual, where G is a given group. Now we introduce two classes of groups.

F* :{G|G5= G}end F” = {G |G, € F*V G, subgroup of G}
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Then & * and & are closed under quotiens (Lemma 1) and &’ is a formation (Pro-
position 8). If & is the z-separable groups formation, then &’/ = 1. Dually we have
studied the class of r-separable groups as a Fitting class from this point of wiew.

Chapter II

A well known property of r-separable groups is:

() It G = G/O, (G) then Z_ (0, (&) CO, (6).

We have studied the kind of groups which have (P), without assuming =-separability ;
in theorems 1, 2, 3 we extend this property to quotiens, products and normal subgroups
in some special cases.

Chapter III

In this chapter we have related property (P) with other z-properties. Our main
results are the following:

Theorem 1. — G is g-separable if and only if every homomorphic imagen of G ve-
rifies (P).

This result is improved in Theorem 2.
Theorem 3. — If G verifies (P) and (D), and Q is a #-Sylow subgroup of O . (G),
then : ]
ZG (Q) _C_ Oﬂ’,n (G)

Now, generalizing from p to 7 the definiton of p-constraint given in [2] chapter 8,
we say:

A finite group is z-constrained if Z, (Q) C O, . (G).
Theorem 4. — A g-constrained group verifies the property (P).
Proposition 2. — It G is a a-constrained group, then Inn G involves Inn O, . (G).

This chapter ends at a lattice-diagram corresponding to the subgroups of a group G
with (P) and (D_) which have appeared in the preceding discusion.

Note: (D.) has the usual meaning.

Introduccion

Sea 7 un conjunto de mimeros primos y 7' su complementario; se llama grupo x-se-
parable a aquel que admite una serie de composicién en que cada factor es un z-grupo o
un 7’-grupo donde z-grupo ez aquel cuyo orden es solamente divisble por primos en .
En este trabajo nos hemos dedicado al estudio de esta clase de grupos finitos, asi como
de ciertas propiedades relacionadas con la m-separabilidad. Para ello se han reunido las
secciones de que consta el trabajo en tres capitulos.

En el primer capitulo se hace un estudio de los grupos r-separables, introduciendo,
junto con las r-series ya conocidas, nuevas r-series y con ellag nuevas propiedades de
estos grupos. Asimismo se consideran los grupos =-separables desde el punto de vista de
las Formaciones y de las Clases de Fitting; haciendo en cada caso un estudio general
vélido para grupos finitos y aplicando luego al caso de los grupos m-separables.
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SOBRE LOS GRUPOS FINITOS =-SEPARABLES

El segundo capitulo estd dedicado al estudio de una z-propiedad que verifican los
grupos g-separables, generalizando a los grupos que la verifican algunos resultados ya
clsicos en grupos r-separables y p-resolubles y que inicamente usaban para su obteqn-
cién el hecho de cumplir dicha propiedad. Se dan también algunos nuevos.

En el capitulo tercero se relacionan las dos z-propiedades anteriores entre si y con
otras.

Algunos de estos resultados Son generalizaciones inmediatas de ofros ya conocidos
Yy que se encuentran en la bibliograffa cldsica de los grupos finitos. En todos estos casos
se hace referencia a lag fuentes de los mismos.

Las proposiciones, teoremas y definiciones se numeran en cada capitulo independien-
temente. Los numeros entre corchetes corresponden a la bibliografia, que, ordenada
alfabéticamente, se encuentra al final de este trabajo.

CAPITULO I

§ 1. m-series ascendentes y descendentes en un grupo finito

Sea 7 un conjunto de nimeros primos y n’ su complementario; diremos que un ni-
mero natural es un r-nimero si solamente es divisible por primos de 7. Un grupo fini-
to G se llama z-grupo si su orden |G| es un r-nimero y un elemento x de un grupo
finito G es un r-elemento si su orden |x| es un g-niimero; asimismo llamaremos r-sub-
grupo a aquel cuyo orden es un z-nimero.

Dado un grupo finito G cualquiera, la clase de los m-subgrupos normales es no vacfa,
pues a ella pertenece 1; dados dos z-subgrupos normales M y N, el subgrupo MN es
también z-subgrupo normal y por tanto tiene sentido la siguiente

Definicién 1. — Dado un grupo finito G, Hamaremos O_(G) al mayor =-subgrupo nor-
mal del mismo.
Proposicién 1. — En todo grupo finito G se tiene:

1.0 0_(G) es un subgrupo caracteristico de G.
2.° G es un z-grupo si y sélo si 0_(G) = G.
3. 8i G es un 7’-grupo, 0_(G) = 1.

Laz demostraciones son inmediatas.

Como consecuencia de la definicién 1, se tiene que: si G = G/0_(G), entonces

0.(G) = 1. Ahora bien en G podemos considerar O (G) y 0. . (G) su antiimagen por

el homomorfismo canénico G —> G. Anélogamente se define O__ (G) como la imagen in-

versa en G de 0 (G/O, . (G)) por el homomorfismo canénico G —> G/0__(G), ete.

.....

Llegando a construir una sucesién ascendente de subgrupos caracteristicos :

(1.1) 1C0.(6)CO, .(G)CO, .. (GC..

Que llamaremos r-serie ascendente superior. De modo andlogo, definiremos la r-serie
ascendente inferior.

(L-2) G 0(6G) @ 0 (&) @ 05~ (G) &

Definicién 2. — Sea G un grupo finito; llamaremos O=(G) al subgrupo de G engen-
drado por los z’-elementos.

Proposicién 2. — En todo grupo finito G se tiene:

1.° O=(G) es un subgrupo totalmente invariante de G.

2. G/0~(G) es un g-grupo.

3.° SiN Gy G/N es un a-grupo, se sigue: N O O=(G) y reciprocamente: todo
subgrupo normal de G que contiene a O=(G) es tal que su indice es un z-nimero.
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4° Si G es un z'-grupo, 0%(G) = G.
5.° Si G es un z-grupo, 0%(G) = 1 y viceversa,

Demostracion:

1.° Sea x un z’-elemento y ¢ un endomorfismo de G; como un endomorfismo frans-
forma un elemento x en ofro ¢x de orden |px| divisor de |x|, se tiene que gx es un
=’-elemento ; por lo que ¢xg0=(G). Como, por lo anterior, la imagen de cualquier gene-
rador de O%(G) por cualquier endomorfismo ¢ de G pertenece a O7(G), este subgrupo es
totalmente invariante.

2° Sea x € G/0~(G) y sea x = x0%(G) ; como todo elemento x de un grupo finito
puede expresarse como producto de un z-elemento y un z’-elemento (cf. [8], pdg. 396),
se tiene:

tenemos X = X, ya que x_€07(G); luego X es un r-elemento, y por tanto G/07(G) es
un 7-grupo.

3.2 Sea x cualquiera de O7(G), entonces x es producto de r’-elementos, de ahf que
también lo sea X = xN y por tanto X = 1(€G/N) lo que implica que x€N. El reciproco
es trivial pues si N 0%(G), G/N es imagen homomorfa de G/O=(G).

Notemos que O%(0%(G)) =O0=(G); en efecto, sea x de O~(G) entonces x es producto
de 7’-elementos de G que lo son de O~(G), por tanto x€0=~(0=(G)). Ahora bien podemos
definir, sucesivamente: 0%(G) = 0¥ (0=(G)), 0%~,%(G) = 0=(0~(G)), ete. y considerar
la 7-serie descendente superior:

(13) GDO0%(G) DO0%¥(G) D O%(G) D...

Y la #-serie descendente inferior:

(1.4 6D O0%(G) DO~=G) DO¥=(G) D...

Notas:

1.2 Observemos la siguiente “dualidad” entre 0~(G) y O0_(G):

0.(G) es el mayor subgrupo normal cuyo orden es m-nimero y O=(G) es el menor
subgrupo normal cuyo indice es z-nimero. Se puede definir, respectivamente, como el
producto de todos los z-subgrupos normales de G y como la interseccién de todos los
subgrupos normales cuyo indice es un z-niimero. Nétese asimismo que: O _(G)NO,.(G) =1
y que 0%(G)0~(G)=G.

2.2 Sif es un homomorfismo de grupos finitos

f: G— &

aplica un elemento de O%(G) en uno de O%(G’), como basta comprobarlo Para generado-
res, Tenemos, pues, definido un homomorfismo de pares de grupos

£:(07(G), G) — (0~(G"), G
y por tanto induce un homomorfismo de z-grupos
1:G/0~(G) — G'/O=(()

Queda asf definido un funtor de la categoria de los grupos finitos en la de los 7-grupos,
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§ 2. m-series en grupos finitos n-separables

Definicion 8. — Llamamos grupo r-separable a un grupo finito que admite una serie
de composicién tal que cada factor es un z-grupo o un z’-grupo.

Teorema 1. — En un grupo finito z-separable se tiene:

10 Las g-series ascendentes superior e inferior acaban en G y reciprocamente:
8i una de las dos series acaba en G, G es m-gseparable.

2.° Subgrupos e imégenes homomorfas de grupos rz-separables son g-separables.

3. Un subgrupo normal minimal de un grupo x-separable es un z-grupo 0 un
7/-grupo.

La demostracién puede encontrarse en [2], pdg. 227.

Teorema 2. — Si G es un grupo finito 7-separable y G = G/0_ (G), entonces se
cumple la siguiente propiedad:

(®)  Z_(0,@)C0,@.

La demostracién puede verse en [2], pdg. 228.

Lema. — Un subgrupo normal maximal G, de un grupo m-separable es tal que G/G,
es un z-grupo O un z’-grupo.

Demostracion: Si G, es un subgrupo normal maximal de G, forma parte de una se-
rie de composicién y por tanto G/G, es un g-grupo o un z’-grupo c. q. d.

Teorema 8. — Si G es g-separable, las dog series descendentes inferior y superior
terminan en 1; reciprocamente, si una de estas dos series termina en 1, G es g-se-
parable.

Demostracién: El reciproco es evidente por los teoremas de refinamiento para series
normales y de Jordan-Hélder.

Sea, pues, G x-separable y supongamos que una de lag series acaba en H, al cabo
de un cierto nimero de pasos de modo que:

G D) 0%(G) D 0 (G) DD o~ ..., 7(G) = H-=£1

Entonces, O%(H) = H y como H es z-separable, sus subgrupos normales maxima-
les son de indice m-nimero o z’-nimero y como OF(H) = H, dicho indice es necesaria-
mente un g-nimero por tanto O¥(H) =£H, contra la hipétesis de que la serie acaba
en H ¢. q. d.

Como consecuencia de la definicién de r-separabilidad y del teorema anterior, te-
nemos :

Teorema 4. — Las ocho propiedades siguientes son equivalentes :

1. G admite una serie normal cuyos factores son z-grupos o z’-grupos.

2. G admite una serie normal maximal (de composicién) cuyos factores son r-gru-
pos 0 z’-grupos.

3. G admite una serie invariante cuyos factores son z-grupos o z’-grupos.

4. G admite una serie invariante maximal (principal) cuyos factores son z-grupos
0 7’grupos.

5. G admite una serie caracteristica cuyos factores son zr-grupos o x’-grupos.

6. G admite una serie caracteristica maximal cuyos factores son g-grupos o -
grupos.
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7. G admite una serie totalmente invariante cuyos factores som z-grupos o -
grupos.

8. G admite una serie totalmente invariante maximal cuyos factores son g-grupos
0 7’-grupos.

Demostracion:

12 34 s
casos Q =1, Q = Ing
plo [6], pdg. 64.

7T=5=3 = 1. Trivial.

6 y 7 8 por los teoremas de refinamiento de Q-series en los
G, Q =Aut G y Q = End G, respectivamente; ver, por ejem-

2= 1T7. En efecto: por el teorema amierior, G es =-separable, es decir, cumple la

propiedad 2 si y s6lo si las series descendentes acaban en 1 y éstas son totalmente
invariantes. c¢. q. d.

Proposicion 8. — Si G es un grupo finito r-separable, entonces :
[07(G), 0==(G)] = O=™(G).

Demostracion: Bastard suponerlo para G z-separable y tal que O~(G) = G.

Sea, pues, G un grupo finito z-separable que no admite cocientes que sean z-grupos
propios. Llamemos H = 07(G); dicho subgrupo es gx-separable asi como H/[G,H].
Como O (H) = H, se tiene O~ (H/[G, H]) = H/[G, H]; supongamos que este grupo no
es ftrivial; entonces, por la g-separabilidad, O=(H/[G, H]) =4 H/[G, H]; escribiendo
P/[G, H] = O~(H/[G, H]), tenemos:

1° H/P = H/[G, H]/P/[G, H] es un z-grupo.

2.c [H,G]CP y por tanto [H/P, G/P] =1

De 1.c deducimos que G/P es una extensién de un m-grupo H/P por un gz’-grupo
G/H y por tanto, segin el teorema de Schur-Zassenhaus; se tiene:

G/P = (H/P) (S/P) en donde S/P es un subgrupo de G/P isomorfo a G/H.
De 2.c se deduce que la aplicaci6n:
H/P x S/P — G/P
(hP, sP) —> hsP
es un homomorfismo suprayectivo entre grupos finitos del mismo orden. Por tanto,
es un isomorfismo. Asi, pues, se tiene que S/P ez un subgrupo normal de G/P y

G/S = H/P=£1, que es un  grupo, contra la hipétesis de que G no admite r-cocien-
tes propios. Luego H = [G, H] ¢. q. d.

Corolario 1. — Sea G un grupo finito z-separable tal que O=(G)s= G, entonces
[G, G] = G(#'), en que G!(7") es el subgrupo normal méximo de G tal que G/G(zx")
es gz’-grupo abeliano.

Demostracion: De la definicién de G'(z’) =e deduce:
G*(z") D 07(G) Y G*(af) D [G, G,

por tanto Gl(z’) D 0~(G)[G, G], y como G/O¥(G)[G G] es =’-grupo abeliano, se tiene
[G, G]O~(G)= Gi(x).

Pero por la proposicién anterior

0~(G) = [G, 07(G)] C [G, G]
y por tanto G'(z’) = [G, G] ¢. q. d.
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Corolario 2. — Si G es un grupo finito z-separable, el cociente 07(G)/ [07(G), O%(G)]
es un g’-grupo.

Demostracién 1.%: Bastard probarlo para G tal que O%(G) = G, entoneces por el coro-
: lario 1, G/[G, G] = G/G'(7") que es un z’-grupo c. q. d.

Demostracion 2.%: (prescinde del corolario 1). O=(G)/[0=(G), O%(G)] es imagen ho-
momorfa de 07(G)/[0~(G), 0% (G)] que por la proposicion 3 coincide con 0%(G)/0™=(G)
que es g’-grupo c¢. q. d.

Nota: Puede generalizarse la nocién de grupo r-separable a grupo x-separable con
dominio de operadores Q?

La definicién natural serfa la siguiente :

“Llamamos Q-grupo m-separable a aquel que posee una Q-serie

Ehe e OY(EN ) it

en que cada factor es un g-grupo o un z’-grupo.”

Obviamente todo Q-grupo z-separable es m-separable considerado tan sélo como grupo
finito sin dominio de operadores. Reciprocamente, sea G r-separable; entonces, segilin el
teorema 4, apartado 7, es un (End G)-grupo sm-separable.

Ahora bien, dar un dominio de operadores es dar una aplicacién Q —- End G y, por
tanto, una biyeccién entre un conjunto cociente Q/R de Q y un subconjunto de End G,
donde R es la equivalencia asociada a la aplicacién anterior y Q/R es un dominio de
operadores para G mediante la ley:

Q/R x G—>G

(@, 8 ~— g
siendo o & w. Asf, pues. todo dominio de operadores actiia como un dominio de operado-
res contenido en End G; luego =i G es x-separable, la serie totalmente invariante que

aparece en el teorema 4, apartado 7, es Q-invariante, pues es Q/R-invariante, luego G es
un grupo m-separable, como Q-grupo.

§ 3. Sobre la n-longitud
Definicion 4. — Se llama m-longitud de un grupo r-separable al mimero de r-factores
de la #-serie inferior ascendente
@0 (G) @ O (G)E e
que anotaremos, para mayor comodidad :
1 =P (G CN(&)CP,(GC..CP (GCN (G =G
siendo: N(G)/P(G) =’-grupo, P,(G)/N,_ ,(G) a-grupo y 1 la z-longitud.

Definicion 5. — Llamamos r-altura de un grupo z-separable, al mimero de r-factores
de la #-serie inferior descendente.

G D 0(G) D O~¥(G) D ...

que denotaremos, para mayor comodidad :

G = N°(G) DP°(G) DN(G) D ... DN2(G) D PA(G) =1
siendo como antes N!(G)/P!(G) #’-grupo, Pi(G)/N+1(G) z-grupo y h la s-altura.

B /D
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Nota: No confundir la r-altura de un grupo s-separable, aqui definida con la r-altura
de Fitting de un grupo m-resoluble (cf. [1]).
Tratamos ahora de comparar [ y h.

Lema 1. — Sea G 7-separable y sea
T SRR@EEME@ BT @@ PRO@ M — G

una serie invariante tal que M,/P, es un #’-grupo y P,/M, | es un z-grupo. Entonces:

M, C N,(G) y P, C P,(G)

(cf. [6], 6-2 Hilfssatz, pdg. 688). La demostracién dada alli sirve perfectamente aqui, aun-
que aquélla se haga para grupos p-resolubles.

Lema 2. — Sea G r-separable y sea
Gi= Mo B MLy M= iR
una serie invariante, tal que M!/P! es un z’-grupo y P!/Mi*+l es un z-grupo. Entonces:
M D N(G) 7 y Pt D PY(G)

Demostracion: Supongamos que M! ) N{(G) para un cierto i; estd claro que esto ocu-
rre trivialmente en el caso i = 0. Entonces:

N (G)/N* (G M P! = P! N (G)/PHIC Mi/P!
ya que P' C M! y N! (G) C M! por hipétesis; entonces, N! (G)/N! (G) N P! es un #/-gru-
po y por tanto:
P! (G)IE N (G) APLE P
Andlogamente, a partir de este tltimo contenido, se demostraria que Mi+1 ) Ni+1 (G)
y asi socesivamnte. c.q.d. =

Apoydndonos en estos dos lemas y comparando las gz-series ascendente inferior y
descendente inferior, se tiene:

NE(@)@N /(6 ek —0aiEE oh (1.5)

N@GICN, x(6) k=0,1,..,h

N (G) D N, (G) fel—R 0 E ]

P, (G) DN (G) Jea =0l e (1.6)
Haciendo en (1.5) k = 0, se fiene G = N° (G) = N, (G) y como N, (G) = G, se tie-

ne 1 = h.

Haciendo en (1.6) k = 0, se tiene 1 = P, (G) = P! (G) y como P! (G) = 1, se tie-
nez=hi——="1"

Queda, por tanto, probada la siguiente

Proposicion 4. — En un grupo finito G 7-separable, la g-altura h y la 7-longitud [
coinciden.
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§ 4. Sobre una n-serie ascendente

En este parrafo desarrollamos una teoria de tipo algo distinto a la anterior, encami-
nada a construir una nueva g-serie ascendente de naturaleza distinta a las consideradas
en los anteriores apartados. Para ello aplicaremos a los grupos m-separables la teoria
y algunos resultados dados en [1] por Enguehard. Para ello interesa dar, previamente
las principales definiciones, cuya justificacién estd dada en [1].

Definicion 6. — Se llama grupo g-nilpotente a un grupo finito G, extensién de un
#/-grupo por un g-grupo nilpotente.

Definicion 7. — (Enguehard). El mayor subgrupo normal z-nilpotente de un grupo
finito G se llamard grupo de Fitting sobre = de G, y se anotard F_ (G).

Definicion 8.°— (Enguehard). Llamamos subgrupo de Frattini sobre =, y se anotard
®_ (G) a la interseccion de todos los subgrupos maximales de G cuyo indice es un
7-NUIMero.

De la definicién resulta inmediatamente que dicho subgrupo es caracteristico.

Notas: $Si G es un z-grupo, el subgrupo de Frattini sobre = coincide con el subgrupo
de Frattini @ (G).

Si G es un 7’-grupo, @_(G) = G.

Sim Cm, se tiene: @ (G) C (I)"1 (G).

Recordemos que todos los grupos poseen subgrupos maximales, excepto los ciclicos
de orden primo.

Proposicion 5. — En todo grupo finito &_ (G/@_ (G)) = 1 y por tanto G/®, (G) es
®-libre en el sentido de Gaschiitz. para todo =.

Demostracion: Sea x € G/®_ (G) un elemento perteneciente a todo subgrupo maximal
M/®_ (G) de indice 7-ntimero, entonces, si x = x ®_(G), x pertenece a todo subgrupo
maximal M de G de indice z-mimero y por tanto x€ @_ (G); luego x = 1. ¢.q.d.

Proposicién 6. — En todo grupo finito ®_ (G/®_ (G)) = 1 y por tanto G/®_ (G) es
w-nilpotente.

Demostracion: Si G es g-separable, ®_(G) es m-separable y por tanto se le puede
aplicar el teorema 3.6 de [2], capitulo 6, y recordando que segin el teorema de Feit-
Thompson todo grupo finito de orden impar es resoluble, tenemos que todo grupo =-se-
parable cumple los teoremas de Sylow para z” y de ahi que se pueda aplicar el teorema
3.3. apartado (a) de [1] seglin el cual se tiene que @_(G) es un grupo g-nilpotente.
c. q. d.

Corolario. — En un grupo m-separable, se tiene

1.° o _(G) o, (G) = (G).

2.0 [F (6), F . (&)] € &, (6) € F, (G).

3.° F_ (G/o_(G) =F,_(G)/2, (G).

Para probarlo basta considerar las proposiciones 3.4 y 3.5 de [1].

Nota: Comparar 2.° y 3.° con los resultados cldsicos sobre los subgrupos de Fitting
y de Frattini; ver, por ejemplo [2], pdg. 219, teor. 1.6.

En lo que sigue, dado un grupo finito G, designaremos con Syl_(G) a la clase de
n-subgrupos de Sylow del mizmo. Recordemos, asimismo, que un z-subgrupo de Sylow
es un subgrupo de orden m-nimero maximal.
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EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Lema 1. — Sea T un subgrupo de un grupo G r-separable, tal que [G:T] es un
m-Nimero ; entonces T contiene a 0_, (G).

Demostracion : Por ser G z-separable, T es también r-separable, entonces por el teo-
rema 3.6 de [2], tanto T como G verifican los teoremas de Sylow generalizados para
7 Y n. Como [G:T] es un z-nimero.

Syl,, (G) D Syl,, (D)

y entonces 0,(G) C N {P | P e Syl (G)} Cn {P | P € Syl (T)}C T, quedando pro-
bado el lema. =7 T

Lema 2. — Si G es un grupo finito s-separable no frivial, entonces @ _(G)=£1 o
bien @, (G) =~ 1.

Demostracion: Por ser G m-separable, O  (G) == 1 o bien O (G) == 1. Supongamos,
por ejemplo, que O, (G) =~ 1. Entonces, segin el lema 1, si T es un subgrupo maximal
de G tal que su indice es un z-numero, se tiene que T ) O_ (G). Al considerar la in-
terseccién de todos estos T maximales tenemos: 7/

o_ (G) =) 0" H(G)F== e ctqed.

Por lo tanto podemos realizar un proceso andlogo al descrito en el parrafo 1 para la

construccién de las r-series ascendentes y obtener una serie caracteristica :

1 g @1: (G) l__C_ (I’-‘ﬂ.r.’ (G) g (Dﬂ,n’ X4 (G) g (17)

2., (6)/2, (6) = &, (6/a, (&)
y asi sucesivamente.

Esta serie, segin el lema 2, acaba en G si este grupo es r-separable, y por tanto
tenemos una nueva caracterizacién de los grupos g-separables, que queda enunciada en
el siguiente

Teorema 5. — Un grupo finito G es z-separable =i y s6lo si admite una serie carac-

teristica.
e 0 e G G @ C = G
tal que C;/C,_, es r-nilpotente y Cy /G es m'-nilpotente.

Demostracion: Si G admite tal serie, es trivialmente r-separable, y si G es r-separa-
ble, recordando el hecho de que @_ (G) es z-nilpotente y @_, (G) es #’-nilpotente si G
es g-separable, se tiene segiin la observaciéon anterior que la 7-serie (1.7) acaba en G.
c. q. d.

§ 5. La formacién de los grupos m-separables

Este pérrafo se divide en dom partes, el primer apartado es de cardcter general y en
el segundo aplicamos los resultados del primero al caso particular de los grupos r-se-
parables.

(5-1) Formaciones

Definicion 9. — Llamamos formacion a una clase & mno vacia de grupos finitos,
tal que:

(B-1) Si G pertenece a &, G/H pertence a & para todo H subgrupo normal de G.
(F-2) Si G/H, y G/H, pertenecen a &, G/H, N H, pertenece a & .
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Dada una formacion & y un grupo finito cualquiera G, notemos que la familia
{M|M<|GyGMEe 5}

es no vacia pues 1 es de & y por tanto G pertenece a esta familia. Por tanto tiene sen-
tido considerar el siguiente subgrupo Gg de G:

6 =N(M|MGyGME F)

Notemos que la clase de los m-grupos es una formacién y tal que, para todo grupo
finito, O~ (G) es precisamente G .

Proposicion 7. — Sean G un grupo finito cualquiera y % wuna formacién entonces:
«

L ch es un subgrupo caracteristico de G.
2.° Ge & siy sélo si Ggr:l.
3.° G/GéF € &.
4.° Si N es un subgrupo normal de G y G/Ng€ &4 entonces N contiene a Gg; y
reciprocamente : si GéF C N G, se tiene G/N € &.
Demostracion: 1.° Sea ¢ un automorfismo de G y consideremos las familias
Gi={M|M<GYyGMeEF} C,={oM|M<GyG/MeF)

Si Mg @, se tiene M' = oM, y como ¢ € Aut G, M’ es subgrupo normal de G;
ademds ¢ es un homomorfismo biyectivo de pares (M, G) — (M’, G) y por tanto queda
definido un isomoriismo: G/M — G/M/, y de ahi que G/M’€ & ; por tanto M’ = G
Asf pues G, C &, Por ofro lado M € G, implica M = ¢ M’ (hacer M’ = ot Mg G)
luego M€ ¢, y de ahi que IGEE G

Como @, = G, se tiene:

6¥ =AM

M<|GyG/Mec&} =N{eM | M GyG/Me 5} =
§
=o[N{M|M<IGyGMecF} =9 G
(pues ¢ es biyectiva). Como esta igualdad vale para todo automorfismo ¢ de G, se tie-
57

ne: G car G. c.q.d.

2.° En efecto, si G ¢ &, por ser Gdr el menor subgrupo normal de G tal que
G/G E &, se tiene G —£ 1.

Los demés apartados son triviales.

(Cf. con la proposicién 2).

Supongamos que & es una formacién dada; definimos las siguientes clases no
vacias

FeouGed - ay

&' ={G |G, € F* para todo subgrupo G, de G}
Primeras consecuencias inmediatas a partir de la definicién, son:
L = I G
22 —8i § y @G son formaciones tales que G C &, se tiene F'C &
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3 —F @ Fr={1)

42 —Si S es un subgrupe de GE€ §’; entonces SE€ F".

Lema 1. — F* y &7 verifican (F-1).

Demostracion: (a) Sea G € & *, entonces G = Gg. Si H <| G y existe M/H <| G/H
tal que G/H/M/H € &, se tiene G/M € & luego M = G y por tanto M/H = G/H.

(b) Sea G€ &’ y H un subgrupo normal de G. Supongamos que S/H es un subgru-
po de G/H; entonces S es un subgrupe de G luego S€ F* y por (a), S/H € F*; por
tanto G/HEe &’. c.q.d.

Lema 2. — Sea 1 — H — G — K —> 1 una sucesién exacta de grupos finitos
tal que: H y K pertenecen a & *; entonces: G € &F*.

Demostracion: Si N <| G tal que G/N€ & ; tenemos G/NH pertenece a & . Pero
por el lema 1: G/NHE F* ya que G/H ~ K € F*, y por tanto: G/NH = 1, de donde

NH = G.

Entonces G/N =~ NH/N = H/N 0 H € & * pues es un cociente de H. Por otro lado:
G/N € &, luego G/N = 1, es decir G = N; lo que nos dice que G € &*. c.q.d.

Lema 3. — Si 1 — H — G — K —> 1 es una sucesién exacta de grupos finitos,
tal que H y K € §; entonces G € F".

Demostracion: Sea S un subgrupo de G; tenemos la sucesién exacta

1—>SAH—>AS—>S/8SNH~>1
de modo que S N\ H € & *, pues es subgrupo de H, y por otro lado S[SOH~~SH/HE gLk
por ser subgrupo de G/H ~ K. Por el lema 2, GE ¥’ ya que S€ F*. c.q.d.
Proposicion 8. — &’ es una formacién de grupos.

Demosiracion: En el lema 1 se probé que &’ verifica (F-1); veamos, ahora, que
verifica (F-2).
Sean G/H, y G/H, de &’; entonces tenemos la sucesién exacta.

1—H/E NH,— GH NH,—>G/H, —>1
lal que:

G/H,e ¥’ y H /M AH, = HH/H € &’
por tanto, aplicando el lema 3, G/H, NH, € " c.q.d.
~ Como &’ es una formacién, tiene sentido considerar la clase (F’)*.

Proposicion 9. — & C (F')*.

Demostracion: Sea GE & y sea N <| G tal que G/N € ' ; entonces G/N € &, por
ser & formacién, de ahi que: G/N = 1; luego N = G, lo que implica que Gcy = (&, es
decir:

G e (F)* ecq.d

Nota: En la formacion & de los z-grupos, la formacién &/ es la de los n’-grupos
y en este caso (/) = &.

(5-2) La formacion de los grupos =-separables

Proposicion 10. — La clase de los grupos s-separables es una formacién que cumple,
ademds, la siguiente propiedad:

(E) Si G es una extension de H por K y H y K son.de &, entonces G € & .
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Demostracion: (F-1) Pues todo grupo cociente de un grupo n-separable es r-se-
parable.
(E) En efecto, si H y G/H son z-separables, admiten series de composicién :

G/HD Gy/HD G,/HD ... D Gy/H = H/H
HoH 5. 9 H —
y entonces, G admite la serie normal
EoD B o e BEE = BT B DA

formada por factores que son z-grupos o z’-grupos y de ahi que G es g-separable.

(F-2) Sean G/H, y G/H, grupos s-separables: entonces tenemos: 1 —> H H, NH—
— G/H, N H, — G/H, — 1 exacta y tal que H /H O H, (= HH,/H, q G/H) y
G/H, son r-separables; luego por (E), G/H, M H, es z-separable. c.q.d.

Anélogas consideraciones son véilidas para:

a) Los grupos r-resolubles, es decir grupos m-separables cuyos r-factores son reso-
lubles.

b) Los grupos g-separables de s-longitud — k (con k > 0 fijo) (cf. [6] 6.4 Hilfssatz
apartados (a) y (d)).

¢) Los g’-grupos (hacer k = 0).

d) Los z-grupos.

Para los grupos g-nilpotentes son vélidos (F-1) y (F-2).

Definicién 10. — Decimos que una formacién & es g-saturade en una clase @ si:

G/lo, (G)EF y GeeC = GegF
(ck. [1]).

Entonces se tiene la siguiente

Proposicion 11. — La formacién de los grupos m-nilpotentes es r-saturada en la for-
macién de los grupos s-separables.

Demostracién.: Por el corolario de la proposicién 6, apartado 3.°,
F. (G/@, (6) = F_(G)/2, (G)

Por otra parte, de la definicion de subgrupo de Fitting sobre z, se deduce que i
G/®, (G) es s-nilpotente: G/®_ (G) coincide con su subgrupo de Fitting sobre r; luego
G/, (G) = F, (6G)/2, (G)

Yy por tanto, comparando estas dos dultimas igualdades, tenemos: G = E_(G) que es
m-nilpotente.  c.q.d.
Proposicién 12. — Si & es la formacién de los grupos r-separables, ¥/ = {1}.

Demostracion: Llamemos & .y & . a las formaciones de los z-grupos y de los
7’ -grupos, respectivamente, entonces:

FC F gy g
De ahi que:
GUEFS sy GO0 g g
y por tanto ' C F .. N &, = {1}. c.q.d.
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§ 6. La clase de Fitting de los grupos m-separables

En este parrafo hacemos un estudio paralelo al del anterior, estando también dividido
en dos partes

(6-1) Clases de Fitting

Definicién 9b. — Llamamos clase de Fitting, a una clase ¢ no vacia de grupos fi-
nitos fal que

(CF-1) G € & implica H € & (para todo H <] G).

(CF-2) Si H, y H, son subgrupos normales de G tales que HeH = HIHZEC%’.

Dada una clase de Fitting G y un grupo finito cualquiera G; notemos que la familia
{M | M <|GyMegH]} es no vacia, pues 1 € &, y por tanto, estd en la familia.

Llamamos G .. al siguiente subgrupo de G

%
Gy =I{M|M<|GyMeER)

que es el mayor subgrupo normal de G en H.

Notemos que la clase de los m-grupos es de Fitting y que para todo G finito, O_(G) es
precisamente G X

Proposicién 7b. — Sea G un grupo finito cualquiera y & una clase de Fitting,
entonces :

=0 GJ{ es un subgrupo caracteristico de G.

2° GE K siy sblo si GJ{ — (B¢

3.0 Gg{ EH.

4° Si N<IG y NQGJ{ entonces N € K y reciprocamente: si N<iG y NE K,

se fiene N_C_GJ{

Demostracion:

1.° Sea ¢ un automorfismo de G; o Gg{ es un subgrupo normal de G y pertenece
a K, luego

Gy oGy €X

y es subgrupo normal.d'e G. Por tanto: GJ‘: o) GJ{ c GJ{ = GJ{ D9 GJ{ c. q. d.

9., 3.0 y 4.0 son friviales.

(cf. con la proposicién 1).
Dada una clase de Fitting &, definimos las siguientes clases de grupos no vacfas

HK* ={G (}chl}
H' ={G | S € #* VS, subgrupo de G}

. Como consecuencia inmediata de la definicién, tenemos:

gty A

22 FH*NHK = {1} (basta comprobar la proposicién 7b, apartado 3.°).

32 Si K y ¢ son clases de Fitting tales que K C &, entonces eIt
42 Si S es un subgrupo de G y G € &, entonces S € H". =
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Lema 1b. — K* y F’ verifican (CF-1).
Demostracion: Sea GE€ H* y H un subgrupo normal de G; si calculamos H

tenemos, por la proposicién 7b, apartado 1.°: o

Hg{ car H < G

y por tanto HJ{ <6 HJ{ € S ; por consiguiente H

= il

i’ K

Sea G € #K’ y S un subgrupo de G, entonces se tiene: & € F* para todo S’, sub-
grupo de S; pues lo es de G. c.q.d.

Lema 2b. — Si1—>H—> G— K—>1 es una sucesién exacta de grupos tal que
H, K€ &*; entonces G € H*.

Demostracion: Sea N<IG y N€ &, entonces NNHe & ; pero por el lema 1b,
NNHe &K* de donde NN H = 1,

Por otro lado:

°

N=N/NOH = NH/H < G/H = K

por tanto NH/H € H* y de ahi que N = 1. ¢. q. d.

Lema 8b. — 81 1 —>H—> G—>K—>1 es una sucesi6n exacta de grupos y si H
y K prtenecen a &', entonces G € H.

Demostracion: Sea 8 un subgrupo de G, entonces tememos
I—->8SNH—>S —SH/H—1
exacta, de modo que S () H€E H* por ser subgrupo de I y ademds SH/H € & * por
ser subgrupo de G/H = K. Entonces, por el lema 2b, S ¢ 9°*. c. q. d.
- Proposicion 8b. — Sea K’ una clase de Fitting y supongamos que J’ verifica la
siguiente propiedad :
Ge A, implica G/He K (V H < 6

Entonces 57’ es una clase de Fitting.

Demostracion: Por el lema 1b, bastars probar que K’ verifica CF-2. Sean H y H,
subgrupos normales de G, y H, de &’; entonces:

Lo H > HoH —H,/H NH, —1

es exacta y tal que H, y H,/H, O H, pertenecen a &H; con ello por el lema 2b se
tiene H.H, e #". c. q. d.

Proposicion 9b. — G C (K)*, siempre que K’ sea clase de Fitting.

La demostracién es inmediata,

Notemos que si &’ es la clase de Fitting de los r-grupos, se tiene que (F9e ="

(6-2) La clase de Fitting de los grupos =-separables

Proposicion 10b. — La clase de los grupos r-separables es una clase de Fitting que
cumple la propiedad (E) (cf. proposicién 10).

La demostracién es andloga a la desarrollada en dicha proposicién 10.

Del mismo modo constituyen clases de Fitting, subclases de la de los r-separables
las siguientes:

a) Los grupos g-resolubles.

SV
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b) Los grupos x-separables de s-longitud — k, con k entero no negativo fijo (cf. [6]
6.4 Hilfssatz).

¢) Los n’-grupos (k = 0).

d) Los s-grupos.

Proposicién 11b.—Si & es la clase de Fitting de los grupos g-separables, H’'={1}.

La demostracién es anédloga a la de la proposicién 11.

GAPITULO 1II

§ 1. Introduccién y primeras propiedades

En el teorema 2 del capitulo I, enunciamosg la siguiente propiedad de los grupos fi-
nitos x-separables

(P) Si G = G/O, (G), entonces z- (0, (&) C O, (G)

El propésito de este capitulo es el estudio de estos grupos finitos, los cuales cons-
tituyen una clase muy amplia de grupos finitos. Algunos de los resultados aqui ex-
puestos son ya conocidos en los grupos sg-separables y p-resolubles; pero, realmente,
s6lo utilizan la propiedad (P). Otras propiedades expuestas, que son equivalentes a
(P) no lo son a la z-separabilidad.

Interesa recordar la sigulente propiedad de los subgrupos caracteristicos, que se
empleard en lo que sigue:

Proposiéon 1. — Sea N un subgrupo caracteristico de H y H un subgrupo normal
de G; entonces N es subgrupo normal de G.

La demostracién consiste, simplemente, en considerar el automorfismo n ~ —>- n¢
de N con g€ G, y aplicar la definicién de subgrupo caracteristico.

Sean H un subgrupo normal de N y éste subgrupo normal de G; lamamos G, (N/H)
al siguiente subgrupo de G:

Cq (N/H) = {g€G |gtpgH = pH, VpeN}.

En las dos proposiciones siguientes, adoptaremos para mayor comodidad la si-
guiente notacién :
N=0, (6) P/N = 0_ (G/N)
Proposicion 2. — Sea G un grupo finito, entonces las dos propiedades siguientes
son equivalentes:
(1) G verifica (P).
(2) Gy (P/N) C P.

Dmostracién: (1) = (2). Sea g un elemento cualquiera de G, (P/N), entonces
g ' pgN = pN para todo peP y de ahi que gN es de Zj/. (P/N), luego gN€ P/N y
seiPreqidl

(2) = (1). Sea xNgZy. (P/N) es decir: xNpN=pNxN para todo p€EP,
luego: x'px N = pN para todo p€P, de donde x€ G, (P/N) CP = xNgP/N.
c. q. d. S
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Corolario. — Si G verifica (P), se tiene Z; (P) C P.
En efecto, basta notar que Z; (P) C G, (P/N).

Nota: Este corolario estd probado en ([3], pdg. 332) para grupos p-resolubles, es
decir para = = {p} un solo nimero primo.
En la proposicién sigiuente consideraremos la propiedad (P) para el caso de

m=1P;-

Pjopisicién 8. — Lag propiedades siguientes son equivalentes:

(1) G verifica (P).

(2) G, (P/N) C P.

(3) Si F/N es el subgrupo de Frattini de P/N, se tiene G, (P/F) = P.

(4) G/P es isomorfo al grupo A, (P/F) de auntomorfismos de P/F inducidos por
elementos de G.

Demostracion:

(1) & (2). Demostrado en la proposicién 2.

(2) = (3). P/N es un p-grupo; entonces si F/N es el subgrupo de Frattini de
P/N, se tiene que P/F es elemental abeliano (cf. [3], Teor. 12.2.1, pdg. 176). Adem4s
F/N es nilpotente y por tanto (cf. [3], Teor. 10.4.3, pég. 157) se tiene:

[P/N, P/N] C F/N.
Sean ahora z, y cualesquiera de P, entonces
[xN, yN] € F/N
por tanto: [x, y] N € F/N, y de aqui que [x, y] F =F.
Se tiene: y"! xyF =xF (Vx) = y€ G, (P/F); deducimos de esto que:
PC G, (P/F) q G (2.1)

Llamemos K = C, (P/F) y notemos que K/P ~x K/N/P/N no es un p-grupo si el
contenido P {C K es esfricto.

Vamos a probar que, efectivamente P = K; en efecto, supongamos que P estd
contenido estrictamente en K, como K/P no es un p-grupo, existe al menos un ele-
mento x perteneciente a K, pero no a P cuyo orden |x| es primo con p. Por perte-
necer a K, z induce el automorfismo idéntico en P/F. Asimismo induce un aufomor-
fismo en el p-grupo P/N, y por tanto, segin el teorema 12.2.2 de [3], por ser este
automorfismo la identidad en P/F, su orden es una potencia de p. Pero por otro lado
el orden de este automorfismo es primo con p ya que lo es |x|. De estos dos hechos
deducimos que el automorfismo inducido en P/N es el idéntico, es decir: x € Gy (P/N),
y por tanto x € P por suponer cierto (2). En resumen: P = K. c.q.d.

Notas A: El argumento es vélido para todo grupo finito hasta (2.1).
B: La demostracién es una sintesis de las dadas en [3] y [6].

(3) = (4). Para todo x€ G queda definido un automorfismo f (x) de P/F
dado por
Fe () e R D

pPF —may x—1 pxF
y por tanto una aplicacién

f : G—> Aut P/F
PF — s 1 (X)
que es un homomorfismo de grupos. Su imagen es A, (P/F); hallemos su nicleo:

=l
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f(x) =1,/ ©& x ! pxF = pF para todo pF & XE€ G, (P/F), es decir: x€P, y
por tanto: ker f = P; queda por tanto probado que:

A_ (P/F) ~ G/P. c.q.d.

Nota: Realmente las propiedades (3) y (4) son la misma.

(4) = (1) Independientemente del hecho de que G sea un grupo finito que veri-
fica (4), se tiene P (C ker f, como puede comprobarse, por ejemplo, en [3], pég. 333,
en la demostracién del teorema 18.4.5. Ahora bien:

G/ker £ = A, (P/F) = G/P
Por tanto: P = ker f.
Sea, pues, xN € Z/ (P/N) cualquiera, entonces:
(xN) pN (xN)=1 = pN (¥ p € P)

lo que implica que [x, p] € N y de ahi [x, p] € F, ez decir z induce la transforma-
ci6n idéntica en P/F, o sea: xgker f =P y xNe P/N. c.q.d.

Para lo que sigue volveremos a la notacién inicial.

Proposicion 4. — Sea G un grupo finito,  un conjunto de mimeros primos de
modo que algin p € 7 divide al orden de G y algin q€ ¥ divide al orden de G. En-

tonces, si G no tiene m-subgrupos normales propios ni z'-subgrupos normales pro-
pios, G no verifica (P).

Demostracion : Basta notar que bajo lax hip6tesis de la proposici6n :

0.6 =1 0_(G =1; pero Z, (0, (G) =G=£1. <c.q.d.

T.

§ 2. La propiedad (P) en relacién con cocientes, productos
v subgrupos normales

En este parrafo consdieraremos algunos casos particulares en que la propiedad (P)
es heredada por subgrupos normales y grupos cocientes, también la extenderemos a
productos directos.

Teorema 1. — Sea G un grupo finito verificando (P) y H un z’-subgrupo normal
de G; entonces el grupo cociente G/H verifica (P).

Demostraciéon: Por ser H un z’-subgrupo normal, se tiene H (C O_ (G); hagamos
la demostracién por pasos Sucesivos : 7=

(@) 0O, (G)/H <|G/H. Evidente.

(b) 0. (G)/H es el z/-subgrupo normal miximo de G/H.

En efecto:

Sea ¢ : G — G/H el homomorfismo canénico, y sea O_, (G/H) el z’subgrupo nor-
mal méximo de G/H; entonces ¢=! (0 (G/H)) es normal, y su orden es un z’-mime-
ro, pues:

|9 O (G/H) | = [H || O, (G/H) |
Por tanto

9™ (0, (6/H) C 0, (G).

Aplicando ¢, tenemos
0, (G/H) C ¢ (0, (G) = 0, (6)/H
es decir: O, (G/H) = 0_ (G)/H.

e gAg s
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(c) Por los teoremas de isomorffa para grupos se tiene:

G/H/0, (G)/H = G/0, (G)
y por tanto el teorema queda probado. c.q.d.
Con la misma demostracién de este teorema queda probado el siguiente

Teorema 1 bis. — Si G es un grupo finito, H un 7’-subgrupo normal y G/H veri-
fica (P); entonces, G verifica (P).
Corolario. — Si G es un grupo finito que verifica (P) y O, (G) estd estrictamente

contenido en G, se tiene: O_ (G) estd estrictamente contenido en O _ (G).

Demostracion: Por el teorema 1, G/O_ (G) verifica (P); por fanto basta conside-
rar el caso en que 0, (G) = 1.

Sea, pues, G verificando (P) de modo que O_ (G) =1; si ademés fuese
0., (G) = 1, se tendrd por la proposicién 4 que G no verificard (P), contra la hipé-
tesis.  c¢.q.d.

Teorema 2. — Sean G, (i=1, ..., n) n grupos finitos verificando (P). Entonces
G x ... x G verifica (P).

Demostracién : La haremog para n = 2 y en varios pasos sucesivos.

(a) Dados dos grupos G, y G, y sendos subgrupos normales N; de G (i =1, 2),
se tiene: N, xN, <I G, xG,.

(b) Dado un homomorfismo suprayectivo G — G’ de grupos, la imagen de un
subgrupo normal es un subgrupo normal; en particular, si N 4 G, x G, ¥y
pr; : G,xG, — G, (i =1, 2) son las proyecciones canénicas, pr; N es subgrupo nor-
mal de G,.

(¢) |N;xN,| = |N,| |N|,; por tanto, O_ (G,)x0_ (G,) es un z’-subgrupo normal
de G, xG, y por consiguiente contenido en N = O_, (G, xG,). Ahora bien, por la obser-
vacién (b) pr; N es un g’-subgrupo normal de G, y por tanto estd contenido en O (G)
(i=1,2).Porello, NC G %0, (G) yN C 0. (G) x G,, lo que nos dice que

NC 0, (G,) x 0. (G,). De ahf que:
0. (G, x G,) =0_ (G,) x 0. (G,

(d G, x G,/N, x N, ~ G /N, x G,/N,, siendo N; </ G; para i =1, 2.
(e) El apartado (c) sigue siendo vélido cambiando en todos los sitios 7’ por z; por
tanto, si: P/0_, (G,) x 0. (G,) es el z-subgrupo normal méximo de

G, x G,/0, (G,) x 0, (G,), se tiene:
P/0,, (G,) x O, (G,) =~ P,/0. (G,) x P,/0_ (G,

en que P;/0_, (G,) es el r’subgrupo normal méximo de G;/0, (G,).
(f) Sean ahora dos grupos G, y G, sean N, y N, dos subgrupos normales N; < G;.
Entonces
Z (N, xN,) = ZGl ;) x ZGZ (N,) 5

G xXG,

en efecto: (t,, t,) € Z G XG (N, x N,) sfy s6losi (&, t,) (0, n;) = (m,, n,) (&, t,) para
todlon, €N, & t;n, =n t para todo , €N, & HEZ, (N) parai=1 2& (b, t,)
pertenece a ZGl M) xZ, (N,). :

De (e) y (f) se sigue (fue:

Z_(0,(G)CO, (@G = Z

G; G, X&,
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Corolario 1: Sean H, y H, dos subgrupos de un grupo finito G, uno de ellos con-
tenido en el centrallzadm del otro, tales que H, verifica (P) y H, es z’-subgrupo; enton-
ces H H, verifica (P).

Demostracién: La aplicacién f : H, xH, — H H, dada por f (h,h)) =hh, es un
homomorfismo suprayectivo, puesto que por lnpolecls HEeE 7 e (H)e ntonces
HUH = H=cociH |/ Kenif,
Adem4s:
Ker f = {(x,7) | xy

Il

1} = {(x, x) |x€H, NH,})
y como H () H, es abeliano, se tiene Ker f =~ H, N H,, que por ser subgrupo de I,
es 7 -grupo De ahf, por los teoremas 1 y 2, H H, venf:c‘\ ®). c.q.d.

Corolario 2. — Sea G = G, x ... x G, de modo que G, G, G,, ..., y G,_, verifican
(P) ; entonces G, verifica (P).

Demostracion :

Caso 1.° (n = 2). La demostracién del teorema 2 es vélida para este caso con log
mismos pasos Sucesivos.

Caso 2.° (n cualquiera). Por el teorema 2, el grupo

Gi=G % %G
verifica (P), y como
G = & x G,

por el caso 1.°, G, verifica (P). c.q.d.

El préximo caso a considerar requiere dos lemas previos, los cuales, en definitiva,
nos aseguran bajo ciertag hip6tesis, el siguiente hecho:

Si H es subgrupo normal de G y el fndice [G:H] es un 7'-niimero, se tiene

0. (G/0_(G)) = O, (H/0,, (H)).

Para ello es necesario recordar las siguientes

Definicion 1. — Se llama g-subgrupo de Sylow de nn grupo finito G a un z-sub-
grupo maximal.

Notemos que, en general no todos los z-subgrupos de Sylow son de indice ’-ni-
mero ; esto es cierto para los grupos resolubles, cualquiera que sea m, y para z={p},
un solo nimero primo, cualquiera que sea G finito (teoremas de Sylow).

Definicién 2. — Se llama gz-subgrupo de Hall de un grupo finito G, a aquel sub-
grupo H cuyo indice [G:H] es un z'mimero.

Notemos que todo z-subgrupo de Hall es z-subgrupo de Sylow.

Pues bien; se dice que un grupo finito verifica log teoremas de Sylow generalizados
para el conjunto de nimeros primos s, si posee una sola clage de p-subgrupos de
Sylow conjugados y si éstos son de Hall (cf. [9], pdg. 125-133).

Denotaremos por Syl (G) la clase de los #-subgrupos de Sylow de G.

Lema 1. — Sea G un grupo finito que tiene una sola clase de s-subgrupos de
Sylow y éstos son gr-subgrupos de Hall; H un z’-subgrupo normal de G. Entonces G/H
tiene una sola clage de z-subgrupos de Sylow y éstos son x-subgrupos de Hall.

Demostracién: La haremos en varios pasos .
(a) Sea P €Syl (G); entonces, de los isomorfismos %

PH/H=P/PNH y P/PNH =P (puesP N H=1)
ge deduce: PH/H =~ P.
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Ahora bien: [G/H:PH/H] = [G:PH], que divide a [G:P], y como [G:P] es un
#/-nimero por ser P z-subgrupo de Hall, se tiene que PH/H es un z-subgrupo de Hall
de G/H. Luego todo z-subgrupo de G/H de la forma PH/H, con P de Syl_(G), es un
x-subgrupo de Hall.

(b) Demostremos que todo r-subgrupo de Sylow de G/H es de la forma antedi-
cha. Sea, pues, ?/HESy]ﬂ (G/H) ; entonces P es una extensién de un z’subgrupo H
por un r-subgrupo P/H y por tanto, segin el teorema de Schur-Zassenhaus (cf. por

ejemplo [2], pég. 22) P es de la forma P = PH con P r-subgrupo de G, luego estd
contenido en algiin z-subgrupo de Sylow P, de G; por tanto:

P, H/H D PH/H

y como [P H:H] = |P,|, que es un m-nimero, se tiene que P.H/H es un m-subgrupo
de G/H y por tanto, por la maximalidad de PH/H se tiene: PH = P.H con P, perte-
neciente a Syl_(G), (a) y (b) demuestran que todo r-subgrupo de Sylow de G/H.es
n-subgrupo de Hall y de la forma PH/H, en que P es m-subgrupo de Sylow de G.

(¢) Sean ahora PH/H y P'H/H dos tales r-subgrupog de Sylow; sabemos que P y
P’ son conjugados en G; luego existe un g de G tal que P’ = gPg=1; por tanto:
PH = (gPg™?) (gHg™?) = gPHg™?

lo que nos dice que:
PH/H =g (PH/H) g con g = gH

luego son conjugadosg. El lema queda probado.

Lema 2. — Sea G un grupo finito que tiene una sola clase de #-subgrupos de
Sylow que son z-subgrupos de Hall, y sea H un subgrupo normal de G tal que G/H
es un z’-grupo. Entonces:

1.° Todo m-subgrupo de Sylow de H es z-subgrupo de Hall de H y de G.

2.° Todo m-subgrupo de Sylow de G lo ex de H.

3. 0_(H) =0_(G).

Dembostracion: Como siempre, llamaremos Syl_(H) y Syl (G) a las familias de
m-subgrupos de Sylow de H y de G respectivamente

1.° Sea P € Syl  (H); entonces P € Syl  (G); de donde P C P N H C H; pero

siendo P () H 7-grupo y siendo P maximal en H, se tiene: P = P 0 H. Por otro lado
H < G y P subgrupo de G nos dice que:

HP/H ~ P/HO P = P/,

luego [HP:H] = [P:P] es un m-nimero. Pero por otro lado, [G:H] es un aYf-niime-
ro luego [HP:H] también lo es, de donde: [P:P] = 1, es decir P = P; luego P es
un g-subgrupo de Sylow de G y por ende un sx-subgrupo de Hall de G y de H. En
definitiva, hemos probados que Syl (H) C Syl (G).

2.° Sea ahora, P€ Syl (G) y P, € Syl (H); como por hipétesis P y P, son con-
jugados en G, se tiene P = tP, t-* con t€G. Pero P, C H <G implica tP, t-* C H,
lo que nos dice que: P € Syl_(H) y por tanto: Syl (H) = Syl_(G).

3.° Sabemos que: O (G) € P para todo P €Syl (G) (cf. [9], pég. 125) ; luego
0,6 € n {P | P€Syl, (G)}. Ahora bien si x pertenece a esta interseccién, se

g
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tiene x € P para todo P lo que implica txt- € P para todo P y para todo t de G, lue-
go dicha interseccién es un subgrupo normal, y como es un g-subgrupo, coincide con
0. (G). Tenemos, pues, que:

0.(G) =N{P|PeEHNL(®)} =N{P|PeSylLH)} < H (*.
Como, por la proposicién 1, O_ (H) car H <|G implica O_ (H) <I G, se tiene que:
0, (H) C 0, (G) lo que junto con (*) mos dice: O (G) = O, (). c.q.d. ]
Teorema 3. — Sea G un grupo finito que verifica (P), tal que tiene unfa sola cla-
se de z-subgrupos de Sylow que son z-subgrupos de Hall. Entonces: si H es un sub-
grupo normal de G tal que G/H es un 7'-grupo, H verifica (P).
Demostracion: La haremos en varios pasos.

(@) 0. (H) < G; en efecto, basta recordar la proposicién 1, ya que: O (H) car H
y H < G.

(b)) 0, (H) =0, (G) N H; en efecto:

Por (a) O, (H) <G, luego 0. (H)C O, (G) y por tanto O, (H) C O, (G) N H;
pero por otro lado O_ (G) Y H es un g-subgrupo normal de H y de ahfi que:
0, (G NnHC 0, (H).

(c) Recordemos que si M\C NC H<IG se tiene:

Zg M) D Z, (N) D Zy (V)

(d) Consideremos los grupos cociente G/O_ (G) y H/O. (G) N H, con H sub-
grupo normal de G y G/H z’-grupo. Segin los teoremas de isomorfia para grupos:

HO_ (G)f0y (G) = H/O. (G)N H = H/O_, (H)
Por tanto podemos considerar H/O_ (H) como subgrupo normal de G/O, (G) tal

que su indice es un z’-ntimero. Entonces, segin los lemas 1 y 2 anteriores y segiin
(c), se tiene:

ol

G
de ahi que si G verifica (P), H también verifica (P), ya que:

0.(G) DZ (0, (G) implica
— L

0, (H)QZH/OR'(G)QH(Oﬁ @) = Z_(0, (@) c g d

§ 3. Casoenque 0. (G) =1
Consideramos en este pérrafo los grupos finitos que verificando la propiedad (P)
cumplen: 0, (G) = 1.

Lema. — Sea H un g-subgrupo normal de G y sea @: G/H tal que O (é) =1
entonces: 0, (G) = 1.

Demostracion: Si H es un z-subgrupo normal de G, HO_, (G) es también subgrupo
normal de G y como

HO,, (G)/H =0, (G)/HN O, (G) = 0, (G)

ge tiene que HO_, (G)/H es un z’-subgrupo normal de /(\J y por tanto es igual a 1, es
decir: 0., (G) =1. ¢c. q. d.

™
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Teorema 4. — Sea G un grupo finito que admite un 7-subgrupo normal H tal que:
1o G = G/H verifica (P).
2.° G no tiene z‘-subgrupos normalegs propios.
Entonces: G verifica (P).
Demostracion: Por la hip6tesis 2.2 sobre G y por el lema anterior, O_ (G) =1 y
de ahi que
0..(G)-=0_(G)

.
llamando P = O_ (G), se tiene H <] P <] G; por tanto, P/H <« G/H y es z-subgrupo
normal méximo. Entonces, por la hl[)UtBQlQ 1L ﬂ

(P/H) C P/H.

(‘I H

Ahora bien, recordemos que 8i ¢: G —> G es el homomorfismo canénico y KCG,

ge tiene:
9 (Z5(X)) C Zg (o (K))
por tanto, en nuestro caso:
9 (Zg (P)) C Z 5 (P/H) C P/H.
Por tanto, y por ser (p-l (P/H) = P, se tiene:
sPColo@, ®)CP cqd

Teorema 5. — Sea G un grupo finito que verifica (P) y tal que O_ (G) = 1; sea H
un sunbgrupo normal de G que contiene a O_ (G). Entonces, H verifica (P).

Demostracién: Por la proposicién 1, O_ (H) es subgrupo normal de G y por ser
a’-subgrupo se tiene que O, (H) = 1. Por ofro lado, O, (G) 1 H y O_(H) G, por la
misma proposici6n. De ahf que O_ (H) = O_ (G), y se fiene:

Z, (0, (6)) C 0, (G)
lo que implica :

Z, (0, (M) CO, H. c q d

Combinando este teorema con los teoremas 1 y 1 biz del pérrafo 2, se tiene:

Corolario. — Si G verifica (P) y H es subgrupo normal de G tal que O_ _(G) C H;
entonces H verifica (P). 6

Demostracion: Se tiene que

0, (G) 0. (G) g H g G.

Si G verifica (P), por el teorema 1, G/O_ (G) verifica (P) y no tiene z’-subgrupos
normales propios, de ahi que por el teorema 5 anterior, H/O_, (G) verifica (P) y por el
teorema 1 bis, H verifica (P). E gl

(Notemos que en este corolario O, (G) es cualquiera.)

Proposicion 5. — Sea G un grupo finito que verifica (P) y tal que O ( ) = 1. En-
tonces, i H es un subgrupo cualquiera de G conteniendo a O“( ), se tiene 0_, (H)

Demostracién: Sea N un g’-subgrupo normal de H; en estas condiciones [1‘, 0, (G
es subgrupo normal de N y de O_(G) (considerados en H) y por tanto:

[N, 0, ()] CNNO, (G) =1;
de ahf que N\C Z; (0,(G)) C O, (G), luego N es m-grupo y por ello N = 1. Coiquds

»—1:1
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Hasta ahora hemos estudiado la propiedad (P) para un conjunto 7 de nimeros pri-
mos fijo. En el siguiente resultado de este pdrrafo interviene esta propiedad referida a
dos conjuntos 7 y o, por lo cual se distinguirén con las notaciones (P ) y (P.).

Proposicién 6. — Sea G un grupo finito, # C ¢ de modo que G verifica (P) ¥
0.(G) = 1; entonces G verifica (P) y O, (G) = 1.

Demostracion: O _, (G) s m’-subgrupo normal de G, luego O, (G) C O, (G), lo
que nos dice que O ,(G) = B
Por otro lado: O_ (G )g_ (G), y de ahi que:

Z4(0,(G) C Z, (0, (G))

mas como G verifica (P) se tiene
a (0, (G) C O, (G)
que es la propiedad (P) o ds

CAPITULO III

El propésito de este capitulo es el relacionar la propiedad (P) estudiada en el capi-
tulo anterior con ofras z-propiedades.

§ 1. Relacién con la n-separabilidad

Teorema 1. — Un grupo finito es m-separable si y solo si todo grupo cociente del
mismo verifica (P).

Demostracion:

(a) Sea G g-separable entonces por el teorema 1 del capitulo I, todo grupo cociente
del mismo es a su vez r-separable y por tanto segiin el teorema 2 del capitulo I, dicho
grupo cociente verifica (P).

(b) Reciprocamente, sea G un grupo finito tal que todo grupo cociente del mismo
verifica (P). Haremos la demostracién por induccién sobre el orden de G y distinguire-
mos dos casos:

Caso 1.°: G es g-grupo o 7’-grupo; entonces G es g-separable trivialmnte,

Caso 2.°: G no es ni z-grupo ni =’-grupo; entonces, en virtud de.la proposicién 4
del capitulo II, G admite un z-subgrupo normal o un z’-subgrupo normal no trivial;
sea G, este subgrupo. Evidentemente:

1C G, CG.

Ahora bien, | G/G todo subgrupo normal de G/G, es de la
forma H/G, con H qubgrupo normal de G; por tanto

G/G,/H/G, = G/H verifica (P).

Por hip6tesis inductiva G/G, es z-separable y por la definicién de grupo r-separable
lo es G. c. q. d.

Afinaremos este teorema en el siguiente; pero para ello necesitaremos los lemas que
siguen.
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Lema 1, — Si HC K son subgrupos de G tales que Il car G y K/H car G/H; en-
tonces K car G. S

La demostracién es inmediata (cf. [2], pdg. 16).

Lema 2. —Sea G un grupo finito que no es ni m-grupo ni #‘-grupo y tal que no
a¢mite ni r-subgrupos caracteristicos propios ni z’-subgrupos caracteristicos propios;
entonces G no verifica (P).

Demostracion : Basta ver que entonces O, (G) = 1y que 0_(G) = 0_(G) = 1. ec.q.d.

Teorema 2. — Un grupo finito G es r-separable si y s6lo si para todo subgrupo ca-
racteristico H de G, G/H verifica (P).

Demostracion: Si G es g-separable y H car G, se tiene H <|G y G/H es g-separable,
luego verifica (P).

Reciprocamente: sea G tal que G/H verifica (P) para todo H car G. Entonces, si G
es Un 7-grupo o un g’-grupo el teorema es trivial; supongamos que G no lo es y ha-
remog la demostracién por induccién sobre el orden de G. En estas condiciones, por el
lema 2, existe un subgrupo caracteristico propio G, de G que es z-grupo o z’-grupo:

1C G, CG.

Ademés | G/G, |< |G|, y si K/G, car G/G,, por el lema 1 se tiene: K car G. Por

otra parte,
G/G,/K/G, = G/K

el cual verifica (P). Por tanto, por la hipétesis de induccién, G/G, es z-separable y de
ahi que G lo es. c. q. d:

§ 2. Relacion con la w-constriccion

Lema. — Sea G un grupo finifo que tiene una sola clase de g-subgrupos de Sylow
y H un subgrupo normal de G. Entonces:

1.2 Pg€ Syl (G) implica PN H e Syl (H).
2.° Todos los m-subgrupos de Sylow de H tienen el mismo nimero de elementos.
3. 0, (H)CQ para todo Q€ Syl (H).

Demostracion:

1.0 Sea P e Syl (G), entonces ) = PN H es un g-subgrupo de H y por tanto estd
contenido en algin r-subgrupo de Sylow Q de H; a su vez, este (, estd contenido en
un r-subgrupo de Sylow P, de G.

Q, CP, €Syl (G)

De donde Q C P, N H. Como Q, €8yl (G) y P, N H es un g-subgrupo de H, se
tiene: Q, = P, (Y H. Pero por hipétesis existe t € G tal que P, = tP t7%, luego:

Q =tPtINtHE! =t (@ NH) 1 = tQt

Y como Qg_Ql, se tiene: Q = Q,.
2.° Si Q y Q son g-subgrupos de Sylow de H, estén contenidos en sendos r-sub-
grupos de Sylow de G; sean estos P y P’. Se fiene:

Q=POH y @=PNOH

SEiEg
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Entonces existe t de G tal que P'=tP t=%; por lo que tQ t-1=0Q, luego [Q|=|Q |
3.° 0_ (H) es un z-subgrupo; por tanto existe un ( de Syl (H) tal que

0, (B) C Q.

Ahora bien, por lo demostrado en el apartado anterior, dos w-Subgrupos de Sylow

cualesquiera  y (O’ de H son hom6logos en un automorfismo de H. Gomo 0. (H) car H,
se tiene

0, (H) € Q para todo Q € Syl (H). Coquid:

Teorema 3. — Sea G un grupo finito tal que

1.° Tiene una sola clase de g-subgrupos de Sylow.

2.° Verifica (P).

Entonces, si P es un #-subgrupo de Sylow de G y ) = P 0 0, . (G), se tiene:

(3.1) Z4 (Q) €O, (&).

Demostracion: En efecto, por el lema anterior () pertenece a Syl (0, . (G)). Notemos
que si @: G—>G es el homomorfismo canénico con G = G/0,, (G), se tiene por de-
finicién :

O‘x’.'n (G) = (P_l (O-u (G))

Por otro lado, 0., (G) es extensién de O, (G) que es un ’-grupo, por 0, (G) que es
un 7-grupo, de donde, por el teorema de Schur-Zassenhaus, 0. . (G) posee un g-sub-
grupo de Hall; éste es de Sylow y como por el lema anterior, apartado 2.°, todos los
=-subgrupos de Sylow tienen el mismo numero de elementos, () es un m-subgrupo de
Hall; por consiguiente:

e (Q) =0, (G).

Ahora bien, si @: G — G’ es un homomorfismo, y S es una parte no vacia de G,
se tiene:
9 (Zg (8)) C Zy (9 (8))-
Por tanto
? (Zs ) CZ_(o Q) = z_(0, (G)) Co, (G).
De donde
Z, () Co (@ (Zg (V) Co* (0, (G) = (0, (G). ¢ q d

Nota: Este teorema generaliza el teorema 3.3 de [2], pég. 228; dado™dlli para grupos
p-resolubles.

Corolario: Z, (P) C 0, . (G) para todo r-subgrupo P de Sylow de G, siempre que G
verifique (P) y posea una sola clase de w-subgrupos de Sylow.

Demostracion: Inmediata a partir del teorema anterior, sin mds que tener en cuen-
ta que

Zs (P) C Zg (Q).
En [2], pig. 268, se da la siguiente

Definicion 1: Un grupo finito G se llama p-constricio si cuando Q es un p-subgrupo
de Sylow de O, (G), se tiene:

25 (9 C0,, (6).
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Pues bien, queremos generalizar este resultado a un conjunto cualquiera r de niime-
ros primos.

Para justificar nuestra nueva definicién, debemos notar que O _ (G) verifica la si-
guiente z-propiedad:

(D) “O . (G) contiene al menos un z-subgrupo de Hall; todos los m-subgrupos de
Hall son conjugados y cada s-subgrupo estd contenido en uno de Hall.”

(Notacién debida a P. Hall.)

Dicha propiedad la verifica O_, . (G) por ser n-separable. Véase [2] teoremas 3.5 y
3.6, péginas 229 y 230.

Definicion 2: Se dice que un grupo finito G es m-constricto si existe un =-subgrupo
Q) de Sylow de O, (G) tal que Z; (Q) C O, . (G).

Notas:

1> Es importante notar que esta definicién es consistente debido a (D), pues si ('
es otro g-subgrupo de Sylow cualquiera, se tiene: () =t Q t=% con t € 0. . (G), y por
lo tanto Z; (Q) = t7* Z, (Q) t, de donde:

Z, (0)C 0, .(G).

2.2 8i O, (G) =1 los conceptos de grupo r-constricto y de grupo verificando Ia

T

propiedad (P) coinciden.

3.2 Como consecuencia de la proposicién 6 del capitulo II, se tiene: si un grupo
es p-resoluble o p-constricto con O, (G) = 1, se sigue que G es g-constricto para todo
conjunto de numeros primos 7 que contenga a p.

En [2], pdg. 269, teorema 1.1., se demuestra en el apartado (ii) que todo grupo
p-constricto verifica la propiedad (P), asi que, en vista del teorema 3, y recordando los
teoremas de Sylow, la propiedad (P) y la p-constriccién son equivalentes (z = {p}).

Nos proponemos realizar una pequeia generalizacién de esta propiedad.

Lema: (Argumento de Frattini). Sea H <| G tal que H tiene una sola clase de z-sub-
grupos de Sylow; entonces, si P € Syl_(H), se sigue:

G =N, (P)H
Demostracion: Sea x € G, enfonces:
xPxtCxHx1!=H

Por la hip6tesis hecha sobre los gx-subgrupos de Sylow, x P x-! también es r-sub-
grupo de Sylow y es conjugado en H con P. Existe, pues, un y€ H tal que

xPxl=yPyl
asf pues: (y=!x)P (y-2x)-! =P lo que implica y=! x € N (P), pero x = y (y~1x), lue-
go: xgH - Ny (P). o igLeds
(cf. [2], pég. 12, teor. 3.7).
Teorema 4: Si G es un grupo g-constricto, G verifica (P).

Demostracion: Sea () un z-subgrupo de Sylow de O (G) y sea N = N, (Q). En-
tonces,

G=0,,(G) N

por el lema anterior; pero por el lema de Schur-Zassenhaus, O_, (G) admite m-comple-
mento K; respecto de O . (G), pero todos los m-complementos son z-subgrupos de Hall
Y son conjugados; enfonces:
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de modo que existe t€ O, . (G) tal que K = tQ t=1, y de ahi que:
0..(G) =0, (G) Q
Por tanto
G=0.,GN= 0. (G)ON = 0. (G) N,

y por consiguiente, N se aplica sobre G = G/0_, (G), en el homomorfismo canémico

g :G— G. Por ello existe un subgrupo C de N cuya imagen es Z. (0, (G)). Por otro
lado, Q se aplica sobre O, (G) y Q <IN; se sigue que

[C,01C [N QI CQ (3.2)
9 [C Q] =lel Q] = [Za 0, @), 0, (G)] =1
luego
[G, Q] = &0, (G) (3.3)
De (3.2) y (3.3), se deduce:
G Q] =1,

luego: CC Z, (Q) C 0., (G), ya que G es m-constricto. Por tanto, aplicando p a la
inclusién - C C 0, - (G), se tiene:
7_(0, (@) C 0, (G)

G =

que es la propiedad (P). c.q.d.

(La demostracién anterior es, en lineas generales, la dada en [2] para el teorema 1.1
(i), pag. 269).

Los teoremas 3 y 4 nos demuestran que para grupos que tienen una sola clase de
#-subgrupos de Sylow, las propiedades (P) y r-constriccién son equivalentes.

En particular, si G es un grupo finito s-separable, es simultdneamente r-constricto y
#/-constricto, ya que por los teoremas 3,5 y 3,6 de [2] (pdg. 229 y 230) cumple (D) y (D)
y la propiedad (P) para los conjuntos = y =’

Otra observacién acerca de la z-constriccién es la siguiente

Proposicion 1. — Si G es un grupo g-constricto tal que O, (G) estd esirictamente
contenido en G, entonces O, (G) estd estrictamente contenido en O (G). En particu-
lar, si G es un grupo finito s-constricto que no es s-grupo, y tal que O, (G) =~ G, en-
tonces G no es simple.

Demostracion : Es directa a partir de la definicién de grupo g-consfricto. c¢.q.d.

Como final de este parrafo recapitulamos las cuatro =-propiedades aqui consideradas.

(1) m-separabilidad.

(2) Propiedad (P).
(8) m-constriccién.
(4) Propiedad (D).

y las relaciones que existen entre ellas
1 = @ (ver [2] pég. 228, feor. 3.2).

1 = @ (ver [2] pég. 229 y 230 teor. 3.5 y 3.6)
B = @ (teorema 4)
2y @ = (3) (teorema 3).
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§ 3. Resumen y ultimas consecuencias

En el capitulo II se ha estudiado una clase de grupos finitos definida por una cierta
m-propiedad, que hemos llamado propiedad (P). En el capitulo III se estd estudiando esta
propiedad comparéndola con otras z-propiedades, en especial con la z-constriccién.

Durante el estudio realizado han aparecido una serie de subgrupos de G, demostran-
dose diversas inclusiones entre ellos; como resumen de lo hasta aqui expuesto vamos
a describir un pequefio diagrama de los subgrupos de G que nos han aparecido en la teo-
ria de los grupos verificando la propiedad (P). Supondremos ademés que en G se tiene
una sola claze de z-subgrupos de Sylow.

Sea PESyl (G) y Q=P N0, _(G) (€Syl, (O, . (G)); entonces se tiene:

Demostremos a continuacién los diversos contenidos.

1) G4 (O (®) C 0. . (G). Ver proposicién 2, cap. II.

(2) 0. (G) C G4 (G). Seang 0, (G); entonces p= 0. (G) =npn-10_ (G) =
= npO ( ) = p0,. (G) para todo p € P, luego n € G, (G).

(3) Z (G) tg ¢ (G). Sea z€ Z (G); entonces p* = p para todo p€ G, y por tanto
2 € G, (G) s
(4) Z 0. . (G)) C G4 (0, (G)). Ver corolario a la proposicién 2, cap. II.

(5) Z; Q) rC 0., (G ) Definicién de r-constriccién, ver teorema 3.
Los re‘stantes son triviales.

eguin ]a definicién de este subgrupo.

Observemos que salvo la inclusién (5) los demas permanencen vélidos si suprimimos
la hipé6tesis adicional de que existe una sola clase de r- subgrupos de Sylow de G.

Notas: 1.2 En el caso 0. (G) =1, diversos contenidos pasan a ser igualdades te-
niendo entonces:
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2.2 Al pasar la inclusién (1) al cociente: G — E, lenemos la definicién de la pro-

piedad (P).

82 Z,(0..(G) =Z(0,.(6) <G.

4 Z (0., (G) D Z(6).

Proposicion 2. — En un grupo G verificando (P) se tiene que Int G “envuelve” a
Int O . (G).

Demostracién: Consideremos el diagrama
1 = 0,.(G)/Z(6) — ItG
Int Or-’.-:: (G)

v

1 (3.4)
en que la fila y la columna son exactas en virtud de la serie normal
1<Z(6) <Z (0., (G) 0, (G) car G. c.q.d.
Corolario. — Si G verifica (P), son equivalentes:
(@ G=0,,(G).
(b) Int G = Int O, _ (G).

Demaostracion :

() = (b) Trivial.

(b) = (a) En efecto: fijandonos en el diagrama (3.4) O, ."(G)/Z (G) es isomor-
fo a Int G y por tanto O, . (G) = G. c.q.d.

APENDICE

Tratamos de generalizar en lo posible el planteo de la propiedad (P) y el estudio
hecho en el capftulo II al caso de grupos finitos con multioperadores.

Adoptamos la nomenclatura y notacién clésicas que se puede enconfrar en [5] o en
[7], cap. IIL.

Sea G un Q-grupo finito, es decir un grupo finito dotado de un siztema Q de mul-
tioperadores.
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Lema A1. — Sea 7 un conjunto de numeros primos caulquiera; entonces un Q-gru-
po finito G admite un tnico ideal maximal cuyo orden es un r-mimero.

Demostracion: Sean H y H, ideales de G cuyo orden es un m-nimero. Como el
ideal engendrado por estos dos ideales coincide con el subgrupo de G engendrado por
los mismos (ef. [7], II[-2-4) ; se tiene que H, +H, es un ideal, y como ya es sabido su
orden es un gp-nimero. c.q.d.

Tiene, por tanto, sentido hablar del z-ideal mdzimo de G; al que anotaremos Q_(G).

Lema A2. — Q_ (G) es invariante por todo Q-automorfismo y por todo automorfis-
mo interno.

Demostracion: Q_ (G) es subgrupo normal de G, evidentemente. Ademds, per el
teorema 3B de [5], @ (G) es un ideal de G si § es un Q-automorfismo; como § es bi-
yectiva | 6 (@, (&) | = | @, (G) | y por tanto:
8 (Q, (G) = Q. (G). c.q.d.
Aplicando el lema Al al conjunto aritmético n’ y al Q-grupo G, y después al con-

junto artimético 7 y al @-grupo cociente G = G/Q.(G), tiene sentido considerar la cla-

o

se de los Q-grupos finitos que verifican la siguiente propiedad:

(@ P) Q. (6) DZ_ (@, (@)

(ue generaliza la propiedad (P) estudiada en el capitulo II.

Nétese que el centralizador lo es en el sentido de los grupos sin multioperadores.

Con las mismas demostraciones y significado que en la proposicién 2 del capitulo
il se tiene

Proposicion A1. — Si G es un Q-grupo finito, entonces las dos propiedades siguien-
tes son equivalentes:

(a) G verifica (Q P).

(b) Cq (P/N) C P.

Corolario. — Z, (P) C P.

Asimismo son generalizables los siguientes resultados :

1) Proposicién 4 del capitulo II.

3) Teorema 2 y el corolario 2 al mismo del capitulo II. (Usar los teoremas 3A y
3B de [5]).

4) Proposicién 6 del capitulo II.
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B e s
= + _—
S OH’

1
= r, = e —
bt or

U=U+e—

H=H

h+€{—

oS

Il

oS

1

II

u

n? R2 H’ Up/ 202
— cos 2u+
2 U5 w

wr

2uR2B,

——————— sen 2u
3 U2 r2

3U 3

2u? R? B, Up/ 2 U2
{ sen 2u+ (—

B wr

]

(21-3)

1
— — | cos 2u
2

i Después de efectuar la transformacién canénica de funcién generatriz (21-1), el ha-
miltoniano en lag nuevas variables puede ser escrito

B =R e P & E2 e e 2 B

(21-4)

donde F,* y F, * representan, respectivamente, la parte independiente de u y la parte
periédica, con respecto a u, de los términos de segundo orden del hamiltoniano. Con este

convenio, resulta

F*
an*
siendo
‘P:4 R4 Bzz
a, =————
: 36 U’s
;~ p? R* B,
(1= e
3 U2

72
7 72 7

R W R2 BO o (10
73 = 273
a a P
2
2 fta,—— ¢ A
7/3 7J4 7/2

17 65 H> u?R4B?
et B a@, = ———
48 48 U'Z) :

=3 (R),

22. Contribucién al segundo orden de un armoénico cualquiera

(21-7)

Para estudiar con detalle el término A, que representa la parte secular de los armé-

nicos de segundo orden con respecto a u, comencemos viendo la contribucién de un R,

cualquiera. Dos casos pueden distinguirse :

a) n par. Entonces

P, (sen §) = 3 a,, Senn-3 g
k=0

n/2

i

(2n — 2k) |

aﬂ.k = (_ l)k

ST e

2nkl (n—k)! (n—2k)!
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ademds, para m par, tendremos
m/2
sen™ z = 3} ¢, . cos 2kz
k=
donde
(m—1)1! i m! (m—2k —1)!!

C‘.x R i 017‘7':2_)
m,0 : Zon 2k ( (m — 2k) | (mi+2k) !

Por sustitucién en la expresion anterior, serd

n/2 3(n—21k) n/2
Q = 1 n—2k ] n—2k
P (sen ) = : 20 G G o Icos 2iu+ ?_‘,Oa”‘k €, oo BELL I
e =0 = =

y por tanto, para m par, resulta finalmente

i) T

R n 1 R n L n/2 ;
(Rn> 5 Jﬂ- T 3 (Pn (sen B) >u a7 ]n 7 { 2 Ok Cna,0 sent~2k I}

b) m impar. En tal caso

3(n—1)
B Pili(sen By = SiSliile, iSentagl B
k=0
y con m impar, se obtiene
3(m—1)
Sen™ r = IZO b i, Sen (2k+1)
siendo S
(—1)*m!

b = =
m,2k-+1 m42k+1 l m—2k—1 |
gm—1
( 2 ) 2 ]

y finalmente : '
3(-1) F(n—2k-1)
P (sen B) = 720 20 HL G s e Isen (2i+1) u
e = i=

Evidentemente, se tiene
(P, (sen B)), =0

lo que implica, para n impar
GRS

resultado que nos indica que los arménicos zonales impares dan una contribucién nula al
término A.

En resumen, la contribucién de los arménicos zonales impares es nula y la de los
pares estd dada por la suma

Ne="= (Rﬂ)“ (n par)

n—=4

donde

J" R n 1 n/2
(Rn>u = T) P { :g <ln,k C1x—2k 0 senn—'zh I}
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23 Estudio del sistema monodimensional resultante

Después de la eliminacién de la variable u, nos encontramos con un sistema cané-
nico de funcién hamiltoniana (21-4). Si en este sistema se prescinde de F, *, es decir
de las fluctuaciones peri6dicas de segundo orden con valor medio nulo, tenemos un
sistema cuya funcién de Hamilton depende de las variables (+/, p./, U/, H’). Como u’, h/,
son coordenadas ciclicas, sus momentos conjugadogs U’, H’, también lo son, y por con-
siguiente, el problema se centra en la resolucién de un sistema de un grado de libertad,
dado por las ecuaciones

dp,’ oF* dr” oF*
A I CERSs (23-1)
dt or’ dt op,’
y en el cdlculo de dog cuadraturas, lag necesariag para obtener u’, h’, desde
w’ oF* dn’ = oF*
= — = (28-2)
dt ou’ dt oH’

Seguidamente, se intentard la resolucién de (23-1), prescindiendo por comodidad de
notacién, de colocar lag primeras en todas las variables.

Usualmente, para obtener la solucién de un sistema candnico conservativo de un
grado de libertad, es utilizada la integral de la energia, siendo necesaria una sola cua-
dratura para llegar a la solucién del problema. No obstante, en nuestro caso, la apari-
cibn de pequeiios parédmetros entorpece el procedimiento habitual y hemos preferido
reducir previamente (23-1) a una ecuacién de segundo orden.

Las ecuaciones (23-1) en forma explicita, son

dr 2 a,
—=[1+€1’ )pr

dt 2

dp. Uz 3a, . 2a 3a 4q D2 A
2 e R e 0 i

dt T 7 7 75 7o or

Derivando la primera y sustituyendo en ella la segunda, tendremos la ecuacién de
segundo orden

d2r U2 0 - . Se, da p,?
=————¢€ +E2 + £ t2a, —— —
dt? TE A { 78 7 t oy
2a, U? 2a, w da, a2 oA
o 7 i i ) or }
Por otra parte, de la primera ecuacién se deduce
dr il > 2a,\ dr
p=—-——"—= — €2 ——
& 5 72 J dt
1+e?
4a?2

COD error menor que €*
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Entonces, sustituyendo esta expresién de p_ en la ecuacién de segundo orden relati-
va al radio vector, resulta

d2r 7 l: e A 3a, . 2a, +3a2 — 2(14p+4¢13+2a4 Uz i 214_ dm 2— CA
diis ot e e i i 4 7= r dt or

Es conveniente poner esta ecuacién en forma apropiada para aplicar el méfodo de
Krylov-Bogoliubov. Para ello, introduciremos las variables z, ¢, definidas por las rela-
ciones

z S U=£0 933
e s O o

Para € = 0, ¢ representa, salvo una constante, la anomalia verdadera en el proble-
ma de dos cuerpos y su derivada es la velocidad angular del radio vector alrededor del
momento angular. Si €=£0 no tiene un significado geométrico tan sencillo, pero su
derivada expresa aun la velocidad angular de rotacion de » en el plano orbital instantd-
neo. En esencia, se trata de introducir una variable regularizadora local, a lo largo de
toda =olucién de lag ecuacioneg del movimiento, por la relacién

t U
— = dt
il f [r(2)]2

donde la constante ¢, puede elegirse arbitrariamente, debido a que el sistema es
auténomo.

Por derivacién puede obtenerse fdcilmente

d2r U2 d2z dr dz
—=—— e e T R

dt2 72 do? dt dep

y la ecuacién diferencial relativa a la variable z llega a ser

d’z 3a ¢ D 3a,— 2,y
pi=t e tp el a2 i,
d(PZ U2 []2 UZ L72
da,+2a,U? dz \2 1 0dA
G Dl = i
Uz dp 2202 Or
o bien
d?z 1 . 2{1} . . dz \ 2 B OA )
+z=—+€ b, 22— € z+b 22+ —2az | — | — —_ 23-4
de? p ! e : dq)] 2202 9r } (

cuando se introducen lag notaciones

3a, — 2a, p da, +2a U2 )
s n. e e L’; (23-5)

El problema, pues, ha quedado reducido al estudio de la ecuaci6n diferencial de se-
gundo orden (23-4), al que nos referiremos en los péarrafos siguientes.
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24. Método de Krylov-Bogoliubov

Este método, cuya detallada exposicién figura en la obra de Bogoliubov-Mitroposky
(1961), permite desarrollar aproximaciones asint6ticas para oscilaciones definidag por
una ecuacién diferencial de la forma

d?z ; dz (241)
+ 2z = z, £ =
dt* - dt J

donde € es un pequefio pardmetro positivo y f una funcién desarrollable en serie

dz I xﬁi' dz @ dz
Dyiiore) = A =) a5 2% e
il ] el o

Podemos llegar a la formulacién correcta de este método partiendo de los conceptos
fisicos que definen el cardcter del procesc oscilatorio.

Cuando no hay perturbaciones, es decir, cuando € = 0, la oscilacién es arménica pura
Yy puede expresarse en la forma

Sk Z = § cos vy
con -amvplitud constante y fase rotante uniforme
ds d
—— = ot
dt dt

La existencia de perturbaciones no lineales, produce una cierta dependencia entre la
frecuencia y la amplitud instantdnea, y un crecimiento o decrecimiento sistemético de la

amplitud de las oscilaciones, segin que la energia aumente o disminuya a costa de las
fuerzas perturbadoras. Por esta causa, buscaremos una solucién de la forma

z=238cosy + €ul) (5 ) +E2u® (§, y) ... (24-2)

donde u(*) (¢ =1, 2, ...) son funciones periédicas del 4ngulo v, con perfodo 2=, 7y §, v,
funciones del tiempo definidas por las ecuaciones diferenciales

ds
= CAO B e ®) .
(24-3)
dy
= Le B0 () 1 25 () +
L

Asi, pues, es necesario elegir adecuadas funciones, de modo que la funcién z, dada
por (24-2), donde §, v, satisfacen al sistema (24-3), sea solucién de (24-1).

Si es posible llevar a cabo este proceso, se habrd reducido el problema de integrar
(24-1) al de integrar (24-3), que es de variables separadas y generalmente de integra-
cién més sencilla.

Como veremos mds adelante, se presenta cierta arbitrariedad en la eleccién de las
funciones de nuestro problema. Esta arbitrariedad nos permitird elegir. las funciones
u(?) de modo que los arménicos de primer orden sean nulos, es decir que verifiquen las
condiciones

27 27
f u(®) (8, ) cosy dy =0, f u®) (8, ) sen y dy =0 1=1,2, ... (244)
0 0
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Desde un punto de vista fisico, la imposicién de estas condiciones equivale a selec-
cionar § como amplitud completa del primer arménico fundamental de la oscilacién.

25. Calculo de coeficientes

Adoptando el convenio de que para las funciones u(?), los subindices 1, 2, indican
derivacién respecto a las variables §, v, es decir

du(?) du(®) d2u(i)
u, (8 = ) = e SO

dvp

ds dy
entonces, al derivar (24-2), resulta

dz ay

dp
— = ——[eosy+EU D +E3u @)+ ...] + —— [— § sen p+E u, (V) +...
- d'c[wel €*u, ] dt[ Y+E u, ]
a2z d2p d

i
=——[ecosyp+€Eu M 4+e2u )4 ] +—— [—asen y+€ u, M +e2u,®)+...] +
ez de2 e o i d? ) 2 )

da 2 dw 2
1 2 2 = L8 1 2 2
( = J [EuD+e* u®+ .1+ ( o ] [ cos y+€ ul) +€2 ul®) +..]+
ds d

P
+2— —— [—senyp+€uld)+...
dt dt : ¥ 22 ]

Calculemos las distintas derivadas que aparecen como factores de los términos en-
cerrados entre corchetes. Desde (24-3) se deducen los siguientes resultados

a2y S >dA(l) ;
dat? dd s
d2y dB()
= EAM e

dt?

dy \?
e e Ve
dt

dy  dy

=AM +Ee2 (A®) +A1) BA) +...

dt dt

dy \?
(_d_] — 1+€2B@W 4+€2 (B(M242 B®) 4 ...
t

Sustituyendo tales expresiones en las derivadas anteriores y reagrupando términos
segin lag potencias de €, tendremos

dz
—d—— = —odseny+€[A(D) cosyp— 8 BW sen y + w,(M] +
t
+€*[A®) cosyp— 5 B®) sen p+AM u, () + BOu, (1) +u, )]+ ... (25-1)
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a2z
F— = —3§cosy+€[—2A1) sen y — 2§ B() cos 1p+u(1)]
2

dAM) dBQ)
4 ez{(/w) 8B 2580 )aos W — (2 A® +3 A0 BO+AQ — )sen v+
ds ds

2 AM) u(®) 4 2 BO u® 4 um] + €.
12 2% 22

y el primer miembro de la ecuacién (24-1) puede escribirse
d?z
dt?

+3=€{—24® seny —2aBM cos y+u+u®}+

dA (D) " dBO)
b Em{ (A(l) __§BM2_.2§B® )coﬂ v _(2 A £9 A BO4AQ) = 5)sen o
a5 d

+ 240 y@®) + 2 B® ) 4 u@ 4 u(e)} Gilies
12 22 22

177]

Por ofra parte, el segundo miembro de (24-1), con ayuda de (24-2) y (25-1), e
desarrollable en potencias de €, obteniendo

dz
i (=l (Z, T; E) = € ) (cos, yp, — & sen ) +&2 {u® f, (D (3 cos y, — § sen y) +
t

+(A®) cos y — 5 B sen y+u,®) [,0 (5 cosy, — sen y) +
+f®) (8 cos y, — & sen ) }+E°...

Igualando los coeficientes de las potencias respectivas, llegamos a las siguientes

ecuaciones
u@® + u® =f (8, ) + 24 seny + 23 B cos vy
5 (25-2)
u® + u® =f, (3, y) +24() seny + 25 B® cosy
siendo . :
fo (8, ) = f) (5 cos v, — § sen ) (25-3)
fr (8, ) = u® f () (§ cos yp, — & sen ) + (A1) cosp — § BM) sen p+u, M) x

X f,(1) (8 cos p, — & sen ) — 2 AD) 2, — 2 BO) u, () 4 f) (§ cos v, — & sen ) +
dA (1) dB(®)

+ [6 Bz _ A@) ) cos 1 + [2A(1) B+ A@) 5) sen

No es diffcil ver que f, (5, ), (k =0, 1, ...), es una funcién periédica de la varia-
by ble vy con periodo 2= y que depende de §. Para determinar A (), B®), u), desde la pri-
33 mera ecuacién (25-2), examinemos las series de Fourier de f, y u(*). Se tiene

fo & ) = g, (8) + i_o‘,h {g, (8) cosny+h (3)sennqy}

o Y

& (25-4)
u® (3, y) = v, B} + 3 {v, (3) cos ny+w,(3) senn y}
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y poniendo (25-4) en (25-2), obtenemos la igualdad

v,(8) +

ii Ms

-

(I —n2) {v,(8) cosmy +w, (3) senny} = g,(8)+ {9,(5) +28B™)} cos yp+

+{h,(d) +2 A"} sen y + 122 {9,(8) cosn y+h (3) senxnqp}

De esta forma tenemos univocamente determinadas A(*), B(}), asi como las compo-
nentes arménicas de la funcién u®) (3, ), excepto v, (3), w, (8); pero en virtud de
lag condiciones adicionales (24-4), estas funciones serdn nulas, luego

g, ®) + 25B™ =0 h, (8) + 241 =0 v, (8) = ¢, (8)
@ A (25-5)
9 (3 . (8
Dbl W)=t n=2s3
10— 1—n2
lo que implica
® g.(8)y cos ny+h (8) senny
u® (8, ) = g, (8) + X (25-6)

n=2 1 —mn2

De un modo completamente anédlogo, para el segundo orden, si ponemog

fi G; ) = g, () + X {g,® (8) cosny+h ™ (§) senny}
n=1
obtenemos
9, (8) + 26B® =0 h,() (3) + 24® =0
(25-8)

g, (8)cos wy+h (1)(5) sen n
u® (5, ) = g, (8) + X - .
m=2

1—n2

26. Aplicacién del método de Krylov-Bogoliubov al problema del satélite en las
variables de Hill

Recordemos, en primer término, que A representa el valor medio, con respecto a u,
de los arménicos de orden superior al primero y que, de acuerdo con el pérrafo 22, la
confribucién de log arménicos impares es nula. De ahi que s6lo tomaremos en considera-
¢i6n el coarto armoénico, en cuyo caso, es

T Réw( 3 3 15 H2 35 Hs po
A=— p{——«[—————a——+————]}= Te (26-1)

e r° 8 8 4 U2 8 U4 s
51 ponemos
i J, R4y 18 3 lloSEH2 35 Ht
Y. = e (26-2)
2 lizeias 8 4 U2 Sl

Por tanto, la ecuaci6n diferencial (23-4) adopta la forma

d2z 1 2

dz o
+€b,2>2—€>[b,z+b,22+b,2* —2a,z (E) + v, 24] (26-3)

dp? P
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Desde luego, esta ecuacién no tiene exactamente la misma forma de la (24-1) para la
aplicacién del método de Krylov-Bogoliubov, pero si efectuamos un cambio de variable,
definido por

1
z2=——+2=8+72
p

ge transforma en

d*z | i dz 2
== =T bo(ﬁ+§)2 (e [bl(z+ﬂ) +b2(3+ﬂ)2 +b3(—§+ﬁ)m — 2a,(z+B)
do? dp +
+ v, (E+B)4] (26-4)
que ya resulta apropiada para dicha aplicacién.
(t) Resultados de primer orden.

La funcién f,, en este caso, viene definida por la igualdad f, = b, (Z+B)2, si bien
hay que hacer en ella la sustitucién de Z por la solucién de la ecuacién no perturbada,
esto es

Z = dcosy

Tenemos, pues,

bO

fo = 3 [(3B2+8%) +4 B & cosy +8°cos 2 y]

y aplicando las férmulas (25- ), resulta

A0 =0 B = — b, B
(26-5)
b, b, &2
u® (5, ¢) = (2 B2+8%) — cos 2
2 6
En conclusién, la solucién de primer orden estd dada por
2=+ dcosy + €uld) (5, y) (26-6)
donde §, v, satisfacen al sistema
ad d
—_.=0 e b, B

dg de
Segtin esto, el problema queda resuelto inmediatamente, siendo su solucién

& = const. Y—y, = L—=€05,B) (9 —q,)

donde ¢, es el valor de ¢ correspondiente al instante inicial y v, una constante arbitra-
ria introducida al integrar la ecuaci6én diferencial anterior. Asi, pues, la solucién de pri-
mer orden de (24-3) estd determinada por (26-6), con § y v, constantes.

Para € = 0, (26-6) se reduce a la expresién

1 1
z = =——+ 3cosy
u I

que corresponde a una cénica, con i como anomalia verdadera, p como pardmetro y el
producto § p como excentricidad.
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(1) Resultados de segundo orden.

Teniendo en cuenta (25-3) y los resultados obtenidos para el primer orden, se
deduce

h

u@) f-(1) (§ cos )+ BM2 cos y — 2 B(H) u(;;+f(2) =
b,B?

Il

b
2 b, (5 cos y+h) [—;— (282 + 8% — cos 2 v ] +

2b, B2
+ 8 b2 B2 cosy + 2b B————cC0S2 + &)
3
Por otra parte, se tiene
— @ = b, (5 cos p+B) + b, (3 cos p+B)* +by(5cos p+B)° — 2a,(6 cos + ) 8% sen? v+
+y, (8cos y + B)*
o bien, después de efectuar operaciones

— [® = b B+b,8+ b8 — 2 a, B8+, B4+cos y (b,8+2b,88+3 b0 — 2a,6°+4 B b y,)
+ cos?y(b,8% + 3b,36% + 24,38 +6 §23%,) +cos®  (b,8° +2a,5° +4 v¥435°%) +cost y v, 5%

Por consiguiente, si sustituimos todos estos valores en f,, resulta

i 1 3
—f, = b, B+b, Bitb By bt 2 80k 4o (T b2+—5— Do o

e At B

+ 3:82\74—:8 b7 ) + 8% _\74+cos \pl:a (b, +2 b,8+3 b, 2,32+4,83\—'4

e
i

2} 2 3 2 : i e
— 382 b,%) +¥ [Tba—‘T“ﬁ?’Bm—Tboz” +

1 3 Sl 1l
+cos21p|:52 [—2— b2+—2~—b3,8+a4ﬂ+332y4—b02/3J +TY‘64] +

+ cos 3y [53 [_1_. b3+—1 a,+v, B+£°2—]] i cos4\p—14§7 5t
4 2 6 B
y finalmente
fa = Cy+C, CO8p+c, CO8 2y +c, cos3p+c, cosdqy (26-7)

donde las nuevas constantes vienen definidas por las relaciones
e 1 3 4 Ju
co=—"| b8+ b, B2 +b,B° +y,8* — 2 B2b,*+ 8 (;b2+—5b33_a4ﬂ+3 B2Y4_‘ﬁb°2) +6‘ E Ye ]
_ i 3 1 =5 5
= o (b1+2b2:8+3b3:82+4:8374 T 3321702) +& ’(T ba e "2— a4+3:BY4. oA ese bo2 ) ]
6
1 3 A il -‘
b= 8 —2_b2+7b3:8—a4:8+33274_b02[3J +'2_"Y4.’54] 8
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L 1 L b,2
cs=~5( 5 ba+—2—a4+v4ﬁ+—6—

="'"’_—;4H64

8

4

Ademés, las f6rmulas (25-8) nos dan
¢, +28B*) =0
A®) =0 (26-8)

1 1 1
u® (8, ) :co——a—czoos%p—-?cacos3\p—1?c4cos4w

por lo cual, hasta el segundo orden, la solucién puede ser escrita en la forma
z2=B+ 85cosy + Eul® (5, y) + €>u (5, y) (26-9)

Sy -

estando definidas las funciones u(), u(®), por las férmulas (26-5), (26-8), respectivamen-
il te y verificando §, v, las ecuaciones diferenciales

ol dd d

Sy _"L=1+Bu)+523<2)

dep dep

i donde

ﬁ B) = —b, B

B(@) - b, +2b,B+3b,8%+4 3%, —3B2b,2) = 3b s St

4 #)= — (b, +2b,8+3b,8% +4 8%, —3B%b,* +_(— 3_‘—a4+3'8Y4__b2)

) 2 ey

i 2 2| 4 2 6

? Como B() y B(2) son constantes, la integracién no ofrece dificultades, obteniéndose
q: § = constante :

"g (26-10)

Y — Y, = (L+EBW+€2 BD) (g —gq,) =k (@ —q,)

donde / designa el valor constante 1 + € B(1) 4+ €2 B(®),

=il

27. Calculo de las restantes variables

En el pirrafo anterior se ha determinado el radio vector en funcién de la variable
auxiliar . Se trata ahora de obtener las expresiones explicitas de las restantes varia-
bles, es decir p_, u, h, puesto que U, H, son constantes, como ya qued6 dicho.

1) Célculo de la velocidad radial:
Derivando respecto al tiempo en (26-9), se obtiene

1 dr drp ()d . ()da,p
———— = —§seny — + € u,C + €2 u, () —
o dt Y dr 2 St
pero
dvp dy do ; U
How oy e
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luego
dr
—d— =8kUseny—€kUu, —g kUu,® (27-1)
t

donde las funciones u,®), u,(®), satisfacen las relaciones

b &2
uz(l) = g P
3

(27-2)

2¢, dc¢ 4¢

(@) BRRT o e 8 ey e e
7 3 ¥ 8 ek w

Finalmente, sustituyendo la expresién (27-1) de dr/dt, en la iérmula

2a, dr
pr: [];_‘62 )

r2 dt

la velocidad radial p, queda perfectamente determinada en funcién de la variable 1, dada
por la férmula (26-10).

Segtin (27-1) y (27-2), para ¢ = 0, es dr/dt =0, y se comprueba fdcilmente que
d2r/d2 > 0. Por tanto, para y = 0, el radio vector alcanza el valor minimo, y esto nos
permite interpretar y como anomalia verdadera en la elipse perturbada.

2) (Célculo de la variable u:
La ecuacién diferencial satisfecha por esta variable, es

du oF* U By e {aal 1 da, 1 ou, 1 da, p? oy, 1 :l

dt = _a—b— = U

—_ 1 _—

t SF
U 12 U U 1+ U 12 U 13

Yfonde hemos puesto

Sl U SRS 15 H* 35 H
Yol o S e Sl
5 e 8 8 4 U2 8 A

Para llevar a cabo su integracién de modo explicito, es preferible expresar du/dt a
través de v como variable independiente, o sea

du du dy kU  du

dt (l"q) dt 72 d\l)

De este modo, se obtiene

du € 2da, 1 Ez{ ¢, oe, 1 da, 1 ol oy, 1L
e - A + 4 — P2+ ==
dyp U U r U U U «r oU 12 U U 18 }

Sustituyendo 1/7 por la expresién (26-9) y conservando hasta los términos de segun-
do orden en €, queda

du € Qa €2 ( oa a
l;——-_—_1-————~°([3+6cos\p+6u(1))+—{ L 4 — 2 (B+6cos )+
dp U U U U ou ‘< )

oa, o0a,

8"1'4
+ — (B+8 €08 )2+ 82 k2 U2 sen? yy + —— (B+& cos v)®
U : ! U ( )

By

AR RS

i

Wi

P R e
SR R T

e

R

P

JiL

] B

e

B
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No olvidemos que, por haber prescindido en la funeién hamiltoniana de los armdénicos
de segundo orden con valor medio cero, carece de sentido el conservarlos ahora. Asi,
podemos simplificar esta relacién, escribiendo simplemente

h— =1—— —— (B+dcosy) + — —— b Bt ——+—— B+—— [+ B —
dnp ) aU( v U U o aU aU oli al

+ 8 | — bO _.aﬁ_*_._l_.‘ggai_*_lii au4+ . (B E\i
ol T e A A

du € 94, E"’[( o¢, 24, 04, Bl e e 84)

La introduccién de p,, p,, como nuevas constantes

oa, o4, oa, o4, AN
Up = — b DRI TR p bR O 3
B onE s n s
b 1 202 3 e
ou ou 202 9a, ¢ P
U p, = R 0l 0 e 3 4 B Ya

+ +
2 U 2 U 2 U 2 oU

nos permite llegar a la ecuacién diferencial

du € 3uR2H2
k —C—lw— = 1+-—U— = (B+8 cos y) +€2 (p,+p; 8%
que puede ser integrada en la forma
3 p? R? H? v 3 u R H?
k(u—u,) = [1+E _2U6—+Ez (P +D, 02)] Y+E T 0 sel 1

donde u, es una constante, que representa el valor de u para = 0.

3) (Cdlculo del 4ngulo del nodo:
La ecuacién que nos determina el dngulo del nodo, es

?t_ _51;—=_€ oH 1

dh oF* oa, 1 [oe 1 oa, 1 o, 1 oa, p2 a:i.l 1
- 2 aF +F e
pH 712 oH 13 ol 14 oH 12 o 15

e igual que en el caso de la variable u, encontramos preferible utilizar vy como variable
independiente, mediante la relaci6n

dh kU dh

dt 72 dh)
Por tanto
dh € 9a, 1 €27 9g, 1 9a, 1 3, oa, 1 3y,
e — — e e + p,2 + —
dyp U @H » U | 9H r oH r2 9H oH 72 oH

Sustituyendo 1/r por su expresién (26-9) y conservando los términos hasta el segun-
do orden en €, resulta

I dh € 04, B+5 cos € u 1y & o6, o4,
i = — — CoS Y+E u — +
dnp U pH { v } u oH QH

(B+5 cds )

3, 99,

+ €08 )
(B+8 co w)+aH

STl e Ny
3E 8% k2 U? sen? y + —— (B+8 cos y)*®
oH
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Procediendo como en el caso anterior, es decir, prescindiendo de los armoénicos de
segundo orden con valor medio cero, tendremos

dh € 04, EQ[( oa, 2¢, 04, aa3

k— = — — — (B+8cosy) +— b 32+ =B
dy o S R Bt u

' b, 024, 1 Ba, 1 Sk o, 3B oy,
+ 82| — -t i lc2ij2 4+ —_—
2o H 2 @H 2 oH 24 oH

e introduciendo nuevas constantes g,, g,, por las férmulas

0 4, b o aﬂz 8 ot g Ny g
= = -+ e e
h aH 30" TeH " aE
: (27-6)
- bo 24, 1 o4, 1 I Canlleg 3B vy
Uq1=————————+———~—+——lc2 2y
2 oH 2 oH 2 oH 2 ©oH

se tiene finalmente la ecuacién diferencial
k— = —€———— (B+8cosy) + €° (¢, + 8% q,)
de cuya integracién se deduce

3u2R2H ; 3uRH il
k (h— hy) = [—ETT € (g, + & ql)] W—E—ZU—S_ﬁseu\P (27-7)

siendo h, el valor de h que corresponde a ¢ = 0.

28. Principales caracteristicas de la solucion

Los cdlculos efectuados anteriormente, para la integracién del problema de movi-
miento de un satélite en las variables de Hill, se han desarrollado en dos pasos. Primero
se han eliminado las fluctuaciones periédicas debidag a la variable angular u, con pe-
riodo 27 y valor medio cero; con ello se ha conseguido que U, médulo del momento an-
gular, y su proyeccién H sobre el eje 0z, sean constantes o bien que, el movimiento
del satélite tenga lugar en un plano que estd solamente somefido a una precesién de ve-
locidad dh/dt.

En el segundo paso, se introduce como variable independiente la velocidad instanté-
nea de rotacién en el plano orbital y como variable dependiente z = 1/7, lo que nos per-
mite aplicar el método de Krylov-Bogoliubov y obtener asi la solucién.

Cuando se aplica este método, aparece una variable angular ¢ = k ¢ que juega el
papel de anomalia verdadera, resultando expresado el radio vector en la forma

1
—— =B + dcosy + €u (3, p) + € ul® (5, y)

r

donde B = /U2 es constante y § un pardmerfo constante que es igual al producto e S,
para € = 0.

Podemos apreciar que los términos € u(®) + €2 u(2) representan la perturbacién de
1/r respecto al problema de dos cuerpos, y recordando que u(), u(®», son funciones pe-
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ri6dicas respecto a vy, con periodo 27, esto significa que, si se pzescindiese de la prece-
si6n del plano orbital y de las fluctuaciones debidas a la variable u, la trayectoria des-
crita por el satélite seria una curva plana geoméiricamente cerrada.

Respecto a las caracteristicas propiamente dichas de la solucién, notemos que ésta
es valida para todo tipo de Orbitas y que carece de singularidades en excentricidad e
inclinacién, simplificindose considerablemente para excenfricidades pr6ximas a cero.

Senalemos finalmente que, de acuerdo con (27-7), en una teoria de primer orden, el
plano orbital estd sometido a un movimiento retrégrado de precesién, que es pPropor-
cional al coseno de la inclinacién, por lo que dicha precesién desaparece por completo
en Orbitas polares.
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APLICACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS AL ESTUDIO
DEL MOVIMIENTO DE SATELITES ARTIFICIALES

POR
M. Carvo

Departamento de Fisica de la Tierra y del Cosmos.
Universidad de Zaragoza

Summary

In this paper the Method of Averaging is applied to describe the motion of an
artificial satellife around an oblate planet. Formulating the problem in Delaunay va-
riables, a first order solution is obtained very easily, with small divizors in eccentricity
and inclination ; incidentally we see that Brouwer solution can be obtained as a par-
ticular case of ours. After that we have paid special attention to solutions near the
critical inclination.

Finally the problem is expressed in Hill variables and extending previous results
given by Cid and Lahulla, the problem is completely integrated. The solution is free
of small divisors and the results in Hill variables are considerably shorter than in
Delaunay case. Because of this, Hill variables appear to be as the most natural ones
for the satellite problem.

Introduccién

En los comienzos del presente siglo, una de las cuestiones que més preocupan en
el campo de la Mecénica Celeste, es el problema de n cuerpos, del que Ilegan a reali-
zarse importantes estudios, tales como los de Poincaré, Sudman, Levi-Civita, Birk-
hoff, etc. y una acabada sintesis debida a Wintner (1941). En cambio, las teorias de
perturbaciones, que llevan a la resolucién préctica de los problemas de movimiento de
cuerpos celestes, apenas sufren variaciones, remitiéndose una y otra vez a los formu-
larios dados por Lagrange, Gauss, Hansen, Hill, etc.

Dos hechoz nuevos modifican, sin embargo, estas lineas de investigacién: la apari-
cién de ordenadores electrénicos y el lanzamiento de satélites artificiales.

En efecto, las potentes méquinas de calcular disefiadas a partir de la II Guerra
Mundial, han dado lugar a la investigacién de métodos numéricos de célculo, que per-
mites estudiar la evoluci6n dindmica de sistemas de m cuerpos, con valores elevados
de n, tanto en el campo de la Mecdnica Celeste, como en la Fisica de Particulas, ete.

Por otra parte, el lanzamiento de satélites artificiales, ha planteado numerosos pro-
blemas concretos de cdlculo de 6rbitas, perturbaciones, optimizacién de trayectorias, ete.,
y de la conjuncién de ambos hechos han surgido nuevas técnicas de trabajo para la
resolucién de tales problemas.
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Es bien sabido que las principales fuerzas que actiian sobre el movimiento de un
satélite artificial, son debidas al campo gravitatorio terrestre, a las atracciones del Sol,
la Luna y los otros planetas, a la atmésfera terrestre, al campo magnético terrestre
v a la radiacién solar. La magnitud de estas fuerzas, que originan perturbaciones al
modelo de dos cuerpos (Tierra-Satélite), es muy diferente segin la trayectoria estu-
diada, la forma del satélite, ete.; pero, sin duda, la perturbacién mdés importante es
la originada por la forma no esférica de la Tierra.

En este trabajo, tratamos de estudiar el movimiento del satélite bajo la exclusiva
influencia del campo gravitatorio terrestre, prescindiendo, por tanto, de los restantes
efectos.

Como el potencial terrestre puede ser separado en potencias de un pequefio pard-
metro (J,), que aparece en su desarrollo, muchos autores (Brouwer, Garfinkel, Ko-
zai, etc.) han obtenido xoluciones asintéticas en potencias de dicho pardmetro. No obs-
tante, los métodos usados tienen solamente carécter formal, planteando serias dudas
sobre la conyergencia de las series obfenidas, la acotacién de errores y la aparici6n
de pequefios divisores.

Desde nuestro punto de vista, el problema de movimiento de un satélite artificial,
es un problema de mecénica no lineal, del que se quiere obtener una solucién apro-
ximada. Una medida de la utilidad de la solucién estard dada por los siguientes puntfos:

1. Si proporciona una estimacién de la diferencia de valores entre la solucién
exacta y la aproximada.

9. Si es vélida cualesquiera que sean las condiciones iniciales.

3. Si los resultados obtenidos pueden ser expresados en forma 1itil para lag apli-
caciones.

4. Si no introduce pequeiios divisores.

Entre los métodos de que se dispone para obtener soluciones de problemas de me-
cénica no lineal, el de promedios es el que tiene una fundamentacién matemética mds
consistente, ya que para 6l se han establecido teoremas que permiten acotar la dife-
rencia entre las soluciones verdadera y aproximada. Por esto, hemos dividido nuestro
trabajo en los siguientes capitulos:

T. Se estudian en él los métodos de promedios desarrollados por Bogoliubov y sus
colaboradores. Aun cuando nuestra labor es principalmente expositiva, se han efec-
tuado algunas modificaciones, dando un énfasgis especial al caso de sistemas canénicos,
para poder enlazar los métodos de promedios con otros métodos como el de von Zeipel.

II. Aplicando los métodos anteriores, se ha obtenido, de modo muy simple y ré-
pido una soluci6n del problema de movimiento de un satélite artificial, en ausencia de
singularidades, demostrando que la solucién de Brouwer (en primer orden), resulta
como caso particular de ésta.

IIT. Pasando a la eliminacién de singularidadex, se estudian las caracterigsticas del
movimiento de un satélite en lag proximidades de su inclinacién critica y la estabili-
dad de lag soluciones obtenidag, llegando a resultados més generales que los dados por
Garfinkel y Gen Ichiro-Hori,

IV. Haciendo uso de lag variables canénicag de Hill y extendiendo los resultados
dados por Cid y Lahulla para la eliminacién de la variable u, se ha congeguido la in-
tegracién total del problema en estas variables. Low resultados son fcilmente genera-

lizables a 6rdenes superiores y a otros tipos de problemas, presentando la enorme ven-
taja de carecer de singularidades.
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APLICACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTIFICIALES

I. — Métodos de promedios

1. Introduccién al método de promedios

Aun cuando hace tiempo que log métodos de promedios se han venido usando en
Mecénica Celeste, el objeto de estos consistfa en sustituir la funcién perturbadora por
gu valor medio, con respecto a alguna de las variables, y de este modo, conseguir
ecuaciones diferenciales més f4ciles de infegrar. No obstante, el hecho de que estos
métodos se hayan aplicado sin una rigurosa fundamentacién matemdtica y que, en
cada problema particular, se utilizasen procedimientos distintos, ha dado lugar a que
tuvieran solamente éxito cuando sus resultados concordaban con los obtenidos en la
préctica. Evidentemente, cuando se aplica el método de promedios, es necesario conocer
la aproximacién obtenida en los resultados y su rango de validez.

Fue Bogoliubov (1945, 1950) el que traté los fundamentos mateméticos dell método,
cuando se aplica a una amplia clase de ecuaciones diferenciales, dando un procedimien-
to para construir la solucién con toda la aproximacién deseada.

Bogoliubov consider6 un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

dz
—— =EX (5 2 (1-1)
dt

en donde:

€ es un pequeiio pardmetro positivo
z, X, puntos de un n-dimensional espacio euclideo E_
X (t, ) una funci6n periédica respecto a ¢, con periodo 2x. -
Un sistema de la forma (1-1), con las condiciones anotadas, es Illamado por Bogo-
liubov sistema tipo (Standard). La idea de Bogoliubov consiste en buscar un cambio
de variable, de manera que se elimine el tiempo en los segundos miembros de (1-1).

De un modo més preciso, se trata de buscar unas funciones perifdicas F,, F,, ..., F _,
de t, con perfodo 2, y tales que, si se aplica la transformacién exacta -
T=t+€F, (t,E) + ... + E2F_ (tF) (1-2)

el sistema (1-1) se convierte en el siguiente
dg
=S @I €2 (F) i e D) e LR () (1-3)

Prescindiendo del término €™t! R (f, ), se obtiene la ecuacién promediada de la
m-ésima aproximacién, esto es,
de 5

S X (B RiEE RS (Bt o ETES (E) (1-4)

Lag funciones F, X, P,, ..., P, son obtenidas de un modo simple pudiendo Ilevarse
el céleculo hasta el orden m. Por ejemplo, en primer orden, se tiene

X, (B =(X(9), i

F, (t,8) =X =f[X— (X),]dt
donde (X), representa el valor medio respecto a t para E constante.
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Como ya hizo notar el mismo Bogoliubov, la hip6tesis de que X (¢, z) [uese perié-
dica respecto a t con periodo 27, puede ser sustituida por la condicién mds general de
existencia del limite
1 T
lim— | X (¢, z)dt =X
Bl (@)

En realidad la aplicacién del método de promedios ha reducido la integracién del
sistema (1-1) a la del sistema (1-3) que es auténomo y por tanto de més facil solucién
que (1-1).

El método, tal como se acaba de describir brevemente, recibi6 una rigurosa funda-
mentacién matemdtica, que puede encontrarse en la obra de Bogoliubov y Mitropolsky
(1961).

Los autores han estudiado, de una parte, bajo qué condiciones la solucién de (1-1)
difiere de la soluci6n de

IR e s
- EX(E) (1-6)

en una cantidad tan pequefia como se quiera, durante un intervalo de tiempo arbitra-
riamente grande; de otra, cémo relacionar para un intervalo infinito de tiempo, las
propiedades de los sistemas (1-1) y (1-6).

Por su importancia enunciaremos el ya clésico teorema de Bogoliubov.

Si la funcién X(t, z) satisface las condiciones:

a) Para una cierta regién D E existen constantes positivas M y ) de modo
que

| X(t,z) | =M
| X(2, 2) — X(5, 27) | =4 | ¥ — 2]

para todo t >0y z, 2/, «” € D.
b) Uniformemente respecto a = en la regién D, existe el limite

1 T
TEP;T X(t, x) = X (z)
0

Enfonces, dados o y m pequefios y L tan grande como se quiera, existe un
€, (0. m, L) de modo que, si £ () es la solucién de (1-6) con la condicién & (0) =
= z(0), y £(t) junto con su op-entorno estd contenida en D, para 0 =¢ =00, se

tiene

| z(t) —E(t) | <m 0<t<lL/e

siempre que 0 <€ < €,. s

Este teorema fundamental de Bogoliubov, ha sido generalizado posteriormente en va-
rios aspectos. Mencionaremos s6lo las principales contribuciones :

Gikhman (1952), parte de un sistema diferencial

dzx
— =X (t,z,}) (1-7)
dt

donde el pardmetro ) toma valores en A y tiene 3, como punto limite.

Bajo condiciones totalmente anédlogas a las del teorema anterior demuestra: que si
y(t) es solucién del sistema promediado correspondiente a (1-7), y siendo x(0) = y(0),
se verifica

mnx[x(l)—y(t)1—>0 N2y
o<t<T

o e
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El teorema de Gikhman permite obtener como corolario el teorema bésico de
Bogoliubov.

Demidovich (1954) generalizé el teorema de Bogoliubov para sistemas de la forma

dr X( )
T ¢ t) ;L"
dt <

probando bajo condiciones andlogas, que
lim 2(2, €) = g(t)
€>0

donde £(t) es solucién del gistema promediado

g X, (&) =1 : TX( ) d
— =X, (&) = m t, & €)dt
dt o

0

En esta direccién hay que destacar por 1iiltimo los trabajos de Kurzweil y Vorel
(1957), y de Antosiewcz (1963).

Los trabajos de Bogoliubov han sido dezarrollados en muchas direcciones; una de las
generalizaciones del método de promedios es la desarrollada por Bogoliubov y Zubarey

para el caso de un sistema de ecuaciones diferenciales, con una fase rdpidamente rotan-
te, de la forma

dx, X ¢
— = A 1,1‘,...,1‘")
dt k 1
(1-8)
—— SN ) R G o )
dt

donde 2 es un pardmetro grande y X, y A son funciones periédicas respecto a « con pe-
riodo T. En este caso log autores han probado, que es posible efectuar un cambio de

variables, de modo que no figure ¢ en los segundos miembros de las ecuaciones trans-
formadas.

BlAn

ST

5 Por su importancia para nuestro trabajo serd desarrollada en el pérrafo siguiente una
‘ modificacién de este esquema generalizado de promedios.

: Sobre las directrices de Bogoliubov, Volosov (1962) ha construido un esquema més
general de promedios; él considera un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

dx

—— =—€X(z,y,t;€) (1-9)
dt

dy
— =Y (2,y,t;€)
dt

donde z, X son n-dimensional vectores.

y, Y son m-dimensional vectores.

Para € = 0 el sistema (1-9) se reduce al sistema no perturbado
y=Y, (x40 (1-10)
r=0
— 465 —
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que no sélo se supone resoluble, sino que a lo largo de toda curva integral y = y (z, t)
existe el limite
T

— il
X (z) =TliEOT : X(t,y (z,t), t,0)dt

En estas condiciones, se trata de buscar un cambio de variables

X=%+ €U, (1,%,7) + u, (,%,7) + ...

e 1-11
Y=F+EV(LETD +€v, (LFT) + .. )
de manera que laz ecuaciones transformadas de (1-9) tengan la forma
dx o S
—d =€X, () +2X,(%) + ...
t
(1-12)
dy = il
e Y (9 t) + €A (%) + ...
¢ :

Volosov ha dado métodos para obtener las funciones u, v, de modo que las ecuaciones
promediadas sean del tipo (1-12) pudiendo llevarse el cdleulo hasta el orden que se desee.
También ha demostrado teoremas de tipo andlogo a los enunciados por Bogoliubov,
adecudndolos a su propio esquema de promedios, lo que le permite asegurar el caréc-
ter asint6tico de las soluciones del sistema promediado (1-12) con las soluciones exac-
tag del sistema (1-9).

En esta introduccién s6lo hemos mencionado los diferentes métodos de promedios
que estdn relacionados con nuestro problema. Asimismo, debemos indicar que actual-
mente el método se aplica a una gran variedad de ecuaciones diferenciales: con se-
gundo miembro discontinuo, con pardmetfros lentamente variables, con argumentos re-
tardados, etc. y también a ciertos tipos de ecuaciones en derivadas parciales, Una ex-
celente bibliografia sobre el particular puede encontrarse en el documentado trabajo de
Mitropolsky (1967).

2. Método Generalizado de promedios. Primer caso. — Consideremos un sistema
de ecuaciones diferenciales de la forma

de, ;
'—E—_Ef,(l‘)e)e)

(2-1
d (2-1)
—— =w (z) + €Eu(x,98;€)
dt

donde se supone que € es un pequeiio pardmetro y f, u, funciones perifdicas respec-
to a 0§, con periodo 27, que pueden ser desarrolladas respecto al pequefio parédmetro
en la forma

f(2,0;€) = 3 €-1£0) (=, 0)

j:1 (2-2)
u(z,0;€) = 3 €-Tull) (z,0)

i=1

siendo w (z) =~0, en el dominio de consideracién de la variable z, de componentes
(zy, z,, z,, ..., z,). También se supone que w (z), f{), u(?), son regulares en los
dominios de consideracién de las variables z, 0.
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APLICACION DE LOS METODOS DE PROMEDIOS DE SATELITES ARTIFICIALES

El problema que se plantea es el de hallar soluciones aproximadas al sistema (2-1),
sobre un intervalo de tiempo de amplitud 1/€.

Cuando € = 0, las z, gon constantes y la ¢ funcién lineal del tiempo. Cuando €
es pequefio, pero finito, las z, experimentan un lento crecimiento secular, sobre el
cual van superpuestas fluctuaciones de pequefia amplitud. El lento crecimiento secular
es debido fundamentalmente a la variable x y las fluctuaciones a la variable §, ya que
si no figurase la ¢ en las funciones f, (x, 9, €) los segundos miembros de dz/dt serfan
sensiblemente constantes. Por ofra parte, la rdpida variacién de la variable § es la que
ocasiona las fluctuaciones répidas de pequefia amplitud, que van superpuestas a las
seculares.

Nos proponemos mediante un cambio de variable separar las flutuaciones répidas
del lenfo crecimiento secular. De un modo més preciso, se trata de buscar un cambio
de variable de la forma

.Tl‘ = E( qelE '1],-(1) (;: 6) A oas A (S 7],‘(']) (_L', ?j)
(2:3)
i}

0+ € (Z,9) + ... + €29® (z,5)

donde n,(), @), sean periédicas respecto a § con periodo 27, de suerte que las ecua-
ciones diferenciales (2-1), en las nuevas variables z, §, adquieran la forma

dx,
_I'_ =EMM (X) + ... + € M()(X) + €t M(v+D) (%, §)
at ;
% (2-4)
a
T (%) + €EQMN (T) + ... + €2 QM) (%) + €11 Q (#11) (%, §)
t

Las ecuaciones que resultan de suprimir los términos de €r+!, se llaman ecuacio-
nes promediadas de la p-ésima aproximacién: dichas ecuaciones son

dzx,
- MM (%) + ... + E2 M) (%)
t

do -
— = (%) + €QMW () + ... +€2Q™ (%)

Bvidentemente (2-5) no exhibe en sus segundos miembros lag fluctuaciones rdpidas de
la variable 9 que han quedado en (2-3).

Nétese que si se hace € = 0, la transformacién (2-3) se reduce a la identidad; de
aqui que en las ecuaciones promediadas, se haya elegido el término de orden cero en
i)

o de modo que sea justamente w ().
(14

Derivando (2-8) y teniendo en cuenta (2-4) y (2-1), se obtienen desarrollos en po-
tencias de €. Igualando los coeficientes de las potencias respectivas hasta el segundo
orden de € resultan las siguientes expresiones

an,l.(l) )
M) (%) + w (%) = IARNEAR))
o

(1) ow (%) " &
QDX+ w (X)) ——— =n,0 —— +ud) (x,0) (2-7)
2 ox

i
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B, an,(™M e
M®)(%) + M,0)(%) —— + QO)(%) = (%) o

i

(2:8)
i af.m af,™
= f‘(i')(:\,—', 6) + nj(i) - q’)(l) =
ox;
Bp™) BV 32 =
QE)(F) + M,™) (%) LOM(T) = 1w (%) ——— — u® (%,0)
ox, 30 a0
(29)
du® du) ow (%) 1 22w (%)
+ 00—t ——— 4 B n, M 1,
oF, a9 o%, 2 0%, 0%,

Las férmulas (2-6), (2-7), (2-8), (2-9) constituyen una secuencia de ecuaciones que
relacionan las funciones indeterminadas. Cada una de estas ecuacioneg es de la forma
tipo

2 oF (%, 6) =
a (%) + w (%) e =4 (%, 9)
L]

donde a (%) y F (%, §) son funciones a determinar, la primera de las cuales puede iden-
tificarse con M.() (%) 6 Q() (%), y la segunda con cualquiera de las funciones

n,® (%, 8), ¢() (% ) ; finalmente A (%, §) es una funcién periédica de §, que es cono-
cida en términos de las soluciones de las ecuaciones precedentes. Esta ecuaci6n diferen-
cial en la que la variable X se comporta como pardmetro constante, puede ser escrita

8F (%, §) 2l
w (%) —(“5— =4 (%, 0) —a(x) (2-11)
O

Ahora bien, si sobre la funcién F no se hubiera hecho ninguna hipé6tesis suple-
mentaria, tomando a (%) arbitraria y efectuando la integracién se obtendria la corres-
pondiente funcién F(=. ), pero no podemos olvidar que F(%,§) ha de ser peri6dica y

regular en el dominio de definicién, por tanto, su derivada con respecto a § no debe
contener el término constante del desarrollo en serie de Fourier, lo que hace necesario
que se verifique la condicién

(A(X0) —a(®))_ =0
]
donde ( ); denofa el valor medio de la diferencia A(z, 6) — a(z) respecto a .
Asi, pues, a(x) estd univocamente determinada por la igualdad

27

1 TS S
(%) = (A(%,0)) = — | A(%,0) do

2 ),
Una vez calculada a(%), la funcién F se obfendrd por integracién del desarrollo en &
serie de Fourier de [A(%, §) — a(%)]/w(x). Ademds, como dicho desarrollo carece de

término de orden cero, la funcién I’ serd evidentemente periédica respecto a § con pe-
riodo 27.

Nétese que F estd indeterminada salvo una funcién arbitraria de %, que se compor-
ta en (2-10) como constante y que no seré otra cosa que el valor medio de F.
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Después de esta discusién, operemos directamente en las ecuaciones (2-6) y (2-7),
con el fin de obtener los resultados hasta el primer orden. Para (2-6), resulta

MM (%) = ({0, 6) )5 (2-12)
@m(l)

w (% = S (L) (1 2-13

e s (213)

La integracién de esta ultima nos proporciona lag funciones en la forma
@ (F8) = 3,™ (%, 0) + o,V (%) (2-14)

siendo @,(1) la integral indefinida del segundo miembro de (2-13) y o, la funcién
arbitraria de * que se ha introducido en la integraciéon de (2-13).
En segundo lugar, desde (2-7), tendremos

; ow
Q) = (u(‘ ))_9 = p,(l)

2-156
ox ( )
i
B 3
W(E) —— = u — (uO)_ + O = (2-16)
7
e integrando para (2-16), se llega a una expresién del tipo
oM (%,0) = ¥ (%,3) + v (%) (2-17)

donde W) representa la integral indefinida del segundo miembro de (2-16), dividi-
do por w (%) y v() (x) una funcién indeterminada introducida en esta uitima integracién.

Hemos visto que, efectuando la transformacién exacta (2-3) en las ecuaciones
diferenciales (2-1), el sistema en las nuevas variables toma la forma (2-4). Por tanto,
si se resuelve el sistema (2-4) y sus soluciones se sustituyen en (2-3), se tiene la solu-
cién exacta de (2-1). En estas condiciones, queremos estudiar brevemente la precisién
de los resultados obtenidos, cuando en lugar de trabajar con las ecuaciones (2-4), lo
hacemos con lag ecuaciones (2-5) en una aproximacién de orden p, durante un intervalo
de tiempo de magnitud 1/€.

Obzervemos que, en el sistema (2-5), sus n primeras ecuaciones son independientes
de la (n + 1)-ésima; entonces, habrd que resolver este sistema de orden n, y con sus

soluciones entrar en la ecuacién de df/dt, obteniendo § por una cuadratura.
El problema puede ser formulado asi: Dados los sistemas (en forma vectorial)

1%
% =M (%) + ... + €2 M®) (%) + er+l M(r+1) (%, §) (2-18)
It
dg
___d =M™ (8) + ... + €? M(®) () (2-19)
t

¢ y dos soluciones %(t), g(t), con las condiciones iniciales %(0) = t(o), calcular el orden
de la diferencia |x(¢) —E(%)| en un intervalo de tiempo de magnitud 1/€.
Para su solucién utilizaremos un recurso cldsico de ecuaciones diferenciales. Por sus-
tracci6n de (2-18) y (2-19), tenemos

4z—¢)
dt

= 3 € [MO) (%) —MO) (5)] + €r+! MO+ (%, 0)
=
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y suponiendo que las funciones M(3) (1 = j — p) verifican la condicién de Lipschitz,
con constantes A(7), resulta

d(®—¥)

r
< [ S A0 Ej) [ —&| + | €t Mo+) (%, )|

dt j=1

Como sabemos, un conocido teorema de acotacién de ecuaciones diferenciales, nos
permite eseribir

t ?
o = 2 €g) (b — 5
[Z(t) — ()| é.f e :(‘=1 S | €42 M(v+1) (%, §) | du
0
De esta acotacién, para t = 1/€, se puede deducir la que sigue

. 1(% 1) i) ¢
FOmt i —e ClE ) Sle
0

y si ademés suponemos que M estd acotada por una constante C, en el dominio de defi-
nicién, se obtiene finalmente

(3 1) gi-1)
| 2(t) —§(t) | =C | € |? e i=!

Resulta, pues, que si denotamos por X(?) la solucién de la aproximacién p-ésima, es
X —x(r) = 0 (g
Por tanto, al sustituir ésta en la ecuacién
6
dt

= w(X) + ... + €771 Q-1 (T) + €2 Q) (%)

no es necesario tener en cuenta el término de €7, y ahora un razonamiento andlogo al

anterior, nos asegura que la § es obtenida con una aproximacién €r-!, lo que escribi-
remos

§— 601 = 0 (e
Resulta de aqui que, trabajando en un intervalo de tiempo de amplitud 1/€, y conoci-
da la aproximacién de orden p para %, se obtiene en general la (p — 1) aproximacién
para §, aunque hay ciertos casos particulares en los que se obtiene la p-ésima aproxima-
cién para §, por ejemplo, si w es constante,
Asf, una vez obtenidas X(») y §(»-1), si las llevamos a las expresiones (2-3), obtene-
mos unas funciones X(®) y §(»-1) dadas por las férmulas
x(?) =% () + €q,D Z®, §(>-1)) + ... + o1 N2~V (%(2), f(r=1))
0(7=1) = §(-1) + € o) (X®), GO-1) + ... + €22 g(v-2) (%(v), f(r-1))
de modo que sus aproximaciones serdn del orden
z,—z, = 0 (e?)
g —o(r-1) = 0 (En-l)
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3. Aplicaciéon del método de promedios a sistemas candnicos

En este pirrafo tratamos de aplicar el método generalizado de promedios al caso par-
ticular en el que las ecuaciones de partida tengan forma canénica. Analizando los resul-
tados obtenidos se verd que, hasta segundo orden el método de Von Zeipel es un caso
particular de nuestro esquema generalizado de promedios. Resultados andlogos hasta
primer orden, aunque en una forma ligeramente distinta han sido deducidos anterior-
mente por Morrison (1966).

Sea un sistema canénico de n grados de libertad y funcién hamiltoniana F=F(p, q; €)
con p = (py, Py --- P,)s 4 = (4y, 4y --- g,) Verificando las condiciones siguientes :

@) € es un pequeiio pardmetro.

b) F(p, q; €) es desarrollable en términos del pequefio pardmetro, en un cierto en-
torno de € = 0, en la forma

I (p,g;€) =F,(q,) + €F, (p, @) + €F, (p, @) +...

¢) Las funciones F, son analiticas en un cierto dominio D del espacio fasico (p, q).
y periédicas respecto a p1
: i = F, (¢,)
d) En el citado dominio, se verifica w(ql) = ——
9g,

H. von Zeipel (1916), dio un método para eliminar fluctuaciones répidas debidas a la
variable p , manteniendo la forma canénica de las ecuaciones. Desde un punto de vista
analitico, se trata de encontrar una transformacién, desde las variables (p, g) a las va-
riables (P, g), de modo que P, Do figure en el nuevo hamiltoniano. La manera més c6-
moda de realizarlo consiste en euconlrax una adecuada funcién generatriz S=S (p, g; €).

Notemos que para € = 0, F (p; ¢; 0) = F o(p,); por tanto, serd suficiente elegir
S (p, q; €) tal que, para € = 0, genere la trans 10rmac16n idéntica. Entonces la funcién
generatriz tendrd la forma

S, q;€) =P¢ +€S5 #T) + ... : (3-1)

y las ecuaciones de transformacién correspondientes a esta funcién generatriz, pueden
ponerse

oS, o8,
=0+ E— + €2 —— + ..
q q, a7, o,
(3-2)
as,; oS,
T)‘].:l) +€—+E~ el
coq oy,

/

Como det (S D@j) = 1 + € ...; para € suficientemente pequefio es det (S piaj) = 0,
)

las ecuaciones (3-2) definen, de un modo implicito, una transformacién del dominio

D (p, g) en otro D (p, g).
Veamos ahora que pueden calcularse las k primeras funciones S, S,, ..., S, de ma-

nera que el nuevo hamiltoniano F* = F (q,)+€ F *(p, ; G,)+... no contenga la variable
P, hasta el orden k + 1, y ademds, las funciones S, (1 =i — k) sean peri6dicas respec-
to a p,, con periodo 2.
En efecto, por tratarse de una transformacién canénica conservativa, el nuevo hamil-
toniano F* es igual al antiguo en virtud de las ecuaciones de transformaci6n.
Identificando F y F* en las variables (p, §), en 6rdenes sucesivos, resultan las si-
guientes ecuaciones:

AR
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Para el primer orden

es;
’ ] B3
F, £l =E (3-3) B
op, :
Para el segundo orden
oS, 1 eS, \?2 oF, @S, i oFEres)
e ( | e e R = (3-4)
ep, 2 op, g, Op, op, oq,

(la utilizacién del indice latino repetido indica sumacién desde 1 hasta n, mientras que
para el indice griego la sumacién va desde 2 hasta n).

La ecuacién para un orden / cualquiera, tiene la siguiente forma

oS
Fy— ot A@D+F, (0D =F (0

1

siendo 4 (p, g) periédica respecto a p,, con periodo 27. Entonces se elige

FI:* = <A (p’ -q) + Fk (l_)s m)pl
Y
os, = e
i/ - =—{4(p, 9 + F, (p, q)}p
°p, f

con lo cual S, es periédica respecto a p,, con periodo 2 =

Aplicando este razonamiento, en primer orden, y pomeudo F, =F* + F,,, don-
de F| representa la parte periddica de F, con respecto a g ] el p10med10

= <F1 (p (j)>ﬂl

(3-5)
resulta
as, 1
= — Flp
op, B/
de donde por simple integracién, se deduce
1
Si=—— fp dp, = (3-6)
7 il 1 1
F, Y
Para el segundo orden, un célculo andlogo, nos da
: 1 8S,\2 @&F,_ oF
F* = <F2 g el s e (3-7)
2 op, 0q; Op, / »,
as . 3S,\? oF oF, * 85, OF* @S
F’ 2 L ‘1‘2 Eils FU// IJ 4 ' B 1 1 1 1 (3-8)
op, [ 2 op, oq; ( ep, oq, ag; op,

Apl}quemos el método generalizado de promedios a un sistema hamiltoniano, en las
condiciones citadas al principio de este pérrafo.
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Hasta el segundo orden, las ecuaciones de Hamilton, pueden ser escritas

dq, oF, oF,
T e G ate
dt op; op;
dp,, or, oF,
= — €2 R (3-9)
dt oq 0q.,
dp, oF, oF, S ol
G oq, oq, 9q,

advirtiendo que en este y en sucesivos sistemas, se convendrd en que los subindices
t, j, k, toman valores desde 1 hasta n, mientras que los subindices o, B, lo hacen desde
2 hasta m; asimismo, por comodidad, se usard la notacién w (q,) = —OF, (q,)/@q,.

El método generalizado de promedios consistiré, en este caso especial, en buscar una
transformacién del tipo

QI _q-{ ar E 77'{(1) (ﬁs a) + Ez 1'];(2) (-ﬁl ?j)

P,=P,+ €YD FD + €D G 7 (8-10)
Py =T +E€E9W (5. D + € 9B (7,7

donde las funciones de los segundos miembros de (3-10), son peri6dicas con perfodo 2,
de tal modo que las ecuaciones en las variables (7, g) tengan la forma

dg,
_d_ =€0,® +e20® +e30,® (p,q;€)

t

dp,

— (1) 2 (2 3 3) s ryie.

e ePO e PO G e POYi(p, q5E) ; (3-11)
dp, = e =

- w(g,) +€Q® +€20C + Q0 (7,7;€)

donde se supone que, para j = 1, 2, las funciones Q.4), PG, Q@), no dependen del ar-
o
gumento p, .
Resultados de primer orden :
Las ecuaciones (2-6), (2-7), son en nuestro caso

) oF
QM + w(g,) i. = __1
j p,
3y @ 3F,
PO + w(g) —— = — —
& °p; aqa
Sp@) dw(q,) oF
QW) + w(F,) —— =, O — — 1
1

87]'1 aql

3

— 473 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

y denotando por F.* el valor medio de F, respecto a p,, se deducen los siguientes re-

sultados
) kD @) I
0,0 = —— L e b Oy
op, apl
(1 oF* 1) aﬁl d 3
L)t sty = — o
e g, Ya 5, e (12
oF * oF
Q@i= c, w — — qg(l) =iee——ihh el
aql aql

siendo ¢, ;, &, e , funciones arbitrarias de todas las variables, exceplo de p, . Eviden-
temente, si se hace ¢, = 0, las ecuaciones promediadas hasta primer orden tienen forma
canénica y coinciden con las obtenidas por el método de von Zeipel.

Resultados de segundo orden:

Desde la ecuacién (2-8) del epigrafe anterior, tomando la parte secular se llega a los
siguientes resultados

¢, dc, 92K * O2E & oS*
0,2 = — Q(l)————PtU e e
og, * %P, 9g; 0p; * %, 0p; P,
ad,, od o%F * orx  asr B
=== Gy = e = —_— —
-0 o, "% oW, “o,01, W,
| siendo S* la parte secular de la funcién
sor St g
2 C Op og. owrl e
y
~ ~3F* 1 | oF &F orF o°F
M; (2) :——)[F ]-}—S—}-Fl:l—'—( —'Tl = _1_ AF Ca = _i _da. = i.
op; ( oq, w j og; op, op, 9q,, 9g, 9P, Op;
(3-15)
) ~ ~BF* 1 oF, oF T o2F
v%’“———l[l‘ 1 +5+F, ——} e s SR
j g, w dg; 0dp, 9gy 9q, 9q, 0p,, 0qg
En estas expresiones de n‘“ -)( ) ; faltan las constantes introducidag en la integracién
respecto a p,, y podrdn ser con51deradas como funciones arbitrarias de todas lag varia-

bles, excepto p
Finalmente, para Q(?) se obtiene el vlgmente resultado

e, de, oZhEs o >*
QB = —00) — —P(‘>———c<1> L ey - e
1o, * 0Py 0g; 0q, * %P, 0q, 97,
: ] 3-16
w' QI(F,) OF w’2 w’ oF, ( )
+ <—~«>TT__ S L ——Fm”“p> + 6,3 w’
W2 oD o w? w? S

siendo ¢,(?) la constante obtenida en la integracién de n,® e I(F )= (F, dp,.
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Comparando estos resultados con los obtenidos por el método de von Zeipel, se pue-
den sacar las siguientes conclusiones:

1.0 Si se eligen c, = dﬂ =0, se tendrd
o8* 2S*

= P@ = -

op; £ 07,

0, =

y las ecuaciones para las derivadas dq,/dt, dp ,/dt coinciden con las obtenidas por el
método de von Zeipel.
2.° Por lo que respecta a la ecuacién (3-16), eligiendo e, = 0, queda

08* w’  QI(F, ) OF w’ w’ oF
P = +<—~.___l—p% _‘_Fuz'—_—Flp_Tlg> +6,® w
07, w?  op, 7 w? w32 9q, /' p,
Entonces para lograr los resultados de von Zeipel, se hace necesario elegir
1 w’  L(F oF w’ w’ oF
6 = ——— _____M_i____pwz_ B _1">
w’ WEE Ops R0 g w3 w2 o4, ik
con lo cual nos quedaria
oS*
Qe = — —
6q1

4. Método generalizado de promedios. Segundo caso

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

da,
7 = Ef‘(l) (‘Ty 6) =i EZ f‘_(2) (‘I": 0) + ...
VgL sEn (4-1)
do
d_ = w®) (z,6) + €w (z,0) + ...
i

donde € es un pequeiio parametro.

f:), w(), funciones peri6dicas respecto a § con periodo 2z, regulares en los domi-
nios de consideracién de las variables z, 6.

Se frata, como vemos. de un sistema con una lase rdpidamente rotante ¢, pero a di-
ferencia del primer cago, la razén de variacién de esta w(?) (z, ¢), depende de 6.

Hay varios procedimientos para eliminar la fase rdpidamente rotante en un sistema
de este tipo. Un procedimiento podria ser el infroducir § como nueva variable indepen-
diente y aplicar el método ordinario de promedios. Un segundo camino podrfa ser la
definicién de un nuevo argumento variable yy por la expresién

(7] ‘ d{p
Y = J. B o) — = (4-2)
0 Y(x)
siendo
' - ( T (z, @)
N(Z5iq) = Y(T) = T,
(P w)(z, (p) \ ( < )‘\5’
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Es facil comprobar que, en este caso, las ecuaciones diferenciales tienen forma apro-
piada para aplicar el método generalizado de promedios en su primer caso. De todos
modos, este segundo camino tiene el inconveniente de no permitir, en general, despejar
 en funcién de v, en la férmula (4-2), y en estas condiciones el efectuar la transforma-
ci6n sobre (4-1), resultard l6gicamente impracticable.

Tal dificultad puede ser soslayada utilizando la integral Jx[r(f, @) /v(%) ] dp como

0
nueva variable y promediando sobre y. De un modo més precigo, vamos a buscar una
tranformacién

=%+ En® (T p) + ... +E29) (X, y) (43)
=g+ uD &) + ... +tE2u® (%, y)

con y,(9), u(@), funciones periédicas respecto a y, con periodo 2r, de modo que las dem-
vadas de las nuevas variables %, y, puedan ser escritas en la forma

dx,
dz‘ =€TM (%) + ... + eI, (%) + €1 T,(»1) (%, y; €)

i 1
_[fxr(%,cp) ot ] )
i | (%) V(%)

+ € W) (%) +€(r+H) WrH) (X, 5 ; €)]

(4-4)
Antes de llevar a cabo este proceso, pongamos

(=, %) (%) 2 (=, @) fo ] (4-5)
Q)= () = B (%0) ——— 2
- ! ox; I:fo % v(%)

Derivando la segunda de las ecuaciones (4-4) y teniendo en cuenfa (4-5), se obtiene

d; 1
o ————{1+E [Q, M +WW]+e [ T, + W®] + ..} (46)
dt T (%, y)

Derivando (4-3) y sustituyendo por medio de (4-1), (4-4), (4-6), después de igualar
los coeficientes de las respectivas potencias de €, se obtienen, en primer orden, las si-
guientes ecuaciones

1oy @+ 2L £, (
@) (%) + = = [, (%, y)
By T () &
1 ou()== il ow(©) Qw(2)
—— (@, T, + W®)+ g e u®) w®
i % T o%, oy
que pueden ser escritas
o, = =
5 =T (%, ) [V (% 1) — T,® (%)] (4-7)
ou) 2w/()
—T u® =T w® —Q, T,H — W™ (4-8)

oy Oy
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De forma anéloga se llega a ver gin dificultad que las ecuaciones correspondientes de
orden k tienen la forma

'am(") =0 o
5, =T (%, %) [@™ (%, y) — T, (%)] (4-9)
cu(®) ocw(9)
—T ulk) = w(k) — Wi(k) (4-10)

con ®,(%), w(*), funciones perfectamente definidas por las anteriores operaciones.
Veamos cémo pueden determinarse las funciones m,(*), u(®), T(*), W(k), cumpliendo

los requerimientos anteriores. Primeramente observemos que el segundo miembro de
(4-9) debe tener valor medio cero respecto a y, para que n,(*) sea periédica con respecto

a dicha variable. Por tanto, T,(*) (%) estard dado por

Elegido T,(*) de este modo, y,(*) se determina por una cuadratura. En cuanto a
(4-10), la solucién de la ecuacién homogénea correspondiente, es u(®) = C w(®) y la de
la completa se obtiene sin dificultad por el método de variacién de constantes, resultando

u®) = Cw® + w® § T (%, y) [TE — WH] dy

Para que u(*) sea peri6dica respecto a y, serd suficiente elegir W(*) de modo
que se€a
(T (%, ) [T — WE]Y =0
X

es decir
y (%) W = (T (%, ) ¥®)),

Esta discusién aplicada a las ecuaciones de primer orden (4-7), (4-8), dan lugar a las
siguientes
Y (%) T,D (%) = (T (%, 1) fO (%, 1) )y
(4-11)
aﬂi(y) L =R
¥ ‘

v (%) WO (%) = (T (T w® — 0, T,0)),

(4-12)
u@® =w@ YT (T w® —Q T.N) —(I'(T w® —Q. T.(M)\1d
Jeieed ik X

En esta tltima se ha elegido nula la constante de integraci6n.

II. — Aplicacién de los métodos de promedios al movimiento de un
Satélite Artificial

5. Ecuaciones del movimiento de un satélite artificial

El potencial gravitatorio creado por la distribucién de masa de la Tierra, en un punto
exterior, puede escribirse, por medio de un desarrollo de Legendre, en la forma

; 0 ;’ ©  Rn oo ©  Run l
U=——J1—3% —1] P, (seng) — > > I PF (seng)cosk (h—A,)

Ik >
7 1 n=2 )m n=2 k=1 jm Tt J
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siendo

n = GM = 398.580km.3/seg.?

R = radio ecuatorial terrestre = = 6.378,160 kms,

r = distancia al cenfro de masas de la Tierra.

@ = latitud geocéntrica.

2. = longitud terrestre (contada como positiva hacia el Este).

P, P ¥ polinomios de Legendre y polinomios asociados de Legendre respectivamente.
J.. Juo Ay constantes que dependen de la distribucién de masas de la Tierra.

Il

Si se admite que la Tierra tiene simetria alrededor de su eje polar, el potencial serd
independiente de la longitud y se reducird a la forma

w o R»
U=—— {1——"2 —— I P, (sen q;)} (5-1)

7 =2 pn
En este caso, la funcién hamiltoniana que describe el movimiento de un satélite ar-

tificial bajo la accién exclusiva de efectos gravitatorios terrestres, es en coordenadas
esféricas, la siguiente:

e . .
F=T+U=—— (72412 cos? ¢ \2+7% ¢?) + U
2

De igual modo, cuando efectuamos una transformacién canénica a las variables de
Delaunay :

L=Jua [ = anomalfa media
G =Klp, a (1—e?) g = argumento del perigeo (6-2)
H =G cos I h = long. del nodo ascendente
la funcién hamiltoniana llega a ser
W b o e
F = _ J —— P (sen 5-3
2 L2 r -n2='2 L m s ( CP) ( )

donde » y ¢ han de suponerse expresadas en funcién de los elementos de Delaunay, por
las férmulas usuales del problema de dos cuerpos. Por otro lado L, G, H, funcionan
como coordenadas y [, g, h, como momentos, de modo que ha habido una inversién de
coordenadas y momentos, junto con un cambio de signo de la funcién hamiltoniana.

Poniendo J, = €, que serd considerado en lo sucesivo como un pequefio pardmetro,
resulta

- p? p* R? i 3 H2\ a® 3 3 H2 a®
r = + € —— +—— | — 4+ | ————— | ——cos (20+2 +
2 L2 2 Ls [( 2 2) ( ] & /)]

z 2 17 2 2./G2'). 73
5-4
oo An o
Apee 2 ]" Pﬂ (sen (p)
7 n=3 T

siendo los términos del sumatorio de orden igual o superior a €2, es decir, que se admi-
te un desarrollo de la funci6n hamiltoniana, del tipo

F=F,+€F, + €F, + ... (5-5)
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donde los términos F , F,, son

©
F=
. 9]e
(5-6)
u R? 1 3 H2\ a® 3 3 H2) &
F= —t —— | —+ | = ———| —cos (29 + 2])
9 Ls 2 2G2) 4 2 2G2)

En resumen, hasta el segundo orden, las ecuaciones del movimiento del satélite,
en lag variables del Delaunay, son

dL e i
Rt SNE T,

dt - ol = ol

d G oF
il € 1 + g2 2

dt g ag

dH oF, | OF,
AN s o

ot < oh < oh

(5-7)

dg oF, _oF,

dt —C e

dh oF, aF,

- = s E — Eﬁ

dt oH oH

dl oF,  OoF, oF,

S —=E=— =

dt oL oL oL

Sobre ellas haremos las siguientes observaciones:

1.°© Debido a la supuesta simetria rotacional del potencial ferrestre, la variable an-
gular h no figura en F, conservdndose su momento conjugado H, que representa la pro-
yeccién del momento angular sobre el eje polar.

2.° Las ecuaciones (5-7) son singulares para e = 0, en cuyo caso, lag variables L y
G verifican la igualdad L = G. De un modo més concreto, vemos que los segundos miem-
bros de las derivadas dg/dt, dl/dt, contienen términos de la forma

oF, oe oF, ©Qe
de oG oe —af

Por tanto, observando que

ce 1 G de G2

oG es iz oL el

oF
Y que la derivada =l e regular, no nula para ¢ = 0, se comprueba fdcilmente la natu-
ce
raleza de esta singularidad.
3.° Notemos finalmente que el sistema (5-7) estd puesto en forma adecuada para
que le sea aplicado el método generalizado de promedios, cuando las ecuaciones de par-
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tida tienen forma candnica, siendo ahora ¢, = (L; G; H), p = (g; h) y p, =1 la va-
riable correspondiente a la fase rdpidamente rotante. Es fdcil comprobar que el sistema
(5-7) satisface todas las condiciones impuestas en el capitulo anterior, en un dominio
de las variables de Delaunay que excluya un cierto entorno de los valores L = G (e = 0),
Gi—"0 (6 = 1).

6. Resultados de primer orden

De acuerdo con (2-12), e indicando con una raya superior las variables promediadas,
se tienen los siguientes resultados

dL oF * ;
i o R e )
dt ol 1
dG oF *
dt dg z
dH oF *
Gy )
dt = oh § =
s 6-1
dg oF * )
RS —E — = P1)
dt oG = L
dh oF *
— = e ()
dt oH < &
dl o : v oF *
— =w(L)+ € Q%) = w(L) — =
dt & CL
donde se han elegido c, =e, = (, y se han completado las notaciones
= oF, (L
w (L) = — ———0_( /
oL
i (6-2)
o - u* RA 1 3 H2
S (il =+ ———
v = = e 2 2 G ]

Por consiguiente, se verifican las igualdades

0,0 = 0,0 =0, =0
OF * 3.4 R2 12
pe o ot
i oG 4 L3 G+ G2
)= L B

oF*  3yutR? 1 5 I
oL 214G [ )
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Segin esto, las ecuaciones de transformacién, serdn ahora

oF,
IJ_L+F1]”)—L+E
O,
) _ oF,
G=G+Ez]2(1)=G +E._._+C2
og
H=H M) =H o
=H + € = SRS e
e oh 3)
(6-5)
o i oF, .
gie=ags iy =R C = =)
g Y g = 2]
h =h @ =h oL d
L=l =R N E et
S oH “)
I =1 @) =T ——aﬁl
=1 + =l el =
e oL ]
donde :
= 1 = pﬂn‘-’f 1 3 Hz
Tt B = (f—T1+esenf) +
w(L) 2,63 8| 2 2 G2
= (6-6)
3 3 H2 = e o P ,
+ | ——— — sen (29 +2f) +—— sen (2g+f) + sen (2g+
5 S )[ (@512 g+1)+ ]J

7. Aproximacién mejorada de primer orden

Consiste esta aproximacién en tomar en las ecuaciones promediadas la parte secular
del coeficiente de g2.

Recordemos que, de acuardo con las férmulag (3-13), dichas partes seculares, son

0, Q™ o e ik e 0
(2) = — 1) —— — + C; +
i oq; 0D ' 07,9p, *0p,, ©°p; ap,
(7-1)
od od O2F. * 02F. * oS*
i Py = — Q0 PO gl g L
| aq o 07, %4, 9P ,.0q 8 aqﬁ

donde S* representa la parte secular (promedio respecto a la variable 1) de la funci6n

aF oF w’
S=F2+ 1 Ipty F2 (7-

eg; 2 w2

|
o
~

o7,

7
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En nuestro caso, esta funcién se reduce a los siguientes términos

oF oF oF, oF of, oF w’
S—F+— g L Fy (7-3)
5 ol @L 99 oG oh °H 2 w2
oF, ~ 3
y como — = 0, porque F, no contiene la variable h, se tiene en definitiva
oh
1 af ol SR it
S*=F* 4 <— fe el sz> SFrA Sy e
w oL dg 0G 2 w2 &

Los célculos desarrollados por Brouwer (1959), nos permiten escribir el término

S,*, en la forma
wé Rt 15 L5 18 H2 Hs 3 Ls H2  H+
S = — — — |1 —6—=—+9— | —
4Lt |33 G 5G G4 8 G G2 G

15 L7 Hi 0 Hey LaRar 8(Ts n R
et 1—-2-_—-‘—7:_—' + — — = — = 1—-16_—_—-‘-{-15—_—' COSQg

32 G7 G2 G* 4 [0 16\ G5 G G2 G+

Ahora bien, para obtener las expresiones explicitas de las funciones 0,3); P(Z) , dadas
por las férmulag (7-1), debemos hacer notar las condiciones siguientes :

a) 0, =0, segiin (6-3).

b) Las funciones c,; d ; se elegirdn independientes de h, siendo ademés c,=0.
Con esto, es H = H y el valor constante de H, en las ecnaciones promedidas es el mis-
que en el sistema de partida.

c) ©F */op, = 0, pues F * es s6lo funci6n de las variables (L, G, H), como hemos
visto en (6-2).

Establecidas estas condiciones, el célculo de las funciones @2, P (), es inmediato,
resultando p

0, =0
ac, oS*
Q2(2) = P2(1) — + — (7-6)
g og
Q,® =0
od, o2F *  98*
P®)=_—_P@ 2 ¢ .
ag = 062 oG
(7-7)
ad, o2F * a8*
P, = —P (1) e
g ° oG oH oH

8. Integracién del problema en ausencia de singularidades

Vamos a ver que, la arbitrariedad que ain tenemos en la eleccién de las cantidades
¢, d,, d,, nos va a permitir la obtencién de ecuaciones promediadas, que resultan in-
mediatamente integrables para todo tipo de soluciones, salvo las de excentricidades 0 y 1,
y las de inclinaciones 0° y 180°, o las que verifiquen la igualdad 1 — 5 cos? I = 0, que
corresponde a la inclinacién critica.
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En primer lugar, eligiendo adecuadamente c, puede hacerse nulo Q,(*); en efecto, si
llamamos S * la parte peri6dica de S* respecto a g, tenemos

ac, oS* ac, oS *
Q.2 =—PpP. @) i = PO 2l ilie S (8-1)
i - o 9 & oy 7]
y por tanto, serd suficiente tomar
S *
o, = ”1_ (8-2)
P,
para que resulte Q,(®) = 0. Por otra parte, si hacemos
1 0S* O2F. *
dy=— i 0g
P, oG G2
(8-3)
1 0S* 3°F *
d3 = — — + ¢c,——— | CF
P, | \ oH oG oH

se consigue la anulacién de P,(%), P.(®), y las ecuaciones de la aproximacién mejorada
de primer orden, serdn

; dL dg 3 ut R2 I
= ) e e e
e dt dt 4 I3 G+ 2
‘ G dh 3ut R2H
— =0 — = —E ==
dt dt 2 L3 G5
(3-4)
di dl u? 3 ut R? 1. 3
0 Brmn— e e e
dt dt L3 2 14 G* 2 2 G2
con integracién inmediata en la forma
T I
G5
| H = H,
o 3 p R3 . H2
4L3Gt 2 ) & o
= 3utR2H
h =—¢ H-— —— R
2GS
', 2 4 R2 1 3 H?2 =
] z=[fs+e —4~3(—’“+_TOZ]]'+’U
< L, &G 2 2 G,
I3
3 — 483 —
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En resumen, la solucién aproximada del sistema (5-7), se obtendrd sustituyendo los
valores (8-5) en los segundos miembros de las expresiones

s oF, e aF, =
= LiEe =l selS = e
ol i oG ‘)

G=0G o h=h o i (8-6)
=6 HEl=—=06 e | v -
- )

H=H l =1 o
= N = k== —
ST

siendo c¢,, d,, d, las funciones dadas por (8-2), 8-3), y la funcién 171 la obtenida en (6-6).

Para comparar los resultados obtenidos con los dados por Brouwer, observemos que,
si se eligen las constantes c;, d ; e,, todas nulas, se llega a las férmulas consignadas
por éste en la eliminacién de términos de corto periodo.

Por el contrario, si se eligen dichas constantes en la forma

Cl =0
zRecy ) Sp*
g gy = ey
3G oG | P,®
S *
c, = —
25
2 ac, 209 S
d=—|—=dj=—|—= dg
ol 8H \ P,®
=10

se obtienen de manera simultdnea las dos eliminaciones de corto y largo perfodo de Brou-
wer, con idénticos resultados.

III. — Movimiento de un Satélite Artificial en las proximidades de su 3
inclinacion critica

9. Planteamiento del problema

La solucién del problema de movimiento de un satélite artificial en las variables de
Delaunay, tal como se ha desarrollado en el capitulo precedente, o en la forma dada
por Brouwer, Kozai, etc., para los distintos 6rdenes, presenta como divisores términos
de los tipos: e, senl, 1 —5 cos2 L.

Cuando estas cantidades son pr6ximas a cero, los desarrollos obtenidos se hacen
ilusorios y no pueden ser aplicados. Por ello, en este capitulo, tratamos de estudiar
el comportamiento del sistema para soluciones préximas a la de inclinacién critica, es
decir tales que (1 —5 cos?I) ~ 0, que como ya ha sido sefialado por diversos autores,
es una singularidad originada por la forma del potencial terrestre.

El procedimiento seguido consiste en eliminar las fluctuaciones de corto periodo,
de acuerdo con el método del capitulo anterior, quedando el problema reducido a estu-

diar un sistema canénico de un grado de libertad en la variables G, g. Para ello, se co-
mienza dando un método para determinar soluciones estacionarias en dicho sistema, estu-
diando su estabilidad y seguidamente se ve el comportamiento del sistema en soluciones
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préxima a las estacionarias. Las variables de Delaunay G, g, en el entorno de la solu-
ci6n de equilibrio tienen un comportamiento analitico formalmente idéntico al de la
amplitud y su momento conjugado en el péndulo simple, para soluciones de primer or-
den. La aproximacién de segundo orden, en cambio, corresponde al movimiento de un
péndulo bajo la accién de una fuerza exterior proporcional a la velocidad y al seno de
la amplitud.

En el capitulo anterior hemos visto que, si en las ecuaciones del movimiento de un
satélite artifcial, efectuamos la transformacién dada por (8-6), las ecuaciones en las nue-

vas variables L, G, H, I, g, h, cuando ze prescinde de los términos peri6dicos de segun-
do orden con valor medio y de los términos de 6rdenes superiores, llegan a ser

dL

T )

dt

aG dc,  OS*

— = e |—Pm 2 4

dt 0y 99

dH

A )

dt

(9-1)

dg od, oSs* 82k *
g b —p = s e
dt 2 3y oG 2G2
dh o . @d, oS* Q2F *
—= €PW e |—PO) — ¢ ———
dt 2 2 9y oH 2aGaH]
dl =

—— —w (L) + oW

dt

Estas ecuacionesg, aunque no fueron escritas antes de modo explicito, han sido llama-
das ecuaciones de la primera aproximacién mejorada, y las dizstintas funciones que apa-
recen estdn dadas por (6-2), (6-3), (6-4) y (7-4).

Para soluciones en las que es P,(*) =£0, elegidas las funciones arbitrarias ¢,, d,, d,,
de modo que los paréntesis de los segundos miembros sean nulos, el sistema (9-1) adop-
ta una forma esgpecialmente simple y es inmediatamente integrable.

En este capitulo vamos a estudiar el comportamiento de soluciones en las que P,()
toma valores préximos a cero.

Primeramente, elegiremos las funciones arbitrarias todas nulas. Con esto, el gistema
(9-1) toma la forma

dL ag oF,* as*
e —n() = e 0 E = EZ e

dt dt oG oG

dG eS* dh oF * oS* )

- e — = B -

dt g dt oH OH

Bizi ol - oF, *
— =0 —=w(@)—€—

dt dt oL

— 5
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resultando L y H constantes, y las tinicas variables que quedan en los segundos miem-

bros de (9-2) son G y g, reduciéndose el problema a un solo grado de libertad, o sea
a la resolucién de un sistema de ecuaciones de primer orden del tipo

ien a8
dtiie - dg
fy : (9-3)
o7 oF * aS*
— = —f——=——
dt oG oG

Sustituyendo las soluciones de este sistema en los segundos miembros de lag deriva-
das dl/dt, dr/dt, se obtendrén 1 y h por cuadraturas.

10 Soluciones estacionarias

Conzsideremos un sistema de la forma

dG
e — €4 (G, g;€)
dt
(10-1)
dg .
d—t=B(G) +€C@G,g;€)

sobre el cual se hacen las siguientes hipétesis:

a) Las funciones A y C son desarrollables en términos del pequefio pardmetro, en un
cierfo entorno de € = 0, es decir

4(G,g;€) =40 (G, g) + €4® (G, g) + ...
C(G,g;€) =CM (G, g) + €C® (G, g) + ... e
b) Existe un valor G, constante, tal que
B (G,) =0 a0 = B/(G,) == 0 (10-3)
oG G=G, 4
¢) Existe un valor g, constantes, que verifica
40) (G,, g,) = 0 9Ot 0 (10-4)

of

En estas condiciones, veamos si es posible construir una solucién de equilibrio
(G*, g*) de la forma

G* = G, + €u) (G, g,) + € u® (G, g,) + .. o
g* = gy + €9 (G, g,) + €293 (G, g,) + ... -
que verifique
4 (6% g*;€) =0
(10-6)

B (6*) + € C (G*, g*;€) = 0
ARG
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de tal modo que puedan determinarse explicitamente las funciones u(i), v(?), hasta el
orden que se desee.

En efecto, sustituyendo (10-5) en (10-6) y desarrollando en serie en el punto (C,, g,),
se tiene

QA 24 :
AD) (G, g) + € (Gyr go) M) + E_zg— (Ggy o) VM +EAG) (G, g)+€° ... =0
(10-7)

B (G,) + B’ (G,) €u® + € CW (G, g,) + € ... = 0.

Estas ecuaciones en orden cero, se verifican idénticamentfe, en tanto que para el pri-
mer orden dan lugar a lag relaciones

BAM) 24 ‘
e (Gyr g,) v + = (Ggr g,) v + A®) (G, g) = 0

(10-8)
B (G,) v + C (G, g,) =0

Por tanto, la segunda nos permitird determinar la funcién u(*), y la primera serviré
para obtener v(1). Obsérvese que, segin las condiciones (10-3), (10-4), tales funciones
estdn perfectamente determinadas.

Por lo que respecta a érdenes superiores, es fdcil comprobar que, para el orden n, las
ecuaciones toman la forma

B (G,) u(™) + () = 0

(10-9)
24 (1) A1)
TaG (Gys g,) u(™ +

(Gy g9,) 0 + W) =0

siendo ®(™) y Ww(n) funciones conocidas por el cdlculo de los érdenes precedentes. Evi-
dentemente, estas ecuaciones tienen la misma estructura que las (10-8) y son igualmen-
te resolubles con respecto a las funciones u(™, v(*), lo que nos demuestra que el cdlculo
de las funciones u(*), v(?), puede ser llevado hasta el orden que se desee.

11. Soluciones estacionarias en el problema del satélite

Las ecuaciones (9-3), cuando se introduce una nueva variable s = €¢ y una funcién
K =K, + €K, donde

u* R? 1 3 H2
K =F*=—————| — — —
2 L3 G* 2 2 G2
5 3 (11-1)
K =F* + S7
pueden ser escritas en la forma canénica
aG oK dg oK
e —— = (11-2)
ds og ds oG

Como F,* es la parte secular de los arménicos de segundo orden del potencial terres-
tre, habrd que precisar en primer lugar qué arménicos se toman de segundo orden.

Gen-Ichiro Hori (1960) y Garfinkel (1961), en trabajos que se refieren a este mismo
problema, s6lo tomaron en consideracién el cuarto arménico; no obstante, valores més
recientes de los coeficientes J, muestran que la contribucién del tercer arménico es com-
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o Ll

parable a la del cuarto. Por esto, en nuestro estudio, se tendrédn en cuenta el tercero

y cuarto armoénicos.

Escribamos seguidamente la contribucién de cada uno de ellos:

Para el cuarto arménico, tenemos

— = i = ]
u R 3 ut (15 Ls ¢ L? H> 35 O+ i
= P4(sen(p)>=—-—.I4R4_ ———— = |1 —10=— + — —
75 ; 8 Lo |16 G 16 Gs G 3 G
(11-3)
byt (Lo I3 B2 B 5
e R 1—8 — + 7 — | cos2g
64 L1* \ G7 Gs G2 G+

y para el tercero

J ”Rap J. R b I 3—15 2 g (11-4)
Sl sen —_ — — e Sen i —_— Sen =
< Pt ! qo)>l Sl TaGs (8 8 G2 g

Utilizando como nuevas constantes las cantidades

3 J S J J

4 3 3

2 J.2 £ 2 E?. ]22 ez

que en caso de la Tierra valen, aproximadamente

b ~~ 2,11027 ¢~z 2,17213

y las funciones P (G), Q(G), R (G), dadas por las expresiones.

w'R¢ (156 9 27 45 \B2 415 105 \H¢ 3 L 2 H*
PG)=——3———b—|———b|=+—=— b):‘-{—-—; 1—6—+ 9—
415G |32 16 6 8 )Gz \32 6 )G+ 8 G 2 G+
L2115 15 15 75 \ H? 105 175 H: - ;
— | ———b————b) =—[—+ —b) = :
G |32 16 16 8 G2 32 16 G* ;
(11-6)
e e R L2 3 B2 H* 5 H :
D) = == ] —— B 6= lip ke ) 1-—8:—]—7:“) i
415 GS G? 16 G? G* 8 G? G+ :
= 3R3 p,s 1_-12
R(G) =¢c————=—esgenl|l—5—
8 I8 G5 G?

se tiene K, en la siguiente forma
K,=P(G)+0Q(G)cos2y + R (G)sen g (11-7)
Es conveniente observar que R (G) contiene como factor la expresién (1—5 H2/G2), en

tanto que las funciones P (G), Q (G), solamente lo contienen cuando es b = 3/2. En

este caso, que ya ha sido sefialado por varios autores, es posible elegir c,, sin introdu-

cir el pequeiio divisor de inclinaci6n critica, de manera que sea dG/dt = 0. Asimismo,
no es diffcil comprobar que las ecuaciones de la primera aproximacién mejorada pueden
ser integradas sin pequefios divisores en inclinacién critica.
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De acuerdo con las notaciones utilizadas en (10-1), (10-2), se tiene

A(G,g;€) =AM (G, g) =—20Q(G)sen2g + R (G) cos g
oK, 3 ut R? H? ,
T s S U sl gl [ (11-8)
oG 2L G* G2
C(G,g;€) =CV (G, g) =—P (G) — Q' (G)cos2g — R’ (G)seng
Los valores de G,, tales que B (G,) =0, estdn dados por las soluciones de la
ecuacion
H? i i
I -t 0 G,=+ /5H

El signo de G, se elige de manera que el médulo del momento angular sea positivo.
Recordando el significado de las variables de Delaunay, este caso corersponde a
1
cos I = £+ ——
V5
y, por tanto, cuando se toma el signo positivo, hay una solucién I comprendida enftre
0 y =/2, que es conocida en la literatura con el nombre de solucién de inclinacién criti-
ca. La solucién entre /2 y n es suplementaria de la anterior.
Ademés
6 l»"4 H2
== =0
AL Gp |

y se satisface otra de las hipétesis en nuestro planteamiento general.

B’ ((_}D) =

Seguidamente buscaremos un valor de g, que verifique la condicién A@) (G, g,)=0.
Para ello, habrd que resolver la ecuacién

—20(G,)sen2g + R (G,) cosg =0
o bien
— 20 (G,)sen 29 =0
puesto que es R (G,) = 0.
Por otra parte, se tiene
pL \p,ﬁ R4 L2
0G)=———|1———| (83—2b 0
(R G2 I

luego las tnicas soluciones posibles, son g, = 0, #/2, &, 37/2.
De esta forma, las ecuaciones (10-8) se reducen a las siguientes:

[—2Q (G,) sen 2g,+R’ (G,) cos g,] u®+[—4Q (G,) cos 2g,] v =0

(11-9)
B’ (G,) u® = P’ (G,) + Q (G,) cos 29, + R (G,) sen g,
que pueden ser resueltos con respeclo a u(t), v(1), resultando
et P(G,)+0Q(G,) cus_:zyo-;-R’(Go) sen ﬁu_

B(G,)

& (11-10)
_ R’ (G,) cos g,
v(1) = —,
40 (G,) cos2g,
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Las expresiones explicitas que figuran en los segundos miembros se obtienen sin di-
ficultades con el formulario que se adjunta

3P4R2

BI(G) —
L3 G,

L 3e  Roys
R (G =g s ok L
245 L3 G,°

; (@ ) 1 us R4 L2 ;
i 40 Ts G2 ( G,2 ) ( ) e
= jp,ﬁ R4 3 27| Ez 3 11
P’(GO)Z-——‘T—_‘— = bl
4Ls G,® 20 10 T2 20 2
i pt R4 9 23 L2 57 26
Q’(GO)=——::'—:——'{ ——— b | —— | — ——b
4 L5 G® 4 10 G2 20 5

En los pérrafos siguientes, al referirnos a las soluciones mencionadas, las considera-
remos separadamente, en los tipos siguientes:

P'(G,)+0Q/(G,) R(G
i) 9,=0, = u®) = M v = ——(—2)— u® (11-12)
B'(G,) 40 (G,)
# 3 P/(G,)—Q(G,) + R(G
(i) g, = e () g a0 °), v() =0 (11-13)
o B (G,)

Hasta aqui hemos visto un procedimiento para obtener soluciones estacionarias del
sistema (9-3), llevando a cabo su determinacién explicita hasta el primer orden. Estudie-
mos ahora la naturaleza de estas soluciones en las variables de partida L, G, H, I, g, h.

Para dichas soluciones de equilibrio G*, ¢*, el sistema (9-2) es inmediatamente inte-
grable y su solucién, es

L1 =g
G =G E:[—eiﬁz~ez as*) T (11-14)
oH oH |, ?
— p— — o —
H— Hi—H, l=[w(L)—€ )t+l0
0

siendo L, H,, 1, h,, los valores constantes de L, H, I, h, para el instante inicial
t = 0; el subindice cero de las expresiones entre paréntesis significa que estd4n calcu-
ladas en L, H, G* g*.

Mediante las férmulas (8-6), en las que se pueden considerar nulas las cantidades
¢, d,, d,, se obtienen las variables L, G, H, [, g, h. Nosotros no desarrollaremos aqui

el cdlculo de un modo explicito, sin embargo haremos algunas observaciones sobre el
comportamiento cualitativo de estas soluciones particulares.

En primer término, como aﬁl/az, af"l/@g, 6’171/8G, son funciones peri6dicas, respec-
fo a I, con perfodo 2, las variables L, G, g, también lo serfn. Ademés, segin la ex-
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presién de I, dada en (11-14), podemos afirmar que dichas derivadas son periddicas
respecto a t con perfodo
t 2m

T (11-15)

T oF *
w S S e
be =

12. Estabilidad de las soluciones de equilibrio

Para estudiar el carécter estable o inestable de las soluciones de equilibrio (G*, g*),
haremos uso de un teorema de mecénica que asegura la existencia de soluciones de equi-
librio estable, cuando éstas corresponden a minimos relativos de la funcién hamilto-
niana.

Por consiguiente, hay que estudiar el comportamiento de la funcién hamiltoniana
K (G, g) en las soluciones de equilibrio (G*, g*).

De acuerdo con los resultados que nos proporciona el Andlisis, habrd que formar el
hessiano

Hess =

2K 02K 2K )2
L ( ) (12-1)

0G? o2 3G oy
Entonces, si Hess <0, en (G*, g*), se puede asegurar que no hay extremo relativo,
y si Hess > 0, en dicho punto habrd un extremo relativo estricto, que serd
Méximo, para 82K/0G2 < 0
Minimo, para 82K /6-(-}-2 >0

En nuestro caso, por venir dada la funcién hamiltoniana K en la forma

K (G g) =K, (G) + €K, (G, g) (12-2)
se tiene
2K o%K, 631{1
e LR S
2G> 0G> 2G2
32K oK,
~— = E== (12-3)
agz 27>
22K 2K,
et et O
oG dy oG g
y el hessiano, serd
02 21 2 2K 02K 2 -
. = e i
3GX oy 2G>  og2 oG ag

Atendiendo solamente a los términos de primer orden del hessiano en los puntos

(Go,lgao), y teniendo en cuenta las expresiones de K, y K,, dadas por (11-1), (11-7),
resu

oK, 3t R? oK X -
3G | I°Gs 2g2 = LG g G2
por lo cual : 1 :
K, oK, 19p4R2
— — = Q (G,) cos 27, 12-6
3G og? re oo e

0
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Ahora bien, por ser 1 —L2/G2=1—1/(1—e¢?) = —e?/(1—e?) <0y3— 2b<0,
se obtiene finalmente
i .p’G R4 2 !
Q(G,) = — 1———| (3—2b) >0 12-7)
O) 40 LS 605 ( G(): ) ( ) (

Después de estas consideraciones, pueden distinguirse los casos siguientes:
a.l) Para g, =0, =, los términos de primer orden del hessiano son negativos y
valen
12 p,‘i R3a i
Q(G,)

I G5

a.2) Para g, = n/2, 3x/2, los términos de primer orden del hessiano son positivos
y valen

Por ello, si se analiza la estabilidad solamente por los resultados de primer orden,
pueden sacarse las siguientes conclusiones:

Para las soluciones g*=7g, + € v® + ..., con g, =0, =, es Hess <0 y éstas son
de equilibrio inestable.
Para g, = #/2, 37/2, es Hess > 0 y las soluciones son de equilibrio estable.

Si consideramos aparte los términos de segundo orden, tendremos

82K i = i =
65: = P”(G)+0Q”(G) cos 29+ R”(G) seng
02K = = b &
! _ __4Q(G)cos2g— R(G)seng (12-8)

82

2K i = 22,
—— 1 _ __90/G)sen2+R(G)cosg

3G dg

y por tanto para ellos, resulta

3G2 g2 3G @y

0

92K 2K 2K, \® 5 3 o iy & s o
[__J o _(—__L) ] = —4Q(G,) cos 29, [P”(G,)+Q"(G,)cos 2g,+R”(G ) sen g,]

— [—201(G,) sen 2g,+R'(G,) cos 7,]?

Igual que en el apartado anterior, se pueden distingunir dos casos:

b.1) g, =0, 7. En este caso, para la Tierra, es Q(G,) > 0, segin (12-7). Ademés,
se tiene

= 2 n® R* L L2
P/(G,)+0/(G,) = ——— | 4134205412 — — —— (520— 248 b) L >0
80L3 G,7 G, T

de donde la contribuecién de log términos de segundo orden al hessiano

oK, o°K, ( °K, \* 4 - < a
= - — =—40(G,) [P/(G “ — R’
[an = (aG ag] ] Q(G,) [P"(G,)+0"(G,)] — [R(G,)]?
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es negativa; entonces, no solamente los términos de primer orden son negativos, sino
también los de segundo, luego, dentro de la aproximacién con que estamos trabajando,
estas solucioneg son de equilibrip inestable.

b.2) g, = 7/2, 3zx/2. Ahora la contribucién de los términos de segundo orden al
hessiano, es

oK, o°K, 2K, \? i 2l & Gl
- = — 40(G,) [P"(G,) — 0”(G,) — (—1)i R(G,)
[ama? (EG@]]O Q(G,) [P"(G,) — 0”(G,) — (—1)! /()]

con j =1, para g, = /2 y j = 2, para g, = 37/2.
El término entre corchetes, se puede escribir

LG 0/(G,)— (—)RRY(G,) —

e R4 'L L2
= ==z — 539+880 b+36—— — —— (— 73241808 b)
80 L® G,7 G, G,?

3cR3y® 4+ 27e?
2[3G,” 245e

(G e

y su signo depende de los valores del semieje mayor y la excentricidad.

Estudiando conjuntamente los términos de primero y segundo orden, e introduciendo
las funciones

1k i
f,(e) = — | —539+880 b+ =g (— 732+ 1808 b)
240 V1 —e? 1—e2
c 44927 e2
i2(6)= — —
241 —e2 245e
queda
et s T s (
eSS = ——— +€———— [ (e)+E(—1) ————{.(€e)
JE (B g [ a2 (1l —e2) avl—e, f2 ]

Las funciones f,, f,, que dependen solamente de la excentricidad, toman los siguien-
tes valores:

¢ f, (2) fa (o)

0.1 —7.33456 10.42187
0.2 —7.73775 6.29554
0.3 —8.46892 5.45637
0.4 —9.63899 5.53129
0.5 —11.46479 6.02903
0.6 —14.39468 6.94136
0.7 —19.48904 8.37033
0.8 —29.94528 10.76640
0.9 —61.78164 16.01431

Por eso, teniendo en cuenta la desigualdad R/ay/1—e> > 1, puede concluirse que,
al menos para el intervalo [0.1, 0.9] de valores de la excentricidad, el hessiano es posi-
tivo y la correspondiente solucién de equilibrio es estable.
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13. Ecuaciones de la primera aproximacion

Las ecuaciones que dan las desviaciones desde lag soluciones de equilibrio egtable
(g, = /2, 3x/2) son, en primera aproximacién

= —2a, sen 2¢g
dr :

(13-1)
dg

=a, G
d'c 3

y las correspondientes desde las soluciones (g, = 0, #) de equilibrio inestable

~

dG
dy

= 2.a, sen 2g

(13-2)
dg
dv

~
=(13G

donde las constantes a,, a,, son negativas, como se deduce facilmente de las relaciones

37

1 !p}s R* L2 ; (p,s R4 g2 (Zb — 3)
O — 1— (3—2b) = — T
40 L5 G35 G2 40 L5 GO5 (L —e?)
(13-3)
3 ut R2
@ = —
L3 G5

Recordemos, por otro lado, que la funcién de Hamilton, para el movimiento de un
péndulo simple de longitud A, sometido a un campo gravitatorio de aceleracién a, y for-
mando un &ngulo 2 ¢ con la vertical es
Dy’
8 A2

H =

—a,hc082¢ (13-4)

Haciendo una inversién temporal respecto al sentido que es usual en Mecdnica, las
ecunaciones de Hamilton, son

dp, oH
— =—=2aﬂ}‘sen2(p
dt @(p
(18-5)
dep e oH = 1 :
dt ap ¢ i

Comparando estas ecuaciones con (13-1) y (13-2), vemos que la primera puede ser
identificada como la ecuacién de un péndulo que efecttia oscilaciones alrededor de la
posicién de equilibrio (¢ = 0), en tanto que (13-2) consiste en oscilaciones alrededor
de la posicién de equilibrio inestable (2 = 7).
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En lo sucesivo s6lo tomaremos en consideracién (13-1). La comparacién de (13-1) y
(13-5) prueba, de acuerdo con (13-4),

1 a2 (1_62)5/2
a4, = — A =
4)2 26 R
(13-6)
V6 R5e2 (2b —3)
—2(11:2(10}, ag: -

20 a” (1 — e2)19/4

En los casos habituales, ¢ es una cantidad muy pequefia irente a la longitud del pén-
dulo equivalente. Asi, por ejemplo, para un satélite con a = 7.500 kms., e = 0.1, la
longitud del péndulo equivalente es del orden de 1.500 kms., mientras que @, es menor
que 1 km./seg.?, lo que se traduce en un movimiento oscilatorio muy lento. Ademds, a
la vista de los valores anteriores de a, y A, se podrd hacer todavia mds lento si dismi-
nuye la excentricidad o aumenta el semieje mayor.

El sistema (13-1) puede reducirse a una ecuacién de segundo orden en la variable g
es decir

dzg ~ ~
—d—t7=——2a1 a, sen 29 = —2 32 sen 2g (13-7)
donde se ha puesto 8,2 = ¢, a,, para abreviar.

Esta ecuaci6n admite la integral

dt 2

Z

dg\2 1 ~
(——] = [k +4 8,2 cos 2g] (13-8)

siendo h una constante que representa la energia del péndulo equivalente y que estd
dada, en este cagso, por la expresi6én

1 ey =
h = (———2— a, G2 + a, cos Qg] 4ua,) (13-9)

Discutiremos ahora la ecuacién (13-8), segin los distintos valores de h:
1.° Para h =4 B2, se tiene

doNe 1 1y '
[?J = = [48,2+4 8,2 cos 2g] = 4 3,2 cos? g (13-10)

e integrando

+ 28, v =Intag (—4— + —29~) (13-11)

Se trata, pues, de una solucién que, en el instante inicial estd en 5 = 0 y se dirige

a 5 = /2 (6 — =/2 cuando se toma el signo negativo) tardando un tiempo infinito en
llegar a este punto. Es, por consiguiente, una solucién asintética para g-— /2, o
g —>—mf2.
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Teniendo en cuenta que ¢ = €°/2 ¢, la solucién se puede escribir

g=2 (——T + arc tag e “22, E””J

(13-12)
~ 1 dg 1 ~
G — (0 2B COR R
(l:S d'c (l3
2.° Para |h| <4 3,2, después de infroducir una nueva constante o, por la igualdad
h=—4B2cos2q se tiene

dg \? ~ it
( % ) =2 B,2[cos82g —co82a] =4 2 (sen? o — sen? g) (13-13)
T
o bien
dg 5
e =28 (Sen2i’—sen2ig)C/2 (13-14)
(154

y haciendo k = sen g, ku = sen ¢, se puede integrar inmediatamente, quedando

u==senam2f t=sn2p v (13-15)
donde?} y G est4n dados por
seng = k sn 2 Bt =ksn2B €%t
(13-16)
~ Ladg: 2Bk

e e CTLQ,Bl'c=
a dt a

Lk

cn 2 B, €3/2

3 3

El movimiento es peri6dico, con periodo F/2 B, siendo &’ la integral eliptica com-
pleta de primera especie, de mé6dulo F, definido por

en cuyo caso, la variable g efectiia oscilaciones entre lag amplitudes (— o, «).
3.° Cuando h > 4 B.2, se tiene

RIS
dy N2 L & 1 ~
=——T[h+4B cos2g] = ——[h + 48,>—8pB 2sen? g] (13-17)
dt 2 2
e introduciendo el médulo %, por la expresién
2 iy
h + B2

se llega a la ecuacién diferencial

dy

V1—k%sgen?y

210G =

= V2 (h+4B7) ds (13-18)
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que puede ser integrada entre (0, frf), resultando
?}‘ =am 2 (h+4B.2) v = am 2 (h+4 B?) €2 ¢

~ 1 dg 1

G=——=—2(h+4B?) dn /2 (h+4B2) /2t

a dv a,

(13-19)

En este caso, 'r7 es funcién periédica de la variable ¢, con periodo F/y/2 (h+4 3,%),

siendo & la integral eliptica completa de primera especie de médulo k. Ahora ¢ es una
funcién monétona creciente y esta situacién se presenta cuando la energia es suficiente
para producir revoluciones completas. Aunque todas las integraciones se han efectuado

considerando que en el instante inicial ¢ = 0, es G = 0, ;: 0, se advierte que si los
valores iniciales fuesen 50, EO, bastaria sustituir en las férmulas (13-12), (13-16), (13-19)
las variables §, G, de log primeros miembros por E—?]JO, Y ﬁ——’éo, respectivamente.
Por otro lado, como ¢ = €3/2 ¢, en un intervalo de tiempo de amplitud 1/€, G es obteni-
da con una aproximacién de orden O (€2/2) y g con una aproximacién O (€), pudiendo

decirse lo mismo de G, 7.

14. Estudio de soluciones préoximas a las estacionarias

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

G M
— = €A™ (G,7)
ds
14-1
G o o (14-1)
— =B (T) + €CO (G, 7)
ds
del cual Son conocidas soluciones estacionarias de la forma
G* = G, + €u (G, 7,) +
(14-2)

g* = g, + €vD (G, 7,) +
Para estudiar el comportamiento del sistema en soluciones préximas a una estacio-

naria (G*, g*), pasamos de las variables (G, §) a unas nuevas (G, g) mediante la trans-
formacién

G=0G*++GC T=9*+7 (14-3)

donde se ha puesto v = €1/2, ¢ = v s.
Efectuando la transformacién (14-3) en el sistema (14-1), se obtiene

— = A®) (G*+v G, g*+9)
dv
(14-4)
dg 1 ~ ~ ~
s 0 0 O e GG G 00
T 2\
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y si se desarrollan en serie estos segundos miembros, en términos del pardmetro v y se
prescinde de los de dérdenes superiores al primero, resulta

NesiEy i) s

=i v 9, +9) + G — G,7q. +

i o Jotg v[ - (0909]

2 (14-5)
dg LT 1 Loy i ~ it

e B(G,) G + v —2-3”(00) G2+CM) (G, g,+9) — B(G,) u®)

T

Finalmente, si se tiene en cuenta que, segin la segunda igualdad (10-8), es
B(G,) u) = — CM)(G,, g,), el sistema anterior puede reducirse a la forma

dG R G gl il
% = A0 (Go,go+g)+v[b = (Go,yo+u)]

(14-6)
( e 1 s el B
— = B(G) G+ v [—2—3"(60) G2+CD (G, Gy +9) — CD (G, 9)
T
Nota: Si el sistema (14-1) tuviese forma canénica
aG oK
ds o3
K=K (G) + €K, (G, 7) (14-7)
dg oK : el
ds 3G

vamos a ver que la reducci6n (14-3) podria ser llevada a cabo manteniendo la misma
forma canénica de las ecuaciones. En efecto, la transformacién (14-3) es canénica con
multiplicador v, pues por ser conservativa, la condici6én para que sea canénica es que
exista una constante = (multiplicador), de suerte que la forma pfaffiana

w+=7r(g*+:(\[l)vd§+a’d?7’

sea diferencial exacta. Es evidente que esto se consigue sin més que elegir la constante =
en la forma = = 1/y. Por otra parte, el nuevo hamiltoniano estd relacionado con el an-
terior por las igualdades

" K=7K=—K
v

con lo cual, el sistema (14-1), después de la transformacién anterior, se ha convertido
en el siguiente

dG ok dg oK

ds 3y ds oG
Si ahora se introduce la variable temporal v = v s, el sistema que acabamos de escribir
es equivalente al que sigue

dG  ok* dg oK*

. e =

d1: d'c
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con 5 R
S K K (GP LG, 0%+ 7)

o R
v2 v2

que demuestra, no s6lo el cardcter canénico de las nuevas ecuaciones, sino que su for-
ma coincide con (14-6) hasta el segundo orden. Veamos, pues, la aplicaci6n de estas
consideraciones generales al caso de movimiento de un satélife.

15. Aplicacion al caso de un satélite artificial

Las ecuaciones que describen la variacién de las variables (G, g) en el caso del saté-
lite tienen exactamente la misma forma (14-1), siendo

AMD (G, g) = —20(G) sen 2g
B (G) = — 31‘4 fz (1—5—{—{1) (15-1)
213 G+ G?
CH (G, g) = — P/(G) —Q'(G) cos 2 — R/(G) sen g

Con estos valores, efectuando la fransformacién (14-3), las ecuaciones (14-6), serdn
ahora

— [—20Q(G,) sen 2 (7, +9) +R(G,) cos (7, +9)] +
T

~

v G [—20Q(G,) sen 2 (g, +9) +R’(G,) cos (g,+9)] +
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(15-2)
dg i) 1 L ~ N
T B(G,) G+~ [; B”(G,) G2 — Q'(G,) cos 2 (g, + g) —
¢ — R/(G,) sen (7, +9)+Q(G,) cos 25, + R’(G,) sen yo]
y de acuerdo con los casos seifialados en el pdrrafo 12, tendremos:
1.° Para g, = 7/2, 3r/2
2 sen 2 (g, + g) = — sen 3y
cos 2 (g, + g) = — cos 29 : = ™ (15-3)
% J7=1 pae 0o e
: o8 (g,+9) = (—1)isenTy
e o 33} (o=t 3 ar
. li=s e
f;» sen (g,+9g) = — (—1)iseng
y el sistema (15-2), teniendo presente la condicién R(GO) = 0, queda
dG = ~ o~ = ST ~
= 2 ((G,) sen 29+v G [2 Q'(G,) sen 29+ R(G,) (— 1)i sen g] (15-4)
g T
R 4 e e e i A= Sl -
d—r = B(G,) G+v 5 B”(G,) G*+Q'(G,) cos 29 +R/(G,) (—1)I cos g—0(G,)—(—1) R’(Go)]
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Por comodidad para el cdlculo, se introducirdn en lo sucesivo los valores constantes
a0 (Eo) ey = B'(Go) doiles R/(Eo)
a, =— Q(G,) a, = B”(G,)

Il

de donde, finalmente

G ~ o~ ~ ~
= =—2a, sen29+vG[—2q,sen2g+a, (—1)seng]
T
(15-5)
dy ~ bkt o ~ N :
; = a;, G+v -2—(14 G*—a, co82g+a, (—1)?cos.g — (—1)? @,
T

2.° Parag, =0,
sen 2 (7,+9) = sen gy

cos 2 (§0+§') = COo8 25’

. . fi=1 pra G, =0
sen (g,+¢g) = —(—1)iseng ) LS
= gy =T
cos (’g"0+g") = — (— 1) cos 57
y las ecuaciones (15-2) se reducen a las siguientes:
dG -

= 2a sen 2g+vy G [2a,sen 29 —a, (—1)cosg]
T

dg ~ e 2 ~
- a, G+\,[;a4 G2 +a, cos 2g+a, (— 1) seng—az]
T

El sistema (15-5), que corresponde a soluciones pr6ximas a las de equilibrio esta-
ble, es el que tiene mayor interés para nosotros. Dicho sistema, por eliminacién de la

variable G, se puede reducir a una ecuacién de segundo orden con respecto a la varia-

ble '_(7, tal como

dzy ~ 2a, a ~ dg
=—2a, 0,802 —v— eno) (15-7)
d* dv

3

Si en esta ecuaci6n hacemos v = 0, se tiene la primera aproximacién que ya fue es-
tudiada anteriormente; no obstante, si queremos estudiar la ecuaci6n més general (15-7),
que en realidad constituye una mejora de la primera aproximacién, pondremos

2a 0,
2B = —— "= (15-8)
de donde Z a,
dig ~ ~ dg
=—2fB,%2sen2g + v2p,sen 29 — (156-9)
dv® = dz

Esta es la ecuacién del movimiento de un péndulo bajo la accién de una fuerza ex-
terior proporcional a la velocidad y al seno de la amplitud, en la que pueden considerarse i
dos importantes casos: a) Oscilaciones perturbadas y b) Rotaciones perturbadas. i

S0
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16. Oscilaciones perturbadas

Cuando el movimiento de la primera aproximacién alrededor de la posicién de equi-
librio consiste en oscilaciones, haremos los siguientes cambios de variables

sen’y = § sen
0<s<1 (16-1)

dg
—— =2f,dco8y
dv

Bs fécil comprobar, en este caso, que la ecuacién (15-7) se convierte en el sistema

dd
_d_= v 4 B, sen 4 cos? g §% y/ 1 — §% sen? y
T
(16-2)
dy
_d_z 2B, Y1 —d*sen?y —v4p,0sen?qcosqy /1 — 52 sen? vy
T

al que puede aplicdrsele el método generalizado de promedios en su segundo caso. Con-
cretamente, haremos una transformacién

§=03+vn® (5 )
(16-3)
w =$+ Vu(i) (g,‘\;)

para que las ecuaciones en §, v, lleguen a ser (prescindiendo de los términos de orden
: igual o superior a v2), del tipo

2 T@)
_— = v )
B (8)
(16-4)
: UWF@' e = W
y — — — + v 1
) q’y(a)} v (8)
con
= 1
I 6, v =
28, V1—732sen?y
y

1

2 dyp
V 82 2 & ﬁl
= 1 — 3% sen? ¢

siendo & (3) la integral eliptica completa de primera especie de médulo .
Segin (4-11), tendremos

H ()

(8) = (T (8, ) .
— 6’ —3
Y ( P >4» T

= 1
) (5) = — r f(l) =
v(3) ( )s'»

1 1 =
R0 < 5 4 B, sen yp cos? y 82 V 1 — §2 sen? w>' =
2B, V1 —§2seny ¢

=LTH01 2=
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y ;
on (1) ol el = 5
1 =T (6 ¢) fM =2 2 32 sen W €082 1)
a'\p ﬂl
Y por tanto
2P il
N = — — = §2 cos3 1
3

1

habiéndose tomado nula la constante que aparece en la integracién de n(1), con lo cual
es nulo su valor medio respecto a . Asimismo (4-10’) nos da

A 1
\231 Vi1-— 32 sen? 1

y de (4-12), se deduce

: = = 4 BN i e 5] — — gen? 4
u® =28 V1 §%sen?y ——Eﬂ— 8 sen? 4 cos v dyy=—4 3, 5V 1—52 sen? v
1

3

1
Wi
()

(—4 B,) 5 sen? P €08 V1 — §2 gen? ¢>= 0

En definitiva (16-3) y (16-4), en nuestro problema, serdn

L S
Ry o | S S 82 cos? v (16-5)
3 1
i 4 B = it
Y=+ v (—Tﬁz 1 — &% sen? q sen® 1p)
:
dd
0
dy
d v o do 1
= f T (5, p) —— ] = — (16-6)
dealil v (@) v (3)

Pero este sistema puede ser resuelto facilmente, pues la primera ecuacién nos indica
que § es constante, y en tal caso, la segunda se reduce a la igualdad

. Do d 1

0 bien
5 L (F 4
T (5, ¢) dp = e s
0 2 /31 =;
o Y1—3%28en?g
de donde

am 2 B, (v — 7,)
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Mediante (16-5) tenemos la solucién en las variables §, v, en la forma

= 2
d=0—v

BaNS
7?_ 0% cn3. 2 Bl (x — ) (16-8)

1

Y=9—v——B, 3 V15228, (v—1,) s’ 2B, (x—1,)

Por dltimo, y de conformidad con (16-1), escribiremos la expresién para Z], hasta
el primer orden incluido

Para G, desde (156-5), resulta hasta el primer orden incluido

ﬂz

2a 4 i i < ak
a,G=2p 5cosp—yv I:———;-z—l—- d?cos? y —a, (1 —2§2%en? ) +a_ (—1)7 5 sen Y+a,— (—1)ia5]

3

{2B,8cosp—v[—28, 5% cos? E—2a232 sen?y+a, (—1)7 3 senp— (G}
a
3

Esta ultima igualdad, en la que se suponen sustituidos § y y por sus valores (16-8)
Y p por (16-7), nos proporciona la expresién explicita para la varaible G. Finalmente,

si se desea volver a las variables de partida G, 7, no hay méds que sustituir G, g, en la
transformacién (14-3).

17. Rotaciones perturbadas

En este caso, introduciremos una nueva variable A, por

dg x4
—— = (A — 48,2 5en2 g)1/2 (17-1)
T
siendo ) > 4 B,2.

Las ecuaciones relativas a las variables g y A, son

d) S ~
d— = 2v[2p,sen2g (A —4 B,2sen?g)]
T
(17-2)
& <
——— =i (A —48;2 sen2 g)1/2
dy

SSp0g

&
Ry

s
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y a ellas puede ser aplicado el método de promedios en su segundo caso. De manera més
precisa, efectuaremos una transformacién

}7 =g + vul® ()
(17-3)
A=2+ vn® (3 )
eligiendo 11, u(!), con valor medio nulo respecto a ¢, de modo que las ecuaciones en

las nuevas variables 2, @, serdn, hasta el segundo orden

d i
i v T ()
(17-4)
d G = ey L U
— [j r (& 9) ——_~] =—[1+vW®H Q)]
dy 0 Y (R) y(R)
{1
= (h—4p2senzy) 2
(17-5)

/2

= 2 /2 dg 2 2B
Y(”=<F>7=TJ - i 55( :
: s Vi—4pB2sen?y V3 Vi

L_as funciones T(1), W), n@), u(), pueden ser calculadas desde las ecuaciones de
partida. Sus expresiones explicitas, obtenidas de forma andloga a la que acabamos de
VEr, Son

T (r) =0
— B,
W@ (l) = _o—"-‘:‘
3 /31‘ y (3)
2 - ot
n® = — T (h—4 B,2 sen 2 )3/2

1

1) — 2 :8 1
u()*(X—ﬂle“en? )1/.){ : 2 C%,(ZB'
1) 1 Y 8 =

siendo H (2 B,/ \/T,‘ ) el valor de la integral eliptica incompleta, de argumento g

y médulo 2 B,/ V7. Las ecuaciones relativas a las variables —’;, @, quedan en la forma

4
R

dy

: U(PPFN) L : [ (
- M) — | == WO (5
|, Ym] .

SRR ) e
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La primera nos da % = const., y la segunda, después de ser integrada, se puede
escribir

= VX (14v W) (z—x,)

de donde
o=amVi@l+vWD) (z—m1,)

Asi, pues, la solucién del sistema adopta la forma

) e Ty e (h — 4 B2 sen? g)3/2
Y 312 3 1 P
o = B B 1 28 )
g=<p+v(k—48125en2(p)1/2{~ 3[820(p+ r}ﬂzo = H L9 ?
¢ BEnal e e

Para el célculo de G se procederia de manera totalmente andloga a la del caso an-
terior.

18. Comparacion con otros resultados

Garfinkel (1960) estudié las soluciones préximas a las de inclinacién critica, elimi-
nando primeramente los términos de corto periodo del hamiltoniano, por medio del mé-
todo de von Zeipel; a continuaci6n, desarrollo en serie la integral de la energia en el
enforno de un punto fijo (G’, ¢’), reteniendo términos hasta el segundo orden. En su
trabajo, llega a ver que el movimiento es formalmente idéntico al de un péndulo simple.
Nuestros resultados generalizan los suyos en algunos aspectos. De una parte, las solu-
ciones de equilibrio estdn calculadas de modo explicito hasta el segundo orden, dando
un método vélido para obtenerlas hasta el orden que se desee, mientras que Garfinkel
trabaja con soluciones de equilibrio de primer orden. Por otra parte, las oscilaciones en
el entorno de la soluci6n de equilibrio, las hemos calculado con un orden de aproxima-
ci6n superior al suyo.

Gen-Ichiro Hori (1960), traté también el problema de inclinacién critica, partiendo
de las ecuaciones del movimiento en las que se han eliminado los términos de corto
periodo segin Brouwer. Entonces, para eliminar los términos de largo periodo, aplica
de nuevo el método de von Zeipel, utilizando una funcién generatriz S = Shi S;)

desarrollada en términos de la raiz cuadrada del pequefio pardmetro, en lugar de éste
como se hace usualmente. De esta forma, Gen-Ichiro Hori dio una solucién véilida hasta
la raiz cuadrada del pequefio pardmetro y sus resultados coinciden hasta el orden Jtiz
con los de Garfinkel y los nuestros. Los principales inconvenientes de su método residen
en la artificiosidad para buscar S Yy en que sus resultados no pueden ser extendidos
a érdenes superiores.
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IV. — Estudio del movimiento de un Satélite Artificial en funcién de
las Variables Canodnicas de Hill

19. Introduccién

Los métodos de perturbaciones que se emplean en Mecdnica Celeste, estdn orientados
fundamentalmente desde dos puntos de vista. Mientras unos tratan de obtener las per-
turbaciones en las coordenadas del cuerpo considerado, otros calculan las perturbacio-
nes en los elementos orbitales y posteriormente, desde éstas, las de las coordenadas.

En los capitulos precedentes, siguiendo esta segunda directriz, se han usado las téc-
nicas de promedios para calcular las perturbaciones de un satélite debidas al achata-
miento terrestre, en las variables de Delaunay.

Nuestros resultados, igual que los de Brouwer, presentan pequeiios divisores para
las excentricidades 0 y 1, y las inclinaciones 0°, 180°, I . Evidentemente, la existencia
de dichas singularidades limita el rango de aplicacién de estas soluciones, por lo cual
se han buscado, con insisfencia, procedimientos que eviten la aparicién de aquéllas.

Recordemos que, la singularidad de inclinacién critica, estd producida por la forma

del potencial terrestre y es de distinta naturaleza que lag otras, debidas a la eleccién
particular de los pardmetros o elementos orbitales. Parece, por tanto, natural el buscar
la eliminacién de estag tltimas singularidades utilizando un conveniente sistema de pa-
rémetros, siendo preferible que sean canoénicos, para que mantengan la forma de las
ecuaciones.

Entre los sistemas de pardmetros utilizados para este fin, el de Poincaré es el que
tiene fundamento tedrico mds consistente, ya que como la funcién perturbadora en di-
chas variables es analitica respecto a sus argumentos, puede demostrarse sin dificultad
que las ecuaciones promediadas y sus soluciones no pueden presentar singularidades.
De todos modos, la complejidad de estas variables las hace casi inservibles para propési-
tos précticos.

Hay otros sistemas de variables, no canoénicos, en los que tampoco se presentan di-
chas singularidades; pero la no canonicidad de estas variables hace variar la forma de
las ecuaciones, resultando més dificil su solucién.

A la vista de estos resultados, hemos pensado que evitariamos completamente tales
problemas siguiendo el camino apuntado en primer lugar, que es el de obtener directa-
mente las perturbaciones en un sistema de variables dindmicas.

Izsak (1963) guiado por las experiencias sobre el movimiento de satélites artificiales,
hizo notar que las perturbaciones del plano orbital son de diferente naturaleza que las
que tienen lugar en el plano orbital. En general, lag primeras son mucho més pequefias
y fienen expresiones més simples que estag ultimas. Entonces observé que, el sistema
de variables de Hill:

radio vector

f+g = dngulo del nodo con el radio vector

dngulo del nodo

p, = dr/dt = velocidad radial

U = G = momento angular

H = proyeccién del momento angular sobre el eje 0z.

> 8 =
||

debe ser especialmente adecuado para describir el problema del satélite. Con estas
observaciones previas, efectuaremos la integracién del problema de movimiento de un
satélite en las variables de Hill, analizando los resultados obtenidos.

= 506 —
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20. Formulacion del problema de movimiento de un satélite en las variables
de Hill

Comencemos recordando que, las coordenadas cartesianas y velocidades, estdn re-
lacionadas con lag variables de Hill por lag férmulas

z = r (cos u cos h — (H/U) sen u sen h)
Yy = r (cos ween h+ (H/U) sen u cos h)

VU2 — B2

gen u

e . Uz
e

mz'+y1}+zz'=rpr

La funcién hamiltoniana, que describe el problema del movimiento de un satélite ar-
tificial, sometido a un potencial V, en un sistema de coordenadas cartesianas con el plano
Ozy coincidente con el ecuatorial y Oz con el eje polar, es

1 . : %
F=—2——(x‘-’+y2+:.3)+\'

Y el potencial creado por la distribucién de masas de la Tierra, suponiendo que tiene
simetria rotacional, puede ser escrito en la forma de Vinti

m ) R n
ity [1— DA [—) P, (sen/a)]

r n=2 %

como ya hemos visto en el pdrrafo 5, aunque ahora hemos utilizado la letra 8 para de-
signar la latitud.

Puesto que la transformacién del sistema de coordenadas (fL‘, f/, Z, T, Yy, z) a las va-
riables de Hill (», u, h, p,, U, H) es canénica conservativa de multiplicador 1, la funcién
de Hamilton, que describe el problema en las variables de Hill, es

1 U2 i 1w o R n
F=—»|p2+ ———+ —— S J = P (senB) (20-2)
2 72 7 == 7
siendo
H2
gsen 3 = sen I sen u senl = [1—
U2

ya que la inclinacién s6lo toma valores entre 0° y 180°.

La.contribucién mds importante del potencial perturbador es la.debida al segundo
arménico; ésta es del orden de J, = €, que serd tomado como pequeiio pardmetro. En-

RO
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tonces, el resto de los arménicos, son al menos de orden €2 y F puede escribirse en
la forma

18 U2 @ HRZ =)
E=——|p2+ ——Il € (B, + B, cos 2u) + > R, (20-3)

9 r2 » o n=8

donde
1 1 H2 B 3 . H2 .
B°=_T[_3 Uz) ==T(“Uz) o)
R ik ©

R, =17, (—7—) = P, (sen I sen u) (20-5)

Como sabemos, la variable h o éngulo del nodo, no figura explicitamente en F, lo
que corresponde a la supuesta simetria rotacional del potencial terrestre y, por tanto,
su momento conjugado H es constante.

21. Eliminacién de la variable u

En principio se trata de efectuar una transformacién can6nica, de modo que la va-
riable angular u no figure de un modo explicito en la funcién hamiltoniana.

R. Cid y F. Lahulla (1969), han probado que el método de von Zeipel puede ser
aplicado sin dificultad para llevar a cabo dicha eliminacién. En sintesis efectian una
transformacién canénica

(n,-w,ch, p., U, H) (Geus chasp AU EHY)
mediante una funcién generatriz S (r, u, h, p/, U/, H") del tipo
S=S8,+€S, =p/r+U ut+H h+€S, (21-1)

buscando S, de modo que, en la funcién hamiltoniana, se eliminen las fluctuaciones pe-
riddicas de "la variable angular u con valor medio cero; dicha funcién S, resulta ser

u? R2 B,/ Up/’ 2U it
St — cos 2u + ——— | sen2u (21-2)
3y " drs

3 o
B
4 Uz

De aqui se deduce que las ecuaciones de transformaci6n correspondientes, son

con

aS R2 B
Y = r+€ 1=7<—E-u—2—c032u
op,’ Sil2
asl i Bz p,-’ Hf2
v = u+E—— = ut€ 1—2— | cos2u +
aU 20 U2
n R? 1EASG) o u? R? 3 5 H?
i o e — 4 — gen 2u
Uizir 2 2 U2 2 U4 4 4 U2

(21-3)




LA TOPOLOGIA DEBIL DEL CONJUNTO DE LOS RAYOS
DEL ESPACIO DE HILBERT, DEFINIDA MEDIANTE
HIPERPLANOS

Algunos resultados sobre los sistemas topolégicamente libres”

POR
ANTONIO Prans

Departamento de Geometrfa y Topologia. Universidad de Zaragoza

Summary

1. Let H be a separable, real Hilbert space, and P(H) the set of its rays, ¢, and =,
the weak and strong topologies, respectively, for the latter sef.

Given a sef of hyperplanes {r; |[1€1}, U m T H, we consider in H the following

equivalence relation: x ~ y & y = 4 X + %, z:E m & >0 GeI). We consider then
the family of the sets of hyperplanes A = {7; |i€1} such that the sefs of orthogonal
rays A* = {r;|r; | m, i€I} be v-compact. We obtain thus a base for <,.

2. a) We consider b €H as dependent of the set A (C H, if b C [A] (linear, closed
hull of A). We suppose then that B = {b , ..., b, ] is a given free set such that every
b, (i=1, ..., m) dependes on the given set A. Then arises the following question:
under which conditions is it possible to substitute m vectors of A, a, ,...,a;, , by m
vectors of B, verifying [A—{aj.l, - 8}, B] = [A]2. 2 i

A complete discussion of this problem is given.

b) Let S = {8, |[n€ N} C H, and let it be M(S) the intersection of all the kernels
of the partial sequences P = {apn i ne N} Let G = U M(P). We have then S 0 G = &
PCS

as a necessary and sufficient condition for S to admit, hereditarily, a partition in topo-
logically free systems.

H designa el espacio de Hilbert separable real, P(H) el conjunto de sus rayos, v, la
topologfa débil en P(H) y v, la topologia fuerte.

1. En mi comunicacién a la Reunién Anual de Mateméaticos espafioles de 1969, titu-
lada “Definicién de una topologia en el conjunto de los rayos del espacio de Hilbert”,
di la construccién de una topologia en P(H) que, a continuacién, voy a resumir.

Se dan los hiperplanos r, ..., m,. En el conjunto H— (v, U ... U 7,) tenemos la
siguiente relacién de equivalencia: x ~ y si y s6lo 8i y = ;X +2, % € @, 4 > 0
@ == 5

Si asociamos los pares de vectores opuestos, entonces todo conjunto finito de hiper-
* Conferencia pronunciada por el autor en Aquisgrdn y Tubinga, los dias 13 y 15 de julio de
1971, bajo el titulo «Die schwache Topologie der Strahlenmenge des Hilbertraumes, definiert mit
Hilfe der Hyperebenen. Einige Ergebnisse iiber die topologisch freien Systemes.
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n
planos F = {7 |i=1, .., n} determina una particién del conjunto P(H) — UJ P(r;) en

BT
subconjuntos. Designemos por & la familia asi definida de conjuntos, donde F varfa.
& viene a ser hase de una topologia ¢ en P(H).

Se demuestran los siguientes resultados:

a) Dados los hiperplanos z, ..., m, el hiperplano o, independiente de ellos, y el
r-entorno hésico U(r,) definido mediante 7 , ..., 7, entonces aNU) =£ .
G Tq

B T
Por consiguiente

T c Tg-
Vamos a ver, con un ejemplo, que el contenido es estricto.

Tt
Sea la sucesién de hiperplanos {m, |n€N}, r, | m,, 1, — r. Podemos admitir que
los hiperplanos 7, (m =1, 2, ...) son linealmente independientes. Sea r | . Congide-

remos ahora el conjunto C = P(7) U (G P(r,)) C P(H). Entonces C es g,-cerrado. En

1 *
efecto, supongamos, por ejemplo, que la sucesién de rayos 8, — s () A 8, € P(m,)
(lo mismo harfamos para s, € P(npn)). Resulta entonces facilmente s | 1 = s € C =
= @ C € 1. Pero @ G no es r-abierto, pues si tomamos un rayo r, € C (; y un en-
torno bésico U(r,) de r,, de acuerdo con a), existe un hiperplano = € {mneEN} S = A
N U(r,) == @. Es decir, U(r)) N G =£ @, con lo cual @ C no puede contener ningiin
t-entorno de r,.

2. Qued6 claro entonces que, para definir r,, se necesitaban conjuntos de hiperpla-
nos més “ricos” que los finitos.

Podemos considerar nuestro problema desde el siguiente punto de vista: si tomamos
F* ={r|r 1l m i=1,..,n}, trivialmente F* es g-compacto. Esto nos lleva a la
siguiente generalizacién: considerar conjuntos de hiperplanos A = {7, [i€1} tales que
A*=(r|r, | =, i€l} C P(H) sean y-compactos. Entonces obtenemos efectivamente
una base de t,. (V. mi comunicacién a la R. A. M. E. de 1970: “Una base de la topolo-
gia débil en el conjunto de los rayos del espacio de Hilbert definida mediante hiper-
planos”).

En lo que sigue, trataré de exponer resumidamente los resultados més importantes
de esta comunicaci6n.

Designemos por D el conjunto de los rayos que admiten representantes congruentes
(mod ;, i€T). Se demuestra que D€ t,. Sea §) la familia descrita por tales D, al variar
A. @) es base de una topologia ¢/ en P(H).

Resulta fécilmente

’

T Tq
Pt PR T
con lo que, como més arriba,
7 E Ty
(Es inmediato que v C 7).
Existe el siguiente resultado:
La condicién necezaria y suficiente para que

m

sea 1 -abierto, es que la codimensién de E sea finita.
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(v. “Sobre el conjunto de los rayos del espacio de Hilbert”, Victor M. Onieva, Publi-
caciones del Seminario Matemitico Garcia de Galdeano, nim. 13, 1971).
Entonces resulta el siguiente teorema, de especial importancia :

w
Teorema. Sea r, C m, ¥ 0<6<—j—' Entonces existe un ¢-entorno bdsico D de

r,, contenido en (x,, 6).
Este resultado se extiende con facilidad al caso general (E, §), codim E = p > 1,

r ¢ E ¢ (B, 0). Por consiguiente, también (E, §), es t’-entorno de r.

1’

Teorema. Si r, es v-rayo de acumulacién del conjunto G C P(H), existe entonces
una sucesién de rayos, contenida en G—r , que converge débilmente a r.
De aqui se sigue
e —
Basta tomar s6lo aquellos conjuntos de rayos A™*, r,-compactos, de la siguiente
forma :

0 e
@) (Epii 81)) Epi CEDi'i'l’ g > Eiyy1 & =10, P, = &
1=

(todo conjunto C P(H), t,-compacto, estd contenido en uno de ellos).

Se puede construir fécilmente un cono (r, §) por congruencia respecto de los hiper-
planos, cuyos rayos ortogonales describen un cono (r, @’). Estos conos cerrados son
precisamente los conjuntos v;,-compactos més simples de P(H): (E,, 6 para p = 1.
Y todo conjunto de rayos t,-compacto estd contenido en alguno de estos conjuntos.

(v. “Nota sobre compacidad en el espacio de los rayos del espacio de Hilbert”, 9.2
R. A. M. E., 1968).

3. Voy a exponer ahora algunos resultados, que hacen referencia a los sistemas
vectoriales topol6gicamente libres.

a) (v. Victor M. Onieva, “El problema del cambio en el espacio de Hilbert, respecto
de una dependencia extensién de la lineal”, X R. A. M. E., 1969).

Se considera b € H como “dependiente” del conjunto A (C H si b€ [A] (con [ ] de-
signamos la envoltura lineal cerrada). Nos planteamos entonces el siguiente problema :

Suponiendo dado el sistema libre finito B = {b,, ..., b,}, de modo que cada b;
(i=1, ..., m) dependa de un conjunto dado A, gcuéndo se pueden sustituir m vectores
S a de A por los m vectores de B de forma tal que

[A— {8, .8}, B] = [A]?

Podemos admitir A M) B = .

Comencemos por el problema del cambio de un vector b. Si A es topol6gicamente Ii-
bre, entonces en particular es numerable, A = {a, |[nEN} y el cambio es s6lo posible
cuando b no pertenece al nicleo de A.

Pasemos al problema de m (m > 1) vectores, B = b bl Admitamos A N B=gj,
B libre y B C [A]. Designemos por K el nicleo de A. Se presentan los siguientes casos:

1. A topolégicamente libre.

Hay entonces dos subcasos:

) [B] N K =£ {o}.

El cambio no es posible.

1) [B] N K = {o}.

El cambio es posible.
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2. Supongamos ahora que A no es topolégicemente libre. Si existen m vectores
, &, de A que dependen del resto A, = A —{a,, ..., a,}, entonces resulta [A] =

a
= [B, A — A_]. El cambio ha sido posible.
Supongamos, pues, que el miximo cardinal p de un subconjunto S A, cuyos vec-

o

tores dependan de A — S, verifique 1 — p < m. Entonces A debe ser numerable,
A = {a,|neN} Podemos admitir que S = {a,, ..., a,}. Consideremos ahora los sub-
espaclos lineales [B, ], determinados por m —p vectores de B. — Se presentan dos
subcasos :

2’) Existe un B,  tal que

[Bm_p] n K= {0}
El cambio es posible.

2”) Para todo B,  se verifica

[BupJNK %+ {0}

Si ahora admitimos la existencia de cambio, llegamos a un absurdo.

D

b) (v. Victor M. Onieva, “Sobre la particién de una sucesién vectorial en sistemas
topol6gicamente libres”, IX R. A. M. E., 1970).

Se da una sucesién vectorial S = {a, | n¢ N}. Designamos por M(S) la intersecci6n
de los micleos de todas laz sucesiones parciales contenidas en S. Asociamos a cada
una de tales sucesiones P = fa, ’neN} su correspondiente M(P). Sea C = (J M(P).

r PCS

Entonces resulta:

“La condici6n necesaria y suficiente para que, hereditariamente, S admita una par-
ticion en sistemas topol6gicamente libres, es

S G=

De aquf se sigue el siguiente resultado:

“Para una sucesién vectorial dada 8 = {a,|n€N}, 0 < K < [la, || < k” < o0, se
verifica

a, —o0& G={0}”

0, equivalentemente,

M(P) = {0}, Y P C S.



ESTUDIO DE PROTEINAS EN VINOS DE ARAGON

POR
D. REVUELTA

Dpto. de Quimica Técnica. Universidad de Zaragoza

Several methods for the analytical estimation of proteinic substances are applied to
Aragon’s wine. The methods include a elemental resolution, determination of the nitro-
gen distribution, chromatografic and electrophoretical analysis.

I. — Introduccién

Los mostos de uva, antes de la fermentacién, contienen siempre en mayor o menor
proporeién, substancias nitrogenadas de naturaleza protéica.

Durante la fermentacién alcohdlica, la accién preteolitica de ciertas levaduras, hace
desaparecer parte de dichas substancias. Al mismo tiempo, los taninos existentes en los
vinos en diferentes concentraciones, coagulan ofra fracei6n pero de una manera casi ge-
neral y parficularmente los vinos blancos j6venes, conservan cantidades importantes.

Estos compuestos nitrogenados juegan un papel importante en la limpieza de los vi-
nos blancos y su presencia puede provocar la llamada preecipitacién protéica, “Casse pro-
teique” o quiebra protéica, turbidez que al aparecer después del embotellado puede al-
terar la presentacién de los vinos con las consiguientes consecuencias econémicas.

El estudio de substancias protéicas en vinos ha sido llevado a cabo en Alemania por
Kiernorer (1, 2, 3, 4, 5) y Kocu (6, 7) sobre muestras de procedencia Rhin, en Argelia
por MarcIriE (8) y en Francia por BomrINGER y Dorre (9) pero en la bibliografia consul-
tada no aparece ninguna referencia a su realizacién en vinos espaifioles.

Con estos antecedentes se ha llevado a cabo un trabhajo experimental que abarca las
siguientes partes:

1. Distribucién de la frecuencia con que aparecen en vinos originarios de las distin-
tas zonas productoras de la regi6n aragonesa, turbideces mds o menos intensas por ca-
lentamiento o adicién de tanino.

2. Estudio de los precipitados a que se refiere el apartado anterior, comprendiendo
el andlisis elemental, la determinacién de fracciones nitrogenadas en hidrolizados y el
examen cromatogréfico y electroforético de los mismos.
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II. — Frecuencia en la distribucién de proteinas en vinos de Aragén

II. 1. Material.

Se han utilizado vinos blancos procedentes de las principales zonas productoras de
la provincia de Zaragoza y fundamentalmente del llamado Campo de Carifiena, como
més caracteristico de la regi6n.

En cuanto a las fechas de elaboracién han osecilado entre los afios 1961 y 1968.

IX. 2. Métodos.

Precipitacién por el calor. — Las muestras se someten en condiciones adecuadas a
temperaturas de 30°, 45°, 60° y 90° observindose la posible aparicién de enturbia-
miento.

Precipitacién por adicién de tanino. — Se han utilizado dos concentraciones distin-
tas: 0,25 y 2,60 g./1. para comparar los resultados.

Reconocimiento de precipitados. — Se realiza en todos los casos con lag pruebas pre-
conizadas por Risereau y Peynaup (10) para comprobar la naturaleza protéica de los
mismos.

Determinacién cuantitativa de precipitados. — Se lleva a cabo gravimétricamente.

II. 3. Resultados

Vienen expresados en la tabla nim. 1

! Temperatura Tanino
Procedencia Afio
(Num. orden) 302l dbSlE602 908 0,25 g./l. 2,56 g. /L
Cammenas () n e i s 1967 — — 45 + + i
(Q)sras s 1968 Sl L e e 5
(3) .| 1968 + - + + + + +
(4) 1968 Ee e i +
(5) 1968 s i i e : +
(6) 1968 cleins s nale o _ %
@) 1968 el e = .
()i 1968 e e it i +
)iy 1968 e SL +
(L) e o 1968 2 + e 7 i el
(11) 1968 = + + + +
12) 1962 SR s i i
Panizal (L) e sri o ins: 1968 — + + At a S
B)Ez 2 1965 e = i
Aguanone (1)= 2 o 1967 — — — = = i
oy 1965 L Sl e Fit =
(B e 1967 e + + i
Tsongaress=2 (1) et oo 1968 dx x + g AT
O o 1968 i it i e
Cosuenda (1) ... ... 1968 — - — — = B
Tabla num. 1. — Distribucién de proteinas por precipitacién en vinos procedentes de

la zona de Carifiena,
La aplicaci6n de los procedimientos expuestos a una serie de muestras de edad supe-
rior a un afio nog ha conducido a los giguientes valores (tabla mim. 2) :
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. Temperatura Tanino
Procedencia Afio
(Nim. orden) 30° . 45° . 60°  90° 0,25 g./1. 2,5 g./l
Magallén (1) ... ... ... 1961 — — — S o dy B
(O)ir i 1961 ek il N R i e
Carifiena (12) ... ... ... 1962 —_ = = — L el
Liéceraig(l)aase e ilis 1963 S e A5 A
Panizaia( 2 s sl 1965 e — = S
AguaronER(@y s i 1965 — — — — A it
Mequinenza (1) ... ... ... 1966 e e S i i
(Carinenats (s =na et 1967 — = + e L ST
Aguaron o (1Ng o 1967 — e e it
(BYsiisiihy 1967 = — — 4t dt 5
Tabla nim. 2. — Distribucién de precipitados protéicos en vinos de edad superior a
un ‘afio.

Por lo que se refiere a la determinacién cuantitativa, las cantidades precipitadas vie-
nen expuestas en la tabla nim. 3 que a continuacién se relaciona:

Procedencia (Num. orden) mg./l. a 90°C mg./l. por tanino (2,5)
(arienasi (il i 12 28
(B)E= T i 20 23
(o) 17 19
Panizag )it Sisee b it e 21 26
Fongaress(H)eSraiam i e 18 21
Tabla nim. 3. — Cantidades por litro de substancias protéicas precipitadas.

ITI. — Estudio de precipitados protéicos

III. i. Anadlisis previo elemental.

Cualitativo. — La aplicacién de los métodos nsuales de andlisis cualitativo en las ce-
nizas nftricas de los precipitados obtenidos por las acciones anteriormente citadas indi-
ca la existencia en los mismos de lox siguientes elementos: Carbono, hidrégeno, azufre,
nitr6geno, f6sforo, hierro y calcio.

Cuantitativo. — Determinacion de carbono e hidrégeno. — Se ufiliza un método de
combustién basado en el microanalitico de Zimmermany (11).

Determinacion de azufre. — Se realiza de acuerdo con el método de Escrra (12).

Determinacion de calcio. — Se lleva a cabo colorimétricamente midiendo a 575 mili-
micras la absorcién que presenta la solucién problema adicionada a Reactivo Colorante
RNF de la casa Clinton.

Determinacion de fdsforo. — Se utiliza el método colorimétrico por adicién de una
mezela de molibdato aménico, &cido tricloroacético y dcido aminonaftolsulfénico a la
solucién problema.

Determinacion de hierro. — Por medio de una soluci6n de sulfocianuro potésico se
produce una coloracién roja que se mide colorimétricamente. Para evitar la interferencia
debida a la presencia de iones fosfato en la muestra problema se ha utilizado la modifi-
cacién de Perersox y Ervenyem (13) antes de realizar las medidas.

e
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Resultados. — La proporcién de elementos determinados oscila entre los limites que
ze citan:
GaThoNe: 5 sl e 24,30 — 29,16 %
Hidrbgenos s o hieaiaass 3,62 — 3,94 9%
AZUIT e e e s 0,44 — 1R Eeo/
CGenizag i et ma el 12,40 — 19,20 %
QCa = 32,02 — 43,04 %
IO it o oo 26,26 — 32,41 9%
O e e b3l =609 O
Tabla miim. 4. — Campo de variabilidad de elementos en precipitados.

IIL. 2. Estudio de fracciones nitrogenadas.

Hidrélisis deida. — Tiene lugar en matraz provisto de refrigerante de reflujo en las
siguientes condiciones:

Agente hidrolizante: Acido clorhidrico redestilado
Concentracién : 6 normal

Temperatura : ebullicién

Tiempo : 24 horas.

Distribucion de nitrégeno protéico. — El método seguido viene indicado en el esque-
ma adjunto y responde a las indicaciones de Haussman, OsBorNE y Hamrris (14), modifi-
cadas por Vax Scyke (15, 16):

HIDROLIZADO
Destilaci6én y :
G N AMIDICO
x
| |
z Residuo Filtrado : :
Higlihal Kjeldhal Ac. fosfotiingstico Difereaae
|
| |
I Residuo Filtrado
’ Kjeldhal Sorensen (17, 18)
l |
N. TOTAL N. HUMINICO N. BASICO N. AMINICO N. IMINICO
Resultados. — De los valores hallados para las distintas fracciones nitrogenadas pue-

de establecerse como limites inferior y superior respectivamente en cada caso los valores
que se acompafian utilizando el coeficiente 6,25 para la estimacién del contenido en pro-
tefnag de los precipitados

NelLotal's =ttt s 6 — 9 Eor
Profeinags s snsses Tass s, 38,250 — 76 %
NeAmidico=+r e s 0,25 — o/
NeHOMINICos So i e s 0,85 — 2,89
NEBaBICOS s e e e s 0,95 — 4 9%
NeAmMINIGoE: St cmnaiss wican 1,75 —  415%
Nelmfnico il e alao s 085 — 3,25%
Tabla nuim. 5. — Intervalos de variacién de las fracciones nitrogenadas respecto al

precipitado total.
Estos resultados corresponden a doce muestras de vinos de las procedencias indicadas
anteriormente.
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III. 3. Estudio cromatografico de precipitados.

Para este objeto se han realizado cromatogramas en capa fina de los hidrolizados de
substancias protéicas precipitadas en orden al reconocimiento cualitativo de los ami-
nodcidos constituyentes y posteriormente el andlisis cuantitativo por cromatografia en
columna.

Cromatogramas en capa fina. — Se emplean dos tipos de soportes como son Silicagel G
Merck (19, 20) y Celulosa MN 300 G (21). Todos los cromatogramas se hiceron sobre pla-
cas de vidrio de dimensiones 20x 20 cm. El grosor en todos los casos era de 250 micras.

Con objeto de comparar los resultados obtenidos se realizaron previamente una serie
de experiencias con los soportes y sistemas de solventes mds corrientemente citados en
la bibliografia consultada con vistas a la seleccién de los que producen las mejores reso-
luciones. Al mismo tiempo se construyeron cromatogramas con 17 aminodcidos patrones
Merck en todas las técnicas seguidas.

Todos los cromatogramas se realizan sin previa saturacién de la cdmara. Las placas
se colocan en el tanque formando un 4dngulo de 70° con la horizontal.

Como revelador se utiliza en todos los casos una solucién de ninhidrina al 0,2 9
en etanol. Se alcanzan recorridos del frente del solvente de unos 15 cm. aproximada-
mente.

En cuanto al secado de las placas se realizaba o bien al aire durante 24 horas o en
estufa a 110°C durante 10 minutos conservando lag condiciones en cada serie de ex-
periencias.

En total se realizaron 22 cromatogramas distintos sobre tres muestras de proceden-
cias Carifiena y Paniza.

Tras ensayo de los principales sistemas de solventes citados se encontraron como
més convenientes y fueron utilizados los siguientes:

En una dimensién :

Sobre Silicagel G Merck (22, 23):

1.° Cloroformo-Metanol-Amoniaco 17 9 (20:20:9).

2.° Fenol-Agua (75:25).

Sobre Celulosa MN 300 G (24) :

1.° n-Butanol-Acetona-Dietilamina-Agua (10:10:2:5).

2.° Isopropanol-Acido férmico-Agua (40 :2:10).

3.° sec-Butanol-Metiletilcetona-Diciclohexilamina-Agua (10:10:2:5).

4.° Fenol-Agua (75:25).

En dos dimensiones:

Sobre Silicagel G Merck :

1.° Cloroformo-Metanol-Amoniaco 17 9% (20:20:9). Fenol-Agua (75-25).

Sobre Celulosa MN 300 G:

1.° n-Butanol-Acetona-Dietilamina-Agua (10:10:2:5). Isopropanol-Acido férmico-Agua
(40:2:10).

2.° n-Butanol-Acetona-Dietilamina-Agua (10:10:2:5). sec-Butanol-Metiletilcetona-Dici-
clohexilamina-Agua (10:10:2:5).

3.° n-Butanol-Acetona-Dietilamina-Agua (10:10:2:5). Fenol-Agua (75:25).

Los tres sistemas de solventes elegidos para cromatografias bidimensionales sobre Ce-
lulosa MN-300 G, corresponden a la técnica multidimensional de Vox Arx y NeHER (24).

Cromatografia en columna. — Se realiza mediante ella la determinacién cuantitativa
de amino4cidos. Los productos de hidrélisis se analizan por el método de la ninhidrina
en Analizador Automético de aminoécidos.
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Para ello antes de la realizacién de la hidrélisis de precipitados se dializa la muestra
frente a agua destilada para eliminacién de sales minerales, aminoécidos libres y peque-
fias moléculas posiblemente existentes. Posteriormente se procede a liofilizacién separada
de las fracciones insolubles y sobrenadante y el producto que no se ha disuelto en agua
se hidroliza en condiciones adecuadas.

Resultados. — Todos los cromatogramas en capa fina presentan sin lugar a dudas la
existencia de fenilalanina, leucina, lisina, 4cido aspértico y 4cido glutdmico.

Con frecuencia superior al 50 9%de los casos aparecen metionina, valina y prolina y
con frecuencia igual o menor del 50 9, serina, alanina, histidina, arginina e hidroxi-
prolina.

En total se detectan trece aminodcidos constituyentes distintos. Por lo que respecta
a la determinacién cuantitativa se han obtenido los resultados indicados en la tabla ni-
mero 6.

Aminodcidos microg./mg. proteina microM [mg. proteina
Asp 155,72 1,17
Thr 90,53 0,76
Ser 50,44 0,48
Glu 138,30 0,94
Pro Trazas —
Gly 60,05 0,80
Ala 89,98 1,01
Val 110,12 0,94
Cys Trazas —
Met 29,84 0,20
Tleu 87,89 0,67
Leu 87,89 0,67
Nor 62,96 0,48
Tyr 59,75 0,33
Phe 74,29 0,45
H,N 20,57 1,21
Lys 92,49 0,62
His 32,82 0,28
Arg 85,33 0,55

Tabla mim. 6. — Determinacién cuantitativa de aminoécidos.

Se detectaron 18 aminoécidos distintos de los cuales prolina y cistina no pudieron
evaluarse cuantitativamente por su pequefia concentracién.

Del andlisis cuantitativo se deduce un contenido en proteinas que va de un 40 a un
53 9% segun lag fracciones consideradas y que viene a corresponder con el encontrado en
el estudio de fracciones nitrogenadas en hidrolizados

il
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1I1. 4. Estudio electroforérico de muestras.

Condiciones. — Se realiz6 con dos técnicas distintas en orden al colorante utilizado :

Voltaje: 200 voltios

Tiempo: 75 minutos
Técnica num. 1 Técnica num. 2
Tampén Veronal sédico 0,04 m.
Colorante Rojo Ponceau S Negro amido B 12 .
Decolorante Ac. acético 5 % Metanol . . . . . . 475
Ac.acético il 50
Aguas s R 475
Deshidratante Metanol anhidro
Transparentador Metanol "o laiai s = 8T
Ac. Acético . ... . . 12
Glicerina' s o o i 1
Resultados. — Se llevan a cabo una docena de experiencias encontrdndose en la

mayoria de los casos la existencia de dos manchas correspondientes a otras tantas frac-
ciones protéicas.

Solamente en dos casos aparece una sola mancha tras desarrollo y revelado de las
tiras.

Para la evaluacién cuantitativa de ambas fracciones se utiliz6 un fetodensitémetro
Elphor obteniéndose los siguientes resultados:

Fraceion: i T s e S s 60,96 — 65,71 9,
IEraceion I = i asites 34,29 — 39,04 %

IV. — Conclusiones

Primera. — La existencia de substancias nitrogenadas de naturaleza protéica es muy
ifrecuente en los vinos procedentes de la regién aragonesa. Consecuencia de ello, el ries-
go de enturbiamiento conocido como quiebra protéica, no es despreciable. Hasta un 50 9
de las muestras tratadas lo experimentan por efecto de la temperatura, mientras por
adicién de tanino llegan a un 80 9.

Segunda. — La proporcién de muestras en las cuales detectamos substancias protéi-
cas por precipitacién disminuye de una manera apreciable con la edad de los vinos hasta
llegar a desaparecer de lo cual se infiere que dichas substancias se van transformando
en ofras mds sencillag no susceptibles de precipitar por adicién de tanino o por el calor,
presumiblemente aminoédcidos. El riesgo de enturbiamiento protéico decrece con el
tiempo.

Tercera. — El andlisis cualitativo de los precipitados indica la existencia de los si-
guientes elementos: carbono, hidrégeno, nitr6geno. azufre, f6sforo, calcio y hierro.
Cuantitativamente, carbono e hidr6geno se encuentran en muy similares proporciones
en todas lag muestras ensayadas. El contenido en azufre es muy bajo del orden de un
1 9. Calcio, fésforo y hierro se presentan en las cenizas en proporciones decrecientes
en el orden indicado.

Cuarta. — El estudio de fracciones nitrogenadas en hidrolizados procedentes de pre-
cipitados demuestra la existencia de un contenido en nitr6geno total que oscila entre
6 y 12 9 corresponidendo a un tanto por ciento en proteinas variable entre 38 y 75 %.

— 5356 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Por lo que respecta a la distribucién de nitrégeno destacan los valores ciertamente altos
de nitrégenos huminico e iminico respecto al total,

Quinta. — El examen cromatografico de hidrolizados se ha realizado con las técnicas
usuales en capa fina para la deteccién de aminodcidos procedentes de moléculas protéicas
y fundamentalmnte con la técnica de Von Arx y Neher. Por este procedimiento se han
dilucidado en total trece aminodcidos distintos constituyentes.

Serta. — Por medio del andlisis cuantitativo cromatogréfico de aminodcidos se dedu-
ce un contenido en proteinas de un 40 a un 53 9. Los aminodcidos mds abundantes son
dcidos aspértico y glutdmico, valina, lisina y leucina.

Séptima. — Mediante el empleo de téenicas electroforéticas se deduce que las mues-
tras objeto de estudio pueden contener una o dos fracciones protéicas distintas siendo
este ultimo el caso mds general. La evaluacién fotométrica indica que una de lag frac-
ciones viene a encontrarse en proporciéon doble que la ofra.
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MATERIAS CELULOSICAS SECUNDARIAS ;
SU ENNOBLECIMIENTO

POR
L. HErrRErRO SANCHEZ

Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza.
Departamento de Quimica Técnica

Summary

Here is performed study of the prehydrolitic treatments, boiling and bleaching of the
weach straw and it is stablished in figures the possibilities of obtaining first-classe ce-
llulose. These results are satisfactory.

Introducciéon

En los procedimientos convencionales para obtencién de pastas celul6sicas destinadas
a la fabricacién de papel interesa, sobre todo, la eliminacién de lignina. Durante el pro-
ceso de fabricacién una parte de las hemicelulosas queda retenida por la pasta mientras
que las menos resistentes se separan y sus productos de degradacién se encuentran en
los liquidos residuales.

Las hemicelulosas tienen una influencia favorable sobre la facilidad de refino y sobre
la rexistencia del papel. Al disminuir el contenido en hemicelulosas se debe aumentar el
tiempo de refino, resultando un papel menos resistente.

Por el contrario en las pastas dedicadas a la fabricacién de rayén, celofdn, éter y
esteres de celulosa la presencia de hemicelulosa es indeseable. En la fabricacién de vis-
cosa la presencia de hemicelulosa produce un mayor consumo de hidréxido sédico en la
mercerizacién y dificultan la filtracién de la viscosa. Las hemicelulosas no pueden dar
soluciones de xantogenato por lo que permanecen inalterables en el transcurso de la
fabricacién de viscosa, sélo experimentardn degradacién dando a la fibra terminada una
Solubilidad -en 4lcali elevada y menos resistencia a la accién de los 4cidos. Durante Ia
acelilacién el xilano forma un diacetato insoluble en acetona que produce dificultades en
la filtracién. En la nitracién de la celulosa el xilano forma nitrato de xilano insoluble
en acetona y acetato de butilo por lo que es perjudicial en la nitrocelulosa empleada en
la fabricacién de lacas y barnices.

La paja de trigo tiene un elevado contenido en hemicelulosas, preferentemente pen-
tosas, por lo que resulta inadecuada su utilizacién como materia prima para la fabrica-
cién de celulosa apta para usos quimicos, Para estas aplicaciones serd necesario su enno-
blecimiento. Este ennoblecimiento lo hemos efectuado mediante una prehidrélisis de la
pPaja con écido sulfiirico diluido antes de Someterla a los procesos de coccién y blanqueo.
Lste proceso estd basado en que las hemicelulosas se hidrolizan con més facilidad que la
celulosa.
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Como durante la prehidrélisis también se puede atacar la celulosa habrd que estudiar
las condiciones més favorables que permitan lograr la mdxima eliminacién de pentosanas
con un minimo ataque a la celulosa.

La paja prehidrolizada en los diversos ensayos ha sido sometfida a coccién y blanqueo,
estudiando las variables de ambos procesos para obtener celulosa en lags mejores condi-
ciones de rendimiento y calidad.

1. Composicién de la paja de trigo

Realizado el andlisis de la paja de trigo empleada en el trabajo se hallan los siguientes
resultados:

HuomedadessandEineisreda Nt S T .1 %
Cenizay = oid - he e i sy Sl 3,119%
Extracto metanol-benceno ... ... ... ... ... 059494
Buriural 45 atini G e rdsaishlites da e 16,70 %
Pentosanag it inmcon e e s 28,3 %
Tagning: oo s bt annei s nagaiiaslinns, Ll 22,2 %
Celulosa Norman-Jenkins ... ... ... ... ... 50,2 %
Genizag?envcelulosai NeJize s or sl meai sl uise: 08
Furfuralien celulosa /IN-J' -:5 oo oo v 20 15,4 %
Pentosanas en celulosa N-J ... ... ... .. 26,2 9%
o-celuloga en celulosa N-J ... ... ... ... ... 71,2 %
Hemicelulosa en celulosa N-J ... ... ... ... ... 27,3 %

Teniendo en cuenta el tanto por ciento de celulosa Norman-Jenkins y su contenido
en g-celulosa resulta que la paja contendrd 85,7 9% de a-celulosa.

De los tantos por ciento de celulosa y de pentosanas en celulosa Norman-Jenking re-
sulta que del 28,3 9, de pentosanas que contiene la paja, el 13,1 9, pertenecen a los
celulosanos, es decir, que quedan unidas a la celulosa Norman-Jenkins, mientras que
el 15,2 restantes son pentosanas libres que se solubilizan durante la separacién de la
celulosa.

La composicién de lag cenizas determinada por los procedimientos normales de ané-
lisis es la siguiente:

8102 e e e e o STl o B S e A o, TS
f(":’]e,‘(,)()3 g,i ‘5,
AU e e S R el il = 4 %
M (sl G e it TS 4,8 %
SO3 3,4 %

2. Prehidrolisis

Segin Schulze (1) se llaman hemicelulosas a los polisacdridos que acompafian a la
celulosa y son solubles en élcali diluidos y fécilmente hidrolizables por &cidos mine-
rales diluidos.

Exta definicién no es completamente correcta pues Pringsheim (2) ha demostrado
que alguno de estos polisaciridos no son atacados por los 4cidos con més facilidad
que la celulosa. Ademés, es imposible separar fotalmente las hemicelulosas de la ce-
lulosa sin causar una importante degradacién de esta dltima (3). Respecto a su solubi-
lidad en élcalis hay que tener en cuenta que también es caracteristico de los productos
de degradacién de la celulosa que se encuentran en las llamadas B y y-celulosa.
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MATERIAS CELULOSICAS SECUNDARIAS: SU ENNOBLECIMIENTO

Hawley y Norman (4) sugieren dividir las hemicelulosas e
den separar al obtener la celulosa por el método Cross Y
constituido por las sustancias que contienen #cidos urén
al obtener la celulosa, recibiendo el nombre de poliuroni
tituyen las sustancias que por estar intimamente unidas
por ésta y reciben el nombre de celulosano.

Norman (5) estudié las hemicelulosas de las pajas de centeno y de avena. En la paja
de centeno, que contiene 41,7 9 de hemicelulosas 8,3 9 consiste de xilano intimamente
unido a la celulosa y el resto son celulosas libres, pudiéndose extraer en frio con 4lca-
li de 4 9. En la de avena, que contiene 32,1 9 de hemicelulosas, 9,3 9 estén asocia-
das con la celulosa y 22,8 9 son libres. Dorr (6) establece que no se puede lograr la
separacién total de las pentosanas de la paja debido a que una parte de ellas estin tan
fntimamente unidas a la celulosa que no es posible su separacién sin atacar a ésta.

Para determinar las condiciones m4s favorables se han efectuado 186 ensayos de
prehidrélisis. En todos ellos como agenta prehidrolizante se ha utilizado 4cido sulfi-
rico. Las temperaturas de prehidrélisis han sido 130-140° y 100-105°.A las temperaturas
de 130-140° se han utilizado las concentraciones de cido de 0,5, 1, 1,5, 2 y 2,5 OLey:
una relacién paja/écido de 1/10. A temperatura de 100-105° las concentraciones de &ci-

n dos grupos que se pue-
Bevan. El primer grupo estd
icos y quedan en disoluci6n
dos. El segundo grupo lo cons-
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do ensayadas fueron 0,5, 1, 2, 3, 4 y 5 % Yy relacién paja/écido de 1/12. En todos los
casos el tiempo se varié, en fracciones de 10 minutos, desde 10 a 180 minutos.

En las pajas prehidrolizadas se hicieron las siguientes determinaciones: furfural y
pentosanas, azicares en solucién, celulosa Norman-Jenkins, extracto metanol-benceno,
cenizas, lignina y o-celulosa en celulosa Norman-Jenkins.

En la eliminacién de pentosanas, objeto principal de la prehidrolisis, se observan
dos periodos muy bien definidos. En el primer periodo, en el cual se elimina el 43-47 %
de las pentosanas originalmente presentes, la hidrélisis es muy répida. El examen
de las gréficas que se obtienen fomando pentosanas residuales frente a tiempo muestra
que la prehidrélisis de la paja procede como una reaccién de primer orden. (Gréficas
1 y 2). La velocidad de raccién en el primer periodo est4d muy influenciada por la con-
centraci6n del 4cido. En el segundo periodo, durante el cual la eliminacién de pentosa-
nas es mucho més lenta, la concentracién del 4cido tiene mucha menos influencia sobre
la velocidad de hidrolisis.

La pérdida de azicares totales, deducida de los valores hallados para azicares €n
solucién, inicialmente aumenta con gran rapiez y posteriormente se hace més lenta.
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En la celulosa Norman-Jenking se observa una pérdida progresiva que se hace més
gensible para las concentraciones mayores de &cido y largo tiempo de prehidrélisis,
debido a que en estag condicones no s6lo hay pérdidas de hemicelulosas, sino que tam-
bién se produce degradacién de la celulosa.

Lag pérdidas de cenizag y productos extraibles por la mezcla metanol-benceno son
como méximo del 20 y 64 9, respectivamente. El contenido en lignina desciende desde
el valor original de 22,2 9% a 16,8 9% en las condicones mig enérgicas de prehidrélisis.
Esta eliminacién de lignina por tratamiento con &cidos diluidos fue observada por
Cohen y Harris (7) en la madera de arce y por Norman y Jenking (8) en la paja de
lino.

El contenido en «-celulosa en celulosa Norman-Jenkins aumenta con el tiempo de
prehidrolisis, alcanza un méximo y luego disminuye.

Los mayores rendimientos en ¢-celulosa se obtienen en los ensayos 32 (SOH, 1 %,
180-140°, 140 minutos) y 124 (SO,H, 1 9, 100-105°, 160 minutos). En ambos casos se
han eliminado en la prehidrélisis el 61-63 9, de las pentosanag presentes en la paja
original.

3. Obtencién de pastas celuldsicas.

Los procedimientos de obtencién de pastas celulésicas tienen por objeto eliminar los
componentes que acompaifian a la celulosa en los tejidos vegetales. Se realiza mediante
dos procesos fundamentales: coccién y blanqueo.

3.1. Coccién. — La coccién se puede realizar por procedimiento 4cido o alealino.
La utilizacién de uno u otro procedimiento depende de diversos factores, sobre todo
de la naturaleza de la materia prima. En el caso de la paja de trigo, por su alto con-
tenido en materia extraible y en silice es més conveniente el procedimiento alcalino

al sulfato o procedimiento kraft (9), (10).

Para conocer la accién del licor de coccién sobre la lignina varios investigadores
han estudiado el comportamiento de compuestos sintéticos de naturaleza semejante a la
lignina, Adler (11) y Gierer (12) al estudiar el comportamiento de los éteres B-arilicos
en la coccién con hidréxido sédico 2 N a 170° encuentran que el enlace éter se rompe
pero s6lo en una extensiéon del 30 9. Por el contrario en presencia de i6n bisulfuro
la rotura es casi completa, produciéndose la siguiente reaccién:

T' OCH T‘ 0CHa
Ll | e
1 o [

HC—0R, S OHE HC + ORj
OH—SH™

e OCHg OCH,

OH

OH +SH"
Ry=H. ¢ CH,0H

R;= H J grupo alquilico
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Gierer y colabodarodes (13), (14) también han estudiado el comportamiento poste-
rior,, frente al &lcali, del sulfuro formado. A 100° se forman estructuras ciclicas con
azufre en el anillo (p-ditianos) y posteriormente éstos se degradan elimindndose el 70 9
del azufre. Esto explica el bajo contenido en azufre de la lignina al sulfato.

Aunque la lingina es el componente més profundamente afectado por la coecién al-
calina, todos los carbohidratos, incluso la celulosa, se atacan por el licor de coccién.
Hamilton (15) ha estudiado el comportamiento de los diferentes carbohidratos. De la
celulosa se pierde aproximadamente el 20 9, De las hemicelulosas la mds resistente es
la xilosa y los que se atacan mds ficilmente mannosa y arabinosa. Axelsson (16) ha
determinado la cantidad de xilano que hay lisuelto en el licor negro en diferentes
etapas de la cocci6n. La concenfracién de xilano alcanza un méximo a las dos horas,
después la concentracién desciende rdpidamente debido a la degradacién por el 4leali
caliente. Los productos finales que se forman en la degradacién de los carbohidratos
son los 4cidos 3, y-dihidroxibutirico, glie6lico, ldctico, acético y férmico.

TLa velocidad de reaccién de los componentes de la materia prima con el licor de
cocci6n aumenta al aumentar la concentracién de éste. Esto origina que el tiempo ne-
cesario para alcanzar una determinada deslignificacién sea més corto. Sin embargo,
cuando la concentracién de licor sobrepaza cierto valor, que depende de la naturaleza
del material cocido, aumenta el ataque sobre la «-celulosa.

Legg y Hart (17) estudian el efecto de la sulfidez en la coccién de varias maderas
y llegan a la conclusién que la velocidad 6ptima de deslignificacién y el mayor rendi-
miento en carhohidratos se obtienen con sulfidez de 25 6 30 9.

Higglund (18), (19) al realizar la coci6n de madera de abeto por log procedimientos
a la sosa o kraft encuentra que la cantidad de carbohidratos disueltos es aproximada-
mente la misma en los dos procedimientos. La disolucién de la lignina en el procedi-
miento kraft tiene lugar a velocidad casi constante. Por el contrario, en el procedi-
miento a la sosa, primero la lignina se disuelve rdpidamente, pero una vez que se ha
disuelto la tercera parte, la velocidad decrece rdpidamente. El efecto favorable de la
sulfidez se debe sobre todo a la disminucién del tiempo de coccién, pues la resistencia
de la fibra es tanto mayor cuanto menor es este tiempo.

Se han realizado pruebas de cocién con lag pajas procedentes de los ensayos de pre-
hdir6lisis que han dado una celulosa Norman-Jenking con un contenido en g-celulosa
superior al 89 9%.

Estas pruebas se realizaron por el método al sulfato empleando un digestor esférico
con movimiento rotatorio.

Para determinar las condiciones mds favorables de coccién se hiceron ensayos pre-
vios con las pajas procedentes de los ensayos de prehidrélisis 13, 46, 141 y 184, Se en-
Rayaron las concentraciones de 4lecali activo de 17, 20 y 23 9. En cada una de estas
concentraciones se ufilizé la sulfidez 0, 5, 10, 15, 20 y 25. El tiempo de coccién ge va-
ri6 de una a ocho horas y la temperaturaméxima en todos log ensayos fue de 160°, La
relaci6n licor/paja que en todos log casos de 5/1. 2

De los resultados obtenidos en estozx ensayos previos se deduce que la concentracién
de 4lcali activo influye mucho sobre la velocidad de eliminacién de la lignina. Para
concentraciones de élcali activo de 17 la lignina eliminada a las ocho horas representa
el 83-85 9, de la originalmente presente en la paja, para concentraciones de 4lcali ac-
tivo de 20 9, la lignina eliminada alcanza al 90-92 9, y finalmente para concentracién
de &lcali activo de 23 9, se logra eliminar el 96 9, de la lignina original.

Se observa también que la velocidad de eliminaci6n de lignina, para una determinada
concenfracién de 4lcali activo, aumenta al aumentar la sulfidez. Este aumento de velocidad
de deslignificacién es muy importante al pasar de 15 a 20 de sulfidez. Con sulfidez de 0, 5
y 10 la velocidad de eliminacién de lignina permanece précticamente constante durante
todo el tiempo de cocci6n. Con sulfidez del 15 9, después de 7 horas se elimina muy
poca lignina. Finalmente con sulfidez de 20 y 25 9, los resultados obtenidos son muy
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parecidos entre sf y la velocidad de deslignificaci6n disminuye a las cuatro horas y a
partir de las seis horag la cantidad de lignina eliminada es muy pequeiia.

Para concentracién de 4lcali activo de 17 9, la relacién carbohidratos/lignina en la
pasta es siempre baja. Utilizando concentraciones de élcali activo de 20 y 23 9, esta
relacion aumenta considerablemente al emplear un licor de cocci6n con sulfidez de
20y 25 %.

Las pastas obtenidas en estos ensayos previos con un contenido en lignina inferior
al 11 9, se sometiron al proceso de blanqueo, determindndose en las pastas blanqueadas
el contenido en o-celulosa. Los mejores rendimientos en «-celulosa se obtienen em-
pleando concentracién de &lcali activo de 20 9, sulfidez 20 9% y tiempo de coccién de
seis horas. Las pastas cocidas en estas condiciones tienen un contenido en lignina de
3,9-4,3 9.

Cuando por aumento del tiempo de coccién o de la concentracién de élcali activo
se tienen pastas con un contenido en lignina inferior a estos valores, el rendimiento
en g-celulosa desciende debido a que se ha producido la degradacién de la celulosa.

Por lo tanto, los procesos de cocci6n de la totalidad de las pajas prehidrolizadas se
han realizado en las siguientes condiciones :

Relacién licor- de coccién/paja: 5/1
Alcali activo: 20 9

Sulfidez: 20 9

Temperatura: 160°

Tiempo: 6 horas.

3.2. Branqueo. — Las pastas obtenidas industrialmente por los procedimientos &ei-
do o alcalino contienen todavia lignina residual. El objeto del blanqueo es separar las
sustancias incrustantes que producen la coloracién de la pasta.

La tendencia que ha prevalecido en el desarrollo de las técnicas de blanqueo consis-
te en realizarlo en una serie de etapas que pueden ser lag siguientes: 1) Tratamiento
con cloro en medio 4cido. 2) Extraccién alcalina. 3) Tratamiento con hipoclorito y
4) Tratamiento con di6xido de azufre.

Samuelsen (20) ha establecido que durante el proceso de blanqueo se producen las
signientes reacciones: 1) Disolucién de inscrustantes. 2) Destruccién de materia colo-
rante. 3) Degradacién oxidante de los inscrustantes una vez que se encuentran en di-
golucién y 4) Ataque por oxidacién de la celulosa. Las dos primeras reacciones son lag
que interesan que se produzcan, mienfras que la tercera y cuarta se deben evitar,

El estudio cinético (21) (22) indica que durante la etapa de cloracién en medio 4ci-
do se producen dos reacciones, una de sustituci6n que es rdpida y otra de oxidacién
que es més lenta. Segin Giertz (23) es imposible eliminar totalmente la lignina en una
sola cloracién, pues ain utilizando un exceso de cloro la reaccién con la lignina cesa
antes de haber reaccionado fotalmente. Después de extraer con 4lcali, la pasta vuelve
a reacionar con cloro en una segunda cloracién, esta reaccién también es rédpida pero
igualmente cesa antes de haber reaccionado toda la lignina residual. En las etapaz de
cloracién se debe emplear una cantidad de cloro que, segin diferentes autores, varfa
del 55 al 90 9, del cloro total necesario para el blanqueo (24), (25), (26). La velocidad
de cloracién aumenta al aumentar la temperatura, pero por encima de la temperatura
ambiente, el efecto sobre la cantidad de lignina que se separa es muy pequefio, mien-
tras que la degradacién de carbohidratos puede llegar a ser importante (27).

Las cloroligninas formadas durante la cloracién son solubles en disoluciones alcali-
nas. Para eliminar las cloroligninas de pastas al sulfato es necesario 1,5-2,5 9, de su
peso de 4lcali. El tiempo necesario para la disolucién de las cloroligninas depende de
la temperatura. Para pastas al sulfato se considera como temperatura 6ptima 60° du-
rante 60-90 minutos (28), (29).

En el tratamiento con hipoclorito la velocidad es grande al principio y luego dis-
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minuye (30). Los productos obtenidos en la reaccién son solubles en 4lcali por lo que
se separan de manera continua.

Desde el punto de vista prdctico tiene gran interés el ataque de la celulosa durante
esta etapa. Al comenzar el tratamiento con hiploclorito se debe tener un pH de 9, pero
al formarse CIH, CO, y otros dcidos disminuye el pH. En estas condiciones se favorece
el blanqueo pero se ataca més la celulosa.

Al final de la etapa de tratamiento con hipoclorito se hace un tratamiento con un
agenta reductor (por ejemplo, diéxido de azufre) que actia como “anticloro” y estabi-
lizador del color.

El blanqueo de las pastas obtenidas en los 53 ensayos de coccién se ha realizado en
las cuatro etapas citadas anteriormente. El cloro total necesario para el blanqueo se
deduce del valor del indice de Johnsen-Noll. En las etapas de cloracién se hja emplea-
do al 65 9 del cloro total necesario, trabajando con una densidad de pasta de 4 9
a la temperatura ambiente y durante una hora. Las etapas de extracci6n alcalina se
realizaron en disolucién de NaOH, densidad de pasta 15 9, proporcién de élcali 2 %
respecto a pasta, temperatura de 60° y tiempo de una hora. El blanqueo con hipoclo-
rito se efectué durante 4 horas, densidad de pasta 10 9, temperatura de '30° y man-
teniendo el pH entre 9 y 10. En esta etapa se emplea el 35 9, del cloro total necesario.
Finalmente se hace el tratamiento con SO,.

En las pastas blanqueadas se determinaron: «-celulosa, hemicelulosas, extracto me-
tanol-benceno, cenizag, solubilidad en agua, solubilidad en 4lcali, furfural, pentosanas
e indice de cobre. Los mejores resultados se obtuvieron con las pajas procedentes de
los ensayos de prehidrélisis que se indican en las conclusiones,

4. Conclusiones.

1.2 En las prehidr¢lisis realizadas con concentraciones bajas de SO,H, el rendi-
miento de la operacién desciende rdpidamente hasta los 70 minutos. Utilizando concen-
traciones de 4cido mdés altas el descenso répido del rendimiento termina a los 20-30
minutos,

2.2 En la eliminacién de pentosanas durante la prehidrélisis se observan dos pe-
riodos. En el primer periodo, en el cual la hidrélisis es muy répida, se elimina el
43-47 o/ de las pentosanas. La velocidad de hidr6lisizs en este primer periodo estd muy
influenciada por la concentracién del 4cido. En el segundo perfodo las pentosanas se
eliminan més lentamente y la velocidad de hidr6lisis estd poeco influenciada por la
concentracién del 4cido. Para una misma concentracién de 4cido la velocidad de hi-
drélisis de las pentosanas aumenta al aumentar la temperatura.

3.2 Los valores de las pérdidas de azdcares totales, coinciden con bastante aproxi-
macién con las pérdidas de pentosanas; s6lo en los tratamiento con los é&cidos de mayor
concentracién durante largo tiempo hay una mayor pérdida de azicares totales que de
pentosanas debido a que se ha degradado la celulosa y ha pasado a la solucién.

4.2 Durante la prehdiréligis se produce una disminucién del contenido en celulosa
Norman-Jenking, debido a que esta celulosa retiene una parte de las hemicelulosas.
Esta pérdida ez mayor en las condiciones mds enérgicas de concentracién de 4cido,
temperatura y tiempo.

5.2 La prehidrélisis también produce la eliminacién de parte de la lignina, cenizas
y materias extraibles por la mezela metanol-benceno.

6.2 El contenido en «-celulosa en celulosa Norman-Jenkins aumenta con el tiempo
de prehidr6lisis, alcanza un méximo y luego disminuye. El tiempo en que se alcanza
el miximo depende de la concentracién del 4cido y de la temperatura. La méxima can-
tidad de a-celulosa se logra cuando se ha eliminado al 61-63 9 de las pentosanas pre-
zentes en la paja original.
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7.2 En las pruebas de cocci6n, realizadas para encontrar las condiciones mds favo-
rables de esta operaci6n, y que se llevaron a cabo a temperatura mdxima de 160° y
empleando una relacién licor de coccién/paja de 5/1, se observa que la velocidad de
eliminacién de lignina aumenta al aumentar la concentracién de é&lcali activo. Para
una determinada concentracién de dlcali activo, la velocidad de deslignificacién aumen-
ta al aumentar la sulfidez. Este aumento es mds sensible al pazar de sulfidez 20 a 25.
En la relacién carbohidratos/lignina también se observa un aumento con licores de
coccién de 20 y 25 9, de sulfidez.

8.2 Las pastas obtenidas en estas pruebas previas de cocei6n, con un contenido en
lignina inferior al 11 9, se sometieron al proceso de blanqueo. En lag pastas blanquea-
das se determin6 la «-celulosa. Se encontr6 que el méximo rendimiento en «-celulosa
se obtuvo en las pastas cocidas con concentraciones de 4lcali activo de 20 9, sulfidez
de 20 9 vy tiempo de seis horas. Estas condiciones fueron las que se emplearon en la
coccién de pajas prehidrolizadas en las que el contenido en o-celulosa en celulosa Nor-
man-Jenking es superior al 89 9.

9.2 El blanqueo de lag pastas se hizo en cuatro etapas: tratamiento con cloro en
medio 4cido, extraccién alcalina, tratamiento con hipoclorito y tratamiento con diéxido
de azufre. El contenido mds alto en «-celulosa se logra en las cocciones 3, 4, 5, 6, 9, 10,
11, 12, 16, 17, 18, 31, 32 y 33 De aqui se deduce que las condiciones de prehidrélisis més
favorables son con 4cido sulfirico de 0,5 9%, a 130-140° durante 140, 150, 160 y 170 mi-
nutos y con 4cido del 1,56 95, a igual temperatura, duarnte 100, 110 y 120 minutos. A
temperatura de 100-105° el mayor contenido en g-celulosa se logra con 4cido sulfirico
del 1 9 durante 150, 160 y 170 minutos.

BIBLIOGRAFIA

1. E. Scmurze. — Zeit. Physiol. Chem, 16, 387 (1892).

2. H. PrincseelM, K. WEINREB y E. KarstENx. — Ber. 61, 2025 (1928).

3. C. G ScawarBe — Z. Angew. Chem. 31, 53 (1918).

4, L. F. Hawiey y A. G. Norman. — Ind. Eng. Chem. 24, 1190 (1932)

5. A. G. Norman. — Biochem. 23, 1353 (1929).

6. R. E. Dorr. — Papier Fab. 39, 273 (1941).

7. W. E. Corex y E. Harris. — Ind. Eng. Chem. Anal. 9,234 (1937):

8. A. G. Norman y S. JenkIns. — Biochem. J. 28, 2155 (1934).

9. C. F. Danr. — U. S. Pat. 294, 935 (1884).

10. L. Reenrors y L. Stoxman. — Svensk. Papperstidn. 59, 509 (1956).

11. E. Apier, I. Fackenag, J. Marton y Hacvarsexn. — Acta. Chem. Scand. 18, 1313
(1964).

12. J. Gierer, B. Lenz y N. H. Warrin. — Acta Chem. Scand. 18, 1464 (1964).

13. J. Cierer y N. H. Warrin. — Acta Chem. Scand. 19, 1502 (1965).

14. J. Gierer y L. A. Smepman. — Acta Chem. Scand. 20, 1769 (1966).

156. J. K. Hamirton. — Pure Apl. Chem. 5, 197 (1962).

16. S. Axersson, I. Croox y B. EnstroM. — Svensk. Papperstidn. 65, 693 (1962.)

17. J. W. Lecc y J. S. Hart. — Tarpr, 43, 471 (1960).

18. E. Hacerunp. — Tapr1, 32, 241 (1949).

19. E. Hacerun . — Svensk. Papperstidn. 48, 195 (1945).

20. S. SamueLsen. — World Paper Trade Re\ 106, 1284 (1936).

21. W. R. Carmopy y J. S. MEars. — Paper Trade J. 106, 38 (1938).

22. ScamipT-NIELsen. — Papir J. 26, 83 (1938).

23. H. W. Gierrz. — Svensk. Papperstidn. 46, 152 (1943).

24. H. HerwiInker y E. Hagerunn. — Svensk. Papperstldn 43, 391 (1940).
25. F. Krarr. — Papier Fabr. 36, 429 (1938).

SpA




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

E. Hacerunn. — Svengk. Papperstidn. 41, 519 (1938).

I. Eriksson y L. Stokman. — Svensk. Papperstidn. 59, 663 (1956).

E. Haceruno, H. W. Giertz y B. Nerson. — Svensk, Papperstidn. 47, 226 (1944).
F. HeosorG. — Svensk. Papperstidn. 46, 381 (1943).

J. L. Pamrsons y D. T. Jackson. — Paper Trade J. 107, 37 (1938).

— 546 —




A

o PR el

st

Al s D

T H‘;‘Ju;‘n‘id =

SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA
NITROGENO-PROPANO, POR MEDIDAS DE COMPRESIBILIDAD

POR

J. 8. Urieta Navarro y C. Gurifrnez Losa

Departar}lento de Quimica Fisica. Universidad de Zaragoza

Summary

In a previous communication was described the experimental method of determination
of second virial coefficients (SVC) of gases and studied those of pure nitrogen and pro-
pane. In the present work the SVC’s of mixtures of both gases are considered. It was
carried out the experimental determination of compressibility for six mixtures at tempe-
ratures between 20 and 50°C, covering the whole range of compositions, and from
these, the mixed SV(C'’s, szv at those temperatures were calculated.

The application of the various combinations rules was considered for calculating the
mixed molecular parameters corresponding to LI (12-6) and modified exp-6 potentials.
The so found values for the SV(C at the working temperatures were compared with the
experimental ones. In order to reach more general conclusions, the data obtained by
other workers were also used.

For the LJ (12-6) model, the rules for calculating ¢ ., that give hetter accordance

with the experimental data, are the expresed by the geometric mean and the formel
1

3

(€11 61,° €35 0,,%)Y/2 In the case of the exp-6 potential, the more satisfactory
012
concordance is obtained with the rule series Yiz = (Y11 + V22072 U)o = [(rn)y, +

(s 125 €1, = (g); &,,)!/* and that proposed by Srivastava and Srivastava,

Introduccion

Como es sabido, para una mezcla de gases ,el segundo coeficiente del virial depende
no solamente de la naturaleza de los gases puros y de la temperatura, sing también de la
composicién. En el caso de una mezcla binaria, aquél, viene dado por la conocida for-
mula, que puede deducirze mediante argumentos estadisticos:

B, = X, Bn +2X X, B12 + X,° B22 (1)

donde x, y x, indican las fracciones molares de los componentes 1 y 2, B y B,, los
respectivos coeficientes del virial de las sustancias puras; B, es el segundo coeficiente
del virial “mixto” que describe las interacciones entre una molécula de la clase 1 Yy una
molécula de la clase 2. En general, B,, no puede deducirse sencillamente de los valores
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B, ¥ B,,. La regla de Lewis Randall)) segun la cual: B,, = (B, +B,,)/2, s6lo puede
ser ullhmda cuando los dos gases son especies muy pareglda's Se han propuesto otras
férmulas aproximadas como la de Amdur-Mason?), segin la cual:

B (1 8BS B TLa)8
y la de Woolley?®) :
BB B )¢

12

pero tanto mna como ofra dan resultados aceptables s6lo a temperaturas suficientemente
altas a las que las fuerzas atractivas tienen un efecto relativamente pequeiio.

Para un modelo de potencial central como el de Mie (n, 6), el céleulo de B,, es exac-
tamente el mismo que el de B, y B,, sin mds que efectuar un simple camhio de escala
en los pardmetros moleculares o Y e “Los valores de 0,, Y €, Pueden obtenerse a partir
de medidas experimentales sobre mezclas, pero ocurre que, existen muy pocas determina-
ciones con la precisién suficiente para determinar adecuadamente esos parémetros, por
lo que normalmente hay que acudir a alguna predicci6n de sus valores a partir -de los
corerspondientes a los de los gases puros. Las férmulas aplicadas, que reciben el nombre
de “reglas (o relaciones) de combinacién”, aunque presentan algin fundamento teérico,
implican simplificaciones tan drésticas que deben considerarse como semiempiricas y
justificarse, en 1ltima instancia, mediante comparacién con los resultados experimen-
tales.

Los segundos coeficientes del virial (SCV) de nitrégeno y propano han sido objeto
de minuciosos estudios experimentales en un amplio intervalo de temperaturas*®). No
sucede, en cambio, lo mismo con la mezcla de amhos gases, ya que, aparte de nuestro
trabajo, s6lo hemos encontrado otros dos en la bibliografia examinada.

En el uno de ellos llevado a cabo por Watson et al.®), se hallan log factores de com-
presibilidad a diferentes presiones para ftres mezclas a las femperaturas de 399,32 y
492 05° K. Desgraciadamente, las medidas efectuadas pertenecen a la regién de lag altas
presiones, por lo que los SCV obtenidos a partir de ellas adolecerdn de una gran impre-
cisi6én (lag determinaciones adecuadas de los CV requieren medidas por debajo de 1 6
2 atm, y se puede afirmar que por encima de 10 atm la incertidumbre es de un orden
de magnitud mayor que la de la propia consistencia interna). Para el céleulo de log SCV
a partir de dichas medidas, hemos ajustado los datos de compresibilidad mediante el
polinomio :

z = a+bp+ep?+dp® + ... (2)

cortando sucesivamente el desarrollo en los términos en p2, p3, p4, ete., a fin de buscar
el que reproduzca mejor los resultados experimentales. Las mejores representaciones
parecen obtenerse con el polinomio de tercer grado para las medidas a 399,32 y con el de
cuarto para las de 422,05 K (esta diferencia puede atribuirse al hecho de que estas tlti-
mag fueron realizadag en época posterior y con mayor precigién, como sefialan log auto-
res). El SCV se obtiene multiplicando b por RT/0,068045, ya que las presiones vienen
expresadas en Ib/pulgadas? abs. Los resultados calculados son los recogidos en la
Tabla I.

AT AL
T = 399,82° K T = 422,05° K
z“'z Bm 'TNz Ba
0,211 =118 0,166 122
0,484 — 59 0,287 — 7
0,556 — 47, 0,681 5
0,999 13
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Para los gases puros, se tomaron los valores de las curvas medias obtenidas a par-
tir de los datos recogidos en la bibliograffa4,%), a saber:

TABLA II
T = 399,32° K T = 492,05° K
Xy B ¥, B
0 — 209 0 — 186
1 8,5 1 1

Con todos estos resultados, se ha ajustado la pardbola :
B = a,X,* + 8, X, + 8, (3)

dando a los valores relativos a los gases puros un peso arbitrario de 100 frente a los
de lag mezclas por las causa® ya dichas.

a, = f3,, a;, =28, — B3, y a8 =01—28; + B, 4)
con lo que, determinados a,, &, y a, en la forma indicada, se hallf:

T = 399,32° K: B,, = — 5 ml/mol
T = 422,05° K: B,, = — 9 ml/mol

En cuanto al otro trabajo, realizado por Mason y Eakin?), resulta también algo di-
ficil determinar el mejor valor de (3,, a partir de los datos por ellos consignados, que
son los siguientes para los gases puros, a la temperatura de 288,71° K:

Xx, a, = 1 —z (1 atm) referencia
0 0,161 8)
1 0.00027 9)

Haciendo uso de la ecuacién por ellos propuesta para hidrocarburos y sus mezclas:

pV/(@V), =2z =1+ B'p + y' p? (@)
(siendo y” tal que ~'/B° ~ [3’/2), y si para el nifrégeno suponemos y’ = 0, resultan
para los SCV de los gases puros (B,, = — 6,4 para el nitrégeno y f3,, = — 385 para

el propano) unos valores que podemos comparar con los deducidos, para la misma
temperatura, a partir de los datos bibliograficost 5) :

Nitrégeno (288,71° K) By, =— 2 ml/mol
Propano % B,, = — 424 ml/mol

Utilizando la ecuacién (5), y a partir de los datos de Mason y Eakin para b, a 1 atm,
asf como los diltimamente citados para los gases puros, hemos obtenido los siguien-
tes valores del SCV para las dos mezclas estudiadas:

Ny Bu
0,4822 — 159,53
0,4917 — 147,35

Sige
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a partir de los cuales, Y mediante ajuste de la ecuacién (3), se caloula :
B, (288,71° K) = — 80 ml/mol

con una imprecizsién de = 5, aproximadamente.

Parte experimental

En nuestro trabajo experimental se han determinado los SCV de 6 mezclas de ni-
tr6geno + propano a las temperaturas de 20, 30, 40 y 50° G.

El dispositivo experimental, asi como el método operatorio seguido han sido des-
critos en un trabajo previo®), donde también se consignan los resultados obtenidos para
los gases puros. La tnica variante que cabe sefialar es (ue para determinar la com-
posicién del sistema, se introduce en el aparato uno de los dos gases, y una Vez de-
terminada la cantidad del mismo (haciendo para ello uso de la ecuacién del virial), se
introduce el otro y se defermina el nimero total de moles (y, por tanto, la composicién
de la mezcla), a la vez que los segundos coeficientes del virial.

En las tablas siguientes (Tabla III a Tabla VIII) se indican todas las medidas 1le-
vadas a cabo por mnosotros, asi como los valores calculados para los SCGV para las
mezclas preparadas, y a las distintas temperaturas de trabajo.

En una fila se consignan sucesivamente: temperatura de la escala catetométrica,
temperatura del recinto manométrico, altura del indice en la rame corta del mandéme-
tro, altura del menisco superior, altura del menisco inferior, presi6n corregida (para
la escala catetométrica, densidad del mercurio y gravedad standard), volumen de las
ampollas hasta el 1ltimo enrase y por tltimo el producto pV en at. ml
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=) IRV

t’c& t

18,25
18,35
18,35
18,62
18,30
18,20
18,25
17,90
17,65

(]| TR RN

18,35
18 75
| 18,61
18 58
19,00
19,10
19,18
19,35
19,42

19,43
19,25
19,79
19,88
20,02
19,92
20,80
20,40
20,17

26,41
26,45
26,32
26,51
26,63
26,50
26,70
26,12

f,

man

20,07
20,78
21,30
20,78
21,15
20,60
21,15
20,65
20,80

30,58
30,15
30,20
30,65
30,41
30,30
30 35
29,98
30,07

38,89
38 80
39,58
39,37
38,76
38 84
38,50
37,75
39,15

38,66
38,53
38,60
38,71
38,80
38,75
38,91
38,86

Lind
89,70
89,72
89,71
89,70
89,71
89,70
89,70
89,70
89,71

89,64
89,65
89,62
89,60
89,60
89,56
89,56
98,56
89,55

89,53
89,53
89,53
89,563
89,63
89,50
89,50
89,50
89,50

89,48
89,48
89,48
89,48
89,48
89,48
89,48
89,48

L

sup

197,19
209,90
228,00
252,97
286,80
392,41
372,37
458,89
651,09

201,13
214,41
232,81
258,87
994,02
330,87
382,41
472,12
671,65

204,70
218,68
237,87
264,85
300,63
338,87
392,32
485 28
692,38

292,41
242 40
269,99
307,11
346,71
401,72
497,20
709,60

TABLA III

1.® mezcla nitrégeno-propano

Linf

89,50
89,24
89,50
89,40
89,50
89,51
89,47
89,49
89,45

89,49
89 42
89,29
89 35
89,50
89,43
89,30
89,34
89,30

89,21
89,37
89,35
89 40
89,17
89,16
89,10
89,32
89,41

89,12
89,28
89,24
89,15
89,31
89,23
89,18
89,26

i Moles de propano: 0,001221

p(atm)

0,14113
0,15811
0,18147
0,21434
0,25853
0,30520
0,37069
0,48408
0,73598

0,14603
0,16351
0,18775
0,22174
0,26754
0,31584
0,38344
0,50077
0,76185

0,15084
0,16890
0,19396
0,22914
0,27621
0,32616
0,39609
0,51730
0,78754

0,17412
0,20003
0,23612
0,28472
0,33624
0,40820
0,53298
0,81033

vamp(ml)

'

pV

243,7746 34,8792

217,2253
188,7059
159,1978
131,3346
110,6859
90,4829
68,3976
43,6701

243,7964
217,2447
188,7228
159,2120
131,3463
110,6958
90,4910
68,4037
43,6740

243,8183
217,2642
188,7397
159,2263
131,3581
110,7057
90,4991
68,4098
43,6779

217,2838
188,7567
159,2406
131,3699
110,7157
90,5072
68,4160
43,6818

Nimero total de moles en la mezcla: 0,001452,

e

34,8830
34,8521
34,8441
34,8181
34,8033
34,7817
34,7307
34,6089

36,0911
36,0715
36,0666
36,0490
36,0329
36,0179
35,9862
35,9365
35,8343

37,2905
37,2641
37,2604
37,2540
37,2198
37,2142
37,1938
37,1348
37,0335

38,4437
38,4528
38,4229
38,4005
38,3943
38,3685
38,3261
38,2173

= 0,159,

B

B

B

B
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= 20,00° C

n, (moles) =
0,001452

= — 309 mls/mol

t = 30,00° C

n, (moles) =
0,001452,

— 280 mls/mol

t = 40,00° C

n, (moles; =
0,001452,

— 266 mls/mol

t = 50,00° C

n, (moles) =
0,001452,

— 248 mis/mol



tcﬂt
17,32
17,12
16,85
16,85
16,65
16,76
16,86
16,84

24,60
24,25

24,43
24,49
24,68
25,00
24,03

25,40
95,50
95,47
25,58
25,70
26,00
25,94
25,60

25,46
25,66
25,50
24,82
26,68
27,09
26,45
25,52

24,31

t

man

17,30
17,22
17,17
16,82
16,93
17,10
17,10
17,01

25,27
25,30
925,24
95,07
95,03
25,13
925,17
25,17

25,83
25,83
25,83
25,85
26,86
25,90
25,97
25,63

25,80
25,73
25,30
24,87
27,06
26,70
26,06
25,74

Liud
89,00
89,00
89,00
89,95
88,95
88,96
88,96
88,95

89,03
89,03
89,05
89,05
89,05
89,05
89,05
89,05

88,96
88,96
88,96
88,96
88,96
88,96
88,96
88,97

88,91
88,93
88,93
88,93
88,93
88,98
88,98
88,98

L

'sup

222,21
238,43
260,56
201,62
333,05
377,27
439,31
546,39

297,07
243,73
266,56
298,78
342,00
387,96
451,43
562,63

231,25
248 41
272,10
305,18
349,89
397,29
463,23
577,63

235,70
253,74
278,11
312,38
358,42
407,00
474,94
592,72

TABLA IV
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2.¢ mecla nitrégeno-propano

Linf

88,75
88,88
88,89
88,82
88,62
88,67
88,84
88,78

88,83
88,93
88,85
88,84
88,79
89,00
88,65
88,82

88,56
88,63
88,67
88,50
88,60
88,82
88,75
88,78

88,52
88,80
88,80
88,88
88,75
88,80
88,76
88,77

Moles de nitrégeno : 0,000564,

p(atm)

0,17499
0,19609
0,22510
0,26581
0,32052
0,37843
0,45956
0,60006

0,18102
0,20270
0,23270
0,27491
0,33158
0,39148
0,47505
0,62044

0,18683
0,20920
0,24017
0,28370
0,34211
0,40388
0,49031
0,64009

0,19271
0,21596
0,24789
0,29268
0,35301
0,41657
0,50562
0,65985

Niimero total de moles en la mezcla: 0,001801;

Vo p(M01)
243,7746
217,2253
188, 7059
159,1978
131,3346
110,6859

90,4829

68,3976

243,7964
217,2447
188,7228
159,2120
131,3463
110,6958

90,4910

68,4037

243,8183
217,2642
188,7397
159,2263
131,3581
110,7057

90,4991

68,4098

243,8402
217,2838
188,7567
159,2406
131,3699
110,7157

90,5072

68,4160

N,

pY

43,2539
43,2590
43,2376
43,2147
43,1894
43,1744
43,1328
43,0736

44,7490
44,7236
44,7099
44,7083
44,6865
44,6612
44,6237
44,5591

46,2156
46,1931
46,1780
46,1835
46,1517
46,1274
46,0968
46,0404

47,6960
47,7073
47,6898
47,6652
47,6502
47,6272
47,5984
47,5421

= 0,313,

¢ = 20,00° C

n, (moles) =
0,001801,

= — 243 mls/mol

t = 80,00° C

n, (moles) =
0,001801,

= — 225 mls/mol

t = 40,00° C

n, (moles) =
0,001800,

= — 205 mls/mol

t = 50,00° C

(moleg) =
0,001801,

g

— 193 mls/mol
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17,26

22,48
22,72
22,20
22,55
22,75

30,55
29,90
29,85
29,70
29,65
29,65
29,55
29,65

29,25
29,13
29,18
29,08
29,01
28,90
28,90
28,40

SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NITROGENO-PROPANO

42,31
42,50
42,91
42,86
42,92
42,83
42,73
42,64

49,75
42,95
42,92
43,01
43,25
43,45
43,85
41,68

Lind
89,34
89,35
89,34
89,35
89,35
89,33
89,33
89,33

89,32
89,32
89,32
89,31
89,31
89,31
89,31
89,31

89,21
89,20
89,20
89,20
89,20
89,20
89,20
89,20

89,20
89,21
89,21
89,21
89,20
89,21
89,21
89,21

L

sup

219,92
235,31
257,14
287,60
328,29
371,71
432,13
537,18

224,20
240,56
262,88
294,31
336,55
381,56
444,00
552,90

229,18
245,94
269,50
301,93
345,96
392,19
457,71
570,84

233,50
251,01
274,76
308,76
353,86
401,79
469,21
585,07

TABLA V

8.2 mezcla nitrégeno-propano

Linf

89,31
89,08
89,15
89,22
89,03
89,22
89,09
89,00

89,09
89,17
89,08
89,04
89,05
89,17
89,06
89,17

89,04
88,91
89,13
88,98
89,02
88,91
89,10
89,11

88,94
89,10
88,88
89,13
88,93
89,01
89,09
89,03

Moles de nitrégeno : 0,000722,

p(atm)

0,17125
0,19173
0,22027
0,26013
0,31374
0,37041
0,44979
0,58761

0,17697
0,19829
0,22764
0,26887
0,32419
0,38298
0,46492
0,60742

0,18295
0,20499
0,23545
0,27798
0,33540
0,39590
0,48119
0,63385

0,18871
0,21135
0,249264
0,28669
0,34581
0,40825
0,49611
0,64765

Vmp(101)

243,7746
217,2253
188,7059
159,1978
131,3346
110,6859

90,4829

68,3976

243,7964
217,2447
188,7228
159,2120
131,3463
110,6958

90,4910

68,4037

243,8183
217,2642
188,7397
159,2263
131,3581
110,7057

90,4991

68,4098

243,8402
217,2838
188,7567
159,2406
131,3699
110,7157

90,5072

68,4160

Ny

Nimero total de moles en la mezcla: 0,001761,

pV

42,3226
42,3011
42,3129
42,2905
49,2750
49,2491
49,2236
42,1897

43,7525
43,7560
43,7433
43,7330
43,6958
43,7043
43,6689
43,6264

45,2168
45,2243
45,2167
45,1872
45,1716
45,1503
45,1397
45,1015

46,6647
46,6449
46,6379
46,6307
46,6181
46,5982
46,5922
46,5388

= 0,410,

= 20,00° C
n, (moles) =
0,001761,
B = — 182 mls/mol
t = 30,00° C
n, (moles) =
0,001760,
B = — 172 mls/mol
t = 40,00° C
n, (moles) =
0,001761,
B = — 159 mls/mol
t = 50,00° C
n; (moles) =
0,001760,

™
Il

— 139 mls/mol




tcﬂﬁ
20,62
21,20
21,00
20,85
20,12
20,90
20,50
20,46

27,35
27,07
27,40
26,02
26,10
26,05
26,60
26,78

97,45
27,80
28,05
26,85
97,17
27,20
27,35
28,05

927,20
27,20
26,54
26,15
26,55
26,54
26,10
925,96

ind

89,27
89,27
89,27
89,27
89,27
89,26
89,27
89,26

89,30
89,30
89,30
89,30
29,30
89,30
89,30
89,30

89,09
89,09
89,09
89,11
89,11
89,14
89,14
89,14

89,10
89,10
89,10
89,10
89,10
89,10
89,10
89,10

L

sup

201,12
217,90
241,17
272,49
305,61
352,03
432,68
612,57

204,84
292,31
246,21
278,95
313,98
361,21
444,83
630,83

208,67
926,37
251,19
284,64
320,19
369,83
455,74
647,13

212,01
230,37
256,19
290,59
327,36
378,15
466,76
663,73

TABLA VI

4.2 mezcla nitrégeno-propano

Lint

89,13
89,20
89,18
89,15
89,12
89,02
89,03
89,03

88,88
89,09
88,90
89,10
89,14
89,00
89,16
89,10

88,95
88,88
88,88
88,79
88,90
89,00
88,90
88,91

88,58
88,64
88,78
88,74
89,02
88,84
88,84
88,96

Moles de nifrégeno: 0,000623,

p(atm) ml)

\—amp(
0,14677
0,16867
0,19920
0,24029
0,28373
0,34471
0,45040
0,68609

217,2253
188,7056¢
159,1978
131,3346
110,6859
90,4829
68,3976
43,6701

0,15180
0,17439
0,20593
0,24853
0,29344
0,35639
0,46567
0,70928

217,2447
188,79228
159,2120
131,3463
110,6958
90,4910
68,4037
43,674

0,15671
0,17996
0,21245
0,25636
0,30275
0,36761
0,48021
0,73078

217,2642
188,7397
159,2263
131,3581
110,7057
90,4991
68,4098
43,6779

0,16158
0,18554
0,21916
0,26425
0,31204
0,37877
0,49479
0,75257

217,2838
188,7567
159,2406
131,3699
110,7157
90,5072
68,4160
43,6818

Nimero fofal de moles en la mezcla: 0,001347,

pV

32,3727
32,3918
32,3762
32,3608
32,3543
32,3482
32,3201
32,2610

33,4976
33,5031
33,4915
33,4874
33,4769
33,4670
33,4316
33,3870

34,5947
34,5953
34,5715
34,5763
34,5760
34,5512
34,5352
34,4822

35,7032
35,7028
35,6980
35,6792
35,6706
36,6578
35,6490
35,5975

= 0,462,

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

t = 20,00° C

n, (moles) =
0,001347,

= — 167 mls/mol

t = 30,00° C

n, (moles) =
0,001347,

= — 157 mls/mol

f = 40,00° C

n, (moles) =
0,001347,

= — 143 mls/mol

t = 50,00° C
n, (moles) =
0,001347,

= — 133 mls/mol

e o s e
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26,35
26,85
26,92
27,08
26,76
27,20
27,05

29,10
29,11
28,63
28,93
29,07
28,72
28,61

28,66
28,60
29,10
28,60
28,90
29,13
29,20

SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NITROGENO-PROPANO

b

nan

20,52
19,70
19,30
19,00
19,26
19,13
18,86

95,82
25,80
26,10
26,20
26,17
26,30
26,39

28,23
28,15
28,30
28,41
28,35
28,33
27,72

28,07
28,06
28,55
28,50
28,55
28,53
28,12

Lind

88,99
88,98
88,99
89,00
89,00
89,00
89,00

89,00
88,99
88,99
88,99
88,95
88,96
88,97

89,00
89,00
98,00
89,00
89,01
89,01
89,01

89,05
89,05
89,05
89,05
89,03
89,056
89,05

L

sup

200,81
221,11
948,37
277,19
317,50
387,87
544,73

204,46
225,68
253,63
283,50
325,34
398,45
560,14

208,11
230,06
259,06
289,99
333,20
408,16
575,68

212,01
934,38
264,20
296,14
340,72
417,85
589,36

TABLA VII

5.2 mezcla nitrégeno-propano

Lin!

88,91
88,90
88,90
88,97
88,80

88 81

88,72
88,92
88,72
88,69
88,66
88,93
88,65

88,52
88,77
88,65
88,70
88,72
88,67
88,91

88,70
88,78
88,56
88,77
88,79
88,76
88,72

Moles de nitrégeno: 0,000737,

p(atm)

0,14664
0,17328
0,20903
0,24673
0,29978
0,39197
0,569766

0,15154
0,17907
0,21591
0,25506
0,30988
0,40524
0,61729

0,15652
0,18492
0,22303
0,26344
0,31997
0,41815
0,63715

0,16139
0,19057
0,22987
0,27139
0,32971
0,43070
0,66527

\r&mD (m l)
188,7059
159,1978
131,3346
110,6859
90,4829
68,3976
43,6701

188,7228
159,2120
131,3463
110,6958
90,4910
68,4037
43,6740

188,7397
159,2263
131,3581
110,7057
90,4991
68,4098
43,6779

188,7567
159,2406
131,3699
110,7157
90,5072
68,4160
43,6818

Nimero total de moles en la mezcla : 0,001171,

L

pV

28,1614
28,1657
98,1524
28,1333
28,1331
28,1253
28,1114

29,1175
29,1154
29,0961
29,1048
29,0988
29,0849
29,0674

30,0951
30,0911
30,0802
30,0871
30,0773
30,0724
30,0436

31,0497
31,0348
31,0356
31,0272
31,0281
31,0215
30,9966

= 0,629,

B

B

B

B

= 20,00° C

n, (moles) =
0,001171,

= — 99 mls/mol

t = 80,00° C

n, (moles) =
0,001170,

= — 88 mls/mol

t = 40,00° C

N, (moles) =
0,001171,

= — 85 mls/mol

t = 50,00° C

0, (moles) =
0,001171,

= — 78 mlg/mol




t’cﬂt
18,67
18,25
18,23
18,16
18,12
18,08
18,03
18,12

23,24
23,83
23,62
23,35
23,86
23,30
23,51
23,72

23,22
24,96
24.15
24,35
24,19
24,38
24,60
24,75
24,75

25,95
26,08
26,01
25,73
925,94
95,72
95,82
26,62
25,85

24,62
24,95
24,88
25,10
25,34
925,46
925,55
25,58
25,21

Lind
88,93
88,91
88,90
88,90
88,90
88,90
88,90
88,90

89,30
89,31
89,30
89,30
89,30
89,30
89,30
89,30

89,02
89,00
89,00
88,95
88,95
88,95
88,93
88,93
88,91

89,00
89,00
89,01
89,00
89,00
89,00
89,00
89,00
89,00

Lsup
193,67
209,18
230,93
260,33
291,24
334,76
410,59
579,38

197,25
213,30
236,00
266,37
298,45
343,40
421,69
595,67

188,88
200,56
217,08
240,38
971,49
304,78
351,57
431,94
611,54

191,87
204,06
221,22
245,98
277,62
311,42
359,51
442,64
627,09

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

TABLA VIII
6.2 mezcla nitrégeno-propano

L,

e Platm) Vg, (ml) pV

88,89 0,13737 217,2253 30,3016 t = 20,00° C
88,79 0,15784 188,7059 30,3174

88,79 0,18636 159,1978 30,2960

88,78 0,22492 131,3346 30,2965 n, (moles) =
88,59 0,26569 110,6859 30,3109 0,001260,
88,58 0,32275 90,4829 30,3000

88,70 0,42203 68,3976 30,2923

88,67 0,64339 43,6701 30,2743 8 = — 49 mis/mol

88,89 0,14195 217,2447 31,3325 t = 30,00° C
88,85 0,16303 188,7228 31,3368

89,02 0,19255 159,2120 31,3205

88,95 0,23242 131,3463 31,3320 n, (moles) =
88,97 0,27441 110,6958 31,3236 0,001259,
88,90 0,33339 90,4910 31,3244

89,03 0,43579 68,4037 31,3115

88,86 0,66394 43,6740 31,3046 B = — 45 mis/mol

88,04 0,13091 243,8183 32,3813 t = 40,00° C
88,67 0,14656 217.2642 32,3660

88,58 0,16832 188,7397 32,3722

88,55 0,19888 159,2263 32,3784 n, (moles) =
88,43 0,23978 131,3581 32,3600 0,001259,
88,62 0,28314 110,7057 32,3545

88,81 0,34417 90,4991 32,3608

88,66 0,44961 68,4098 32,3530

88,65 0,68490 43,6779 32,3458 B = — 44 mls/mol

88,82 0,13495 243,8402 33,3991 t = 50,00° C
88,63 0,15116 217,2838 33,3994

88,70 0,17354 188,7567 33,3924

88,76 0,20496 159,2406 33,3854 n, (moles) =
88,79 0,24726 131,3699 33,3818 0,001259,
88,60 0,29176 110,7157 33,3727

88,756 0,35453 90,5072 33,3780

88,80 0,46332 68,4160 33,3802

88,73 0,70498 43,6818 33,3650 B = — 42 mls/mol

Moles de nitrégeno: O,‘O010209

xy, = 0,810,

Ntimero total de moles en la mezela: 0,001259,

S rp

N e A W S I kA (e

il i

g alleais

st et il R

RS

PO PSABRNITHE e

1 AT )

e

B e e Wb TSI il st St




8 SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NITROGENO-PROPANO
.3
|
;7
| o} ,
x:, Fig. 1
i
§ _100k 4 Bmizmon
i
3
; -200
"
:
_‘,. )
i -300
X —_—
N2
-400
L L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
r 0 |
Fig.2
| 100 4 Bimizmon
&
i
; -200)
-300
Xz
3 -400 2
; 1 1 1 L 1 L L 1 |
0 0,2 0,4 06 0,8 1
i
4




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

-100

Btmizmon

Fig. 3

B(mi/mot?




b

bl et o s e e

B

el

==

wilk

i S RS AR

B

M thcshondi Rore R AT A s S T

SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NITROGENO-PROPANO

Los resultados obtenidos para los SCV aparecen consignados en la tabla IX
mente con los obtenidos para los gases puros,

, junta-
sobre las curvas medias en nuestro traba-

jo anteriors). Las gréficas de las Figs. 1 a 4 muestre la variacién de los coeficientes del

virial de las mezclas con la composicién p
(20, 30, 40 y 50°C).

ara cada una de las temperaturas estudiadas

TABLA IX
zN?« Bzo Bao [3’40 Bso
0 — 409 — 382 — 355 — 329
0,1590 — 309 — 280 — 266 — 248
0,3134 — 243 — 225 — 205 — 193
0,4101 — 182 — 172 — 159 — 139
0,4625 — 167 — 157 — 143 — 133
0,6296 — 99 — 88 — 85 — 78
0,81 — 49 — 45 — 44 — 42
1 —.6, — 4, —2, —0,,

Haciendo uso de la ecuacién (3) para ajustar los datos de esta tabla, se obtienen, en
definitiva, para los SCV “mixtos”:

B, (293,16° K) = — 92 ml/mol
By, (803,16° K) = — 84 ml/mol
B, (313,16° K) = — 78 ml/mol
B, (323,16° K) = — 72 ml/mol

Reglas de combinacién

Para el modelo de L-J (12-6), las reglas de combinacién més sencillas son:

915 = (04,+05,)/2 (6, a)
T (6, b)

La primera regla se justifica por analogfa con la expresién aplicable al modelo de
las esferas rigidas; y en cuanto a la segunda, (6, b). tiene su base en el término atrac-
tivo del potencial de L-J (12-6), ya que, en efecto, segin €I:

E1a = (81 * 8p)M? (04, 05,/0,,%)° [2 (B, B))1/2/(E, +E,)] (7)

donde E, y E, representan energiag medias caracteristicas de las moléculas 1 Y 2, que
vienen a ser aproximadamente el doble de las respectivas energias de ionizacién, y se
ve inmediatamente que si 0,1 =~ 0,, Y B, ~ E, la expresién (7) revierte en la (6, b).

Otras aproximaciones —m4s completas que la regla de la media geométrica— se fundan
también en la ecmacién (7); asi suponiendo que E ~ E,, resulta:

il
Sy ( 6 ] (€11 01,° €35 055°) /2 ®)
012
0 bien, introduciendo una modificacién de tipo empiricol?) :
1 2
Sloges 3 ) (€11 011" €25 05,%)"/2 ©)
012
— 559 —
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Si se hace uso de la ecuacién de Kirkwood-Muller para el coeficiente del término en
r—¢ de lax fueras de dispersién, se tienell) para el modelo de L-J (12-6):

6 A
( 2, €59 ) ( 013 O22 ] [ (811 +225) 01251 %o (10)
€10 = AT
€11 T £g5 (T (644 ‘7116/'/.1'2) + (’522 02216/122)
donde y es la susceptibilidad magnética, y si suponemos, como antes, que ¢,, ~ o,, ¥,
ademds, que y, ~ y,, resulta la nueva regla de combinacién :

e1a = 281y £55/ (e, +250) bz

Debe hacerse observar, sin embargo, que las férmulas més completas para e, pue-
den no conducir siempre a los mejores resultados sobre todo cuando se combinan
con la regla de la media aritmética para o,,. Ademds, puede haber en muchos casos
compensaci6n de errores.

Para el modelo exp-6, se han propuesto también reglas parecidas. Las més senci-

llas son:
Yia = ('Yu + ¥55)/2 (12, @)
w1 = [(@m) 1o+ (Tw)on]1/2 (12, b)
10 = (g17 * £,0) M 12, ¢)

que se corresponden con las (6, a) y (6, b) del modelo de L-J. Otras reglas mis completas
ge basan en combinaciones correspondientes a los términos de atraccién y repulsién del
potencial molecular ; asf segiin Mason!?) :

(GH) (rp),," = exp [(G) (ry),,] (13, a)
con

1 Y11 Yaz
G = \: - S * “’ Y —r(y 'Yzz)—l/z [(I‘m)u (rm)zg]-ﬂ exp [(‘Y11+'Y23)/2]

Yo = (GEED)eE (13, b)

815 = (B1y * £59)"/?

i (¥is==9)2 ] 1/:‘(1) ( Y11 '*‘_‘{22 — 20
L (Y11 e 6) ('Yzz e 6) 2

Otra serie de reglas de combinacién es la propuesta por Srivastava y Srivastavals),
si bien, al igual que la® anteriores debe considerarse como semiempirica :

] (13, ¢)

Y 1 Y
135 [ 11 iz 'Yzz_:] (14, a)
(Ex)as 2 ki) ()
€19 = (811 822)1/2 (14, b)
812 (Tm)aa’ (217 (Pm)11® 855 (Tm) 5,517 /2

= (14, ¢)
1—6/y,,  [(@—6/y,;) (T— 6/y,,)]*/2

A continuacién se consignan los valores hallados para los pardmetros “mixtos” me-
diante las distintas reglas de combinacién antes indicadas, juntamente con las corres-
pondientes a los componentes puros:

— T —
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Fig.5




|=i=i20

(ml/mol) L
o

(]
o

- -100

300

/\ Mason y Eakin
0 Watson et al.
O Este trabajo

325

TCK)

350 7.3

—

400

(13)
“Reglas de \ / L¥(Bex Brek
combihacior® v
(12) 69
(13) 409
14) 10,4

Fig. 6




SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DEL SISTEMA NITROGENO-PROPANO

TABLA X

Gas Modelo Regla y o 7 elk
NIEEOEenof Seimitii i L-J — 3,739 4,197 95,4
PDropang: i Gl s L-J — 5,403 6,065 249,56
MezZelal e ol L-J (6) S, 4,571 5,131 154,3
Mezclansse fo i L-J (7) — 4 571 5,131 137,56
Mezalght 0o 50 U Ty ®) — 4,571 5,181 139,5
Mezelad- o)t L-J 9) — 4,571 5,131 146,7
IMezAlaMHEN St el L-J (10) = 4,571 5,131 134,6
Mezclalp bl i bl T (11) e 4,571 5,181 138,1
Nitrogenol . ... 0. v i exp-6 30,0 3,426 3,675 161,0
Propanoiliz:iisstemis s n exp-6 24,0 4.760 5,163 4114
IMezcla/misalin sl e exp-6 (12) 27,0 4,099 4,419 257 ,4
Mezelaifivs: wiaiaiii s i exp-6 (13) 26,7 3,870 4,174 332,1
Mezala, i exp 6 (14) 28,0 4,057 4,366 957,4

Con los parémetros asi calculados, se han determinado las curvas tedricas B-T ha-
ciendo mso de los correspondientes valores reducidos tabulados por Bird y Spotz'4) para
el modelo L-J (12-6), y por Sherwood y Prausnitz!5) para el exp-6. Dichas curvas apare-
cen representadas en las Figs. 5 y 6, en las cuales se indica también las desviaciones
de los valores experimentales respecto a los teéricos, para cada una de laz reglas de
combinacién, habiéndose estimado, a la hora de asignar los “pesos” (w,), que la impre-
cisi6n experimental de B para las medidas a altas presiones (las de 399,32 y 42205° K)
viene a ser diez veces la de los restantes,

Conclusiones

En ausencia de més datos experimentales resulta dificil establecer cuél de las rela-
ciones de combinacién es la que mejor reproduce el comportamiento de la mezela. Aun-
que pudiera pensarse que las reglas mds completas como las (7) y (10) en el modelo
de L-J deberian ser las més correctas, ya se ha indicado que no siempre conducen a los
mejores resultados; en este caso parecen dar valores poco negativos. Por el contrario,
lag més simplificadas (6) y (9), son las gue mas ajustan a los puntos experimentales, si
bien no es cierto extraer de ello consecuencias de alcance general, ya que no lo permite
el escaso nmimero de puntos experimentales, ni el corto intervalo de temperaturas estu-
diado.

Para el modelo exp-6, la Fig. 6 demuestra que cualquiera de las dos series de reglas
(12) 6 (14) puede ser aceptable.
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ESTUDIO DE ALGUNOS OXINATOS COMPLEJOS DE IONES
DE LOS METALES DE TRANSICION

II.—Comportamiento espectroscopico en las zonas del visible y ultravioleta
de algunos «6xinatos» de Ni?t y Co2t*

POR
F. G6meEz BeLtrAN, A. Roy, L. A. Oro y F. Paracio

Departamento de Quimica Inorganica. Citedra de Quimica Inorgédnica Estructural.
Centro Coordinado con el C. S. I. C. Facultad de Ciencias. Zaragoza

Summary

In order to explain the magnetochemical behaviours observed in the series of nickel
(1) and cobalt (II) “oxinates” studied by Gémez-Beltrdn, Oro y Pisa (2), spectral measu-
rements in the visible and ultraviolet ranges have been carried out.

The collected data permit us to conclude that the complexes reflectance visible spec-
tra (d-d transitions) and ultraviolet “oxinate” charge transfer bands do not support the
chemical and magnetic evidence found in (2).

From the calculated values of 10 Dq and p (dipole moment) information about the
complexing capacity of the “oxinate” ion is obtained.

Introduccion

En 1966, Morpurgo L. y Williams R. J. P. (1) publican un trabajo en el que estu-
dian los espectros, en las zonas del visible y ultravioleta, de una serie de complejos
formados por Ni*+ y Cu2t con derivados de la 8-hidroxiquinoleina. El propésito de su
estudio era “descubrir si hay algin paralelo entre los desplazamientos de bandas y cam-
bios de intensidad de las transiciones y si existe alguna relacién entre cambios en el
espectro de los ligandos, = —> 7%, y el de los iones metdlicos, espectro d-d. En parti-
cular este estudio podria indicar la fuerza de la interaccién z entre los orbitales d con
el sistema de electrones 7 de un ligando”.

En un trabajo anterior, algunos de nosotros (2) hemos estudiado los comportamientos
magnetoquimicos de una serie de complejos de Ni*+ y Co2t con distintos derivados de
la 8-hidroxiquinoleina y de los resultados obtenidos se deduce gque los sustituyentes en
el grupo fundamental de la oxina modifican sustancialmente la interacci6n “orbitales
del i6n central —sistema de electrones 7 del ligando” pues, en el caso del niquel se
producen complejos para— o diamagnéticos seglin cual sea la “oxina” empleada y en el
de los de Co2* existe una variaci6n del valor del momento del i6n cobalto que puede
atribuirse a la misma causa. A la vista de estos hechos parece pues interesante com-
parar las conclusiones de Morpurgo y Williams con nuestros resultados.

* En este trabajo se recogen partes de las Tesis Doctorales de L. A. Oro y A. Roy.
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Estos autores (M. y W.) estudian en su trabajo los espectros V-UV de catorce “oxi-
nas” distintas. Utilizan para los ligandos puros distintos disolventes, Cl,CH, KOH 0,1 N y
ClO,H 1 N. También estudian dieciséis “oxinatos” de Cu** disueltos en piridina, catorce
“oxinatos” de Cu2t disueltos en dioxano y cloroformo, trece “oxinatos” de niquel diva-
lente disueltos en piridina y doce “oxinatos” de Ni?t disueltos en benceno. Del andlisis
de las bandas aparecidas en cada caso deducen una serie de conclusiones interesantes
sobre la disposicién espacial de los ligandos alrededor del ién central y, sobre todo, de-
terminan un grado variable de interaccién 7 entre el catién y el anillo de quinoleina,
interaccién que les permite colocar los ligandos en orden. Tal orden debe de coincidir
con la “tendencia” de cada “oxina” a formar complejos planocuadrados diamagnélicos
con el Niz+. Sin embargo, esta coincidencia no existe, al menos en el grado que podria
esperarse. Por ello, hemos repetido en parte algunas de las medidas experimentales he-
chas por estos autores y hemos realizado otras nuevas con el fin de ver si era posible
hallar las razones de eslta falta de acuerdo toda vez que los hechos magnetoquimicos des-
critos en (2) parecen indiscutibles.

Parte experimental

Los complejos de Ni2t y Co?t empleados son los que se obtuvieron para realizar
medidas de susceptibilidades magnéticas. Su preparacién y andlisis se describen en (2).

Espectros en las regiones del visible y ultravioleta

a) ESPECTROS DE LOS COMPLEJOS EN ESTADO SOLIDO

Se llevaron a cabo en un espectrofotémetro Beckman DU provisto de cabezal de
opacos, por el método de reflectancia difusa. Como patrén de reflectancia elegimos el
CO,Mg, pues si bien el MgO es el cuerpo que se recomienda como sustancia m4s idénea,
presenta el inconveniente, que no tiene el carbonato de magnesio, de perder rdpidamente
las propiedades difusoras de su superficie.

El carbonato de magnesio tiene, frente al 6xido de magnesio, un poder difusor del
98 9, pero, dado que la realizacién préctica de un espectro requiere unas ftres horas,
preferimos perder un poco en poder difusor del blanco a fin de estar seguros de la
estabilidad temporal de la superficie de referencia. Como, de cualquier modo, los va-
lores de reflectancia, sea cual sea el blanco empleado, son relativos, el eligir un patrén
u ofro no disminuye la informaci6n que puede obtenerse de un espectro por reflexién
y que se circunseribe, unicamente, a la posicion de los mdximos de absorcién del
compuesto.

Tanto el 6xido, como el carbonato de magnesgio actiian como blancos de reflexién
en la zona de 9000 a 27000 cm.—! pues, hacia 27000 cm.~! estas sustancias comienzan
a presentar absorciones muy apreciables, fenémeno que determina la imposibilidad de
ajustar a cero el instrumento ain con la méxima abertura de su rendija de entrada.
Asi pues, los espectros realizados lo fueron en la zona de 9000 a 27000 cm.~'. Esta
gituacién parece irremediable toda vez que no hemos encontrado en la bibliografia a
nuestro alcance menci6n alguna respecto a patrones de reflexién en el ultravioleta.

Aunque en esfa zona del espectro encontramos algunos de los datos necesarios para
el estudio que nos proponemos hacer, la circunstancia de que lag bandas de tramsfe-
rencia de carga existentes en los complejos estudiados aparecen desde 20000 cm.—!
hacia frecuencias mayores, nos llevé a obtener los espectros en disolucién.
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b) FESPECTROS EN DISOLUCION

Los “oxinatos” preparados son insolubles en todo tipo de disolventes polares y no
polares, y en aquellos pocos en los que se disuelven en cantidades adecuadas para gque
ge pongan de manifiesto sus bandas de intensidad mas débil (bandas d-d del complejo
cuyos ¢ méximo ~ 5) es a costa de sustituir las dos moléculas de agua existentes
en los complejos octaédricos por dos moléculas del disolvente (piridina p. ej.). Sin em-
bargo, encontramos un disolvente, el alcohol isopropilico, en el que los “oxinatos” de
niquel y cobalto se disuelven lo suficiente para poder llevar a cabo los espectros en la
zona del ultravioleta préximo y hallar las posiciones de sus intensas (g o~z 10*) bandas
de transferencia de carga. Dado que, presumiblemente, las capacidades complejantes
del agua y del alcohol serdn muy parecidas, los espectros de transferencia de carga
obtenidos presentardn las bandas en longitudes de onda que se puede aceptar que son
las correspondientes a los complejos formados por dos “oxinatos” y dos moléculags de
agua. Por ello, creimos interesante obtener estos espectros, con el fin de comparar la
secuencia de enlace 7 creciente que de ellos puede deducirse con la correspondiente
obtenida de los espectros de los “oxinatos” complejos que contienen dos grupos piridina
en su molécula.

Resultados obtenidos

La tabla I recoge las posiciones de los mdaximos de absorcién correspondientes a las
bandas que aparecen en los complejos sélidos octaédricos y paramagnéticos de niquel (II)
de férmula Ni [“oxinato”],.2H,0. Se han dividido en dos grupos segiin que las “oxinas”
empleadas como quelante fuesen de tipo a) o b) (2).

TABLA I

Posiciones de los maximos de abspreién de “oxinatos” complejos de Ni (II), octaédri-
cos y paramagnéticos, en estado sélido.

Tipo de “ozxina” Ligando Longitudes de onda en cm.—1

550, 71 9250 10520 15380
550, 9090 12050 17550
9090 12500 16530
8890 11760 17100
8890 11430 16950

= - 16670
9620 10750 17390
9090 — 16130

5,7Cl, 9090 10810 16130 20620
5Cl, 7Br — 10810 16950 20400
5,7 Br, 10810 16670 20400

b) &
\5C1, 71 9300 - 16400 20400

* El espectro del complejo de férmula Ni [5 bromo 8-hidroxiguinoleinato],.2H,0 no permite asig-
nar las bandas de 9000 y 11000 cm.-1.

La tabla II resume las posiciones de lags bandas de absorcién de los complejos de co-
balto (II) octaédricos de férmula general Co [“oxinato”],.2H,0. En este caso como se dijo
en (2) todas las oxinas son de tipo a) frente a este i6n.
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Posiciones de los médximos de absorci6n de “oxinatos” complejos de Co (II) octaédri-
cos y con momento magnético comprendido entre 4 y 5 magnetones de Bohr, en estado
sélido.

TABLA II

Ligando Longitudes de onda en cm.=!

Oxina 9346 20619 (26000)
5C] oxina 9091 19802 (26000)
5Br oxina — — —

5CH, oxina 9434 20203 (26000)
550,~ oxina 9434 20833 (26000)
550,-, 71 oxina 9259 20408 (26000)
5,7Cl, oxina 9390 19609 (26000)
5Cl, 7Br oxina 9091 20000 (26000)
5,7Br, oxina 9091 19802 (26000)
5Cl, 71 oxina 9009 19608 (26000)
5,7 1, oxina 9009 19608 (26000)

La forma que presentan estos espectros se ve en la fig
curvas, 9% reflectancia contra longitud de onda en cm.-1 para los complejos Co [5-cloro

8-hidroxiquinoleinato],.2H,0 y Ni [5-cloro 8-hidroxiquinoleinato],.2H,0.
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Tanto en los complejos reseiiados en la tabla I como en los recogidos en la tabla II la
asignaci6n de las frecuencias de las bandas de 9000 cm.=! es bastante imprecisa, debido
a que son muy anchas y de muy baja intensidad.

Por otro lado, las frecuencias de las bandas que aparecen en la zona de 26000 cm.~?
son todavia més inexactas, pues no puede obtenerse a partir de los datos experimentales
la localizacién precisa de sus mdximos de absorcién. El hecho de que el aparato de me-
dida resulte inuitil por encima de 27000 cm.—! y la circunstancia de que la banda de
26000 em.—! es muy intensa, contribuyen a este resultado. Por ello, los valores dados
girven unicamente para indicar que en dicha zona existe una banda de absorcién muy
fuerte. e 1

En la tabla III, se recogen las posiciones de las bandas que aparecen en los espectros
de los complejos diamagnéticos de Ni*+ obtenidos por reflectancia difusa.

TABLA III

Bandas de absorcién de “oxinatos” complejos de Ni*+ diamagnéticos en estado sélido.

Ligando y em~!
5,7 Cl, oxina 16670 20830 —
5 (Cl, 7Br oxina 16670 20830 —
5,7 Br, oxina 17090 20830 —
5 Cl, 7I oxina 16810 20620 (25000)
5,7 1, oxina 17090 20400 —
10000 15000 20000
cm?
°/.R
80f
60
40+
5,7 dibromo oxinato de Nil(ll) anhidro
20
Amp)
1000 800 500 00

Fic. 2
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De las bandas de baja frecuencia resefiadas en la tabla III, la de 17000 cm.—! aparece
como un hombro de la de 21000 cm.~1. La figura 2 muestra la forma general de los
espectros por reflexién de los complejos diamagnéticos de Ni*t obtenidos.

En la tabla IV se recogen los espectros, en la zona de 20000 a 33000 cm.—! de los
complejos de niquel (II) disueltos en piridina. Estos espectros, se llevaron a cabo a pesar
de que, como ya hemos indicado, en el trabajo de Morpurgo y Williams (1) se recogen
los mismos espectros para algunos de nuestros “oxinatos” de niquel. Sin embargo, a fin
de disponer de datos en forma comparable en todos los casos, los repetimos, aunque sélo
en la zona del ultravioleta. En la primera columna de la tabla IV se incluyen también las
frecuencias de las bandas de 24000 cm.~! tomadas de (1). Comparando ambos datos pue-
de verse el grado de reproducibilidad de los resultados experimentales.

TABLA IV

Espectros de absorcién de “oxinatos” complejos de niquel disueltos en piridina.

Sustituyente § cm.~?! y cm. ! g*1073 y cm. ! g:1072 yom. !
H 24570 24390 — 28900 — (29850)
5F 23530 23530 7.8 28010 11.0 (28990)
5Cl — 23590 9.7 28250 9.5 (29410)
5Br 23700 23750 9.8 28330 927 (29410)
5CH, 23580 23470 7.3 28090 957 (29410)
oNH-CO-CH, — 23700 8.4 28410 79 (29590)
530,-, 71 — 24690 = 28740 = (29940)
5,7Cl, 24100 24040 9.1 28330 10.7 (29410)
5CL,7Br — 24100 9.0 28250 11.7 (29150)
5,7Br, 24150 24040 8.9 28330 10.4 (29410)
5CL 71 24040 23920 8.7 28010 11.7 (29070)
5,71, 23980 23920 — 27930 = (28900)

Las bandas de 29000 c¢m.~! resefiadas en la tabla IV son realmente hombros de las
bandas de 28000 cm.~!. Por ello, los valores dados, no son ofra cosa que estimaciones
y carecen de precisién.

La tabla V resume los datos de posicién de las bandas que aparecen entre 20000
y 33000 cm.! en los espectros de los “oxinatos” de niquel disueltos en alcohol isopropi-
lico. Al igual que en el caso de los complejos de Ni (II) disueltos en piridina, las bandas
de 30000 cm.~* resefadas son los hombros de Ias bandas de 28000 c¢m.—1.

Los “oxinatos” de niquel preparados que no aparecen en la tabla V no se disolvieron
lo suficiente en alcohol isopropilico para poder determinarles sus espectros de absorcién.

En la fig. 3 se ve la forma que presenta los espectros de los complejos Ni [8-hidroxi-
quinoleinato],.2H,0 disuelto en alcohol isopropilico y Ni [8-hidroxiquinoleinato],.2 piri-
dina disuelto en piridina, Estas formas se repiten, con ligeras variantes, en los demés
casos.
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Bandas de absorcién que presenta en la zona 20000 a 33000 cm.-! los

20000 25000 30000 35000

S cm’

N

o1 Niloxina), 2pyridina ~ ——
80 Niloxinal, 2isopropilico — ——
60
4O
20+

1 4
500 400 300
Fic. 3
TABLA V

octaédricos de Ni** disueltos en aleohol isopropilico.

“oxinatos”

Sustituyente v em. ! s OT v cm;, ! e+10-3 y cm. !
5H 26670 4.5 29590 3.8 (31250)
5F 24810 5.3 28900 4.9 (30030)
5C1 24690 7.0 28900 4.9 (30030)
5Br 24690 7.0 28900 5.1 (30030)
5CH, 24450 4.4 28990 4.6 (29940)
5,7Cl, 24880 6.2 28820 6.1 (30300)
5Cl, 7Br 24880 — 28740 — (29940)
5,7Br 24880 3.3 28820 3.3 (29850)
5C1, 71 24750 — 28410 — (29940)
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La tabla VI recoge las posiciones de los mé<imos de absorcién en la zona 20000 a
33000 cm.-! de los “oxinatos” complejos de Co** disueltos en piridina.

TABLA VI

Bandas de absorcién que presentan en la zona de 20000 a 33000 cm.—! los “oxinatos”
octaédricos de Co2* disueltos en piridina.

Sustituyente §cm. ! g-103 y cm. 7t £+10-3 gem.~!
5H 24690 8.2 29150 8.8 (30300)
5C1 23920 = 28740 — (29850)
5Br 23920 12.0 28740 11.7 (29850)
5CH, 23580 8.2 28410 8.5 =
580,~, 71 25130 — 28990 — (29670)
5,7Cl, 24210 8.9 28410 9.7 (28990)
5Cl, 7Br 24150 9.4 28330 10.9 (29240)
5,7Br, 24210 )l 28410 10.4 (29330)
5Cl1, 71 24100 8.8 28010 10.7 (28540)
b 23980 7.6 28250 9.7 (28990)

La forma de los espectros UV de los complejos de férmula Co [“oxinato”],.2 piridina
es andloga a la de los correspondientes complejos de niquel de la fig. 3.

Discusion de los resultados

a) BANDAS EN LA ZONA DEL ULTRAVIOLETA

En el trabajo ya indicado de Morpurgo y Williams (1) se pueden separar dos partes
que, aunque conducentes al mismo fin, presentan caracteristicas distintas. La primera se
refiere a la identificaci6n de las bandas de alta itnensidad (g ~~6000-7000) que aparecen
en los espectros de los “oxinatos” metélicos y la segunda a la utilizacién de sus posi-
ciones e intensidades para la determinacién de “un orden creciente de interaccién =
entre los ligandos y el i6n central.

Para la identificacién de las dos bandas que aparecen en el espectro de log complejos
de Ni**+ en la zona de 20000 a 35000 cm.—1 (ver fig. 3) estos autores hacen uso de la
asignaci6n hecha por Perkampus y Kortum (3) de las bandas existentes en esta misma
zona en el ani6n 8-hidroxiquinoleinato.

Segin Perkampus y Kortum, las bandas de aproximadamente 31000 cm.—! que apare-
cen en la 8-hidroxiquinoleina neutra corresponden a las dos transiciones 1L, y 'L, situa-
das en 31000 y 31500 cm.—! respectivamente. La banda L, aparece como un miximo de
absorcién un poco més débil, cuya posicién “es muy dificil de colegir con los medios
normales de trabajo”.

Todas las 8-hidroxiquinoleinas empleadas en nuestro estudio presentan, segiin Mor-
purgo y Williams (1), el mismo tipo de espectro que el de la propia 8-hidroxiquinolefna
y, asi, en disolucién en cloroformo, la tabla 3 del trabajo de estos autores recoge las
posiciones de los méximos 'L, y L,. Curiosamente sin embargo, s6lo en el caso de la
propia oxina dan las frecuencias correspondientes a dos méximos de absorcién mientras
que, en las oxinas sustituidas, sélo resefian uno. Da la impresgién, como indican Per-
kampus y Kortum, que ambas bandas estin tan préximas en estos compuestog que no
es posible separarlas con la técnica y aparato empleados.
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La transicién L, identificada por Perkampus y Kortum es la de mayor longitud de
onda, mientras que la 1L, aparece, por lo general, como un hombro de la anterior en la
zona de las altas frecuencias. Asi sucede p. ej. en algunas oxinag sustituidas cuyos espec-
trog hemos hecho empleando distintos disolventes (aleohol etilico, cloroformo y piridina).
Estas dos bandas parecen corresponder a trénsitos 7 — #* (1) y presentan coeficientes de
extineién de 2500-3000.

Al disolver la 8-hidroxiquinolefna en KOH 0.1 N el espectro del anién 8-hidroxiquino-
leinato presenta, segin estos autores, las mismas bandas L, y *L,, pero su posicién
sufre un desplazamiento batocrémico de 3100 em.—! para la primera y de 1600 cm.=?
para la segunda. De forma algo parecida, al disolver la oxina en CIOH 1N, el catién
8-hidroxiquinoleina presenta también dos bandas, las ya citadas 'L, y ?L,, cuyas posi-
ciones han sufrido un desplazamiento batocrémico de 1600 cm.~! en la banda 'L, y ofro
practicamente nulo (~~ 100 em.=?) en la 1Ly.

El comportamiento es comparable en el caso de las oxinas sustituidas y, asi, del tra-
bajo de Morpurgo y Williams (1), tablag 1 y 2, se deduce que la banda 'I; sufre un
desplazamiento batocrémico promedio de unos 3400 cm.~! al pasar éstas de la forma
neutra a la aniénica, mientras que la banda !L, se desplaza en el mismo sentido
1300 cm.=1. Por su parte, en el paso OxH a OxH,* la banda *L, sufre, en promedio, un
desplazamiento batocrémico de 3500 cm.—!, mientras que la 'L, précticamente no se
mueve**,

Cuando las “oxinas” forman complejos con iones metdlicos, de transicién o no, la
estructura del espectro en la zona de 20000 a 35000 cm.—! no cambia de aspecto respecto
a la que tiene en el caso de los “oxinatos” de los metales alcalinos. Asi, en el caso de los
complejos de Mn2+, Co2t, Ni2+, Cu2t y Zn?+ aparecen tres bandas cuyas posiciomes se
dan en la tabla VII para los compuestos octaédricos de férmula Me [8-hidroxiquinolei-
nato],.2 piridina.

TABLA VII

Espectro UV de algunos oxinatos complejos de férmula Me [8-hidroxiquinolei-
nato],.2 piridina.

BaAnNDAS cm.7?

Complejo 1 2 Hombro
Mn2+ 24570 28820 e
Co2+ 24690 29150 30300
Niz+ 24390 28900 29850
Cuzt 24450 29410 2L
Zn2+ 24870 29240 30490

Morpurgo y Williams identifican la banda 1 con la 'L, y la 2 con la L, y no dicen
nada sober el hombro de altas frecuencias de esta banda L.

De acuerdo con estas identificaciones, la formacién de los complejos anteriores ha
desplazado batocrémicamente la banda 'L, 7660 cm.—! en promedio sobre la frecuencia
que presenta esta misma banda en la 8-hidroxiquinoleina neutra disuelta en piridina.

Un comportamiento comparable manifiestan los complejos de Ni%*+ y Co?* octaédricos
formados por los distintos derivados de la oxina estudiados en este trabajo pues, como

*% Para hallar estos desplazamientos promedio hemos tomado las frecuencias que dan Morpurgo
y Williams para las 5 metil, 5 halogen y 5,7 dihalogen 8-hidroxiquinoleinas y como promedio de la
banda 'Ly en las «oxinas» neutras hemos tomado la frecuencia promedio de las bandas *L,. El hecho
de que estos autores no den valores para la transicién Lj en las «oxinas» neutras parece que per-
mite esta aproximacién.
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puede verse en las fablas IV, V y VI, aparecen lag tres bandas citadas en lodos los
¢asos.

En principio podria pensarse que los espectros de los “oxinatos” complejos de iones
metalicos son distintos que los de las sales potédsicas de lag “oxinas” toda vez que, los
autores citados (1), no nombran el hombro de altas frecuencias que aparece en la banda
L. Sin embargo, observando los espectros que dan Perkampus y Kortum en su trabajo
(3) se halla que, tanfo en disolucién dcida como en alcalina, la banda que denominan L
en la 8-hidroxiquinoleina presenta un hombro en la zona de las altas frecuencias. Este
hombro, de intensidad siempre un poco menor que la de la banda principal, estd despla-
zado unos 500 a 1000 em.—?, valor muy parecido al que separa entre si las frecuencias
de las bandas 'L, y 'L, asignadas para la 8-hidrogquinoleina en estado neutro.

A la vista de este hecho se podria pensar que tanto en las “oxinas” en las formas
Cx- y Ox H,* como en las “oxinas” en los complejos Ox,Me (en cierto sentido, mezcla
de “oxina” catiénica y ani6nica) la asignacién de la banda intensa de menor frecuen-
cia al transito 'L, pudiera no ser totalmente correcta, ya que se desplaza demasiado para
ser un trénsito  — #*. Se podria establecer la hip6tesis de que la banda 'L, asignada
por todos estos autores en los espectros UV de loz cationes y aniones de lag “oxinas”,
pudiera ser mis bien una suma (banda principal y hombro) que contendria las dos
bandas = — #*, 'L, y 'L,, v que la banda de mayor longitud de onda, asignada como
L, seria una nueva transicién de transferencia de carga, n —- ¥, desde el oxigeno fe-
nélico disociado al anillo heterociclico o desde el oxigeno del grupo —OH al anillo pro-
tonado. Si esto fuera asi, se podria decir que, tanto la banda 'L, como la 'L, (ambas
7 —> %) se mueven poco como consecuencia de la disociacién de las “oxinas”. Esta hi-
pGtesis parece bastante razonable en prineipio, pues a quien afectard fundamentalmente
la digociacién acida serd al grupo —OH y la bésica lo hard al N del heterociclo.

Esta propuesta estd ya prevista en el trabajo de Morpurgo y Williams pues afirman :
“que se puede demostrar empiricamente que la transicién llamada 'L, en el “oxinato”
posee un fuerte cardcter de transferencia de carga del —O- al anillo heterociclico” pues
“el efecto del pH demuestra esto”. s

Discriminar si la banda de largas longitudes de onda que aparece en el anion Ox— es
la 'L, con fuerte caracter n — z* 0 si es una nueva banda n —- z* pura, parece muy
dificil en principio, pero la propuesia de que s6lo se debe a un frénsito fenolato-anillo
tiene ciertas ventajas a priori, ya que una transici6n mezcla de # — z* y n —> z* debe
de ser mas dificil de relacionar con el grado de enlace 7 oxigeno-i6n metélico que si es
una fransicion n — z* pura.

En los complejos que forman las “oxinas” con Ni?+ y dos moléculas de agua o de al-
cohol (tabla V de este trabajo) el aspecto general de los espectrog ultravioleta en la zona
de 24000 a 30000 cm.—! es andlogo al discutido hasta ahora, apareciendo una banda inten-
sa hacia 25000 cm.-! que puede asignarse al frdmsito n — #z* (L, con fuerte com-
ponente de transferencia de carga) y dos bandas muy préximas, trénsitos 7 — z* (banda
'L,). Esta forma general corrobora todo lo discutido.

Cuando algunas “oxinas” forman con el Ni*t complejos diamagnéticos planocuadrados
Morpurgo y Williams (1) parece (ue indican que la banda intensa que aparece en Sus
espectros en disolucion en benceno hacia 20000 cm.~!, es la misma transicién 'L, que
se ha desplazado hacia frecuencias menores como consecuencia de la fuerte interaccién r
existente en estos complejos entre los ligandos y el i6n central. Sin embargo, tal asigna-
cién tampoco es absolutamente indiscutible.

De los espectros en estado sélido (tabla III de este trabajo) de los “oxinatos” com-
plejos de Ni?t+ diamagnéticos, se deduce la existencia de una banda de absorcién muy
intensa en 20000 cm.~!, banda que, sin duda, es la que asignan Morpurgo y Williams en
las disoluciones bencénicas. Ahora bien, dada la pequena solubilidad en benceno de los
complejos diamagnéticos de Ni*+ que hemos preparado, nos ha sido imposible establecer
la forma general del espectro ultravioleta de estos compuestos en este disolvente y, por
ello, constatar que no existe en ellos otra transicién en 25000 ¢cm.-!, asi como determinar
su intensidad a fin de comprobar que es andloga a la de la banda n — 7* que aparece
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en los complejos octaédricos ‘del mismo catién. En este sentido, decir que es la misma
banda 1L, desplazada hacia frecuencias menores, como hacen Morpurgo y Williams, es
s6lo una hipo6tesis.

Resumiendo todos los hechos apuntados y aceptando la hipé6tesis de Morpurgo Yy
Williams acerca de la asignacién de la banda 1L, en complejos diamagnéticos de Ni2t,
resultan para estos trénsitos el conjunto de frecuencias que se resume en la tabla VIIIL.

TABLA VIII

Transiciones de alta intensidad para “oxinas” y “oxinatos” metélicos en la zona de

20000 a 35000 cm.—1.

Transiciones cm.—!

Compuesto 0 T e

* “Oxinas’” neufras ... ... 30570 31500
“Oxinatos” alcalinos de férmula K [ oxi-
nato”] ... 27220 29260
Cationes OxH 4 26980 31310
* “Oxinatos” octaédricos de \1"+ de fér-
mula Ni [“oxinato”],.2 alcohol ... ... .. 24970 28900
“Oxinatos” octaédricos de Ni2+ de férmu—
la Ni [“oxinato”],.2 piridina ... 23930 28300
“Oxinatos” octaédricos de Co2+ de férmu-
la Co [ omnato] -2 piridina :.. ... 24220 28580
“Oxinatos” octaédricos de Cu2+ de férmu-
la Cu [“oxinato”],.2 piridina ... ... ... ... 23830 28880
“Oxinatos” planocuadrados de Ni2t+ de
férmula Ni [“oxinato”], ... 20960 28910
“Oxinatos” octaédricos de 7u’+ Y
Mn?+ de f6rmula general 57n"+ 24870 29240 4370
Me [8 - hidroxiquinoleinato]),

2 piridina ( Mn2+ 24570 28820 4250

** Se dan los v promedios para las «oxinas» estudiadas en este trabajo tomando los valores de
frecuencias existentes en las tablas 1, 2 y 3 de (1).

**% Se dan las by} promedio de los complejos formados por todas las «oxinas» resefiadas en las
tablas IV, V y VI de este trabajo.

# Se dan las 5} promedio para los complejos formados por 8-hidroxiquinoleina, 5 metil, 5 halogen
y 5,7 dihalogen 8-hidroxiquinoleina.

#% Se dan las 9 promedio para los complejos de Ni2+ formados por 5,7 dihalogen «oxinas». (Tabla
7 del trabajo de Morpurgo y Williams (1)).

De lag frecuencias resefiadas en la tabla VIII y de todas las hip6tesis discutidas ante-
riormente se deducen los hechos siguientes:

“La banda L, se desplaza hacia frecuencias menores segin la giguiente se-
cuencia :

“Oxinas” neutras —> anién “oxinato” —> catién “oxinio” — “Oxinatos” octaédri-
cos de férmula Ni [“oxinato”],.2 alcohol —- “oxinatos” octaédricos de Co%+, Nizt,
Zn?+, Mn * y Cu?t de férmula Me [“oxinato” ’],-2 piridina —- “Oxinatos” de Ni*t

planocuadrados.
La banda 'L, se desplaza también hacia frecuencias menores, pero mucho me-

nos que la L7




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Con ellos, y teniendo en cuenta que la creciente interaccién s ligando-metal conduce
a complejos planocuadrados en el caso de los “oxinatos” de Ni*t, resulta claro el crite-
rio de Morpurgo y Williamg (1) de que “podemos usar las separaciones enfre las tran-
siciones L, y 1L, de (tales) complejos como medidas groseras del enlace 7 entre cationes
y el anillo”. Asi, resulta que en el caso de complejos de Co2+, Ni*+ y Cu2t de f6rmula
Me [“oxinato”],.2 piridina la secuencia de creciente enlace s metal-ligando serd:

Co [“oxinato”],.2 piridina ~ Ni [“oxinato”],.2 piridina <& Gu [“oxinato”],.2 piridina.

Secuencia que estd de acuerdo s6lo en parte con los hechos empiricos, pues el i6n co-
bre forma ficilmente complejos planocuadrados con casi todas las oxinas estudiadas¥, el
niquel divalente lo hace fécilmente con algunas y el cobalto (II) no lo hace con ninguna
de ellas.

Los datos de la tabla VIII ponen de manifiesto sin embargo un hecho que estd atn
m4s en desacuerdo con esta interpretacién. En los complejos de Ni (II) de férmula
Ni [“oxinato”],.2 isopropilico, la separacion A (1L, — L,) indica que, en ellos, la inter-
accién 7 ligando-i6n metdlico debe de ser menor que en los de formula Ni [“oxinato”],.2 pi-
ridina. Ahora bien, la idea de Gray (4) sobre formacién de complejos planocuadrados con
Ni2t esti en contra de ello, pues debido al menor poder donor del alcohol isopropilico
como ligando si se le compara con la piridina, el catién Ni [piridina]/>+ debe de tener
menos disponible al orbital 4p, del Ni2t para formar un “sistema r en anillo” con las
dos moléculas de “oxinato” colocadas en un plano que el catién Ni [isopropilico],?+. Ello
significa que la A (1L, — L,) en los complejos Ni [“oxinato”],.2 isopropilico debiera de ser
mayor que la correspondiente de los Ni [“oxinato”],. 2 piridina.

Si a pesar de estos desacuerdos se pretende Ilevar este criterio a sus iltimas conse-
cuencias dentro de una serie de complejos metdlicos octaédricos como la de los com-
puestos de férmula Ni [“oxinato”],.2 piridina, con el fin de ordenar las “oxinas” en un
orden creciente de enlaces 7 i6n metélico-ligando, se encuentra que falla totalmente.

Dentro de las oxinas estudiadas hemos hecho en (2) una clasificaci6n :

“oxinas” que nunca forman complejos planocuadrados con Ni2t; tipo a)

>

“oxinas” que forman complejos planocuadrados con Ni2t; tipos b) y c¢)

De acuerdo con el criterio antes enunciado los “oxinatos” complejos de Ni2+ formados
por las “oxinas” tipos b) y c) debieran presentar un A (*L, — !L)) mayor que el de los
correspondientes complejos formados por las oxinas tipo a). Sin embargo, sucede total-
mente al revés.

Si se observan los valores de las frecuencias de lag bandas 'L, y 'L, que aparecen
en la tabla IV se encuentra que los complejos formados por 5 halogen, 5 metil y 5 aceta-
mido 8-hidroxiquinoleina, presentan un A (L, — 'L,) del orden de 4610 cm.-1, el de la
8-hidroxiquinolefna lo presenta de 4510 em.-! y los de las 5,7-dihalogen oxinas lo pre-
sentan de 4170 cm.—! es decir, seglin estos valores, las monohalogen oxinas debieran
de ser mejores formadores de complejos planocuadrados de niquel que las 5,7-dihalogen
oxinas.

En el caso de los complejog de Cu?*+ de férmula Cu [“oxinato”],.2 piridina, los datos
de la tabla 4 del trabajo de Morpurgo y Williams (1) conducen a un resultado anélo-
go. La A promedio para los complejos formados por 5 halogen y 5 metil oxina es de
5220 cm.—! (entre 5120 y 5380 cm.—!), para el formado por la 8-hidroxiquinoleina es de
4900 cm.=! y para los complejos de las 5,7-diaholgen oxinas es de 4640 cm.-1 en pro-
medio (entre 4420 y 4780 cm.™1).

Un hecho andlogo se produce en los complejos de Co2+, pues alli (tabla VI) Ia
A (L, — L,) es de 4930 cm.~! para los compuestos de f6rmula Co [“oxinato”],.2 piridina
formados por 5-halogen oxinas, de 4460 cm.-* para el formado por la 8-hidroxiquinolefna
y de 4150 cm.-! para los formados por 5,7-dihalogen 8-hidroxiquinolefnas,

* Resultados a publicar préximamente.
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Estos resultados, que son significativos ya que la imprecisién en la determinacién de
las posiciones de los méximos de las bandas L, y 'L, es de 150 em.~?, invalidan seria-
mente la utilidad de las A (L, — 'L,) en los complejos como criterio clasificador del gra-
do de enlace 7 “oxina”-i6n metdlico.

Sea a causa del cardeter mezclado (trénmsito 7 — z* y n —> z¥) de la banda de
24000 em.-1, sea que esta transici6n refleje alguna interaccién todavia no conocida entre
el i6n central v los lizandos o sea por que la banda de 20000 cm.~1 que aparece en los
complejos planocuadrados de Ni?t no corresponde a un trdnsito 'L, con mezcla de
n — 7* sino que se deba a una transferencia de carga M —> z*, en cuyo caso la hipé6-
tesis del efecto batocr6mico de la interaccién 7 ligando-i6n metédlico tendria menos va-
lidez, lo cierto es que las inconsecuencias entre resultados experimentales e hipGtesis
de trabajo revelan la poca utilidad de los espectros ultravioletas de los “oxinatos” com-
plejos de catiomes de fransicién para juzgar sobre la tendencia que presentan cada una
de las “oxinas” aqui empleadas para formar complejos planocuadrados con el i6n Ni2t.

En el trabajo de Morpurgo y Williams que comentamos se utiliza también otro
criterio para juzgar sobre la tendencia de las “oxinas” hacia la formacién de complejos
planocuadrados con Ni%t.

En los espectros de los “oxinatos” de niquel disueltos en benceno se encuentra, en
algunos de ellos, que existe, ademds de nna banda hacia 20000 cm.—! (480 my) un hom-
bro en 25000 cm.~%. Los autores opinan que estas bandas corresponden a las dos transi-
ciones 1L, de las dos formas: planocuadrada y octaédrica que pueden presentar log com-
plejos y, con base en esta hip6tesis, juzgan el “grado de tendencia hacia el complejo
planocuadrado” en funcién del valor del cociente entre las densidades Gpticas de ambas
bandas, segin los datos que presentan en la tabla 7 de su trabajo.

En principio, suponiendo que en benceno existe una especie de equilibrio

complejo diamagnético <=> complejo paramagnético
v
el criterio apuntado parece correcto si se acepta que lag dos bandas comparadas tienen
coeficientes de extinci6n de igual valor sin embargo, dada la pequeiia solubilidad en hen-
ceno de los “oxinatos” de niquel, no nos ha sido posible comprobar esta hip6tesis.

Antes de seguir parece conveniente hacer una precigién.

Curiosamente, observando la tabla 7 del trabajo de Morpurgo y Williams (1), se
encuentra que en log complejos formados por dihalogen derivados de la oxina no apare-
cen bandas L, correspondientes a la forma paramagnética, lo que estd de acuerdo con su
cardcter de faciles formadores de complejos diamagnéticos mientras que, en los otros ca-
sos, aparecen las dos transiciones de transferencia de carga (20000 y 25000 cm.—'), indi-
cando la presencia de ambos tipos de compuesto (diamagnético y paramagnético) en el
medio bencénico. Ahora bien, también hay que decir que no hemos sido capaces por
ebullicién con benceno de obtener complejos diamagnéticos de los “oxinatos” de niquel
formados por oxinas de la clase a), lo que nog lleva a dudar de que, verdaderamente, el
trénsito 1L, de unos 20000 cm.~! observado en estos casos, pudiera deberse a una forma
diamagnética del compuesto. En estado sélido, los “oxinatos” anhidros de los ligandos de
la clase a) son paramagnéticos y presumiblemente polimeros (5) lo que determina su casi
nula solubilidad en benceno y nos lleva a ser cautos en la asignacién de esta transici6n.

A pesar de estas inconsecuencias de base, utilizando el criterio de Morpurgo y
Williams 1iltimamente descrito, aparece para alguna de las “oxinas” que hemos estudiado
la siguiente secuencia de “facilidad con que las diferentes oxinas sustituidas inducen un
cambio a un estado de bajo spin en el catién Ni (II)”:

5F < 501 < 5CH, < 5,7 dihalogen < oxina.

En esta secuencia, si bien es cierto que las monohalogen y dihalogen oxinas estén en
el orden adecuado, también es cierto que la 8-hidroxiquinoleina estd totalmente fuera de
lugar, pues no es posible obtener un complejo diamagnético de férmula Ni [8-hidroxiqui-
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noleinato],. Al menos no es posible obtenerlo ni por deshidratacién térmica ni por ebu-
llicién con benceno del complejo Ni [8-hidroxiquinoleinato],.2H,0, por lo que es muy du-
doso que pueda producirse. Resulta pues patente que la oxina, cuyo poder formador de
complejos planocuadrados con el Ni (II) es, seglin la secuencia anterior, mucho mayor
que el de la 5,7 diyodo 8-hidroxiquinolefna, no presenta en la prdctica esta tendencia.
No queda pues otro remedio que aceptar que, en forma andloga a lo que sucede con la
banda 'L, de los “oxinatos” complejos octaédricos, la razén de intensidades propuesta por
Morpurgo y Williams y ahora citada, tampoco guarda una relacién directa con el grado
de enlace 7 ligando-metal en los complejos de Ni (II) y, por tanto, concluir que, sea cual
sea la causa, no es posible ufilizar las bandas que presentan los oxinatos complejos de
Nizt y Co*t en la zona del ultravioleta para deducir el grado de enlace n presente enftre
el ligando y el i6n central.

b) TrAnsITOS d-d E INTENSIDAD DEL CAMPO DE LOS LIGANDO DE LAS ‘‘OXINAS”

‘Todos los espectros que hemos obtenido pueden darnos cierta informacién, al menos
global, del campo de los ligandos que produce la agrupacién quelante de la “oxina”.

Los complejos que hemos preparado y observado en estado sélido son seudooctaédricos,
pues la capacidad complejante de los oxigenos y nitrégenos de lag “oxinas” es distinta que
la de los oxigenos de las moléculas de agua. Por ello, los espectros d-d de estos com-
puestos no pueden responder al esquema clésico de las tres bandag simétricas que pre-
sentan los complejos verdaderamente octaédricos de Ni2*+ y Co2t,

No existe ninguna determinacién estructural por rayos X del Ni [8-hidroxiquinoleina-
to],.2H,0 ni del Co [8-hidroxiquinoleinato],.2H,0 por lo que, con seguridad, no es posi-
ble decu la disposicién que adoptarén alrededor de los iones metéhcob los seis ligandos
que forman los complejos anteriores. Sin embargo, se conocen estructuras dc loq com-
puestos Zn [8- hidrmiquinoleinato] 2H,0 (6) y Cu [8-hidroxiquinoleinato], (7) en los
que las dos moléculas de oxina en poe1c1()n trans ocupan précticamente un plano alrede-
dor de los iones metélicos, y, en el caso del oxinato hidratado de cine, las doz moléculas
de agua completan los seis vértices del octaedro, igualmente en posicién trans enfre si.
En el caso de los complejos de Niz+ y Co?t que hemos estudiado, la simetria es pues
D, en el plano de las “oxinas” y las dos moléculas de agua en las posiciones apicales del
octaedro.

Es posible sentar la hip6tezis de que los complejos de Ni2+ y (o2t tienen la misma
simetria que el de Zn?>+ y Merritt (8) indica a este respecto que estos complejos son
isomorfos.

De las distanciag Zn?t-ligandos (6) se deduce que el octaedro que forman las dos
oxinag y las dos moléculas de agua alrededor del i6n central es en realidad una bipirdmi-
de de base rectangular. En el caso del i6n Nizt, dado que, ademés del enlace 5 en el
plano entre las oxinas y el i6n Ni*+ existird un cierto enlace 7, es de esperar que la
bipirdmide rectangular sea todavia mds deforme que en el caso del oxinato de cine, por
lo que la octaedricidad de su complejo atin serd mds pequeiia.

El tinico fratamiento teérico para el Ni2* en complejos de simetria D,, perfurbada en
el eje Z es el que hace G. Maki (9) mediante la aplicacién de la teoria del campo crista-
lino, suponiendo parejas de momentos dipolares diferentes en los vértices de la bipird-
mide. El esquema de niveles que corresponde a su tratamiento permite cinco transiciones
triplete-triplete.

Observando los espectros en estado sélido de los “oxinatos” de niquel se encuentran
dos bandas perfectamente diferenciadas en 9090 y aproximadamente 11500 c¢m.=1, que
corresponderian a los trédnsitos °B,, —- 3A; y °B,, —> ®B,, del diagrama 39 de Maki (9).
La banda de 17000 cm.—? debxera corresponder d] trdnsito *B,, — °B,, y dado que en
24000 cm.—! aparece la banda 'L, de gran intensidad ya no e's posd)le determinar las po-
siciones de las dos restantes transiciones d-d que, segin el esquema de niveles teérico,
debieran estar hacia 24000 cm.~%. Asi pues, los datos experimentales responden cualita-
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tativamente a los trénsitos d-d esperados sin embargo, no es posible con los valores de
lag frecuencias halladas para los oxinatos de niquel preparados determinar el valor de
los momentos dipolares responsables del campo cristalino en cada caso ya que, dadas
las aproximaciones de la teoria, las diferencias observadas en las posiciones de las tran-
siciones andlogag no son significativas.

Hay ademéds ofra circunstancia que colabora a hacer poco ttiles lTos espectros d-d de
los complejos que nos ocupan para determinar con fines comparativos los valores de log
momentos dipolares correspondientes a las “oxinas”. Esta circunstancia es el hecho de que
los espectros los hemos tenido que obtener en estado =6lido y, como es bien sabido, en
este caso, los campos que ven los iones centrales pueden estar fuertemente modificados
por fuerzas recticulares y hasta, en este caso particular, por puentes de hidr6geno entre
las moléculas de agua y los oxigenos fen¢licos. En este sentido, la separacién entre los
trénsitos de 9000 y 12000 cm.-!, que de corresponder a bandas aparecidas en espectros
en disolucién, nos permitirian juzgar mejor la simetria de los complejos, no es de mucho
valor en los complejos en estado s6lido. Lo cierto es que, ain en disolucién, el valor
del campo cristalino es una propiedad promedio y, como tal, muy poco fina para diferen-
ciar entre si complejos formados por moléculag muy semejantes como son las de log com-
puestos con niquel de los derivados de la 8-hidroxiquinoleina.

Una aproximacién mds grosera que la de Maki es la de suponer que el campo crista-
lino es de simetria octaédrica deformada en la direccién del eje Z y aplicarle a los tran-
sitos obtenidos el esquema tedrico de Ballhausen (10).

Existe cierto apoyo para esta iltima interpretacién si se considera que en el Zn [8-hi-
droxiquinoleinato],.2H,0 las distancias: oxigeno del oxinato <, niquel y nitrégeno qui-
noleinico «s niquel son practicamente iguales.

Con esta aproximacién, dado que los momentos dipolares en el plano serdn mayores
que en la direccién del eje Z, la transicién d-d que nos refleja el valor del momento dipo-
lar que ve el i6n Ni2+ en el plano XY es la de 11500 cm.—!*. Tomando los valores me-
dios de las fres transiciones d-d existentes en los complejos exacoordinados tipo a) de la
tabla I resulta, para R = 2.00 A, un g en el plano de 2.08 unidades atémicas valor que
coincide, en su orden de magnitud, con el del stien (2.26 u.a.), compuesto que con Ni2+
forma complejos octaédricos o planocuadrados segin el anién (11).

Una aproximacién atin mds grosera que la anterior serfa suponer que los complejos
de niquel de férmula Ni [“oxinato™],.2H,0 son octaédricos y simétricos y aplicar los dia-
gramas de Tanabe y Sugano al cdlculo de los vaiores de 10 Dg y B.

En el caso de los complejos de Ni2f citados, suponiendo la primera ftransicién d-d
(T, (F) < *A,; (F)) en 9130 cm.-! y la segunda (3T,; (F) <= 3A,, (F)) en 16700 cm.=?,
resultan

10 Dg = 9100 cm.-! y B = 1230 cm.—!?

Sin embargo, el valor de B obtenido, revela que la suposicién hecha de que €l com-
plejo es octaédrico no corresponde a la realidad, pues es bien sabido (12) que la formacién
de un complejo rebaja normalmente el valor del pardmetro B de Racah respecto al que
posee en el i6n libre (B = 1040 cm.~!). Como esto no sucede en este caso se puede sospe-
char con certeza que el esquema no es vdlido por falta de simetria octaédrica en los
complejos tratados.

En el caso de los complejos de Co2t (Tabla VI) la aplicacién de los diagramas de
Tanabe y Sugano conduce a Dq/B=1.06, con lo que 10 Dg=10580 ¢cm.~! y B=998 cm.=!.
Bste tltimo valor es menor que el de B = 1120 cm.-! correspondiente al Co2t+ libre,
y revela que la aproximacién octaédrica es mas permisible en el caso de los “oxinatos” de
Co2t+ que en el caso de los de Ni2t. Ello parece correcto si se piensa que el Co*t no for-
ma complejos planocuadrados con ninguna de las “oxinas” empleadas. Para el cdlculo de
10 Dq y B en el caso de los “oxinatos” de Co2* de férmula Co [“oxinatos”],.2H,0 se han

* Los motivos para esta asignacién se describen en la Tesis Doctoral de L. Pueyo. — Universidad
de Zaragoza.
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empleado los promedios de los trdnsitos d-d que se recogen en la Tabla IT y que se han
asignado en la forma.

ATy e () S A Tp (H) 9311 cm.—!
A (B) e I (F) 20367 cm.
AT . (P)f e 4T (F) indeterminable.

En los complejos de férmula Ni [“oxinato”],.2 piridina, cuyos espectros se pueden obte-
ner en disolucién, hemos llevado a cabo medidas de transferencia en disoluciones concen-
tradas (7000 y/cm.?) con el fin de comprobar si el esquema de bandas que aparece res-
ponde al caso de un complejo de gran simetria octaédrica o de baja simetria octaédrica.
La fig. 4 muestra el espectro del complejo Ni [8-hidroxiquinoleinato],.2 piridina, en el
que la forma simétrica de las bandas de 10750 em.-1 y 17760 cm.—?, asi como el hecho
de que sélo aparezcan estos trdnsitos, indica que el complejo es octaédrico y simétrico.

Aplicando a este espectro el esquema de Ballhausen (10) resulta un momento dipolar
para uno cualquiera de los seis ligandos de 2,15 unidades atémicas. Como es de esperar
que el momento dipolar del oxinato (de su nitrégeno quinoleinico y de su oxigeno feno-
lato) no varie mucho al formar parte de la molécula Ni [8-hidroxiquinoleinato],.2H,0,
este resultado confirma la asignacién hecha antes en el caso de los espectros por refle-
xién, asignacién que revela que la banda que pone m4s de manifiesto la de los ligandos
en el plano XY es la de 11500 cm.—1.

10000 ISQ()O 20000

Niloxina), 2pyridina
Disolucion concentrada

Xmy)

1000 800 600 400

Fic. 4
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El método de célculo de Ballhausen, que proporciona valores de momentos dipolares
de los ligandos, tiene el inconveniente de que no suminstra informaci6n encuadrable
en un esquema tan simple como el de los valores de 10 Dq obtenidos de los diagramas
de Tanabe y Sugano, sin embargo estd mds cercano a la estructura real de nuestros com-
plejos ya que el pardmetro 10 Dq es sélo vélido si los compuestos son de simetria muy
octaédrica, cosa que no sucede en los oxinatos hidratados aqui estudiados.

Aplicando el esquema de Tanabe y Sugano a los complejos de f6rmula Ni [“oxinato”],.2
piridina, cuyos trénsitos d-d se dan en la tabla 6 del trabajo de Morpurgo y Williams
(1), resulta para °T, (F) < %A, (F) = 11080 cm ! y 3T _ (F) « %A, (F) = 18040
cm.~! un 10 Dqg = 11090 cm.~! y un B de 842 cm.~ !, valores de acuerdo con lo esperado
respecto a la reducci6n en el complejo del pardmeiro B de Racah. Este hecho confirma
las suposiciones anteriores sobre la asignacién de los (rénsitos d-d en los complejos de
niquel formados por “oxinas” tipo a) y su falta de simetria octaédrica. La tercera transi-
cién 5T . (P) < ®A,; (F) debiera aparecer en 30040 cm ~1, o sea en una zoha enmascarada
por las transiciones w —- x* de las oxinas.

Los complejos octaédricos de Ni (II) formados con “oxinas” tipo b) presentan un es-
pectro por reflexién cuya forma y tipo de bandas no responde a ningin esguema CONo-
cido. El hecho de ser complejos paramagnéticos con mayor campo cristalino en el plano
XY y mdés débil perturbacién axial en el eje Z debe de producir ese tipo de espectro.
Posiblemente, el mejor esquema teérico seria de el Ballhausen y Liehr (13) correspon-
diente a complejos de Ni (II) débilmente teiragonales. Ahora bien, como los propios auto-
res indican, “su tratamiento simplificado no predecird correctamente los espectros de
absorcién de (estos) complejos” por lo que poca informacién puede obtenerse de la apli-
cacién de las conclusiones de su tratamiento tedrico a los datos de la Tabla I.

El esquema de niveles hallado por Ballhausen y Liehr para los complejos de niguel
(I) paramagnéticos con distorsién tetragonal débil predice un espectro d-d de tres
bandas.

|

5, = E,(*A,)) —E (°B;) = 3 (4F,+15F,) — [(4F, +15F,)2 +A 2|3
9, = B,(1B,;) —E (°B,;) = 2 (4F, +15F,) ~ 11000 cm.~!
5 3

2 18.
5y = By(1A;0) — B (°Byg) = 3 (4F, +15F,) + [(4F,+15F,)> +4,2]#

—

Il

Estas tres transiciones son de espin prohibido por lo que debieran presentar poca
intensidad.

En la Tabla I aparecen para estos compuestos cuatro transiciones débiles en 9200,
10800, 16540 y 20450 cm.—*. De ellas, las tres primeras son especialmente débiles. Cu-
riosamente, la segunda transicién estd en la zona que le corresponderia segun Ballhausen
y Liehr. Con ella, y la de 9200 cm.~! resulta para A, (como pardmefro tipico del campo
tetragonal) un valor de 4460 cm.—!, lo que estd de acuerdo con el hecho de que los com-
plejos sean paramagnéticos. Con este tltimo valor §, debiera de estar hacia 23000 CI s
El valor de 20450 cm.—! de la banda cuarta de la tabla I estd préximo al hallado aun-
que no concuerda fotalmente con el teérico. Queda entonces por asignar la banda de
16640 cm.—2.

Otra forma de enfocar el problema seria suponer que, dada la facilidad con que pier-
den el agua los complejos de niquel formados por “oxinas” tipo b) y el tiempo que se
tarda en hacer el espectro por reflexién, la banda de 20450 cm.~' corresponde a la tran-
sicibn m —> 7* existente en los complejos diamagnéticos. Un pequefio tanto por cienfo
de la forma diamagnética presente en la paramagnética podria dar origen a esta absor-
ci6n aparentemente débil, =i se considera que el coeficiente de extincién de estas bandas
de transferencia de carga es del orden de 10*. Si esto fuera asi, las transiciones d-d
observadas serfan las tres primeras de 9000, 10800 y 16400 cm.—?%, transiciones que se
corresponden muy bien con las existentes en los complejos formados por “oxinas” tipo a).
Bl hecho de que sus frecuencias sean algo més bajas que las que aparecen en estos wlti-

* Valores medios.

gl
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mos complejos podria achacarse a lag distintas fuerzas reticulares deformantes presentes
en cada caso.

Finalmente, los complejos diamagnéticos de férmula Ni [“oxinato”], formados por las
5,7 dihalogen-oxinas (tabla III) presentan una sola banda cuya posiciéon promedio estd
en 16860 cm.'.

Segiin Ballhauzen y Liehr (13) “debiéramos esperar que los complejos planos y dia-
magnéticos de niquel (II) presenten una, o posiblemente dos bandas del campo cristalino
(e ~ 102), la segunda enmasgcarada probablemente por bandas muy fuertes del ligando”.
Los hechos observados responden a esta suposicion.

Extos autores, para el caso de distorsién tetragonal fuerte en la que el estado funda-
mental sea un singlete (diamagnetismo) obtienen tres transiciones posibles.

9, = E(CAe) — B, (") = — 3 (35F,) + [(35F )P +A,2 ]
9, = E (1A, — B, (*A ) = — (35F,) + [(35F,)% +A,%] 3
E,(1A ) —E (A,) = 2 [(35F,)2+A,2]3

Il

Vs

De ellas, la §, serd muy débil debido a su cardcter de fransicién prohibida singlete-
triplete. De acuerdo con ello, la banda de 16800 cm.—! debe de corresponder a la transi-
cién y,. Si se considera que F, = 10F, = 1000 cm.~' (13), se obtiene para A, un valor
de 20050 cm.~!. Con €l resulta para §, una frecuencia de 9860 cm.=!, o sea que debiera
aparecer una banda en esta zona. En los espectros por reflexién realizados sobre los
“oxinatos” de Ni2+ diamagnéticos no se observa absorci6n alguna en estas frecuencias
pero, como hemos dicho. ello puede deberse al cardcter de trangicion prohibida de la
banda §,. Por ofro lado, con el A, obtenido, §, debe de aparecer en 40720 cm.~!, zona
totalmente inobservable debido a las fuertes transiciones 7 —> 7* de laz “oxinas” en
dicha zona.

El valor obtenido de A, como pardmetro caracteristico del campo planocuadrado produ-
cido por las “oxinas” no es absurdo pues se compara bien con el producido por la estil-
bendiamina (A, = 26000 cm.-?) (11), quelante que con el Ni*+ produce complejos dia-
magnéticos y tetracoordinados. Posiblemente, dado que las dihalogen oxinas diamag-
néticas se disuelven bien en piridina pasando a formar complejos octaédricog, el valor
hallado de A, sea un poco demasiado elevado, sin embargo, no existiendo otra opcién
en la asignacién de las bandas d-d observadas en los “8-hidroxiquinoleinatos” diamag-
néticos debemos aceptarlo como bueno en principio.

El estudio teérico de Ballhausen y Liebr (13) no es el tnico aplicable a los comple-
jos plano-cuadrados sin embargo es el més simple. Una asignacién segin el esquema de
0. M. (4) aunque posiblemente mds correcta, no es aplicable a nuestros espectros pues
al ser insolubles los complejos en disolventes inertes (benceno, dioxano, etc.) no pode-
mos saber las densidades 6pticas de las bandas que aparecen y, en consecuencia, asignar
como tales las que gean d-d y las que sean Ni2t+ — 7%,

Toda esta discusion revela sin embargo un hecho: el de que las deducciones de la
teoria del campo cristalino, si bien responden cualitetiva y cuantitativamente al caso de
complejos con campos de los ligandos bastante diferentes entre sf, es poco aplicable como
herramienta para ordenar o diferenciar cuantitativamente entre complejos formados por
moléculas muy proximas en sus propiedades. Es decir, los cambios de tendencia hacia la
planaridad (diamagnetismo) de los “oxinatos” complejos de Ni2+ no los revelan ni los
espectros visibles (transiciones d-d) ni los ultravioletas (transiciones n —> z*), al
menos mientras los espectros se observen, como nos hemos visto obligados, en estado
s6lido.
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