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LA SUCESION ESPECTRAL EN LA CARACTERIZACION
DE SINGULARIDADES

P OR
M2 A. SALANOVA*

Departamento de Geometria y Topologia. Universidad de Zaragoza (Espana)

Abstract

In this paper we are trying to make clear and determine the topological relation
existing between the J. Milnor’s thechniques of classification of singularities («Singular
peints of complex hipersurfaces» Ann. Math. Studies n° 61, 1968, Princ. Univ. Press) and
those of D. Mumford («The topology of normal singularities of an algebraic surface
and a criterion for simplicity» N. S. Publ. Math. I.H.E.S. (1961), Paris). First of all we
have been able of generalise the method of Mumford for surfaces imbedded in C* to
the case of normal hypersurfaces in C* having isolated singularities of rank zero; we
determine, also, this generalitation in four concrete cases and with some detail. On the
ather hand, by the application de a suitable spectral sequence to the correspondent
Milnor fiber bundle, we obtained the same homological classification as that obtained
by the above mentioned generalizeed Mumford’s method. From this emerges that at
least from the homological point of view, the relation among those methods lies in the
fact of giving a convenient filtration of p-skeletons of we CW-complex associated to the
fibre of the Milnor fiber bundle by a suitable assignation of the chain complexes deter-
mined by the quotients of the consecutive or alternative p-skeletons. Using these thech-
nique we have refined homologicaly the classification of Herszberg in the considered
cases.

Introduccion

IEn una publicacién de O. Zariski de 1963, se sefiala que era llegado el momento de
plantearse el «problema de la clasificacién de singularidades» con toda generalidad. Con
este fin introducia el concepto de «equisingularidad», que mas tarde precisé en sus tres
memorias [17] «Studies in equisingularity I, II, III».

Por otro lado, las escuelas analitica-geométrica y topoldgica-diferencial de Hirzebruch-
Brieskorn y Milnor-Smale han conseguido durante los ultimos diez afos una serie de
interesantes resultados en la clasificacion de singularidades en variedades sobre cuerpos
de caracteristica cero, mas precisamente en el caso de singularidades aisladas en varie-
dades algebraicas sobre el cuerpo de los ntimeros complejos del tipo de hipersuperficies
o del de variedades interseccion completa. El estudio andlogo en el contexto puramente
algebraico, aparte del criterio inductivo sobre el deteminante debido a Zarisky, se puede
decir que se halla en sus mas rudimentarios principios. Parece pues de interés el tratar
de interpretar con las técnicas algebraicas puras los resultados alcanzados por las escue-
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las iopoldgica, diferencial y analitica con objeto de aclarar y determinar el proceso alge-
braico adecuado al tratamiento del problema en Geometria Algebraica. Es en este orden
de ideas que se sitta nuestro trabajo.

La nocién de equisingularidad en el contexto topolégico queda precisado con la defi-
nicién: Dadas dos hipersuperficies n-dimensionales V' 'y V’ se dice que son equisingulares
en los puntos z,€V vy z,, €V’ si existe un autohomeomorfismo local f: C**' — Cr*1 del
espacio afin ambiente, tal que ' (z,) = z,” vy f(V) < V’. Es decir, «si son topolégicamente
equivalentes como variedades incrustadas en C"#!». Esta definicién debe implicar el que
V y V’ presenten en z, y z, respectivamente la misma multiplicidad (equimultiplicidad)
y, a nuestro conocimiento, sélo ha podido demostrarse que es asi en el caso bastante
general considerado por Milnor en [9] (en el que se hallan contenidos los casos conside-
rados en este trabajo). Los resultados de Milnor pueden resumirse en los tres puntos
siguientes:

a) Dada una aplicacién polinomial cualquiera f: C**! — C, si z, es un punto de la
hipersuperficie V = f~'(0) y S, es una (2n 4 1) esfera suficientemente pequefia con cen-
tro en z,, entonces la aplicacién

f(2)
gl e

|f 2)]

de S, —K sobre la circunferencia unidad S!, es la aplicacién proyeccién de un espacio
fibrado (@«. Cada fibra F, es una 2n-variedad (2=, paralelizable cuyo borde (comun a
todas las fibras) es K =V N S..

b) F, es (n—1)-conexa con el tipo de homotopia de un ramo de n-esferas,
S* v §* V ... Vv S" cuyo numero de componentes, w, es el numero de Betti medio de Fy
que mide la multiplicidad topoldgica de la singularidad.

c¢) K es una (2n— 1)-variedad, (7 — 2)-conexa.

La mayoria de estas afirmaciones se siguen bien por aplicacién de la teoria de Morse,
bien por aplicacién y estudio de la sucesién exacta de homologia del par (Fe, K).

Asi, mediante estudio de la sucesion de Wang del fibrado citado mas arriba y del poli-
nomio caracteristico A (¢) y del que denomina homeomorfismo 7, de la fibra Fe determi-
nado por la accién natural de =, (S!) sobre la homologia de F, obtiene incluso que: (Le-
mas 8.1 y 8.2 de [9]).

1) Si n=£2, K es homeomorfo a la esfera S*-! si y sélo si K tiene la homologia de
una esfera.

iij Para n=£2 K es una esfera si y sélo si el grupo de homologia reducido ﬁ“_l (K)
es trivial.

La dificultad en este procedimiento se halla en que no existe método practico general
para construir £ .

Ahora'bien, en 1961 Mumford en [10], establece un proceso de caracterizacién homold-
gica de las singularidades en superficies después de aplicar la técnica puramente alge-
braica de la «explosién» de la singularidad, técnica que en el caso de las superficies al-
gebraicas en C°, normales en el sentido algebraico, le conduce a establecer el siguiente
teorema: «Sea X una superficie algebraica no singular, y E;(i =1, 2, .., n) una colec-
cion de curvas no singulares sobre X tal que E:NE,; es, para i—~j o vacio o compuesto
de un punto de interseccién transversal, y tal que E;(N) E,NE.=® para i, j, k, distin-
tos dos a dos. Sea T el borde de una vecindad tubular de E; en X. Si = (T) es trivial,
y la matriz de interseccién es definida negativa, entonces U E; es la resolucién de un
punto simple de una superficie dominada por X.

Mumford demuestra también que si = (7) = 1, entonces el grafo asociado con el
sistema de curvas E; es un arbol y que todas ellas son racionales. Al asociar al sistema
de curvas una vecindad tubular en X, el borde de esta vecindad tubular es una 3-va-

— 254 —




LA SUCESION ESPECTRAL EN LA CARACTERIZACION DE SINGULARIDADES

riedad que denomina «variedad arbol» que resulta caracterizada salva homeomorfismos
por el grafo de las curvas y las autointersecciones (E; - E;) de cada curva.

Brieskorn traté de generalizar a dimension superior los resultados de Mumford, pero
la singularidad N5 de Herszberg [4], x> + ¥*> + 72> + 2 = 0 le permitié ver que el teore-
ma de Mumford no seguia siendo valido en general para hipersuperficies n-dimensionales,
n > 2. Esto fue en realidad un resultado particular del trabajo de Brieskorn [1] en el
que considera aplicaciones polinomiales f: C*#! —~ C de la forma:

L

4 4
z2=>f@) =2 + 2z, +..+2,,

con a4, @, .., d,;1 > 2, enteros. Para estas variedades, V = f~'(0), el origen es una singu-
laridad normal aislada y la variedad interseccién K = VNS, (donde S, es una 2n + 1)-
esfera: de radio ¢ . suficientemente pequefio) es una (2n—1)-esfera si @ = @ = ... a, =

=2y a,.; =3, de hecho en este caso para n = 3, K es difeormorfa a la 5-esfera ordina-
ria mientras que en los restantes casos, es una espera homoldgica incrustada de modo
anudado en una (2# + 1)-esfera S.. Senalemos que en estos casos, o sea cuando n > 3, no
hay por qué considerar la estructura diferenciable ya que después de los trabajos de
Smale [13] y [14] se sabe que toda 5-variedad combinatoria posee una unica estructura
diferenciable standard heredada de la C**!, lo que nos invita a conjeturar que, en general
para n>. 3 la equisingularidad topolégica implica la equisingularidad diferenciable.

El motivo inicial de este trabajo fue el de aclarar y determinar la relacién topolégica
entre las técnicas de clasificacién de singularidades «a lo Milnor» y «a lo Mumford».
Hemos conseguido en primer lugar: generalizar el método de clasificacion de Mum-
ford para superficies incrustadas en C*® al caso de hipersuperficies normales en C* con
singularidades aisladas de rango cero, determinando esta generalizacién con todo detalle
sobre cuatro ejemplos concretos; y en segundo lugar mediante aplicacién de una adecua-
da sucesion espectral al fibrado de Milnor correspondiente hemos obtenido la misma cla-
sificacion homoldgica que la obtenida por nuestra generalizacion del método de Mumford.
Ahora bien, ello nos ha puesto en evidencia el que, al menos homoldgicamente, la relacién
entre uno y otro método se halla en el hecho de dar una adecuada filtracién en p-esque-
letos del CW-complejo asociado a la fibra del fibrado de Milnor mediante una edecuada
asignacién de complejos de cadenas determinados por los cocientes de los p-esqueletos
consecutivos o alternos. Desde luego con ello, también hemos refinado homolégicamente
la clasificacion de Herszberg en los casos considerados.

Es asi que con mas precisiéon dedicamos:

El Capitulo I a presentar una exposiciéon detallada de la teoria de explosién de sub-
variedades, recordando (para comodidad del lector) conceptos y teoremas conocidos si
bien adaptados a nuestro estudio.

Terminamos el capitulo, determinando mediante explosiones: 1. el tipo de singula-
ridad de Herszberg al que corresponden los casos particulares considerados, y 22, la
superficie de Mumford asociada; parrafos 8, 9, 10 y 11. : ‘

.El Capitulo II al célculo de las matrices de interseccion de las superficies de Mumford
asociadas a las singularidades de las cuatro hipersuperficies de C* consideradas. Esto
nos ha exigido desarrollar previamente una teoria algebrdica de la interseccién que
hemos realizado siguiendo los trabajos de Reeve y Tyrrell que se citan en la bibliogra-
fia, adaptados a nuestro fin. Si bien la exposiciéon es bastante detallada hemos supri-
mido la mayor parte de los calculos para no fatigar al lector y no hacer excesivamente
voluminosa esta memoria.

El Capitulo III justifica la necesidad de los dos capitulos precedentes ya que es
basiandose en los resultados en ellos obtenidos como podemos determinar «a lo
Mumford» la homologia y cohomologia del «nudo» K en cada uno de los cuatro tipos de
singularidades consideradas. El procedimiento generaliza a las hipersuperficies de C* las
ideas de la primera parte del trabajo de Mumford sirviéndonos de la técnica clédsica del
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calculo de la homologia desarrollada por Hirzebruch [5] basada en las matrices de in-
terseccion de los generadores de H _(N); donde N es el espacio total del fibrado
§ = (N, M, r) entorno tubular de la variedad de Mumford M, cuyo borde @ N es homeo-
morfo al nudo K. El interés de esta construccion reside en que la matriz de interseccion
considerada es la matriz del morfismo

Yy
H,(N) —> H,(N, K)

que aparece en la sucesion exacta de homologia del par (N, @ N)o (N, K) con P, la
aplicacién inducida por la aplicacién de inclusién ap: N —>= (N, @ N). Desde luego se
reobtiene asi el resultado de Milnor = (K) = 0, lo que junto con los otros valores de la
homologia de K nos permite afirmar que la K de Milnor es homolégicamente equivalente
a la correspondiente K de Mumford (borde del entorno tubular de la superficie de
Mumford) cosa por otro lado presumible pues ambas variedades son homeomorfas en el
homeomorfismo inducido por la explosion ¢: X —> X’/ entre X—{zn y X'—{M s
Ello nos permite establecer y demostrar el Teorema III.4.1, los Corolarios IIT.4.1 y I11.4.2
y finalmente el Teorema III.5.1.

El Capitulo IV, finalmente, determina el mismo refinamiento homolégico de la clasi-
ficacién analitica de Hersberg, Teorema IV.5.3, esta vez operando sobre el fibrado de
Milnor con la ayuda de una adecuada sucesién espectral cuyo término genérico E?, ,
viene dado por la expresion (Proposicion IV.4.2)

Im [H,,,(T?/T*>2) — H,,, (T?/T*-")]
It [H gy (T2EYTE) —> H o (T2 TE5)]

EZ

prg =

donde T?/T?-! y T?/T*=2 son los complejos de cadenas cociente de p-esqueletos consecu-
tivos o alternos asociados a una conveniente filtracién de un CW-complejo del mismo
tipo de homotopia de la fibra del fibrado de Milnor cuya homologia se busca y que reco-
gemos en el Teorema IV.5.2. Ello nos permite afirmar que este es el procedimiento mas
idéneo para generalizar el refinamiento homolégico de la clasificacién analitica de
Herszberg de las singularidades aisladas de rango cero, principalmente por ser apto, cree-
mos, para permitir la algebraizacién pura del problema de la clasificacién de singulari-
dades precisa en Geometria Algebraica.

Terminamos la memeria dando una lista bibliografica no sélo de los libros y trabajos
que directamente son citados a lo largo de la presente memoria, sino también alguno de
aquéllos que nos fue preciso consultar para abordar el problema y que han sido de
utilidad en el desarrollo y generacién de las ideas que se exponen en este trabajo.

Las citas entre corchetes [] se refieren precisamente a la bibliografia anterior,
mientras que las de la forma Teorema III.24 se refieren al mismo trabajo y deben
leerse asi, Teorema 4 del parrafo 2 del Capitulo III.

I. Explosion e implosién de subvariedades

En este capitulo clasificamos segiin J. Herszberg la singularidad que poseen cuatro
hipersuperficies de C* por la técnica clasica de la explosién. Esta es una composicién
de dilataciones, las cuales son un caso particular de transformaciones monoidales, que
a su vez constituyen una clase especial de transformaciones birracionales. Es por eso
que dedicamos los primeros parrafos a recordar estas cosas y los cuatro udltimos a ex-

poner la explosién de estos cuatro casos evitando los célculos para no hacer mondétono
y demasiado largo este resumen.
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§ 1. Transformaciones birracionales

Sea K un campo algebraicamente cerrado, X una variedad algebraica irreducible en
P" (K) y X’ una variedad algebraica irreducible de P"(K), diremos que:

Definicion I.1.1.

Dos variedades X y X’ se dicen birracionalmente equivalentes si existe un isomorfis-
mo entre sus campos de funciones en el que los elementos de K se corresponden.

Definicion I1.1.2.

Una correspondencia irreducible entre dos variedades X y X’ en la que a cada punto
genérico de una le corresponde un iunico punto genérico de la otra es llamada corres-
podencia birracional y la aplicacion de los puntos de X en los correspondientes puntos
de X’ se llama transformacion birracional.

§ 2. Transformaciones monoidales

Sea X una variedad irreducible normal de dimensién n sobre P¥(K); ¢ = (g, .., &)
7 . . . .2 = =0
un punto genérico de X; T una subvariedad de X de dimensiéon < n—2. Sea ¢ un
entero tal que existen al menos dos formas f(x), g (x) de grado ¢ que se anulan sobre T
y tales que f(E) v g(g) son linealmente independientes sobre K. Entonces sean & ) (x),
.., @,/ (x) un conjunto de formas de grado 7 que se anulan sobre T y con las propie-
dades:

D)t (), ""(I)r“) (¢) son linealmente independientes sobre K.
2) Para toda forma f(x) de grado #, que se anula sobre T, existen a, .., a, € K tales
que:

f(€) =a® (€ +..+a o ()

Consideremos la variedad X” de Pt (K) cuyo punto genérico es (d, (E), ..., (I),I(E_)). Si
X esta definida, también lo estd X’ para todo t’> ¢. Se demuestra que existe un en-
tero a tal que si 7, t/ son mayores que a, entonces X y X(*) son birracionalmente equi-
valentes a X y estdn en correspondencia regular entre si, es decir dim X = dim X,

Si son f;(x) =01i=1, 2, .., r una base para las ecuaciones de T, tenemos:

Definicion I.2.1.

Cualquier variedad X" con t>a = mdx [a, ..., a,] con a;, = grad f;(x), se llama trans-
formada monoidal de X con base T.

§ 3. Dilataciones

Dedicamos este parrafo al estudio de las dilataciones resaltando un resultado de B.
Segre que nos interesa para nuestra aplicacién de las dilataciones al estudio de las
singularidades. Se puede llegar a este resultado por dos caminos uno que es el que si-
guen J. G. Semple y D. Kirby y el otro por medio de la teoria de anillos locales que es
lo que hace Nortcott en [11].

En resumen, si es X una variedad algebraica irreducible no singular de dimensién
n en PY(K); y T es una subvariedad irreducible no singular de dimensién d, d <n—1,
de orden ¢. La transformacién de PV (K), en particular de X, por medio de un sistema
de hipersuperficies de orden t’(> t) que contienen a T se llama dilatacién. A T se le

— 257 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

llama la base de la dilatacién. Si es X’ la transformada propia de X, se dice que es una
dilatacién de X en X’. Los resultados mas interesantes son:

a) La transformada de T corta a X’ en una subvariedad irreducible, no singular
W de X’ de dimensién n—1, tal que cada punto de W es simple sobre X’.

b) W se considera como el conjunto de ~¢ espacios lineales de dimensiéon (n—d—1)
tales, que a cada punto de 7 le corresponde exactamente uno de ellos.

c) Sea P g T tal que su transformado sobre W es S, _, ,; existe una correspondencia
una a-uno entre los puntos de S, , ; v los espacios lineales L,,, contenidos en el n-espacio
tangente a X en P y que contienen al d-espacio tangente a T en P. Si el punto P’ de
S,_ 4, corresponde a P en esta correpondencia, decimos que P’ es el transformado de P
en la direccion L,,, de X.

Tenemos ahora el resultado de B. Segre [12] que queriamos:

Proposicion I.3.1.
Si las coordenadas locales (xy, ..., x,) de X en P se eligen de modo que las ecuaciones
locales de T en P son:
B = ==, = a— 0
y tal que L., es el (d + 1)-espacio tangente a la variedad analitica de ecuaciones loca-
les en P:
= ==

entonces, se pueden elegir unas coordenadas locales (X, ..., X,) de X’ en P’ tales que las
ecuaciones locales de la dilatacion de X en X’ son:

x =X X, i=1.,n—d—1
Xp— X j=n—d,..,n

Como consecuencia, tenemos que la ecuacion local de W en P’ es X, =0 y las de
Sia1:X;=0, j =n—d,...,n.

§ 4. Explosion de la 3-variedad

X=X+ +22+282 + 22 + x5 + 15 L 68522=0

Estudiamos en este parrafo la explosién de la hipersuperficie X de C* cuya unica
singularidad es un punto doble aislado en el origen 0. Aplicamos a X una dilatacién T,
con base T, el punto (. Los puntos de W =1 (0) estan en correspondencia biunivoca con las
rectas L; que pasan por 0 y estdn contenidas en el espacio tangente a X en 0. Hay que
considerar la transformada de X en cada una de estas direcciones que estdn en corres-
pondenc1a 1.1. con las rectas de C* de la forma:

=
=
(2
~

= )

que haciendo el cambio de coordenadas:

X = a,X + apy + ap?’ + of ay dp 4 o

2) Y = X’ + any + a»n7 + Bt Ay An a3 fB
Z = ayX + auy’ + asz’ + yt’ R e Y T
t =ayX + apy’ + asz’ + 8t Ay Ap 4y §

nos queda Li=x" =y =7 =0.
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Si es 0, el transformado de 0 en esta direcciéon podemos elegir unas coordenadas loca-

les en 0, (por la Proposicion 1.3.1.) (X,7, % ) tal que las ecuaciones locales de T, en
0, son:

TlEx =Gt }”:?j—[, 2l t' =1 (3)
y la ecuacion de X, : (suprimiendo las rayas)

Xi=(aux + any + @, 2 + o) + (@ X + any + anz + B) +
+(anx + any + @z + y) + (@ux + . + o) (@n X + apy + a2 + ) +
+ Hanx + o + BY(anx + oo + ) + P(anx + . + o)t +
+ 67 (anx + ... + yP(anx + ... + 5 =0.

Para buscar los posibles puntos dobles de X, exigiremos a 0, que sea doble y para
ello igualando a cero los términos constantes y los lineales y obtenemos una tnica di-
reccion Li=x =y =2z =0 tal que el transformado del origen 0 en esta direccion
L,, 0;, es un punto doble. Si tomamos a; = a» = a;; = § =1 y los demas ceros en (2)
y seguimos llamando v; al resultado de aplicar el cambio (2) junto -con la :dilatacion
11, (3), nos quedan como ecuaciones locales de 1; en 0.

T — 0 = ey — il e e — T S
y como ecuacioén local de X, en 0; (suprimiendo las rayas):
X\ =X+ yY+2Z2+tx+tyz+E2x+60852+1t2=0
donde el punto 0 lo sustituimos por un cono cuadratico

jX‘ZO jx2+y3+zl=
C=XiNu)= & 6=

) [Py

Una nueva dilatacion v, de base el punto 0, (vértice del cono C,) nos asegura que
no existe ninguna direccién L, que nos dé como transformados de 0, puntos dobles, por
tanto 1, (0;) es no singular y lo mismo sucede con X,; que mediante un cambio ‘conve-
niente y en la direccion Li=x =y = t = 0, tiene por ecuacién:

X\ =+ + 1tz Pyz+ttx 24224682 =0

en donde sustituimos el punto 0; por una cuadratica no singular

X,=0 ;x2+y2+xz+1=0
Q=XN(0)= { = =
t=20 l t=0
La explosiéon ¢ en este caso consta de dos dilataciones ¢ = 1, 11 o (X) = X".

Atendiendo a la clasificacién de puntos dobles de rango cero de J. Herszberg [4] los
resultados obtenidos nos dicen que la hipersuperficie X posee en el origen un punto
doble aislado de rango cero del tipo N,1.

Un esquema de la explosion es el siguiente

s G 7
& s i GO )
Xl:’TTJE)/'/

F1c. 1
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Hallemos ahora la coleccion de superficies de X’ procedentes del origen que es lo
que llamamos variedad de Munford M asociada a X.

(X,=0 (X2+y'+1 =0
—> G, = =
Z=0 Z=0
T1 2= ) T2 Xz—O‘Q
0—— 2:{ ——> ‘*,
=0 t =0
; % 7 X5 —0 2+y+xz4+1=0
= Oh= =
\t=0 Lt=0

Entonces

cX)=nuluX)] =@ +C) =X+ C+0 =X, + M =X’

§ 5. Explosion de la hipersuperficie de C*
X=X+ P+ 2+ 92+ 24+t +1522=0
Procediendo como en el caso anterior, una dilatacién ¢, de base el origen nos da una
unica direccién, la x = y = z = 0 que nos da como transformado de 0 un punto doble
0,. La transformada propia de X en esta direccién mediante un cambio conveniente es:
X=X+ + 2t y+ P22+ P+ 1522 =0

y donde sustituimos 0 por un cono cuadratico

Otra dilatacion 1, de base 0, nos vuelve a dar una tnica direccién, x =y =7z =0, ¥
un punto doble 0, como transformado de 0, en ella; y como ecuacién local de la trans-
formada propia X, de X, en 0,

X =494+ 24883y (24 D)+ 2 (2 + 1) 1 B (z+ 1P+ 1522 (2+1)6 = 0
en donde queda sustituido 0; por otro cono cuadratico
P+ 42 =0
CZE
t=20

Una nueva dilatacién t, de ecuaciones: x =%, y =79t z =2zt t=7%t¢ nos desingu-
lariza ya la variedad y nos da como homélogo de 0, en X; otro cono cuadratico

jx“ry2+(z+l)Z =0
Ci=
|t=0

cuyo vértice 0; = (o, o, —1, 0) es un punto singular para C; aunque no para X; que
no es singular. Como las superficies componentes de la variedad de Mumford M han
de ser no singulares, volvemos a aplicar otra dilatacién 7, de base el punto 0; y obte-
nemos como variedad explotada de X: ¢(X) = o130 ot (X) = X4+ C;4+C,+C,+P, =

= X+ M = X’ donde X, es la transformada propia, M — C;+C,+C;+ P, la variedad de
Mumford asociada a X. En esquema:
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X ’\”’\
o “/\;;:s\ (/€¢YZ>/

\ ., C / /’— >
e Q;L/ Q_ﬂ//

y | QE’K‘/* = /
/ V D it
. .Xl f?—(x\
F1G. 2
;
J z4+1=0
donde P, es un plano de ecuaciones P,=

lr =0

Estos resultados nos dicen que X posee en €l origen un punto doble aislado de rango
cero del tipo N;* en la clasificacién de J. Herszberg.
§ 6. Explosion de la 3-variedad de C*
X=xX4+y— X — 9y +2t4+ x4+ 84223 4+4 32 =222 —38 =0

En este caso la explosion ¢ consta de cuatro dilataciones, la primera t; de base
el origen nos da como transformados de 0 dos puntos dobles, el 0,(0, 0, 0, 0) y el

O, @), =1L, 0) vy como transformada propia de X:

X =2+ 412—30461 72—t X —ty+ 122 2—15832+10 222 +4 P x> =32 22+
+t2x4+3t224_36t123+1213x22__21 t3zl+12t3x222_5Z3ZS+413x223___0

en donde el punto 0 lo sustituimos por un par de planos

x—iy=0
—— A=
X1=0 l:O
XiNu )= =
t=20 x+iy =20
—> B=|1t=0

en cuya recta de interseccidén p=x =y =1t=0 se encuentra 0, y 0,. Otra dilatacién
de base 0, y ecuaciones:

w=x=2xf, Y=y, z=1, t=2t
nos da un punto doble 0,, como transformada de 0, en la direcciéon Li=x =y =t = 0.
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En X, tenemos por tanto dos puntos dobles 0,(0, 0, 0, 0) y 0,(0, 0, 0, — 1) este ultimo
heredado de 0; - 0, queda sustituido por un cono
X+yY+22=0
G =
i=0
Una nueva dilatacion de base 0, nos dice que t;(0;) es no singular; entonces X, sélo

posee un punto doble 0; = t; (0,)=(0, 0, 0, —1) y en ella sustituimos 0, por una cua-
drica no singular
fx3+373+223+z, =0

|t=0

Por ultimo otra dilatacién ¢, de base 0; nos desingulariza por completo la variedad.
X, tienen por ecuaciones locales:

Q=

Xi=2+y+2(2+1)+122 (2+1) — 201224 89 2 23 (z+1) — 69 22 — 144 £ 23 (z +- 1)+
+294 £ 2 (241) =222 (e + 1P 4582 —459 £ 2} (2 + 12+ 95 £ 22 (g 1P — 15 4 2° (2 + 1) +
+3822 (z+ 1)+ 15 22 (2+1P—20 2 22 (2 + 1) +312 5 2* (z+ 1) — 5 £ 25 (z+ 1) —
— 781z (z+1)' =0

donde 0; lo sustituimos por una cuddrica no singular:

e

P+ +2242=0
t=0

Estos resultados nos dicen que X posee en el origen un punto doble aislado de rango
cero del tipo N;?. Un esquema de la explosién es el siguiente:

7= % i X, TR
A
e = N
SIS e ) o | ——
* / ’,/ / N© /
4 (/ 2 4 /
‘_/ £ // /
S //
Lisiny ot

Fi1c. 3

o (X) = TioToT2o (X) = X4+A+B+C3+202+Q| =X+M =X’
Aqui la variedad de Mumford M — A+B+C5+2Q,+0Q,.
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§ 7. Explosion de la hipersuperficie de C*
X=Z+y+2t+ 20+ x+ 2 24 =

En este ultimo caso obtenemos que X posee en el origen un N5 la explosién o cons-
ta de 6 dilataciones. El esquema de la explosién es el siguiente:

| e
245 :
/HT /;\\ s v = \

\ \ 35 / [ ,\\\\
zs \ 0\) = ) L )
s R

=s(X)
F1c. 4

Detallamos en este caso las ecuaciones de las transformadas propias de estas super-
ficies a través de las dilataciones sucesivas:

x+1y =0
— A=
T X, =0 | t=0 T
0——>A,+ B, [ —>
t=0 x—iy =0
———> B, =
t=20
X, =0
— A, + B, = i
= X, =0 z=0 cambio X, =0
Sy — _— el
zt =0 X, =0 coordenadas | z(t—1) =0
—— Q=
z=10
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x4-19:=10
_%.A‘
X3=0 z=0
—> A, + B, = =31
Z=0 x——zy:O
——> B,
T X3=0 X;:O z=0
B — Q= T
tz(tz+t—1)=0— tz+t—1=0 =]
x+1iy =0
Ay —
X;=0 t=0
— A; + By= i
—> B; =
t=0
X,=0
— A+ B, =
z=0
(X, =0
— 0=
w |Xe=0 2z(z+1)+t(z+1)—1=0
s cambio
2z(z+1D)[2z(z+1)+£(z+1)—11 =0 (0 e
— A;+B: =
z2+1=0
X, =0
—— = (dos veces)
(==
X, =0
Ts
e 1—i)? 1y 1 g
(t+———] (Z~l)z[(t+ ] z(z—1)+ (r+ ]z—l] =0
2 2 2
(Xs=0
Ts
e NG 1—1)?2 11— \? 1—i S
(l-i- ]zt(zt—l)[zt(zt—l)(t+ ] +zt(t+ )]:0
2 2 2
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Xs=0
——> A+ By =
z2t—1 =
X;=0
== (0= 1—i\2 1—1
zt(zt—1) |t + ]+Zl (1 e J——I:U
2 2
X;=0 cambio
S |—> A4+ Bs= 9 S
o=
26 =10)
— Q=
; ECs e
TR J:O
2
=)
N —
[:O

baka
+z(t+z‘)(t+ J—l} =0
2

14+1)2 14+i)2
TTJ Z(t+i)[z(t+i)—1]{(t+ - ]z(z‘+i)[2(r+i)—1]+

Xe=0
Té
= 1SEE7 N2 ‘ : 1417\2
s 5 )zz(z4.i)[zr(r+i)—1]':t(t+r) fp - ][:t(t+-i)—1]+
1R ]
+zt(t+i)(t+ = )—1(:0
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Xo—10
—> A+ Bs=
e aeen—1=0
Xis —0
—— 0= : it 72 ! : 1ti
Zt(t+1) |t + ][ZZ(r+z)—1]+:t(t+l) r+ T )—1=0
[x+iy =0
—> A=
Xe=10 L2=0
—> A;+Bs= i e el ps=%=9—=2=0
2 B =
\Z:
ey 0k S 7i+15 824109 i
rXﬁ—_— rx-+y-_._—.zl_2z_-—xzz+— ZS=0
S & 4
— = 1+i)? ;
4 e [ 14+
2 t=—
2
- ; 75+621
r‘ = '“.:J‘_ G -2_2~ 3 g e =
R 6 Z Tr- 1y = Z z+(38i—21)z 0
=20 ¥
LZ:—z
834301
=10 [ % + > — 2—2z=0
3 >QlE t=0 @ 4
(Z=0

Es decir, ¢(X) = X¢+A;+ B+ Qi+ A +B:+2 Qs+ Q,+Qy = X, +M = X/, donde X, es la
transformada propia de X y M = A, +B,+Q,+A;+B;+2Q;+Q,+Q;, es la variedad de
Munford o transformada del origen.

Nota: A pesar de que hemos omitido todos los calculos se puede observar que este
proceso resulta cada vez mas laborioso, tanto al aumentar el grado del polinomio de
C[X, Y, Z, T] que se considera, como el valor del subindice s en los tipos N, y N,?.
Esto nos dice que si tedricamente se vuelve a obtener la clasificacién de Herszberg me-
diante explosiones, su realizacion practica sobre los casos concretos es tan laboriosa
como la de éste. La tnica ventaja parece ser la de que nuestro método permite refinar
homolégicamente la clasificaciéon analitica de Herszberg. No obstante ante el calculo
desarrollado en el Cap. II, es facil prever que para hipersuperficies de €*, n >4 la de-
terminacion de las matrices de interseccion asociadas a la variedad de Mumford llega-
r4n a adquirir una complicacion tal que lo hara practicamente inutil. De ahi el interés
de abordar la clasificacion homoldgica del problema mediante técnicas de la sucesién
espectral de homologia tal como hacemos en el Capitulo IV.
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II. Mairices de interseccion

§ 1. Introduccion

Calculamos en este capitulo las matrices de interseccion correspondientes a las cuatro
superficies de Mumford obtenidas en el capitulo I. Los elementos de estas matrices son
los ntiimeros de interseccién de unas superficies con otras y de las curvas con las super-
ficies, donde las superficies son las componentes de la variedad de Mumford en cada
caso y las curvas, las intersecciones de unas superficies con otras.

Después del Capitulo I nos encontramos en la situacion siguiente: X es una hiper-
superficie de €* con una singularidad aislada en el origen; ¢: X — X’ es la explosién
por medio de la cual obtenemos una transformada X’ de X no singular; M la familia
de superficies no singulares de X’ transformadas del origen 0¢ X. Siguiendo a A Weil
para determinar la intersecciéon de las superficies de M entre si (dos a dos) o de las
superficies con cada una de las curvas generadoras de la homologia 2 dimensional en
la superficie que las contiene y las demas, debemos de considerar:

A) Una seccion primal general de X, S que no pase por 0, y tal que por g se trans-
forme en S’.

B) Tantas secciones primales S; de X pasando por 0 como superficies posea M,
cada una determinada por el hecho de tener que pasar por las intersecciones de cada
dos superficies consecutivas de M.

Suponiendo que el punto doble 0 es «resuelto» mediante una dilatacion, si S, es la
transformada propia de S;, la transformada total de S, sera S, + M due es equivalente
a S/, es decir: S’ = S + M.

F1G. 5

u(S) =8
wu(S)) =S/ + M = §’ (equivalente).

Puesto que 0 es un punto doble de X, se tiene que S”—S,” = 2. Como S no pasa
por 0, se sigue que MS’ = 0. Y esto nos dice S” —S,? = M = 2.

Estas relaciones nos serviran para calcular las matrices de interseccién de los casos
en estudio.
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§ 2. Matriz de interseccion de N

Para calcular esta matriz, tendremos en cuenta los resultados obtenidos en el § 4 del
Capitulo I.

En este caso M =C, + Q,. C, y Q, se cortan en una curva que llamaremos ¢, de
ecuaciones:

sEanAnsl =)
Cy z=0
t=0

Necesitamos considerar aqui tres secciones primales de X, una S no pasando por el
origen y otras dos S, y S, caracterizadas porque sus transformadas propias pasan por
C, y c¢; respectivamente. O sea:

Il SR
A
! :
(v ! =
N\ ¥ NS | >
SRSt \ |
[ - e
i
S, S S

En consecuencia, S’ sera equivalente:
i) S’=S/4+M = S/+C,+0;.
1) S'= S/ 4+M+0Q; = SY+C,+20,.

Esta tltima debido a que después de la primera dilatacién S, pasa a través del N,
por el vértice del cono C,.

Si son 5 y B los representantes de los dos sistemas de generatrices de Q, y », la
transformada propia de una generatriz del cono C, C X,, se tienen las equivalencias:
ag=a+B ¥ cat2z=c (4)

donde ¢, = C, S/. Tenemos entonces; como Q; S" = 0.

0=0Qi(S/+C+Q) =0+ +0F = Of =—ci=—og—f (5)
C.S =0= G(S/'+C+Q) = G+ Clte = Cl=—c—c 6)

Como M: =2 = (Qi+C) =0P+C’ vy 0QP=2=C2=0
Q=2 = Q=0 (—0)=—0F=—2=¢,0, =—2
5) = 0—0C=0=0,(Q+0,C)=07+0Q2C, =0=2—¢,C, — ¢,C, =2
C=—c¢C=—2
6) = CP=C(—ci—c) =—cC—eC,=0
(6) = Q,6,=0,(c;—C? =—c;Q—Q,C2=2—Crc;, =2—2 =10
4 =¢c0=—2=0w+tB=a0+B0 = 0 Q =p0Q =—1
@) = cQ=0=0Q(+2%) =c Q+22Q =—2+2%Q; = »Q; =1
Ceo=—2=0C(c+2%)=Coc; +2%C, =2424C, = %C, = —2
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Reuniendo los resultados obtenidos nos quedan las siguientes matrices de interseccion:

Q G
Q, c, Q. c, o —1 1
Q, 55.C1 C Ct =7 2 B —1 1
€5 (e —Cc—Cy (e 0 —2 % : ‘ 1 —2
(7) (8) 9)

§ 3. Matriz de intersecciéon del N

En este caso nos seran utiles los resultados del § 5 del Capitulo I, donde puede verse
que M = C;+C,+C,+P, tendremos que considerar por tanto una seccién primal S que
no pase por el origen y otras cuatro S; i = 1, 2, 3, 4 pasando por él. Sus transformadas
propias serdn tales que pasen: S; por C; y las demas por las intersecciones de cada dos
superficies consecutivas. Se tienen entonces las equivalencias:

i) §8'=8/+M = S/+C;+C,+C,+ P,

i) §'=8S'+M+C+Ci+Py = S'+C+2C,+2C+2 P,
i) S =S/+M+C,+2C4+2Py = S+C3+2C,+3C,+3 P,
iv) S" =S4+ M+ C,+2Ci+3 Py ='S{+C342C, 43 C+4P,

En X’ las curvas de interseccién tienen por ecuaciones:

+y>+1/4 =0 s’x3+\ 1 =0 5x2+yz+1=0
=0CG0C={z=—1/2 cr = GG =¢z7=—1 o =CP=¢(2+1=0

Si son u;, % ¥ »s las transformadas propias de tres generatrices de C;,, C, y C; res-
pectivamente, se tienen las equivalencias:

= C+2u; = ci+2y €L = C+2 (10)

Apoyandonos en las equivalencias (i) obtenemos la matriz de las superficies, basan-
donos en que la interseccién de S’ con cada una de las superficies es cero.

Cs C, C, Py
Cs —C5—0C; C 0 0
G; (63 —Cr—C) (& 0 (11)
C 0 ¢ —Ci—Co Co
P, 0 0 Cy — %0

Para obtener la matriz de las curvas con las superficies nos apoyamos en la condicién

de que M? = 2 para cada punto singular que aparece; combinando esto con las equiva-
lencias (i) y (10) tenemos
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C3 C: Cl PU
Cs —) 0 0 0
c, 2 —2 0 0
G 0 2 —2 0
Co 0 0 2 —2
(12)
C; (633 C, Py
3 —2 1 0 0
%2 1 —2 1 0
%1 0 1 —2 1
%0 0 0 2 —2
(13)

§ 4. Matriz de interseccién del N;®

En este caso la transformada del origen M = A+B+C;+2Q,+Q; viene dada en el
§ 6 del Capitulo I. Necesitamos considerar distintas especializaciones de la seccién pri-
mal mas general S de X, tantas como superficies se han introducido. La relacién de la
seccién general con las especiales viene dada por las igualdades:

1)
ii)

iii)

S =8'+M+C+Q, =

iv)
Las superficies se cortan dos a dos en las
AB = ,

AC=7 YiBe 4G

S=8+M=S8S/+A+B+C:+20Q,+0,

Sy +A+B+2C:+30,+0,

S'=8S'+M+C;4+20,=SS{+A+-B+2C;+4Q,+0,;
S=8/+M+Q, = S/+A+B+Ci+20Q,+20,;

siguientes lineas:

BQ, = 3, AQ

= o2 = =041
BQ, = GCQ,=c¢ G0 =0=0,0,
donde
4x24+4y+1 =0
p=x=y=2=0 a={z=—1/2
§=2
Se tienen las equivalencias:
a—= 9+1.+2 da2+% C=ou+f donde a=S’A b=S'B
b = otBi+2B+7 a=c+2x ¥y ¢ =S/C
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Andlogamente a los dos casos anteriores se obtienen las matrices

A B C; Q. Q
A —2a 0 % oz o
B 0 —2b % B2 B
C; % ) —c—0, ¢ 0
Q. % B ci —a 0
Q a1 B 0 0 —a,—,
(14)
A B (633 Q, Q,
0 —2 —2 —2 1 1
- 59 =2 =1 1 0
a2 0 1 =1 —1 0
B, 1 0 3 = 0
o 0 1 0 0 —1
B, 1 0 0 =
c 1 1 —2 —2 0
c —3 —3 —2 0 0
(15)

§ 5. Matriz de interseccion del N;?

Aqui M = A, +B,+0Q;+A;+B;+20;+0,+Q, v tenemos que considerar seis especializa-
ciones distintas de la seccién primal mas general S de X, cuya relaciéon con las especia-
les viene dada por

i) 8" =8S/+A;+B,;+0,+4A:+2Q;+Q,+Q

i) 8§ =8+ A;+B,;+2Qs+A;+B3+2 Q3+ Q,+Q,

iii) S':S;I+A4+B;+Q4+2A3+233+403+202+ZQ|
iv) 8" =S8/+A+Bi+0Q,+2A;+2B:+60Q:+2Q,+20Q,
V) "= S8/+ A+ By +Qs+2A;+2B3+4Q54+30,+2Q
vi) 8" =S8+ A +Bi+Q;+24:+2B;+40;+20,+30,

En el § 7 del Capitulo I puede verse que estas superficies se cortan dos a dos en las

siguientes lineas:

AB; = o4 AQ; = o B.,Q; = B AB; = 03 AA; = ag,
B4Bs A4Q1 — 0L43 B,-Q; = /343 A:\Qx = [k, Bst = Bs
AzQz BJQ: — /32 -4301 = 1! Ble = /3)1

A;B, = B;A, = 0 pues sélo tienen un punto comun y las demas no se cortan.

Il
o -

Il
Q
&
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donde

ay =

a; =

Se tienen las equivalencias:

ol B plle 285 o573 +2 a4

a43+93+2 o3 o2 4oL

oL43 +,843 = o3+

a; = SivA,

b4 = Sll B4

by = p4+ﬁ4+b34+2634
by = by +gs+2 Bs+ B2+ B

a; = S; A;

b; = Sy B;

Anilogamente a los casos anteriores, combinando estas equivalencias, y teniendo
en cuenta los hechos: 1) S’ no corta a ninguna superficie y 2) M® = 2 para cada punto
singular, obtenemos:

Al LB o, 4 B, 0 o} Q

A e w | @ 0 ao 0 0

B, oA D by Bis 0

Q e 0 0 0

A, as ’ 0 0 —a 0s oy Oy o

Bs 0 by 0 04 — bs By B, B,

Q; o B 0 o B, =0, 0 0

0, 0 0 0 o B, 0 | —x,—B, 0

o) 0 0 0 7 B, 0 O e

(16)
A B, 0 4 B, o, 0, Q,

o R TR D 0 1 0 0

o 0 1 ] 0 0 0 0 0

B, 1 0 ] 0 0 0 0b e

Al e 1 1 1
e R B +1 — il 0 0
gy 0 1 0 1 0 il 0 0

= 0 0 0 0 1 0 B 0

8, 0 0 0 1 0 0 iy 0

& 0 0 0 0 1 0 0 =

B, 0 0 0 1 0 0 0 =l

o 0 1 0 1 0 Ze ] 0 0

B, 1 0 0 0 1 il 0 0

as Iy 5 0 0 0 0 0 0

b, = = 0 0 0 0 0 0

a; 0 0 0 i 3 0 0 0

b, 0 O o 0 s i 0 0 0 :

as 0 0 0 0 1 0 0 |

by 0 0 0 0 1 0 0
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III. Homologia de la superficie de Mumford y del Nudo K
§ 1. Introduccién

El fin de este capitulo es calcular la homologia del nudo K en cada uno de los cuatro
tipos de puntos singulares que estudiamos. El proceso a seguir va a ser el siguiente; en
primer lugar se construye un entorno tubular N de M, la variedad de Mumford asociada
a cada una de las singularidades. Como este entorno tubular N es contractil a M, la
homologia de N la conocemos a través de la de M y como ademas @ N —~ K esto nos
permite calcular la de K.

§ 2. Entornos tubulares y su soldadura: caso de la subvariedad explosion
de un punto

" Nos limitamos en este trabajo a la categoria de las variedades (> y en lineas genera-
les seguiremos las ideas de Lang [7].

Definicion II11.2.1

Sea T = (E, P, p) un espacio fibrado = y ¢’ = (E’, P, p’) un subfibrado cerrado
del T. Un fibrado vecindad tubular de T en T es un espacio fibrado vectorial C* (9, E, r)
tal que @ es una subvariedad abierta de E que contiene a E’ y r es una retraccion que
conserva las fibras, es decir p’ v = PI

Teorema III.2.1

Si ¢ = (E, P, p) es un espacio fibrado 2=, y ¢/ = (E’, P, p) es un subfibrado cerrado,
entonces E’ admite un fibrado vecindad tubular (9, E/, r) en E.

Demostracion: Sea g la aplicacion exponencial fibrada para E, y fijemos una estruc-
tura riemanniana sobre E. Sea y F(E’) el subfibrado de TF(E)|E‘ (TF(E)) = fibrado tan-
gente a E a lo largo de la fibra) cuya fibra en eg€ E” es precisamente el complemento

ortogonal de T, F(E’) en T.F(E). Sea Ar = gimr). ’(F aplica una vecindad U de la seccion
nula.de vy F(E’) difeomérficamente sobre una vecindad ¢ de E’.

Sea y: yF(E’) — U una compresion. Entonces g :};,,w es un difeomorfismo de
v F(E”) sobre una vecindad 0 de E’ en E. Podemos trasladar la estructura de espacio fi-
brado vectorial de v F(E”) sobre ) mediante ¢. Si g : v F(E’”) — E’ es la proyeccion habi-
tual, y 7 = g, ' entonces r: § —>- E’ es claramente un entorno tubular abierto de E’
ent E:

Vista ya la nocién general de espacio fibrado entorno tubular el caso que nos ocupa
corresponde al clasico, es decir que nuestra 3-variedad X’ transformada por la explosion
¢ de la X, aparece con la notacién precedente como el fibrado ¢ = (E, P, p) con E = X’
P un punto y p la aplicacion constante; mientras que la subvariedad algebraica cerrada,
compacta 2-dimensional M, irreducible (transformada del punto singular de X por la
explosion ¢) es el subespacio fibrado del ¢, ¢* = (E/, P, p) con M = E’.

El Teorema IIIL.2.1 nos permite afirmar que existe un espacio fibrado entorno tubular

cerrado § = (N, M, r) de M en X’ que es difeomorfo al espacio fibrado en bolas normal
a M en X’ ya que segun el teorema citado, §, aqui N, es un espacio fibrado vectorial y su

cierre § un espacio fibrado en bolas, Iuego contractil a M.
De hecho, siendo M la unién de un numero finito de superficies algebraicas irreduci-
bles, proyectivas compactas, este espacio fibrado, entorno tubular, aparece como el re-
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sultado de «soldar» los espacios fibrados en bolas correspondientes a cada superficie
algebraica irreducible que constituye la variedad M.

Este proceso de soldadura aparece como la operacién de unir dos vecindades de dos
superficies irreducibles ¥,, ¥, en el entorno de su curva de interseccion ¥, () Z,=c¢, para
dar lugar a una vecindad de la superficie M = ¥, |J =,. Para realizar esta operacion [6]
deben quitarse ciertas porciones de cada superficie antes de ser unidas.

Veamoslo con mas detalle. Ya sabemos que las superficies que componen M se cortan
transversalmente a lo largo de las curvas ¢ = ¥, () X.. A todo punto x¢€ c aparecen aso-
ciados sendos entorncs en bolas B, y B,, fibras en ¥, y ¥, de los respectivos entornos

tubulares v, y m., producidos por 0, v 0, sobre ¥, v 3, en X’. Es decir, estos entornos apa-
recen como la fibra en x del entorno tubular macizo 0, (0;) en 3, (3,) traza en 3, ().

De modo que habiendo tomade §, y 0, suficientemente pequefios, su interseccion

0 N B, después de haber «alisado» sus 4ngulos [8], aparece como el fibrado en 4-bolas
B = (B, ¢, p) sobre la curva ¢, suma de Whitney de los fibrados en dos bolas entornos
tubulares macizos Ny Ma sobre ¢ en I, y 3, antes indicados 8 = M, B n,: El borde de B,
9B aparece asi como el tubo o entorno tubular de la curva racional ¢ en X’. La soldadura

pues, permite identificar v, y v, en un solo fibrado que aparece incrustado en el 0. v en 0.
Efectuada esta identificacién se obtiene un nuevo espacio fibrado entorno tubular macizo
C®,  de M = 3, J 3, cuyo borde 9¢ es un nuevo entorno tubular o tubo de M en X’.

Ademéas de la interseccién transversal de dos superficies de M hemos de considerar
también el caso de tres superficies ¥,, ¥, ¥; concurrentes en un punto x que se corten
transversalmente dos a dos; en este caso si son ;, §, y f; los entornos tubulares ma-
cizos de I, 3, y S, respectivamente se identifica la interseccién de ¥,, 3, y 3; a una
bola de centro x.

Asi, una vez efectuadas estas identificaciones tantas veces como sea preciso (siempre
en numero finito), se obtiene una 6-variedad N, lisa excepto en las esquinas, ahora bien,
el ser dim N = 5 se le puede aplicar el proceso de «alisado de esquinas» de Milnor [8]
para obtener ya el espacio fibrado (% entorno tubular macizo (N, M, r) cuya existencia
esta estabecida en el Teorema II1.2.1, asi como el tubo =, (8N, M, 7).

§ 3. La sucesion de Mayer-Vietoris

Calculamos en esta seccién la homologia del entorno tubular macizo § = (N, M, 7),
espacio fibrado en bolas sobre la variedad de Munford M. Como M es un retracto por
deformacion de N, se tiene que H, (M) =~ H_(N). Si calculamos pues la homologia de M,
sabremos la de N. En el Capitulo II vimos que M estid constituida, en los cuatro casos
que esudiamos por un numero finito de superficies algebraicas irreducibles no singula-
res ¥;, proyectivas compactas sobre C, todas ellas simplemente conexas, luego:

Hy (3) = Hy (3) =

por la dualidad de Poincaré. Las superficies iban apareciendo en un cierto orden, dado
por el que se aplicaban las dilataciones sucesivas que componian g. Si M = | 3,
5 I=sist
su construccion en un momento dado, es decir, después de h < ¢ dilataciones consistira
en afadir a R, = {J 3; las superficies ¥, que se obtienen al realizar la dilatacién
1=isn
siguiente; si designamos por R, = >;, la superficie, después de % + 1 dilataciones sera

]
R, U R, = R. Su intersecciéon A = R, (| R, es una unién conexa de curvas algebraicas
irreducibles no singulares con un numero finito de puntos de interseccién y Mumford
demuestra que se le puede asignar a A una estructura de arbol; lo que nos dice que A
es simplemente conexo.
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Definicion II1.3.1

Sean X,, X, dos subespacios de X, diremos que la terna (X, X, X,) es exacta, si las
inclusiones:
k; (X, Xi N Xo) = (XU X, Xs)
kb (X, Xi @) X)) — (X U X5, X))
son escisiones, es decir Ik y k,, son isomorfismos.
Lema I111.3.1

La terna (R, R,, R,) es exacta.

Proposicion I11.3.1

Sea (X, X,, X,) una terna exacta de espacios tal que X, y X, son simplemente conexos
y con el grupo de homologia tridimensional nulo. Si A = X, (" X, es tal que la imagen
por la inclusion m;: A — X, de los representantes de los ciclos generadores de Hy(A) en
H,(X;) no son homologos a cero, entonces:

D H )~ 7
ii) Hy(X) = Hy(X,) & H(X>).

iii) Hy(X) = H,(X,) @ HyX,) /| H donde H es el subgrupo engendrado por los ele-
mentos de la forma:

{[Hy(my)] (c), — [Ha(m)] (c)}.
iv) Hy(X) = Hy(X) = 0.
Demostracion:

Es consecuencia de aplicar la sucesion Mayer-Vietoris

P P A
wo—> H(A) —> H (X)) @ H(X,) —> H(X)— H, (A)— ...
a la terna (X, X,, X,).
Como consecuencia de esta proposicién tenemos el siguiente:

Teorema III.3.1

Sea N el espacio total del entorno tubular macizo en X’ de la superficie de Mumford
M obtenida al explotar las singularidades Ny, N;V, N:» 3y Ni» consideradas, se wveri-
fica que:

i) Hy(N; Z) es un grupo libre engendrado por las clases de homologia representadas
por las curvas a;, B, o, %i-

i) H(N; Z) es un grupo libre cuyos generadores son las clases de howmologia deter-
minadas por cada superficie componente de M.

iii) H(N; Z) ~ H(N; Z) ~ H.(N; Z) = H(N; Z) = 0.
Particularizando a los casos en estudio, tenemos.
Corolario II1.3.1

i) Para el caso N,V

H(N; Z) = Z

H(N; Z) =~ 2D IQDZL =~ z{ov e n}

HWN; D)~ 21gz1gZ ~ 2192}

H(N; Z) =~ H{(N; Z) ~ Hy(N; Z) = H{(N; Z) = 0
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ii) Para el caso N;"

H(N; Z) = Z
HAN: Z) = Z @Z@Z@ZEZ{Z”’V‘"'ZZ'Z‘}
HN; 2) = ZQLOLHL = 21 O P}

H,(N; Z) = Hy(N; Z) = Hy(N; Z) = H(N; Z) =0

iii) Para la singularidad N;®
HyN; Z) = Z
H(N; Z) ~ZQLOLOLOIDL ~ 1 {aw B oz Bz 0}
) A S A R A S

H,(N; Z) = H{(N; Z) = H{(N; Z) = H(N; Z) = 0
iv) Y para el Ng*
H(N; Z) = Z

o (N Z) A 7 Z{ 94: 14;[34: 03, 0 &) /))31 o 4:3) P'z, oLy /31}

{4 By Qy 4, B, 0, 0, Q1)

HN; 1) = &L =
H,(N; Z) = Hy(N; Z) = Hy{N; Z) = H(N; Z) =0

Se obtiene la cohomologia de N a partir de la homologia mediante la férmula de
los coeficientes universales

H4N; Z) = Ext [H, ,(N); Z] @ Hom [H,(N); Z]

§ 4. La sucesion exacta de homologia del par (N, @ N)

El propésito de este parrafo es, apoyandonos en la teoria de la interseccion y en el
conocimiento de la homologia del entorno macizo tubular § = (N, M, r) de la variedad
de Mumford M, teniendo en cuenta: 1.°, la dualidad que existe entre el anillo de coho-
mologia y el anillo de intersecciéon de ciclos dada por el principio de dualidad de Lefs-
chetz-Poincaré ([2] 13.26) y 22, el homeomorfismo entre @N y K, dar una determinacién
de la homologia de K independientemente de la k, de Milnor, siguiendo un procedi-
miento analogo al desarrollo por Hirzebruch en [5].

Para ello consideremos la sucesion exacta del par (N, 9 N)

Wy w, WYox

Py % 0
(23) ..—~>H,(ON)— H,(N)—>H/(N,8 N)— H, (@ N) —> ... — H{(N)—> H(N,@ N) —0
El teorema de dualidad de Lefschetz:

H, [(N) = HN, K)
H,_ (N, K) = H(N)
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nos permite conocer los grupos de homologia de H (N, K; Z). Y la sucesién (23) junto
con estos valores nos dice:

H(K; Z) = H{(K; Z) = Z

Ly é T H(K; Z) =~ Ker y,,
=1 H(K; Z) = Ker vy,

©
H(K; Z) = @ Z/Im v,
=1

Basta entonces conocer los homomorfismos ,, y 1,, pero 'a dualidad de Poincaré
y la formula de los coeficientes universales nos reducen el problema a la determinacién de
1, - Para ello tendremos en cuenta:

1) Al ser Z un dominio de ideales principales y ser
H(N; Z) = Hy(N; Z) =0
los homomorfismos ¢, y o4 definidos por la funcién «producto de Kronecker»
o:: H(N; Z)— Hom (H(N, Z), Z) i=24
dados por

[alo)] () = (e Cc) el Voe H(N; Z) y ce H(N; Z)

son isomorfismos [7].

2) El numero de interseccién [2] de los ciclos s y ¢ sobre N, siendo s y ¢ represen-
tantes respectivos de las clases [s1€ H;(N; Z), [c]l€ H,(N; Z), nos permite definir los
homeomorfismos

w: Hy(N; Z) — Hom (H,;(N; Z); Z) y
w: Hy(N; Z) —— Hom (H,(N; Z); Z)

que asocian a cg [c¢] el homeomorfismo v (c).
w(e): Hy(N; Z) —— Z dado por [1,(c)]l(s) = (c.s)y = numero de interseccion de
¢y s en N. Y andlogamente [t (s)](¢c) = (s.C)y.

3) Si es z un generador fijado de Hy(N,@ N; Z) o clase fundamental de (N,0 N),
tenemos los siguientes isomorfismos que son los inversos de los que nos da la dualidad
de Lefschetz ([15], pag. 305).

G HON,ON; 2) —> Hi(N; 7)
t,: HU(N; Z) —> Hi(N,0N; 7)

definidos mediante multiplicacién de (—1)** M z, es decir ¢, (v) = (—=1)'v N z.
Las aplicaciones 1), aparecen relacionadas con estos isomorfismos a través del dia-
grama conmutativo ([2], pag. 304).

6—i

H (N, 8 N; Z) ———> H'(N; Z)
|

i |
|
H;(N; Z) —— H;(N,8 N; Z)

g
)

o

e Do
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Lema II1.4.1
Con el significado y notacion precedentes se tienen las igualdades:
1) oG, =woy'y o0bien n= e oAl

i) woC =wmoy’ 0bien w= %20 G o is

Demostracion:

Veamos la segunda de i), para ello, sean como antes, z la clase fundamental de (N, 2 N)
elegida, ¢ y s representantes de [c]€ H,(N; Z) y [s]1€ H,(N; Z) respectivamente. Enton-
ces, se tienen:

D) [n(@1(s) = (e Sy [ty (5, () U &, ()1
@)y [E, (€, i (©) U T, ()1
@)y (€, (0) U §,71 (9)) O 21
3y [(E, " pye(e) O (€, () M DIP v [T, o (e) A s1®
B) (G 92 (©),5) = [aa Ty, ()] (5)

luego efectivamente 7, = w10 Gy ' o Yy

En estas igualdades, y indica la aumentacion v : H, (—; Z) —— Z. La igualdad (1) re-
sulta de la nocién de interseccién de ciclos ([2]1, pags. 337 y 344) y la dualidad de Poincaré-
Lefschetz entre el anillo de interseccion y el anillo de cohomologia; (1) por la defini-
cién de vp,, ; (2) y (4) se siguen por la definicién de ¢,; (3) por la asociatividad entre el
cup y el cap-producto ([2], pag. 299); y las dos ultimas por ia nocién de producto de
Kronecker y la de acoplamiento entre homologia y cohomologia determinado por €l

Analogamente se sigue ii) [].

Si elegimos unas bases {c..,c,} para H,(N; Z) y {sy, .., su} para H;(N; Z), los
isomorfismos o; (i = 2, 4) nos determinan las bases duales {c* ...,cv""'} para H?*(N; Z)

Ve liSites su*} para H*(N; Z). Entonces, si llamamos E = (e;) a la matriz de intersec-

ciéon de H,(N; Z) con H,(N; Z), de modo que e; = (c; -+ s;)y, entonces se verifica el si-
guiente

Lema I11.4.2

Gt Ve (€)1(sp) = e
, ! V. ()1 (e) = e
Demostracion:

Es inmediato teniendo en cuenta las relaciones i) ii) del lema III.4.1 y la definicién
de E.

Ademéas como (c;« Sy)y = (Sp+c)y = E = E/. []
Este lema nos dice que 4),, posee como representacién la inatriz (v x w), E = (ei)-

Como M es un retracto por deformaciéon de N siempre podemos elegir las clases [c;]
y [s,] representadas por ciclos ¢; y s; que estén en M, luego en X', de modo que los
numeros de interseccién ey = (c; - s,)y sean precisamente los numeros de interseccion
calculados algebraicamente en el Captiulo 2, asociados a las explosiones de las singula-
ridades estudiadas.

Tenemos entonces el siguiente
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Teorema II1.4.1

Para cada una de las singularidades N,/", N, N,?' y N el nudo K con m, (K) =10
tienen por grupos de homologia en las distintas dimensiones:
a) N: Hy(K) = Hs(K) = Z; H(K) =H,(K) =0
H,(K) = H;(K) = Z con generador o — [3.
b) N+V: Ho(K) = H;(K) = Z
H,(K) = H,(K) = H,(K) = 0 = H;(K)
c) N?:H,(K) = H;(K) = Z; H\(K)=H,(K) =0
H,(K) = H,(K) = Z con generador

3 1
—’_2" p+%_'8‘(dz+2ﬂz+7 Cl1+5ﬂ1)

!

d) Ns®: Hy(K) = H;(K) = Z; H;(K) = H;(K) =0
H,(K) = H;(K) = Z@ Z con generadores
=y — Bstus— B —wat+Br Y S = s — Bs +as— Bs— a1+ B
Demostracion:

Basta estudiar en cada uno de los casos el homomorfismo

<

i3
Yoot Hi(N; Z) = © Z —> H,(N.K; Z) = H*(N; Z) = H,(N; Z) = & Z
1

i

Il

i=1

con y> y, dados por las matrices:

T = =2l -1 =0teig
Para el N E:[—l lJ para el NV E = é _f _; (1)
=2 Deaalle ) =)
[l = sine ] e
SO ERE D SRS S )
OE e
2 (2) Ft
para el N, E = 1 0 el 0
0EL 10 e
BRIl B e
[R=aR et Rl s I O e SR O B O
e S (R GRS O
S el D e
O 0N O R e e R
il (D8 0 e (e AL e ) S )
) e
Y i QAL E S 705 Bjiieinio Sinsiko s il ey
L s e S e )
e T s 0 s (0] ] =5
D 0 0 Ol O A O
0, el S (Rt orR =GR RpEayE [Rery

Este resultado nos demuestra que de los cuatro casos de singularidad analiticamente
caracterizada por Hersberg que hemos caracterizado homolégicamente, sélo el segundo,
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el NV, es una esfera homolé6gica, mientras que los otros tres son homoldgicamente dis-
tinguibles, bien por el valor de los grupos de homologia, los N, y N;? frente al
N{?, o bien por la forma de los generadores cuando, como en los casos N/ y
N, posee K, grupos isomorfos.

IV. La sucesion espectral del fibrado de Brauner-Milnor

En este capitulo obtenemos la homologia del nudo K, pero esta vez como borde
de la fibra F del fibrado que Milnor asocia a cada singularidad, a través de la sucesion

exacta del par (F, K), calculando previamente la homologia y cohomologia de F me-
diante una adecuada sucesién espectral. Dedicamos por tanto el parrafo 1 a exponer
los principales resultados dados por Milnor en 1968. EL § 2 a la sucesion espectral de un
par exacto y el § 3 al calculo de la homologia de F y de K.

§ 1. Resultados de Milnor
Sea f(zi, -+ Zus1) € € [y, -y Zu31] UN Polinomio irreducible y la hipersuperficie
X ={z= (2 %) €C*[f(z) =0}

Utilizamos la construccién de Brauner para estudiar la topologia de X en el entorno
de un punto z, € X; para ello cortemos X con la (2n + 1)-esfera de C*#! de radio ¢ sufi-
cientemente pequefio, con centro z, y estudiemos la topologia de esta interseccion
= 2Xm S

Milnor demuestra en [9]

Teorema IV.1.1

Para ¢ — ¢, el espacio S.—K es un espacio fibrado sobre S' cuya proyeccion viene
dada por:

f (2)
2@ ==
|f (2)

El estudio de este fibrado nos lleva a:

Teorema IV.1.2

: Cada fibra Fy es una variedad diferenciable de dimension 2n, paralelizable y con el
tipo de homotopia de un CW-complejo finito de dimension n.

Teorema IV.1.3

El espacio total S.—K tiene el tipo de homotopia de un CW-complejo finito de di-
mension n + 1.

Teorema IV.14

K es una variedad diferenciable de dimension (2n—Eg) v (n— 2)-conexa.

2 S{ el punto z, es singular aislado y lo consideramos como el origen de coordenadas.
e tiene:
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Teorema IV.1.5

Para ¢ suficientemente pequerio, la clausura ;0 de cada fibra Fy en S_ es una varie-
dad 2n-dimensional, diferenciable con frontera; su interior es Fy y su frontera K. Ade-
mds cada fibra Fy es (n—1)-conexa y tiene el tipo de homotopia de un ramo de esferas
SENA S Ve VS" siendo el niimero de componentes del ramo (n.° de Betti medio y, de Fy)
estr zctamente positivo.

Si f(z) = 2% + 2% + ... + 2% con a;€Z a;> 2. Cuando X =f'(0) es una tal va-
riedad, se llama variedad de Brieskorr, y se tiene:

Teorema IV.1.6
El grupo H,(F;) es libre abeliano de rango

w=(@—1(@—1..(a..—1)

§ 2. Sucesion espectral de un par exacto

Un par exacto consiste en un par de grupos abelianos D, E junto con los homomor-
fismos i, j, k, de modo que el siguiente diagrama es exacto para cada vértice

i

\/

Si escribimos d = jk: E ——> E, d es una diferencial, pues dd = 0. Definimos el
devivado como D' =iD c D i =1i|

>~/~1°

T

A
D ———>D

\/

Si escribimos Kerd = Z(E), Imd = B(E), E' = H(E,d) = Z(E)/B (E).

Se tiene k[Z(E)] ¢ D’ y k[B(E) =0. Por tanto k induce un homomorfismo
k': Ef ——> D’. Y j’ es el inducido por j.

Se demuestra que el par derivado es exacto.

Al dar un par exacto (D, E, i, j, k) y formar la sucesion de pares derivados
(D, E", 1%, j*, k*), dada E™ es un grupo diferencial con d* = j* k" y E"*'=H (E", d"). La
sucesion (E", d") se llama sucesion espectral del par exacto.

Calcularemos ahora mediante la sucesion espectral la homologia de un complejo
celular 7. Designamos también por 7' al complejo de cadenas singulares de T y por I?
al complejo de cadenas singulares del p-esqueleto.

El conjunto {T*’} es una filtracion de 7, que cumple:
1S es— 0 p<< 0: 2) T =\|J Tr. La sucesién exacta del par (72!, T»):
P

0 — I*! — T» — T?/T?~! — 0 nos da en homologia

)
S I (TE ) > o () S (T Ty = S R (o) s
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y llamando D, , = H,.,(T?); E, , = H,,,(T?/T*-') obtenemos un par exacto bigraduado
donde D=@ D,,y E=0QE,,

g g

z

==

‘\\ :

E

D
k

son bigraduados y los bigrados de las aplicaciones vienen dados por:

Lpg* Dprq T Dp+1' g-1
Tarera I =02

pra Piq
kp.q: E,, —> Dp-l. q
y la diferencial de= o B R

En este par exacto, es facil demostrar que:

Proposicion 1V.2.1

E’” es isomorfo al grupo cociente:

Im [H,., (T*/T>") —> H,,, (T?/T*Y)]

3
Im [H,.gp1 (T747-YT?) —> H,, . (T?/T?)]

donde la aplicacion @ del denominador es el homomorfismo de conexion de la sucesion
exacta de homologia del triple (I°*~', T», T*') y la que aparece en el numerador es
una de las aplicaciones de la sucesion exacta de homologia del triple (T», T¢~!, T»-r).

Definicion IV.2.1
Fﬂ-q = Im [Hp+q (T7) — Hp+q (7)1
Definicion IV.2.2
E;‘:q: qu/Fp—h q+1

Los F, , forman una filtracién de H (T)y el E‘;’, . constituye el grupo graduado aso-
ciado.

Proposicion IV.2.2

E‘;‘ja es isomorfo al grupo cociente:

Im [H,,,(T?)— H,,, (T?/T*-1)]

Im [Hyy g4 (T/T?) —> H,,, (T7/T?-)]

donde las aplicaciones en cuestion proceden de las sucesiones exactas de homologia del
par (I?, T*') y del triple (T, T3, T*=1) respectivamente.
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La demostracion se sigue del siguiente diagrama:

H () \ / H,. .t (T/T?)

H,., ()
—7
Y Y
Hﬂ+(1 (T) / \ Hp+q (T?/T?-Y)

como caso particular del lema de la mariposa. []
De estos resultados y de las condiciones de convergencia siguientes:

1) T"=0 VY p<0
2) Ey=H,, (T?/T) =0 ¥ g<0

p+q

3) T = TI? se deduce que E? =0V rsip<06qg<O0.
P

P a

Proposicion IV.2.3

Si se cumplen (1) y (2) entonces E’, = E’*! Y r>max (p,q + 1).

Teorema IV.2.1

Si se cumplen (1), (2) vy (3) y ¥ > mdx (p, g+ 1), E’p, . — E;ﬁf’q Es decir, para cada (p, q)
el grupo E’,  llega a ser E tomando r suficientemente grande.

Como E® = B e Sise ‘cumplen: (1) 2) vy Q) Ez, =0si p<0 6 g<O0
por tanto la sucesién H,(T) =F,0D F..i;i D . D Fiuci D Foneest finita’ iy alos
cocientes sucesivos son los grupos E® .: Estas series de composicién nos dicen que la

i n—i

sucesion espectral converge a H (7).

§ 3. Homologia de la fibra F del nudo K asociados a Ni, N;', N;*¥, Ns?

Aplicamos ahora aqui lo expuesto en el parrafo anterior para obtener la homologia
de la fibra F del fibrado de Milnor en los 4 casos en estudio.

El teorema IV.1.2 nos asegura la existencia de un complejo celular 7, de dimension
compleja 3, del mismo tipo de homotopia que la fibra F. Podemos elegir T' [16] de
modo que la homologia de los complejos T*/T*~! es la siguiente:

O D ( ZpZT i=3
H, (T#/T7) = Wi R =
zretyeal | o i3
1 =10, 152554 85 = 61
Si aplicamos la teoria general del § 2 tenemos

Teorema IV.3.1

La homologia de F viene dada por

H;(F) = H:(T) = E®, = E}

i ir 0

Basta entonces calcular el término E?,, para todo i, en los cuatro casos; para ello
refinamos un poco mas la eleccién del complejo 7, en virtud de [16], tomando:
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Para el caso N,
Hy(T°) = H, (T") = Z
H, (T*/T°) = H;(T?/T°) = 0
H; (T3/T") = H, (T*/T?) = H¢(T°/T*) = Z
Para el caso N,V
Hy(T°) = H:\(T") = H;(T°/T°) = Z
H, (T*/T°) = H,(T*/T?) = Hs(T*/T*) = 0
H(T*)TY) =171 & Z
Para el caso N,
Hy(T°) = H,(T") = Z
H; (T*/T") = Z @ Z los demas cero
y finalmente para el Ng®
Hy(T°) = H\(T") = H,(T*/T*) = H((T*/T*) = Z
H, (T?/T°) = H5;(T°/T°%) = 0
H, (T°/T") =7 & L.

Con estas elecciones, la sucesion espectral nos da:

Teorema IV.3.2

Para los casos N/, N y N;?, los grupos de homologia y cohomologia de la fibra
F del fibrado de Milnor asociado somn:

i) Hy(F) = Hs(F) = Z H(F) =0 = BITRORDE 5 R0

ii) H°(F) = H*(F) = L H(F) =0 i=1,24175,6.

Y para el N

i) Hy(F)=~Z HBEYE2TOZ H(F) =0 Gl G
iy H°(F) =~ Z BF)=1aL Hi(F) = 0 T okl o

Ahora ya, la sucesién exacta del par (F, K) junto con el teorema de dualidad de
Lefschetz y teniendo en cuenta que F y F son del mismo tipo de homotopia nos dice:

Teorema IV.3.3

Para las singularidades de los tipos N, N, N» y Ng?, los grupos de homologia
del nudo K son:

NOyND: H(K)=Z i=0,2,35 H(K)=H(K)=0
N2 :Hy(K) =~ H;(K) = Z H(K)=0 i=12234
Ng? : Hy(K) = H;(K) =~ Z; H(K) =~ H;(K) =0; H;(K) = H;(K) =~ 2 @ Z

Para terminar nos permitimos afirmar, a modo de conjetura, que el procedimiento
de la sucesién espectral aqui introducido es, el mas idéneo para generalizar el refina-
miento homolégico de la clasificacion analitica de Herszberg de las singularidades ais-
ladas de rango cero, de las hipersuperficies de C**! para n >~ 3, y ello por dos razones:
la primera debida a la extraordinaria complejidad y laboriosidad que los calculos del
método generalizado del de Mumford exigen; y la segunda porque pone de manifiesto
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la relacién de filtracién entre el método topolégico-diferencial de Milnor y el algebraico-
homolégico de Mumford, y de ello la mayor posibilidad de obtener mediante este pro-
cedimiento la algebraizacién pura total del problema de la :lasificacién de singulari-
dades.
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Abstract

In the present paper we define and study some Fitting classes which allow us to
present the fundamental aspects of a Theory of Fitting classes of finite z-solvable groups,
which includes that known for solvable groups. On account of the «dual» character of
this Theory with respect to the Theory of Formations, we have called these classes
«r-saturated». Defining such classes and characterising them according to the operation
—the product of Fitting classes—, in the third paragraph we obtain the most important
result, which is the proof that each of the z-solvable groups possesses a single conjugated
class of F-injectors for any =-saturated Fitting class F. The article is concluded by a
new characterization of such classes across the injectors.

I. Observations and Preliminaries

We denote by = a set of prime numbers, and by g’ the set of prime numbers not
included in x. A positive integer «n» is called a m-number if the only prime divisors of
«n» belong to 7. A group G is called =group if |G| is a z#number. All groups considered
belong to the class of =-solvable groups. By the statement «X is a class of groups»,
we understand a subclass of #-solvable groups wich contains all isomorphic copies of
its menbers and the trivial group. In particular, we denote the class of #’-groups by 04

A class of groups F is said to be a Fitting class if

N<GgF — Ng¢F
and
G=NN,=N, N, F = Ge¢F.

It follows that if F is a Fitting class, each group G possesses a single maximal normal
F-subgroup, called the F-radical of G, and which is denoted by G;. Each subnormal
F-subgroup of G, is contained in Gy and verifies Ny= N (0 G: for all subnormal subgroup
N of G.

2 H and K are Fitting classes, the product of the classes H - K = {G/ G/G; € K} is
also Fitting class and such operation is associative.

ret F be a Fitting class. A subgroup V of G is an F-injector of G if V ) N is F-maximal
in N (that is, V()N is a maximal F-subgroup of N) for each subnormal subgroup N of
G. In particular, each F-injector V of G belongs to the Fitting class F and contains Gi.
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Let K<<H =G be. A subgroup V of G is said that «covers» H/K if H = K. N, and
that «avoids» it if VM H =K.

For any group G, O=(G) represents the smallest normal subgroup N of G such that
G/N is a =#-group.

The rest of the notation we have employed is standard in the Theory of Finite
Groups.

II. w-saturated Fitting classes

(2.1) Definition. We say that a Fitting class F is r-saturated if it verifies G € F whenever
O~ (G) e F.

(Note that if 7 is the set of all prime numbers, the concept of the =-solvable group
coincides with that of the solvable, in the same way as the m-saturated Fitting class does
with the Fitting class).

(2.2) Lemma. Let F be a Fitting class. Then, the following propositions are equivalent.

a) F is gz-saturated.

b): E—E. ..

Proof. a) = b). If GEF. U_, then O~ (G) = Gy and according to a) G € F. The
other content is trivial.

b) — a). If G is such that O% (G) € F, then O¥ (G) < Gy, that is G/G; is a =’-group
and by b) G ¢ F.

The previous result inmediately leads to the following consequences.

1) The class U_ is the smallest z-saturated Fitting class.

2) If H is a s-saturated Fitting class, due to the associativity of the product
of Fitting classes, it is also =saturated F. H for any Fitting class F.
(F. U_ is the smallest ssaturated Fitting class containing F).

3) If F is a =-saturated Fitting class, it is also g-saturated, where g represents a
set of prime numbers such that = C o.

Our most important result is.

(2.3) Theorem. Let F be a =-saturated Fitting class. Every group G possesses F-injec-
tors which are of #-index and conjugate in G.

Previous to the proof of this theorem, we’ll establish a lemma, concerning the
conjugacy of the F-maximal subgroups of a given group.

(24) Lemma. Let F be a r-saturated Fitting class and G a group. Let N be a normal
subgroup of G such that G/N is a #’group (or a nilpotent m-group). If W is a maximal
F-subgroup of N, and V,, V, are maximal F-subgroups of G verifying W=V, V,, then
V, and V, are conjugate in G.

Proof According to the hypothesis of the lemma W = V;(\N i =1, 2 and therefore
Vi = N¢ (W). We can work within the subgroup Ng (W) of G, that is, maintaining the
initial notation, we can suppose W < G so verifying V;/W = V;/Vi\ N =~ V;. N/N —
~= G/Ni=1,2 (). -

Case I. G/N is a #/-group. From (I) we can assure the existence of Hall's #’-subgroups
Hi/W of G/W such that Vi/W —=H;/W i =1, 2. Now, as F is msaturated, Hj e B =102

and so V;=H,; i =1, 2. The result now follows from the conjugacy of the Hall’s
#’-subgroups of G/W.

CASE .II. G/N IS a nilpotent r-group. Since N/W is a m-group because F is r-saturated
and W is F-maximal in N, G/W is in this case, a solvable group and thus the proof in
which this result is found ([2] on page 337) is valid.

We'll continue with the proof of theorem (2.3)
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If |G| = 1, the theorem is obvius. We'll assume the theorem to be false and consider
a counter-example G of the minimal order.

Ex1tsteNcE. We'll distinguish two cases.
Casg I. O¥ (G) = G. In this situation any maximal normal subgroup M of G is of

m-index, thus defines a quotient group G/M abelian and a fortiori nilpotent.
Let G, be a maximal normal subgroup of G and V, an F-injector of G, (V, is of

#index in G). Let V[ be a maximal F-subgroup of G such that V, éV‘, We’ll probe that

V, is an F-injector of G if we show that vlﬂ G, is an F-injector of G, for any maximal
normal subgroup G, of G.

Let V, be an F-injector of G, and Va a maximal F-subgroup of G such that Vzévg,
From the conjugacy of F-injectors in G, i=1, 2 and G, (G, we may assume

W=VNnGNG =V.NG NG, so Wé‘\_/‘, ﬂvz, and as G/G;NG, is a nilpotent
m-group, according to (2.4) Jx€ G such thatv,l: V.. This therefore verifies (V, (G,)* =

V,xn G, =V, G, =V,. The conjugacy of F-injectors in G, proves that vlﬁ G, is an
F-injector of G,.

Case II. O+ (G):/.&G. Let N be a maximal normal subgroup of G and K an F-injector
of N.

A) There exist a maximal F-subgroup H of G such that K _—=H and |G:H{
mnumber.,

Let V be a maximal F-subgroup of G such that K —= V. According to the F-maximality
of K in N, K = NV and by the inductive hypothesis [N:N () V| = [N:K]| is a zm-number.
If IG:N| is a =number so is |G:K|. In this case it is enough to assume H = V. Let us
now suppose that [G:N| is a z-number. Due to the conjugacy of the F-injectors of N,
the inner-automorphisms of G, permute the F-injectors of N, so by the Frattini argument

G = N.Ng (VO N) )

On the other hand, the fact that |N:N () V| is a snumber, inmplies that
IN:N (N (V) N)| is it also, and from (2) we may then assure the existence of a Hall’s

a’-subgroup G_, of G such that G_ —=N; (VN N). We'll now consider the subgroup H of
G given by H= G (Vﬂ N). Obv10usly H is of z-index in G and contains K. Moreover
K < H and H/K is a #/group, so H¢ F. U_, = F. Now, let R be an F-subgroup of G such
that H <=R. It verifies

R=RNG=RN{(VAN).G,.N} =RNH.N
—H.RON) = (VAN).G, ROAN) =(VON).G,

Il

H

Il

and thus H is a maximal F-subgroup of G as was to be proved.
In order to operate under the hypothesis O~ (G) =k G, let M be a maximal normal

'\ %
subgroup of G such that G/M is a a/group. Let V* be an F-injector of M and V a
A o
maximal F-subgroup of G such that V¥ =V and |G:V | is a z-number.
B) V is an F-injector of G.

Let H be a maximal normal subgroup of G, I an F-injector of H and T a maximal

F-subgroup of G such that Ié_f. By the inductive hypothesis of the conjugacy of F-injec-
tors applied to H and MO\ H, we may assume without loss of generality that the
subgroups

L:WﬂMﬂH:VhMﬂH:WﬂH and
L=INMAH=INMOH=INM
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coincide, We can say that L = L, = L,. The possible indices of H in G oblige us once
again to distinguish two possibilities.

If G/H is a #-group, G/M N H is also, and since LéV*ﬁT and L is a maximal
Fsubcloup in MO H (L is an F-injector of M) H) we conclude from lemma (2.4) that
V and I are conJuUated in G. The hypothesis of the conjugacy of the F-injectors
of H, shows that VnH is an ijector of H.

If G/H is a w-group, then G = M. V M . H. Consequently M/M M H is a ,—group and
H/MNH a =-group. Further [H: VﬂH[ is a m-number hence H = (M) H). (VﬂH)
where trivially M(ZWH < H and V,ﬂH is an F-subgroup of H verifying that (VﬂH)ﬂ
(MO H) =L is an F-injector of MﬂH We can therefore assert that VnH is an F-in-

jector of H. In fact, let V be an F- subgloup of G such that Vﬂ H =V = H. According
to Dedekind’s identity

V=VAH=VA{MN H).(V*nH)} — (MAHAV). TAH) =
_MAHEAY).HAV) = VO H

-

o) Vm H is a maximal F-subgroup of H. By lemma (2.4) and the previous results, I and

V N H must be conjugate in H as we intended to prove.

Congucacy. Le V), and V, be F-injectors of G and G* be a maximal normal subgroup
of G. Since V;N G* and V, ) G* are F-injectors of G*, according to the iductive hypothesis
we assure that Jxg€ G* such that VX G* = V,( G* = W. Therefore V,* and V, are
maximal F-subgroup in G such that W=V, ¥ V,, being W an F-injector of G*. Thus the
hypothesis of lemma (2.4) are verified, allowing us to be conclude that V* and V,
(and therefore V, and V,) are conjugate in G.

III. Characterisation and chief properties of injectors in finite
n-solvable groups

In the whole of this section we'll denote a z-saturated Fitting class by F

(3.1) Lemma. Let G be a group and N < G such that G/N is a #z’-group or a nilpotent
group. If a maximal F-subgroup V of G, contains an F-injector W of N, then V is an
F-injector of G.

Proof It is sufficient to consider the F-injector I of G, where W =INN = VNN,
then since W=1() V and according to lemma (2.4) I and V are conjugated in G.

(32) Lemma. Let {1} =G, 2G, 2..<G, =G be a series of a group G such that
each of the groups G;.,/G; i =0,..,n—1 is a #’-group or a nilpotent group. V is an
F-injector of G if and only if, for 1 =i_—=n V() G; is a maximal F-subgroup of G;.

Proof The main implication follows from the definition*of F-injector and the reci-
procal one, by using the result (3.1) a finite number of times depends on the trivial
fact of bema {1} an F-injector of G, = ]1}.

(3.3) Theorem. Let V be and F-injector of a group G. If V.-Hi =G, V is also an
F-injector of H (cf. [2] on page 338).

Proof Let {1} =G, =2 G, = ..<G, =G be a series of G verifying the hypothesis of

— 290 —



BN S A i a7

ON THE THEORY OF FITTING CLASSES OF FINITE =-SOLVABLE GROUPS

lemma (3.2). We’ll consider the series of H 1 = H,<H, < H, < .. < H, = H, defined
by HH=GNHi=1..n As Hi,,/Hi = (Gi,, N H) . Gi/Gi = G;.,/G; and the classes of
7 — (#’)-groups and that of nilpotent groups are S-closed, the series of H thus obtained
verifies the same hypothesis assumed for the series of G. Furthermore, since H;( V =
= GiNV is a maximal F-subgroup of G;, V() H; must be a maximal F-subgroup of H;
i=1..n, hence by lemma (3.2) V is an F-injector of H.

(34) Lemma. Let G be a group, M < G and V be an F-subgroup of G such that MV
is an F-injector of M and G = M .V, Then, V is an F-injector of G. (cf. [1]:on page 150).
Proof As G is =-solvable, we can refine the series 1 << M < G, untill we obtain another
one 1 =G, <G, <..<G, =G which verifies the hypothesis of lemma (3.2). Let mg N

.(m'=n) be such that G, = M. Since we have assumed that V()M is an F-injector of

M, G; V must be a maximal F-subgroup of G; o.=i.—=m. Now, we'll prove that for
the remaining values of «i», the previous result follows being valid, hence the lemma
remains proved. Let i be such that m <i—=n and U; an F-subgroup of G; such that
V() Gi=U. Since by hypothesis G =M.V, it follows that G; = M (G, V) and
U =MNU).(G;N V). On the other hand, the F-maximality of MV implies that
VAM =MNOU, so Ui = MOU).(GN V) = MAV).(GOV) =GN V.

(3.5) Lemma. Let G be a group, H <G and V be an F-injector of G. All E-injectors
of H are of the form V| H, and furthermore G = H .N; (VN H).

Proof According to the definition, V(H is an F-injector of H, and according to
their conjugacy, all F-injectors of H are of this form. For any element x of G, VN H and

(VN H): are conjugate in H, therefore exist he H such that x.h€ Ng (VN H), that is
x€H.N; (VN H).

(3.6) Lemma. Let G be a group and N < G. Each F-injector V of N, is a pronormal
subgroup in G.

Proof For all g€G, V and V: are F-injectors of N, so according to (3.3), they are
also F-injectors of (V, Ve). The conjugacy of F-injectors in (V, V)g completes the proof.

(3.7) Lemma. Let V be an F-injector of a group G. Then, V covers .or avoids each
chief factor of G. :

Proof Let H/K be a chief factor of G. If |[H/K| = p* (p€ =) then H/K is an abelian
group, K. (VM H) is normal in H, so by the lemma (3.5), it is also normal in G. Then
necessarily K. (VW H) = H or V(O H =K. If H/K is a #-group, V covers H/K as being
F m-saturated there exist G, € Hall’s_ (G), such that G, —= V.

IV. The class F". n-saturation across injectors

Let X and Y be two classes of groups. If we impose the condition that every group
of class Y should possess X-injectors, it is easy to show that class X must necessarily be
a Fitting class.

Taking as Y, the class of s-solvable groups, is it possible to find and additional con-
dition to the one of the existence of X-injectors, for all group G, which allows us to
discover (and characterise) the state of z-saturation of class X?

As we prove below, the answer is affirmative; the fundamental theorem is orientated
in this sence, since, as we haVve proved in it the injectors are of z-index in G, in other
words, every injector of G contains a Hall 7’-subgroup of G.

In the following F denotes a Fitting class with respect to which, every z-solvable group
possesses a single conjugated class of F-injectors.

Given a set of prime numbers ¢ such that g & @ it defines the class F= (cf. [4] on
page 104) as follws.
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(4.1) Definition
Fr = {G |G, ¢ Hall, (G) such that G, =V}

where we have denoted by V an F-injector of r-solvable group G.
We could define the class Fo’ similarly.

Consequences of the definition

a) E — FoyFo’

b) If V..H =Gg¢Fs and V is an F-injector of G, then H g Fo.
c) B —Foe UFL

(4.2) Lemwma. The following statements are equivalent.

i) For every gz-solvable group G, the F-injectors of G are of #-index in G.

ii) F = F=r,

1i1) SE— B AU (& F is msaturated).

iv) F# is the class of all #-solvable groups.

Poof i) & iv) trivially.

i) — ii) Always verify F (= Fr. Let G € Fr be. An F-injector V of G contains a Hall
m-subgroup of G, so from i), and from the conjugacy of the F-injectors, G = Vg F.

i)=— ek — Er— Er alis s — E 1

iili) — i) By the fundamental theorem.

Therefore, the -saturated Fitting classes remain characterised as the classes X with
respect to which every =-solvable group possesses X-injectors conjugate and of m-index.
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A LAGRANGIAN APPROACH TO THE K-S THEORY
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Abstract

Transformations which increase the number of variables are considered establishing
the relation between the lagrangian formalism in the two sets of variables. This result
is applied to obtain the K-S theory

1. Introduction

The use of certain sets of redundant variables to describe some problems of Celestial
Mechanics permits to formulate them by means differential equations well suited for
numerical integration or the application of perturbation theories. For instance, Broucke
et al (1973) have employed four variables in the Kepler’s perturbed problem: two of
them determining the orientation of the osculating plane of motion the other two the
position in this plane. Scheifele (1970) has proposed several canonical sets of redundant
variables applying them to the problem of satellite. Another very important set of varia-
bles is provided by the Kustaanheimo-Stiefel transformation, Kepler’s problem formula-
ted in the K-S variable with a suitable time is governed by the differential equations
of a four dimensional harmonic oscillator.

In this paper transformations which increase the number of variables are considered,
establishing the relation between the Lagrange equations in the two sets of variables.
Taking into account these results the differential equations of Kepler’s perturbed problem
in the K-S sariables are obtained in a straightforward manner.

2. Transformations increasing the number of variables

Let x,, %, ..., x, be the independent coordinates of a dynamical system whose lagrangian
function is L (x/, %/ ..., X/, X1, X3 ... X,), Where x,/ is the derivative of x, with respect
to the independent variable s. The corresponding differential equations are

d oL oL
Ll === = =10 (1)
ds ox/ ox,
=152, v
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Let us consider a transformation

X, = fo (%1, Xy oo0y Xi) m=n (2)

o

e s e )

<3

from the #-dimensional variable X into the n-dimensional variable x. Further the jaco-
bian matrix of (2) is assumed of rank 7.

We define the function L (X/,%) by

= d
D\ (ocioe) == [——[(T), f(T)) 3 3)
ds

this means that I, comes from substituting (2) into the function L. Lagrange equations

corresponding to L are

i d 3L oL
ik, = = — =0 4)
ds 0%/ 0 %
A= g2

(in the following Greek indices will take values between 1 and n while latin indices
will run from 1 to m).

Now let us prove that if % (s) is a solution of equation (4), its image by (2) is a
solution of equations (1). Before proceeding it is convenient to introduce the following
summation convention: whenever we have a term with repeated indices the term is to
be summed over the entire range of each repeated index. Now from the rules of partial
derivation we have

oL oL 9x/ oL ox,
= =k ()
x; ox,/ 0O ox, 0%
and by using
D f
ale— Y 6
‘ % = k (6)
equation (5) can be written
oL oL O A oL of,
e e Al 7
8% 9x/ 0% 0%  0x, 0% o
“On the other hand, taking into account (6)
oL GG Plee e RIL Gl
8%, 8/ 0% 0x/ 0F
therefore
d oL ) d oL of, oL & f,
ds 3 ,_—\:i = ds ( ) xz/ ) 2 7\—'.' P 3 Tm, 3 ——\71; @Ti Xk (8)

Inserting (5) and (8) into the lagrangian derivative [Z]; we get
“1

= d oL oL d oL oL of o)
[Lg,=— | — | —= | — — “— = [L], fe
ds ox/ 0 x; dsi\ otx ! Baz, 27 A

o9

()
ks
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A LAGRANGIAN APPROACH TO THE K-S THEORY
this means that the lagrangian derivative of L along any path = (s) ise related with the

lagrangian derivative of L along « (s) = f (% (s)) by.

o

[Z];?»= [L]¥
¥ ‘e O %;
Then, if % (s) satisfies (4) the left hand sides of (9) vanish and consequently we
have an homogeneous linear system with m equations and # unknowns [L]xa whose
matrix coeficients has rank n, trerefore along x (s) = f (% (s)) we have

which proof our statement.

3. Application to the K-S theory

To establish the K-S theory it is necessary to make a transformation increasing the
number of variables and to introduce a ficticious time; let us begm with the latter.

The lagrangian function of Klepler perturbed problem is

L*=(1/2) (& + & + 25) + Bfr—V (10)
where
V (%, %5, x;) is the perturbing potential

1%
K : the Gauss constant of gravitation
(% + 2% + )2

.g
Il

Il

dxa/dt
Let s be the new ficticious time defined by
ds = (1/r) dt (11)
The lagrangian function (10) is referred to the time t; in order to obtain the

lagrangian in the case of s as independent variable, we note that the hamiltonian
corresponding to (10) is

H* = 1 (4 + p% + p3) — K¥r + V (12)
where i)a = Bca are the momenta. The canonical differential equations are
dp, o H* dg, o H*
= = (13) "
dt 0q, dt op,

Now one can introduce the new independent variable s in the hamiltonian (13)
taking into account the following property (Wintner, p. 127):

If x (2), p(2) is solution of (13) which have a fixed energy constant, &, that is H* = p,
then x(#(s)), p(z(s)) is solution of a canonical system
dp, o H dp oH

=— — = (14)
ds 04q, ds op
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where the hamiltonian H is given by

H—=7rH*—h) =1r(pyh + v2+ 03 —K +rV—rh (15)
and satisfies the invariant relation H = 0. Conversely to every solution of (15) with
H = 0 belongs a solution of (13) with energy h = H*.

Denoting with prime derivatives with respect to s, the lagrangian L corresponding
to (15) is
L = — H +px/y + pxXr + pixs = (16)
=S Lrli(oc2) o e S e S RV e K

Let us recall that the K-S transformation is defined by

% = S (%)% (17)
where
x = (%, %, %) A=) (Eat 2o ey 27))r
01 — X, —; Xy
x; 7 —x — X
S(f) 2 —2 —_‘l _4 -—3 (18)
o6 \ o X,
\ X —; X, — 7,

Transformation (17) is of type (2). with m = 4 and n = 3, also its jacobian matrix
has rank 3. Now it is our aim to substitute (17) in (16); in order to do that we note
that matrix S satisfies

S (%), ST(%) =:ST.(%)'S (%) = |Z}E
(E is the four order unit matrix). From this is follows
7 — || =[x Sl ="[SxE- " Soll 2
=[x - ST ST]I'f = |%| (19)
On the other and the velocity vector is
0 = Si(@)ee - Si(ee) et = Si(acd)ie =-F Si(e) it (20)
at this stage we make the assumption that x and %’ satisfy the relation

TJ :\_‘l/ S E; K"z’ + ’_Xi-z T}l —_— Tl .'_\::,’ = 0 (21)
then
SHE)x =S x)¥
and (20) con be written

and therefore
|x’12 =x'ex =4[S(X)-F] - [SFE)F] =

= 4[5 B = 4w

According to (19) and (22), lagrangian function (16), disregarding the constant K
becomes
L.=2

X+ h|®

P—[EPV(x (=) (23)

This is the lagrangian of a four harmonic oscillator with frecuency (— %/2)'/? and the
corresponding equations are

0
%" —(h/2)% = — (1/4) — [|Z V]
0 x
which agree with those in the K —S theory.
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APLICACION DE LA F. D. T. A LA DETERMINACION DE LA
CALIDAD DE IMAGENES FOTOGRAFICAS: 1) MEDIDA
DE LA F.D.T. EN SISTEMAS OPTICO - FOTOGRAFICOS

POR

J. R. pE F. MoNEO y J. J. BARANDALLA

Departamento de Optica. Universidad de Barcelona (Espana)

Abstract

The conditions for the validity of the Optical Transfer Function (OTF) .n a photc
graphic process are studied with special attention to positives. A criterium is stablishec
to choose the best emulsion and the optima! working conditions. Several practical pra
cedures are presented for the measurement of the OTF in an «optical system —negative—
positive» sequence. Among other results, when the image of a slit is analized by the
scanning method, we find an apparent narrowing of the slit.

Introduccion

La Funcién de Transmision como se sabe, es una funcion compleja cuyo modulo
es la relaciéon de contraste entre la imagen y el objeto, para cada frecuencia espacial.
El poder separador del insirumento se obtiene para la frecuencia corespondiente al
contraste nulo. La fase mide el desplazamiento de las frecuencias espaciales de la ima-
gen con respecto a las del objeto.

A pesar de haber transcurrido dos décadas desde la introduccién de la F. D. T,
existen serios problemas en su aplicacion derivados todos ellos de las condiciones y
método de mediciéon empleados.

Hasta tal punto llega la dispersion de datos obtenida que en un congreso, celebrado
en Londres en 1966, de la Sociedad de Fotogrametria se pretendié sentar las bases para
el tarado de montajes y método de medida.

Como consecuencia de esto, el Instituto Sira distribuyé un juego de lentes, a través
de unos 30 laboratorios especializados extendidos por todo el mundo, con el fin de que
se midieran sus respectivas funciones de transmisién. Las caracteristicas de estas lentes
pueden apreciarse en la Tabla 1.

ies Semi-
Lente Focal Apertura corte Rango espectral
1/mm campo,
PLANO-CONVEX : 50 f/4 a f/11 100 6° Monocrom.
PLANO-CONVEX - 8 f/28 a /8 400 0° Monocrom.
DOBEBTRESS = 200 f/4 a f/11 100 32 Blanca
RETRZVAL e, 50 f/1,6 a £/8 400 6° Blanca
TOPOGON . . . . . 150 £/15 100 40° Blanca

TaBrLa 1
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v los resultados obtenidos, daban una dispersién en contrastes, de 0,1 aproximadamente,
incluso para contrastes bajos y para todas las frecuencias.

Posteriormente, el Servicio Britanico de Medidas, puso en circulaciéon en 1970, unas
normas encaminadas a unificar en lo posible, la dispersién de medidas en los labora-
torios.

A pesar de todos estos inconvenientes, la utilidad de la F. D. T. en la medida de
caracteristicas de instrumentos opticos ha sido ampliamente confirmada por la expe-
riencia.

Por otra parte, y estando encaminado este trabajo hacia imagenes fotograficas de-
bemos realizar el estudio con el sistema completo LENTE-PLACA.

El problema que aqui se presenta es el de no linealidad de la pelicula, debido como
se sabe a varias razones, pero fundamentalmente al funcionamiento logaritmico del
ennegrecimiento y al efecto de adyacencia del revelador.

En cuanto a la aplicacién de la Transformada de Fourier a receptores fotograficos,
ésta llegd a partir de los estudios de Selwyn? sobre poder resolutivo en 1948, aunque
la aplicacién directa de la F. D. T. tuvo lugar mucho madas tarde, practicamente durante
la década de los 60.

Algunas técnicas existentes para la medida de la F.D.T. en fotografia’

Independientemente del sistema Optico, formador de la imagen en la placa fotogra-
fica (independientemente, porque el resultado total sera el producto de ambos proce-
sos), se considera la pelicula com un sistema que ensancha la imagen de un punto lu-
minoso. El proceso se desdobla en dos fases:

1° Formacién de la imagen latente en la gelatina y difusién de la luz por ésta.

2° Fase de revelado.

Distinguiremos dos conceptos: exposicion tedrica y exposicién efectiva, para diferen-
ciar entre la iluminacién tedrica que debe llegar a la placa y la iluminacién real, menor

que aquélla, debido a la difusiéon en la gelatina. Una representacién grafica del fené-
meno puede ser la siguiente:

— 5.
1% Frse EXPOSICION TEGRICA Di1FUsION D((POSICIGN bl
5 (SOBRE GELATINA) EN IEN LAN CHELN)
e e MAGEN  LATENTE
—>
22 FASE IMAGEN LATENTE REVELADO IMAGEN FINAL

Parte matematica de la primera fase:

La imagen que se ha de formar en la ‘placa tiene, antes de incidir en la gelatina, in-
mediatamente antes, una distribucién de luz i(x, y). Y en la gelatina, seria:

i(g,m) ® P(Eq) =elxy)

es de_cir‘que la exposicion efectiva e (x,y) serd el producto de convolucién de la €Xposi-
cion incidente i(g,n) por la distribucién de Iuz del punto extenso P (g, 7). Obsérvese que
el punto extenso, lo es, por haberlo «extendido» la propia gelatina. En forma integral:

e(x,y) = ff i(gm):P(x—%,,
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La distribucién en una sola direccion:

e(x):f i(B)h(x—8)dE=1i Q@ h

©

donde % (g) es la funcién «linea extensa». Y claro esta,

h(x) = J rP(x, v) dy

— 00

Obsérvese asimismo que para aplicar la transformacion de Fourier se requiere que
el proceso sea LINEAL y para ello han de cumplirse dos postulados:

1° el de superposicion

2.° que el proceso sea estacionario®.

En el proceso fotografico se cumple generalmente el segundo postulado pero no el
primero, debido principalmente al efecto de adyacencia y a la relacién no lineal entre ex-
posicién y respuesta (densidad). Para poder aplicar la transformacién de Fourier a estos
sistemas no lineales hemos de descomponer el sistema en dos fases.

Estamos en la primera fase del proceso fotografico, donde pasamos de la imagen
«sobre» la gelatina a la imagen «en» la gelatina.

En esta primera fase se forma la imagen latente en la emulsion de la gelatina, y
puede considerarse lineal (aunque la difusién O6ptica no lo es).

La sefial de entrada en esta fase es la imagen «sobre» la gelatina (exposicion teodri-
ca). La de salida, es la imagen «en» la gelatina o imagen latente (exposicion efectiva).
A su vez, ésta efecttia las veces de senal de entrada en la segunda fase o revelado. La
sefial de salida sera la transmision o la densidad optica de la imagen ya revelada

Para la primera fase, sabemos que si:

e(x,9) =1i(t) ® p(En)

la transformada de Fourier de e (x, y) sera:

E (u,v) = f[e (x, ¥)exp [—2 7 i(ux + vy)] dxdy

donde u, v son las frecuencias espaciales en ambos ejes. Por tanto,

E @,v) =I(u,v) R () (1)
Siendo
I(uwwv) =% [i(x )]

R(u,v) & P(x,9)]

Y segun la definiciéon de F. D. T., R (i, v) es la propia F. D. T. de la pelicula, para
la primera fase.

Podemos reducir, por comodidad, la ecuaciéon (1) a una sola dimensién ya que e;
proceso fotografico es isotropo.

Llamando

({)2 = u’ + V2
quedaria:
E (9) = L(p) - R(g)

La parte imaginaria de la funcién R () es idénticamente nula ya que la gelatina es
1sotiopa y por tanto existe simetria circular. Asi el argumento de dicha funcién sera
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nulo. Por tanto el médulo de R (g) da una representacion completa de la F. D. T. del
material fotografico™® en su primera fase.

No obstante, supongamos que tenemos una distribucién incidente sobre la gelatina
de forma sinusoidal, la exposicién efectiva, nos dara una distribucién sinusoidal, por
ser el proceso lineal. La segunda fase —el revelado— no es lineal (por el paso a escala
de densidades y por los efectos del revelador) y entonces la seiflal de salida no sera
igual que la de entrada, es decir, no tendremos una distribucién de luz sinusoidal. Po-
demos desarrollar esta sefial como una serie de Fourier con una frecuencia fundamental
que serd la de la sefial sinusoidal seguida de otros trminos, armoénicos de maés altas
frecuencias. Pero ocurre que tanto la pelicula fotografica ordinaria como el papel se
comportan como filtros” de baja con lo que estos armonicos de altas frecuencias que-
dan atenuados, siendo practicamente la sefial de salida sinusoidal.

Si el efecto de adyacencia es fuerte, la F. D. T. total, no sera la misma que en el pro-
ducto en cascada de la F. D. T. de cada una de las fases. Pero en estos casos es mas
interesante la funcién que describe el efecto de adyacencia que la propia F. D. T. El
efecto de adyacencia acttia como un filiro de altas frecuencias.

Si se quiere tener presente el efecto de adyacencia existe una correccién dada por
Sayanagi® en la que supone que dicho efecto, que expresa la distribuciéon de difusién
de sustancias reductoras de la velocidad del revelador, es negativo y proporcional a la
diferencia de exposicion entre dos puntos. Siendo x, y coordenadas ortogonales en la
superficie de emulsién, la distribucién de exposicién efectiva j (x,y) y la efectiva en la
pelicula revelada j’(x, y), se tiene:

7%, 9) = j(% 9)— ff L, y)—i(x ] g(x—x,y—y) de dy’

Aplicando el teorema de la convolucién se obtiene:
TF(u,v) ={1+Q(0,0)—Q(w,v)} T(uv)

donde J’ (u,v), J(u#,v) ¥y Q(u,v) son respectivamente las transformadas de Fourier de
i’ (x,9), i (x,9), g (x,y) siendo u, v las frecuencias espaciales.

La funcién Q (z,v) es positiva y decrecc gradualmente a cero al aumentar la fre
cuencia espacial. La ecuacién anterior explica el fendémeno observado, por el cual —de-
bido al efecto de adyacencia— en la grafica de la F. D. T. para peliculas, existe un
contraste mayor que la unidad para las frecuencias muy bajas.

Inconvenientes de estos métodos:

a) La exposicion efectiva se calcula a partir de una exposicién incidente (sinusoidal)
pero sobre la placa revelada, la cual introduce errores en la determinacién de la expo-
sicion efectiva e (x,y), errores que provienen de los efectos nc lineales del revelado.
Entre otros el de Adyacencia (migracién de las especies activas e inhibidoras del revela-
dor). Ademas sélo podemos calcular la F. D. T. del efecto de difusién de la luz sobre

la gelatina (es decir sobre la imagen latente o efectiva) pero desconocemos por comple-
to el efecto de revelado.

b) EI revelado introduce una distorsién de arménicos y aunque actde como filtro
de baja frecuencia, siempre queda el hecho de ser aproximadamente lineal, al desarro-
llar la sefial sinusoidal en serie.

Por otra parte y en general, tendremos en la placa revelada imégenes extensas y ade-

mas en NEGATIVO. Por tanto deberemos repetir todo el proceso con sus aproximaciones
para pasarlas a POSITIVO.
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Técnica de linealizacion «N-P» para procesos fotograficos

Los métodos anteriormente descritos, no parecen muy acertados al aplicarlos a es-
tudios de imagenes extensas, maxime cuando deben realizarse observaciones en el
POSITIVO.

Nos parece mas idéneo considerar el conjunto NEGATIVO-POSITIVO como un sistema
cerrado e independiente, incluidos los efectos de revelador tanto en el NEGATIVO como en
el POSITIVO.

Segiin este planteamiento el proceso Optico-fotografico tomaria las siguientes fases:

a) Focalizacién de la imagen, a través del sistema 6ptico, en la placa fotografica.

b) Fase NEGATIVO-POSITIVO (N — P).

Si la fase (b) fuese lineal, el problema estaria resuelto y podriamos aplicar criterios
de calidad sobre la imagen fotografica final.

Mediante un estudio adecuado en la eleccién del material fotografico, podemos ha-
cer que dicha fase sea lineal. Esta engloba en un todo, los procesos de impresion-reve-
lado del negativo, impresion-revelado del positivo.

En efecto; para el negativo podemos expresar que:

Dy—Dys = y,, (log g, —log g, —1log ¢, ) [1]
donde como es sabido, D = log 1/T; siendo T el factor de transmisién para intensida-
des, del negativo una vez revelado. La pendiente de la recta es el camMA de la pelicula ¥
Y &, es la exposicion dada al negativo.

El punto A, de coordenadas (D log g_\_‘_‘) corresponde al limite inferior de la zona
lineal en la curva H — D.
Expresando la férmula (1) en transmisiones:

€ YN
Ty = « Ty = cte - gy "Wy

Ena

NA’

Que nos da la dependencia exponencial del factor de transmisién con la exposici6 .
Supongamos ahora que la luz transmitida por el negativo revelado, impresiona por
contacto una nueva pelicula (positivo). La exposicién recibida por ésta sera:

e =CTy [2]

donde T es la transmision del negativo y C una constante de iluminacién.
Andlogamente, el positivo revelado dara una transmision

€p =
= [ ] 2 T,4 = cte » £, Tr [31

£pA

Sustituyendo (2) en la expresién anterior.

G =T
Tp = TN_Yp e « Tpu [4]1
EpA

y expresando Ty en funcién de gy, en la férmula anterior queda:
If—icter ey NTp

donde la transmisién del positivo depende de la exposicién del negativo, exponencial-
mente, con el producto de los GaMMA de negativo y positivo empleados. Para que este
proceso sea lineal basta con que se verifique la condicién de:

Y~ * Yp =1
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Lo mas conveniente es emplear un negativo de bajo contraste (\',\f < 1) y un positivd
de alto (-y,,> 1), para contrarrestrar la distorsién de armoénicos.

El sistema N — P (sistema LO — HI) asi formado actia para todos los efectos como
unico sistema, en el cual la intensidad (exposicién) a la entrada, es proporcional a la
intensidad de salida (transmisién del positivo), cumpliéndose los requisitos necesarios
para la aplicacion de la transformada de Fourier.

Como consecuencia légica del estudio del sistema N —P para intensidades lumino-
sas, podemos aplicar los mismos resultados a placas holograficas, trabajando con am-
plitudes.

Puesto que en la reproduccién de una imagen hologréfica, lo deseable es que tenga
una distribucién de intensidades proporcional a la del objeto, es preciso que el factor
de transmisién para amplitudes en el holograma revelado, sea proporcional a la intensi-
dad recibida por la placa fotografica. Esto se cumple para una emulsién en la parte
inferior de la curva H — D. Si no queremos limitarnos a esta zona, para aprovechar ma-
yores variaciones de la exposicién, podemos acudir a una pareja N — P, la cual nos evi-
tara la falta de linealidad, trabajando en la zona recta de la curva H — D. Siendo ty el
factor de transmisiéon de amplitudes en negativo, tenemos er = Ky ¢y; impresionando
por contacto otra placa (positivo):

que una vez revelada, dara:
Tlp = By EpH{P =K enTn"D

>
Tp = KENVN Tyl?

Eligiendo una pareja N — P de modo que yx * yr = 2 estaremos en las condiciones de-
seadas.

Los limites inferior y superior de la zona lineal en estos sistemas N — P, se localizan
para cada revelador y temperatura. 1

Material fotografico y condiciones de trabajo

Se han realizado prueba con cinco tipos de pelicula y diversos reveladores. Hemos
seleccionado KODAK PLUS X PAN PROF para el negativo y AGFA COPEX POSITIVA para el positivo.

Los procesos de revelado para negativos KobAk han sido realizados con D-76 a 20° C,
y 6 minutos y a 30° C, 6 minutos respectivamente, consiguiéndose una gamma adecua-
do en este segundo caso.

A pesar de esta temperatura (30° C) no ha existido problema de desprendimiento de
gelatina. (Se obtuvieron unas trescientas placas).

Las caracteristicas del negativo a 20° C/6 min. fueron de un v 0,55 y zona lineal
util de 0,6 a 1,8 aproximadamente, en escala de densidades; las del negativo a 30° C/6 mi-
nutos de vy~ 0,7 y zona util de 0,8 a 2,9 aproximadamente.

Posteriormente se prob6é a revelar el negativo a 20° C/12 min. obteniéndose un
vy~ 0,75 de promedio.

Asi pues, se ha adoptado:

NEGATIVO: -Pelicula KODAK PLUS X PAN PROF (22 DIN)

— revelador D-76

— tiempo de revelado: 12 minutos

— temperatura: 20 + 1°C

— fijador 4cido rapido kopak, 10 minutos a la misma temperatura.

=T

et

i
i
{
‘:
.;z,
g
4
;.

e

s

rEees

LA L St

s i i S

el



B
J
-

abinia

i

APLICACION DE LA F. D. T. A LA DETERMINACION DE LA CALIDAD DE IMAGENES
El revelado se realizd6 a las 24 horas de su impresion. Asi mismo el preparado de
reveladores y fijadores; empleandose en cada proceso, de doce placas simultaneas, li-

quidos nuevos.

Valores medios de las constantes de la Curva H— D:

Nu = 015
Daxiitineat, = 1,40
Diin: tinen = 0,40
PosiTivo: — Pelicula AGFA COPEX POSITIVA

— revelador D-163 (1:1)

— tiempo de revelado: 2 min.

— temperatura: 20 + 1°C

— fijador rapido acido xopAk, 10 minutos a la misma temperatura.

La técnica del revelado es idéntica que para el negativo.

Valores medios de las constantes de la curva H — D:

vo = 1,34
Dmnx. lineal = 1,05
Dmin‘ lineal = 0,30

tomadas dentro de la zona lineal mas extensa.

Eleccion de la zona de trabajo:

A partir de la ecuacién (4) podemos obtener:

D, = D,—~, Dy ©®)
donde:
Gty (6
D, =—lg [ ( ) : T] =y, lg— + Dy,
EpA EpA
Dp, La ecuacién (5) sera cierta
siempre y cuando trabaje-
)& Dps mos simultidneamente en las
O R e T zonas lineales de las curvas
H - D del positivo y negativo.
0'97 Es interesante buscar los
08~ limites entre los que esto
07- A B sucede. :

! Representemos en un dia-
ey grama las densidades del
05+ positivo y negativo respecti-
e s | et P R 3 vamente, y tracemos en €l
el D ! 1?.?. recta dada por la expre-

| | : sién (5). Su posicion depen-

02 - | el | dera del valor de D,, y éste

ol 1Dus : o i a su vez, del parametro C

7‘-_._‘-7.7} R el _,,__,___L_Y,,, e en el. g’ue esta 1nclu1d.a. la

01 02 Q3 04 05 06 07 08 Q9 10 11 12 13 14 15 Du €xposicion dada al positivo.
Fig.1 (Fig. 1).
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Aumentando el tiempo de exposicién o la intensidad con que se ilumina el negativo,
la recta se desplaza paralelamente a si misma hacia arriba.

Por tanto, el mayor intervalo lineal de la expresién (5), se obtiene para valores de C
comprendidos entre los que dan las rectas A y B de la figura.

En nuestro caso, podemos aprovechar todo el intervalo lineal del positivo (densidad
de 0,30 a 1,05), pero solamente una variacién de densidad de 0,56 en el negativo. Hemos
elegido dentro de la zona lineal de la curva H — D para negativo, el tramo comprendido
entre Dy, = 04 (limite inferior) y Dys; = 0,96 donde los puntos NA y NB se refieren a
los limites inferior y superior respectivamente. Esto significa que trabajamos sobre la
recta A. En ella hemos fijado el punto de trabajo P, cerca del extremo de A pero sin
llegar a alcanzarlo, para evitar en la practica que pueda salirse de la zona lineal.

Este punto corresponde a una densidad del negativo Dy = 0,90 y del positivo D, = 0,38;
asi mismo corresponde a la imagen de la parte mas luminosa del objeto y ha servido
para tarar el material fotogréafico, probando la exposicion necesaria en la practica, para
negativo y positivo.

De todos modos estos valores son resultados de promedios estadisticos.

Medida de la funcion de transmisiéon

Ordinariamente en las medidas de funciones de transmisién para luz incoherente se
acostumbra a trabajar con luz monocromatica. El paso, a luz blanca se realiza consi-
derando ésta como mezcla espectral. Quizas, para el desarrollo teérico de la cuestién sea
esto mas practico.

No obstante, en nuestro problema debemos atenernos a la realidad de los hechos.
Recordemos que se trabaja con objetivos fotograficos y pelicula en blanco y negro.
Por tanto tendremos que realizar medidas experimentales de la F. D. T. para luz blanca.

Observado el fenomeno desde el punto de vista fotométrico, se cumplen los requisi-
tos de linealidad e isoplanatismo, necesarios para la aplicacion de la transformada de
Fourier.

En el positivo revelado tendremos (si se cumple la condicion Yy Yp = 1) que la
intensidad

I=0Q® D

donde O es la distribucién de luz del objeto y D la mancha que en el positivo y en in-
tensidades, ha producido un punto objeto. Debemos observar que no nos interesa cono-
cer la distribucién espectral de la luz con que trabajamos. Siempre y cuando sea la mis-
ma en todos los casos, el efecto de ennegrecimiento en placa sera idéntico.

La transformada de Fourier de la intensidad I en la imagen positiva.
F @) =g (0): &F (D)
i(u) = o(u) - d(u)

Pretendemos medir d (1) = &% (D); esto no es otra cosa que la relacién de contras-
te existente entre la imagen y el objeto para cada frecuencia espacial.
Es decir la funciéon de transmision del sistema.

Técnica de medida

Se determina la F. D. T. del sistema optico-fotografico por el andlisis de la imagen
de una rendija.

Se mide la distribucién de intensidad de esta imagen y se calcula la correspondiente
transformada de Fourier.
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APLICACION DE LA F. D. T. A LA DETERMINACION DE LA CALIDAD DE IMAGENES

Se han desarrollado tres métodos®!®:

a) Medida global de la F. D. T. total del sistema OBJETIVO-NEGATIVO-POSITIVO (O-N-P),
por el método de rendija.

b) Medida de la F. D. T. total, como producto de las correspondientes al objetivo
y a la pareja N — P, ambas calculadas por el método de rendija.

c) Medida global de la F. D. T. total del sistema O-N-P. por el método de contrastes
entre el objeto y la imagen.

El estudio ha sido realizado con un objetivo formado por un doblete pegado, cuyas
i caracteristicas, dadas por el suministrador son las siguientes:

g = 1,614 + 0,001 114 = 1,51925 + 0,0001
1, = 1,160914 1, = 1,51659
1y = 1,62566 0y = 1,52527
V= 37,2 + 0,8 % V= 59,8 + 8 %
71 = 501,19 7, = 70,795
/ en =50 s 118
i 7y = — 89,195

La focal del sistema es de 175 mm.

Hemos colocado el vidrio flint delante para obtener una mayor aberracién de la
imagen.

La distancia del objeto a la lente es de 2460 + 3 mm., y de ésta a la imagen paraxial,
de 188,4 mm.

Un error de apreciaciéon de + 3 mm. en la posicién del objeto, se traduce en 0,02 mm.
para la posicion de la imagen. En nuestro caso tomaremos diversos planos imagen a
intervalos de 1 mm., partiendo del paraxial como base de referencia; por tanto la apro-
ximacion es mas que suficiente.

Los diafragmas a utilizar alternativamente, son dos, de didmetros 5 mm. y 30 mm.
respectivamente, situados a 12 mm. por detras de la ultima superficie. Las aperturas
relativas son de 1/33 y 1/5,4 respectivamente.

) Las aberraciones y demds pormencres del sistema O6ptico trabajando en estas condi-
ciones, han sido determinadas por M. J. YZUEL'" en trabajos anteriores, sirviéndonos es-
tos resultados de orientacién en la determinaciéon de la F. D. T. del instrumento.

Descripcion de la técnica: método A

Este método consiste en obtener la imagen de una rendija a través de todo el sistema
OBJETIVO-NEGATIVO-POSITIVO, tras la linealizacion de la pareja de peliculas negativo-positivo.

A la senal recogida en positivo tras su analisis con desintémeiro se la aplica la trans-
formada de Fourier para obtener la F. D. T., d,, del sistema completo O-N-P:

i(z)
0, (U) - 0, (u)

siendo i (u) la transformada de Fourier de la sefal dada por =1 desintéometro; o;(u) la
correspondiente a la rendija objeto en coordenadas del espacio imagen, y o0,(u) la re-
lativa a la rendija de barrido del propio densitémetro. Se obtienen imagenes sobre
doce planos de enfoque tomando como referencia el plano paraxial repitiéndose el ex-
perimento para varias posiciones de campo y varios diafragmas.
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Méiodo B

Con la misma rendija objeto que en el experimento anterior, se obtiene la distri-
bucién de luz de la imagen aérea dada por el objetivo, barriéndola con una rendija,
animada de velocidad uniforme y recogiendo la senal en un registrador.

El proceso se repite para todas y cada una de las posiciones de plano imagen del
método A), asi como para los mismos campos y diafragmas. De esta forma cada posi-
ci6n plano imagen tiene su homoéloga en el método A) y podremos comparar ambos.

La F. D. T. para cada plano imagen se obtiene a partir de la distribucién de luz obte-
nida de la imagen correspondiente.

La funcién de transmisién de la pareja N — P, se obtiene por el mismo método de
rendija. Impresionando con una rendija por contacto el negativo y pasando al positivo.
La sefial se mide con densitémetro y se calcula la correspondiente transformada de
Fourier.

De este modo, si d, es la F. D. T. del objetivo y dy_, la del sistema N — P:

i (u)
(IL ——————————
o (u) - 0;(u)
1”7 (1)
dy-p =

0, (u) - 05 (u)

siendo o, (u) la Transformada de Fourier de la rendija objeto; os;(u) la de rendija de
barrido del densitémetro, y o, (#) la de la rendija de impresiéon por contacto.

Si la anchura 2a, de cualquiera de las rendijas utilizadas es tal que 2au,.<<0.l,
puede considerarse su correspondiente transformada de Fourier como la unidad con
error® menor del 2 %. Donde u,. es la frecuencia espacial maxima.

El producto:
dL o dyp=d;,

debera darnos la F. D. T. obtenida por el método A).

Método C

Esencialmente analogo al A) en cuanto a procedimiento se sustituye la rendija obje-
to por un test sinusoidal que cubra todo el rango de frecuencias transmitidas por el
sistema; recogiendo la imagen en pelicula negativa y pasando al positivo. Las diversas
posiciones de plano imagen se corresponden con las de los métodos anteriores.

La F. D. T. se mide experimentalmente, sobre el positivo como relacion de contrastes
y frecuencias espaciales.

El test empleado por nosotros es un Foucault de tipo almena. Aunque en general
esta clase de test no es aconsejable para la medida de la F. D. T. por contrastes, debido
a los armoénicos, en nuestro caso, no resulta peligroso debido a que el sistema N —P
los filtra. Y en efecto, observamos que a partir de las 2 1/mm, se comportaba como
sinusoidal, no siendo interesante para nosotros el estudio de ia F. D. T. para frecuen-
cias de este orden ya que practicamente el sistema se comporta como perfecto
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APLICACION DE LA F. D. T. A LA DETERMINACION DE LA CALIDAD DE IMAGENES

Resultados

De la comprobaciéon de las diversas técnicas se observa que los métodos A y C no
) se correspondian en absoluto. El método C, es eminentemente experimental; mide la
] F. D. T. de todo el proceso 6ptico fotografico de forma directa.
Por el método A) se calcula la F. D. T. a partir de los resultados obtenidos en la me-
dida de la distribucion de intensidacdes, para la imagen de rendija, en positivo.
Como ejemplo de los resultados obtenidos pueden servir los siguientes:
; Mobpuro F. D. T. Directa (MErobo (C)) para eje, abertura 1/33, y plano imagen a 1 mm.

por detras del paraxial (plano paraxial entre el objeto y el plano imagen) para algunas
de las frecuencias medidas.

L/mm. CONTRASTE

3,2 0,98

57 0,87

{ 8,1 0,68
‘ 114 0,58
14,3 0,39

17,9 0,28

22,8 0,19

El peligro de estas medidas consiste en que las bajas frecuencias, contrastes proxi-
mos a la unidad, pueden quedar falseadas aludiendo a las razones expuestas a lo largo
del trabajo.

Para evitar en lo posible, errores inadvertidos tomamos en nuestras comparaciones
la zona media de contrastes.

Comparaciéon con el método (A)

El moédulo de la F. D. T. calculada viene expresado por:

i(u) i(u)
d (n) = =
0y (2t) » 0, (1) senmaj it Senwa,u

Tad U T U

donde la normalizacién ya va incluida en i(u): la anchura de la rendija objeto reduci-
da (en espacio imagen) es a; = 0,092 mm. La anchura de la rendija de barrido del densi-
tometro en las mismas coordenadas vale a, = 0,016 mm.

Por ejemplo, para contrastes alrededor de 0,7 en la medida experimental (7 l./mm.).

L./mm. i(u) 0, (1) 0, (1) d; (u)

: 32 0,88 0,85 1,00 1,02
g 58 0,64 0,59 0,99 1,10
7,8 0,42 0,34 0,97 1,27

Como puede apreciarse los valores que toma d;(x) son a todas luces inadmisibles.
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A la vista de estos resultados se opté por tomar una rendija a; tedrica, tal que d, (u)
se pareciese lo mas posible a la F. D. T. medida experimentalmente. Este valor es de
a’ = 0,066 mm., para eje. La nueva d,(u) calculada por este método da valores tales
como

L/mm. dy (u)
32 0,95
5,8 0,83
7.8 0,70

Comprobando la anchura de rendija obtenida en positivo observamos que, efectiva-
mente era de aproximadamente 0,066, cuando la imagen geométrica, supuesto al sistema
perfecto, debia de ser de 0,092.

Afiadiendo que el sistema tenia fuertes aberraciones, sin olvidar la difusion en ‘a
placa fotografica, la anchura de la imagen debiera ser mayor de 0,092.

Para imégenes de campo con abertura 1/33 se daba el caso de una rendija tedrica
a; = 0,05, obteniéndose el mismo resultado para imagenes en eje y abertura 1/54. Sin
embargo este fendomeno de estrechamiento no se observa en la imagen impresionada
por contacto d una rendija, ya que al no haber aberraciones, el borde de playa en la
imagen tiene una pendiente muy alta y la distribucion de luz decae casi instantanea-
mente al pasar de la zona blanca a la negra. No obstante, este fenémeno esta siendo
sometido a un estudio mas completo y por el momento es aventurado predecir su pro-
cedencia.

Conclusiones

Al trabajar con sistemas fotograficos, a pesar de no ser éstos lineales, puede utilizar-
se en ellos la Funcion de Transmision empleando una pareja de peliculas negativo-posi-
tivo, de modo que el producto de gammas sea la unidad. Con ellos se logra una zona
lineal suficientemente amplia. Esta, queda comprendida en el diagrama Dy— D, (densi-
dades de negativo y positivo), entre dos rectas con pendiente — 9,

Estas rectas contienen a los puntos de maxima densidad lineal del positivo y mini-
ma del negativo y de maxima densidad lineal del negativo y minima del positivo.

Para trabajar con métodos holograficos interesa que el producto de gammas v
Esto puede aplicarse a la obtencién de redes sinusoidales.

Si se calcula la F. D. T. global de un sistema optico fotografico, mediante el barrido
de la imagen de una rendija, debe tenerse en cuenta que el proceso fotografico reduce
las dimensiones eficaces de la rendija.

N e =2
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NOTA SOBRE EL DISENO SISTEMATICO
DE BOBINAS HELMHOLTZ

PO R
M. A. ReBoLi®po y E. BERNABEU

Departamento de Fisica Fundamental, Citedra de Optica
Universidad de Zaragoza (Espaiia)

Abstract

A simplified method for the design of Helmholtz coils of rectangular cross section is
presented in this communication. The aproximations used in this work are discussed.

Introduccion

La produccion de campos magnéeticos muy homogéneos en una determinada regién del
espacio puede llevarse a cabo con diferentes dispositivos, siendo uno de los mas usados
las bobinas Helmholtz.

Aunque la teoria necesaria para calcular el campo magnético producido por unas bo-
binas Helmholiz estd ampliamente desarrollada®?, el disefio de unas bobinas Helmholtz
de calidad, que respondan a unas exigencias preestablecidas, puede resultar tedioso si no
se opera de forma sistematica.

El propodsito de este trabajo es presentar un método muy simple para llevar a cabo
de forma optima el disefio de unas bobinas Helmholtz.

1. — Induccion magnética creada por un par de espiras circulares
en condicion Helmholtz

M. W. Garrett? ha desarrollado un meétodo para el calculo aproximado de campos
magnéticos producidos por sitsemas con un eje y un plano de simetria perpendiculares
entre si. Para estos sistemas es conveniente el uso simultaneo de coordenadas cilindricas
(Z, P, ®) y esféricas (R, ®, ®), con un eje polar comun que es el de simetria (Fig. 1) y
un origen comun situado en la interseccién del eje con el plano de simetria. En estos
sistemas de coordenadas W. Franzen®? da expresiones para la inducciéon magnética B, en
funcién de los polinomios de Legendre. En particular, para un sistema formado por dos
espiras circulares, iguales, paralelas y recorridas por la misma corriente I, con sus cen-
tros situados en un eje perpendicular a ambas (Fig. 1) se obtiene para las componen-
tes de B:

5 R 2n
B;(R,0) = B, [1 + 21 (—) P51 (cos §) Py, (cos ©) } (1)
n= r
e 1 R b1s
By (R,0) = —(sen@®) B, >} ——— (——] P’351 (cos §) P, (cos @), (2)
m=lSDip e r
B,(R,0) =0, 3)
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siendo (intensidad en amperios y longitud en centrimetros)

T sen?
B, = B,(0,0) = (—-) (———- ) i Gauss. 4)
10

r

Tabla I

2, (x) =% (3x2-1) ., P, (x) = & (35x"-30x7+3)
P (x) -1 (231x5-315x*+105x2-5)

l’s(x) =—  (6435x%-12012x° +6930x"-1260x2+35)

() =3x , Py =3 (5x7-1)

2y(x) =3 (x2-3)x , PL(x) =15 (@1xt-14x2+1)
3
8

(231x"-210x2+35)x

25(x) = T (429x°-495x*+135x%-5)
2} (x) =% (715x°-1001x"+385x2-35)x Fic. 1

45 < % 2
Pé(x) =378 (Z‘Ulx“—«lDO«l.\“*ZODZx“—SOSx +7)

En la Tabla I recopilamos los polinomios de Legendre y sus derivadas primeras, ne-
cesarias para evaluar (1) y (2), no siendo habitual tener que utilizar polinomios de orden
superior.

Para que el campo magnético sea lo mas homogéneo posible en torno al centro hay
que disponer las espiras de forma que Py’ (cos ) = 0, con lo que las variaciones de B, ¥
B, no dependen més que de potencias orden cuatro y superiores de R/r. Esta condicién
se llama de Helmholtz y se verifica para cos*() = 1/5, o lo que es lo mismo para p= 27

La maxima variacién de B respecto a su valor en el centro se obtiene, para un de-
terminado valor de R, cuando ® = 0 (puntos del eje). Esta afirmacion se justifica si se
tiene en cuenta, que segun (1) y (2),

B;=B,(14+C) y Bp=B,G,
siendo C; y C,, segiin veremos, del mismo orden de magnitud; por lo que
B*=B2(1 +2C, + C? + G).

Como justificaremos mas adelante, cuando se cumple la condicién de Helmholtz, C,
y C, son muy inferiores a la unidad, inclusive en los casos usuales mas extremos. Por
ello C? puede despreciarse frente a 2 C; y por tanto B~ B,, lo que indica que la méaxima
variacién de B debe tener lugar en los puntos para los que sea maxima la variaciéon de
B,, que ocurre para @ = 0. Para este valor de @ se anula B, y sélo es preciso calcular
B, para conocer la inhomogeneidad.

Para los puntos de inhomogeneidad méxima se obtiene, utilizando la condicion de
Helmholtz,

RERNE R ¢ R=Ne
BZ(R,0)=BQ\:1——1.8[——] +2.464(—-] —0.936[———] +] (5)
r i r
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Para estimar el grado de aproximacién que se obtiene cuando se limita el numero
de términos en (5), vamos a considerar el caso extremo del cilculo de B, en los puntos
de una esfera con centro en el origen y tangente a los planos de las espiras. Si para cal-
cular B, en los puntos de inhomogeneidad maxima (puntos de tangencia) tomamos en
(5) uno, dos o tres sumandos, cometemos errores del 7.2, 2.1 y 0.16 % respectivamente.
Estos resultados indican que se puede utilizar (1) despreciando las potencias de R/r de
orden superior a seis con aproximacién excelente y justifican la suposicién de haber
considerado C; muy inferior a la unidad. En general las bobinas Helmholtz se disefian
para proporcionar gran homogeneidad en una zona de extension reducida en torno al
origen, por lo que puede calcularse B, con buena precision sin mas que utilizar el primer
término del sumatorio de (1).

Es interesante conocer, ademas de la inhomogeneidad maxima, el valor maximo de la
componente radial de B, ya que es perpendicular al campo que se pretende generar y
puede ser perjudicial si supera ciertos limites. Debido al pequefno valor de R/r podemos
suponer en buena aproximacion que el maximo de B, y del primer término del sumato-
rio de (2) se presentan para el mismo valor de @ (®, = 23.8779°). Utilizando Ia condicién
de Helmholtz en (2) se tiene

R \¢ R ¢ R \3
BP(R,®°)=B°[0.9504[——) —1.0217(——) +0.1094[~—J +} (6)

T r r

en la que se observa que el valor maximo de B, para un R dado, es aproximadamente
igual a la mitad de la inhomogeneidad maxima. Esto justifica el haber supuesto C, y C,
del mismo orden. Para calcular B, con precision no es suficiente con el primer término
del sumatorio de (2), ya que para los valores de @ proximos al que anula P, (cos @)
(® = 49.1066°) es preciso afadir el segundo sumando.

2.— Bobinas de muchas espiras

Cuando las bobinas constan de varios pares de espiras, no pueden cumplir la condi-
cién de Helmholtz todos los pares simultaneamente, por lo que apareceran al sumar to-
das las inducciones magnéticas términos dependientes de (R/r)?; sin embargo una dis-
tribucién conveniente de las espiras puede hacer que la suma de estos términos se

sz, Plano de

|
lsimetria

FiG. 2

Podemos suponer, en buena aproximacién, que las -bobinas consisten en dos anillos
de seccién rectangular (Fig. 2) de lados 2a y 2 b. Designemos por (9, z) o (r, §) las coorde-
nadas de un punto de la seccién ¥ por (p,,, Z,) o (7., 6,) las del centro de la seccion. El
célculo de B, (Z, O) se reduce a una integracion de (1) sobre el area de la seccién. Como
B,(Z, O0) es una funcién de a y b, puede realizarse un desarrollo en serie de potencias
de a y b, obteniéndose?

4z sen? 0, Z \2 Z \4
B (Z, O)=(——‘] NI (—-_)(lu+‘:l! ('—J +14[ ) +---:l; (7)
10 7 7 o
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en la que N es el nimero de pares de espiras que forman las bobinas. Los coeficientes g,
o2, s, €n el caso de que la condicién de Helmholtz se cumpla para el centro de la seccién
rectangular (cos? §, = 1/5) se expresan en serie de potencias de a/r, y b/r, como

1 b \2
aczl——[-—‘] e (€))
12 5
b 2 a 2
o = 3.1 (—) — 36 (-——J Atesitis; 9)
2 2
b 2 a 2
s = —1.8—10.27 (—] +12.32 [~——] A ] (10)
7, 7
Si elegimos la seccién de los anillos tal que
a/b = 0.928 (11)

se anula g, obteniéndose de (1) y (2)

= R 2n
B, (R, ®) = B, I: =S [—) %o Lotz -1y P2, (cOS @) ] ’ (12)

To

Sl R\
B;(R,0) = —(sen®) B, > ——— [———} o' o2 (1) P20 (COS O), (13)

=2y 41 o

47 sen’ §,
SR
10 T,

siendo B, el valor de la induccién magnética en el centro de las bobinas. De esta manera,
como en el caso de un solo par de espiras, B, y B, dependen de potencias de R/r de
orden cuatro y superiores.

con

Bo

3.— Método de diseiio

El disefio de unas bobinas Helmholtz debe responder a unas exigencias de valor. de
campo magnético y de inhomogeneidad méaxima en una determinada regién en torno al
centro. Esto condiciona los radios y grosores de las espiras, la distribucién de éstas en
los anillos, asi como la resistencia eléctrica del conjunto y la intensidad de corriente
maxima necesaria.

Sea § la maxima variacién relativa que puede permitirse a B respecto a B, para
un determinado valor de R. De este dato debemos deducir los valores de 7, y 0o (Fig. 2).
Si reducimos los anillos a un par de espiras, utilizando (5) y despreciando los términos
de grado superior a cuatro se obtiene

7o = R (1.8/8)"* = 1.1583 R §-'/*. (15)

Teniendo en cuenta que este par de espiras cumple la condicién de Helmholtz se
obtiene

Po = ToS€n §, = 0.8944 7, = 1.036 R 6"/‘. (16)

o
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NOTA SOBRE EL DISENO SISTEMATICO DE BOBINAS HELMHOLTZ

Como en general los anillos tienen varias espiras, es preciso utilizar (12) con ® = 0
y la condicién (11), obteniéndose

b \2 1 b 211 R \4 1
BZ(R,O)=B‘,{1 + [—1.8 + 0.3398 (——] :I [1—— (——] ] (—) s (7))
72 12 7 To 5

Aun en el caso de ser b/r, = 1/5 que corresponde a unas bobinas muy gruesas, los
coeficientes de (R/r)! en (5) y de (R/7,)* en (17) se diferencian en un 042 %. Es por ésto,
por lo que podemos utilizar para el disefio las expresiones (15) y (16) en el calculo de
75 N (el De igual manera podemos tomar en (14) 4, = 1, cometiendo para el ejemplo
citado un error en el cilculo de B, de 0.33 %, perfectamente admisible en el disefio.

La determinacion de las dimensiones de la seccién normal de los anillos se hace ajus-
tandose a las exigencias del valor maximo, By, de la induccién magnética que se desea
obtener en el centro de las bobinas y a las necesidades de disipaciéon del calor producido
por efecto Joule. El 4rea de la seccién normal de uno de los anillos es S = 4 ab; pero
como cada anillo estda formado por superposicién de espiras de seccién circular, este

area se reduce a S’ = ——S = 7ab. Un valor apropiado para la maxima intensidad de

corriente, Iy, que debe circular por un hilo conductor de cobre para evitar un calenta-
miento excesivo es de 250 A/cm.? por lo tanto no es conveniente que la intensidad de
corriente maxima que atraviesa cada anillo supere el valor

NIy = 250 S” = 7854 ab. (18)

Tomando en (14) ¢, =1 e I = I,, se obtiene

S5 B 25 T By
NI, = = ; (19)
2 7 sen§, 87

Esta ecuacién junto con (18) y la condicién (11) nos proporciona los valores de 2a
y 2b.

Queda por determinar el didmetro, d, del hilo conductor, que viene condicionado por
la intensidad y voltaje maximos (I, V; respectivamente) que puede suministrar con bue-
na estabilidad la fuente de alimentacién. Supuesto que en los lados de longitud 2a y 2b
caben n y m capas de hilo respectivamente, se debe verificar d = 2a/n = 2b/m, que
junto con (18) da

NIy
IM = = 196.35 d? (20)
nm
La resistencia de cada anillo viene dada por
2ab pom
Q=———, (21)

dl

en la que y es la resistividad del hilo. Si los dos anillos se disponen en serie debe veri-
ficarse
Iy =1, 2Q =Vl (22)

y si se disponen en paralelo

2Iy=1I Q/zévs/ln (23)

obteniéndose el valor de d por simple tanteo.
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Concluido el disefio puede ser de interés el calculo de B,, B, y B, que puede realizarse
utilizando las expresiones (1), (2) y (4). Para tal fin hemos confeccionado un programa
en FORTRAN para un IBM 1620, que suma los campos producidos por todos los pares
de espiras.
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NOTA
SOBRE EL DISENO Y CONSTRUCCION DE UNA MESA
OPYICA PARA HOLOGRAFIA

POR

M. QUINTANILLA vy M. A. GarciA QUINTAS

(Departamento de Optica. Universidad de Valladolid (Espana)

Abstract

An inexpensive and adequate table for holografy is described. The charachteristics
of the material employed are given.

Las figuras interferenciales registradas por las placas holograficas suelen tener una
frecuencia espacial muy alta; esta frecuencia es la que determina el grado en que el medio
registrador debe mantenerse fijo respecto a la figura interferencial. Asi mismo, y en el
mismo orden, han de mantenerse fijos los haces que interfierer para dar una figura
estacionaria. Las interfranjas mdés pequefias encontradas cuando se forman hologramas
son del orden de la longitud de onda de la luz utilizada para su registro, digamos del
orden de una micra. For todo lo anterior, debemos asegurar que los movimientos rela-
tivos durante el tiempop de la formacién del holograma sean desplazamientos menores
que una fraccion de una longitud de onda.

Para asegurar que se cumplen las condiciones anteriores, todos los componentes
opticos, asi como el objeto, la fuente de luz, y el medio registrador deben ser montados
sobre mesas Opticas o bancos O6pticos antivibratorios, lo que puede conseguirse con
mesas pesadas. El que la mesa optica sea pesada se utiliza para asegurar que la reso-
nancia mecanica de la mesa sea de muy baja frecuencia (~~ 5 Hz) menor que las vibra-
ciones encontradas normalmente en un edificio.

Todos los efectos anteriores se disminuyen grandemente Si el tiempo de exposicién
es pequeno, lo que requiere fuentes laser de mucha potencia. Con los laseres de gas
normales y las peliculas holograficas utilizadas, el tiempo de exposicién suele ser de
alguna fracion del segundo para objetos relativamente pequenos.

El coste de una mesa antivibratoria comercial es relativamente caro para mesas de
un tamano adecuado (60 cm. x 100 cm. de area); es por ello que nos hemos visto
obligados a disefiar y construir nuestra propia mesa.

El diseno que exponemos estd basado en el trabajo de R. F. CLEVELAND y S. P. ALMEIDA!,
si bien tuvimos que adecuar todos los materiales a los que se pudieron encontrar en
el mercado local.

Como elemento elastico amortiguador hemos udtilizado goma espuma comercial’,
suministrada en planchas esiandard de un metro de anchura y once milimetros de
espesor, cuyas caracteristicas eldsticas hubieron de medirse. Para ello se utilizaron
probetas de area 100 x 100 mm. y espesor el de la plancha estindar. Los resultados
de fatiga (Kg/dm?) deformaci’jn unitaria (AI./L,) por compresiéon, se muestran en la
Fig. 1.

I TIberlatex, goma espuma Calidad 501.
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NOTA SOBRE EL DISENO Y CONSTRUCCION DE UNA MESA OPTICA

De la grafica se puede esperar que, trabajando en la parte no lineal (de menor pen-
diente), la histéresis eldstica produzca una amortiguacién apreciable. Elegimos como
punto de trabajo de la goma espuma una carga de 7,5 Kg./dm? Calculado el médulo
de Young dinamico determinamos que la frecuencia propia era de aproximadamente
45 Hz, para un espesor de goma de 10 cm. sin carga, lo que se consiguié superponiendo
diez planchas de las mencionadas anteriormente.

La mesa se construyé, como indica el dibujo (Fig. 2), utilizando cuatro hojas de
madera prensada para la base y tapa y madera de pino gruesa para los laterales.

Se preparé una mesa de laboratorio robusta y reforzada sobre la que se colocaront
las planchas de goma espuma y sobre ella se colocé la caja, de modo que la superficie
apoyase uniformemente sobre la superficie libre de goma espuma. La carga necesaria
se consiguié utilizando saquetes de plastico rellenos de arena, cada uno de un peso
de cuatro kilogramos. Se pudieron adecuar un total de ciento seis, lo que supuso una
carga de aproximadamente cuatrocientos veinticuatro kilogramos, que unido al peso
propio de la caja dio los quinientos kilos necesarios para el punto de trabajo adecuado.

La tapa se construyé con dos de las planchas de madera prensada, poniendo entre
ellas cuatro laminas de goma espuma. La plancha inferior se sujeté a la caja mediante
tuercas que se ajustan a tornillos en los laterales, como puede apreciarse en la figura,
y la superior a la inferior mediante tornillos sujetos a barras de hierro transversales
que permiten modificar la compresion de la goma espuma.

Sobre la superficie libre se puso una plancha de hierro cadmiado de tres milimetros
de espesor, que permite la fijacion mediante imanes de todos los elementos Opticos,
su fijacion a la madera se efectia mediantec un marco de aluminio atornillado lateral-
mente a la plancha superior de la caja.

Para probar la mesa se monté un dispositivo interferencial del tipo Michelson con
elementos sujetos magnéticamente a la superficie de la mesa, los brazos del interfe-
rometro fueron de medio metro y el laser fue colocado en el otro extremo de la mesa,
por lo que los movimientos relativos pueden considerarse que eran significativos de
toda la superficie. Se hicieron diferentes ensayos con el fin de verificar que las pre-
visiones eran corectas; con media carga se pudo ver que la mesa no funcionaba bien
pues, dando percusiones fuertes en el suelo préoximo a la mesa, se producian sustitu-
ciones en las interfranjas y durabar un tiempo apreciable las oscilaciones. A carga
total por el contrario no llegaba a apreciarse un desplazamiento de una interfranja y
el movimiento era, en apariencia, amortiguado instantdneamente. Se han hecho holo-
gramas de los tipos mas distintos, con espaciado de la red portadora de menos de dos
micras y tiempos de hasta un segundo no habiendo encontrado en ninguin caso corri-
miento de las interfranjas.
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ADICION DE AMINAS AROMATICAS A SISTEMAS
DIENICOS 1,3 EN PRESENCIA DE ACETATO MERCURICO

PO R
V. GO6MEzZ ARANDA, J. BARLUENGA, M. Yus y F. AzZNAR

Departamento de Quimica Organica. Universidad de Zaragoza (Espana)

Abstract

In the reaction of 1,3 dienes with mercuric acetate in the presence of primary Aromatic
amines, the corresponding 1,4 mercurated 2,3 diamines can be obtained. The reduc-
tion of these compounds with NaBH, in alcaline media yields the 1,2 diamines without
mercury.

Introduccion

En anteriores publicaciones (1,2) hemos descrito un nuevo método de obtencion de
sistemas heterociclicos a través de la reacciéon de aminomercuriacién-desmercuriacién de
dienos 1,5 de cadena abierta y cerrada. Asimismo estos sistemas diénicos resultan ade-
cuados a través del mismo tipo de reaccion para la preparacion de compuestos mono
y bifuncionales con funciones iguales o distintas en la cadena (3.4). Siguiendo con esta
linea de trabajo, observamos la posibilidad de sintetizar diaminas 1,2 a través de un
proceso sencillo, como es la aminomercuriacién-desmercuriaciéon de dienos 1,3, lo cual
nos proporcionaba ademas los reactivos de partida para una posterior reacciéon de hete-
rociclacion intermolecular.

Los rendimientos obtenidos en diaminas 1,2 varian ampliamente de una reaccién a
otra, ya que si bien la reaccién de mercuriacién transcurre con rendimientos muy altos
en todos los casos, la de desmercuriacion con BH4Na ofrece 'a mayor parte de las ve-
ces dificultades®.

Con objeto de generalizar el método, elegimos ires dienos representativos como son:
uno de cadena lineal butadieno-1,3, otro de cadena ramificada isopreno y por ultimo
otro de cadena ciclica, ciclohexadieno 1,3. Las aminas empleadas fueron anilina y p-clo-
roanilina.

Discusion de resultados

Cuando se hacen reaccionar un dieno 1,3 con una amina aromatica primaria en pre-
sencia de acetato merctirico, en la proporcién 1, 5, 1** se obtienen diaminas 1,2 mercu-
riadas en las posiciones 1,4 segtiin el esquema de reaccién siguiente:

* En nuestra ya amplia experiencia en la reduccién de sistemas organomerciiricos con BH, Na
nos encontramos en muchas ocasiones que, sin razén aparente que lo justifique, el mercurial evolu-
ciona hacia compuestos organicos de mercurio estables frente al agente reductor. En época reciente
hemos desarrollado un nuevo método general de reduccién de sistemas organomerciiricos por inter-
cambio Hg-Li (5, 6).

#* El exceso de amina es necesario para evitar reacciones de competencia del acetato,
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A
J + H,li-C <Y (p) +(AcD),Ha
> 3
HgbAc
GH.,‘-Y(;))
——— 3

J“~Y(p)

Los resultados obtenidos a partir de los dienos ensayados, se esquematizan en la
tabla I.

Tabla 1
Dienos do Productos i Rto. (7)
partida resultantes X=NncO X=Br

Y=H Y=C1 Y=H =Gl Y=t Y=Cil' Y=H =B

2h

\ 7/

HHC H, -Y(p)
j/ 172-5d  200d | 178 130d 93 95
\.‘Jlfi'léii[’.\'(n)

NHC _H, ~Y(

S X lhl.6 4 Y(p)
4h - 145d - 151d - 88 90

2N X NHC _H, ~Y(p)

64
X

_MHE H, - (p)
12h 12h 130d 170d | 138-40 200 80 50

:.':—::6;54-'((;)

Por intercambio en los productos diacetoxi con halogenuro potasico en una reaccién
de doble descomposicion, se aislaron los correspondientes compuestos bromomercuria-
dos con rendimientos, en todos los casos, superiores al 80 % segun el siguiente esquema:

Las diaminas mercuriadas, fueron posteriormente reducidas con BH;Na en medio
alcalino obteniéndose sistemas diaminicos sin mercurio***, como se esquematiza a con-
tinuacion:

Hax
‘]N_Csi(l‘_‘{(n)
j: £, =Y (p)

Esta hidrogenolisis se efecttia en las «mejores» condiciones (en medio THF-anilina
libre) encontradas para este proceso, pero se observa que la reaccién no transcurre mas
alla del 75 % respecto al mercurio precipitado.

MH-C _H Y (n)

N HHAG H S (p)

64

*** En época muy reciente hemos puesto a punto un nuevo método de sintesis de estas diami-
nas 1,2 utilizando olefinas sencillas y acetato de talio III con resultados altamente satisfactorios (7).
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En la reduccion de todos los productos apuntados en la tabla I, excepto para el caso
Y = CIl con ciclohexadieno, se obtuvieron aceites muy viscosos cuya purificaciéon se lleva
a cabo por destilacion de los disolventes. Para el caso de ciclohexadieno con p-cloroani-
lina se obtiene un solido recristalizable en etanol. Los resultados obtenidos se recogen
en la tabla II.

Tabla 11
Tiempo de Rto. ()
reaccién
Productes mercuriados Produc, resultantes
Y=H Y=C1l Y=H Y=C1l
AcOH NHC, H,=Y (p) NHC H, =Y (p)
24K 144h 50 68
AcOHg— HHC, H,=Y (p) NHC oH =Y (p)
AcOHg ~.'HC6H4-Y(p) r.'HCGHa-Y(p)
30h - 25 =
NcOHg- i’.’HC6HA-Y(p) NHCGHA—Y(p)
AcCHg
NHC oH =Y (p) NHCGHQ-Y(p)
12h 1h 65 70
BHC gHy-Y () NHC (H,-Y (p)
AcOHg

Parte experimental

Aislamiento de los 14-diacetoxi y 1,4-dibromomercuri, 2,3-bis (p-clorofenilamino)-ciclo-
hexano. 5

Sobre 4,8 cc. (50 mM) de ciclohexadieno-1,3 y 50 g. (0,4 M) de p-cloroanilina en 100 cc.
de THF se adicionaron con agitacién, 31,8 g. (100 mM) de (AcO), Hg instantaneamente.
A las 12 h. la reaccién ha concluido. Se afiadieron 100 cc. de MeOH al medio de reac-
cién; quedaron 21 g. de sélido blanco sin disolverse (Rto.: 50 %). PF: 170° (desc.). Ana-
lisis: 3,08 % N (teérico para C,H,O.N,Cl.Hg: 3,28 % N). IR (en nujol): vy 3300; wcoo- :
1600; Vo 1600, 1500 y 840 cm'.

A la solucién metanodlica del diacetato se afiadieron 12 g. (100 mH) de BrK en 50 cc.
de H,0; precipité un solido blanco (12 g. Rto.: 27 %). PF: 200° (desc.). Analisis, 34 % N
(tedrico para C;H;;N,CLBr,Hg: 3,13 % N). IR (en nujol): vyyu: 3350; Vo ! 1600, 1500 y
820 cm-.

Aislamiento del 1,2-bis-(p-clorofenilamino)-ciclohexano.

Se realizo la experiencia en las condiciones de la exp. anterior y se redujo en el
medio de reaccién adicionando 500 cc. de NaOH 0,5 N y 3,7 g. (100 mM) de BH;Na di-
sueltos en 50 cc. de NaOH 2,5 N. Después de 1 h. precipité Hg°; se extrajo con éter,
al extracto etéreo se secé con SO,Na, anhidro y se eliminaron éter y THF a 15 Torr;
se destilé al exceso de p-cloroanilina a 10! Torr, quedando 13,5 g. de sdlido anaranjado
(Rto.: 70 %). Se recristaliz6 de EtOH obteniendo cristales anaranjados de PF: 60-2°
Analisis: 64,22 % C, 6,03 % H, y 8,12 % N (teéricos para C,;H;,N,CL : 64,47 % C, 597 9% H,
y 8,36 % N). IR (en nujol): vyy.y: 3400; Vo ! 3020, 1610, 1580, 1520 v 815 cm~!. RMN (en CDCl,
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vy en CDCL + D;0): §cn: 1,7 (mult.); §en: 3,6 (mult.); dwu : 34 (sing.); §
ppm.
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: 6,8 (mult.)

®

En todos los demas casos, las reacciones se realizaron de forma analoga.
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THERMODYNAMIC STUDY OF COMPLEX FORMATION
BETWEEN TERT. BUTYL - ALCOHOL AND TERT.
BUTYLAMINE AT 303.15 K

by
S. OriN, M. GraciA and C. GUTIERREZ LoSA

Departamento de Quimica-Fisica. Universidad de Zaragoza (Espafia)

Abstract

HE and VE measurements have been made at 303.15 K for the fert. butyl-alcohol -+ tert.
butylamine system. The results obtanied are consistent with the assumption of complex
formation in the mixture. Using the Lamberts’” method the aquilibrium constant, K,
and the enthalpy, A Hy,, of the complex formation have been cvaluated.

1. Introduction

Extensive research has been done about the physicochemical behaviour of alcohols
and amines. The most direct information proceeds from the spectroscopic methods (IR, Ra-
man and NMR), that show not only the existence of associates but also their great
variety and complexity (linear dimers, cyclic dimers, linear chains, cyclic poli-membered,
branched chain, etc., associates). In previous papers we have discussed the volumetric
and calormetric behaviour of fert. butyl-alcohol and fert. butylamine with isooctane,
benzene and carbon tetrachloride'** at several temperatures and calculated the hydro-
gen bond energy in tert. butyl-alcohol®. As in the pure state both alcohol and amine
are each associated systems, is to be expected that in their mixtures they will remain
more or less self associated, too.

There are some studies about the complex formation between alcohols and amines.
Thermodynamic studies has been done by Nakanishi et al.®) (HE and VE of metylalcohol +
n-butyl, + diethyl and + triethylamine systems) and by Findlay and Coop!® (HE and Gt
of pyridine + ethyl and + n-butyl-alcohol).

Hussein and Millen” iave made a infra-red spectroscopic investigation of amin=-
alcohol systems in vapour phase. From the frecuency displacements (taken as a measure
of hydrogen bond strength in the complex) they conclude that the amines can be put
in an order of electron donating ability in hydrogen bond formation. Based upon NMR
spectra of alcohol + amine mixtures, Hyskens® concluded that primary amines and
alcohols form principally associates of 1:1 type. Lamberts and Zeegers-Huyskens” have
studied amine + alcohol mixtures (R — OH + BuNH,, + Et,NH and + Et;N) and obtained
for the enthalpy of complexing values ranging from — 7.76 t0-4.89 kcal mol-'.

In the present paper we have made a thermodynamic study of the tert. butyl-al-
cohol + tert. butylamine system, at 303.15 K. As we will see the behaviour of the expe-
rimental curves of VE and HE are consistent with the assumption of complex formation
in that system.
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2. Experimental

a) Liquids

All the liquids were the same as those used previously*, as were their purification
and conservation methods.

b) Excess volume measurements

For determination of excess volumes of the studied system we have used the dilato-
metric method following the experimental technique previously described® The dilato-
meter was checked, at 298.15 K with the cyclohexane + benzene mixture!” sugested as
a standard®.

c) Heats of mixing measurements

Excess enthalpies were measured using the calorimeter described elsewhere®” 2),
This calorimeter is isobaric and isothermic, and operates in the absence of vapour
phase. However, the operation method was modified because tert. butyl-alcohol + tert.
butylamine system is strongly exothermic. For this reason, a continuous dilution method
was followed; a previous calibration was carried out to achieve the thermic disequilibria
of mixtures in each of the aminerich and amine-poor regions (x, > 0,25). To keep the
thermic disequilibria in the mixing processes of the same order of magnitude as those
produced in the calibration, one of the limbs of the calorimeter was filled with a diluted
mixture of alcohol in amine (whose HZ values are known from the calibration measu-
rements) and the other with pure alcohol. From the heat of dilution so determined, the
excess enthalpies were calculated in the whole composition range.

3. Resulis

The results obtained in the determination of VZ and HE for the system under study

are contained in tables I and II. Both series of results were correlated by a equation
of the form:

i
VE(HE) = x4, %, {2 C; (xx_xz)i}
0 )
and the standard deviation of the measurements, g, was calculated from the equation:
\/ > oF
B n—a

where § is the absolute deviation of the measurements, # the number of determinations
and a the number of coefficients in the fitted equation.
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TABLE I

Experimental excess volumes V for fert. butyl-alcohol (1) + tert. butylamine (2), at
303.15 K.

VE VE VE
Xy TR RET R X1 —_— X _—
cm?® mol! cm? mol™! cm® mol*
0.136 —0.614 0.380 — 1.206 0.696 —1.023
0.233 —0.919 0.465 —1.256 0.752 —0.903
0.301 —1.084 0.567 —1.224 0.776 —0.845
0.314 —1.109 0.624 — 1.140 0.886 —0.473

These results were fitted by least squares method in the equation:
VE/x, x, = — 5.0171 + 0.3440 (x; — x,) + 0.0845 (x, — x,)?

with a standard deviation of + 0.0074 cm® mol!.

TABIE II

Experimental excess enthalpies H® for fert. butyl-alcohol (1) + tert. butylamine (2),
at 303.15 K.

HE H* HE
5, — 55 551
J mol~! J mol~! J mol~!

0.040 — 276 0.361 — 1528 0.794 — 998
0.102 — 612 0.443 — 1556 0.841 — 826
0.157 — 888 0.582 — 1531 0.900 — 584
0.230 — 1213 0.671 — 1337 0.960 — 237
0.279 — 1328 0.751 — 1200

These results were correlated by
HE/x, x, = —6386.2 + 461.7 (x, — x,) — 213.9 (x;, — x,)?

with a standard deviation for HE of + 26 J mol-'.

4. Enthalpy of complexing and discussion

The experimental curves of VZ and HE, at 303.15 K, show that mixing of fert. butyl-
alcohol and tert. butylamine is accompanied by a strong contraction and a markedly
exothermic effect. The minima at x = 0.5 are in agreement with the assumption of for-
mation of a 1:1 complex.

For calculating the constant, K;,, and the enthalpy, A Hy,, for complex formation ex-
clusively from the thermic results, we will use the Lamberts method®. The limbs of the
calorimeter were filled each time with solutions of alcohol and amine in isooctane
sufficiently diluted to obtain a final mixture without selfassociation. The volumes of
alcohol and amine solutions are always kept in a 1:15 ratio approximately. Concentra-
tions of the alcoholic solution is such that in the final mixture its value must de less
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than 0.05 mols/l, then in these conditions it can be considered that there is no selfasso-
ciation. The concentration of the amine solution was modified from one experiment to
another.

Increasing the amine concentration, the character of the mixture changes progressively
from endothermic to exothermic. In fact, there is a rupture of hydrogen bonds O—H-—O
of . alcohol associates (endothermic effect), but at the same time a formation of
O — H -—-N bonds occurs in the amine-alcohol complexes. These effects are also pointed
to in the heats of mixing of the binary systems studied by Findlay‘¢.

Therefore, we have for the mixing process
Ah. = Ah,—A hy

where A k. is the enthalpy variation due to the complex formation O —H —N, A A,
is that observed experimentally in the mixing process and A #, is the enthalpy correspon-
ding to the beaking of O — H — O bonds in the dilution process. Values of A &, have
been determined in a previous paper*.

From the HE measurements for the tert. Butylamine + isooctane system, we have
found that because of the very small volume change of the amine solution in the
mixing process it is unnecesary to introduce the dilution correction.

From the enthalpy change, A k., due to the complex formation, it will be possible
to calculate A H,, for the formation of a mole of complex knowing its concentration, c;,,
in the mixture,

AHp = ANh/e, V (1)

where V is the volume of the mixture.

If the equilibrium constant of complex formation, K,,, is known, c¢;, can be calculated
from the total concentration of amine and alcohol (¢, and ¢, respectively) in the mix-
ture then:

C, =C + Cn
Ci=0C + Cp

cp=Kpeic

where ¢, and ¢, are respectively the concentrations of free amine and alcohol in the
mixture.
Therefore:

(ca + ca + 1/Kp) — V(s + co + 1/Kp)—4c,cy
Cp = > (2)

Substitution of (2) in (1) leads to the equation:

2Ah,
AH, =

VI(ex + cat1/Kp) — W{cq + co + 1/Kp) —4caca)l

When the experimental results obtained with different concentrations of amine (for
a given one of alcohol) are replaced in the last expresion, we will obtain constant values
for A Hy, only if the value asigned to K;, is the correct one. The method of calculation
consists of plotting A H,, as a function of ¢, for different K,, values selected in an
arbitrary way; when the graph is a line parallel to abscisse axis, the K;, value will
be the correct one. Fig. 3 shows the results of this method applied to the tert. butyl-
alcohol + fert. butylamine system in isooctane at 303.15 K, for K,, values between 1 and
5. It is seen from this that the best values for K, and A H,, are:

K, =30
AHp, =—250 kJ mol™!
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When the amine concentrations are less than 0.4 mols/l, the results became less
reliable because the smaller c;, is, the greater are the errors in A 4, and A A.

The examination of the curves shows clearly a convergence to the same enthalpies
values at sufficiently great amine concentrations. This can be explained when the con-
centration of amine is increased (for the same alcohol concentration), c;, tends to c,.
However, the convergence does not occur due to the progressive increase of the polarity
of the medium which will modify the activity coefficients of the two components and
therefore the constant of complexing.

From the known thermodynamic relations:

AG = —RTIn K and AG = AH—TAS,
we can obtain:

A G, = — 2755 J/mol

A S, = —17336 J/mol K

For the 1:1 complexes of primary alcohols and amines, Z. Huyskens®? propose the
structures:

. H-0—R
R—N/—H—..\O—R RN
\ H,-".‘ Il'I
(a) (b)

The AH;, and A S, values obtained for fert. butyl-alcohol + fert. butylamine in
isooctane are lower than those obtained by Lambert with-n-butylamine 4+ ethanol or +
n-butyl-alcohol in cyclohexane®. In our case, the large fert. butyl groups are probably
responsible for the greater predominance of structure (b) with a hydrogen bond less
than the structure (a) and therefore for the smaller A H,, and A S;; values.
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REACCIONES DE DICLORODIACE:TATO DE TITANIO (IV)
CON AMINAS. — 1. Aminas piimarias

P OR
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Abstract

The solvolytic processes of titanium (IV) dichlorodiacetate TiClL,(OCOCH,), with the
primary amines n-butylamine and n-propylamine have been studied. The aminolysis of
the two Ti-Cl bonds has been accomplished by working under mild conditions and by
using amines in benzene solution. The process results in (RHN),Ti(OCOCH;), and the
corresponding amine hydrochlorides. Imido compounds of the type RN = Ti(OCOCH,),
have been obtained by using pure amines.

Introduccion

El estudio de las reacciones de los tetrahalogenuros de titanio (IV) con amoniaco y
aminas ha sido objeto de numerosos trabajos (1), (2). En el TiCl, el proceso de ruptura
de los enlaces Ti-Cl progresa en la reaccion con amoniaco hasta la formacion de
(NH,);TiCl (3); sin embargo con aminas primarias la solvolisis se detiene en la formacion
de (RHN),TiCL, . xXNH,R (4), (5), resultando imido-compuestos (RHN)CITi=NR en los inten-
tos de forzar la solvolisis. Esta resistencia a la aminolisis se acenttia mas aun con aminas
secundarias al detenerse en la formaciéon de (R,N)TiCl;.y NHR,, aunque estos productos
pueden ser ulteriormente aminolizados en mayor extension (4), (5). Las aminas terciarias
conducen a la formacion de compuestos de adicién, habiéndose observado también reduc-
ciones a especies de Ti(III) (6).

Parecia de interés el abordar estudios de este tipo sobre compuestos de titanio (IV)
en que algunos de los dtomos de halégeno hubiesen sido sustituidos por otros restos,
con lo que el numero de enlaces Ti-Cl susceptibles de solvolizarse decreciese y, al mismo
tiempo, pudiera estudiarse la influencia de los grupos introducidos en la marcha de la
aminolisis. De ahi que hayamos realizado el estudio del comportamiento del diclorodiace-
tato de titanio (IV), CLTi(OCOCH,), frente a aminas primarias, secundarias y terciarias.
En este trabajo damos cuenta de los resultados obtenidos en el caso de las aminas
primarias.

Resultados y discusion

La adicién, en condiciones anhidras y en atmésfera de nitrégeno, de las aminas ensa-
yadas, n-propilamina (n-PrNH,) y n-butilamina (n-BuNH,) a suspensiones de diclorodiace-
tato de titanio (IV), CLTi(OCOCH,),, en benceno, lleva consigo la formacién de humos y un
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ligero efecto exotérmico; la disolucion se enturbia gradualmente y acaba apareciendo un
precipitado blanco. En una primera serie de experiencias con relaciones RNH,/CL,Ti(OAc),
superiores a 4:1 (para detalles y datos numéricos ver parte experimental, experiencias 1,
2 y 9) las mezclas totales de reaccidon fueron evaporadas a sequedad a vacio, eliminando
asi el disolvente y el exceso de amina. Los productos obtenidos son sélidos blancos, muy
sensibles a la hidrolisis por la humedad del ambiente y presentan relaciones atomicas
Ti:Cl: N de 1.00:1.92: 3.58 y 1.00:1.94:4.12 para n-BuNH, (experiencias 1 y 2) y 1.00:1.95:3.39
para n-PrNH, (exp. 9); las relaciones atomicas calculadas para la mezcla total en que se
hayan solvolizado uno o dos enlaces Ti-Cl valen, respectivamente, 1.00:2.00:2.00 y
1.00:2.00: 4.00. Estos resultados apuntan, por tanto, a una solvolisis de ambos enlaces Ti-Cl,
lo que supondria que la mezcla total estaria constituida, principalmente, por
(RHN),Ti(OCOCH,;), y CIHNH,R en proporcién molar 1:2.

Los espectros IR de las mezclas globales confirman tal transcurso de reacciéon al mos-
trar las absorciones propias de los clorhidratos asi como la persistencia de las bandas
correspondientes a los grupos carboxilato con ligeras modificaciones respecto a la situa-
cion que presentaban en el CLTi(OCOCH,), de partida. De un lado estin presentes las
absorciones propias de los clorhidratos: para el CIHNH,Bu, 3100, 2540, 2450, 1515, 1260,
1150, 1075, 1025, 910 y 795 cm."! (7), (8); para el CIHNH,Pr, 3100, 2540, 2375, 1505, 1300, 1260,
1180, 1030, 990 y 790 cm.~!. De otro, figuran las bandas debidas a los carboxilatos: para
el producto de reacciéon con n-BuNH,, 1650, 1545 y 1430 cm."!; para el procedente de Ila
n-PrNH,, 1640, 1555 y 1440 cm.™'.

Con estos resultados se realizaron una serie de experiencias orientadas al aislamiento
de los productos solvolizados (RHN),Ti(OCOCH;),, consistentes en el empleo de un gran
exceso de la amina, dada la solubilidad de los clorhidratos en las correspondientes ami-
nas de origen. Se hicieron asi cinco experiencias con ambas aminas (exp. 3, 4, 5, 6 y 10)
cuyo detalle viene recogido en la parte experimental; las relaciones atémicas Ti:Cl:N
para los productos aislados en esas cinco experiencias son: Exp. 3, 1.00:0.38:1.70; exp: 4,
1.00:0.41:1.83; exp. 5, 1.00:0.44:2.00; exp. 6, 1.00:0.33:1.66; exp. 10, 1.00:0.49:2.06.

De los filtrados se aislaron, por precipitacién con éter etilico, los correspondientes
clorhidratos de la amina, tal como muestran los analisis realizados y los espectros IR
(ver parte experimental).

Estos resultados ponen de manifiesto que, si bien existe una tendencia bien afirmada
a la solvolisis de los dos enlaces Ti-Cl, ésta no puede considerarse mas que como una
situacién de referencia, ya que en ningtin caso ha sido posible rebajar los contenidos en
cloro en el producto insoluble por debajo del 4 %. El proceso quedaria formulado asi:

CLTi(OCOCH;),+ 4 RNH, — (RHN),Ti(OCOCHs;), + 2 CIHNH,R

El mecanismo de esta reaccién parece que debe ser semejante al propuesto para la
reaccion del TiCl, con amoniaco o con aminas primarias o secundarias (9) en el que se
discuten dos alternativas. Una posibilidad (10) supone la inicial coordinacién de una
molécula de amina al dtomo aceptor de Ti mediante el par de electrones no compartidos

del atomo donor de N, a lo que seguiria la polarizacién de un cnlace@Ti-Cl6 del diclo-

rodiacetato y de un enlaceeN-HeB de la amina; el exceso de ésta en la disoluciéon facili-
tarfa la eliminacion de CIH con formacién de CIHNH,R y de CI(RHN)Ti(OCOCHs;),, te-
niendo lugar después la repeticién del anterior proceso aminolitico en el otro enlace Ti-Cl.
La otra alternativa supondria, en nuestro caso, previa la autoionizacién de la amina, la
coordinacién del ion RHN- al Ti y la salida del ion CI-.

Es destacable el hecho de que, una vez solvolizado un enlace Ti-Cl, parece producirse
en el otro Ti-Cl una resistencia a la ulterior aminolisis. Fowles y colaboradores 4), (5)
justifican esta misma situacién para la amonolisis y aminolisis de haluros covalentes de
transicién basindose en que el caracter iénico de los enlaces M-X remanentes va en
aumento conforme progresa la solvolisis, con Ia consiguiente creciente dificultad para
que ésta tenga lugar. Otro enfoque es propuesto por Bradley y Thomas (11) en su estudio
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de los dialquilaminoderivados de Ti y Zr y supone que, una vez verificada una sustitu-

o @
cién, el caracter parcial del doble enlace M = NR,, con el consiguiente aumento de den-
sidad electrénica sobre el metal, originaria una resistencia al ulterior ataque nucleofilico.

Con el objeto de llevar la reaccién de aminolisis a la mayor extensién posible, en otra
serie de experiencias se prescindio del uso de disolvente, realizando la reacciéon en amina
pura, se prolongé la reaccién durante 4 6 6 dias y se lavé muy a fondo con amina el
producto insolubilizado, una vez separado por filtracion. En tales condiciones se aprecia
cémo la mezcla de reaccién va tomando color amarillo. Después de filtrar, lavar y secar
a vacio, se obtienen productos amarillos cuyas razones atémicas Ti:Cl:N vienen
dadas por 1.00:0.14:0.71 y 1.00:0:13:0.71 para la reaccién con n-BuNH, (exp. 7 y 8)
y por 1.00:0.12:0.87 para la reacciéon con n-PrNH, (exp. 11). De las disoluciones se aislan
y caracterizan los clorhidratos de las aminas correspondientes (ver parte experimental).
Se advierte la semejanza entre aquellos compuestos y los obtenidos en la reacciéon de TiCly
con metilamina o etilamina en condiciones enérgicas (4), es decir, imidocompuestos de
titanio (RHN)CITi = NR. En nuestro caso, parece posible que, una vez solvolizado un en-
lace Ti-Cl, tienda a alcanzarse la situacién limite RN = Ti(OCOCH,), a través de dos po-
sibles caminos: a) eliminacién de clorhidrato antes de la coordinacién de la segunda mo-
lécula de amina, o b) eliminacién de amina una vez que tuvo lugar la aminolisis del se-
gundo enlace Ti-Cl.

CLTi(OCOCH,), + 2 RNH, — (RHN)CITi(OCOCH,), + CIHNH,R
a) (RHN)CITi(OCOCH;), + RNH, — RN = Ti(OCOCH;), + CIHNH,R
b) (RHN)CITi(OCOCH;), + 2 RNH, — (RHN),Ti(OCOCH;), + CIHNH.R
(RHN),Ti(OCOCH;), — RN = Ti(OCOCH.), + RNH,

Por otra parte, si bien es probable que la capacidad solvolitica de las aminas prima-
rias disminuya al aumentar el tamafio del grupo alquilo, no hemos advertido diferencias
sensibles de comportamiento entre la n-PrNH, y la n-BuNH, en su reaccién con el diclo-
rodiacetato de titanio (IV), lo que estaria de acuerdo con la semejanza de ambas aminas
en cuanto a su basicidad y poder ionizante.

Si se compara la reaccién de TiCl, con aminas primarias (en la que hay aminolisis de
dos enlaces Ti-Cl) con la correspondiente del diclorodiacetato (con aminolisis de casi dos
enlacés Ti-Cl), cabe preguntarse por qué en el primer caso, una vez sustituidos dos Cl
por grupos RHN para dar (RHN),TiCl, no progresa mas la sustituciéon y, en cambio, cuan-
do han sido sustituidos los dos Cl por dos OCOCH; en el diclorodiacetato, aun es posible
la casi total aminolisis de los otros dos enlaces Ti-Cl. Se comprende que la presencia de
dos enlaces Ti-NHR en el (RHN),TiCl, influyc de modo bien distinto en los dos Ti-Cl
de como influyen los dos enlaces Ti-OCOCH; sobre los dos Ti-Cl en el diclorodiacetato.
Parece ser que en los enlaces Ti-OCOCH; no se da el efecto de acumulacién de densidad
electronica sobre el Ti que podria dificultar el ataque nucleofilico y, en consecuencia, es
posible aun la solvolisis casi total de los dos enlaces Ti-Cl.

Es util advertir que en ningtin caso se ha apreciado reducciéon a Ti(III), ni siquiera
cuando la reaccién se hizo en condiciones mas enérgicas.

Las caracteristicas extraordinariamente sensibles a la hidrolisis de los diamido- e imido-
compuestos obtenidos han imposibilitado un estudio por otras técnicas de los productos
aislados. De otro lado, la practica insolubilidad en cualquier disolvente con el que no
reaccionasen ha impedido la realizacién de cnsayos orientados a obtener informacién acer-
ca de la magnitud molecular. Todo ello impide entrar en una discusion de las caracte-
risticas estructurales de tales compuestos.
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Parte experimental

Reactivos. — El TiCl, utilizado para la preparaciéon de diclorodiacetato de Ti(IV) se
purificé por ebullicién a reflujo sobre cobre finamente dividido y destilando a continua-
cién (4). Las aminas se secaron y purificaron manteniéndolas varios dias sobre KOH y
destilando inmediatamente antes de su uso (12). El benceno utilizado como disolvente fue
secado varias veces sobre hilo de sodio. 3

El diclorodiacetato de Ti(IV) se preparé por reaccién de TiCl, y una mezcla 4:1 de
4cido acético y anhidrido acético, a 0°C (13). El producto insoluble se separé por filtra-
cién en ausencia de aire humedo y fue secado a vacio. Se caracterizé por analisis y por
espectroscopia IR; merece mencionarse en este tltimo aspecto que las absorciones de los
grupos carboxilato plantean una situacién compleja, no facilmente compatible con la es-
tructura dimera propuesta (14) ya que estan presentes tres absorciones a 1650, 1545 y
1240 cm.~! y probablemente una cuarta a 1430 cm.”! lo que exige la existencia de grupos
carboxilato en distinta situacion de enlace.

Reacciones. — Las reacciones, filtraciones y demés manipulaciones se llevaron a cabo
siempre bajo condiciones rigurosamente anhidras, en atmosfera de nitrégeno seco,
utilizando, cuando se precisaba, la «caja seca». En matraz de tres bocas (provisto de llave
de paso para nitrégeno gas, embudo de llave y refrigerante con tubo de P,Os) se colocé
el benceno y se suspendié en él el diclorodiacetato de Ti(IV) con agitacion magnética.
En el embudo de llave se colocé la amina (sola o disuelta en un poco de benceno) y se
anadié cuidadosamente, gota a gota, aproximadamente en un periodo de treinta minutos.
La agitacién magnética se mantuvo durante todo el tiempo de la reaccion. Las reacciones
se hicieron a temperatura ambiente.

Al término de la reaccién, cuya duracién fue muy diversa en las distintas experiencias,
se siguieron tratamientos alternativos, dependiendo de cada caso. En algunas experien-
cias se filtr6 en placa de vacio, lavando con benceno el producto insoluble y secandolo
a vacio a temperatura ambiente (lo que denominaremos «tratamiento A»); en algunos
casos se lavé con amina pura en orden a eliminar a fondo el clorhidrato correspondiente,
y a continuacién con éter etilico a fin de arrastrar la amina libre («tratamiento B»). Los
filtrados obtenidos en ambos tratamientos fueron concentrados a vacio hasta unos po-
cos mililitres, y por adicién de éter etilico, se precipitd el clorhidrato que se separé por
filtracién y se seco a vacio.

En otros casos la mezcla total de reaccién se evapord a sequedad a vacio y a temipera-
turas de 30 a 60° C para eliminar el disolvente y el exceso de amina obteniendo asi una
mezcla global de los productos de reaccidon («tratamiento C»).

Andalisis. — Los productos obtenidos por los diversos tratamientos, una vez secos a va-
cio, se guardaron en desecador de vacio o en el interior de la «caja seca». Muestras de
estos productos se hidrolizaron en vasija cerrada determinandose en las disoluciones clo-
ro por el método Volhard y titanio gravimétricamente como TiO, o bien colorimétrica-
mente. El nitrégeno fue determinado en Microanalizador Perkin-Elmer 240 o por proce-
dimiento Kjeldahl (15).

Espectros IR. — Las muestras para la obtencién de los espectros IR se prepararon me-
diante suspension en Nujol en el interior de la «caja seca», cerrando después herméiica-
mente entre laminas de polietileno. Se utilizé un aparato Beckman IR 20 A.

Reaccion de diclorodiacetato de Ti(IV) con n-butilamina. — Apenas se deja caer gota
a gota la amina sobre el diclorodiacetato de titanio(IV) (suspendido en benceno, por lo
general) hay produccién de humos que no llegan a salir al exterior. Al continuar la adi-
cién, se aprecia disolucién completa del producto de reaccién. Esta disolucién incolora
se va haciendo opaca gradualmente y va apareciendo un sélido blanco. La reaccién se
aprecia como ligeramente exotérmica. Cuando la reaccién se prolonga varios dias, la sus-
pensién va tomando color amarillo. En la tabla I se presentan los reactivos y las con-
diciones de la reaccién, asi como el tipo de tratamiento seguido al término de la misma.
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el RS

TABLA I.— Condiciones de las reacciones con n-BuNH,

! y Razon . Tiempo Tipo de
Exp. | n-BuNH,(gr.) | CLTi(OAc),(gr.) A Benceno(ml.) PR B kB e
1 22.20 1.340 53.6:1 50 24 horas (¢
2 37.00 1.160 75.1:1 — 4 dias C
3% 14.80 3.194 15511 50 4 horas A
4 11.10 1.948 17.6:1 50 21.5 horas A
5 22.20 1.512 45.3:1 50 24 horas B
6 14.80 1.821 26.3:1 50 45 horas B
7 74.00 1.098 218.0:1 — 4 dias B
8 38.48 1.860 67.0:1 — 6 dias B

(*) Realizada a 60°C.

En la tabla II pueden verse los datos analiticos de los productos obtenidos que con-
tienen el metal, asi como las relaciones atémicas calculadas para los distintos productos
o mezclas a cuya composiciéon tienden aquéllos. Estos productos obtenidos presentan as-
pecto pulverulento y son de color blanco, salvo los obtenidos en las experiencias 2, 7 y 8,
que son amarillos. Todos ellos son muy sensibles a la descomposicion por hidrolisis al
ser expuestos al aire.

TABLA II. — Datos analiticos de los productos de reaccion con n-BuNH,

Tipo Relaciones atémicas Ti:CL:N
Exp. de Ti% | Cl% | N %
trat. Encontradas | Calculadas
1 C 835 | 11.85 8.75 1.00:1.92:3.58| 1.00:2.00:4.00| (BuHN),Ti(OCOCHs,),+
+ 2 CIHNH,Bu
2 C 71 SR () 9.30 1.00:1.94:4.12 » »
3 A 15.78 447 7.83 1.00:0.38:1.70( 1.09: - :2.00{ (BuHN),Ti(OCOCHj;),
4 A 15.54 479 8.31 1.00:0.41:1.83 » »
5 B 15.25 497 8.80 1.00: 0.44:2.00 » »
6 B 16.49 4.05 8.03 1.00:0.33:1.66 » »
7 B 21.44 292 5.72 1.00:0.14:0.71 | 1.00: - :1.00 BuN = Ti(OCOCHs;),
8 B 26.78 245 5.57 1.00:0.13:0.71 » »

Los clorhidratos obtenidos a través de los tratamientos A y B son productos de aspecto
cristalino, de color blanco, caracterizados por su analisis y su espectro IR. Un analisis
tipico, procedente de la experiencia 4, es el siguiente: Cl = 31.37 %, N = 11.89 %, rela-
cién CI:N = 1.00:0.96 (calculado para el CIHNH,Bu: Cl = 32.34 %, N = 12.78 %, relacién
CL:N = 1.00:1.00). Las desviaciones que aparecen se deben a la presencia de una pequefa
cantidad de productos conteniendo titanio. El espectro IR de este producto presenta
las principales absorciones en 3100, 2540, 2450, 1605, 1515, 1400, 1310, 1265, 1165, 1075, 1025,
915 y 795 cm.!.

Reaccion de diclorodiacetato de Ti(IV) con n-propilamina. — Esta reaccidon presenta
analogas caracteristicas que la reaccién con n-BuNH,. En la tabla III constan los reactivos,
las condiciones de la reaccién y el tipo de tratamiento utilizado al término de la misma,
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TABLA III. — Condiciones de las reacciones con n-PrNH,

Razon
molar

Tiempo Tipo de

B DR (en CL T O ) ey de reaccion | tratamiento

Benceno (ml.)

9 21.57 1.422 60.8:1 50 24 horas C
10 21.57 1.629 Syl 50 24 horas B
11 28.76 1.865 61.8:1 = 6 dias B

En la Tabla IV se pueden apreciar los datos analiticos de los productos obtenidos y la
comparacion con los productos o la mezcla de productos a cuya composicion tienden ‘los
primeros.

TABLA IV. — Datos analiticos de los productos de reaccidn con n-PrNH,

Tipo Relaciones atomicas Ti:CI:N
de Ti% | Cl% N %
trat. i Encontradas | Calculadas

9 C 10.66 | 15.39 | 10.56 | 1.00:1.95:3.39| 1.00:2.00:4.00| (PrHN),Ti(OCOCHs;),+
+ 2 CIHNH,Pr

10 B 11.69 4.32 7.05 | 1.00:0.49:2.06| 1.00: - :2.00| (PrHN),Ti(OCOCH;),
11 B 25.89 221, 6.60 | 1.00:0.12:0.87| 1.00: - :1.00| PrN = Ti(OCOCH,),

Los productos obtenidos tienen aspecto pulverulento y color blanco, salvo el obtenido
en la experiencia 11 que tiene color amarillo. Todos ellos son muy sensibles a la descom-
posicion por hidrolisis. :

Las disoluciones incoloras separadas en las exp. 10 y 11 se trataron con éter etilico ob-
teniéndose un producto blanco, cristalino. Un analisis tipico dio los resultados:
Cl = 3587 %, N = 1352 %, relacién CLI:N = 1.00:0.95. (Calculado para el CIHNH,Pr
Cl = 37.09 %, N = 14.65 %, CI:N = 1.00:1.00). Principales absorciones observadas en el
espectro IR: 3100, 2540, 2500, 2375, 1560, 1500, 1310, 1255, 1180, 1030, 990, 850, 790 y 745 cm."'.
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ASIGNACION DE TEMPERATURA AL FACTOR DE DIFUSION
TERMICA EN MEZCLAS BINARIAS Ne - Ar, Ne - Kr,
Fle 20A: i Ele Sk

P 0 R

C. M. SANTAMARIA y J. M. SAVIRON

Departamento de Fisica Fundamental, Facultad de Ciencias
Universidad de Zaragoza

Abstract

It is show theoretically and experimentally the possibility of obtaining accurate values of
the average temperature in thermal diffusion experiments carried out a two-bulb
apparatus operated at great differences in temperature. It is reported that for
He + Ar, He + Kr, Ne + Ar, Ne + Kr mixtures with a T, ranging from 77.6 to 300 K,
Brown’s approximation can be used with assurance for the assignements of average
temperature with temperature differences op to 200 K. Experiments carried out with
the mixture Ne - Kr support these results.

Introduccion

El valor del coeficiente cinético que caracteriza a la difusion térmica (y,) es fuerte-
mente sensible a la ley de fuerzas rnoleculares, siendo su estudio muy adecuado en el
tratamiento de los problemas de interacciéon molecular Sin embargo, por tratarse la di-
fusion térmica de un efecto cinético de segundo orden, la determinacidon experimental de
or resulta muy imprecisa. Se han realizado intentos experimentales para aumentar el
efecto elemental de separacién, trenmschaukel, columnas de difusién térmica, etc. Otro
método para disminuir la imprecision en las medidas de g, consiste en incrementar el
gradiente de temperatura causante de la difusién térmica. En este caso el valor de o,
viene en contrapartida afectado de una fuerte imprecision en la temperatura a la que de-
bemos asignar el coeficiente de difusién térmica.

En este trabajo se propone un método para la asignacion tedrica de temperatura a o,
para las mezclas He — Ar, He — Kr, Ne — Ar, Ne — Kr, comparando los resultados con
los obtenidos mediante expresiones empiricas y se analiza la posibilidad de utilizar am-
plios gradientes de temperaturas en la determinacion experimental de o

Dependencia funcional de a, con la temperatura

Para la medida de ¢, se utilizan técnicas muy variadas, teniendo todas ellas en comun,
la necesidad de establecer un gradiente de temperaturas en el seno del gas. Esta diferen-

e

Este trabajo fue parcialmente financiado por la Junta de Energia Nuclear, Madrid (Spain) a
través del IEN,
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cia de temperaturas origina un transporte de masa permitiéndonos obtener el valor de
la conocida relacion!’

T,
Ing = J 2, (T)d(InT) (1)
T

1

donde «g» es el factor de separacion definido como:
Uy Xy

(O =i U =
U 1—x

donde X, es la concentracion del componente ligero en la mezcla.

De la relacion (1) puede extraerse el valor de o, en el supuesto de que o, sea indepen-
diente de la temperatura.

Ty @)

Esta hipétesis es correcta, cuando el AT = 7,— T, sea lo suficientemente pequeno
COmMO para Suponer que g, es constante en ese intervalo. En general el valor de

L dado por (2) corresponde a una temperatura T la cual puede expresarse en términos

de T, y T,. El método generalmente empleado para calcular el valor de T = (T, T,) con-
siste en presuponer una dependencia empirica de o, con T e integrar la expresion (1).
Asi Brown® supone gque la dependencia de «, con la T es del tipo x, = a—bT lo que
conduce a una expresiéon para la temperatura media T.
g BLila D
I,—T, T,

Holleran® propone una funcién del tipo oty = aln T/b obteniendo
T =\/T,T,

Paul et al® interpretan sus datos experimentales de D. T. para el Ar con una funcién
del tipo o, =a + bT conduciendo a una

T,—T,

T =
i,

In—

T,

Existen en la bibliografia expresiones mas elaboradas, como las de Saxena et al®,
Watson®, etc. i

Otra manera de proceder es admitir que 'la forma de la dependencia funcional de g,
con la T puede obtenerse a partir de un modelo tedrico de funcién potencial; el modelo
tedrico elegido es este trabajo fue el de L-J (12-6). Existen suficientes indicios en la biblio-
grafia, como para suponer que esta funcién potencial es capaz de interpretar razonable-
mente las propiedades de los gases nobles y sus mezclas binarias en un amplio rango de
temperaturas.

La expresion que la teoria cinética da para &, en mezclas binarias, en primera apro-
ximacion de Chapman-Enskog, tiene la forma
XS —X. S,
1y = (6C*—5) 3)
XPQ+X, X,0,+X20Q,
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donde S; Q; tienen el significado habitual y dependen explicitamente de las masas mole-
culares M, M, de los componentes de las mezclas, del modelo de interacciéon molecular
a través de sus constantes de fuerza e€/k s y de la temperatura.

Admitiendo la dependencia de gz, con la temperatura dada por el modelo tedrico
L-J (12-6), se procedio a evaluar la integral de la expresion (1) y de ella obtener el valor

de T, para diferentes mezclas binarias y diferentes valores de T, y T,. Estos valores de

T vienen detallados en la Tabla I. En dicha tabla también figuran los valores de 7 ob-
tenidos al aplicar las expresiones empiricas propuestos por Brown, Paul et al, y Holleran
a la diferentes temperaturas 7, y T,.

TABLA I

T,=71.68 K| T,=77.68 K

Mezcla T=10K| T =231K

Ne-Kr 118.48 152.06
Ne-Kr 116.68 147.90
Ne-Ar 118.48 152.30
Ne-Ar 115.88 145.85
He-Axr 115.68 144.47
He-Ar 116.68 148.62
He-Kr 115.68 143.09
He-Kr 116.68 148.62
T Brown 114.17 142.3

T Paul 120.88 167.3

T Holl. 117.48 154.6

Discusion de los resultados

El anadlisis de la Tabla I sefiala una primera conclusién importante desde el punto
del tratamiento de datos experimentales: la temperatura media obtenida es, en todos
los casos estudiados, independiente de la composicion de la mezcla, de las masas mo-
leculares de los componentes M; y M, y de la seccién eficaz g, para interacciones de
moléculas diferentes. De esta forma T depende sélo de las temperaturas 7, y T, y del

€
parametro de la mezcla. En segundo lugar, si las diferencias A7 no son altas, las
k
diferentes expresiones aproximadas para T coinciden dentro del 1 9, con el resultado
obtenido con el potencial L-J (12-6) para 0,8 < T*,<8, que comprende todas las mez-

Tk
clas estudiadas. (T* - —
€12

Cuando se aumenta A 7 hasta valores poco frecuentes en el trabajo experimental

(AT ~,2T,) las aproximaciones discrepan notablemente entre si. Los valores de 7 ob-
tenidos del potencial (12-6) comienzan a depender de la constante de fuerza &,, emplea-
da. Sin embargo el empleo de un conjunto coherente de valores de &, como los obte-
nidos por Van Heijningen” de medidas de difusién ordinaria para todas las mezclas, re-

duce las diferencias entre los valores de 7 a menos del 1 9.

Aunque no se han resefiado en la Tabla I la situacién obtenida es la misma para
otros modelos de la familia L-J (m-6) utilizados con constantes de fuerza coherentes.
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Esto se puede atribuir en principio a la conocida propiedad de los modelos potenciales
de dar predicciones muy similares de las propiedades de transporte en el rango de tem-
peratura conocido como de «indistinguibilidad»". Es de destacar que Ja aproximacién
de Brown sigue dando un excelente acuerdo con el valor obtenido para T.

Estos resultados autorizan el empleo dec diferencias de temperatura altas en los ex-
perimentos en dos bulbos, como el que se describe a continuacion.

Resultados experimentales para la mezcla Ne-Kr

Se determiné experimentalmente el valor de %, para diferentes mezclas del sistema
Ne-Kr, mediante un aparato de dos bulbos operando entre T, = 77,60 K, T, = 308 K. La
descripcion del aparato y resultado vienen detallados en la ref. 9. La recta de Laranjeira
ajustada a los valores de o, ' frente a la concentracion Ne tiene de ecuacion gz

et — 0.03 — (4.61 x 10-?) Xy,
La expresion (3) puede describirse como:
L = (6C*—5)W

TABLA II. — Influencia de la temperatura en la funcion ¥* para varias
conceintraciones de Ne

T (K)

175 . 365

i . 508 . 740
167+ § 366

i

|

. 509 L . 144
<512
2015

154++ . 367
143+++ . 368

(X, = 0) ‘ (X,'=t1. 5) (X, =.9)
|

+) Temperatura Paul ref. 4. T, =716 K T,=308K
++) Temperatura Holleran ref. 3. »
+++) Temperatura Brown ref. 2. » »

*) Valores de W calculadas con el L-J (12-6).

»

donde la funcién ¥ depende esencialmente de las propiedades de transporte de primer
orden ), v, D. Esta funcion W puede calcularse usando el modelo de potencial L-J (12-6)
y resulta ser particularmente independiente de la temperatura para concentraciones de
Ne inferiores al 10 9, (ref. 9 y Tabla II). La obtencién de (6 Cj,*-5) para Xy. = 0 9 no
esta por lo tanto supeditada a la asignacion de temperatura al experimento.

Loy (Xne = - 00,y
6C*—5= ——m8 —— — 301
[\I’ (0)]1.7T(|2-6)

Este valor de C,* correspende a una 7% = 2.0 en la tabulacién de C,* frente a T
realizada por Klein y Smith!® para este modelo potencial. Utilizando el valor &,/k de
Hoggerworst!) 71.5 K obtendremos una temperatura de 143 K en perfecta concordancia
con el valor empirico que se hubiera obtenido empleando la expresién de Brown para
estas temperaturas 7, =716 y T, = 308K, T = 143 K.

Este resultado confirma las conclusiones anteriores sobre el acuerdo de la 7 dada
por Brown y la obtenida suponiendo que la forma funcional de iy frente a la T es la
dada por el potencial Lennard-Jones.
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SEMIAUTOMATIZACION DE. UNA BALANZA PARA LA
MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS
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Catedra de Quimica Inorgénica Estructural. Departamento de Quimica Inorgénica
Facultad de Ciencias, Zaragoza (Espaiia)

Abstract

The electronic and mechanic devices designed and builded for increasing the perfor-
mance of a Faraday magnetic susceptibiltiy measuring balance are described.

Introduccion

En la Facultad de Ciencias de Zaragoza —Departamento de Fisica Fundamental— se
construy6 en 1967 una instalacién para la medida de susceptibilidades magnéticas a tem-
perturas comprendidas entre 65° K y 298° K (1), (2), instalacién que ha funcionado con
gran utilidad hasta la fecha como lo demuestran los trabajos (3), (4), (5), (6), (7), (8)
y (9).

La balanza magnética utiliza el método de medida de Faraday, segun el cual

0 H
f,=y . m.H.—,
0z
siendo:  f, = fuerza a medir en la direccién del eje Z.
. = susceptibilidad magnética.
= masa de la muestra

m
H = intensidad del campo magnético exterior.
H

0
—— = variacion de H en la direccién Z.
0z

Para que la utilizacién de esta expresién sea correcta es necesario que la muestra

de la sustancia a medir sea practicamente puntual, que esté en el vacio y que su situa-
o H

cién en el campo magnético exterior sea tal que para ella H.—— tome su valor maximo.
(k4

Este trabajo, constituyé la Tesis de Licenciatura de A. Muifio Alcalde.
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La aplicacién de este método a la medida de susceptibilidades magnéticas requiere, pues,
o H
poder determinar con adecuada precisién los valores de H.—— por un lado y de f, por
0z
otro, bien entendido que el campo magnético que se aplique a la muestra debera ser si-
métrico respecto a ella en el plano XY, con el fin de anular toda fuerza magnética cuya
direcciéon no sea la de Z.

En la citada instalaciéon, H se controla a través del valor de intensidad que circula
por el electroiman generador del campo magnético actuante sobre la muestra.

A su vez f, se determina anulando el desplazamiento por ella producido mediante otra
fuerza magnética, originada en la cruz de la balanza por dos imanes permanentes gemelos
y dos bobinas también gemelas, a través de las cuales pueden circular intensindades con-
tinuas variables.

Alcanzado el equilibrio de fuerzas, el valor de la intensidad eléctrica que circula por
dichas bobinas permite deucir, dada su proporcionalidad a la fuerza bobinas-imanes per-
manentes, el valor de f,.

La necesidad de dos personas (control del campo magnético, por una parte, y deter-
minacién de f,, por otra) para realizar las medidas en la instalaciéon en cuestion, sugirioé
la conveniencia de construir un sistema automatico que permitiera a una sola persona
llevar a cabo el control de la balanza magnética. b

El disefio, construccién y comprobaciéon de tal sistema automdtico ha sido el objeto
del presente trabajo.

2. Diseno

De las dos posibilidades de sistema automatico que se presentaban —automatizacion
del control de campo y automatizacion en la determinacion de la fuerza magnética
actuante sobre la muestra— se eligié, por su mayor sencillez, la segunda.

Debia, pues, plantearse un servomecanismo tal, que cuando la balanza sufriera la
fuerza debida a la accion de un cierto campo magnético sobre la muestra, variara la in-
tensidad que circulaba a través de las bobinas de la cruz hasta repetir la posicién de
equilibrio inicial.

DETECTOR de ERROR

Entrada de Sefal de I fcontRorge | senai ¢
+ — PLIFICADOR £131 de_te)STEMA
referencia UL ESTADO mando

Senal de
estado

Fic. 1

Un control automatico de este tipo —conservacion del estado de un sistema frente a
determinadas acciones externas— presenta, en general, un esquema de funcionamiento
semejante al de la figura 1, y la estructura de sus diversos elementos se condiciona a las
caracteristicas concretas del sistema, siendo los factores mas decisivos la magnitud y na-
turaleza de la senal de estado y la senal de mando (10).

En la balanza para la medida de susceptibilidades magnéticas considerada, los estados
vienen definidos (sefal de estado) por la direccién que adopta un haz luminoso fijo al
reflejarse en un espejo solidario a la cruz. Por otra parte, la sefial de mando se halla
constituida por una intensidad continua.

1.3aj_o tales condicionantes y basando el planteamiento en el esquema de funcionamien-
to indicado se propuso para el servocontrol pretendido la siguiente estructura.
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2.1. Detector de error

Constituido por dos fotoresistencias situadas en dos de las ramas de un puente que se
alimentara con una tensién continua.

La desviacion del haz de luz emergente de la balanza (senal de estado) respecto de una
posicién inicial que se desea conservar (entrada de referencia) determinard a la salida del
puente tensiones positivas o negativas (senales de error) dependiendo de que la variacién
de estado corresponda a un ascenso o descenso del brazo de la cruz que suspende la
muestra.

2.2. Amplificador

Para este elemento se propusieron dos posibilidades:

a) Un amplificador diferencial integrado permitiria que las tensiones de error adqui-
rieran valores acordes con la sensibilidad requerida al servosistema. Su potencia seria
adecuada al consumo de un motor de continua cuyo sentido de movimiento dependeria,
consecuentemente, del signo del error.

b) Un amplificador diferencial analogo originaria para senales de error positivas el
disparo de un relé y para negativas el de otro. Ello permitria controlar los movimientos
de un motor de alterna de doble sentido de giro.

2.3. Control de estado

Un transistor podra suministrar intensidades continuas variables (sefales de mando)
dependientes de.los valores:-de resistencia que muestre un potenciémetro gobernado por
un motor. Definidos los: movimientos de éste por: la sefial de error convenientemente
adaptada en el amplificador, las variaciones de intensidad de mando tenderan siempre a
conservar en la balanza un estado referencial.

3. Descripcion y funcionamiento

Las estructuras citadas en el apartado anterior se construyeron.tras haber elegido y
calculado todos sus constituyentes de forma que se cubrieran, lo mas plenamente posi-
ble, los requerimientos de la balanza magnética. :

Dcsde las primeras pruebas, aunque se presentaron, como €s ]OUICO Numerosos pro-
blemas, los resultados. fueron esperanzadores y diversas modificaciones (e€n ningiin caso
fundamentales) de los esquemas inicialmente propuestos, pelmmcmn conseguir que los
tres elementos programados funcionalan adecuadamente.

En las pruebas definitivas, se encontrd, no obstante, que la situacion de compromiso
que debia adoptarse entre velocidad de accién del servocontrol y amortiguacion de las
légicas oscilaciones producidas en la balanza, era desfavorable, al requerir las medidas
tiempos excesivos.

Pudo resolverse tal dificultad mediante un sencillo sistema mecanico de cambio auto-
matico de velocidad, con el que, finalmente, el funcionamiento del servocontrol adquirié
la perfeccion deseada.

La figura 2 describe globalmente el sistema automatico de ajuste construido, siendo
los componentes en ella indicados los siguientes (11), (12), (13) y (14):
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Amplificador Alimentacion

Detector de error

|
Proyector
Celulas

2 |

CAMBIO i il _—o\:\o-;-
AUTOMATICO S QD __a\:\-_,_

_____________ DE Ny I
VELOCIDAD

’j| .

Control de estado

§ W dade !
00 vt [y

e e = = Y

Fi1G. 2

E,;: Pila 4,5 V. S,: Cuédruple interruptor.
S;: Interruptor de detector de error e indi- — Del rectificador.

cadores luminosos del estado de ajuste. — Del proyector de luz.
A: Amperimetro. — De las bobinas de la cruz de la balan-
R;: Resistencia 15 K Q. za. (Abierto conecta el antiguo circuito
Cf,, Cf,: Fotorresistencias IDR-03. de las bobinas).
R,: Resistencias 2 K Q. — De la bateria E,.
105 Potenciémetro 100 (@ lineal. N,: Neén 125 V indicador de S,.
R;: Resistencia 1 K (). EL Fusible 200 mA.
Op: Amplificador operacional integrado V: Tensién alterna de 125 V.

SN72741P. H: Conmutador 2x 4.
125 Potenciémetro 200 K () lineal. (e Transistor Ac 180.
RES Resistencias 27 K Q. 153 Fusible 10 mA.
YR Diodos OA79. 1 Potenciémetro. Beckman-A-20 K () lineal.
C: Condensadores electroliticos 32nf-16 V. E;: Bateria 2 V.
e Transistor 2N4289. V: Voltimetro digital «Solartron» LM 1619,
Tr,: Transistor 2N4287. R.: Resistencia patrén 50 ) - 10°/ ..
C,: Condensadores electroliticos 10 « f - 16 V. R.: Resistencia 6,8 K .
J,yJ,: Relés 500 ) - Disparo 9 maA. S;: Interruptor del motor.
Wiy Transistor BD139. N;: Neén 125 V indicador de S,.
153 Transistor BD140. MS: Motor sincrono - Doble sentido - Iman
DZ: Diodos Zener BZX79 - 13 V. permanente - 3 r. p. m.
£ Resistencias 330 (). B,y B,: Pulsadores.
C;: Condensadores electroliticos 6000 % f-16 V. ~ C;: ~  Condensador 47 1 £ - 400 V.
D,: Diodos Fagor 1 amp. N,y N.: Neones 125 V indicadores del disparo de
L% Transformadores 125V - 24V con salida J, vy J, respectivamente.

intermedia. N,: Neén 125 V indicador de S,.

AL Fusible 500 mA.
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Como puede observarse, se ha utilizado el segundo de los esquemas propuestos para
el amplificador, y se incluye la fuente de alimentacién de éste.

El funcionamiento del sistema es el siguiente:

Una vez ajustado (tensién de salida del puente V, nula, conseguida por desplazamien-
to del conjunto de las dos fotorresistencias Cf, y Cf,, hasta igualar aproximadamente su
iluminacién por parte del haz luminoso procedente de la balanza y posterior ajuste fino
con el potenciémetro P,), cualquier variacion en la direccion de la luz, producida ,en

Vep V
0,8 E i T [ et =
—— L
0.5 E; ‘L
|
| |
04 F ———— e
! |
0,2 Eq 1 —] =]
h 1
mm = =3 =2 -1 I ....... k-—}—-
i 3

FiG. 3

general, por la fuerza campo magnético externo-muestra, determina a la salida del de-
tector de error una tensién continua. La figura 3 muestra la variaciéon practicamente li-
neal de tal tensidon en funcidon de la desviacion h del haz luminoso respecto de su posi-
cién de ajuste.

Vo se amplifica sin modificar su signo (Op y Tr, o Tr;) hasta valores mas o menos
elevados dependiendo del valor de resistencia en P,, potenciémetro con el que puede con-
trolarse la sensibilidad del servosistema.

Tales tensiones de salida producirdn, a partir de un cierto valor umbral, el disparo
del relé J, si son negativas o el de J, si son positivas.

La grafica de la figura 4, que relaciona los valores de P, con las minimas tensiones
Ve capaces de originar la activacién de uno de los relés, define el comportamiento del
conjunto amplificador. - A

Cada relé con su disparo determina el movimiento ‘en un sentido del motor sincrono
M S, que a su vez controla la posicién de P; a través del cambio automatico de velocidad.
Al variar las resistencias en P; se produce una variacién en la intensidad de base de Tr;
y, consecuentemente, en la intensidad de colector (figura 5), que es la que circula por
las bobinas de la cruz de la balanza. .

Esta variacién de intensidad (controlada en V), puesto que cada relé conecta el ade-
cuadro bobinado del motor, determina una variacion de la fuerza imanes permanentes-
bobinas tendiente a anular la f, del campo externo sobre la muestra. Alcanzado el equi-
librio de fuerzas, la posicién del haz luminoso vuelve a ser la inicial y, por tanto, la ten-
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sion de salida del detector de error se anula, cesando la accion del servocontrol sobre
la balanza. ; !
La variacion de intensidad de bobinas habida permite deducir f,.

|
i

Vueltas de Py

10

Fi1G. 5

La figura 6 detalla el cambio automético de velocidad con el que se consiguen en el
potenciometro P; dos velocidades a partir de una sola del motor (3 r. p. m.).

La velocidad lenta (1,33 r. p. m.) permite la amortiguacién de las oscilaciones produ-
cidas en la balanza durante el ajuste y se manifiesta siempre tras un cambio del sentido
de movimiento, siendo su duracién maxima inferior a la correspondiente a una revolu-
ciéon del motor. ‘

La velocidad rapida (6,75 r. p. m.) tiene lugar tras el intervalo citado de velocidad
lenta y siempre que el recorrido del motor sea suficientemente amplio. ¢

Este sistema impide que se produzcan oscilaciones permanentes en torno del punto
de ajuste, al ‘aplicar entonces una velocidad adecuadamente lenta, mientras que, por

— NG —




MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES MAGNETICAS

otra parte, disponiendo de una velocidad rapida, limita mucho la duracién de las medi-
das, dados los amplios recorridos de P; que se precisan normalmente.

Potenciometro

T
1
|
i
i
Hi

=
IIICIIII

4. Comprobacion prdactica del servomecanismo de ajuste y estudio es-
tadistico de resultados

Las experiencias realizadas para verificar el buen funcionamiente del sistema automa-
tico de ajuste construido, han sido encaminadas hacia tres vertientes bien definidas:

Determinacion de,
— La SENSIBILIDAD.
— La existencia 0 no de ERRORES SISTEMATICOS.

— La influencia en las medidas de los ERRORES ACCIDENTALES. Garantia de REPRODUCTI-
BILIDAD.

4.1. La sensibilidad

Una de las condiciones de mas entidad exigibles al sistema de ajuste de la balanza
para la medida de susceptibilidades magnéticas, se refiere a la sensibilidad que debe
poseer, que en ninguin caso puede ser inferior a la maxima que permita la propia
balanza.

Esta circunstancia ha sido tenida muy en cuenta a la hora de disehar y construir el
servomecanismo descrito. Sin embargo, dada la importancia que tiene, resulta aconseja-
ble verificar de modo practico y concreto la precisién que, en virtud de la sensibilidad
conseguida, muestran las medidas con el nuevo sistema de control.

e gage—
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Puesto que el sistema manual de ajuste habia demostrado sobradamente poseer exce-
lentes condiciones y que con €l la determinaciéon de la intensidad de mando se realizaba
con la mitad de precisiéon (0,4 mA) que la conferida al nuevo sistema (0,02 mA) por su
amperimetro (voltimetro-resistencia patrén), podra comprobarse si la maxima sensibilidad
del servocontrol construido es adecuada, definiéndola en funcién de las variaciones de
intensidad correspondientes a las minimas variaciones de estado que pueden corregirse

Con tal fin, se realizé la siguiente experiencia:

Situada la balanza en condiciones de medida y ajustado el sistema automatico de con-
trol en su maxima sensibilidad, se introdujo, mediante el potenciémetro del detector de
error, la minima variacion de la sefial de error que determinaba el desajuste del servosis-
tema en un sentido. De inmediato, como es ldgico, el control automatico se auto-ajustaba.
La diferencia entre los valores de intensidad observados en los puntos de ajuste inicial
y final correspondia, por tanto, a lo que para el sistema de ajuste constituia la minima
desviacion corregible.

Repetido el proceso veinte veces para cada sentido de variacién, la media aritmética
de los valores absolutos de las difersncias de lecturas obtenidas resulté ser:

Promedio = 0,0; mA x 5

observandose que en todos.los casos la dispersién de un valor respecto del promedio era
inferior, como éste, a la precisién del instrumento de medida.

Pudo concluirse, pues, que el sistema automéatico de ajuste mostraba una sensibilidad
sobradamente satisfactoria.

4.2. La existencia o no de errores sistematicos

Dos posibilidades de error sistemitico podian presentarse en el sistema de control
automatico construido:

42.1. — Error en las medidas de intensidad de mando por no corresponder, como se
pretendia, la escala utilizada con la del anterior sistema de ajuste. En tal caso, el factor
de proporcionalidad fuerza/intensidad y las correcciones debidas al diamagnetismo del
deposito portamuestras no serian los que se tienen tabulados, introduciendo, al hacer
los calculos, un error sistematico.

Pudo rechazarse tal posibilidad por medida simultdnea con los amperimetros de am-
bos' sistemas de ajuste, de intensidades de todos los rangos utilizables por la balanza
magnetica, observandose, dentro de la distinta precisién de ambos instrumentos, una
absoluta concordancia de valores.

4.22. — Diferente punto de ajuste, dependiendo del sentido de la variacién de estado.
Ello influirfa en todas las medidas, ya que en ellas el ajuste de los puntos correspondien-
tes a campo nulo y a otro campo cualquiera, se produce en sentidos opuestos.

Para comprobar la ausencia de esie error sitematico en el automatismo se realizaron,
en experiencia semejante a la descrita en 4.1, 25 ajustes sucesivos del mismo «Cero» (po-
sicién central del potenciometro del detector de error) a partir de cada uno de dos esta-
dos de ajuste correspondientes a las posiciones extremas del citado potenciémetro.

Los promedios de los valores obtenidos en cada serie fueron:

ajuste‘con aumentos de intensidad ajuste con disminuciones de intensidad
31,2, mA x 5 31,2, mA x 5

demostrando claramente que el error considerado no se presenta o, por lo menos, que si
lo- hace su entidad es absolutamente despreciable.
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43. La influencia en las medidas de los errores accidentales. Garantia de repro-
ductibilidad.

Para evaluar la reproductibilidad del nuevo sistema de ajuste, parecié conveniente rea-
lizar un cierto nuimero de series de medidas de una sustancia estable, de modo idéntico
a como se haria si se tratara de determinar su susceptibilidad magnética, y aplicar el
céalculo estadistico a los resultados (15), (16).

Se utiliz6 con tal fin, una muestra de 0,02984 g. de alumbre de cromo,
(S0,),Cr; . SOK, . 24H,0.

La posicion de maxima respuesta se determind a la temperatura de ebullicion del ni-
trégeno liquido (Presién.~, 1 Atmésfera) y para cuatro distintos campos magnéticos.

A esa altura se llevaron a cabo 10 series de medidas (cinco valores de intensidad cir-
culando por el electroiman) para cada una de las tres temperaturas siguientes: 65,54 °K,
70,77 °K y 77,49 °K.

En la tabla I, se indican los valores obtenidos para esas temperaturas, asi como los
promedios, desviaciones maximas y limites de confianza de cada promedio con una pro-
babilidad del 99 %.

TABLA I

Temperatura Intensidad en el
oK L s 10 Amp. | 20 Amp. | 30 Amp. i 40 Amp. | 55 Amp.

Valor (lﬁ_A x 5) pro-
medio. 39, 15,0, 30,1, 441, 61,3,

Desviacién maxima. 0,1, 0,1, 0,1, 0,1 0,0,

Desviacion standard
del promedio. 0,0, 0,0, + 0,04 0,0,

Limite de confianza
del promedio + 0,04 + 0,0, + + 0,0,
p =99 %.

Valor (mA x 5) pro-
medio. 43, 16,7,

Desviacion maxima. 0,1, 0,05

Desviacion standard
del promedio. 0,0, 0,0,

Limite de confianza
del promedio + 0,04
P =99 %.

Valor (mA x 5) pro-
medio. 4,6,

Desviacion maxima. 0,1,

Desviaciéon standard
del promedio. 0,0,

Limite de confianza
del promedio + 0,1,
P =9 %.
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De todos estos datos se infiere que:

43.1. — Las desviaciones de un valor respecto a su correspondiente promedio son
acordes totalmente con la precision (6,1 mA x 5) del amperimetro que utiliza el sistema.

432. — No existe proporcionalidad alguna entre los valores y su desviacion, la cual
puede considerarse uniforme. Ello permite asegurar que cuanto mayor sea un valor obte-
nido, menor sera el error relativo que muestre.

433. El valor promedio obtenido a partir de 10 medidas consecuetivas no presenta
errores significativos y, por ello, no deben tomarse en consideracion.

Por tanto, los errores accidentales de la instalacién empleando la técnica de trabajo
indicada, pueden juzgarse como despreciables.

4.4. — Puede concluirse, pues, que el servomecanismo construido muestra sobrada-
mente las prestaciones exigibles al sistema de ajuste de la citada balanza para la medida
de susceptibilidades magnéticas.
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Abstract

The 4-hydroxy-3-nitrophenyl arsonic acid (4H3NFA) is used for the analytical determi-
nation of Sn(IV), with which forms a slighly soluble precipitate with stoichmeiometry
Sn(IV):2(4H3NFA) if the temperature is maintained below 29-30°C. Above this tempera-
ture a new compound Sn(IV):1(4H3NFA) is formed.

In this paper, the preparation of this new compound and others represented by
ASn(OH),, ASn(Cl) (AH) and ASnO (where A represents the 4H3NFA anion) is described.

Introduccion

La determinaticion del Sn(IV) coa el acido 4H3NFA propuesta por I. Portnov (1) es
la siguiente:

La muestra se disuelve en HCIl concentrado y se le afiaden unas gotas de H,0, y se
calienta durante 10 minutos; una vez enfriada se precipita con una disolucion al 5 % de
acido 4H3NFA con un 50 % en exceso. El precipitado se deja en reposo durante una hora
y después se filtra y se analiza por bromatometria.

En la técnica usada por nosotros, de acuerdo con la publicacion de la casa Merck (2),
el procedimiento es similar:

La muestra sélida se disuelve con HNO; y NaCl y una vez fria la disolucién, se anade
un exceso de disolucién de acido 4H3NFA al 05 % y se calienta a ebullicion. Una vez fria,
se filtra y el precipitado obtenido se disuelve en amoniaco al 10 % y tartrato disédico
al 20 %. La disolucién asi obtenida, de color amarillo, se somete a fotometria y la canti-
dad de estafio contenida en la muestra se obtiene por comparaciéon con una grafica de
calibrado previamente construida con ayuda de disoluciones de Sn(IV) de concentracion
conocida.

La diferencia entre los dos procedimientos descritos es que en el primero la precipi-
tacion se realiza en frio y sin calentar después mientras que en el segundo método se
calienta a ebullicién después de precipitar.

Al comparar las propiedades del precipitado obtenido por uno u otro procedimiento,
se ha encontrado que tienen comportamiento distinto frente al HCI. Asi, segiin los datos
bibliograficos comprobados por nosotros, el compuesto obtenido mediante la técnica de
I. Portnov se disuelve facilmente con HCI 2M con calefaccién al bafio maria y en HCI
concentrado sin calefacciéon. Sin embargo el precipitado obtenido por la segunda técnica,
no es soluble en HCIl 2M ni en HCI conc. aiin con calefaccion. Esta gran diferencia de
solubilidades hace pensar que se traia de dos compuestos distintos, lo que confirma el
andlisis de los mismos.
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Parte experimental

Todos los reactivos usados fueron de calidad r. a.

En las medidas colorimétricas se us6 un espectrofotémetro Beckman D. U. con celdas
de 1 cm. de espesor. Para las medidas conductimétricas se utilizé un conductimetro Ra-
diometer con celda Philips PP. 1042 y un ultratermostato Colora con regulacion de
+ 0,1°C.

En las valoraciones potenciométricas se utilizé un potenciémetro Beckman con elec-
trodo de antimonio y para las gravimetrias un horno Heron mod. MBM.

Los métodos usados para el analisis son los siguientes:

Gravimétricos

Una vez obtenidos los precipitados segun las técnicas descritas anteriormente se ana-
lizan: el estafio como SnO, gravimétricamente por destruccién térmica del precipitado y
calcinacién a 1075-1100 °C para cada una de ellas. La calefaccién debe ser lenta, puesto
que estos compuestos tienen una gran facilidad para deflagrar, alrededor de 300° C.

Para la determinacién del arsénico, una cantidad pesada de precipitado se funde cuida-
dosamente con K,CO; v Na,0,. En el extracto acuoso del producto de fusién, se determinan
los iones arseniato por valoracién yodométrica.

Los resultados son los siguientes:

% Sn % As at. Sn/at. As Sn(1V)/Ac.4H3NFA

Compuesto A

técn. Portnov 15,5 20,9
Compuesto B

técn. Merck 30,0 19,0

Lo que confirma nuestra hipétesis. La composicién del precipitado obtenido no tiene
influencia apreciable sobre la determinacién del Sn(IV) si se usan métodos gravimétricos

en que se pesa el Sn0O,, pero si la tienen si se sigue el método bromatométrico descrito
por 1. Portnov.

Bromatometria

Ha sido la técnica usada por I. Portnov para la obtencién de la férmula del nitrofe-
nolarsonato de Sn(IV).

Segun I. Portnov, el compuesto de Sn(IV) y acido 4H3NFA, se disuelve en HCl 2M en
un bafo de agua hirviendo y se enrasa a un volumen determinado. De la disolucion
transporte se toman partes aliquotas que se colocan en sendos erlenmeyer con tapones
esmerilados y se les anade 0,1 gr. de KBr y un volumen determinado de disolucién de
KBrO; de normalidad conocida. De este modo se provoca la aparicion de bromo y la con-
siguiente bromacion total del compuesto, para lo cual la disolucién se mantiene en agita-
ciéon durante 15 minutos. Se destruye el exceso de bromo y bromato con una disoluciéon
de arsenito de concentraciéon conocida y el exceso de' ion arsenito se valora como la
misma disolucién de KBrO; usada anteriormente. El compuesto A, como posee dos nu-
cleos bencénicos, dard lugar a un consumo de 8 atomos gramo de Br/atomo gramo de
Sn, por formacién de dos moles de dibromonitrofenol y una mol de SnBr,.
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Para valorar bromatométricamente el compuesto B hemos utilizado la siguiente va-
riante, dada su insolubilidad en HCI. El precipitado se disuelve en la cantidad minima de
una disolucion saturada de Na,CO; y la disolucién obtenida se coloca en un matraz afo-
rado y se enrasa al volumen correspondiente. Se toma una fracciéon y se coloca en un
erlenmeyer con tapon esmerilado, al cual se le anaden KBr y KBrO;. Posteriormente se
le afiade poco a poco HCI 0,1 M hasta que tiene lugar la aparicion de bromo, mantenién-
dose en agitacion constnte durante 30 minutos. Luego se anade la cantidad de HCI con-
centrado necesaria para que la disolucion sea de 1,5 a 2 M en HCI. Se mantiene en agita-
ciéon durante 3 6 4 horas. Finalizada la bromacion, se anade un volumen determinado de
una disolucién de arsenito soddico de concentracién conocida, cuyo exceso se valora pos-
teriormente potenciométricamente con la misma disoluciéon de KBrO;.

Dado que el compuesto B sélo posee un nucleo bencénico debe dar a un consumo
de 6 atomos-gr. de Br/atomo-gr. de Sn, formandose una mol de dibromonitrofenol y
una mol de SnBr,.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Tedricos Experimentales

COMPUESTOLA i S e 8
GomplesSToIB s R e 6

Conductimetrias

Este método no ha sido aplicado anteriormente para la determinacion de las estequio-
metrias de estos compuestos.

Se preparan disoluciones de Sn(IV) 103M y de acido 4H3NFA 19 . 10-*M. Lz disolu-
cién Sn(IV) se introduce en el termostato y se afiaden voliimenes crecientes de disolucién
de acido 4H3NFA, midiendo la conductividad con el conductimetro.

Realizamos experiencias a distintas temperaturas, unas para obtener el compuesto B y
otras para obtener el compuesto A.

Damos a contiuacion las gréficas correspondientes a dos experiencias realizadas, una a
60°C y otra a 20°C, en las que la disolucién inicial era de 100 cc. de Sn(IV) 103 M,

]_104 E(l;m'1oluﬂ'1)
30

L1 ohr=! ent™?)
30,

10 20

30
cc AC4H3NFA 10 =L ccA:?;91H3NFA

Fic. 1. — Temperaiura 20°C Fic. 2. — Temperatura 69°C
Conductimetrias de 109 cc. de Sn(IV) 10-3 M y 4H3NFA 19.10-3 M
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Como podemos comprobar es necesario un volumen doble de acido 4H3NFA para valo-
rar el Sn(IV) en la forma A (20°C) que en la forma B (60°C) lo que nos confirma que el
compuesto A tiene una estequiometria 1:1 y el compuesto B, 1:2.

Método de las variaciones de Job

Este método tampoco se ha usado en la determinacién de las estequiometrias de los
4H3NFAtos de Sn(IV).

Se realiza del siguiente modo: se mezclan disoluciones de Sn(IV) 10*M y de 4H3NFA
10-* M siguiendo el método de las variaciones continuas. Los precipitados obtenidos se
disuelven con una disoluciéon de NH; 10 % mas tartrato disédico al 20 %. La coloracion
amarilla resultante se mide en el espectrofotémetro. Se han realizado dos series, en una
de ellas se precipitaba a la temperatura de 20°C mientras que en la otra se precipitaba en
caliente, hasta ebullicién.

Los resultados obtenidos se dan en las graficas siguientes.

_010 10ceSniv)

o5/
Y

f

Fic. 3. — Experiencia a 20°C Fic. 4. — Experiencia a 100°C
Método de variaciones continuas. Sn(IV) 10-3 M. Acido 4H3NFA 103 M

De la primera experiencia obtenemos una estequiometria para €l compuesto A de 1:2
y de la segunda la estequiometria de 1:1 para el compuesto B.

De todos estos resultados se deduce que el nitrofenolarsonato de estafio (IV) puede
presentar dos estequiometrias distintas:

El compuesto A con estequiometria Sn(IV):Ac4H3NFA = 1.2 es el descrito por la bi-
bliografia y para el cual se propone la féormula

OH OH

| |
I/\l/NOZ A /e

|

N s
/\n/\ :
e \/S’\/*—C

y el compuesto B con estequiometria 1:1, cuya férmula se quiso determinar,
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El compuesto B se lavé reiteradamente con agua destilada y se secé en estufa a 100°C.
Dadas las condiciones en que se verificaba la precipitacion, inicialmente se supuso la
formula siguiente:

OH

ozN\l/.\I o
N
)

ke e
Uiieie >S o

o

Sin embargo, una vez realizados los analisis de Sn, As y Cl se observo que el % de Cl
era variable y no estequiométrico. Esto nos indujo a pensar que los lavados sucesivos
provocan la hidrdlisis de los enlaces Sn-Cl. Para evitar esta hidrdlisis se recurri¢ a lavar
con dioxano, secando después el producto a temperatura ambiente sobre CaCl,.

Procedienda de este modo y realizando nuevos analisis se obtuvieron las composicio-
nes que damos a continuacion:

% Sn

eOBICOS T e e S
[ ERp R CIags el SRy 27,8
28 N EXPETIENCIA 1ol fose see see 27,5

y que conducen a la siguiente férmula

OH

n/
S

Cl

Este compuesto al que llamamos B’ si se lava reiteradamente se transforma en B”

OH

|
l/\l/N():
\I/ (0] OH
@) = /!—SS / Sn /

\O \OH

el cual no adquiere composicién constante hasta que se mantiene durante 15 dias en un
desecador sobre CaCl,. Efectuando los analisis dieron como resultado
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% Sn % As

L0 s o o Oy s B O s ey 28,7 18,1
[ EXperiencial co ot s 28,4 18,2
2 N XD e ICICIA T e o e o= 28,9 18,1

Con objeto de comprobar que el compuesto B’ se transforma en el B”, para lo cual
debera perder todos los iones cloruro se realizan unas experiencias en las que cantidades
exactamente pesadas de B’ se someien a lavados exhaustivos y posterior determinacion
de CI- en las aguas de lavado. Los resultados son los siguientes:

Eaporiont: grs. de Cl- calculados grs. de Cl- determinados
phenentid tedricamente experimentalmente

0,0907 0,0903
0,0779 0,0775

Si este compuesto B” se somete a desecacién en estufa a 100°C se transforma en B”

OH

|
I/\!/NC)?
N/ -
O:/]»Xs< >Sn:0

(0}

cuyos analisis dieron los siguientes resultados:

|
! % Sn
|

Tedricos
1.2 Experiencia 30,1
2N BXperiencia = n 299

29,9

Transformacion de una estequiometria en otra

Comparando los métodos propuestos por la bibliografia para la determinaciéon de
Sn(IV) mediante el acido 4H3NFA con el propuesto por la casa Merck sc ha comprobado,
como ya indicamos, que la unica diferencia y por consiguiente la Unica causa que provoca
este cambio de estequiometria es la temperatura, dado que por este segundo procedimien-
to, una vez obtenido el precipitado se somete a ebullicién, mientras que en los demas
métodos se verifica a temperatura ambiente.

Para comprobar este extremo se realizan una serie de experiencias conductimétricas

del modo anteriormente descrito pero a distintas temperaturas. Los resultados fueron
los siguientes: {

Temperatura (°C) ... ... 45
Estequiometria ... .. ... e : : ! : : 105l
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La zona de transicién de una a otra estequiometria estd, pues, comprendida entre 29
y 30,5°C; entre estas dos temperaturas se obtienen estequiometrias intermedias, lo que
nos indican que en este intervalo se obtienen simultdneamente las dos formas.

Influencia de la aparicion de dos estequiometrias distintas en los mé-
todos de determinacion de Sn(IV) con el dcido 4H3NFA

La especie causante de la coloracion amarilla de las disoluciones obtenidas al disolver
el nitrofenolarsonato de Sn en medio basico es el ion nitrofenolarsonato.

Para demostrarlo se realizaron las siguientes experiencias:

a) Una muestra de Sn(IV) se precipita en la forma B con acido 4H3NFA; se disuelve
en 20 cc. de NH; al 10 % y 20 cc. de tartrato disédico al 20 %.

b) A la cantidad tedrica de acido 4H3NFA que debiera retener el Sn(IV) de la expe-
riencia anterior se le afiaden las misraas cantidades de NH; y tartarto disédico que en el
caso a).

c) Una muestra de Sn(IV) se precipita en la forma B con &4cido 4H3NFA y se disuel-
ve con 20 cc. de NaOH de la misma concentracién que el NH; al 10 % (5,14 N) y 20 cc.
de tartrato disodico al 20 %.

d) A la misma cantidad de acido 4H3NFA del caso b) se le anaden las mismas can-
tidades de NaOH y tartrato disédico del caso c).

De todas las disoluciones obtenidas presentan los espectros que representamos segui-
damente.

D
+6)

o 0 / / \

E 5 .0 3
300 400 500 nm 300 400 500 nm 300 400 500 nm 300 400 500 nm
a b c d

Fic. 5. — a) Sn(IV) + Ac.4H3NFA Fic. 6. — c¢) Sn(IV) + Ac. 4H3NFA

+ 2) cc. de NH, 10% 4+ 20 cc. de NaOH 5,14 M

+ 20 cc. de tartrato disédico 20 % + 20 cc. de tartrato disodico 20 %

b) Acido 4H3NFA+20 cc. de NH, 10 % d) Acido 4H3NFA-+20 cc. NaOH 5,14 M
+ 20 cc. de tartrato disédico 20 9 + 20 cc. de tartrato disédico 20 %

De ellas se deduce que la especie que da coloracién amarilla es la misma en todos los
casos. Evidentemente se trata del ion nitrofenolarsonato, independientemente de la base
usada para formarlo.

Este hecho tendra una influencia decisiva en la determinacién de Sn(IV) por el mé-
todo colorimétrico.

Dada la diferencia de estequiometria entre el compuesto A y el compuesto B la grafica
de calibrado sera distinta segiin que se obtenga un compuesto u otro, ya que la colo-
racion amarilla de las disoluciones depende de los grupos nitrofenolarsonato existentes.
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Para demostrarlo se realiza la siguiente experiencia:

Se preparan dos series de muestras con idénticas concentraciones crecientes en Sn(IV)
desde 10-* a 5. 10~* M.

Una de las series s precipita con acido 4H3NFA segtin la técnica de Portnov, sin ca-
lentar, para obtener el precipitado en la forma A, y la otra serie se precipita con el mis-
forma B.
mo acido siguiendo la técnicade calentar a ebullicion para obtener el precipitado en la

Posteriormente se disulven en NH, y tartrato y se mide su absorbancia. Los valores
obtenidos se representan graficamente.

1

D

.50,
FiG. 7. — Curvas de calibrado en la determinacién
de Sn(IV) con &cido 4H3NFA.

X cempuesto -A

compuesto B

5 e

Las disoluciones del compuesto A presentan doble absorbancia y doble pendiente que
las del compuesto B, confirmando una vez mas que el compuesto A tiene doble cantidad
de ion nitrofenolarsonato.

El compuesto A cumple la ley de Beer y puede usarse en colorimetria, pero las condi-
ciones de trabajo deben ser rigurosamente controladas ya que los 29°C pueden sobrepa-
sarse facilmente si se trabaja a temperatura ambiente y todas las determinaciones deben
hacerse en las mismas condiciones en que se construyd la grafica de calibrado.

Conclusiones

— Se comprueba por métodos bromatométricos, gravimétricos, conductimétricos y co-
lorimétricos que existen dos compuestos entre el Sn(IV) y el acido 4H3NFA. Uno de ellos
con una estequiometria Sn(IV)/Ac.4H3NFA igual a 1:2, y el otro 1:1.

— EIl compuesto con estequiometria 1:1 da lugar a una serie de especies no descritas
en la bibliografia y cuyas formulas damos. ;

— Demostramos que el factor decisivo en la obtencion de una u otra estequiometria
es la temperatura.

— Ambas estequiometrias pueden servir como base para la determinacion colorimétri-
ca del Sn, siempre que la precipitacion se verifique en las mismas condiciones en que
se construyo la grafica de calibrado.
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DETERMINACION DE MICROCONCENTRACIONES
DE PLATA EN AGUAS

P O R
I. Gracia, C. ELEJALDE y A. MARTIN

Céitedra de Quimica Inorganica y Andlisis Quimico. Escuela Técnica Superior
de Ingenieros Industriales de Bilbao

Abstract

A method for silver determination in water is proposed. Silver preconcentration in the
sample is carried out in two phases: silver concentration and main component separation
through chelating resin and silver extraction from eluate with dithizone in M. I. B. K.
Silver is determined in the extract through atomic absorption spectrophotometry.

Method sensitivity is about 0,1 y g/1.

1. Introduccion

En la Catedra de Quimica Inorganica y Analisis Quimico de la Escuela Técnica Supe-
rior de Ingenieros Industriales de Bilbao, se esta realizando una investigacion sistematica
de tipo fisico-quimico, quimico y geoquimico sobre la distribucién de determinados ele-
mentos traza en aguas minerales, termales y de mar, siendo la plata uno de los microele-
mentos objeto de estudio.

En la bibliografia aparecen numerosos trabajos sobre la determinacién de plata en
aguas utilizando diversas técnicas de trabajo. Entre los métodos propuestos para el
analisis de plata en aguas continentales, cabe destacar los que utilizan la espectrofotome-
tria visible!, espectrofotometria de absorciéon atémica?, analisis por activacién neutrénica®
y fluorescencia®*. En algunos de estos métodos se procede a una preconcentracién de la
plata en la muestra, generalmente por evaporacién. Es frecuente encontrar métodos’ &7
basados en la extraccién de la plata con pirrolidin ditiocarbamato amoénico/metil isobultil
cetona o ditizona y determinacion de la plata en el extracto mediante espectrofotometria
de absorcion atoémica. Las técnicas instrumentales utilizadas en la determiancion de plata
en aguas de mar son la microscopia®, espectrografia’ !, espectrofotmetria'’: 2 y espectro-
metria y®, En la mayor parte de los métodos, se¢ procede a la preconcentracion de la
plata en la muestra por coprecipitacién, evaporacion, cocristalizacion o extraccion.

La plata esta frecuentemente presente en las aguas continentales y marinas en concen-
traciones inferiores a 0,003 y, g./ml. 0 :

Muchos de los métodos propuestos. no permiten alcanzar los bajos niveles de concen-
tracién en que se encuentra la plata en las aguas; otros no son lo suficientemente versa-
tiles para adaptarse a cualquier tipo de aguas, y algunos exigen técnicas de trabajo que no
estan al alcance de muchos laboratorios.

Con el presente trabajo, se ha pretendido desarrollar un método analitico lo suficien-
temente sensible para alcanzar las concentraciones anteriormente senaladas y que pueda
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adaptarse tanto a aguas continentales como marinas. En el método propuesto se hace
uso de las ventajas que proporcionz la preconcentracion con resinas y extraccién con
ditizona y la medida por espectrofotometria de absorcién atémica.

2. Estudio de las condiciones experimentales

En el método propuesto se procede a la preconcentracion de la plata en la muestra
en dos fases:

a) Concentracion de la plata y separacion de los componentes mayoritarios mediante
el empleo de resinas formadoras de quelatos, y

b) Extraccion de la plata del eluato con ditizona en diversos disolventes organicos.

2.1. Preconcentracion con resinas formadoras de quelatos

El estudio del intervalo de pH 6ptimo para la retencion cuantitativa de la plata en la
resina se ha efectuado con plata marcada (°™Ag) y medida de la actividad gamma por
espectrometria gamma multicanal. Como columnas portadoras de las resinas se han em-
pleado filtros de placa filtrante Rosich, de 15 x 20, y tamafno medio de poro, con una
velocidad de paso de 300 ml./h. El porcentaje de plata retenida por la resina se ha deter-
minado por comparaciéon de la actividad gamma de la '°™Ag en la resina y en el efluen-
te. En la Tabla 1 se incluyen los porcentajes de plata retenida a distintos valores de pH.

TABLA 1. — Retencion de la plata por la resina en funcion del pH

pH Plata retenida en la columna (%)
4,0 80
5,0 80
6,0 80
7,0 100
7,5 100
8,0 100
9,0 80

Como eluyentes de la plata marcada retenida en la resina, se han estudiado soluciones
2N de acido nitrico, perclérico y sulftrico, y de los hidréxidos de sodio y amonio. En
cada caso, se ha determinado la actividad gamma residual de la resina, después del paso
de cada una de cuatro fracciones de 50 ml. de cada uno de los eluyentes mencionados.
Comparando dicha actividad gamma residual antes y después del paso de cada fraccién
de eluato, ha sido posible establecer el porcentaje de plata eluida. Los valores obtenidos
se recogen en la Tabla 2. Dichos resultados, aconsejaron hacer un estudio comparativo
de la elucién de plata marcada con soluciones de acido nitrico de distintas concentracio-
nes (Tabla 3). El diagrama de elucion de la plata con acido nitrico 4 N se da en la Gra-

fica 1.

Y
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TABLA 2. — Recuperacion de la plata de la resina con diversos eluyentes

AGUAS

Eluyente

Plata recuperada

1. fraccion ! 2.¢ fraccion i 3.¢ fraccion 4. fraccion
NO;H 2N 6 2 2
NaOH 2N 12 10 =] <1
NH,0H 2N 13 11 = i =]
CIOH 2N 80 10 <1 <1
SO,H, 2N 87 5 == <1
TABLA 3. — Elucion de la plata con dcido nitrico a distintas concentraciones
Coz?centra- Plata recuperada (%)
cion de
NO;H (N) 1.¢ fraccion 2.4 fraccion 3.4 fraccion 4.« fraccion
0,5 90 3 3 2
1 90 3 3 2
2 90 6 2 2
3 90 4 4 1
4 97 3 — —
5 95 3 2 —
6 94 3 1 1
7 93 3 2 1
8 65 20 10 4
100
90|
sof-
70}
£ gol-
8
3 504
3 w0l
O
30
20}
10
1 a1 1 1 1 1 1 1
10 20853085740 350 60 70 80 Volumende eluato (ml)
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2.2. Extraccion del ditizonato de plata

En la grafica 2 se incluyen los resultados obtenidos para la extraccion de soluciones
patrén de plata en acido nitrico 0,5 N con solucion de ditizona al 0,02 % en cloroformo,
tetracloruro de carbono y metil isobutlil cetona. La concentracién de plata fue determina-
da en los extractos por espectrofotometria de absorcion atémica. A efectos comparativos
se recogen también las lecturas resultantes de soluciones patron de plata en solucién
acuosa de acetona al 90 % y en agua.

ABSORCION (%)
§ 8§ 8 8

8

20

Para soluciones patrén de plata con concentracion de acido nitrico inferior a 1N, Ila
extraccion con soluciones de ditizona en metil isobutil cetona es cuantitativa (Tabla 4) y
las lecturas espectrofotométricas maximas.

TABLA 4 — Extraccion de la plata con ditizona en metil isobutil cetona de soluciones
de dcido nitrico de distinta concentracion
Concentracion de dcido nitrico (N) Plata extraida (%)
0,1 100
0,5 100
LNy : 100
2 ; 87,3
4 39,6

Como quiera que la segunda fase de preconcentracién, la extraccién del ditizonato
de plata, se ha de realizar en el eluato 4cido (4 N) procedente de la primera fase de
preconcentracién, era necesario la neutralizacién parcial del 4cido nitrico con hidréxido
sodico, con la consiguiente formacién de una concentracién apreciable de nitrato sodico.
Por ello fue necesario estudiar la posible influencia del efecto salino en el proceso de
extraccion en funcién del pH. Se ha comprobado asi, que sélo para concentraciones de

acido nitrico comprendidas entre 0,1 y 025 N la extraccién del ditizonato de plata es
cuantitativa.

2.3. Consideracion de los resultados

Los resultados obtenidos permiten establecer como condiciones experimentales opti-
mas las siguientes:

T
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a) Preconcentraciéon con resinas formadoras de quelatos:

— La retencion de la plata en la resina es cuantitativa cuando el pH de la solucién
esta comprendido entre 7,0 y 8,0.
La plata se eluye cuantitativamente de la resina con 100 ml. de acido nitrico 4 N.

b) Extracciéon del ditizonato de plata:

— Las lecturas espectrofotométricas son maximas cuando se extrae la plata con
soluciones de ditizona en metil isobutil cetona.

— En concentraciones de acido nitrico comprendidas entre C,1 y 0,25 N, aun consi-
derando la influencia del efecto salino, la extraccion del ditizonato de plata con
metil isobutil cetona es cuantitativa.

3. Procedimiento propuesto

3.1. Material y reactivos

— Espectrofotometro de absorciéon atémica PERKIN-ELMER, modelo 290 B.

— Filtros de plata filtrante Rosich, de 15 x 20, y tamafio medio de poro.

— Resina «Chelex 100» (Bio Rad Laboratories, Richmond, California), con tamafio de
grano de 50-100 mallas. Se trata de una resina de poliestireno conteniendo grupos de &ci-
do imidodiacético.

— Solucion de acido nitrico 4 N.

— Solucién de ditizona al 0,02 % en metil isobutil cetona.

— Hidréxido sdédico.

3.2. Procedimiento

— Tomar de 1 a 5 litros de muestra (segun su contenido de plata). :

— Poner entre pH 7 y 8 con solucion diluida de hidréxido sddico o acido clorhidrico.

— Pasar por la resina a una velocidad de unos 300 ml./h.

— Lavar la resina con unos 100 ml. de agua bidestilada.

— Eluir con 100 ml. de acido nitrico 4 N.

—Neutralizar el eluato con hidroxide sédico y anadir unos 5 ml. de acido nitrico 4 N.

— Extraer en un embudo de decantacion de 250 ml. con dos fracciones de 5 ml. de
ditizona en metil isobutil cetona.

— Recoger los extractos en un matraz aforado de 10 ml. y enrasar con solucién de
ditizona. : .

— Determinar la concentracién de plata mediante espectrofotometria de absorcién
atomica.

4. Resultados y discusiones

Para conocer la reproducibilidad, exactitud y sensibilidad del método, se prepararon
una serie de disoluciones con concentracién conocida de plata. Cada muestra fue anali-
zada cinco veces por el método propuesto; los valores obtenidos aparecen en la Tabla 5.

En la Tabla 6 se incluyen algunos de los resultados obtenidos por el método propues-
to, para el contenido de plata en diversas muestras de aguas continentales’ y marinas.
Las muestras de agua continental corresponden a aguas termales y minero-medicinales
de las provincias de Granada y Ciudad Real; las muestras de aguas marinas fuérdn to-
madas entre una y cinco millas de la costa de Santander (Longitud 3°25 a 3°50%).
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TABLA 5. — Determinacion de plata en muestras con concentracion conocida

Plata a#iadida Plata encontrada

(. g-/1.) (w &-/L)

Mautestra

Agua destilada ... ... ... ... ... 0,2 05241 0;25-440,2 =5:0,2008 0,2
Agua destilada ... ... ... .. .. 1,0 0955 150:6:30:95 :1:0°5:.1°0
Agua destilada ... ... ... ... .. 2,0 205 2052305611590 1.9
Agua destilada ... ... ... .. .. 10,0 9SS OISO DO SN0 4
Agua continental ... ... ... ... ... 0,5 (SRS S () 5l () 5=RE ()15
ACUANAENIIAT: . aes ot dalivan e 2,0 G = OSBRSS O T ()

TABLA 6. — Determinacion de plata en diversas wuestras de aguas continentales
y marinas

Muestras de agua Contenido en Muestras de Contenido en plata
continental plata (y g./1.) agua marina (. 8-/1.)

Fuente de La Malaha < 0,1 S-1 0,3
Manantial de Sierra Elvira 0,5 S-2 0,2
Baiios del Peral ... ... ... ... < 0,1 S-3 c4
Fuente de Juan Caliente. 0,3 S4 0,3
Barrano de la Torrecilla. 1,0 S-5 0,2
Fuente de La Baija 0,1 S-6 0,5
Fuente de Zujar ... ... ... 0,1 S-7 0,4
Fuente "Alta .o Fr R aess < 0,1 S-8 0,4

La recuperacién de plata por el método descrito es satisfactoria en el intervalo de
0,1 a 10y, g./1. E1 método propuesto es suficientemente reproducible y proporciona deter-
minaciones bastante exactas .La separacién de la plata de los componentes mayoritarios
mediante la utilizaciéon de resinas formadoras de quelatos, junto a la posterior determi-
nacién de la plata mediante espectrofotometria de absorcién atémica, hace que el anali-
sis por este procedimiento esté practicamente libre de interferencias quimicas.

La sensibilidad del método, en nuestras condiciones de trabajo, es de 0,1 i g./1.
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Summary

In order to obtain informations about the behaviour of several «oxine» derivatives as
complexing agents eleven Cu(II) complexes of these compounds were prepared and exa-
mined. Their chemical properties and ultraviolet spectra give us the possibility of
arranging these «oxines» in order of their increasing tendency towards rz-bond formation
with the copper ion.

Introduccion

En un trabajo realizado en nuestro laboratorio (1), en el que se estudian los comple-
jos de Ni** y Co** formados por varios derivados de sustitucién (posicones 5 y 7) de la
8 hidroxiquinoleina, se obtiene, a partir de las «facilidades» de deshidratacién de los que-
latos de niquel de férmula Ni (oxinato),.2H,0 y a partir de los momentos magnéticos de
los «oxinatos» de cobalto de formula Co(oxinato),.2H,0, una secuencia de «tendencias
hacia la formacién de complejos plano-cuadrados» que, en general, responde bien a las
ideas actuales sobre efectos inductivos y mesémeros de los sustituyentes. Sin embargo,
las particularidades finas de la serie presentan todavia puntos oscuros que conviene acla-
rar. Por ello, con el fin de aportar mas datos a la resolucién de este problema se han
preparado y estudiado una serie de 8 hidroxiquinoleinatos sustituidos de cobre divalente.

Preparacion de los complejos

Las 8 hidroxiquinoleinas utilizadas son las descritas en (1).

En la preparacion de los complejos se siguié una técnica adecuada para impedir, en lo
posible, la deshidratacion. 4

Se puede decir que, en las condiciones de trabajo utilizadas, los complejos que apare-
cen como anhidros a temperatura ambiente, poseen este estado como forma estable.

En general, la precipitaciéon se llevdo a cabo en frio, mezclando cantidades estequio-
métricas de una sal cuprica [(CH;CO0),Cu.H,0 6 CuCl,.2H,0] disuelta en agua y la
«oxina» disuelta o dispersa en alcohol. Casi siempre, al agitar esta mezcla se iba produ-
ciendo un precipitado azul o verde de complejo de cobre. El pH de las disoluciones era
del orden de 2 6 3.

# Este trabajo es parte de la tesina de licenciatura de F. Palacio Parada,
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Mediante NaOH 0,1 N se llevaba el pH a ~~ 5,5. Se mantenia agitando la mezcla du-
rante varias horas, se filtraba y lavaba el precipitado con agua destilada y se dejaba
secar al aire.

En algunos casos, con el fin de deshidratar el complejo se precipité con la «oxina» di-
suelta en acetona y el precipitado filtrado se lavé con acetona deseciandolo después en
estufa a 40-50°C.

De aqui en adelante llamaremos respectivamente a estos dos métodos de obtencién
A y B.

Los productos obtenidos, junto con los métodos de preparacion utilizados y los resul-
tados de los analisis. de N, C y H se recogen en la Tabla 1.

En los productos de la Tabla 1, el caracter anhidro o hidratado se comprobd a tra-
vés de los espectros infrarrojos. La existencia de bandas en 3200-3400 cm.™! sirvi6 para
asegurar la presencia de agua de hidratacion.

TABLA 1

Encontrado Calculado
Complejo Observaciones

N% | C% | H% | N9 | C% | H%

[5S0;Na7I0x1,Cu . 4H,0
[580,Na7I0x1,Cu . 4H,0%
[5SO;NaOx],Cu . 3H,0

3,08 2448| 1,73 | 3,18!2457| 1,83
296 24,00| 146 | 3,18| 24,57 1,83
4,55 35,64 257 | 459, 3544| 2,64

[5S0;K0x1,Cu 4,65 36,51 1,80 4,76‘ 36,76, 1,71
[0x]1,Cu. .2H,0 72115502 — | 7,22 5574| 4,16
[0x],Cu 7,86, 60,31 | 354 | 796| 61,45 3,44
[5C10x],Cu 6,50 51,28 253 | 6,66| 51,39 2,39
[5C10x1,Cu 6,68 51441 248 | 6,66| 51,39 2,39
[5CH,0x1,Cu 7,28 63,03| 431 | 737| 6323| 424
[5,7CL,0x1,Cu 5,71| 44,66| 1,77 | 571| 44,16 1,66

[5S fenildiazo Ox], Cu 14,9711 63,11| 3,50 | 15,00 | 64.34| 3,60

o=Vl oo IS

w

>
e R R R o o [l

<

El producto se desecé en estufa de vacio sobre P;0.5a '50°C:
*%* Se obtuvo por el método A pero después se deshidraté en estufa a 110°.
**% Los analisis elementales se llevaron a cabo sin oxidante alguno.

e

Cuando en el método de preparacién pone A y B queremos indicar que, por ambos procedimientos,
se produce un complejo anhidro. El producto analizado fue siempre el obtenido por el método B.
El caracter anhidro y la identidad de los compuestos se determiné por espectrometria infrarroja,

Las «oxinas» elegidas para la preparacién de estos complejos van de un extremo a
otro de la serie presentada en (1). Asi, estdn las dos que producen los complejos de ni-
quel con menor caracter planocuadrado (5-sulfénico 7-iodo 8-hidroxiquinoleina y 5-sulfé-
nico ' 8-hidroxiquinoleina) y la primera que ya, con poco esfuerzo, producen un quelato
diamagnético de niquel (5,7-dicloro 8-hidroxiquinoleina). Se pretende con ello cubrir, sin
hacer la serie completa de quelatos de Cu?*, todo el intervalo de sustituyentes estudiados
en (1). En especial, se han elegido «oxinas» poco tendientes hacia la planocuadraridad,
pues al ser el Cu’* un ién de mayor carga nuclear efectiva se sospecha que la «oxina»
limite estaria dentro de los quelatos de Cu?* que forman estas «oxinass.
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Comportamiento espectrofotométrico V-UV de los complejos preparados

Todos los espectros se determinaron sobre los complejos en estado sélido por el mé-
todo de reflectancia difusa
empleando un espectrofoto-
metro Beckman D. U. Como
patron de reflexion se utilizo | (a) Oxinato de Cu” dihidratado.

CO;Mg. ; B (b) Oxinato de Cu" anhidro.
Los complejos hidratados

presentan un espectro (fig. 1)
formado por una sola banda
muy asimétrica hacia el rojo.
Las posiciones ‘de los maxi-
mos de dicha banda para los
tres complejos hidratados ob-
tenidos se recogen en la Ta-
bla 2.

°
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1.200 1100 1000 800 700
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Fig. 1

TABLA 2. — Espectro V-UV para los complejos de Cw’* de formula
Cu («oxinato»),.(n + 2) H,O

d—d n—-r*

Complejo
peej v, cm.”! v, cm. !

[5S0O; Na7I0x]1,Cu . 4H,0 16.260 (27.000)
[5S0;Na0x],Cu . 3H,0 15.150 (27.000)
[0x],Cu . 2H,0 15.267 (27.000)
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Por su parte, los comple)os anhidros presentan un espectro V-UV que posee dos ban-
das d — d hacia 15000 cm.~! y una transferencia de carga en unos 23000 cm.™!. Los valores
en cada caso pueden verse en la Tabla 3.

TABLA 3

c lei d—d n—>na*
omp.el9 v, cm. ! v, cm. !
[5SO:K . Qx],Cu 15267 (17544) (23256)
[Ox],Cu 15385 (17544) (22472)
[5C10x],Cu 14771 (17544) (23256)
[5CH,0x],Cu 14925 (17544) (23256)
[5,7CL,0x],Cu 14815 (17544) (23256)

[5 fenildiazo Ox], Cu (15380) (20000) _—

Como es habitual, valores entre paréntesis significan maximos de bandas cuya locali-
zacién es poco precisa, bien por ser hombros, bien por ser picos poco diferenciados al
estar englobados en otras bandas préximas muy intensas. Asi sucede p. ej. con los valo-
res de 17500 cm.~! que, por pertenecer a una banda situada entre la de 15000 cm.™! y la
de transferencia de carga de 22500-23000 cm.~!, se manifiesta sélo como un cambio de
pendiente en la envolvente. Igual sucede con la primera banda en 15000 cm.! del bis
5-fenildiazo oxinato cuiprico.

Respecto a la banda n —> #*
bajo del aparato.

En la fig. 1 puede verse también el aspecto del especiro de uno de los complejos an-
hidros resefiados en la Tabla 3.

su localizacién es dificil pues se halla en el limite de tra-

Espectros infrarrojos de los complejos

Se determinaron en un espectrofotémetro Infracord con el propésito de comprobar el
caracter anhidro o hidratado de cada complejo. Se hicieron con la técnica del nujol.
Las posiciones de las bandas de tensién de los OH del agua ligada aparecen hacia
3400 cm. ! en los tres casos, lo cual, en el caso del 5SO;Na .7ICu.4H,0 indica ademas
que, los dos tipos de agua estdn posiblemente ligados y unidos por puentes de hidrégeno.

Comportamiento magnético de los complejos estudiados

Es conocido que los complejos de Cu?*, independientemente de que su simetria sea
0, o Dy, poseen un spin desparejado por lo que su momento magnético es siempre del
orden de 1,72 y .. En este sentido, no es pues interesante determinar el comportamiento
magnético particular de cada compuesto. Ahora bien, en los compuestos anhidros pudie-
ra existir alguna interaccion Cu-Cu que produjese una curva y-T analoga (aunque con el
maximo a menores temperaturas) a la existente en el acetato anhidro de cobre (2). Con
el fin de comprobar este extremo, en el Cu(oxinato),, elegido por ser el compuesto mag-
néticamente mas concentrado, se midieron las susceptibilidades magnéticas a 293,7, 2334
y 71,67°K obteniendo: 3,66.10-¢ 4,62.10-¢ y 14,58.10-° u. e. m. respectivamente. Una recta
que pasa por estos puntos da § =521 y y = 1,72 MB,, de acuerdo con una ley de Curie-

Weiss, poniendo de manifiesto que, hasta 77°K, no hay muestras de interacciones metal-
metal.
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Diagramas de polvo de rayos X

Se realizaron en un difractémetro Philips modelo 1050/25 provisto de tubo generador
con anticatodo de cobre. El objetivo fue comprobar a qué forma cristalina corresponde
el oxinato anhidro de cobre obtenido pues, segun Palenik (3) y Hoy y Morris (4), hay dos
formas distintas de eset compuesto, y y (3, ambas pertenecientes al sistema monoclinico
y grupo espacial P2,/C. Este hecho tiecne importancia, pues a partir de la estructura cris-
talina se deduce el entorno que rodea al Cu’*, entorno que da origen al espectro V-UV
observado y que, por analogia, se podria extender a los demas complejos anhidros obte-
nidos.

Un analisis del diagrama Debye-Scherrer demostré que la estructura de nuestro Oxi-
nato anhidro de cobre es, dentro del 1 por ciento como desviaciéon maxima, la correspon-
diente a la forma f descrita por Palenik (3). En ella, los oxinatos planos de cobre se dis-
ponen en capas paralelas de tal forma que cada Cu?* estd rodeado, en un plano, por los
dos oxigenos y dos nitrégenos de dos oxinatos en posicion trans. Estos atomos forman
un caudrado. Las distancias O-Cu y N-Cu son 1,925 y 1,974 A respectivamente. Palenik (3)
sugiere que existe un quinto ligando, el oxigeno del otro oxinato situado encima, cuya
distancia O-Cu es 2,83 A.

Sea o no correcta la sugerencia de Palenik, lo cierto es que un ligando a 2,83 A poco
puede significar frente a los situados a 2 A. Asi pues parece mdas logico hablar de un
complejo tetracoordinado que de uno pentacoordinado.

Discusion de los resultados

Parece evidente a partir de los resultados rontgenograficos y espectrofotométricos
V-UV, que los completos anhidros de cobre aqui estudiados son «plano-cuadrados».

De acuerdo con Figgis (5), los complejos plano-cuadrados de Cu?" presentan dos ban-
das de absorcion en el visible. Estas corresponden a los transitos que pudiéramos llamar

2A,, 4~ By, (% . bl —> al,. b7,)

‘E. 2B (¢ . a%, . bl —> ¢ aly, - bhe)

En el Cu(acetilacetonato), estas bandas aparecen en 15000 y 18000 cm.”!, valores que
coinciden muy bien con los que aparecen en la Tabla 3 para nuestros oxinatos.

En el caso del complejo Cu(oxina), los datos rontgenogrificos confirman el espectro
visible. Se puede pues extender sin demasiado temor al resto de los «oxinatos» anhidros
la simetria planocuadrada.

Ademas, seglin se encuentra en (6), cuando los complejos hidratados de niquel que for-
man los derivados dihalogenados de la oxina se transforman en plano-cuadrados por des-
hidratacion, la banda de transferencia de carga n—>z* se desplaza hacia mayores lon-
gitudes de onda. En los «oxinatos» de niquel el desplazamiento batocrémico de esta ban-
da es de unos 5000 cm.”! (n —> 7*.,25000 cm.! en los complejos hidratados y
n—>7*~,20000 cm.”' en los complejos anhidros). De forma paralela, en los complejos
de Cu’* aqui estudiados, el paso de hidratado a anhidro se traduce en un efecto batocré-
mico de unos 4000 cm. ' en esta banda, lo que estd dc acuerdo con la asignacién hecha.

Por otro lado, los datos de la tabla 2, nos permiten asegurar que los complejos hidra-
tados son octaédricos pues segtn es sabido, el Cu’** en un entorno de simetria O, presen-
ta un espectro V-UV con una sola transicion, la *T,, % ?E,. Esta banda, como consecuen-
cia de la asimetria del campo, puede dar lugar a tres bandas (7). Belford y alia (8) en-
cuentran, tras un andlisis de los espectros a los que ajustan una suma de gaussianas,
estas tres bandas en el acetilacetonato de cobre.
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En nuestro caso, la cola hacia el rojo que presenta la banda de 15000 cm. ! podria
esconder tres bandas. De cualquier modo, la asimetria indica distorsiones en el campo
octaédrica que sdlo pueden provenir de diferencias fuertes en los de los ligandos. Tales
asimetria, que ya se ponen de manifiesto en los «oxinatos» de niquel, se potencian en el
caso del Cu?** como consecuencia de su mayor carga nuclear efectiva y, por ello, de su
mayor tendencia al empleo de orbitales = en el enlace.

En el caso del Cu(H,0)¢?* la transicion °T,, <~ ’E, estd, segun Ballhausen (9), en
11200 cm.~! mientras que en el Cu(acetilacetonato), .2 Piridina (8), esta en unos 14500 cm."!,
valor préximo al encontrado en los oxinatos de cobre. Morpurgo y Williams (10) dan las
transiciones d — d correspondientes a una serie de «oxinatos» de cobre disueltos en piri-
dina y de ellas se deduce, como promedio, un valor de 15200 cm.! para la transicién
*T,, <= °E,, en buen acuerdo con los valores de la Tabla 2.

Una vez establecidas las caracteristicas estructurales de los complejos estudiados, de
las particularidades de la obtencion de los diferentes «oxinatos» de cobre preparados,
se deduce que todas las 8 hidroxiquinoleinas sustituidas con sustituyentes de primer or-
den dan lugar, aun en las condiciones mas suaves de obtencion, a oxinatos planocuadra-
dos, mientras que las sustituidas con el grupo SO;- dan lugar a oxinatos hidratados de
cobre.

Las secuencias de «oxinas» que se deduce a partir de los momentos magnéticos de los
«oxinatos» de Co** es, segun (1):

580;- 7I < 5805~ < 5Cl < 5Br < 5CH; < 5N = N <> < 5H < 5,7Cl,
< 5,7Br, < 5C17Br < 5C1,71 < 5,71,

en la que los signos de desigualdad significan «tendencia hacia la formacién de enlace =
con el i6n central». Esta secuencia coincide con los hechos magnetoquimicos observados
en los correspondientes quelatos de Ni?t.

Del comportamiento espectroscépico y preparativo aqui estudiado se deduce que la
secuencia de «tendencias de las oxinas hacia la formacién de enlaces = con el Cu’*» en los
«oxinatos» es:

580;- 71 < 580~ < 5H < 5Cl.~s 5CH; ~ 5 fenildiaze ~ 5,7CL,

va que, desde el 5 cloro oxinato de cobre, los complejos preparados fueron espontanea-
mente anhidros y plano cuadrados.
Esta ultima secuencia coincide coa las anteriores salvo en la posiciéon de la 8 hidro-

xiquinoleina hecho que, por el momento y con los datos de que disponemos, no SOmos
capaces de explicar.
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APLICACION DE LA F. D. T. A LA DETERMINACION
DE LA CALIDAD DE IMAGENES FOTOGRAFICAS:
II) CRITERIOS DE CALIDAD

J. R. pE F. MoNEo y J. J. BARANDALLA
Departamento de Optica. Universidad de Barcelona (Espaiia)

Abstract

Photografic images of one object are obtained under different conditions (field, aper-
ture and focusing) and their quality is estimated by several observers. Such subjectiv
estimations are compared with analytical expressions deduced from the Optical Transfer
Function and with other objectiv criteria. The value of the analytical expressions as a
measurement of the image quality is discussed and the specific problems wich arise in
the application of the OTF to extra-axial images are clasified. A normalization of the
quality criteria is established in ordee to make them independent from the observation
conditions.

Introduccion

El fin que se persigue en este trabajo consiste en condensar en uno o varios parame-
tros, la mayor cantidad de informacion posible, referente a la calidad de la imagen, de
modo que aquellos sirvan como criterio de optimizacion al calculador de sistemas épticos.

Los criterios utilizados hoy dia se basan por lo general en la F. D. T., si bien puede
recordarse que se comenzé por el analisis de la imagen de una estrella, hasta desembocar
en criterios de acutancia, poder separador, test sinusoidales, diafragmas de puntos, etc.
Muchos de los cuales siguen vigentes todavia.

No obstante, los criterios clasicos no basados en la F. D. T. son por lo general parcia-
les: y no responden a todas las necesidades del calculista, al no contener la dualidad de
Aberracidén-Difraccion.

Método

Consiste en realizar distintas tomas fotograficas en diferentes planos imagen, de un
objeto determinado, con una amplia gama de frecuencias espaciales orientadas en dife-
rentes direcciones. Estas iméigenes se proyectan simultdneamente sobre una pantalla y
son clasificadas segin su calidad, por diferentes observadores.

Al mismo tiempo, se miden los correspondientes moédulos de la F. D. T. sagital y tan-
gencial para cada plano imagen y se trata de elaborar un criterio numérico, que respon-
da al visual dado por el observador.
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Como criterios de calidad hemos tomado los siguientes:
a) Poder separador medido en el positivo, por el método de test de Foucault.
b) Acutancias medidas en positivos por el método de borde de playa.

c) Criterios de calidad basados en el método de Linfoot!’ el cual define tres coe-
ficientes:

Calidad de correlacién:
SS<01> dx dy
Q=——
§§(0*) dxdy
Contenido estructural relativo:
5\ I?) dx dy
e
§1(0*) dwdy
Fidelidad:
1— S S((I — 0)3) dx dy

S \( 02> dx dy

donde ¢ (x,¥) es la distribucién de intensidad en el objeto, e I (xy) en la imagen, estando
normalizadas de modo que:

fjg (xy)dx dy = jf[ (xy) dx dy

Puede demostrarse que, utilizando la F. D .T. estas expresiones se transforman, salvo

constantes en:
l‘l"
Q= F (u) du
0

l‘”l
T = [ F? (u) du

)
2 =20—T

donde @ es proporcional a la intensidad en el centro de la imagen de un punto, es decir
a la razon de Strehl. F (u) es la F. D. T. y u,, la frecuencia maxima alcanzada.
Definiremos un cuarto coeficiente M, analogo al momento de primer orden de una

distribucion estadistica:
Ill”
M _—_[ F (u) u. du
0

el cual tiende a reforzar la influencia de altas frecuencias.

Observaciones a tener en cuenta

Puesto que el observador va a ser en definitiva quien dé el criterio de calidad, debe-
remos tener en cuenta la F. D. T. del ojo*?.
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DETERMINACION DE LA CALIDAD DE IMAGENES FOTOGRAFICAS

Como ademas va a ser sometido a la observaciéon de la imagen proyectada sobre
pantalla, deberan conocerse las F. D. T. del proyector y de la pantalla respectivamente.

En estas condiciones, el observador dara una clasificacion de imagenes ordenadas se-
gtin calidad, de los diferentes planos de enfoque, a la cual debe corresponder una clasifi-
cacion numeérica por medio de la F. D. T.

Para cada plano imagen, la F. D. T. total resultante sera:
F@):=1d; . dyp-dy.dy.dy

donde:

dy: . T. en modulo, del objetivo fotografico.
diipe . T. en médulo de la pareja negativo-positivo.
ds: . T. en. modulo del proyector.
dp: . en médulo de la pantalla.
do: . T. en modulo del ojo.

Condiciones de trabajo y aproximaciones

El objetivo fotografico empleado, es de focal 175 mm., descrito en la primera parte
de este trabajo, cuyas caracteristicas de funcionamiento son concidas®.

En lo referente a la imagen proyectada en pantalla, se ha tenido la precaucién de co-
locar al observador en posicién tal, que aquélla subtienda un angulo con respecto a éste
analogo al subtendido por una fotografia de 9,5 x 13,5 cm., a distancia normal de obser-
vacion. En estas condiciones 1 1./mm. corresponde, en nuestro caso, a 2 l./grado.

La frecuencia espacial maxima es, en el mejor de los casos, de 20 1./mm. en la diapo-
sitiva, lo que corresponde a 0,66 1./mm. en la pantalla.

En nuestro caso, tanto la F. D. T. del proyector como la pantalla son practicamente
la unidad para este rango de frecuencias.

Definicion de instrumento perfecto

Definiremos el instrumento éptico perfecto, siempre y cuando entre en juego el ojo del
observador, como «aquel cuya F. D. T. vale la unidad en todo el rango de frecuencias
cubierto por el ojo».

Siendo dicho rango, de cero a 40 1/grado (fig. 1) se comprende que el instrumento per-
fecto encaja dentro de la realidad fisica.

F.DT. DEL 0JO

Contraste (%)
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Segtin esta difinicién, normalizaremos las expresiones Q, 7, @ y M dividiendo cada
una de ellas por el valor que tomarian para el instrumento perfecto. Con esta normaliza-
cién se obtienen unos criterios numéricos que no dependen de la abertura del instru-
mento, ni de las unidades utilizadas y que ademas sirven de medida absoluta de la

calidad, expresada en tantos por ciento.

Resultados

Lo primero que salté a la vista es que, los criterios de acutancia y poder separador,
tnicamente se corresponden con la ordenacion visual cuando se trata de comparar ima-
genes obtenidas en condiciones muy semejantes, es decir con el mismo campo y diafrag-
ma y para planos imagen muy proximos. En estos casos ambos criterios son buenos,
sencillos y rapidos. !

En los demés casos, cuando se trata de ‘comparar imagenes tomadas en muy diferen-
tes planos, maxime si se mezclan las de diferentes campos y diafragmas, estos criterios
estan en completo desacuerdo con la ordenacion visual.

Sin embargo, los criterios de Linfoot modificados y normalizados, asi como el mo-
mento de primer orden han dado resultados correctos en general. Se ajustan perfecta-
mente a la ordenacién visual salvo en algunos casos muy concretos, en los cuales ha-
ciendo las pertinentes consideraciones se supera la excepcion.

Como ejemplo de estos casos tipicos, pueden considerarse los de la tabla 1, donde «N°»
es la referencia de cada fotografia; ]z distancia al plano paraxial se considera positiva
entre ésta y el objetivo.

TABLA 1
N° Campo al ;?l:égn;izamx. Apertura
3 0° + 5 mm. 1/33
5 0° =3 1/33
6 0° +2 1/33
12 0° —4 1/33
+9 7/ +9 1/33 (posic. focal. tang.)
15 7.2 +5 1/33
16 7 1/33
18 7.2 457) 1/33 (posic. focal. sag.)
(7) 0° +1 1/54
(8) 0° 0 1/5.4

Los resultados se exponen en la tabla 2. En la 1.* columna de la izquierda, la ordena-
cién visual de mejor a peor imagen segun calidad. En las siguientes, los valores que
toman las expresiones normalizadas de Q, 7, @ y M. A continuacién, el poder separador
y acutancias.

Obsérvese que para corresponder la ordenacién visual con la numeérica, en imagenes
de campo donde existe F. D. T. sagital y tangencial. ¢

En la fig. 2 se representan las F. D. T. correspondientes a la fotografia num. 12
(1/33, eje) y la 18 (1/33, 7.2 campo). Las graficas se han obtenido midiendo sobre el posi-
tivo y por tanto falta multiplicarlas por la F. D. T. del ojo. La ntim. 18 se ha obtenido
sobre la focal sagital. Debe hacerse notar que la F. D. T. se ha medido para frecuencias
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TABLA 2

3,2

ordenacidn Poder separ. y
n_i;g%g T l/gradg Acutancia
ONSE 759 48
ST 7,7
2,0 Slg T
9,09 8,4 54
8,40 o 100
2,51 5,67 0Y5lE 4,5 e
6,39 12,46 1,69 Testl, 87
5,82 i2hi788 2518 6,3 1855
5,93
7,04 6,3 47
5,56 8,4 11
6,08 543 20
3,40 4,5 12
1,78 2,3
5,65 4.
4,Q1
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espacdiles ;por tanto la curva T corresponde a frecuenc1as tangenc1ales es de01r barras

sagltahes Vi viceversa.. ]

Toqlav1a podemas ir mas le]os La fotorrrafla ntm. 15 (1/33, 1. CAMPO) estd tomada
en la imagen media entre la focal sagital y tangencial; observar su F. D. T. (fig. 3), tan-
to la curva T como la S tienen ‘los parametros parecidos. En la’ misma figura se com-
para la F. D. T. correspondiente, a la fotograffa ntim. 16. Es de notar que para encua-
drarla' en el coptexto debemos tomar | la envolvente a las curvas T y S. Ni la curva T ni
la S por si mismas, ni el promedlo de ambas se ajusta a la ordenacaon visual.

Las fotograﬁas nam.! (8).y 5 corresponden respectwamente ai apertura 1/54, (E3E) y
1/33 (mE), idonde la 5 ‘est4d muy desenfocada; 'sus’ correspondientes F, D. T. quedan re-
flejadas en la fig. 4. El observador duda entre ‘la calidad de ambas imégenes no deci-
diéndose entre ellas. Para la num. 5, mucho contraste y poco poder separador, y en la
(8) poco contraste (debido a la influencia de las aberraciones con esta abertura) y ma-
yor poder resolutivo. La indzcisién del observador queda patente en las expresiones nu-
meéricas: valorando icontrastes Q y @ dan mayor resultado en la nuim. 5. Sin embargo,
si 10 que valoramos es €l poder separador, M hace que la (8) quede encima de la (5).

Analooamente el observador se encuentra indeciso sobre si la fotografia niim. 9 esta
por ercima o debajo de la nim. 3. La primera estd tomada sobre la focal tangencial a
72 de campo y la segunda en eje; ambas: con abertura 1/33. Pero aqui duda entre dos
imagenes’' muy parecidas casi indiferenciables.! Este hecho se refleja en los resultados
medidos sobre las correspondientes F. D. ‘T. (fig. 5).

Es de notar que este orden de calidad 'visualcambia al hacerlo la distancia de obser-
vacién. Entonces se desplaza la F. D. T. del ¢jo a lo largo del eje de las frecuencias,
con lo cual cambia el poder separador, pero por esta misma razén también cambiarian
los valores de Q, @ y M y su orden relativo. '

Es idecir, a otra distancia de observacién tendriamos otra evaluacién visual y numé-
rica ‘correspondientes entre si.

{A la vista de los resultados expuestos encontramos que los criterios Q, T, @ y M
dan, en general, una ordenacién andloga a la del observador, si convenimos en asignar
a cada fotografia los valores de dichos criterios, calculados con la curva F. D. T. maés
externa, para casos de curva sagital y tangencial de una misma fotografia.

El poder separador y la acutancia dan buenos resultados tnicamente, para fotogra-
fias obtenidas en circunstancias parecidas.,

E! M es especialmente ttil para comparar curvas de distinta forma, debido a la ma-
yor: importancia que da a las frecuencias altas.

De un modo general los criterios Q y @ son lo bastante representativos de la cali-
dad como para servir de medida de ésta en el cdlculo de una imagen O6ptica. El para-
metro T tiene mas utilidad para calcular @ que como criterio propiamente dicho.

Conclusiones

De la evaluacién visual y numérica de la tabla 2 y teniendo presente la clave dada
en la tabla 1, se aprecia que la mejor imiagen se encuentra, para zona extraxial, cerca
de la posicién media entre la focal tangencial y sagital, un poco desplazada hac1a la
sagltal para abertura 1/33.

. En cuanto a los criterios de poder separador y de acutancia, éstos dan buen resulta-
do uanicamente ‘para fotografias realizadas en condiciones' muy semejantes.

. Para evaluacién de imdagenes extraxiales, debe tomarse siempre la mas alta de las
F. D. T. sagital y tangencial, prescindiendo de la otra. En el caso de que ambas curvas
se crucen ha de tomarse en cada intervalo la mayor.

En lo referente a los criterios Q, T, @ y M debemos concluir que el primero, integral
de la funcién de transmisién y por tanto, intensidad en el centro de la imagen de un
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——— n*18, 1,33, SEMICAMPO  6°50°
T

n*12, 133, EJE

\ -——— n'5 133 EJE

n'(8) 1/54 EJE

I/fnm
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punto, responde bastante bien de la calidad de una imagen 6ptica, y esto con calida-
des mas bien bajas, es decir con una razén de Strehl mucho menor de 0,8.

La expresion de T, por el contrario es menos recomendable como criterio, debiéndose
utilizar unicamente para calcular @ el cual es un criterio bueno, incluso mejor que Q.

El momento M, es bueno en general y especialmente indicado para comparar F. D. T.
de distinta forma.

En el calculo de estos criterios no debe olvidarse introducir la F. D. T. del ojo.

Finalmente, estos criterios estian normalizados a 100% para el instrumento fisico
perfecto y son independientes de las condiciones de campo y abertura empleadas. Ade-
mas, por medio de la F. D. T. del ojo responden a diferentes distancias.
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ESTUDIOS DE CRITERIOS DE OPTIMIZACION
PARA EL CALCULO AUTOMATICO DE SISTEMAS OPTICOS

Parte |
P OR

J. R. pE F. Moneo y F. ABBAD

Departamento de Optica. Universidad de Barcelona (Espana)

Abstract

We search for a simple merit function usable in automatically computing the con-
figuration of a system up to third order. For this purpose certain analytical expressions
are obtained from third order wave aberrations.

Introduccion

En el calculo de sistemas opticos se ha generalizado el uso de los ordenadores, obli-
gando a la utilizaciéon de «las funciones de mérito». Entendiendo por tal una funcién de
las aberraciones, parametros, etc. Que sea monoétona creciente o decreciente con la
calidad del sistema. Optimizandola corregiremos el sistema.

Se han definido diversas funciones de mérito pudiéndose agrupar en tres tipos:
1.° Fundadas en aberraciones cldsicas como:

u
B = w?e?

i=1
donde e; para i =1, 2, ... M; son las aberraciones que se pretenden corregir y w; su
factor de peso correspondiente.
2.° Fundadas en diagramas de impactos:

siendo d; la distancia de los impactos de los rayos en el plano imagen medidos desde
el impacto de uno de ellos considerado como central.

3.° Fundadas en la aberracién de onda:

A este tipo pertenecen las que toman como funcién @: la varianza de la aberracién
de onda, la relaciéon de Strehl y la funcién de transferencia.

Elegida la funcién de mérito se pueden seguir diversos métodos para su optimizacién:

a) Tomando diversas configuracicnes se calcula la funcién @ para cada una de
ellas eligiendo la configuracién del sistema correspondiente a la mejor @.

b) Métodos matematicos como: e! del gradiente, el de multiplicadores de Lagranje.
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En este proceso de optimizacion aparecen ciertas dificultades:

a) JLa correccién automatica no lleva al mejor valor posible y en general no llega
a alcanzarlo.

b) Todos los procedimientos de optimizacion predicen un punto extremal; pero ese
punto es el mas proximo al de partida, pudiendo existir otros incluso tal vez mejores.

c¢) La falta de linealidad de las funciones respecto a los parametros.

d) La gran excentricidad de los hiperelipsoides asociados a @ en el espacio confi-
guracion de los parametros.

T. H. Jamieson en [1] afirma: «Meiron ha publicado recientemente algunos resulta-
dos obtenidos con el uso de la relacion de Strehl como funcién de meérito. Un sistema
previamente optimizado usando las aberraciones de rayo transversales fue reoptimizado
usando la varianza de la aberracion de onda como funcién de mérito y obtuvo una
reduccién significativa en las aberraciones residuales de los rayos transversales; pero
atun fue mas importante el que se obtuvo un considerable incremento en el valor me-
dio de la funciéon de transferencia. Debe advertirse que probablemente se hubiera obte-
nido una optimizacién analoga utilizando la funcién de mérito original, si se hubiera
conocido la eleccién correcta de pesos».

Nos proponemos comprobar esa afirmacién; tratando de encontrar una funcién de
mérito sencilla y unos pesos adecuados que permitan al ordenador alcanzar sin dete-
nerse el punto optimo de correccidn.

Corregiremos solo aberraciones de tercer orden y tan sélo de punto. Consideramos
condicién necesaria el estar corregidas las de punto.

Las razones de la correccion en iercer orden solamente son:
a) Faciles de calcular, utilizando las sumas de Seidel.

b) Habiendo corregido el tercer orden y dando pequenas modificaciones a los para-
metros se consigue la correccién de las exactas y esto con mas facilidad; puesto que en
un entorno pequenio de los parametros las aberraciones de érdenes superiores son mas
lineales.

c¢) No se puede pensar en la compensacion total de las aberraciones de tercer orden
con las de ordenes superiores para valores grandes de las primeras debido a que varian
de diferente modo con el campo y la abertura; es decir, se pueden compensar para
ciertos puntos, pero no para todos; esa compensaciéon tan solo se consigue dentro de
tolerancia, cuando se esta en el limite de las de tercer orden.

Busqueda de una funcion de mérito sencilla

Trataremos de formar una @, en la que se incluyen algunas condiciones con el fin
de obtener una superficie de onda a la salida del sistema, que sea mas esférica, simé-
trica y con una aberracién de onda menor. %

Con la intencién de obtener tales condiciones, realizaremos un estudio analitico de
la funcién aberracién de onda en pupila, que segiin Hopkins [2] referida a la focal
sagital es: '

S; S, S;
= '8—(9/11)4 i 7(p/h)3 COSp + —-(p/’h)ZCOS(p (1)
2

siendo S;, S;, S; las tres primeras sumas de Seidel; 0 @ coordenadas angulares en pu-
pila y # radio de la pupila.

Vamos -a hacer un estudio de la funcién W; para tal fin pasamos de coordenadas po-
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lares (9, @) a cartesianas (x, ), tomando el eje Y en el plano meridiano y haciendo
el cambio:

X = (p/h) sen g j(\g/h)2 — AL G
= (2)
y = (\g/h) oS g ((9/11)c05cp =y
sustituyendo (2) en (1) daria:
Si S, S;
W=T(x3+y)z+ (x2+.v’)y+T-y2 (3)

Esta funcién es simétrica respecto al eje x, para un valor de y constante nos queda-
ria asi:
W = Ax* + Bx> + C

Siendo A, B y C constantes dependientes de S;, S,, S; e y.

La representacion de W en funcién de x seria en general como aparece en la figura 1.
Segun los valores A, B y C, adoptara las formas 1, 2 6 3, 6 sus simetrias respecto al
ejeny: f

En e caso de ser y = 0, x = 0 implica W = 0, por tan-
to la superfice pasa por el origen de coordenadas.

Estudiando la W en el plano meridiano (y, W), es de-
cir para una x constante, de la (3) obtendriamos una
ecuacion del tipo:

W =Ay" + By* + Cy* + Dy + E

donde los coeficientes A, B, C, D y E depende de x;, S;,
S, v Ss. figura 1

Para comprender mejor su forma podemos hallar los méaximos y minimos de W en
funcién de x e y.

De la ecuacion (3) desarrollando y ordenando términos daria:
S, 2 1
=—2x+ — (5 +2S )2 + — (Siy* + 4S9 +4S9) 4)
8 8 8
S8W = S;at + 2((S192 + 2S:9) % (S + 48,5 4 4S:92) (5)

Los puntos de méximo o minimo implican que:

oW oW
B tE )
0 x lay
por tanto derivando (5) respecto a x e y.
oW
8 — =485, x +4(5y +2S,9)x=0 (6)
0 x
oW
8§ — =4(S,y +S)2+48,9 +128,9 +8S:y =0 (7)
oy
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De la ecuacion (6) obtendriamos:
x[Si X+ (S +28y)]1=0

que nos da las soluciones:
15
x=0
252
¥+ ¥ +285/Sy=0 %)

Como deben cumplir la ecuacién (7) las sustituiremos en esa ecuacién y nos daran
las posibles soluciones:

1.° x =0 al sustitutir en (7) da:
4y(S;1y* + 38,y +28;) =0

soluciones posibles en este caso seran:

=10 NW=0 —= W=0
—3S, +\9S2—88S,S;
x=0 Y12 =
2S;

Sustituyendo y; € ¥, en la ecuacién (4), se llega a obtener para la aberracién:

1

Wi, = ? [987—88:8:) S8 —27(S2— S, S;) + (9S2—8S,; S;)/2] (8)
S

En el plano x = 0, en donde estan situados los puntos 1 y 2, la funcién W de la ecua-
cién (4) toma la forma:

2

52
= T(Slyz + 4S8,y +48S;)
W se anula para y = 0, y para

—285,+£2\/S?—S: S;

S,
Por tanto W corta al eje Y en tres puntos como maximo; siendo y = 0 un maximo o
minimo.

Representando graficamente la W para x = 0, en unos ejes de coordenadas (y, W), nos

daria unas representaciones del tipo de la figura 2, pudiendo estar orientadas hacia las
W negativas.

figura 2

2.° Solucién

X+ +285/Sy =0
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despejando x* y sustituyendo en (7) daria:

28,
r=—y (y + ——)
Sy

S,
] (=) +4y(5% +38:y +2S5)=0

1

4(Siy + S2) (y +

haciendo operaciones tendriamos

— 82
S

cuya posible solucién es y = 0 que al sustitutir en (9) daria x = 0, solucién vista antes.

S2
Pero si (__.._ e S;) =0
Sy
entonces y puede tomar otros valores tales que

S,
C+yY4+2—y=0 (10)

1

La (10) es la ecuacién de una circunferencia que pasa por el origen de coordenadas
S,
x=0 y=0; estando su centro en el punto x.=0, y.=——— es decir de radio
S
R = |SZ/S,! v que es el lugar geométrico de maximos o minimos de la ‘aberracién de
onda.
La condicién — S#/S; + S; = 0 se puede escribir como (S?—S;S;); quedando la con-
dicién en la forma S7 = 0.

Funcion S7
Si estudiamos la funcién W (x,y) para el caso de ser W constante, la ecuacién (5) po-
driamos expresarla:
S$ix +2y(S1y +28)x* +(S1y' +4S,9° + 4S8, —8W) =0

ecuacion bicuadrada en x despejando x* y simplificando obtendriamos:

28, V2W + (S7—S:S)y
ERE e Y+
S S;

para estudiar la (11) en un plano de W constante con coordenadas x e y, hacemos prime-
ro W = 0; la ecuacién (11) pasa a ser:

(11)

2S, S2—8:S;s
y=+ [—— (12)
S; S

TR

La ecuacion (12) representa dos circunferencias tangentes como las de la figura 3 (a)
o (b).

Siendo el punto comtn x =y = 0, y los centros 0, y 0, pueden estar al mismo o dis-
tinto lado del eje x.
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Si §2—S,S; =0, la ecuacién (12) es la de una sola circunferencia,

3 2S5,
XX 3+ y=0
1
1y |
y
|
o\
w
W
| X
X
figura 3 ; tigura 4
con centro x. =0 y. = —S,/S;, de radio
S,
R=| —
. Sl

que pasa por-el punto. x = y = 0.
Para W distinto de' 0, si S;>— S, S; = 0 vemos que la ecuacién (11) se simplificara asi:

2.7 2w
24yt V=t —— (13)
St Si
ecuacion de dos circunferencias concéntricas, con centro en el punto x = 0, y=—38,/S;

(véase la figura 4), pudiendo existir Jas dos o al menos una segiin sea el valor de W.
Volvemos a encontrar la condicién obtenida antes S7 = S2—S, S, =0, que daba

como lugar geométrico de los méaximos o minimos de W una circunferencia, en el pla-
no x, y.

El hecho de ser con la condicién S7 = 0 circunferencias también las curvas de W cons-

tante en planos paralelos al x, y; nos'hace pensar que la onda debe ser mas simétrica
con esa condiciéon y tal vez mas esférica.

Funcion S8

Los tres puntos de maximo o minimo encontrados, en el caso general son:

il 3
X=%=0 = W=0
245 .
—3S; +\9S2—8S,S;
Y=
2'S;
=10
—38,—\9S2—88S,S;
Y2 = =
2:S;

si S7=8?—S,S; = 0 tendremos
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152
e == — T W30
22
(."1 =—8,/S,
x =0
(‘ ¥y =—28,/S;

Los puntos (x,, ¥) € (0, y,) corresponden a minimos si W estd orientada hacia el lado
positivo del eje de las y, siendo (0, y,) un maximo.
El valor de W para los puntos (0, y;) y (0, ¥,), segun (8) si S7 = 0 sera:

1 W, = S;*/8 S
Wm e e [82‘ o 824] =
; 16 §* W,=0

En el plano x =0, la W en funcién de y, viene indica-
w da por la figura 5.
i El maximo W, lo podremos expresar asi:
[

S, Si?

W, =

8S? 8S,

W

A este valor de W, le llamamos S 8.

]
s LS
i Y y

figura 5 S = ——

NG

S; nos daria el valor de los maximos o minimos de la aberracién fuera del centro de la
pupila que produciran una deformacién de la superficie de onda; por tanto la S; debe
hacerse tender a 0.

Funciones S9 y S10

Estas dos condiciones las obtendremos del estudio de los valores extremos de la abe-
rraciéon de onda en el borde de pupila; es decir para (;/h) = 1, que sera:

S, S, S;
=— 4+ —cosgp +
8 2

cos? g (14)

En el plano de coordenadas x, y; las curvas de igual W serian las representadas en la
figura 6; en el caso mas general los valores extremos de W en el borde de pupila se ha-
llaran haciendo (@ W/@ ) = 0 por tanto:

oW S,
= — sen ¢ — S; cos ¢ sen = 0
@(p 2

sacando factor comun
senq (S; + 2 S; cos @ =0
las soluciones son:
=2
cosgp = —S:/2S;

sustituyendo en (14) esa solucién nos da:
$S8:—S2 —S8S7

W: =
8S; 88S;
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Al valor que toma la W, le llamamos S 9, por tanto sera:

Representa el valor mayor absolutc de la aberracién existente en el borde de pupila y
fuera del plano meridiano; por lo cual deberda hacerse tender a 0.

2.2
Sel’l(‘p:O = COS(p:il
la ¢ puede tomar los valores de 0, = radianes.

Sustituyendo los valores de ¢ en (14) nos da:

Sy S, S

Wo=—+ — + —
8 2 2
S, S, S,
Wr = — + iE ==
8 2 2
En el caso de ser S7 = 0 nos dara:
(Si + 28, (S:—28,7
P s el Wi i s
8S,; 8S,

A la mayor en valor absoluto de las dos le llamamos S 10 que sera:

(8] + 2 |S:|7
8|Sy

S10 =

S 10 nos da el mayor valor absoluto de la aberracién de onda en el plano meridiano,
para el borde de pupila; de donde se debera imponer como condicién que S 10 tienda a 0.

Comentarios sobre las funciones obtenidas

La condicién S7 = 0, da cuenta de la esfericidad de la onda y su simetria.

La funcién S 8 depende de los maximos o minimos situados en el plano meridiano fue-
ra del centro de la pupila, que deforman la onda. Cuanto menor sea S8 méas pequefia
sera la deformacion en la funcién de onda.

La funcién S 9 corresponde al valor absoluto de la aberracién, que puede aparecer en
el borde de pupila y fuera del plano meridiano; en el caso de ser S7 nula, la S9 también
lo es; de lo contrario como depende de S; puede tomar valores muy superiores a la S7.

Finalmente tenemos la S 10, la cual da los valores mayores de la aberracién en borde
de pupila en el plano meridiano, tomando de las dos posibles la mayor en valor absoluto.
Se comprende que en la correccion se tratara de disminuir el valor absoluto de la aberra-
cion en el borde de pupila y en el plano meridiano.

Estas cuatro funciones las hemos anadido a la funcién de mérito. Mas adelante anali-
zaremos su comportamiento.

Para comprobar la eficacia de estas condiciones, las utilizaremos en dos programas
de correccion:
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1. Programa: Trata de optimizar ¢ considerando como parametro variable en cada
paso un solo radio, calculando el ultimo con la condicion de conservar la focal, siendo ®:

(D= 3 7 fi=w; e

donde las f;, i =1, 2, .., 10; son las seis sumas de Seidel mas las funciones S7, S8, S9
y S 10; multiplicadas por sus pesos, que deben ser minimas.

2.° Programa: Puede considerarse como variable todos los radios optimizando ¢ por
el método de multiplicadores de Lagrange, tomando como condicion exacta la de mante-
ner la focal.

La funcion de mérito que tomamos para este programa €s:

10 N
P = _Z,If;z + 21 o (%, — x,;)? fi = w; e;
= =

donde p; es el peso del parametro x;. w; pero de la aberracién e;.

Comentarios a los resultados obtenidos

Estos dos programas han sido utilizados en los oculares que llamamos M-2-I11-2; 4-IT;
I11-1 y 11.

También hemos utilizado un objetivo de la firma comercial «Meopta Narodni Podnik»
al que designamos «Meopta».

Hemos observado que el corregir la cromética transversal limitaba los incrementos de
los angulos de incidencia de los rayos con los dioptrios.

Al minimizar la funcién S7 disminuyen los valores del coma y astigmatismo. Los ocu-
lares utilizados no permiten la correccién de las tres aberraciones de punto simultanea-
mente; pues concretamente intentar reducir la esférica por debajo de cierto limite,
produce un aumento exagerado de las otras aberraciones.

Dando distintos pesos a la C; nos encontramos con casos en que no es facil discernir
cual de los estados finales es mejor sobre todo el ocular 11 y el objetivo Meopta.

Para poder estudiar mejor esos casos dudosos utilizaremos el criterio de «la varianza
de la aberraciéon de onda, para el punto de mejor imagen»; «el diagrama de impactos en
tercer orden, en el plano perpendicular al eje, que comprende al punto de mejor imagen»
y «la proyeccion en dos dimensiones de la superficie aberracién de onda en pupila». Esta
ultimo nos permite ver como seria la superficie de onda si la esfera de referencia se con-
virtiera en un plano.

Calculo de: «la varianza de la aberracion de onda para el punto de me-
jor imagen»

Hemos realizado un programa que partiendo de la focal sagital, se calcula la varianza
de la aberraciéon de onda, buscando un punto imagen para que dicha varianza sea
minima.

La varianza la calculamos segtin el método de King [3], cuyas férmulas resumidas
son:

A A

E.=X X PGLHW:W,
i=1 j=1
N N

E.=5) Q (@, 1) U U
i=1 j=1
N—1 N-1

E, = RG, ) V:V;

]
[}
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Siendo E, la varianza de un punto axial; E,, E, las partes par e impar de la varianza
de un punto extraxial P (i, j), Q (i, /) y R (i, j) ciertos coeficientes cuyos valo%"es vienen da-
dos en [3]. W, es la aberracién de onda para el rayo i =1, 2 ... 2N—1).

W, —W;.y
V,=—— para j =1,2.N—1
2

Wy

W, + W;in
—_— paraij =1,2..N—1
2

A es el ntimero de rayos de abertura para un acimut cero y N = A + (S + 1)/2, sien-
do S el numero de rayos cruzados.

Con esa varianza King define una funcién de mérito:
O =D (aE) + D S(BE. + vy E,)..y,
A 75, G
siendo } la longitud de onda de la 'uz ¢ el dngulo de campo. Nosotros hemos tomado
una sola ), un solo campo y 8 = v, por tanto la @ sera:
® =« E, + B(E. + E,)

La W, sera la W, dada por Hopkins en [2] mas la debida a los desplazamientos del
punto imagen respecto a la focal sagital:

Wi=W,, + AW, + AW;
donde
AW.; = (seng; cosg,) Az }

AW, =(@—cosg)Ax

Hallando los maximos y minimos de ¢ respecto x, z; obtendremos los A x, Az nece-
sarios para que la @ sea Optima.

Calculo de: «el diagrama de impactos en tercer orden, en el plano per-
pendicular al eje, que comprende al punto de mejor imagen»

Para hallar las coordenadas de los impactos de los rayos en ese plano, utilizaremos las
formulas dadas por Hopkins [2] en funciéon de W que son:

y =

Senp —— + _—

—R ( aW COS p @W]
() o 9y

n

Z
n

(o{o}] P —_—

—R ( oW  sen @ OW )
% R
siendo

W =W, + (1 —cosg)Ax

donde Ax, viene dado por el programa anterior, W, es la aberracién de onda referida a la
focal sagital; o, ¢ son las coordenadas en pupila del rayo; R distancia del plano de la
pupila al del diagrama de impactos y n el indice de refraccién del medio.

Considerando los rayos que salen de diferentes puntos de la pupila y utilizando las
formulas citadas se obtienen las coordenadas de los impactos en ese plano
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TABLA I

Pesos de las e;

Varianza en el punto

Gepiy (corregidos por el 1 programa) de mejor imagen
Original 5782
100, 200, 16, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 6,04
M-2-111-2 10, 100, 1, G, G, 0, 10.000, 0, 0, O 0,53
0, 100, ¢, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 0,48
Original 10,33
: 100, 200, 10, G, 0, 0, 0, 0, 0, O 10,65
: 4-IT 1¢, 100, 1, 0, 0, 0, 10.000, 0, 0. 0 0,61
/ 0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 0,56
Original 6,29
) .100, 200, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 5,03
i ITI-1 10, 100, 1, 0, G, 0, 10.000, 0, 0, O 0,47
! 0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 0,44
Original 36,88
100, 200, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 6,72
( 11 1¢, 100, 1, G, 0, 0, 10.000, C, 0, O 0,48
0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 0,44
Original 21,87
100, 200, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 0,99
Meopta 10, 100, 1, 0, 0, 0, 10.000, 0, 0, O 1,28
0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 1,86
TABLA II
: £ Pesos de las e; Varianza en el punto
i Oculayr ; : 4 Y
2 (corregidos por el 1" programa) de mejor imagen
] Original 5,22
B 100, 200, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 1,41
M-2-T11-2 10, 100, 1, 0, 0, 0, 10.000, 0, 0, O 0,32
0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 0,31
Original 10,15
100, 200, 10, 6, 0, 0, 0, 0, 0, O 5,43
41T 10, 100, 1, 0, 0, 0, 10.000, 0, 0, O 0,46
0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 0,53
Original 19,15
10, 100, 1, 0, 0, 0, 10.000, 0, 0, O 3,02
III-1 100, 200, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O 0,19
] 0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 0,25
i Original 36,71
s 100, 200, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 0,46
};’; 11 10, 100, 1, 0, 0, 0, 10.000, 0, 0, O 3,38
0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 11,81
i Original 12,73
100, 200, 10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O 2,53
Meopta 10, 100, 1, 0, 0, 0, 10.000, 0, 0. O 0,91
0, 100, 0, 0, 0, 100, 10.000, 0, 100, 100 1,44
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Pescs: 100,200,10,0,0,0,0,0,0,%,

Ocular M-2-111-2

Aberraciones:

Esf. -0,7024

Com. -0,0449
Astig. -0,3863
S7. 0,0001
Var. 1,41

Campo: 15°

p. focal sagital p. mejor imagen
Ocular M-2-111-2 Original
0lmm.
—
z
z
Aberraciones : F
Esf . -1,2734
Com. -0,2618
Astig. -1,3495
| S7. 0,0013
i 1 Var. 5,22
; ¥
4 3
05
ey S pransay
e R Campo: 15°

p. focal sagital p. mejor imagen
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Ocular M-2-111-2 Pesos: 0, 100,0,0,0,100,10.000,0,100,100

COlmm.
] 1

Aberraciones:

Esf.-0,5051
Com. 0,0061
Astg. -0,0047
S7. 0,0000
Var. 0,31

159,

< focal sagital p.mejor imagen

Objetivo Meopta Original

Z

Aberraciones :

Esf, -2,4879
Com. -1,2405
Astg. -0,3149
S7. 0,0706
Var. 12,73
Campo: 15°

—— =X s — '
y IRP.

p. focal sagital p. mejor imagen
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Objetivo Meopta

Pesos: 100, 200,10,0,0,0,0,0,0,0,

001mm.
_
Aberraciones:
Esf. -0,0003
Com. -0,0003
Astg. 0.7712
f S7. -0,0000
Var. 2,53
Campo: 15°

pP. mejor imagen

p. focal sagital

Pesos: 10,100,1,0,0,0,10.000,0,0,0,

Aberraciones :

Esf. 0,0001

Com. =0,0000
Astg. -0,2772
s7. -0,0000
Var. 0,91

Campo: 15°

p. mejor imagen




o s i e b P AL o 2,

ST

1) Yo A DT

A e B e <

ey st ALY

N

e

e N G R 1

Comentarios a las tablas 1 y 2 de «Varianza de la aberracién de onda»

CRITERIOS DE OPTIMIZACION PARA EL CALCULO AUTOMATICO DE SISTEMAS OPTICOS

Los pesos de las f; van en el orden: esfenca coma, astigmatismo, curvatura, distor-
sién, cromética, S7, S8, S9 y S10.

La varianza estd expresada en longitudes de onda (3).

Puede verse que en general se llega a unas varianzas menores cuando se introducen en
@ algunas de las funciones estudiadas en la primera parte tanto con el primer progra-
ma (tabla 1) como en el segundo (tabla 2).

Encontramos dos excepciones es objetivo «Meopta» con el primer programa ¥y el ocu-
lar 11 en el segundo.

“El estudxo de estas excepcmnes se reahzaré en un estudio posterior.

Pero, a la vista.de los resultados de las tablas, se llega a la conclusién de que las
funciones estudiadas, especialmente la S 7 son realmente tutiles para la correccion.

Los resultados M-2-I11-2; III-1; 4-II y 11 han sido estudiados anteriormente en la Cate-
dra de Optica de Zaragoza [4], [5].
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