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LA SUCESION ESPECTRAL EN LA CARACTERIZACION
DE SINGULARIDADES

PO R

M .a A. S ALANOVA*

Departamen to de Geometría y Topología . Universidad de Zaragoza (Es paña)

Abstraet

In this paper we are t ryíng to m ak e clear and det ermine the topological relation
existing between the J. Milnor's thechniques of classification of singu lari t ies ( <<Singular
po ints of complex hipersurfac es» Ann . Math. Studies n° 61, 1968, Princ. Univ. Press) and
those of D. Mumford ( <<The topology of normal sin gul arities of an algebraic surface
and a criterion for simplicity» N. S. Publ. Math. I.H.E.S. (1961), Paris). Fi rst of all we
have b een able of generalise the method of Mumford for sur faces imbedded in el to
the case of normal hypersurfaces in C' having isola te d singularities of rank zero; we
det ermine, also, th is .generalitation in fou r concrete cases and with sorne detail. On the
a ther hand, by the application de a suitable spectral sequence to the correspondent
Milnor fiber .bundle, we obtained the sam e hom ologica l cla ssification as that obtained
by the aboye mentioned gerieralizee d Mumford 's method. FrOID this emerges that at
least from the homological point of view , the re lation among those methods lies in the
fac t of giving a convenien t filtration of p-skeletons of we CW-complex associated to the
fibre of the Milnor fibe r bundle by .a suitable assigna tion of the chain complexes deter­
mined by the quotients of the consecutive or alternative p-skeletons. Using these thech­
nique we have re fin ed homologicaly the classifica tion of Herszberg in th e considered
cases.

Introducción

En una publicación de O. Zariski de 1963, se señala que era llegado el momento de
plantearse el «p roblema de la clasificación de singula ri da des» con toda generalidad. Con
este fin introducía el concepto de «equising ularidad», que m ás tarde precisó en sus tres
memorias [17] «Studies in equisin gularity 1, Il , Hl»,

Por otro lado, las escuelas analítica-geométrica y topológica-di ferencial de Hirzebruch­
Bri eskorn y Milnor-Sm ale han . conseguido du rant e los últimos diez años una serie de
interesantes resultados en la clasifica ción de singula ri da des en variedades sobre cuerpos
de característica cero, más precisamente en el caso de singularida des aisladas en varie­
dades algebraicas sobre el cuerpo de los números complejos del tipo de hipersuperficies
o del de variedades intersección completa. El estudio aná logo en el contexto puramente
algebraico, aparte del crit erio inductivo sobre el detem inante debido a Zarísk y, se puede
decir que se halla en sus más rudimentarios principios. Parece pues de interés el tratar
de interpretar con las té cnicas algeb raicas p uras los resultados a.lcanzados por las escue-

* Dirección actual: Colegio Univer sitario (Sec. Cienci as), Logroño (Es pa ñai

- 253 -



REVISTA DE LA ACAD EMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

las topológica, diferencial y analítica con objeto de aclarar y deter minar el proceso alge­
braico adecuad o al t ratamien to de l p roblema en Geometría Algeb raica. Es en es te orden
de ideas que se sitúa nuestro trabajo.

La no ción de equisi ngularidad en el contexto to pológi co que da precisado con la defi­
nición: Dadas dos ' hipersuperficies n-dimensionales V y V' se dice que son equisingulares
en los puntos zoEV y zo' E V' s i existe un autohomeomori ismo local f : e n+! -+ Cn+1 del
espacio afín am biente, tal que i ' ( zo) = zo' y f (V) e V'. Es decir , «si son topológicamen te
equivalentes como variedades in crustad as en Cn+!». Esta def in ici ón debe implicar el que
V y V' p resenten en z, y z: respect iva mente la misma multiplicidad (equimultiplicidad)
y, a nuestro conocimien to , s ólo ha po dido demostrarse que es así en el caso bastante
gener al considerado po r Milnor en [9] (en el que se hallan contenidos los ca sos conside­
r ados en es te trabajo). Los resultados de Milnor pued en resumirse en lo~ tres puntos
siguientes:

a) Dada una aplicación polinomial cualquiera f : e n+! -r-s- e, si zo es un punto de la
hipersuperficie V = t:' (O) Y SE es una (2 n + 1) esf er a suficientemente pequeña con ceno
tro en Zo, entonces la aplicación

f (z)
z 1-+ (1' (z) = - -

If (z)1

de S ' - K sobre la ci rcunferencia unidad S' , es la aplicación proyeccion de un espacio
fibtado C"". Cad a fibra Fe es una 2n-variedad C"", paralelizable cuyo borde (común a
todas la s fibras) es K = V n SE'

b) Fe es (n - l)-conexa con el tipo de homotopía de un ramo de n-es feras ,
Sn V s- V oo. V Sn cuyo número de com pone ntes, 11' es el -nú mero de Bet ti medio de Fe
que mide la multiplicidad topo lóg ica de la singul aridad .

e) K es una (2n - 1)-varieda d, (n ~ 2)-conexa.

La 'm ayoría de es ta s afir maciones se sigue n bien por aplicació n de la teoría de Morse,

bien por aplicación y estudio de la sucesión exa ct a de homología del par (Fe' K) .
Así, mediante es tudio de la suces ión de Wang del fibrado citado más arriba y del poli­

no mio característic o A (r ) Y del que denomina homeomorfismo h* de la fibra Fa det ermi­
nado por la acción n atural de '" (SI) sobre la homología de Fe' obtiene incluso que: (Le­
mas 8.1 y 8.2 de [9]).

1) Si 11=1= 2, K es homeomorfo a la esfera S2n-l sí y sólo si K tiene la homología de
una esfera.

ii ) Para 11 =1= 2 K es una esfera sí y sólo si el grupo de homología reducido Hn_, (K)
es trivial.

La dificultad en es te procedimiento se halla en que no existe método práctico .gener al
para construir h * .

Ahora' bien, en 1961 Mumford en [10] , est abl ece un proceso de caracterización homoló­
gica de la s singu laridad es en supe rficies de spués de aplicar la t écnica puramente alge­
braica de la «explosión » de la singularida d , técn ica que en el caso de las superficies al­
gebraicas en eJ

, no rmales en el sen tido algebraico , le conduce a establecer el siguien te
teorem a : «Sea X una supe rficie algeb raica no sing ular, y E l (i = 1, 2, 'oo, 11) una colec­
ción de curvas no singulares sobre X tal que E l n E¡ es , pa ra i =1= j o vacío o compuesto
de un punto de intersecció n transversal, y t al que E l n E¡n E ; = <J? para i, j, k , di stin­
to s dos a dos . Sea T el b orde de una vecindad tubular de E l en X. Si "1 (T) es trivial,
y la matriz de intersecci ón es definida negativa , en tonces U E l es la resolución de un
punto simple de una superficie dominad a po r X.

.- .Mumfor d demuestra también que si t: (T) = 1, en tonces el grafo asociado con el
sistema de cu rvas E l es un árbol y que to das ellas son racionales . Al asociar al sistema
de curvas una vecindad tubular en X, el borde de esta vecindad tubular es una 3-va-
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riedad que denomina «variedad árbol» que resulta carac teri zada sa lvo homeomorf ismos
por el grafo de las curvas y las autointersecciones (E; . E ¡) de cad a curva .

Brieskorn trató de generalizar a dimen sión superior los resuÚados de Mumford, pero
la singularidad N,(l ) de Herszber g [4] , x' + y' + z' + l ' = O le permitió ver que el teore­
ma de Mumford no seg uía sien do váli do en general para hipersu per ficies n-dimens ionales.
n> 2. Esto fue en realidad un resultado particular del trabajo de Brieskorn [1] en el
que considera aplicaciones polinomiales f: C,,+I -+- C de la forma:

con a" a2' ..., a"+l ;;;> 2, enteros. Para estas variedades , V = t:' (O), el origen es una singu­
laridad normal aislada y la variedad in tersección K = V n SE (donde SE es un a (2 n + 1)­
esfera' de , radio .E • suficientemente pequeño) es una (2 n - 1)·esfera si a, = a2 = ... a" '= .
",,' 2 y a"+1 = 3, de hecho en este caso .para n = 3, K es difeormorfa a la S-esfera ordina­
ria mientras que en los restantes casos , es una espera ho rnol ógica incrustada de modo
anudado en una (2'n + l j-es fera SE' Señalemos qu e en estos casos, o sea cuando n > 3, no
hay por qué considerar la estructura diferenciable ya que después de los trabajos de
Smale [13] y [14] se sabe que toda S-variedad combinatoria po see una única estructura
diferenciable standard her ed ad a de la C'Hl, lo qu e nos invita a conjetu ra r qu e, en gene ra l
para n ~ 3 la equisingularidad topológica implica la equi singula r idad diferenciabl e.

El motivo inicial de es te t rabajo fu e el de aclarar y determinar la relación topológica
entre las técnicas de clasificación de singularidades «a lo Mílnor» y «a lo Mumford»,
Hemos conseguido en primer lugar : gener alizar el método de clasificación de Mum­
ford para superfi cies incrusta das en C' al caso de hipersuperfi cies normales en C' con
singularidades aisl adas ' de rango cero, determinando esta generalización con todo detaJle
sobre cuatro ejemplos con cretos; y en segundo lugar med iante aplicación de una adecua ­
da sucesión espectral al fib rado de Miln or cor respondien te hemos ob tenido la mi sma cla­
sificación hornológica qu e la ob tenid a por nuestra generalización del método de Mumford.
Ahora bien, eJlo nos ha puesto en evidencia el que, al me nos hom ológicamente, la re lación
entre uno yotro mét odo se haJla en el hecho de dar un a adecuada filt ración en p·esque­
letos del CW-complejo asociado a la fibra del fibrado de Milnor medi ante una edecua da
asignación de complejos de cad enas det erminados por los cocientes de los p·esqueleto s
consecutivos o alternos. Desde lue go con ello, también 'hemos refina do homológicamente
la clasificación de Herszb erg en lo s casos con sid erad os.

Es así que con más precisión dedicamos:
El Capítulo 1 a presentar una exposición det aJlada de la teoría de explosión de sub­

variedades, recordando (para comodidad del lector) conceptos y teoremas conocidos si
bien adaptados a nuestro estudio.

Terminamos el capítulo, det erminando m ediante explosiones : 1.0 el tipo de singula­
ridad de Herszberg al que corresponden los casos particulares considerados, y 2.°, ' la
superficie de Mumford asociada; párrafos 8, 9, 10 y 11. ..,

.El Capítulo II al cálculo de las m atrices de inters ección de las superficies de Mumford
asociadas a las singularidades de las cuatro hipersuper fici es de C' consideradas. Esto
nos ha exigido des arroJlar previamente una teoría algebráica de la intersección qu e
hemos realizado siguiendo los trabajos de Reeve y Tyrrell qu e se citan en la bibliogra­
fía, adaptados a nuestro fin . Si bi en la expo sici ón es bastante detaJlada hem os sup ri­
mido la mayor parte de los cálcul os para no fa tigar al lec tor y no hacer excesivame nte
voluminosa esta memoria.

El Capítulo II~ justifica la necesid ad de los dos cap ítulos preced en tes ya qu e es
basándose 'en los resultados en ellos obten idos como podemos determinar «a lo
Mumford» la homología y cohomología del «nudo» K en cada uno de los cuatro t ipo s de
singularidades consideradas. El procedimiento generaliza a las hipersuperfici es de C' las
ideas de la primera parte del trabajo de Mumford sirviéndonos de la técnica clásica del
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lm [H p+q (TP/TP-2) -+ H p+q (TP/TP-I)]

Im [Hp+q+ , (Tp+l/TP) -+ ti.¿ (TP/TP- I) ]
E2p , . == - - - - - - - - --------- -

En est e capítulo clasificamos según J . Herszb erg la singulari dad que poseen cuatro
hipersuperficies de C' , por la téc nica clá sica de la explosión . Esta es una composición
de di lataciones, las cuales son un caso particular de transformaciones mo noidales, que
a su vez con stituyen una clase especia l de transformaciones birracionales. Es por eso
qu e dedicamos los primero s párrafos a record ar estas cosas y los cuatro últimos a ex­
po ner la explos ión de est os cuatro casos evitando los cá lculos para no hacer monótono
y demasiado largo este resumen .

I. Explosión e implosión de subvarledades
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que aparece en la sucesion exacta de ho mología del par (N, a N )o (N, K ) con '" ,," la
aplicación inducida por la ap licación de inclusión "' : N ..-+ (N, aN). Desde luego se
reobtiene as í el resultado de Milnor rr, (K) = 0, lo qu e junto con los otros valores de la
homología de K no s permite afirmar qu e la K de Milnor es homológicamente equivalente
a la correspondiente K de Mumford (borde del entorno tubular de la superficie de
Mumford) cosa por ot ro lad o presumible pues ambas variedades son homeomorfas en el
homeomorfismo inducido por la explosión (J : X -+ X' entre X - ~ z, f y X' - ~ M f.
Ello nos permite establecer y demostrar el TeoremaIlI.4.l .10sCorolarios IlI.4.l yIIIA.2
Y finalmente el Teorema III.s.l.

El Capítulo IV, fina lme nte, det ermina el mismo refinamiento homológico de la clasi­
ficación analítica de Hersberg, Teorem a IV.5.3, es ta vez op erando sobre el fibrado de
Milnor con la ayuda de una adec uada sucesión espe ct ral cuyo término genéri co E2

p •

viene dado po r la expresión (Proposición IVA.2)

"'n"H " (N) -----+ H " (N , K )

cálculo de la homología desarrollad a po r Hi rzebruch [5] basada en las matrices de in­
tersección de los generadores de H * (N); donde N es el espacio total del fibra do
6 = (N, M, r ) ent orno tub ular de la varie da d de Mumford M, cuyo borde aN es horneo:
mo rfo al nudo K. El in terés de esta construcción reside en que la matriz de in tersección
con siderada es la matriz de l morfismo

donde P /P-I y Tp/P-2 son los complejos de caden as coci ente de p-esqueletos consecu­
t ivos o alte rnos asociados a una conven iente filtración de un CW-complejo del m ismo
tipo de homotopí a de la fibra del fibrado de Miln or cuya homología se busca y que re co­
gemos en el Teorema IV.s.2. Ello nos permite afirmar que es te es el procedimiento más
idó neo para generalizar el refinamiento homológico de la cla sificación analít ica de
Herszberg de las singularidades ais ladas de rango cero, p rincipalmente por ser apto, cree­
mos, para permitir la algebraización pura del problema de la clasificación de singulari­
da des precisa en Geometrí a Algebraica.

Terminamos la me moria da ndo una lista bibliográfica no sólo de los libros y trabajo s
que directamente son cit ados a lo largo de la presente m emo ri a, sino también alguno de
aquéllos que no s fue preciso consultar ' para ab ordar el problema y que han sido de
utilidad en el desarrollo y generación de las ideas qu e se exponen en este trabajo.

Las citas entre corche tes [] se refieren preci samente a la bibliografía anterio r,
mientras que las de la forma Teorema III.2A se refieren al mi smo trabajo y deb en
leerse así, Teorema 4 del párrafo 2 de l Capítulo III.
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§ 1. Transformaciones birracionales

Sea K un campo algebraicamente cerrado, X una variedad algebraica irreducible en
p'" (K) y X' una variedad algebraica irreducible de p" (K), diremos que:

Definición 1.1.1.

Dos variedades X y X' se dicen birracionalmente equivalentes si existe lI1l isomoriis­
mo entre sus campos de funciones en el que los elem entos' de K se corresponden.

Definición 1.1.2.

Una correspondencia irreducible entre dos variedades X y X' en la que a cada punto
genérico de una le corresponde un único punto genérico de la otra' es llamada corres­
podencia blrracional y la aplicación de los puntos de X en los correspondientes puntos
de X' se llama transformación birracional.

§ 2. Transformaciones monoidales

Sea X una variedad irreducible normal de dimensión n sobre P" (K); ; = (So' .... ;,,)
un punto genérico de X; Tuna subvariedad de X de dimensión <::;; n- 2. Sea t un
entero tal que existen al menos dos formas f (x), g (x) de grado t que se anulan sobre T
y tales que f (;) y g (s) son linealmente independientes sobre K . Entonces sean <I>o('} (x),

oo. , ([>,/ 1) (x) un conjunto de formas de grado t que se anulan sobre T y con las propie­
dades:

1) <1'0 (1) (~) , oo. , <1,, : 1) ( ~ ) son linealmente indep endientes sobre K.

2) Para toda forma f (x) de grado t, que se anula sobre T, existen a., ..., a"E K tales
qu e:

f (s) = a; <I>o(;) + .oo + a" 'P, ,(;)

Consideremos la variedad X" ! de pr t (K) cuyo punto genérico es ('Po(;), ..., <I>,,(;»' Si

X (tJ está definida, también lo está X ' " ! para todo t' > t. Se demuestra que existe un en­
tero a tal que si t, t' son mayores que a, entonces X (I) y X'"! son birracionalmente equí­
valentes a X y es tá n en correspondencia regul ar entre sí, es decir dim X It ) = dim X'"),

Si son t. (x) = o i = 1, 2, oo., r una base para las ecuaciones de T, tenemos:

Definición 1.2.1.

Cualquier variedad X(tJ con t ;» a = máx [a" .oo , a,] con al = grad t,(x), se llama trans­
formada monoidal de X con base T.

§ 3. Dilataciones

Dedicamos este párrafo al estudio de las dilataciones resaltando un resultado de B.
Segre que nos interesa para nuestra aplicación de las dilataciones al estudio de las
singularidades. Se puede llegar a este resultado por dos caminos uno que es el que si­
guen J. G. Semple y D. Kirby y el otro por medio de la teoría de anillos locales que es
lo que hace Nortcott en [11] .

En resumen, si es X una variedad algebraica irreducible no singular de dimensión
n en pN(K); Y T es una subvariedad irreducible no singular de dimensión d, d < n - 1,
de orden t. La transformación de pN(K), en particular de X, por medio de un sistema
de hipersuperficies de orden t' (> t) que contienen a T se llama dilatación. A T se le
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XI = oo . ,= .'I:,,- d- 1 = O

(1)

i = 1, oo. , n - d - 1

f = n -d, .oo, n

,. '

Xi = X i X "

X i = X j

X = allx' + auy' + a13Z' + «t' a" al2 a13 oc

(2) y = a2lx' + a21Y' + anZ' + f3t ' . a21 an an f3

.z = a3lx' + a" y' + a3JZ' + yt'
con =F 0

a31 a" a" 'Y

,t = a"x' + a"y' + a" z' + Bf ' a" a" a" B

nos que da ,LI == x'. = Y' = z' = O,

258 ·-

x y Z t
L, ==- - = - - = __ = _ _

a. f3 y B

que haciendo, el cambio de coordenadas:

y tal que Ld+, es . el .(d +.1)-espacio tan gen te a lil; variedad analítica de ecuaciones loca­
leS" en P:

XI = X 2 == ... == X ll - d-l == X,;·= O

X == x' + y' + Zi + xt' + zy' + xl + t' + 6 tS z' = O

Estudiamos en este párrafo la explosión de la hip ersuperficie X de C' cuya única
singularidad es un punto doble ais lado en el origen O. Aplicamos a X una dilatación T

con base TI el punto O. Los puntos de W = TI (O) está n en correspondencia biunívoca con la~
rect as L , qu e pasan por O y está n contenidas en el espacio tangente a X en O. Hay que
considerar..la tran sform ad a ,de X en cada un a de es tas direcciones que están en corres­
pondencia. 1.1. con las recta s de C' de la forma :

Proposición 1.3,1.

Si las coordenadas locales (x" 00', x,,) de X en P se eligen ' de modo que las ecuaciones
locales de T en P son:

§ .4. Explosión de la 3-variedad

Com o consecuencia , tenemo s que la ecuación local de W en P' es X " = O Y las de
5 " _d_1 : X¡ = O, j = n - d, oo ., n.

entonces, se pu eden elegir unas coordenad as locales (X" ' 00, X ,,) de X ' en P' tales que las
ecuaciones locales de la dilatación de X en X ' son:

llama la base de la dilatación . Si es X' la t ransfo rmad a propia de X, se dice que es una
dilat ación de X en X'. Los resulta dos m ás in teresantes son:

a) La trans formada de T corta a X' en una subvarieda d irreducible, no singular
W de X' de dimensión n -1, ta l. que cada punto de W es simple sobre X' ,

b ) W se considera corno el con junto d~ ;:,;;d espacios lineales de dimensión (n - d - 1)
ta les, qu e a cada punto de T le corresponde exactamente uno de ellos.

c) Sea P E T tal que su t ransformado sobre W es 5 "_d_l; existe una correspondencia
uria a -uno entre los puntos de 5;,_d_1 y los es pacios lineales Ld+1 contenidos en el n-espacio
tangente' a X en P y que "con tienen al d-esp acio ta ngen te a T en P. Si el punto P' de
5"_d_1 cor res ponde a P en es ta correpondencia , decimos qu e P' es el transformado de 1J
en la dir ección Ld+1 de X.

. Tenemos ahora el resultado de ,B . Segre [12] qu e qu eríamos:
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FIG. 1

(3)

f x' + y' + Z' = O
C,=- l t = O

{

X2+ y'+XZ+ 1 = O
~ Q,==

t = O

{

X , = O
C, = X,n" (0)=

t = O

" X , = O
QI == X2 n 'l:2 (O,)== { .

t = O

en donde sustituimos el punto 01 por una cu ádratica no singu lar

X, == x' + y' + 1+xz+ (' yz +(' x' z' +(' z' +6 (' z' = O

Una nueva dilatación " de base el punto 0, (vértice del cono C, ) nos asegura que
no exis te ninguna dirección L, que nos dé como transformados de O, puntos dobles, por
tanto , ,(01) es no singular y lo mismo sucede con X ,; que mediante un cambio 'conve­
niente y en la dirección L , == x = y = t = O. tiene por ecuación:

'1== x' = X i , y ' = Tj 1, z' = Z !, t' = 1

Y la ecuación de X, : (supr im iendo las rayas)

X , == (a" x + a12 Y + al ' Z +.«)' + (a21 x + a22 Y+ a2J Z + 13 )' +
+ (a" x + a" y + a" Z + 'y)' + (a" x + ... + <X) (a 41 x + a" Y + aH Z + 1\)' +
+ (a2l x + ... + f3)' (a"x + ... + ..... ) + (' (a" x + ... + aY +
+ 6 (' (a" x + '" + 'Y )' (a41 x + ... + 1\)' = O.

Para buscar los posibles puntos dobles de X, exigiremos a O, qu e sea doble y 'para
ello igualando a cero los términos constantes y los lineales y obtenemos una única di­
rección L, == x = y = Z = O tal que el transformado del origen ' O en esta dirección
L ,• O" es un punto doble. Si tomamos a" = a22 = a33 = 1\ = 1 Y los demás ceros en (2)
y seguimos llamando " al resultado de aplicar el cambio (2) junto ,con la ' dilataci ón.
'" (3), nos quedan como ecuaciones locales de n en O,. ' - ,

donde él punto O lo sustituimos por un cono cuadrático
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La explosión (J en este caso consta de dos dilataciones o = '2 o " (J (X) = X'.
Atendiendo a la clasificación de puntos dobles de rango cero de J. Herszberg [4] los

resultados obtenidos nos dicen que la hipersuperficie X posee en ' el origen un punto
doble aislado de rango cero del tipo N.o ).

Un esquema de la explosión es el siguiente

X, = :x! + y' + z' + t x + ( y' Z + t' x' + 6 t' z' + (' = O

'1 == X = x L, y = Tj t, z' = z t, t' = .(
y como ecuación local de X J en 01 (suprimiendo las ' rayas ):

Si es 01 el transformado de O en esta dirección podemos elegir unas coordenadas .loca­
les en O, (por la Proposici ón 1.3.1.) (x, y.z, 1) tal que las ecuaciones locales de T I en
O, son:



{

X2 = 01
z: = O S-

"tI {X, = O"t2
0--+ C,=O --+

t = O

Entonces
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{

X
2+ Y' + (Z+ I )' = O

C¡=o
t = O

cuyo vértice O, = (o , o, -1 , o) es un punto singular para C¡ aunque no para X, qu e
no es singular. Como las super ficies componentes de la variedad de Mumford M han
de ser no singulares , volvemos a aplicar otra dilatación -r. de base el punto O, y obte­
nemos como variedad explota da de X : O(X )=T' o"t' o n o"t'(X) = X , +C, +C2 +C,+Po =
= X, +M = X' donde X, es la transformada propia, M = C, +C, +C,+Po la variedad de
Mumford asociada a X. En esquema:

_ 5X
2+ y2+ Z = O

c,= l
t = O

{

x'+y2 +z' = O
C,=

t = O

X ¡=ox2+y2+ Z2+t>.::2 y+t2Z·+t5 +t' z2 = O

RE VISTA DE LA ACADEM IA DE CI ENCI AS E XAC TAS, F/ S ICO-QUl MICAS y NA T URALES

X =o x2 + y2 + Z2 + yx2+ z' + t' + t' Z2 = O

§ 5. Explosión de la hipersuperficie de C4

a (X) ="t2 ["t, (X )] = "t2 (X ,+C2 ) = X 2 + C.+Q¡ = X 2 + M = X '

Una nueva dilatación T
3

de ecuaciones: x = x t, y = Ti t, Z == Z t, t = z t no s desingu­
lariza ya la variedad y nos da como homólogo de O, en X, otro cono cuadrático

Hallemos ahora la colección de superficies de X' procedentes del origen que es lo
que llamamos variedad de Munford M asociada a X.

Procediendo como en el caso anteri or , una dilatación "tI de base el ori gen no s da una
única dirección, la x = y = z = O que nos da como t ra ns formado de O un punto doble
O,. La transformada propia de X en es ta dirección medi an te un cambio conven iente es :

y donde sustituimos O po r un cono cuadr ático

Otra dilatación "t2 de base O, no s vuelve a dar un a única dirección, x = y = z = O, Y
un punto doble O2 como transformado de O, en ella ; y como ecuación local de la trans­
formada propia X2 de X, en O,:

en donde queda sustituido O¡ por otro cono cuadrático



(

X , = O
X, íl "tI (O) == .

t = O

LA SUCESION ESPECTRAL EN LA CARACTER IZACION DE SINGULARIDADES

FIG.2
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"t2 == X = xt, Y = yt, Z = t, t = zt

nos da un punto dobl e O2, como t ransformada de O, en la dirección L , == x = y = t = O.

X = r +y' - x' - y' +Z' t +x'+ t' +2 z t' +4 x' t' - 2 'Z' t3
- 3 t5 = O

§ 6. Explosión de la 3·variedad de C4

X, == x' +y' + t' + t 'Z2- 3 t3 +6 t2 'Z - t x' - t y' +12 t2 'Z2 - 15 t' z+ 10 t2
Z 3+4 t' x2

- 32 t3
Z2 +

+ t2 x' +3 t2 'Z' - 36 t3
Z 3 +12 t3 r z - 21 t' z' +12 t' r Z2 - 5 t3

Z 5+4 t3 x2
Z' = O

{
z+ l = O

donde Po es un plano de ecuaciones Po=
t = O

Estos resultados nos dicen que X po see en el origen un punto dob le aislado de rango
cer o del tipo N,(l ) en la clasif icación de J . Herszberg.

en donde el punto O lo su stituimos por un par de planos

En este caso la explosión a consta de cuatro dilataciones, la primera T, de ba se
el ori gen no s da como trans formados de O dos puntos dobles, el O, (O, O, O, O) Y el

01 (O, O, -1, O) Y como transformada propia de X:

en cuya recta de intersección p == x = y = t = O se encuentra O, y O,. Otra dilatación "t,

de ba se O, y ecuaciones:



En X, tenemos po r tanto dos puntos dobles o, (O, O, O, O) Y O, (O, O, O, - 1) este último

heredado de Ü, ; O, queda sustituido por un cono

_ { ."", + Yl + z'= O
C, =

{ = O

Una nueva dilatación de base O, nos dice qu e 1:, (O,) es no singular ; entonces X, sólo

posee un punto doble O, = 1:, (o,)== (O, O, O, - 1) y en ella sustituimos o, por una cuá­
drica no singular
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{
;>."' +y' +2 z' +z = O

Q,==
t = O

Por último otra dilatación " de base O, nos desingul ariza po r completo la variedad.
X, ti enen por ecuaciones locales:

FIG. 3

o (X) = ., o 1:J o 1:, o 1:, (X) = X.,¡- A + B + C,+ 2 Q, + Q, -= X, + M = X'

Aquí la variedad de Mumford M = A+ B+ CJ+2 ·Q,+Q,.

X, == x2+y'+ zCz+1)+ {z' (z+ 1) - 20 Iz'+ 89,1' z'~z+ 1) - 69 l ' z' - 144 {' Z' (z+1)' +
+29 4 l' Z' (z+ 1) - 2 l' Z' (z+ 1)' + 5 l' Z5 - 459 ¡,·z' (z } 1)2 +95 l' Z' (z+ 1)' -15 t' Z5 (z+ 1)+
+3 l'z2(z+ 1)'+ 15 {5 Z5 (z+ 1)2_ 20 {5 z' (z+1)'+31215 z' (z+l)' - 5 {6 Z5 (z+1)'-

-78 {6 z' (z +1)' = O

Estos re sult ados nos dicen que X posee en el origen un punto doble aislado de rango
cero del tipo N,l2). Un esquema de la explosión es el siguiente:

~ '<~¿
~ 1- - ">'-r--+jJ'""IC"-¡ ,

z ./
~----_/ /

donde O, lo sustituimos por una cuádrica no singular:

{
x'+Y' +Z2+Z = O

Q, ==
t = O



'.

\
\ ..

cambio [ Xz ;, O .
-------7') , -----J>o
coordenadas z (t - l ) = O

-------=:X;o, =<S"(X)

FIG. 4
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En este último caso obtenemos que X pose e en el origen un N S( 2 ) la explosión a cons­
ta de 6 dilataciones. El esquema de la explosión es el siguiente:

§ 7. Explosión de la hipersuperficie de Col

Detallamos en este caso las ecuaciones de las transformadas propias de estas super­
ficies a través de las dilataciones sucesivas:



t s
- -+

= 0

(dos veces)

t4
---7-

[

X+ i Y = O
- '-7- A, =

]

t = O

---,'>- B, == [X- i Y = O

t = O

[

X+ i Y = O

]

-----+ A, Z = O

[

X- i Y = O
-----+ B.

z = O

[

X. = O

Q.== t2 z (z + 1)+t(z+1) - 1 = O
cambio

- - -+

[

X, = O
-----7 Q, =

t2 = O

[

X. = O
-+ A.+ B. == . .

z = O

[

X, = O
~ A, + B,=

t = O

[

X, = O
~A,+B. ==

z = O

t, [ X, = O [ X, = O
----7' --7 Q. ==

tz(t z+t - 1)=Q- t z + t - 1 = 0

REVISTA DE LA AcADEMIA DE CIENCIAS EXACTAs, FlSICO-QUIMICAS y NATURALES
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{

x, = O
t"s ~

~ "(t + 1~ i rz t (z : -1) [ z t (zi -1) (t + 1~ i r+ Z t ( t + 1~ i )] = O

{

X, = O .

~ 1-i 2 1-i 2 1- i
(t+-

2
) (Z-1 )Z[(t+-

2
) <:(Z- 1)+ (t + -

2
) Z-l]

t4 iX' = O
---+ t2<:( z+ 1)[t2 z (z+ 1)+t(z + 1)-1] = O
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[
x, = O

--7: A,.+B, =
- z l - 1 = 0

cambio

(
l ' ) 2

t + ~ 1 = O

X , = O

. [ XS = O
--~+> Q, = ( 1-i)2 ( 1-i )

z t (z t - 1) t + -2- + z t t +~ - 1= O.'

r
x, = O

'----+> Q2=
t = O

1----+> Q,=

[
x, = O

~ -----+A,+B,=
z = O

u -+{(: : : ; T"(1 +1)[, t (l+ i) - +I (1 +') ( t + 1; l ]'e" (t +lH! + ..

+ztU+i) (t + 1;i )_1}= 0

1
x, = O

--.--+ 1+i 2 1+i 2

( t + - 2 -) Z (t + i)[z (t + i) -1] { ( t + - 2 -) Z (t + i) [z (t +i) - 1] +

(

1 + i l ' }

+z U+ i) t +~) - 1 = 0
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1'3 =: X = y = Z = O

(
1 + i)t+ -

Z
- -1= 0

83+ 30 i
~ [ X2+ Y2--4-- Z2_ Z Z = O

t = O

75+62 i

[

X2+ y - - - - Z2- 2 Z+ (38 i - 21) Z3 = O
~ 4

t = - i

. 70 i + 51 7 i + 15 8Z+ 109 i
M [ X2+Y2-_-4- Z2- ZZ---8- X Z2+ _-Z- Z3 = O

1 + i
t= - - -

2

X, = O

t+ i = O

[

X, = O

-----7- Q3=: ( 1 + i ) 2
t + -- =0

2

[

X, = O

-----7- Q, = ( 1+ i ) 2
z t (t + i) t + - Z- [z t (t + i)-l ]+ z t (t + i)

(

x + i Y = O

(

X' = O) I----+A3 = Z=O

-+ A, +B
3 = Z = O - _ [ x _ i Y = O

-----¡.. B, =
z = O

-----7- Q, = (

[

X, = O

-----+ Q¡= t = O
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Es decir, o (X) = X, +A, +B, +Q, + A3+B, +2 Q3+Q,+Ql = X,+M = X', do nd e X, es la
transformada propia de X y M = A,+B.•+ Q,+ A3+ B3+2 Q3+Q2+Q¡, es la varieda d de
Munford o transformada del origen.

Nota: A pesar de qu e hemos omitido todos los cálculos se puede observar que este
p roceso resulta cada vez má s laborioso, tanto al aumentar el grado del polinomio de
C' [ X , Y, Z, T ] que se con sidera, como el valor de l subíndice s en los tipos N ,O) y N ,(2) .
Es to nos dice que si teóricamente se vuelve a obtener la clasificación de Herszberg me­
diante explosiones, su realización práctica sobre los casos concre tos es tan laboriosa
como la de éste. La única ventaja parece ser la de que nuestro método permite refin ar
homológicamente la clasificación analítica de Herszberg. No obstante ante el cá lculo
desarrollado en el Cap. II, es fáci l prever que para hipersuperficies de C", n> 4 la de­
terminación de las m at ric es de inter sección asociadas a la varie dad de Mumford llega­
rán a adquirir una complicación tal que lo hará prácticamente inútil. De ahí el interés
de abordar la clasificac ión homológica del problema mediante técnicas dé la su cesión
espectral de homología tal como hacemos en el Capítulo IV .
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11. Matrices de intersección

§ 1. Introducción

Calculamos en este capítulo las matrices de in tersección correspondientes a las cuatro
superficies de Mumford obtenidas en el capítulo 1. Los elementos de estas matrices so n
los números de int ersección de u nas superficies con otras y de las curvas con las super­
ficies, donde las superficies son las compo ne ntes de la va rie da d de Mumford en cada
caso y las curvas, las interseccio nes de una s superficies con otras.

Después del Capítulo 1 nos encontramos en la situación siguiente: X es una hiper­
superficie de ' C' con u na singularidad aislada en el origen; a: X .....-+- X' es la explos ión
por medio de la cual obtenemos u na transformada X' de X no singular; M la fam ilia
de superficies no singulares de X' transformadas del origen OE X. Siguiendo a A Weil
para determinar la intersección de las superficies de M entre sí (dos a dos ) o de las
supe r ficies con cada una de las curvas generadoras de la homología 2 dimensional en
la superficie qu e las contiene y las demás, debemos de considerar:

A) Una sección primal general de X, S que no pase por O, y ta l que por a se trans­
forme en S'.

B) Tantas secciones p rim ales S i de X pasando por O com o superficies po sea M,
cad a un a det erminad a por el hech o de tener que pasar por las in tersecciones de cada
dos superficies consec utivas de M.

Suponiendo que el punto doble O es «resuelt o» mediante una di latación, si S ,' es la
transformada propia de SI' la transformada total de S, será S,' + M que es equivalente
a S' , es decir: S' = S,' + M.

r
1 :I ~

\ ....- (

",.....~....-; X '-r
r r I

1

dE)
I

'O I
,k I
I 1 II

I ( /
I

/ / I
f I

I I

5' \
( S '

f Si
(5
~

j.

Fr G. S

TI (S) = S'

'tI (SI) = S, ' + M = S' (equivalente).

Pu esto que O es un punto dobl e de X, se t iene que S" - S," = 2. Como S no pasa
po r O, se sigue qu e MS' ,,;, O. y esto nos dice S" - S," = M' = 2.

Es tas relaciones nos servirán para calcular las matrices de intersección de los casos
en estudio.
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(4)

4 '1 ;s;

r .-, (

I I

",' I

~
P, i í

!

:
r X , I !
r ,
,

{ I
I X1, ,

~ I

~
I d9l! JoI ' I

'\ ~ / N I. :, \,
( I .. "

\ (
I I

S¿ I S I.\. ' s .S I :S, / s.

FIG. 6

En consecuenci a, S' se rá equivalente :

i ) S' = S¡'+ M = S¡'+C, + Q¡.
ii) S' = S,'+ M + Q¡ = S,' + C, + 2 Q¡.

Esta última debido a que despué s de la primera di latación 5, pasa a través del N , ( O)

por el vér tice del cono C,.
Si son a. Y f3 los re present antes de los dos sistemas de generatrices de Q, y %, la

transformada propia de un a generatriz del cono C, C . XI> se ti enen las equivalencias :

0= Q, (S .' + C, + Q,) = O+c, + Q,' ~ Q,' = - c¡ = - IJ.. - f3 (5)

C,S' = O~ C,(S.' +C, +Q,) = c,+Cl+c, ~ Cl = - c, -c, (6)

¡x'+y'+ l = O

c¡ z = O

t = O

Como M' = 2 = (Q,+ C,)' = Q,' +C,' y Q,' = 2 ~ Cl = O

Q,' =2 ~ Q, c,=Q, (- Q.')= -Q,'=-2~ c,Q¡ =-2

(5) ~ Q>' -Q, C, = O ~ Q¡ (Q.' + Q, C, ) = Q,' +Q,'C, = 0= 2 - c¡C, ~ c, C, = 2

c, C, = - Cl C, = - 2

(6) ~ Cl = c, (- c¡- c,) = - c, C, - c, C, = O

(6) .~ Ql c, = Q, (e, - Cl) = - c, Q,- Ql Cl = 2 - C, c, = 2 - 2 = O

(4) ~ c, Q, = - 2 = (a. +f3) Q, = a. Q¡ + f3 Q, ~ a. Q, = f3 Q¡ = - 1

(4) ~ c, Q, = O= Q, (c ,+2 %) = c¡ Q¡+2 % Q¡ = - 2+2 % Q, ~ % Q, = 1

C, C, = - 2 = C2 (c,+ 2 %) = C2 c¡ + 2% C, = 2+2 %C, ~ %C, = - .2

donde c, = C, S ¡'. Tenemos entonces; como Q, S' = O.

Necesitamos considerar aquí tres seccione s p rimales de X, una S no pasando por el
origen y' otras dos SI y S, ca racteri zadas po rque sus transformad as propias pasan por
C, y c, respectivam ente. O sea :

Para calcul ar esta matriz, tendrem os en cu en ta los re sulta dos obtenidos en el § 4 del
Cap ítulo I.

En este caso M = C, + Q,. C, y Q, se cor tan en una curva qu e llamaremos c, de
ecuaciones:

RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CIENC IAS EXAC TAS , FISICO -QUIMICAS y NATURALES

í~·

§ 2. Matriz de intersección de NP)
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Reuniendo los resultados obtenidos nos quedan las siguiente s matric es de intersección:

(10)

(9)

(11)

0 1 C,

oc -1 1

f3 - 1 1

~ 1 - 2
_.

¡
X' + Y' + l = O

Co = el Po== z + 1 = O

( =0

e, = co+2 x¡

(8)

c, = c¡ + 2 %,

o¡ C,

c¡ - 2 2

c, O -2

. ¡x' +y' + 1 = O

c¡ = C, C¡= z = - 1

( = - 1

C, C, CI Po

C, - C,-c , C, O O

C, C, - C,-CI CI O

CI O CI - C,-Co Co -

Po O O Co - %0

(7)

01 C,

O¡ - Cl c¡

C, CI - c,-C¡

Para ob tener la matriz de las curvas con las superficies nos apoyamos en la condición
de que M' = 2 para .cada punto singular que aparece; combinando esto con las equiva­
lencias (i) y (10) tenemos

i) S' = S¡'+M = S¡'+ C,+C, +C,+Po

ii) S' = S,' +M +C, +CI+ Po = S,'+C,+2C, +2 C¡ +2Po

iii) S' -= S; + M +C,+2 CI+2Po = S; +C,+2C, +3C¡+ 3 Po

iv) S' = S/ + M +C,+2C¡+3Po = S; +C ,+2C, +3C¡+4 Po

Apoyándon os en las equivalencias (i) ob ten emos la matr iz de .las superficies, basán ­
do no s en que la intersección de S' con cada una de las super ficies es cero .
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Si son ~¡ , %, Y %, las t ra nsformadas propias de tres generatrices de Ch C, y C, res­
pectívamente, se tienen las equivalencias :

En este caso no s serán útiles los resultados del § 5 del Cap ítulo 1, donde pued e verse
que M = C, +C, +CI+Po tendremos' que considerar por tan to una sección p rimal S que
no pa se por el origen y otras cuatro S i i = 1, 2, 3, 4 pasando p or él. Su s transformadas
p ropias se rán tales qu e pasen: SI por C, y las dem ás por las in tersecciones de cad a . do s
superficies consecutivas . Se tienen en tonces las equiva lencias:

;. En X' las curvas de intersección ti enen por ecuaciones:

§ 3. Matriz de intersección del N,o·

. -¡ X' + Y+ 1/4 = O
c, = C, C, = z = _ . 1/ 2

(= - 2
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CJ C2 CI P o

e, - 2 a a a
C2 2 - 2 a a
Cl a 2 - 2 a
Co a a 2 - 2

(12)

C, C2 CI P o

%, -2 1 a a
%2 1 - 2 1 a
%'1 a 1 - 2 1

xe a a 2 -2

(13)

§ 4. Matriz de intersección del N P>

En este cas o la transformad a del origen M = A +B +C, +2Q2+QI viene dada en el
§ 6 del Capítulo 1. Necesitamos considerar distintas especializaciones de la sección pri­
mal más general S de X, tantas como superficies se han introducido. La relación de la
sección general con las especiales viene da da por las igualdades :

i ) S' = S ¡'+ M = S I' +A +B +C, +2Q2+QI

ii) S' = S ,' + M +C,+Q, = S ,' +A +B+2C, +3Q>+QI

iii) S' = S,' + M + C,+2Q2 = S,~ +A+B +2C, +4Q2+Q¡

iv) S' = S: + M +QI = S: +A +B +C, +2Q2+2QI

Las su perficies se cortan dos a dos en las siguientes líneas:

AB = P AC, = Z = BC, AQ, = CL2 BQ2 = f32 AQI = CLI

BQ¡ = f3 . C,Q2 = CI C,QI = a = Q,Q,

donde

. " 1 4 X
2
+ 4 y2 + 1 = a

CI == Z = - 1/2

t ~ 2

Se tienen las equivalencias:

a = p+ Ct.I + 2 Ct.2+Z C¡ = ::t2+ f32 donde a = SI' A b = SI' B

b= p+ f3¡+2 f32+ Z c,= c¡+2 z y c2 = S ,' C,
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Análo gamente a los dos casos anteriores se obtienen las matrices

A B C, Q, Q,

A - 2 a p Yo CI.2 !x,

B P - 2 b Yo f3, f3,
CJ Yo Yo - C,- C, C, O

Q, :X, f3, CI - CI O

QI IX, f31 O O - IX,-f31

(14)

A B CJ Q, Q¡

P - 2 - 2 - 2 1 1

r. -2 - 2 -2 1 O

:x, O - 1 -=- 1 - 1 O

f3, 1 0-- . - 3 - 1 O

<11 O 1 _ O O - 1

f3, 1 O O O - 1

C, 1 1 -2 - 2 O

C, - 3 - 3 _- 2 O O

(15)

!i 5. Matriz de intersección del N,(2)

Aquí M = A,+ B,+Q, +A, +BJ+2Q,+Q, +Q, y tenemos que considerar seis especializa­
ciones distin tas de la sec ció n pri mal más gene ra l S de X, cuya re lación con las espec ia­
les viene dada po r

i) S' = S{ + A, + B, + Q, + AJ+ 2 Q, + Q, + Q,
ii) S' = S,' + A, + B, + 2 Q, + AJ+ B J+ 2 QJ+ Q, + Q,

iii) S' = S( + A, + BáQ,+ 2 A, +2 B, +4 Q,+ 2 Q, +2 Q,
iv) S ' = S: + A, +B,+ Q, + 2A, +2B, + 6QJ+2Q, +2Q,
v) S' = s: + A,+B,+ Q, + 2 A,+ 2 BJ+ 4 QJ+3 Q,+ 2 Q,

vi) S' = S.'+ A,+ BdQ, + 2 A,+ 2 B, + 4 QJ+ 2 Q,+3 Q,

En el § 7 del Capítulo 1 puede verse que estas superficies se cortan dos a dos en las
siguien tes líneas :

A,B , = p, A,Q, = IX, B,Q., = f3, A,BJ = pJ A,A, = a"

B,B J = b" A,o., = :X" B,QJ = f3" AJQJ =:XJ B,QJ = f3,
A,Q, = !X, BJQ, = f3, .4,Q, = !X, BJQ, = f3 ,

AJB, = BJA, = O pues só lo t ienen un punto común y las demás no se cortan.
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Análogam ent e a los casos anteriores, combinando estas equivalencias, y te niendo
en cuenta los hechos: 1) S' no cor ta a ninguna superfici e y 2) M.' = 2 para cada punto
singular, obtenemos:

O

O

O

O

O

O

O

O

- 1

-1

O
- -

O

I O

-\

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

-1

-1

O

O
---1----

O

O
- - --

1

O

1

O

O

O

O

O

O

O

O

1

Q3

1

O

-1

- 1

-1

- 1

b3 = S/ B,

O

O

O

O

O

O

1

O

1

O

O

3

-1

B3

O

+ 1

O

- 1

a, = S,' A,

O

A,

(17)

(16)

"O

b, = p,+(3. + b"+ 2(3,,

b, = b., +1',+ 2(3,+(32+ [3,

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

Q.

1

- 1

- 1

O
- - - - -

O

O

O

O

O

O

O

O

-5

- 8

a, = p,+(X, + a" + 2 (X,, ;

a, = a.,, + p, +2 (l' +(X2 ~ '(X I ;

(X43 + /343 = (x , + /33

a3

(X ,

1'3

, -
A, I B. Q.

I
A, B, Q, Q2 Q,

A. - 2 a, I ?I (X. I a43 O (X43 O O

B. p, I -2b. I (3" I O b,. (3"3 O O

Q. I Cl, I /3" - (X"-(3,, O O O O O

A, a4J O . O -a3 1'3 (X, . C1 2 <1. ,

B, O b" O 1'3 ' -s b, (33 (32 (3,

Q3 Cl43 (343 O Cl 3 /33 -Cl3-/3~ O O

Q2 O O O Cl2 (32 O - (X2-/321 O
Q, O O O Cl , /3, O O - Cl,-/3,

Se ti enen las equiva lencias :

donde



. LA SUCESION ESP ECTRAL EN LA CARACTERIZ ACION DE SINGULARIDADES

H f . Homología de la superficie de Mumford y del Nudo K

§ 1. Introducción

El fin de este capítulo es calcular la homología del nudo K en cad a uno de los cuatro
t ipos de puntos singulares que es tudiamos. El pro ceso a seg uir va a se r el siguien te; en
pri mer lu gar se construye un entorno tubular N de M, la vari edad de Mumford asociada
ra cada una de las singularidades. Como es te en torno tub ular N es contractil a M, la
homolog ía de N la conocemos a tr avés de la de M y como ade más aN == K esto nos
permite ca lcula r ' la de K. .

§ 2. Entornos tubulares y su soldadura: caso de la subvariedad explosión
de un punto

Nos limitamos en este trabajo a la categoría de las variedades C? y en líneas genera­
les seguiremos las ideas de Lang [7].

Definición 1II.2 .1

Sea 1; = (E , P; p) un espacio [ibrado C'" y í;' = (E', P, p' ) un subjibrado cerrado
del 1;,. Un [ibrado vecinelad tubular ele 1;,' en 1;, es un espacio [ibrado vectorial C" (O , P, r)
tal que O es una subvariedad abierta ele E qu e contiene a E' y r es una retracción qu e
cons erva las fib ras, es decir p' o r = P ie'

Teorema IlI.2.1

. Si 1;, = (E, P, p ) es un espacio fibrado C", y 1;' = (E', P, p) es un sub fibrado cerrado,
entonces E' admite un fibrado vecindad tubu la r (O, E' , r ) en E.

Demostración: Sea E la aplicación expone ncia l fibrada para E, y fijemos una es truc­
tura r iemanniana sobre E . Sea" F(E') el subfibrado de TF(E)i E. (TF(E )) = fibrado tan­
gente a E a lo largo de la fib ra) cu ya fibra en e E E' es p recisamente el complem ento

ortogonal de T. F(E ' ) en T. F(E). Sea q; = EIFIE') ' q; aplica un a vecindad U de la sección
nula .de " F(E ') difeomórficamente sobre una vecindad O de E'.

Sea 'i' : v F(E ' ) -+ U una compresión. Entonces qJ = q; o ti' es un difeomorfismo de
v F(E') sobre una vecindad O de E' en E . Podemos trasladar la es truc tura de espacio fi­
brado vec to rial de "F(E') sobre O mediante fP . Si q : " F(E' ) -+ E' es la p ro yección ha bi­
tua l, y r = q o {p- l entonces r: O -+ E' es claramente un entorno tubula r abierto de E'
en E.

Vista ya la n oción general de espacio fibrado en tor no tubular el caso que nos ocupa
corresponde al clásico, es decir que nu es tra 3-variedad X' t ransformada por la explosión
a de la X, aparece con la notación precedente como el fibrado 1; = (E , P, p) con E = X '
P un punto y p la aplicación constante; mi entras que la subvariedad algeb ráica cerrada,
compacta 2-dimensional M, irreducible (transformada del punto singular de X por la
explosión a) es el su bespacio fibrado del 1;, 1;' = (E ' , P, p ) con M = E' .

El Teorema III.2.1 nos permite afirmar que existe un espacio fibrado entorn o tubular

cerrado e= (N, M, r) de M en X' que es difeomorfo al espacio fibrado en bo las normal
a M en X' ya que según el teorema citado, f), aquí N, es un espaci o fibrado vectorial y su

cierre e un espacio fibrado en bolas, lu ego contractil a M.
De h echo, siendo M la unión de un número finito de superficies a lgeb raicas irreduci­

bles, proyectivas compactas, este espacio fibrado, entorn o tubular, aparece como el re-
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sultado de «soldar» los espa cios fibrados en bo las correspondientes a cad a superficie
algebra ica ir reducible qu e cons tit uye la variedad M .

Este proceso de solda dura aparece como la operación de unir dos vecindades de dos
superficies irreducib les ~ " ~, en el entorn o de su -curva de in tersecci ón ~¡ n ~,=c, para
da r lugar a un a vecindad de la superficie M = ~ , U ~, . Para realizar esta operación [6J
deben qu it arse ciertas porciones de cad a sup erficie an tes de ser unidas.

Veámoslo con más de talle. Ya sabe mos que las su perf icies qu e componen M se cortan
t ransversalment e a lo largo de las curvas e = ~I n ~, . A todo punto x E e aparecen aso­
ciados sendos entornos en bo las B¡ y B" fibras en :::, y :::, de los respectivos entornos

tubularesj .. y ' 10 producidos por (j, y 0 1 sobre :::, y ~, en X' . Es decir, estos entornos apa­
recen como la fib ra en x del entorn o tubular macizo O, (O,) en ~, (~ , ) traza en ~1 (~,) .

De modo que habiend o tomado O¡ y O; su ficie nte mente pequeños, su intersección

O, n O, después de hab er «alisado» su s án gulos [8], aparece como el fibrado en 4-bolas
f3 = (B , e, p) sobre la curva e, suma de Whitney de los fibrados en dos bolas entornos
tubulares macizos 'h' '12 sobre e en ~, y ~, antes indicados f3 = "li EB ,h' El borde de B,
aB aparece así como el tubo o entorn o tubular de la curva racional e en X' . La soldadura

pues, permite iden ti ficar 'j¡ y '10 en un solo fibra do que aparece incrustado en el {j, y en 0,.
Ef ectuada es ta identificación se obtiene un nu evo espacio fibrado entorno tubular macizo
C'". o de M = ~I U ~" cuyo borde 00 es un nu evo entorn o tubular o tubo de M en X' .

Además de la in tersección t ran svers al de dos super ficies de M hemos de considerar
ta mbién el caso de tres super ficies ~ " ~" :::3concur ren tes en un punto x que se corten
transvers almente dos a dos ; en es te caso si son O" O, y O, los entornos tubulares ma­
cizos de ~" ~, y :::, r espect ivamente se id en ti fica la in ters ección de ~ " ~, y ~, a un a
bol a de centro x .

Así, un a vez efectuadas es tas iden tificaciones tan tas veces como sea preciso (siempre
en núm ero finito), se obtiene una 6-variedad N , lisa except o en las esquina s, ahora bien ,
el ser dim N ~ 5 se le puede aplica r el proc eso de «alisado de esquinas» de Milnor [8]
para ob tener ya el espacio fibrado e"" entorno tubular macizo (N, M, r ) cuya existencia
está esta becida en el Teorema III .2.l , así como el tubo C'". (eN, M, r ).

§ 3. La sucesión de Mayer-Víetorís

Calculamos en esta sección la ho mología del en torno tubular macizo O= (N, M , r),
espacio fibrado en bolas sobre la varieda d de Munford M . Como M es un retracto por
deformación de N, se tiene qu e H * (M) == H * (N) . Si calculamos pues la homología de M,
sabremos la de N . En el Cap ítulo II vimos qu e M es tá constituida, en los cuatro casos
qu e esudiamos por un número finito de superficies algebraicas irreducibles no singula­
res ~ ; , proyecti vas compact as sobre e, todas ellas simplemente conexas, lue go:

por la dualidad de Poincaré. Las superficies ib an apa reciendo en un cierto orden, dado
por el que se aplicaban las dilataciones sucesivas qu e componían o. Si M = U ~ ;,

l$i$t
su con strucción en un mom ento dado, es deci r, después de h < t dilataciones consistirá
en añ ad ir a R, U~; las super ficies. ~i qu e se obtienen al realizar la dilatación

l $i$h'
siguiente; si designamos por R, = U ~i' la superficie, después de h + 1 dilataciones será

j
R, U R, = R. Su in tersección A = R , n R, es una un ión conexa de curvas algebraicas
irreducibles no singulares con un número fin ito de pu nt os de intersección y Mumford
demuestra qu e se le pu ede asignar a A una estructura de árbol; lo qu e no s dice que A
es simplem ente con exo .
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Ho(N; Z) == Z

H,(N; Z) == Z EB Z EB Z == Z {«" OC,, z }

H.(N; Z) == Z EBZ EBZ == Z{C,Q}

H1(N; Z) == H,(N; Z) == Hs(N; Z) == H.(N; Z) == O

i) Para el caso NP )

Corolario lII.3.1

Sea N el espacio total del enta mo tubular macizo en X ' de la superf icie de Mumjord
M obtenida al explotar las sin gularidades N.(ll, N7(1 ) , N,(2) Y N,(2) consid eradas, se veri­
fica que:

i) H,(N; Z) es W1 grupo libre engend rado por las clases de homologia representadas
por las curvas su, Pi' Pi' x r-

ii) H.(N; Z) es un grupo libre cuyos generadores son las clases de homologia deter­
minadas por cada 'superf icie componente de M .

iii) H,(N; ,Z ) == Hl(N; Z) == H,(N; Z) == HiN; Z) == O.

Particularizando a los casos en estudio, ten emos.

Teorema IlI.3.1

, ~ A
oo' ---+ Hq(A) ---+ Hq(X,) EB Hq(X, ) ---+ H'<X) ---+ Hq_1 ( A) - ----+ oo.

a la terna (X, XI. X,).
Como consecuencia de esta proposici ón tenemos el siguiente :

Demo stración:

Es consecuencia de aplicar la sucesión Mayer-Vietoris

{[H,(m l ) ] (c) , - [H,(m,)] (c ) } .

Definición 11I.3.1

Sean X" X, dos subes pacios de X, dir emo s que la tem a (X , X, X ,) es exact a, si las
in clusiones:

k ,; (X" X, n X, ) ----+ (X, U X,. X,)
k,; (X,. X, n X ,) ----+ (Xl U X,. X,)

son escisiones, es decir k ,* y k,* son isomorfism os.

Proposición IlI.3.1

Sea (X, X" X,) una terna exacta de espacios tal que X, y X, son sim pleme nte conexos
y con el grupo de homologia tridimensional nulo. Si A = X, n X, es tal que la ima gen.
por la inclusión m i: A ----+ X¡ de los representantes de los ciclos generadores de H ,(A) en
H,(Xi) no son homólogos a cero, entonces:

i) Ho(X) == Z.
ii) H.(X) == H.(X I ) El7 H.(X,).

iii) H,(X) == H,(X,) EB H,(X,) / H donde H es el subgrupo engendrado por los ele­
m entas de la forma:

La terna (R, R" R,) es exacta .

Lema Li1.3.1
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ii) Para el caso N7(1 )

Ho(N; Z) == Z

H,(N ; Z) == Z E9 Z E9 Z E9 Z == Z {r.o, r. ,. r." r.] }

H,(N; Z) == Z E9 Z EB Z E9 Z == Z{ C" C" C" Po}

H, (N ; Z) == H,(N; Z) == H,(N; Z) == H.(N; Z) == O

iii) Para la singularidad N7( 2 )

Ho(N; Z) == Z

H,(N ; Z) == Z E9 Z E9 Z EB Z E9 Z E9 Z == Z {a. l> {JI> 0.2' /32, r., p}

H,(N; Z) == Z E9 Z E9 i E9 Z E9 Z == Z { A, B, C" Q" Q, }

H, (N; Z) == H,(N ; Z) == Hs(N; Z) == H.(N ; ' Z) == O

iv) Y para el N , (2 )

Ho(N; Z) == Z

H
2
(N ; Z) == fe Z == Z{ p" ~" /3" p" :"1." (3" x" 8" (X l> /3, }

i =/

Hi N ; Z) == ffi Z == Z{ A" B" Q" A" B" Q" Q2' Q,}
i = /

H, (N; Z) == H,(N; Z) == Hs(N ; Z) == H.(N ; Z) == O

Se ob tien e la cohomología de N a partir de la homología me diante la fórmula dt
los coeficientes un iversales

Hq(N ; Z) = Ext [Hq_, (N ); Z] E9 Hom [Hq(N); Z]

!i 4. La sucesión exacta de homología del par (N, aN)

El propósito de este párrafo es, apoyándonos en la teoría de la in ter sección y en el
conocimiento de la homología del entorno macizo tubular O = (N, M, r ) de la varieda d
de Mumford M, teni endo en cue nta : 1.0, la dualida d que exis te en tre el anillo de coho­
mología y el anillo de inte rsecció n de ciclos ciad a por el p rincipio de dua lida d de Lefs­
chetz-Poincaré ([2] 13.26) Y 2.°, el horneomor fismo en tre IoN y K, dar una determinación
de la homolo gía de K independientemen te de la h , de Milnor , siguie ndo un procedi­
miento an álo go al desar roll o por Hi rzebruch en [5].

Para ello con sideremos la sucesión exacta de l par (N, aN)

El teorema de dualidad de Lefschetz:

H,,_q(N ) = Hq(N, K)

H,,_q(N, K ) = Hq(N)
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los homomorfi smos rJ., y rJ.4 'definidos por la función «producto de Kronecker»

i = 2,4

H ,(K ; Z) == Ker 1/',,,,

H ,(K; Z ) == Ker 1/'",

Va e H i(N; Z) y e € H i(N; Z)

rJ. i: H i(N ; Z) -+ Hom (H i(N, Z), Z)

[ d a)] (e) = ( G' e) € Z

¡.L

H,(K; Z) == EB Z/Im 1/',*
;=1

H.(K; Z) == H ,(K ; Z) == Z

H ,(K; Z) == 4 Z/Im 1/'",
i = 1

dados por

l'2 : H , (N; Z) --r Hom (H, (N; Z); Z) y

<4: H , (N; Z) - -r Hom (H , (N; Z); Z)

no s permite conocer los grupos de homología de H * (N , K ; Z ). y la sucesí óntzj) junto
con es tos valores nos dice:

H ¡(N; Z) == H,(N; Z) = O '

son isomorfismos [7].

2) El número de in tersección [2] de los ciclo s s y e sobre N, siend o s y e rep resen­
tantes respectivos de las clases [ s] E H, (N; Z), [ e] E H 2 (N; Z), nos permite defini r los
ho meomorfismos

1/'6,:;- i,
H 6- ' (N, eN; Z) -----+ H 6- i (N; Z)

1\;, i, 11;2
tt, (N; Z) H , (N, a N ; Z)

Basta entonces conocer los hom om orfism os '1' ,,', y '1'", pero la du alidad de Poincaré
y la fórmula de los coefi cientes universales nos re ducen el problem a a la det erminación de
'1'",. Para eIJo tendremos en cuenta : '

1) Al ser Z un dominio de id eales principales y ser '

qu e asocian a cE [ e] el hom eomorf ismo l'2 (e).

l'2 (e) : H , (N; Z) --+ Z da do por [<2(e )] (s) = (c . s)" = número de intersecci ón de
e y s en N. Y análogamen te [., (s)] (e) = (s. e)" .

3) Si es z un generador fij ado de H 6(N, e N; Z) o clase fundamental de (N, a N),
tenemos los siguientes isomorfismos qu e son los inv ersos de los que nos da la dualidad
de Lefschetz ([15], pág. 305). .

\; , : H 6- i(N, aN; Z) -->- H ,(N; Z)

\;0 : H 6- i (N; Z) --+ n, (N, a N ; Z)

definidos mediante multiplicación de (_1)6- ' n Z, es decir \;; (v) = (_1)6-' V n z.

Las aplicaciones ti' ", aparecen relac ionadas con estos ' isomorfismos a través del dia­
grama conmutativo ([2], pág. 304).
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Lema 1I1.4.1

Con el s ignificado y notación precedentes se tiellen las igualdades:

i) . 2o ~, = 0., o "'\ o bien . , = (1, o \,;1 o '1' '*
ii) ., o \" = 0.2o .'112* o bien ., = 0.2 o 1;;1o iJ '*

Demostración:

Veamos la segunda de i), para ello, sean como antes, Z la clase fundamental de (N, aN )
elegida, c y s representantes de [c] E H 2 (N; Z) y [s] E H , (N; Z) respectivamente. Enton­
ces. se tienen:

i) [.,(e)] (s) = (c. S)N( l) y [\'Z( \'2- 1(C) U \'2-1(s»] (I)'

(1)' y [\'2 (\'2-1'1'", (c) U \'2-1 (S))]'<21

(2)-y [( \'2-1iJ2*(c) U \'2- 1(s) n Z](3 )

(3) '/ [( \'2- 1 'i' ,*(c) n (\'2- 1(s) n z ) ]( ' ) y ['(;2- 1", ,*(c) n s ] (; )

(5) ( \'2-1 '1'", (e). s) = b, \'2-1iJ2*(c)] (s)

luego efectivamente .2 = 0., o \'2-1
o iJ"..

En estas igualdades, y indica la aumentación y : H; (-; Z) -~?- Z. La igualdad (1) re­
sulta de la noción de intersección de ciclos ([2] , págs. 337 y 344) Y la du alidad de Poincar é­
Lefschetz en tre el anillo de intersección y el anillo de cohomología; (1)' por la defini­
ción de "',* ; (2) Y (4) se siguen por la def inición de \'2; (3) por la aso ciatividad entre el
cup y el cap-producto ([2] , pág. 299); Y las dos últimas po r la noción de producto de
Kronecker y la de acoplamiento entre homología y cohomología determinado por él.

Análogamente se sigue ii) D.
Si elegimos unas bases {c" ..., <. f para H 2 (N; Z) y {s" ' Oo, sI-' f para H, (N; Z) , los

isomorfismos o.¡ (i = 2, 4) nos determinan las bases duales {Cl*' ....c/ f para H' (N; Z)
y {SI* ' ..., Sil* } para H' (N; Z). Entonces. si llamamos E = (e'h) a la matriz de intersec-

ción de H2 (N ; Z) con H, (N; Z) , de modo que ea. = (c¡ . S ¡') N' entonces se verifica el si­
guiente

Lema 1I1.4.2

[ \'2-1 '1' '* (c¡)] (SI.) = ea.

[1;2-1 ,1' ,* (s¡,)] (c¡) = e,.,

Demost ración:

Es inmediato teniendo en cuenta las relaciones i) ii) del lema 111.4.1 y la definición
de E.

Además como (e¡ • 5¡')N = (S I. • C ¡) N =} E = E' . D
Este lema nos dice que iJ z« posee como representación la matriz (v x u,). E = ( e¡h)'

Como M es un retracto por deformación de N siempre podemos elegir las clases lc .I
y [SI.] representadas por ciclos e, y SI. que estén en M, luego en X ', de modo que los
números de intersección e¡h = (c ¡ • 5h)N sean precisamente los números de intersección
calculados algebraicamente en el Captíulo 2. asociados a las explosiones de las singula­
ridades estudiadas.

Tenemos entonces el siguiente
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y ~

'Va: H 2(N ; Z) == @ Z ---+ H 2 (N . K ; Z) == H' (N; Z) == H, (N ; Z) == EB Z
i = 1 i = 1

J]
o
1

- 2
2

1
- 2

1
O

pa ra el N,(l)

[_2- 2 - 2 1

J]- 2 - 2 - 2 1

E ~ ¡ 1 - 1 - 1
O 3 - 1
1 O 1
O O O - 1

- 8 - 8 1 O O 1 O O
O 1 - 1 O O O O O
1 O - 1 O O O O O
O O O - 1 - 1 1 1 1-

E= 1 O O O 1 - 1 O O
O 1 O 1 O - 1 O O
O O O O 1 O - 1 O
O O O 1 O O -1 O
O O O O 1 O O - 1
O O O 1 O O O -1 O

l--l 1-JE = - 1 1
+1 -2

para el N,(2)

y para el Na( 2 )

Para el N,C¡>

Basta estudiar en cada uno de los caso s el homomorfismo
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a) N.o ): tt, (K) == n, (K) == Z; H¡ (K ) == H, (K) == O
H 2 (K) == H, (K ) == Z con generado r ;}. - (J.

b ) NP>: n, (K) == n, (K) == Z

H ¡ (K) == H 2 (K) == H, (K ) == O == H, (K)

e) N,(2): H¿ (K) == H, (K ) == Z; H¡ (K) == H, (K ) == O
H 2 (K) == H , (K) == Z con generador

3 1
-- P+ Yo -- «(.1.2+ 2 .82+7 'rJ. l+5.81)

2 8

d) NP) : n, (K) == n, (K ) == Z; H ¡ (K) == H, (K) == O
H 2 (K) == H, (K) == Z ,EB Z COIl gen eradores

r = ,;}., - .8'+":1.1- .8, - rJ.2+.82 y s = (1, - .8, +rJ.' - .8, - rJ.¡+ .8¡

Dem os tración:

con v:::". ¡t. dados por las matrices:

Para cada una de las singularidades N/ l), N é", N,flJ Y NP ¡ el nudo K con "1 (K) = O
tienen por grupos de homologia en las distintas dimensio nes:

Este result ado no s demuestra que de los cuatro casos de singularidad analíticamente
caracterizada por Hersberg que hemos caracterizado hamológicamente, sólo el segundo,

T eorema IIlA.1
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el N,(l ), es una esfera homológica , mien tras que los otros tres son homológicamente di s­
t inguibles. b ien por el va lor de .Ios gr up os de homología, los N,O) y N ,<2) fren te a l
N,(2 ), o bi en po r la forma de los generadores cua ndo, como en los casos N,(' ) y

N,(2) posee K, grupos isomorfos.

IV. La su cesión espectral del ñbrado de Brauner-Milnor

En este capít ulo ob te ne mos la ho mología del nudo K, pero es ta vez como bo rde
de la fib r a F del fibrado que Milnor asoc ia a ca da sing ular ida d. a través de la sucesión

exacta del pa r (F, K) , calculan do previamente la ho molo gía y cohornología de F m e­
diante una adec ua da suc esión espectral. Ded icamos por tanto el párrafo 1 a exponer
los p rincipales resulta dos dad os por Milnor en 1968. E l § 2 a la suces ión esp ectral de un
par exacto y el § 3 al cálculo de la ho mología de F y de K .

§ 1. Resultados de Milnor

Sea f (z¡, .... Z"+I) E c Iz.. .... Z" +I] un p olinom io irreduci ble y la hipersuper fici e

x = {Z = ( ZI' .oo, Z"+I) E C,,+J If (z) = O}

Utilizamos la cons trucc ión de Brauner para es tud iar la to pología de X en el entorno
de un punto Zo EX; para ello cortemo s X con la (2n + 1)-esfera de C,,+I de radio E sufi­
cien temente peque ño, con centro ZO y es tudie mos la topo log ía de es ta intersección
K = X n S; "+I.

Milnor demues tra en [9]

Teorema IV.1.1

Para E .Lo se el espacio SE- K es un. espac io [ibrado sobre 8 1 cuya proyección viene
dada por:

f (z)
pez) = - ­

li (z)1

El estudio de este fib rado nos lleva a:

Teor ema IV .l .2

Cada fibra Fa es una variedad dii erenciable de dim ensión 2n, paralelizable y con el
tipo de homotopia de un CW-complejo f inito de dim ensión n.

Teor ema IV.1.3

El espacio to tal SE- K tiene el tipo de ti omotop ia de un CW-complejo finito de di­
mensión n + 1.

Teorema IV.1A

K es una variedad diierenciable de dim ensión (2n - E) y (n - 2)-conexa .

Si el punto Zo es singular aisla do y lo consideramos com o el origen de coordenadas.
Se tiene:
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Teorema IV.J. S
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O -¿. Tp-I -¿. TI' -+ P / P-I -+ O nos da en homología

a -c
oO ' - -¿. H pt • (T p-I) -+ H pt • (P) -+ H pt • (P/P- I) --+ H ptq_1 (P-I) -+ oo,

Un par exacto consis te en un par de grupos ab elianos D, E j unto Con los homomo r­
fismos i , j , k, de modo que el siguiente diagrama es exacto para cada vértice

Si escribi mos Kerd = Z (E ), Imd = B (E), E' = H (E, d) = 2 (E) / B (E).

Se tiene k [2 (E) ] e D' y k [B (E )] = O. Por tanto k induce un homomor fismo
k' : E' ~-¿. D' . Y i' es e l inducido por j .

Se demuest r a que el par deriva do es exacto.
Al dar un par exacto (D, E, i, j , k) Y formar la sucesion de pares deriva dos

(D", E", in, j", k"), dada E" es u n gr upo diferencial con a»= i" k" Y E"t' = H (E", d") . La
sucesión (E", d") se llama sucesión espectral de l par exacto.

Calcularemos ahora mediante la sucesión espectra l la hornolog ía de un complejo
celular T. Designamos también por T al complejo de cadenas singulares de T y por P
al complejo de cadenas singulares dei p-esqueleto.

El conjunto {P} es una filtración de T, que cumple:
1) P = O 'V p < O. 2) T = U P . La sucesión exacta del par (Tv - ', T v):

p

i'
D' ---------3>- D

k~/'
'E'

Si esc ribimos d = j k : E ~ E, d es una diferencial, pues dd = O. Definimos el
derivado como D' = iD e D i' = i ID

§ 2. Sucesión espectral de un par exacto

D -¿. D

~/
E

Teo rema IV .J.6

El grupo H" (Fo) es libre ab eliano de ran go fl

i! 1 = (a , - 1) (a , - 1) ... (a"t' - 1)

Para 8 suficien temente peque ño, la clausura J:o de cada fibra Fo en S E es una varie­
dad Zn-dimensional, diieren ciable con fro nte ra; su interior es Fo y su fronte ra K. Ade­
más cada fibra Fo es (n -1)-con exa y tiene el tipo de homotopia de un ramo de es fe ras
S" \7 S" \7 ... '\l S", siendo el número de componentes del ram o (n.o de B etti m edio lflo de Fo)
es trictam ente positivo.

Si f (z) = Z"I + z,', + oO , + z' :::: con a¡E Z a¡::::'" 2. Cuan do X = t:' (O) es una tal va­
ri edad, se llama- variedad de Brieskorr-. y se tiene:



D ) D'

~~
E

p , op, o

Los Fp,o forman un a filtración de H _.(T ) Y el E e;:, o constituye el grupo graduado as o­
ciado.

Definición IV.2.1
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E'q, p es isom orfo al grupo cociente:

En este par exacto, es fácil demostrar qu e:

Propos ición IV .2.2

Definici ón IV.2.2

ip,o: Dp,o --+ Dp+1o 0- 1

jp,o: Dp, o --+ Ep,o
kp,o : Ep,o --+ Dp_l , q

E e;;; o es isomorfo al grupo cociente:

Proposición IV.2.1

y la diferencial

son bigraduados y los bigrad os de las aplicaciones vienen dados 'por :

donde las aplicaciones en cuestión proceden de las sucesiones exac tas de homología del
par (Tv, P -l) y del triple (T, T», p-J) respectivamente.

donde la aplicación a del denominador es el homomorfismo de conexzon de la suceszon
exacta de homología del triple (PH-J, t», Tr: '¡ y la que aparece en el num erado r es
una de las aplicaciones de la sucesión exacta de homologia del triple (T», Tr: ', P -').

y llamando Dp,o = H p+o(T p); E, o = H p+o(P/P-l) obtenemos un par exacto bigraduado
donde D = E9 Dp,o y E = E9 Ep,o
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La demostración se sigue del siguiente diagrama:

i =l=3

i == 3

{

Z EB Z
u, (T' /T ') == O

La homologia de F viene dada po r

H , (F ) == n, (T ) == E f. . == E~••

Teorema rV.3.1

i = O, 1, 2, 4, 5, 6.
Si aplicamos la teoría general del § 2 tenemos

Basta entonces calcular el término E2,.• para todo i, en los cuat ro casos; para ello
re finamos un poco más la elección del complejo T, en virtud de [16], tomando:
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1) P = O 'ti p < O

2) E'p.• = H p+.(P/Tp-l) = O 'ti q < O

3) T = U P, se deduce que E;, . = O 'ti r si p < O Ó q < O.
p

Aplicamos ahora aquí lo expuesto en el párrafo an terior para obten er la homología
de la fibra F del fibrado de Milnor en los 4 casos en estudio.

El teorema IV.1.2 nos asegura la existencia de un complejo celular T, de dimensión
compleja 3, del mismo tipo de homotopía que la fib ra F. Pod emos elegir T [16] de
modo qu e la homología de los complejos T"/P- l es la siguiente:

§. 3. Homología de la fibra F del nudo K asociados a NP l, N7(1), NP>, NS( 2 )

Teorema IV.2.1

Si se cumplen (1 ), (2) Y (3) y r> m áx (p, q +1), p
p

, . == Ee;: . E s decir, para cada (p , q)
el grupo E',. . llega a ser E";. . to m ando r suficientem en te grande.

Como E C;; . == F / F p-l . •+ 1 ' si se cumplen (1), (2) Y (3) E e;: . = O si p < O Ó q < O
po r tanto la sucesión H u (T) = F". o:;:) FU - l • l :;:) ... :;:) F¿ u-l :;:) F•. u es fini ta y los
cocientes sucesivos son los grupos E f. u-i : Es tas series de com posición nos dicen qu e la
sucesión espectral con verge a H *(T).

como caso particular del lema de la mariposa . D
De estos r esultados y de la s condiciones de convergencia siguientes :

Proposición IV.2.3

Si se cumplen (1) y (2) en tonces e; s , == E;; ~ 'ti r ;» máx (p, q + 1).



Teorema IV.3.3

i = 1, 2, 4, 5, 6.

i = 1, 2, 4, 5, 6.

i = 1, 2, 4, 5, 6.

i = 1, 2, 4, 5, 6.

H ,(F ) == O

H '(F) == O

H ,(F ) == O

H '(F ) == O

H , (F ) == Z EB Z

H' (F) == Z EB Z .

i) u, (F) == H , (F) == Z

ii) HO(F ) == H' (F) == Z

i) n, (F) == Z

ii) HO(F ) == Z

y para el N,(2)

Con estas elecciones , la sucesión espectral no s da :

N,(I) Y NP ) : H , (K ) == Z i = O, 2, 3, 5 H , (K ) == H , (K ) == O

Npl : tt, (K) == n, (K) == Z H ¡(K) == O i = 1, 2, 3, 4

N , (2 ) : u, (K) == n, (K ) == Z; H ¡ (K ) == H 4 (K) == O; H 2 (K) == H , (K) == Z EB Z
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u, (7") == H , (T I) == Z

H, (T' /TI ) == Z EB Z los dem ás cero

Para te rminar nos permit imos afirmar, a modo de conjetura, qu e el procedimiento
de la sucesión esp ect ral aquí intro ducido es, el m ás idón eo par" generali zar el refina­
mi ento homológico de la cla sificación ana lítica de Herszb erg de las singularidades ais­
ladas de rango cero, de las hipersuperficies de e n+! para 11~ \ y ello por dos razones:
la primera debida a la ext raordinaria com plej idad y laboriosida d que los cálculos del
método generalizado del de Mumford exigen; y la segunda po rque pone de manifiesto

Para el caso N7(2)

Ahora ya, la sucesión exact a del par (F, K) junto con el teorema de dualidad de
Lefschetz y teniendo en cuenta qu e F y ¡; son del mismo tipo de homotopía no s dic e:

H, (7" ) == H I (T I) == H , (T'/T') é: Z

H 2(T'/7" ) == H4(T4/T') == H6(T 6/T4) == O
H, (T'/P ) == Z EB Z

Para el caso N 7(1 )

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FfSICO -QUIM I CAS y N AT URA LES

tt, (7") == H , (T I) == Z

H2(T'/7") == H; (T'/T') == O
H , (T'/P ) == H~ (T'/T2) == H6(T'/T' ) == Z

Para el caso N.o )

Para las singularidades de los t ipos Né", Né", N/, ) Y N,(l), los grupos de homología
del l1udo K son :

Teorema JV.3.2

Para los casos N¿", N/l) Y N/, I, los grupos de homología y cohomo logía de la f ibra
F del [ibrado de Milnor asociado SOI1 :

y finalmente para el N,(2)

n, (TO ) == H¡ (TI) == H , (T'/T' ) == H6(T'/T4) == Z .

H2(T'/7") == H, (T'/T') == O
H, (T' /T') == 1. EB z.
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It follows that if F is a Fitting c1ass , each group G possesses a single maximal normal
F-subgrou p , called the F-radical of G, and which is denot ed by GFo Each subnormal
Pvsubgroup of G, is contained in GF and verifies NF= N n GF for all subnormal subgro up
N~ ~ .

,~ 11 and K are Fitting c1asses , th e p ro duct of the c1asses JI . K = { G/ G/ Gil E K } is
also Fitting class and such op eration is associative.

Let F be a Fitting class. A subgroup V of G is an F-inj ectcr of G if V n N is F-maximal
in N (that is , V n N is a maximal F-subgroup of N ) for each su bnorma l subgroup N of
( ! . In particular, each F-injector V of G belongs to th e Fitting c1ass F and :contains GF.

G=N,N2!2:N" N2 E F ·=} G E Fo

l. Observations and Preliminaries

Abstraet

Departamento de Alegbra y Fundamentos. Facultad de Ciencia s
Univers idad de Zaragoza (España)

J. R. M ARTfNEZ VERDUCII

ON THE THEORY OF FITTING CLASSES
OF FINITE n-SOLVABLE GROUPS

b y

We denote by rr a set of prime numbers , and by tt ' the set of prime numbers not
included in 11'0 A positiva integer «n » is call ed a rr-numbe r if the only prime divisors of
<<TI» belong to 1T0 A group G is call ed rr-group if IGI is a rr-number. All gro ups consid ered
belong to th e c1ass of rr-solvab le groups, By the statement «X is a class of groups»,
we understand a subclass of rr-solva ble gro ups wic h con tains all isomorphic copies of
its menbers and the t rivial group, In par ticul ar, we denot e th e c1ass of rr'~groups by U",.

A c1ass of groups F is said to be a Fitting c1ass if

In the present paper we defin e and study so rne Fitting c1asses which allow us to
present the fundamental aspects of a Theory of Fitting c1asses of finite rr-solva ble groups,
which includes that known for solvable gro ups. On acc ount' of th e «dual» ch aracter of
this Theory with respect to the Th eory of Formations, we have ca lled these c1asses
«rr-saturated»o Defining such c1as ses and character isin g them according to the operation
- the product of Fitt ing c1asses- , in the th ird paragraph we obtain the most impo rtan t
result, which is the proof th at each of the - -soíva ble groups po ssesses a s ingle conjugated
class of F-injectors for an y rr-saturated Fitting c1as s F. Th e artic1e is conc1ucled by a
new characterization of su ch c1asses across the inje cto rs.
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Let K ~ H L G be. A subgroup V of G is said that «cover s» H/K i( H L K. N, an d
that «avoidS;;-it if V n H:L K.

Fo r an y gro up G, O" (G) re p resents the smallest normal subg ro up N of G such that
G/N is a r.-gro up .

Th e rest of the notation we have employed is standard in th e Theory of Finite
Groups.

11. rc-saturated Fitting classes

(2.1) D ei in i t ion. We say tha t a Fitting class F is :T-sa turate d if it verifies G E F when ever
Or.' (G) E F. "

(Note th at if tt is the se t of a ll p rime numbers , the concept of the r.-solvab le group
coincides wi th tha t of the solva ble , in th e same way as the - -satu ra ted Fittin g cla ss do es
with the Fitting class).

(2.2) L emma. Let F b e a Fittin g class . Th en , the following propositions are equivalen t.

a) F is r.-satur ate d.

b) F = F. U,,"

Prooi. a) => b), I f G E F. Ur. ' the n Or.' (G) ~ GF and according to a) G "E F. The
other content is trivial.

b) => a ). I f G is suc h th at Or.' (G) E F, then Or.' (G) ~ GF, that is G/GF is a r.'-group
and by b) G E F.

The previous re sult inmedi ately lea ds to the followi ng consequences .

1) The cla ss U_ is th e smallest r.-satur a ted Fitting clas s .
2) If H is a ; -saturated Fit t in g class, due to the associativity of the product

of Fitting classes, it is also r.-saturated F. H for any Fitting cla ss F.
(F. U_ is the smallest r.-satur ate d Fitting class containi ng F ).

3) I f F 1s a --sa turated Fitting clas s , it is a lso (1-saturated, whe re (1 rep resents a
set of prime numbers such that s: l::;: (1 .

Our most impor tant re sult is .

(2.3) Th eorem, Let F be a r.-satu ra te d Fitt in g class. Every group G po ssesses F-injec­
tor s which ar e of r.-ind ex an d conjugare in G.

Previous to the pro of of t his the ore m, we'll estab lish a lemma, concerning the
conjugacy of th e F-maxim al subgroups of a given group ,

(2.4) Lemma, Let F be a r.-saturated Fitting class and G a gr oup , Let N be a normal
subgroup of G such tha t G/N is a r.'group (o r a nilpotent r.-group). If W is a maximal
F-subgroup of N, an d VI, V2 are maximalvf-subgroups of G verifying W:¿V, n V2, then
VI and V2 are conjugate in G. -

Proof According to th e hypothesis of the lemma W = Vin N i = 1, 2 and therefo re
Vi,L NG (W). We can work within the subgroup NG (W) of G, that is , maintaining th e
initial notation, we can suppose W ~ G so verifyin g V¡fW = V¡fV¡n N == Vi. N/N:L
,L G/N i = 1, 2 (1).

CASE 1. G/N is a r.'-group. Fro m (1) we can assu re the exis te nce of Hall's r.'-sub gr oups
H ¡fW of G/W such that Vi/ W ,L H¡fW i = 1, 2. Now, as F is r.-saturated, H, E F i = 1, 2
and so Vi = H¡ i = 1, 2. The resu lt now follows from the conjug acy of the Hall 's
r.'-subgroups of G/W .

CASE n. G/N lS a nilpotent :T-group . Since N/W is a r.-gro up because F is ,,-saturated
and W is F-maximal in N, G/W is in this case, a solvable gro up and thus the proof in
which this result is found ( [2] on page 337) is valido

We'U continue with the proof of theorem (2.3)
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If IGi = 1, the theorem is obvi us . We'll as sume the theorem to be fa lse and consider
a counter-example G of the minimal order.

EXISTENCE. We'll distinguish two cases.

C ASE 1. O,,' (G) = G. In this situation any maximal normal subgroup M of G is of
rr-index, thus defines a quotient group G/M abelian and a for tior i nilpotent.

Ler G1 be a maximal normal subgroup of G and VI an F-injector of G, (V, is of

rr-index in G). Let V, be a maximal F-subgroup of G such that V,LV" We'll probe that

V; ís an F-inj ector of G if we show that V;n Gz is an F-injector of G, for any maximal
normal subgroup Gz of G.

Let V z be an F-injector of Gz and Vz a maximal F-subgroup of G such that V z L V".
From the con jugacy of F-inj eetors in G¡ i = 1, 2 and GIn Gz, we may assum-e

W = V,nGlnGZ= V zn GlnGz, so W ;.¿V1n V z, and as G/G,nG, is a nilpotent
-" - -

rr-gro up, aeeording to (2.4) 3 x E G sueh that VI = V,. Thi s therefore verifies (VI nGz)' =
~ - -
VI n Gz = V2 n G2 = V2• Th e conjugaey of F-inj eetors in G, p roves th at VI n G, is an
Pvinj ector of G2•

C ASE n . O"' (G) =1= G. Let N be a maximal no rm al subgroup of G an d K an F-injeetor
of N.

A) Th ere exist a maximal F-subgro up H of G sueh that K L H an d ¡G: H I is a
rr-number .

Let V be a m axim al F-subgroup of G sueh that K Lo V. Aeeording to the F-maxim ali ty
of K in N, K = N n V and by the induet ive hypothesisjN: N n VI = IN: KI is a rr-number.
I f IG: NI is a --number so is IG:KI. In this case it is enough to as sume H = V. Let us
now suppose th at IG:NI is a rr'-number. Due to the conjugacy of the F-injectors of N,
the inner-auto m orphisms of G, permute the F-in jeetors of N, so by the Frattini argurnent

(2)

On the othe r hand , the faet that I N: N n V I is a rr-number, inmplies that
IN: N n NG (V n N)I is it als o, and from (2) we may then assure the existence of a Hall 's
rr'-subgroup G", of G such that G" L NG (V n N) . We'll now eonsider the subgroup H of
G given by H = G_,. (V n N). Obviou sly H is of rr-index in G and eontains K. Moreover
K ~ H and H/K is' a rr'group, so H E F. U_, = F. Now, let R be an F-sub group of G such
that H ;.¿ R. It verifies " .

R = R nG .= Rn{ (Vn N). G", . N } = Rn H .N =

= H . (R n N) = (V n N) . G", (R n N) = (Vn N) . G", = H

an d thus H is a maxim al F-subgroup of G as was to be proved.
In order to op erate under th e hypothesis O''' (G) =1= G, let M be a maxim al normal

. . - *
su bg roup of G such th at G/M is a rr'gro up. Let v * be an F-injecto r of M and V a

. ' - *-*
maximal F-subgroup of G su eh that V* L V and IG:V I is a rr-numbe r.

- *.B) V is an F-inje etor of G.

Let H be a m axim al normal subgroup of G, I an F-injeetor of H an d 1 a maximal

F-subgroup of G such that I~1. By the inductive hypo th esis of the conjugacy of F-injec·
tors applied to H and M n H, we may as sume without loss of generalit y th at the
subgroups

- *
LI = V*nMnH = V n M nH = V*n H and

L, = InMnH = In Mn H = In M
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coincide. We can say that L = L, = 1-,. The possible indice s of H in G oblige us once
aga in to dístinguish two possibilities.

*If G/H is a ,,'-group. G/MnH is also, and since L LVnT and L is a rnaximal
P'subgroup in M n H (L is an F-injector of M n H) we conclude frorn lernrn a (2.4) that

*V an d 1 are conjugated in G. The hypothesis of the conjugacy of the F-injectors
*of H, shows that V n H is an F·injector of H.

. - *
If G/H is a ,,-group. then G = M . V = M . H. Consequently M/M n H is a ,,·group and

- * - *
H /M n H a ,,'-group. Further IH : V n H I is a ,,-nurnber hence H = (M n H ) . (V n H ).

- * - *
where trivially M n H ~ H and V n H is an F-súbgroup of H ver ifying th at (V n H ) n

- *
(M n H ) = L is an F-injector of MnH . We can th erefore asse r t that Vn H is an F·in·

- - __ o *
ject or of H. In fac t, let V be an Pvsubgr óup of G such tha t V n H:¿ V L H. According
to Dedekind's identity - -

"

V = V n H = V n {(M n H ) . Wn H )} = (M () H n V) . Wn H) =

* * *= (M n H n V ) . (H n V ) = V n H

- * .'
so V n H is a rnax irna l F-subgroup of H. B y lernrna (2.4) and th e previous results• .I and
- *
V n H rnust be conjugate in H as we intended to proveo

CONJUGACY. Le VI and V 2 be F-injectors of G an d G* be a rnaxirnal normal subgroup
of G. Since VI n G* and V 2 n G* are F-injecto rs of G*. according to the iduc tive hypot hesis
we as sure that 3 x E G* such that V ,Xn G* = V2 n G* = W. Therefore Vlx and V2 are
rnaxirnal F-subgro up in G such that W L V ? n V2• be ing W an F·injector of G*. Thus th e
hypothesis of lernrna (2.4) are verified, allowing us to be conclude that Vlx an d V2

(and therefore VI and V2) are conjugate in G.

111. Characterísatíon and chief properties of injectors in finite
1t-solvable groups

In the who le of this section we'lI deno te a ,,·saturated Fitti ng clas s by F.

(3.1) Lemma. Let G be a group and N ~ G such that G/N is a ,,'-group or a nilpotent
group , If a rnaxirnal Fvsubgroup V of G, con tains an F-inject or W of N. th en V is an
F,injector of G.

Proo j It .is sufficient to consi der the F-inject or 1 of G. where W = 1n N = V n N.
th en since W L 1n V and accordíng to lernrna (2.4) 1 an d V are conjugated in G.

(3.2) Lemma. Let { 1} = G, ~ GI ~ .. . ~ Gn = G be a series of a group G such th at
each of the gro ups G'+I / G, i = 0, .... n - 1 is a ,,'-group or a . nilpot ent gro up. V is an
F·in jector of G if and onl y if, for l L. i L n V n G, is a rnaxirnal F-subgroup of G,.

Prooi . The main irnplication follows frorn the def in ition of F-inj ect or and the re ci­
procal one, by using the result (3.1) a finite nurnber of times depends on the trivial
fact of being {1} an F-injector of Go = {1} .· .

(3.3) T heorem , Let V be and Fvinjector of a group G. If V.L. H 6 G. V is also an
.F·injector of H (cf. [2] on page 338). . .

Prooj Let { 1} = Go ~ G¡ ~.'" -s G, := q ' be a series of G verifying the hypo th esis of
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lemma (3.2). We'll con sid er the series of H 1 = H, -s H, -s H2 :::l ..• :::l H, = H, defined
by H, = G,n H i = 1 ... n . As H i+,/ Hi == (G¡+l n H) . G¡/ G¡ ¿ G¡+I/G¡ and the c1asses of
... - ( tt ') ·groups and that of nilpotent groups are S-c1osed, the series of H thus obtained
verifies the same hypoth esis ass umed for the series of G. Furtherrnore, since H, n V =
= Gi n V is a maximal F-subgroup of G;, V n H¡ must be a maximal F-subgroup of H¡
i = 1 ... n, he nce b y lemma (3.2) V is an F-injector of H.

(3.4) Lem m a. Ler G be a group , M :::l G and V be an F-subgrou p of G such that M n V
is an F-injector of M and G = M . V, Then , V is an F-injector of G. (cf. [l] ;on page 150).

Proof As G is s:-solvable, we can refine the series 1 :::l M :::l G, untill we ob tain another
one 1 = Go :::l G, :::l ... :::l Gn = G wh ich verifies the hypo th esis of lernrna (3.2). Lét 'm E N

. (m .¿ n ) be su ch that Gm = M. Since we have assumed that V n M is an F-inj ecto r of
M, G, n V must be a maxim al F-sub gr oup of G, o ¡¿ i ¿ m. Now, we'Il prove tha t for
th e rem ainíng values of «[», th e previou s res ult fo llows bein g vali d , hence the lemma
rem ains proved, Let i be suc h th at m < i ¿ n and V, an F-subgroup of , G¡ suc h . th at
V n Gi ¿ Vi. Since b y hypothesis G = M-:-V, it follows th at G¡ = M (G¡n,V) and
V, = ' (M n V ,) . (G¡n V). On the other hand, th e F-rnaxirnality of M n V implies th at
VnM = MnU¡ so V , = (M n V¡). (Gi n V) = (M n V) . (G, n V) = G¡n V" .

(3.5) L emma . Let G be a group, H :::l G and V be an F-injector of G. All Pvinjectors
of H are of the form V () H, an d furthermore G = H . NG(V n H ).

Pr ooj According to the defin ition , V n H is an Pvin jector of H, and according to
th eir conjugac y, all F·injectors of H are of this form o For an y element x of G, V ri H 'and
(V n H )" are conjuga te in H , therefore exist hE H such th at X . h E NG'(V n H ), th a t is
x E H .NG(Vn H ).

(3.6) L emm a. Let G be a group and N :::l G. Each Pvinjector V of. N, is 'a pronorm ál
su bgro up in G.

Prooi For all g E G, V and Vg are F-injectors of N, so according to (3.3), they are
also F·injecto rs of (V, v g) . The conjugacy of F-in jectors in (V, V)g completes the proof.

(3.7) L emma. Let V be an F-injector of a group G. Then, V covers or avoids eac h
chref factor of G. '. t • •

Proof Ler H/K be a chief factor of G. If IH/KI = po:' (p E "') t hen H/K is an abe lian
gro up , K. (V n H ) is normal in H , so by the lernrna (3.5) , it is also - normal in G. Then
nece ssari ly K. (V n H ) = H or V n H ¿ K. If H/K is a ...'-group , V covers H/K as being
F ¡r-sa turated there exist Gr.' E Hall 's;-(G), such that G r.. ¿ V.

IV. The 'class P. 7t-saturation across injectors

Let X and Y be two c1asses of gr oups. If we im pose the condition th at every group
of class Y should possess X·in ject ors, it is easy to show th at c1ass X must necessaril y be
a Fitting c1ass.

Taking as Y, th e class of .....solva ble groups, is it possibl e to find an d additional con­
dition to the on e of th e existence of X-inj ecto rs, for all gro up G, which allows us to
discover (a nd charac terise) the state of ¡r-satura tion of c1ass X?

As We p rove b elow, th e answer is affirmative; the fundamental theorern is orientated
in this sence, sínce, as we ha e p roved in it the injectors are of ¡r-index in G, in other
words , every ínjector of G contains a Hall ¡r'-subgroup of G.

In the following F den otes a Fitting c1ass with respect to which, every ¡r-solvab le gro up
posses ses a single conj ugated c1ass of F-in ject ors.

Given a se t of prime numbers o such that o e ¡r, it defines the c1ass FlT (cf. [4] on
page 104) as follws.
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(4.1) Deiinition

Fa- = { G 13 G~ E Hall , (G) su ch that G~ .L.. V}

where we have denoted by V an F-injector of ,,-solvable group G.
We could define the class Fa-' s im ila rly.

Conse quences oi the definition

a) F = Fa-nF~' .

b ) If VL H~ G E Fa- and V is an Pvinj ector of G, then H E F~.

e) F = Fet. U~, .

(4.2) Lemma, Th e following statements are equivalent .

i) For every ,,-sol vable group G, the F-inj ect ors of G are of rr·in dex in G.

ii) F = F".

iii) F = F. U". ({=9 F is rr-satu rated ).

iv) F'" is the class of alí rr-solvable groups,

Poof i ) {=9 iv) trivially.

i) =} i i ) Always verify F e F". Let G E F" be. An P-injectcr V of G contains a Hall
rr-suogroup of G, so from i), and fr om the conjugacy of t he F-inj ectors, G = V E F.

ii) =} iii) F = F" = F". ur.' = F. U" ,.

iii) =} i) By the fundamental theorem .

Therefore, the rr-sa tu ra te d Fitting classes rcmain characterised as the classes X with
respect to which eve ry rr-solvable group possesses X-injectors conjugate and of rr-index .
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A LAGRANGIAN APPROACH TO THE K - S THEORY

by

M . C A L V O

Departamento de Fí sica de la Tier ra y del Cosinos .
Uníversidaa de Zaragoza (España)

Abstract

Tran sfor mations which increase the number of variables are considered establishing
the relation between t he lagrangian fo rmalism in the tw o sets of variables. This result
is ap plied to ob tain the K - S theory

1. Introduction

\ Th e use of certain sers of redundant variables to describe sorne problems of Celestial
Mechanics per mi ts to formulate them by means differential equations well suited for
numerical in tegra tion or the application of perturba tion theori es . For instance, Broucke
et al (1973) h ave ernployed fo ur variables in the Kepler 's perturbe d problem: two of
them det erminin g the orientation of the oscula ting pl ane of motion the other two the
position in this planeo Scheifele (í970) has proposed several ca nonical set s of redundan t
variables applying them to the prob lem of sa tellite. Another very impor tant set of varia­
bles is provid ed by the Ku staanheimo-Stiefel transfor mation , Kepl er's problem formula­
te d in the K-S variable with a suitable time is governed by the differential equations
of a four dimen sional harmon ic oscillator.

In this pap er transformations wh ich increase the number of variables are considered,
establishing the relation between the Lagrange equa tions in the two sets of variables.
Taking into account these results the differential equations of Kepler's perturbed problem
in the K-::: rar iables are obtained in a s traightfor wa rd manner.

2. Transformations íncreasíng the number of variables

Let Xh x" ..., x, be the independent coordina te s of a dynamical sys tem whose lagrangian
function is L (x", xl ..., x.', x" x" .., x.), where «: is the de rivative of x" with respect
to the independent variable s. The correspon ding differential equations are

(1)

ex. = 1, 2, ..., 11
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this means that L comes from substituting (2) into th e Iunction L. Lagrange equations

corresponding to L are

(8)

(7)

(5)

(3)

(2)

(6)

(4)

o f
[L] x __a._

a. ax¡

/Il ::"'1l

[;s (:~, )- :~J :~¡
- 294 -

af
X' = - -Xk'

a. OXk

::L = 1, 2, ..., Il

t:(x' x ) = L ( :s f (x) , f (x) )

[L ]x. = ~ (!!.-) _oL = O
1 ds OX¡' 0 "%(

i = 1, 2, oo., /Il

8L oL o x ' a L a xa. a.
- -= - - -- +----
e x ¡ »»: o "%¡ exa. o x ¡

st. e t. a' fa. _ , e t. of a.
- -= - - x ; + - - . - -

o%¡ oxu.' O%¡ OXk o Xa. 'O%i

_ d ( oL: ) st.
[Lh ; = - - ~ ----::;- =

ds a Xi ox,

d: (:: )= ~s (:x~ ) :~¡ + :~, a :: f~ x¡ "%/

Inserting (5) and (8) into th e lagran gian derivative (Eh ; we get

) Ón the other hand, ta king into account (6)

Let us cons ider a transformation

0 •••_ . :

, .,

therefore

equation (5) can be writteri

and by us ing

(in .the following Greek indices wiII tak e va lues between 1 and n while latin indices
wiII ron from 1 to 111).

Now let us pro ve th at if x (s ) is a solution of equation (4), its image by (2) is a
solution of equations (1). Befa re proceeding it is convenient to introduce the following
summation conven tion: whe neve r we have a term with repeated indices th e term 'is to
be summed over the enti re range of each re peated indexo Now fr om th e rules of partia l
derivation we have

from the' m·dimensiona1 variable x into the n-dimens iona l vari able x . Fu rther th e jaco­
b ian matrix of (2) is assumed of rank 11.

We define the fun ction L (x' , '\;) by



(10)

(13) .

(11)

(l2)

(14)

eu-

a H

ds = (l/r) dt

v = V ( X I> x2, X3) is the perturbing potential
K the Gauss constant of gravita tion

r = (x 2
, + X22 + x23)' j2

xa. are the momenta. The canonical differential equations are

Let s 'be the new ficticious time defined by

A LAGRANGIAN APPRÚACH TÚ THE K- S THEORY

where

this means that the Iagrangian der. vative of L along any path X (s) ise related with the
lagrangian derivative of L along X (s ) = f (x (s) by.

af a.
[[L = [L] _ --

X i 'x;a. a 'X¡

To establi sh the K-S theory it is necessary to make a transformation increasing the
number of variab les and to introduce a ficticious time; let us begm with the latter.

The lagrangian function of Klep ler perturbed problem is

Then, if 'X (s) satisfies (4) the left hand sides of (9) vanish and consequentIy we
have an homogeneous linear syst em with m equat ions an d n unknowns [L] x a. whose
matrix coeficients has rank n, trerefore along x (s) = f (x (s) we have
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3. Application to the K-S theory

which proof our statement.

The lagrangian function (lO) is referred to the tim e t; in order to obtain the
lagrangian in the case of s as independent variable, we note th at the hamiltonian
correspon ding to (10) is

where v;

Now one can in troduce the new independen t variable s in the hamiltonian (13)
taking into acc ount the following property (Wíntner. :p. 127):

If X (t), p (t) is solution of (13) which have a fixed ene rgy constant, h, that is H" = h,
then x (t (s»" p (t (s» is solution of a canonical sys tem
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(21)

(20)

( 18)

(17)

(16)

(15)

(m

. (23)

~' )- x,
X,

- X ,

- x,
.- x,

X,
x,

- x,
x,
x,\

- x,

L = 21x'12+ h. Ixl'- I~I' V (x (x»

x = S (x)x

(

XI
_ x,

S(x) = _x,
x,

x = (x" x" x,?

L = - H + fJ,X' 1 + p,x', + p,x', '=

= ! r - I (X" I + x" , + x" ,) + h. r - r V + K'

H = r (H* - h) = ! r (¡T, + p', + p' ,) - K' + r V - r h

S (x') X = S (x) x '

x' = S (x )'X + S (x)x' = S (~' ) x + S (x )x'

r = Ixl = [ x . Xl ' /' = [SX . SX] '/'
= [x . s: 5X]'1' = I~ I '

On the other and the velocity vector is

(E is the four order unit matrix). From this is follows

Let us recall that the K-S transforrnation is define d by

x' = 2 5 (x) x'

Ix'12= x ' ,. x' = 4 [S (x) • x' ] • [S (x) x' ] =

= 4 Ix l2 Ix'l' = 4 r Ix'I'
Accordi ng to (19) and (22), lagrangian funct ion (16) , disregarding the constant K

becomes

then
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S (x) s : (x ) = sr (x) S (x) = Ixl' E

o
x" - (h/2) x = - (1/4) - [Ixl' V]'

OX
which agree with those in the K - S theory.

This is the lagrangian of a four harrnonic oscillator with frecuency (-lt/2)' j' and the
corresponding equations are

at this stage we rnake the assurnp tion that x and X' satisfy the relation

and (20) con be written

Trans formatio n (17) is of type (2), with In = 4 and n = 3, also its jacobian rnatrix
has rank 3. Now it is our ai rn to substitute (17) in (16); in arder to do that we note
that matrix S satisfies

'and th er efor e

wherc

and satisfies the invariant relation H = O. Conversely to every solution of (15) with
H '= O belongs a solution of (13) with energy li H " .

Deno ting with prime derivatives with respect to s, th e lagrangian L corresponding
to (15) is

where the hamiltonian H is given by
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La Función de Tr an smisi ón como se sabe, es una función compleja cuyo mó dulo
es la relación de contraste entre la imagen y el objeto, para cada frecuencia espacial.
El po der separador . del inst rumento se obtiene para la fr ecuencia corespondiente a!
contraste nulo. La fase mide el desplazamiento de las frecuencias espaciales de la im a­
gen con respecto a las de l objeto .

A pesar de haber transcurrido dos décadas desde la introducción de la F. D. T.,
existe n serios problemas en su aplicación de riv ados todos ellos de las condiciones y
método de medición empleados.

Hasta tal punto llega la dispersión de datos obtenida que en un congr eso , celeb rado
en Londres en 1966, de la Sociedad de Fotogramet r ía se pretendió sen tar las bas es para
el tarado de montajes y método de medida .

Como consecuencia de es to, el Instituto Sira distribuyó un juego de lentes , a través
de unos 30 lab oratori os especializados exten didos por todo el mundo, con el fin de que
se mi dieran sus respectivas funciones de transmisión. Las ca racterísticas de estas lentes
pueden apreciarse en la Tabl a 1.

J. R. DE F. MO NEO Y J . J. B ARANDALLA

The conditions for the validity of the Optical Transfer Function (OTF ) .n a photc
graphic process are studied with specia l attention to positives . A cri ter ium is s tablis he c
to choose the best emulsion and the optimal w orking conditions. Several pract ical pro .
cedures are presented for the measurement of the OTF in an «optica l systern - nega t ive­
positive » sequence. Among other results, when the image of a sl it is ana lized by thr
scanning method, w e find an apparent n arrowing of the sli t .

Introducci ón

APLICACION DE LA F. D. T . A LA DETERMINACION DE LA
CALIDAD DE IMAGENES FOTOGRAFICAS: 1) MEDIDA
DE LA F. D. T. EN SISTEMAS OPTICO - FOTOGRAF ICOS

Abstraet
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1.' FASE

2.. FASE

Algunas técnicas existentes para la medida de la F.D.T. en fotografía'

y los resultados obtenidos, daban una dispersión en contrastes, de 0,1 aproximadamente,
incluso para contrastes baj os y para todas las frecuencias.

Pos teriormente, el Servici o Br itánico de Medidas, puso en circulación en 1970, unas
normas encaminadas a unificar en lo po sib le, la dis persión de medidas en los labora­
torios.

A pesar de todos es tos inconvenientes, la utilidad de la F. D. T. en la medida de
carac terísticas de in strumentos ópticos ha sido ampliame nte confirmada por la expe ­
riencia.

Por otra parte, y estando encaminado este trabajo hacia imágenes fotográ ficas de­
bemos realizar el estudio con el sis tem a completo LENTE-PLACA.

El problema que aquí se presen ta es el de no lin ealidad de la película, debido como
se sabe a varias r azones, pero fundamentalmente al fu ncionamiento logarítmico del
ennegrecimiento y al efecto de ad yacencia del revelador .

En cuanto a la aplicación de la Trans formada de Fourier a receptores fotográficos,
ésta llegó a partir de los estudios de Selwyri" sobre poder r esolutivo en 1948, aunque
la aplicación directa de la F. D. T. tuvo lugar mucho más tarde, prácticamente durante
la década de los 60.

Parte matemática de la pri mera fase:

La imagen qu e se ha de formar en la 'placa tiene , an tes de incidir en la gelatina , in­
mediatamente ante s, un a distribución de luz i (x, y ). Y en la gelatina, sería :

i(~,11) ® P (~ ' 1] ) = e(x,y)

es decir qu e la exposicion efectiva e (x, y) será el pro du cto de convolución de la exposi­
ción incidente i (~, 1]) por la distribución de luz del punto ext enso P (~, 1]). Obsérvese que
el punto extenso, lo es, por hab erlo «extendido» la propia gela tina . En forma integral:

e(x,y) = JJ+7 (~, 1] )' P(x -~, .. •
- 00

Independientemente del sis tema óptico, formador de la im agen en la placa fotográ­
fica (independientem ente, porque el resultad o total será el producto de ambos proce­
sos ), se consid era la películ a com un sistem a que ensancha la imagen de un punto lu­
minoso. El proceso se desdobla en dos fas es:

1.0 Formación de la im agen latente en la gelatina y difu sión de la luz por ésta.
2.° Fase de revelado.

Distinguiremos dos concep to s: exp osición teórica y exp osición efectiva, para difere n­
ciar entre la iluminación te órica que debe llegar a la placa y la iluminación real , menor
que aquélla, deb ido a la difusión en la gelatina. Una representación gráfica del fenó­
meno puede ser la siguiente:
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(1)

l (u , v) = ff [ i (x , y )]

R (u , v) ff P [ (x, y) ]

E (u, v) = l (u, v) . R (u , v)
Siendo

donde u, v son las frecuencias espacia les en ambos ejes. Por tanto,

<p' = u' + v'
quedaría :

La distribución en una sola dirección:

E (u,v) = Jfe (x, y ) exp [-2" i tux + vy)] dxdy

la transformada de Fourier de e (x, y) será:

La parte imaginaria de la función R (cp ) es idénticamente nula ya que la gelatina es
is ótiopa y por tanto existe simetría circular. Así el argumento de dicha función será

y según la definición de F. D. T., R (u, v) es la propia F. J . T. de la película , para
la primera fase.

Podemos r educir, por comodidad, la ecuación (1) a una sola dimen sión ya que e;
proceso fotográfico es isótropo.

Llamando

J
+OO

h (x ) = - ooP (x, y ) e/y

donde h O;) es la función «línea extensa». Y claro está,
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Obsérvese asimismo que para aplicar la transformación de Fourier se requiere que
el proceso sea LINEA L y para ello han de cumplirse dos postulados :

1.0 el de superposición
2.° que el proceso sea estaciona rio' ).

En el proceso fotográfico se cumple generalmente el segundo postulado pero no el
primero, debido principalmente al efecto de adyacencia y a la relación no lineal entre ex­
posición y respuesta (densidad) . Para poder aplicar la transformaci ón de Fourier a es tos
sistemas no lineales hemos de descomponer el sis tema en dos :ases .

Estamos en la primera fase del pro ceso fo tográfico, donde pasamo s de la im agen
«sobre» la gelatina a la im agen «en» la gela tina .

En esta primera fas e se forma la im agen latente en la emulsión de la gelatina, y
puede considerars e lineal (aunque la difusión óptica no lo es).

La señ al de entrada en esta fa se es la imagen «sobre» la gela tina (exposición teóri­
ca ). La de salida, es la imagen «en» la gelatina o imagen la ten te (expos ición efectiva) .
A su vez, ésta efectúa las veces de señal de entrada en la segunda fase o revelado. La
señal de salida será la transmisión o la dens idad óptica de la imagen ya revelada

Para la primera fase, sabemos que si:
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nulo. Por tanto el módulo de R (<p) da una representación completa de la F. D. T. de l
material fotográfico':" en su primera fase.

No obstante, supongamos que tenemos una distribución incidente sobre la gelatina
de forma sinusoida l, la exposición efectiva, nos dará una distribución sinusoidal, por
ser el proceso lin eal. La segunda fase - el revelado- no es lineal (p or el paso a escala
de densidades y por los efectos del revela dor) y entonces la señal de salida no será
igual que la de entrada, es decir, no tendremos u na distribución de luz sinusoidal. Po­
demos desarrollar esta señal como una serie de Four ier con una frecuenc ia fun damental
que será la de la señal sinusoidal seguida de otros t rminos, armónicos de más altas
frecuencias . Pero ocurre que tanto la película fotográfica ordinaria com o el papel se
comportan como filtros" de baja con lo que estos armó nicos de altas frec ue ncias qu e­
dan atenua dos , siendo prácticamen te la señal de salida sinusoida l.

Si el efecto de adyacen cia es fuerte, la F. D. T. to tal , no será la mi sm a qu e en el pro­
ducto en cascad a de la F. D. T. de cada una de las fases. Pero en estos casos es más
inter esante la funció n qu e describe el efec to de adyacencia qu e la propia F. D. T. El
efecto de ad yacencia ac túa com o un filtro de altas frecuencias.

Si se quiere tener p resent e el efec to de adyacencia existe una corrección dada por
Sayan agi" en la que su pone qu e dicho efecto, que expresa la distribución de difu sión
de sustancias reductoras de la veloci dad del revelad or , es negativ o y proporcio nal a la
diferencia de exposición entre dos puntos. Siendo x, y coordenada s ortogonales en la
superficie de emulsión, la distribución de exposición efectiva j (x, y) y la "efect iva en la
película revelada i' (x, y), se t iene:

i' (x, y) = j (x, y) - fi3j (x', y) - j (x, y) ] q (x - x' , y - y) dx' dy'

Aplicando el teorema de la convolución se obtiene:

J' (u , v) = {l + Q (O, O) - Q (u, v)} J (u, v)

donde J' (u, v), J (u, v) y Q (u, v) son respectivamente las transformadas de Fourier de
i' (x, y), j (x, y), q (x, y) siendo u, v las frecuencias espaciales.

La función Q (u, v) es positiva y decrece gradualmente a cero al au men tar la fre
cuencia espacial. La ecuación anterior explica el fenómeno observado, por el cua l -de­
b ido al efecto de adyacencia- en la gráfica de la F. D. T. para películ as, existe un
contraste mayor que la unidad para las frec uencias muy bajas.

Inconven ientes de estos métodos:

a) La exposición efectiva se calcula a par tir de una exposición incidente (s inus oida l)
pero sobre la p laca reve lada, la cual introduce errores en la determi nación de la expo ­
sición efectiva e (x, y), er ro res qu e p rovienen de los efectos no lin eal es del revelado .
Entre otros el de Adyacencia (migración de las espec ies activas e inhibidoras del revela­
dor ). Además sólo po demos calc ular la F. D. T. del efecto de difus ión de la luz sob re
la gela tina (es decir sobre la imagen laten te o efec tiva) pero desconocemos por comple­
to el efecto de revelado.

b ) El revelado introduce una distors ión de armónicos y aunque act úe como filtro
de baja fre cuencia, siempre queda el hecho de ser aproximadamente linea l, a l desarro­
llar la señal sin usoidal en serie.

Por otra par te y en general, tendremos en la placa reve lada imágenes extensas y ade­
más en NEGATIVO. Por tanto deberemos repetir todo el proceso con sus aproximaciones
para pasarlas a POSITIVO. ·
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[2]

[4] .

Sustituyendo (2) en la expresión ante rior.

y expresando TN en función de EN, en la fórmula anterior queda:

Bp = C T N

don de TN es la t ran smi sión de l negativo y e una constante de iluminación.

Análogamente, el positivo revelado dará u na transmisión

Que nos da la dependencia exponencial del factor de transmisión con la expostcio 1 .

Supongamos ahora que la luz transmitida por el negativo revelado, im presiona por
contacto una nu eva película (positivo) . La exposición re cibida por ésta será:
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T'; = cte . B~/NYp

donde la transmisió n del positivo depende de la exposición del negativo, exponencial­
mente, con el produ cto de los GAMMA de negativo y positivo empleados. Pa ra que este
pr oceso sea lineal bas ta con que se verifique la condición de :

)'N • )'p = 1

los métodos anteriormente descritos, no parecen muy ace r tados al aplicarlos a es­
tudios de imágenes extensas, máxime cuando deben realizarse observaciones en el
POSITIVO.

No s parece m ás idóneo considerar el conj unto NEG ATIVO-POSITIVO como un sistema
cer rado e independiente, incluidos los efectos de revelador tanto en el NEGATI VO como en
el POSITIVO.

Según este planteami en to el proceso óptico-fotográfico tomaría las siguientes fases :

a ) Fo cali zación de la imagen, a través del sistema óptico, en la placa fotográfica.

b ) Fase NEGATIVO-POSITIVO (N - P ).

Si la fase (b) fuese lineal, el problema estaría resue lto y po dríamos ap licar criterios
de calidad sobr e la imagen fotográfica fina l.

Mediante un estu dio adecuado en la elecci ón del ma terial fot ográfico, po de mos 113­
cer que .dich a fase sea lineal. E st a eng loba en un todo, los procesos de im presión-reve­
lado del negativo , im presión-revelado del positi vo .

En efec to; para el negativo podemos expresar que :

DN - DNA = )' N (lag BN - lag BN - la g BN A ) [1]

do nde como es sabido, D = lag liT; siendo T el factor de transmisión para intensida­
des, del negativo una vez revelado. La pendiente de la recta es el GAMMA de la película )'N'

y Bv es la exposición dada al negativo.
El punto A, de coordenadas (D

N A
, lag B

X
) corresponde al límite infer ior de la zona

lineal en la curva H - D.
Expr esando la fórmula (1) en transmisiones:

Técnica de linealización «N·P» para procesos fotográficos
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Lo m ás conveniente es em plear un negativo de bajo contraste (YN < 1) y un posit ivo)
de alto (y,. > 1), para contrarrestrar la distorsión de armónicos.

El sistema N - P (sis tema LO - HI) así formado actúa para to dos los efectos como
único sis tema, en el cual la intensidad (exposición) a la entrada, es p roporcio nal a la
intensidad de salida (transmisión del positivo), cumpliéndose los requisitos necesarios
para la aplicación de la transformada de Fou rier.

Como consecuencia lógica del es tu dio del sistema N - P para intensidades lumino­
S:l S, podemos aplicar los mismos res ultados a pl acas holográficas, trabajando con amo
plitudes.

Pu esto que en la reproducción de una imagen hologr áfica , lo deseable es que tenga
un a distr ibución de intensidades proporcional a la del objeto, es p recis o que el factor
de transmisió n para amplitudes en el holograma revelado, sea p roporcion al a la inten si­
da d recibida por la pl aca fo tog ráfica . Esto se cumple para un a emuls ión en la parte
in ferior de la curva H - D. Si no qu eremos lim it arnos a esta zona, para aprovechar ma­
yores variaciones de la exposición , podem os acudir a un a pareja N - P, la cual no s eví­
ta rá la falta de lin ealidad, t rab ajando en la zona rect a de la curva H - D. Siendo -eN el
factor de transmisión de amplitudes en negativo, tenem os -e'N = K N EN; impresiona ndo
por contacto ot ra placa (posit ivo):

que una vez reve lada , dará :

-e' p = K, Ep- Yp = K ENYNYp

Tp = K ENYN YNf2

Eligiendo una pareja N - P de modo que y" . yp = 2 estare mos en las condiciones de­
seadas.

Los límites inferior y superior de la zona lineal en estos sistemas N - P, se localizan
para cada revelador y temperatura.

Material fotográfico y condiciones de trabajo

Se han realizad o prueba con cinco ti po s de ' pelícu la y diversos re veladores. Hem os
selecciona do KODAK PLUS x PAN PROF para el negativo y AGFA COPEX POSITIVA para el po sitivo .

Los procesos de reve lado para negativos KODAK han sido realizados con D-76 a 20° C
y 6 minutos y a 30° C, 6 minutos respec tivamente, cons igui éndose una gamma adecua:
do en este segundo caso.

A pesar de es ta te mperatura (30° C) no ha existido problem a de desp ren dimien to de
gelatina. (Se obtuvieron unas t rescientas pl acas) . -

Las característ icas del negativo a 2'0° C/6 mino ofueron de un y~ 0,55 Y zona lineal
ú til de 0,6 a 1,8 aproximadamente, en escala de densidad es; las del negativo a 30° C/6 mi­
nutos de y~ 0,7 Y zona útil de 0,8 a 2,9 aproximadame nte.

Post eriormen te se probó a revelar el negativo a 20° C/ 12 mino obtenién dose un
y~ 0,75 de p romedio.

Así pues, se ha adoptado:

NEGATIVO: -Película KODAK PLUS x PAN PROF (22 DIN)

- revelador D-76
- tiempo de revelado : 12 minutos
- temperatura: 20 ± 1°C

- fijador ácido rápido KODAK, 10 minutos a la m isma temperatura.

- 304-



APLlCACION DE LA F. D. T . A LA DETERMINAClON DE LA CALIDAD DE IM AGENES

POSITIVO: - Película AGFA COPEX POSITIVA

(5)

La ecuación (5) será cierta
siempre y cuando trabaje­
mos simultáneamente en las
zonas lineales de las curvas
H - D del positivo y negativo.

Es interesante buscar los
límites entre los que esto
sucede.

Representemos en un dia­
grama las densidades del
positivo y negativo respecti­
vamente, y tracemos en él
la recta dada por la expre­
sión (5). Su posición depen­
derá del valor de Do, Y éste
a su vez, del parámetro C
en el que está incluida la
exposición dada al positivo.
(Fig. 1).

D,.

Fig.l

La técnica del revelado es idéntica que para el negativo.
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- revelador D-163 (1: 1)
- tiempo de revelado : 2 mino

- temperatura: 20 ± I °C
- fijador rápido ácido KODAK, 10 minutos a la misma temperatura.

YN = 0,75
Dm:ax- l ineal = 1,40
Dm1n o lineal = 0,40

Yp = 1,34
Dm'J. JC . lln ea l = l J05
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tomadas dentro de la zona lin eal más extensa .

donde:

Elección de la zona de trabajo:

A partir de la ecuación (4) podemos obtener:

D, = Do- ypD.v

El revelado se realizó a las 24 horas de su impresión. Así mi smo el preparado de
reveladores y fijadores; empleándose en cada proceso , de doce placas s imult áneas, lí­
quidos nuevos.

Valores medios de las constantes de la curva H -D:

Valor es m edios de las constan tes de la Curva H - D:
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Aumentando el tiempo de exposición o la intensidad con que se ilumina el negativo,
la recta se desplaza paralelamente a sí mi sma hacia arriba.

Por tanto, el m ayor interval o lineal de la expresión (S), se obtiene para valores de e
comprendidos en tre los qu e dan las rectas A y B de la figura.

En nuestro caso, podemos aprovecha r todo el intervalo lineal del positivo (densidad
de 0,30 a 1,05), pero sol amente una variación de den sidad de 0,56 en el negativo. Hemos
elegido dentro de la zona lin eal de la cu rva H - D para ne gativo, el tramo comprendido
entre DN A = 0,4 (lím ite infer ior ) y DN • = 0,96 donde los puntos NA y NB se refieren a
los límites inferior y superio r r esp ect ivamente. Esto significa que trabajamos sobre la
recta A. En ella hemos fijado el punto de trab ajo P, cerca del extremo de A pero sin
llegar a alcanzarlo, pa ra evita r en la práctica qu e pueda salirse de la zona lineal.

Este punto corresponde a una den sidad del negativo DN = 0,90 y del positivo D, = 0,38;
así mismo corresponde a la imagen de la parte más luminosa del objeto y ha servido
para tarar el material fotográfico, probando la exposición necesaria en la práctica, para
negativo y positivo.

De todos modos es tos va lore s son resultados de promedios estadísticos .

Medida de la función de transmisión

Ordinariamen te en la s medidas de funciones de transmisión para luz incoherente se
acostumbra a trabajar con luz monocromática . El paso, a luz blanca se realiza consi­
derando ésta como mezcla espec tral. Quizás, pa ra el desarrollo teórico de la cuestión sea
esto más pr áctico.

No obstante, en nuestro problema deb emos atenernos a la realidad de los hechos.
Recordemos que se t r ab aj a con objetivos fotográficos y película en blanco y negro.
Por tanto tendremos que realizar medidas experime ntales de la F. D. T. para luz blanca.

Obs ervado el fen óm eno desd e el punto de vista fotométri co , se cumplen los requisi­
tos de lin ealidad e isoplanatismo, ne cesarios para la aplicación de la transformada de
Fourier.

En el po sitivo revelado te ndremos (s i se cumple la condición )'N ')'1' = 1) que la
intensidad

donde O es la distribución de lu z del objeto y D la mancha que en el positivo y en in­
tensidades, ha producido un punto objeto. Debemos observar que no nos interesa cono­
cer la distribución espe ctral de la luz con que trabajamos. Siempre y cuando sea la mis­
ma en todos los casos, el efecto de ennegrecimien to en placa será idéntico.

La transformada de Fouri er de la in ten sidad 1 en la imagen positiva.

fT (1) = fT (O) • fT (D)

i (u) = o (u) • d (u)

Pretendemos medir d (u) = fT (D); esto no es otra cosa que la relación de contras­
te existen te entre la imagen y el objeto para cada frecue ncia espacial.

Es decir la función de t ra ns misión del sistema.

Técnica de medida

Se determina la F. D. T. del sis tema óptico-fotográfico po r el análisis de la imagen
de una r endija .

Se mide la distri buci ón de intens ida d de es ta imagen y se calcula la correspondiente
t ransformada de Fourier.
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i(u)
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nd = 1,51925 ± 0,0001
ne = 1,51659
n i = 1,52527

v = 59,8 ± 8 %

1', = 70,795

e'J = 11,8
I'J = - 89,195

nd = 1,614 ± 0,001

n, = 1,160914

.nI = 1,62566 .

v = 37,2 ± 0,8 %

1', = 501,19

e12 = 5,0

siendo i (u) la transformada de Fourier de la seña l dada por ~l desintóm etro; 0 1 (u) la
correspondiente a la rendij a objeto en coordenadas del espacio imagen, y o, (u) la re­
lativa a la rendija de barrido del propio densitómetro. Se obtienen im ágenes sobre
doce planos de enfoque tomando como referen cia el plano paraxial re pitién dose el ex­
perimento para varias posiciones de campo y varios diafragmas.

d, = ---,----
o, (U ) • O, (u )

Descrtpcí ón de la técnica: método A

Este método consiste en obtener la imagen de una rendij a a través de todo el sis tem a
OBJETIVO·N EG ATIVO·POSITIVO, tras la linealización de la parej a de películas negativo-positivo.

A la señal recogida en positivo tras su análisi s con desintóm etro se la aplica la transo
formada de Fourier para obtener la F. D. T., d. . del siste ma completo Q·N·P:'

Se han desarrollado tres m étodos"!":

a) Medida global de la F. D. T. total del sistema OBJETI VO· NEGATI VO·POSITIVO (Q·N·P) ,
por el método de rendija.

b) Medida de la F. D. T. total, como producto de las corresp ondient es al obje tivo
y a la pareja N - P, ambas calculadas por el método de re ndij a .

e) Medida global de la F. D. T. total del sist ema Q·N·P po r el método de contrastes
entre el objeto y la im agen.

El estudio ha sido realizado con un objetivo formado po r un dobl ete pegado , cuyas
características, dadas por el suministrador 'son las siguientes:

La focal del sistema es de 175 mm,
Hemos colocado el vidrio flint delante para obtener un a mayor aber ración de la

imagen .
La distancia del obj eto a la lente es de 2460 ± 3 mrn ., y de ésta a la imagen paraxial,

de 188,4 mm.
Un error de apre ciación de ± 3 mm. en la posición del obj eto, se traduce en 0,02 mm.

para la posición de la imagen . En nuestro caso tomaremos diver sos plano s im agen a
intervalos de 1 mm., partiendo del paraxial como base de referencia; po r tanto la ap roo
ximación es más que suficiente.

Los diafragmas a utilizar alternativamente, son dos, de diám etros 5 mm. y 30 mm.
res pecti vame nte, situados a 12 mm. por detrás de la última sup er ficie. Las aper turas
rel ativas son de 1/33 y 1/5 ,4 respectivamente.

Las aberraciones y demás pormenores del sis tema ópt ico t rab aj ando en es tas condi­
ciones, han sido determinadas por M, J . YZUELll ) en trabajos anteriores , sirviéndonos es­
to s resultados de orientación en la det erminación de la F. D. T. del instrumento .



i" (u)

O, (u) • o, (u)
dN - p = - - -----

Método e

deberá darnos la F. D. T. obtenida POI -el m étodo A).

d L • d.v_p = d, .

siendo o, (u) la Transformada de Fou rier de la re ndija ob je to; o, (u) la de ' rendija de
barrido del densitóm etro, y o, (u) la de la rendija de impresión por contacto.

Si la anchura 2 a, de cualquiera de las rend ijas u tilizadas es tal que 2 au.¿ < 0.1,
puede considerarse su correspondiente transformada de Fourier como la unidad con
error' ) menor del 2 % . Donde um,' es la frec uenc ia espacia l ' máxima.

El producto:

o, (u) • O, (u )

Con la misma rendija ob jeto que en el experimen to anterior, se obtiene la distri­
bución de luz de la imagen aérea dada po r el obje tivo, barriéndola con una rendija,
animada de velocidad un ifo rme y recogiendo la señal en un re gistrador .

El proceso se repite para todas y cada un a de las posiciones de plano imagen del
método A), así como para los mismos campos y dia fragmas. De esta forma cada posi­
ción plano imagen tiene su homóloga en el método A) y podremos comparar ambos .

La F. D. T. para cada plano imagen se ob ti ene a partir de la distribución de luz obte­
nida de la imagen correspondiente.

La función de transmisión de la pareja N - P, se obtiene po r el mismo método de
rendija. Impresionan do con una rendij a por contacto el negativo y pasand o al positivo .
La señal se mide con densitómetro y se calcula la correspondiente transformada de
Fourier .

De este mo do, si d¿ es la F. D. T. del obj etivo y dN _ p la del sistema N - P:
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Esencialmente análogo al A) en cuanto a procedimiento se sustituye la rendija obj e­
to po r un test sinusoidal que cubra todo el rango de fr ecuendas transmitidas por el
sistema; recogiendo la imagen en pel ícula negativa y pasando al positivo. Las dive rsas
po siciones de p lano imagen se corresponden con las de los métodos an teriores.

La F. D. T. se mide experimentalmente, sobre el po sitivo como relación de contrastes
y frecuencias espaciales.

El test empleado por no sotros ' es un Foucault de tipo almena. Aunque en general
esta clase de te st no es aconsejable para la medida de la F. D. T. por contrastes, debido
a los armónicos , en nu estro caso , no resulta peligroso debido a que el sistema N - P
los fil tra. Y en efecto, observamos que a par tir de las 2 l/rnm, se comportaba como
sinusoidal, no siendo interesante para nosot ro s el es tudio de la F. D. T. para frecuen­
cias de este orden ya qu e prácticamen te el sistema se com por ta como pe rfecto .

(h = - ---- -
i' (u)

Método B



APLICACION DE LA F. D. T. A LA DETERM INACION DE LA CALIDAD DE IMAGENES

El módulo de la F. D. T. calculad a viene expresado por:

Resultados

i(u)

sen n al u sen tt a, u

Lymm. CONTRASTE

3,2 0,98
5,7 0,87
8,1 0,68

11,4 0,58
14,3 0,39
17,9 0,28
22,8 0,19

i(u)

o, (u) . o, (u)
d, (u) = - - ---

l. Imm. i(u) o¡ (u) o, (u ) d, (u)

3,2 0,88 0,8-5 1,00 1,02
5,8 0,64 0,59 0,99 1,10
7,8 0,42 0,34 0,97 1,27

Como puede apreciarse los valores que toma d, (u) son a todas luces inadmisibles.
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Comparación con el método (A)

donde la normalización ya va incluida en i (u ): . Ia anchura de la rendija objeto reduci ­
da (en espacio imagen) es a, = 0,092 mm. La anchura de la re ndija de barrido del densi­
tómetro en las mismas coordenadas val e a, = 0,016 mm.

Por ejemplo, para contrastes al rededor de 0,7 en la medid a experimen tal (7 l.zmrn.) .

El peligro de estas medidas cons iste en qu e las bajas frecuencias, contrastes proxt­
mos a la unidad, pueden qued ar fa lseadas aludiendo a las razones expuestas a lo largo
del trabajo.

Para evitar en lo po sible, errores in ad ver tido s to mamos en nu estras comparaciones
la zona media de contrastes.

De la comprobación de las diversas técnicas se observa qu e los métodos A y e no
se correspondían en ab soluto. El método e, es emine ntemente exper imental; mide la
F. D. T. de todo el proceso óptico fotográfico de form a directa.

Por el método A) se ca lcula la F. D. T. a partir de los resulta dos ob tenidos en la me­
dida de la distribución de inten sid ades, para la imagen de rendija, en positivo.

Como ejemplo de los resultados obtenidos pueden se rvir los siguientes:

MÓDULO F. D. T. DIRECTA (MÉTODO (C» para eje, abertura 1/33, y plano imagen a 1 mm.
por detrás del paraxial (plano para xial entre el obje to y el plano imagen) para algunas
de las frecuencias medidas. .
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0,95
0,83
0,70

dt' (u)

3,2
5,8
7,8

l .l mm.

Al trabajar con sistemas fo tográficos, a pesar de no ser éstos lin ea les, pue de utilizar­
se en ellos la Función de Transmisión empleando un a pareja de películ as negativo-posi­
tivo , de modo que el producto de gammas sea la unidad. Con ellos se logra una zona
lineal suficientemente amplia. Esta, queda comprendida en el diagrama DN - Dp (de nsi­
dades de negativo y positivo), entre dos rectas con pendiente - Y

p
'

Estas rectas contienen a los punt os de máxima dens idad lineal del positivo y míni­
ma del negativo y de máxima dens idad lineal de l negativo y mí nima del posit ivo.

Para trabajar con métodos ho lográficos in teresa que el produc to de gammas YN • Yp= 2.
Esto puede aplicarse a la obtención de redes sinusoidales .

Si se calcula la F. D. T. global de un sistema óptico fotográfico, mediante el barrido
de la imagen de una rendija, debe tenerse en cuenta que el proceso fotográfico reduce
las dimensiones eficaces de la rendija.
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Comprobando la anchura de rendija obtenida en positivo observamos qu e, efectiva­
mente era de ap roximadamente 0,066, cuando la imagen geométrica, supuesto al sistema
perfecto, debía de ser de 0,092.

Añadiendo qu e el sistema tenía fuertes aberraciones, sin olvidar la difusión en .a
placa fotogr áfic a, la anchura de la imagen debiera ser mayor de 0,092.
. Para imágenes de campo con abertura 1/33 se dab a el caso de un a rendij a teóri ca
at' = 0,05, ob teniéndose el mismo resultado para imágenes en eje y abertura 1/5 ,4. Sin
embargo este fenómeno de estrechamiento -no se observa en la imagen impresionada
por contacto d una rendija, ya que al no haber aberraciones, el borde de playa en la
imagen ti ene un a pendiente muy alta y la distribución de luz decae cas i instantánea­
mente al pasar de la zona bl anca a la negra. No obst ante, este fenómeno es tá siendo
sometido a un es tudio más completo y por el mom en to es aventura do pred ecir su pro -
cedencia . .

Conclusiones

A la vista de estos resultados se optó por tomar una rendija al teó rica, ta l que di (u)
se pareciese lo más posible a la F. D. T. medida experimenta lme nte. Es te valor es de
a' = 0,066 mm., para eje. La nu eva d, ( u) calc ulada por este mé todo da valores tales
com o



P OR

Abstract

(2)

(3)

00 1 ( R) 2n
B; (R, 8) = - (sen 8) B; ~ --- -- P'2"+1(cos O)P'" , (cos 8 ),

,,=1 2 n + 1 r
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M. W. Garrett' ? ha des arrolla do un método para el cálculo aproximado de campos
magnéticos producidos por s ítsernas con u n ej e y un plano de simetrí a perp end iculares
ent re sí. Para estos sist emas es conveniente el uso simultáneo de coordenadas cilíndricas
(Z , P, fl» y esf éricas ' (R , 8 , <1» : con un eje po lar común que es el de simetría (Fig. 1) Y
un origen comú n situado en la in tersección del eje con el plano de simetría. En estos
sistem as de coordenad as W. Fran zen" da expresiones para la inducció n magnética B, en
función de los polinomios de Legendre. En par ticular , para un sistema formado por dos
espi ras circulares, igua les , paralela s y re corri das por la misma corriente 1, con sus cen­
tros situados en un eje perpend icul ar a am bas (Fig. 1) ' se obtiene para las componen­
tes de B:

s , (R, 8) = s, [ 1 + ~l ( ~ )" 2np '2r.+ 1(cos O)P2" ~ cos 8 ) ], (1)

NOTA SOBRE EL DISEÑO SISTEMATICO
DE BOBINAS HELMHOLTZ

1. - Inducción magnética creada por un par de espiras circulares
en condición Helmholtz

M. A. REBOLPmO y E. BERNABÉU

Introducción

A simplified m ethod for the des ign of Helmholt z coils of rectangular cross section is
presented in this communic ation . The aproximations used in this work are discussed.

Departamento de Física Fundam ental , Cát edra de Optica
Uníversídad de Zaragoza (España )

La producción de campos magnéticos muy homogéneos en un a determinada region del
espacio puede llevarse a cabo con diferentes dispositivos , siendo uno de los más usados
las bobinas Helmholt z.

Aunque la teorí a necesaria para calcular el campo magnético producido por unas bo ­
binas Helmholtz está ampliamente desarrollada' )2), el diseño de unas bobinas 'Helmholtz
de calidad, que respon dan a unas exigencias preestablecidas, puede resultar tedioso si no
se op era de forma sistemática .

El propósito de este trabajo es presentar un m étodo muy simple para llevar a cabo
de forma óptima el diseño de unas bobinas Helmholt z.
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(4)

FIG. 1

Gau ss.
(

4 " ) ( Sen
zo

)». = e, (O, O) = 10 --r-o l.

Tabla 1

1'2«)= 3x, p ;C <) = f ( 5x ' - 1)

1'.\ ( x) = t ( 7< '- 3) x , p 5C<) = 185 ( 21 x'-14 x '+1)

1'6 ( x) = t ( 23 1x ' - 2 10x ' +35) x

1' jC x) = 176 (42 9 x'- 49 5x ' +1 35x ' - 5)

1'8(x) = 196 ( 7 15x ' -1 00 1x' +385x ' - 35) x

1'iJ( x ) = 14258 ( 24 3 1x '- 4004x ' +2002 x ' - 30 8x ' +7)

1'2(x) = t ( 3x ' - 1) 0' 1'4«) = ~ (35 <' -30<' +3 )

1'6« ) = 11b ( 23 1<'- 3 1S<' 0+010 5<'- 5)

1'8 (x ) = Th- ( 6435x'- 120 12<' +6930x' -1 260x ' +35)

Como justificaremos más ad elante, cuando se cumple la condición de Helmholtz, CI

y e, son muy inferiores a la unidad, inclusive en los casos usuales más extremos. Por
ello Cl puede despreciarse fr en te a 2 CI y por tanto B C>!. B¿ lo que indica que la máxima
variación de B debe tener lugar en los puntos para los que sea máxima la variación de
B z, que ocurre para e = O. Para este valor de e se anula B; y sólo es preciso calcular
B¿ para conocer la inhomogeneidad.

Para los puntos de °inhomogeneidad máxima se obtiene, utilizando la condición de
Helmholtz,

siendo CI y C" según veremos, del mismo orden de magnitud; por lo que
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B' = Bo' (1 + 2 CI + CI ' + Cl).

En la Tabla 1 re copilamos los polinomios de Legendre y sus derivadas primeras, neo
cesarias para evaluar (1) y (2), no siendo habitual tener qu e utilizar polinomios de orden
superior.

Para que el campo magnético sea lo más homogéneo posible en torno al centro ha y
que disponer las espiras de forma que PJ ' (cos fJ ) = O, con lo que las variaciones de B z, Y
B, no dependen más que de potencias orden cuatro y superiores de Rlr. Esta condición
se llama de Helmholtz y se veri fica para COSZ O= l /S, o lo qu e es lo mismo para p = 2 z.

La máxima variación de B respecto a su valor en el centro se obtiene, para un de­

terminado valor de R, cuando e = O (puntos del ej e). Es ta afirmación se justifica si se
tiene en cuenta, que según (1) y ~2),

siendo (intensidad en amperios y longitud en centrímetros)
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FIG.2

Plano de
s imetría

Cuando las bobinas constan de varios pa res de espiras, no pueden cumplir la condi­
ción de Helmholtz todos los pares simultáneamente, por lo que aparecerán al sumar to­
das las inducciones magnéticas términos dep endientes de (R /r)2; sin embargo una dis­
tribución conveniente de las espiras pu ede hacer que la suma de estos términos se
anule.

' ~~d . t'
l;J~__Q!Lslm.~-.!J.E_

l' a r

Podemos suponer, en buena aproximación, qu e las -bobinas con sisten en dos anillos
de sección rectangular (Fi g. 2) de lados 2 a y 2 b. Designemos por (o. z) o (r, O) las coorde­
nadas de un punto de la sección y por (po. lo ) o (ro. 00) las del centro de la sección. El
cálculo de Bz (2, O) se reduce a una integración de (1) sobre el área de la sección. Como
B z (2, O) es una función de a y b, puede realizarse un desarrollo en serie de potencias
de a y b, obteniéndose"

e, (2, O) = el:) ~I ( se:: O. ) ( 2 0 + ~2 e: )'.2 > ( : r+ ... ] , (7)
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en la que se obs erv a que el valor máximo de B p , para un R dado. es aproximadamente
igual a la mitad de la inhomogeneidad máxima. Esto justi fica el haber supuesto CI y C2

del mismo orden. Para calcular B; con precisión no es suficiente con el primer término
del sumatorio de (2), ya que para los valores de e próximos al qu e anula P: (cos e)
(e =: 49.1066 0

) es preciso añ ad ir el segundo sumando.

s, (R, ea) =: e, [ 0.9504 (~_ ) 4_ 1.0217 (~ ) 6 + 0.1094 (~ ) & + . . . ] , (6)

2. - Bobinas de muchas espiras

Para estimar el grado de aproximación qu e se obtiene cua ndo se limita el número
de términos en (5). vamos a considerar el caso extremo del cálculo de B¿ en los puntos
de una esfera con centro en el origen y tangente a los planos de las espir as. Si para cal­
cular B z en los puntos de inhomogenei dad máxima (punt os de tangencia ) tomamos en
(5) uno. dos o tres sumandos. cometemos errores del 7.2, 2.1 Y 0.16 % respect ivamente.
Estos resultados indican que se puede utilizar (1) desp reciando las potencias de Rlr de
orden superior a seis con aproximación excelente y justifican la suposición de haber
considerado Cl muy inferior a la unidad . En general las bobinas Helmholtz se diseñan
para proporcionar gran homogeneidad en una zona de extensión reducida en torno al
origen . por lo qu e puede calcularse B¿ con buena precisión sin más qu e 'u tilizar el primer
término del sumatorio de (1).

Es in te resante conocer, ad em ás de la inhomogeneidad máxima. el valor máximo de la
componente radial de B, ya qu e es perpen dicular al campo qu e se pret ende generar y
puede ser perjudicial si supera ciertos límites. Debido al pequeño valor de Rjr podemos
suponer en buena aproxim ación qu e el máximo de B; y del pr imer término del sumato­
rio de (2) se presentan para el mismo valor de e (ea=: 23.87790

) . Utilizando ia condición
de Helmholtz en (2) se tiene
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3. - Método de diseño

Teniendo en cuenta que este par de espi ras cumple la condición de Helmholtz se
obtiene

(8)

(9)

( ID)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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1'0 = R (1.8/1) 'r = 1.1583 R I)-lr.

(lo = ro sen 60 = 0.8944 ro = 1.036 R II -I/,-

a.o = 1__
1
_ (~) 2 + .. . "

12 1'0

afb = 0.928

( b )2 ( a )2
a., = 3.1 -;: -3.6 -;: + . . . ,

(l. = - 1.8- 10.27 ( -Z-)2 + 12.32 (~ ) 2 + ... [.]

(
4 tt ) ( sen ' 00 )

B o = -- N I --- <:1.0 ,

10 I~

Bz(R,8) = s, [1 + ,~ ( ~ )'n2 u-
1

(l' (n - I) P'n(cos 8 ) ],

00 1 ( rRo) '"B, (R, 8) = - (sen 8) B; 2: --- (lo-' fJ., (,, -1) P'». (cos 8),
,,=2 2 n + 1

Si elegimos la sección de los anillos tal qu e

se anula (l" obteniéndose de (1) y (2)

en la que N es el número de pares de esp iras que forman las bobinas. Los coefici entes (lo ,

a." a... , en el caso de que la condición de Helmholtz se cumpla para el centro de la sección
r ectangular (cos- 60 = 1/5) se expresa n en serie de potencias de afroy bl r, como

siendo B; el valor de la inducción magnética en el centro de las bobinas. De esta manera,
como en el caso de un solo par de espiras , B¿ Y B, dependen de potencias de Rlr de
orden cuatro y superiores.

El diseño de unas bobinas Helmholtz debe responder a unas exigencias de valor . de
campo magnético y de inhomogeneidad máxima en una determinada región en torno al
centro. Esto condiciona los radios y grosores de las espiras, la distribución de éstas en
los anillos, así como la resistencia eléctrica del conjunto y la intensidad de corriente
máxima necesaria.

Sea 11 la máxima variación rel ativa que puede permitirse a B respecto a Bo, para
un determinado valor de R. De este dato deb emos deducir los valores de r o y (lo (Fig. 2).
Si reducimos los anillos a un par de espiras, utilizando (5) y despreciando los términos
de grado superior a cuatro se obtiene

con



(23)

(22)

(20)

(21)

(19)

(18)

Q=
32 a b po r¡

NIM

1M = -- = 196.35 d2
nm

NI,\( = 250 S' = 785.4 ab.

25 ros;
NI,\/ =-----

La resistencia de cada anillo viene dada por

Tomando en (14) «o = 1 e 1 = l .u se obtiene

2 rosen' 60 8 70

Esta ecuación junto con (18) y la condición (11) no s proporciona los valores de 2 a
y 2 b.

Queda por determinar el diámet ro, d, del hilo conductor , que viene condicion ado por
la intensidad y voltaje máximos (h, V F, respectivamente) que puede suministrar con bu e­
na estabilidad la fuente de alimentación . Supuesto qu e en los lados de longitud 2 a y 2 b
cab en n y m capas de hilo resp ectivamente, se debe verificar d = 2 ai n = 2 blm, qu e
junto con (18) da

d4

en la que r¡ es la resistividad del hilo. Si los dos anillos se disponen en serie debe veri­
ficarse

y si se disponen en paralelo

ob teniéndose el valor de d por simple tanteo.

Como en general los anillos tienen varias espiras, es preciso utilizar (12) con e = o
y la condición (11), obteniéndose

N OTA SOBR E E L DISE ÑO S IS T EMATICO DE BOBINAS H E LMH OLTZ

ro
área se reduce a S' = -- S = ro ab. Un valor ap ropiado para la máxim a intensidad de

4
corriente, 1M, qu e debe circular por un hilo conduc tor de cobre para evit ar un calenta­
miento excesivo es de 250 A/cm.2 por lo tanto no es conv eniente que la in tensidad de
corriente máxima qu e atravi esa cada anillo supere el valor
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s, (R, O) = s, {1 + [-1.8 + 0.3398 ( ~o ) 2] [1--il (~)2]-1( : ),1+ ... } . (17)

Aun en el caso de ser blr; = 1/ 5 que cor res pond e a un as bobinas ' muy gruesas, los
coeficientes de (R/r)4 en (5) y de (R/ ro )' en (17) se diferencian en un 0.42 %. Es por ésto,
por lo qu e podemos utilizar para el diseño las expresiones (15) y (16) en el cálculo de
r o y po' De igual man era podemos tomar en (14) CLo '= 1, come tiendo pa ra el ejemplo
citado un error en el cálculo de B, de 0.33 %, per fectamente admisible en el diseño.

La determinación de las dim ensiones de la sección norm al de los anillos se hace aj us­
tándose a las exigencias del valor máximo , B M , de la inducción magnética que se desea
obtener en el centro de las bobinas y a las necesidades de disipación del calor producido
por efecto Joule. El área de la sección 'no rmal de uno de los anillos es S = 4 ab; pero
como cada anillo está formado por superp osición de espiras de sección circular , este
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Concluido el diseño puede ser de interés el-cálculo de Bl , B; y B, que puede realizarse
utilizando las expresiones (1), (2) Y (4). Pa ra tal fin hemos confeccionado un programa
en FORTRAN para un IBM 1620, que su ma los campos producidos por todos los pares
de espiras.
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NOTA
SOBRE EL DISEÑO Y CONSTRUCCION DE UNA MESA

OP'l'ICA PARA HOLOGRAFIA

POR

M. QUINTANILLA y M. A. GARCÍA QUINTAS

(Departamento de Optic a . Univer sidad de Valladolid (Espa ña)

Abstraet

An inexp énsive and ad equate ta b le fo r ho lografy is descr ibed . The cha rachteristics
of th e material employed are given .

Las figu ras interferenciales registradas por las placas holográficas sue len te ner una
frecuencia espa cia l muy alta; es ta frecuencia es la qu e determina el grado en que el medio
reg istrador deb e manteners e fij o respecto a la figura interferencia!. Así mismo, y en el
mismo ord en , han de mantenerse fijo s los haces que interfieren para dar un a figu ra
es ta cionaria . Las interfranjas más pequeñas encontra das cuando se forman holo gr amas
son del orden de la longitud de onda de la luz utilizad a para su reg istro, digamos del
orden de una micra. Por todo lo anteri or, deb emos as egura r que los movimien tos rela­
tivos du rante el ·t iemp o de la fo rmación del hologram a sean despl azamien tos menores
que ' una fracción de u.ia longitud de onda .

Para asegurar qu e se cumplen las cond iciones anteriores , to dos los componen tes
ópticos , así como el ob jeto, la fuente de luz, y el medio registrador deben se r m ontados
sobre mesas ópticas o bancos ópticos antivibratorios, lo que puede conseguirse con
mesas pesadas. El que la mesa óptica sea pesada se ut iliza para asegurar que la reso­
nancia mecánica de la mesa sea de muy baja fr ecuencia (-::>L S Hz ) me nor qu e las vib ra ­
ciones encontradas normalmente en un edifi cio .

Todos los efectos anteriores se dism inu yen grandemente si el t iempo de exp os ición
es pequeño, lo que requiere fuentes laser de mucha potencia. Con los láseres de gas
no rmales y la s películas holográficas utilizadas, el t iempo de expo sición suele se r de
alguna fración del segundo para objetos relati vam ente pequeños.

El coste de una m esa antivibratoria comercial es relativamen te caro para mesas de
un tamaño adecuado (60 cm. x 100 cm. de área); es po r ello qu e no s hem os visto
obligados a diseñar y construir nuestra propia mesa.

El diseño qu e expone mos es tá basado en el trabajo de R. F. CLEVELAND Y S. P. ALMEIDA' ,
si bi en tu vimos que adecuar todos los mater iales a los qu e se pud ieron encontrar en
el mercado loca!.

Como elemento elástico amortigu ador hemos ut iliza do goma espuma come rcial' ,
sumini st rada en planchas esrándard de u n metro de anch ura y once milímetros de
espe sor, cuyas características elásticas hubieron de me dirse. Para ello se u tilizaron
probetas de área 100 x 100 mm. y espesor el de la pl an cha es tá ndar. Los resultados
de fat iga (Kg/dm-) defo rmaci Sn unitaria (M .fLo ) po r compres ión , se muest ran en la
Fig. 1.

Iberlatex, goma espuma Calidad 50\.
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NOTA SOBRE EL DI S EÑO Y CON S TRUCCION DE UNA ME SA OPTICA

De la gráfica se puede esperar que, t rabajando en la parte no lin eal (de menor pen­
diente), la histéresis elá stica produzca una amortiguación apre ciable. Elegimos como
punto de trabajo de la goma esp uma un a carga de 7,5 K g.fd m' . Calculado el m ódulo
de Young dinámico determinamos qu e la frecuencia propia era de aproximadamente
4,5 Hz , para un espesor de goma de 10 cm. sin carga, lo qu e se consigu ió superponiendo
diez planchas de las mencionadas anteriormente .

La mesa se construyó, como indica el dibujo (Fig. 2), u tili zando cuatro hoj as de
madera prensada para la base y ta pa y madera de pino gruesa para los laterales .

Se preparó una mesa de laboratorio robusta y re forzada sobre la que se colocaron
las planchas de goma espuma y sobre ella se colocó la caj a, de modo que la superfici e
apoyase uniformemente sobre la superficie libre de goma espuma . La carga necesari a
se consiguió utilizando saquetes de plástico rellenos de arena, cada uno de un peso
de cuatro kilogramos. Se pudieron ad ecuar un total de cien to seis , lo qu e supuso una
carga de aproximadamente cuatrocien tos veinticuatro kilogramos, qu e unido al pe so
propio de la caja dio los quinientos kilos necesarios para el punto de trabajo adecuado.

La tapa se construyó con dos de las planchas de madera prensada, poniendo en tre
ellas cuatro láminas de goma espuma. La plancha inferior se sujetó a la caja mediante
tuercas que se ajustan a tornillos en los laterales, como puede apreciarse en la figu ra,
y la superior a la inferior mediante tornillos suj etos a barras de hierro transversales
que permiten modificar la compresión de la goma espuma.

Sobre la superficie libre se puso una plancha de hierro cadmiado de tre s milímetros
de espesor, que permite la fijación mediante im anes de todos los elementos ópticos,
su fijación a la madera se efectúa mediante un m arco de aluminio atorn illa do lateral­
mente a la plancha superior de la caj a.

Para probar la m esa se montó un disposi tivo inter ferencial del tipo Mich elson con
elementos sujetos magnét icamente a la superficie de la mesa, los b razos del interfe­
rómetro fueron de medio metro y el las el' fu e colocado en el otro extremo de la mesa,
por lo que los movimientos re la tivos pueden consid erarse que era n sign ific ativos de
toda la superficie. Se hicieron di ferent es ensayos con el fin de verifica r qu e las pre­
visiones eran corectas; con medi a carga se pudo ver qu e la mes a no funcionaba bien
pues, dando percusiones fu ertes en el su elo próximo a la mesa, se p roducían sus tit u­
ciones en las interfran jas y duraban un tiempo apreciable las oscil aciones. A carga
total por el contrario no llegab a a apreciarse un despl azamien to de una interfranja y
el movimiento era, en apa r iencia, amortiguado instantáneam ente. Se han hecho holo­
gramas de los tipos más distintos, con espaciado de la re d po rtadora de menos de dos
micras y tiempos de hast a un segundo no habiendo encontrado en ningún caso corri­
miento de las interfranjas.
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Introducción

SISTEMAS
MERCURICO

AMINAS AROMATICAS A
PRESENCIA DE ACETATO

PO R

ADICION DE
DIENICOS 1,3 EN

En ante r iores publ icacione s (1,2) hemos descr ito un nuevo método de obtención de
sistem as heterocíclicos a través de la re acció n de am ino mercuriación-des me rc uriación de
dienos 1,5 de cadena ab ierta y cerra da. Asimismo estos sistemas diénicos resultan ade­
cua dos a través del mismo tipo de re acción para la preparación de compues tos mono
y bi funcionales con fun ciones iguales o dis tintas en la cadena (3.4). Siguiendo con es ta
lín ea de trabajo, observamos la po sibilidad de sintetizar diaminas 1,2 a tra vés de un
proceso sencillo, como es la aminomercuriación-desmercuriación de dieno s 1,3, lo cual
nos proporcionaba adem ás los reactivos de partida para u na posterio r reacció n de het e­
rociclación intermolecular.

Los rendimientos obtenidos en diam inas 1,2 varían ampliamente de una re acción a
otra, ya que si bien la reacción de mercuriación t ran scu rre con rendimientos muy altos
en todos los casos, la de desm ercuriac ión con BH,Na ofrece la mayor parte de las ve­
ces dificuItades*.

Con objeto de generalizar el método, elegimos t res dienos represen ta tivos como son:
uno de cadena lineal butadieno-1,3, otro de cad ena ramificada isopreno y por último
otro de cadena cíclica, ciclohexadieno 1,3. Las aminas empleadas fueron anilina y p-elo­
roanilina.

321 ~

* En nuest ra ya amplia experiencia en la red ucción de sistemas orga nomercúricos con BH,N a
nos encon tra mos en mu cha s ocasiones qu e, sin razón aparente que lo justifique, el mercu rial evolu­
ciona hacia com pu est os orgánicos de mercurio estables fren te al agente reductor. En época reciente
hemos desar roll ado un nuevo método general de reducción de sistemas organomer cúricos por inter­
cambio Hg-Li .(5, 6).

** El exceso de amin a es necesario para evitar reacciones de competencia del ace ta to.

Discusión de resultados

Cuando se hacen re accionar un dieno 1,3 con una amina aro mática primaria en pre­
sencia de acetato mercúrico, en la p roporción 1, 5, 1**, se obtienen diaminas 1,2 rnercu­
riadas en las posiciones 1,4 según el esquema de reacción sigu iente:

In th e-reaction of 1,3 dienes with mercuric acetate in th e presence of prímary Aromatic
amine s, th e correspondin g 1,4 me rc ura te d 2,3 cliamines can be ob tained . Th e re duc­
tion of these compounds with NaBH, in alcaline med ia yie1ds rh e 1,2 diamines without
mercury.

Abstract
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Esta hidrogenolisis se efectúa en las «mejores» condiciones (en medio THf-anllina
lib re) encontradas para este proc eso , pero se observa que la reacción no transcurre más
allá del 75 % res pe cto al mercu r io precipi tado.
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*** En época mu y recien te hemos puesto a pun to un nuevo método de síntesis de estas diami­
nas 1,2 ut ilizan do olefinas sencillas y acetato de tal io III con res ultados altamente satisfactorios (7).

Las diaminas mercuríadas , fueron posteriormente reducidas con BH,Na en medio
alcalino obteniéndose sist emas diamínicos sin mercurio***, como se esquematiza, a con­
tinuación:

Por interc ambio en- los prod uc tos diacetoxi con halogenuro potásico en una reaccion
de doble descomposición , se aislaron los correspondientes compuestos bromomercuria ­
dos con rendimientos, en to dos los casos, superiores al 80 % según el siguien te esquema:

Los resultados obtenidos a partir de los dienos ensayados, se esquematizan en la
tabla 1.



SI ST EMAS DIE NICOS 1,3 EN PRESENCI A DE ACETATO MERCURICO

En la reducción de todos los productos apuntados en la tabla 1, excepto para el caso
y = Cl con ciclohexadieno, se obtuvieron aceites muy viscosos cuya purificación se lleva
a cabo por destilación de los disolventes. Para el caso de ciclohexad ieno con p-cloroani­
lina se obtiene un sólido re cr is talizable en eta nol. Los re sultados obtenidos se rec ogen
en la tabla 11.

T,, 01:1 11

Ti empo de Rt o . (/~ )
rea cc i 6n

Pro ductos m8rcu ria do s Pro duc . r esult nn t es

Y=H Y=Cl Y=f1 Y=Cl

'P'":::l" "'o"4-V(p ) :(" O"4-V(P)
24h 1/14h 50 6 El

Ac OSg- im C6 H4-Y(p) f1C 6H4-Y(p)

AC OHgX~ HC 6H4-'{(P) )::""'''4-V(P)
30h 25

/lc Ofl g- i! HC
6

H
4

- Y( p ) NHC
6H4

-Y( p)

IIcGflg a ""s''4-V(p)(X'''''O""-V( p)
12h 1h 65 7 0

r:HC6 f1 4- Y(P) NHC 6H/¡- Y ( p )
/l cOHg

Parte experimental

Aislamiento de los 1,4-diacetoxi y 1,4-dibromomercuri, 2,3-bis (p-clorofenilaminoj-ciclo­
hexano.

Sobre 4,8 ce. (50 mM) de ciclohexadieno-l ,3 y 50 g. (0,4 M) de p-cloroanilina en 100 ce.
de THF se adicionaron con agitación, 31,8 g. (lOO mM) de (AcO)2 Hg instantáneamente.
A las 12 h . la reacción ha concluido. Se añadieron 100 ce. de MeOH al medio de reac­
cien: quedaron 21 g. de sólido blanco sin disolverse (Rto.: 50 % ). PF : 170° (desc.). An á­
lisis: 3,08 % N (teórico para CnH"O,N2Cl,Hg: 3,28 % N) . IR (en nujol) : " N. II 3300; VCoo- ;

1600; "<;>: 1600, 1500 Y 840 cm -l.

A la solución metanólica del diacetato se añadieron 12 g. (100 mH) de BrK en 50 ce.
de H20; precipitó un sólido blanco (l2 g. Rto.: 27 % ). PF: 200° (desc.). Análisis, 3,4 % N
(teórico para Cl,H 18N2CI2Br,Hg: 3,13 % N) . IR (en nujol): " N' II: 3350; "cp: 1600, 1500 Y
820 cm-l .

Aislamiento del 1,2-bis-(p-clorofenilamino)-ciclohexano.
Se realizó la experiencia en las condiciones de la exp. anterior y se redujo en el

medio de reacción adicionando 500 cc . de NaOH 0,5 N Y 3,7 g. (lOO mM) de BH,Na di­
sueltos en 50 cc. de NaOH 2,5 N. Después de 1 h. precipitó Hg O; se extrajo con éter ,
al extracto etéreo se secó con SO,Na2 anhidro y se eliminaron éter y THF a 15 Torr;
se destiló al exceso de p-cloroanilina a 10- 1 Torr, quedando 13,5 g. de sólido anaranjado
(Rto.: 70 % ). Se recristalizó de EtOH obteniendo cri stales ana ra njados de ' PF: 60-2°
Análisis: 64,22 % C, 6,03 % H, Y 8,12 % N (teóricos para C18H2lJN,Cl, : 64,47 % C, 5,97 % H,
Y 8,36 % N). IR (en nujol) : VN-H: 3400; "cp: 3020, 1610, 1580, 1520 Y 815 cm - l. RMN (en CDC1J
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y en CDCl3 + D20): /lell: 1,7 (rnult.): /len : 3,6 (mult .); /lNIl : 3,4 (si ng .): /lcp : 6,8 (m ult .)
ppm .

En todos los demás casos, las reacciones se realizaron de forma análoga .
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1. Introduetion

Abstraet

Ext en sive research has been done about the physicochemica l behaviou r of aleohols
an d amines. The most di rect in form ation proceeds from the spectroscopic methods (IR, Ra ­
man and NMR) , th at show not only the existence of as sociates but also th eir great
variety and complexity (linear dimers, cyclic dimers, linear cha ins , cyclic poli-mernbered ,
branched chain, etc ., associa tes). In previou s papers we have discussed the volumet ric
and calormet ric behaviour of tert. butyl-alcohol an d tert. b utylamine with isooctane,
benzene and carbon tetrachlcride": 2. ' ) at several temper atu re s '1nd caleulated the hydro­
gen bond energy in tert. b utyl-alcoh olv" . As. in the pure s tate both aleohol and amine
are each ass ociated systems, is to be expe cted th at in th eir mix tures th ey wil! rem ain
more or less self associated , too.

There are sorne .studies about the complex form ation between aleoho ls and amines .
Thermodynamic studies has been done by Nakanishi et al.(S) (H E and VE of m etyla leohol +
n-butyl, + diethyl and + triethylamine systems) and by Findlay and COOp(6) (H E and GE
of pyridine + ethy l and -1- n-butyl-alcoho l) ,

Hussein and Millen'?' lave made a infra-red spectroscopic inves tigation of amins­
aleohol sys tems in vapour pha se. From the frecuency disp lacements (t ak en as a measure
of hydrogen bo nd strength in the complex) they conclude th at the amines can be pu t
in an order of electron donating ability in h ydro gen bo nd formation . Based upon NMR
spectra of aleohol + arnine mixtu res, Hyskens'!' concluded th at primary amine s and
aleo hol s form p ri ncip ally as soci ates of 1: 1 type, Lamber ts and Zeegers-Huyskens'?' have
studied amine + alcohol mixtures (R - OH + BuNH" + Et,NH and + E t,N) and obtained
for the enthalpy of cornp lexing values ranging fr om - 7.76 to-4.89 kcal mol- l.

In the p resen t papel' we have made a therrnodynamic study of th e tert. butyl-al­
cohol + tert, butylam ine systern, a t 303.15 K. As we wil! see th e behaviour of the exp e­
rimental curves of VE and HE are consistent with th e assumptio n of complex forrnation
in that systern,

HE and VE measurem ents have been m ad e at 303.15 K for th e tert. butyl-alcohol + tert.
bu tylamine system . Th e resu lts obtanied are consisten t with th e assumptio n of complex
formation in the mixture. Using the Lamber ts: meth od the .iquilibriu m constant, K•.,
and th e enthalpy, 11 H u, of the complex formation have bee n cvaluated.
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2. Experimental

a) Liquids

All the liquids were the same as those used previously'>", as we re their purification
and conservatíon methods .

b) Excess va/ume measurements

For determination of excess volumes of the studied system we have used the dilato­
metric method fallowing the experimental technique previously described' "? The dilato­
meter was ch ecked, at 298.15 K with the cyclohexane + benzene mixture'!" su gested as
a standard'!".

e) Heats oi mixing measuremen ts

Excess enthalpies were measured using th e calorimet er described elsewhe re'!" ?" ,
This calorimeter is isobaric and iso therrnic, and op erate s in th e ab sence of vapour
phase. However, the op eration method was modified because tert . butyl-alcohol + tert.
butylamine system is strongly exoth ermic. For this reason, a continuous diÍution method
was followed; a previous calibration was carried out to achieve the th ermic disequilibria
of mixtures in each of the amine-rich and amine-poor regions (x.:::::'" 0,25). To keep the
thermic disequilibria in the mixing processes of the same order ofmagnitude as those
produced in the cal ib ration, one of the limbs of the calorimeter was filled with a diluted
mixture of alcohol in amine (whose HE values are known from the calibration measu­
rements) and the other with pure alcohol. From the heat of dilution so determined, the
excess enthalpies were calculated in the whole composition range,

3. Results

The results obtained in the determination of V E and HE for the system under study
are contained in tables 1 and 11. Both series of results were correlated by a equation
of the form:

and the standard deviation of the measurements, (J . was calculated from the equation:

(J = J~ B?
n- a

where B is the absolute deviation of the measurements, n the number of determinations
and a the number of coefficients in the fitted equation.
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TABLE 1

Experimental excess volumes V E for tert . butyl-alcohol (1) + tert . butylamine (2) , at
303.15 K.

V E V E V E

XI XI XI
cm' mol :' cm3 111 0 / - 1 cm' mol:'

0.136 -0.614 0.380 -1.206 0.696 -1.023
0.233 - 0.919 0.465 -1.256 0.752 - 0.903
0.301 -1.084 0.567 -1.224 0.776 - 0.845
0.314 - 1.109 0.624 -1.140 0.886 - 0.473

These results we re fitted by lea st squares method in th e equa tion :

V E/XI X, = - 5.0171 + 0.3440 ( XI - x, ) + 0.0845 (x, - x, )'

with a standard deviation of ± 0.0074 cm ' mol - l.

TABIE II

Exp erimental excess enthalpies H E for tert . butyl-alcoh ol (1 ) + tert . bu tylamine (2),
at 303.15 K.

H~ H~ H E

XI --- x¡ --- XI ---
J 1110/- 1 J 1110/- 1 J 11101- 1

0.040 - 276 0.361 -1528 0.794 - 998
0.102 - 612 0.443 - 1556 ·0.841 -826
0.157 - 888 0.582 - 1531 0.900 -584
0.230 - 1213 0.671 - 1337 0.960 - 237
0.279 - 1328 0.751 -1200

These results were correlated by .

H E/ XI X, = - 6386.2 + 461.7 (x , - x,) -213.9(x , - x, )'

with a standard deviation for H E of ± 26 J mol- l.

4. Enthalpy of complexíng and díscuss íon

The experimenta l curves of V E and H E, at 303.15 K, show that rmxing of ter t. butyl­
alcohol and tert. butylamine is accompan ied by a strong contrac tion and a markedl y
cxother mic effect . Th e minima at X = 0.5 are in agreemen t with the assumption of foro
mation of a 1: 1 complexo

For calculating the constant, K Il , and the en tha lpy, 11 H Il , for com plex formation ex­
clusively from the thermic results , we will use the Lamberts me tho d". The limbs of the
calorimeter were filled each time with solution s of alcohol and am ine in isooctane
sufficiently diluted to obtain a final mixture without selfassociation. The volumes of
alcohol and amine solutions are always kept in a 1:15 ratio approximately. Concentra­
tions of the alcoholic solution is such that in the final mixture it s value must de less
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(1)

(2)
(CA + Ca + l /KIl ) - v' (c A + Ce + 1/ K Il )' -4 Ce C,I

2
C12 =

Substitution of (2) in (1) leacls to the cqua tion:

K 12 = 3.0

Ó H I , = - 25.0 kJ mol "

Ca = el + en

CA = C, + C12 •

Cll = K 12 CI C,

- 329

wh ere C I and c, are respectively the concen tra tions of free amine and alcohol in th e
mixture.

There fore:

When the experimental results obtained with di fferent concen tra tions of ami ne (for
a given one of alcohol) are replaced in the last cxpresion, wc will ob ta in constan t values
for Ó H Il only if the value asigned to K Il is the correct one. Th e me thod of ca!culation
consists of plotting Ó HIl as a function of C e for different KIl values select cd in an
arbitrary way; when the graph is a lin e paralIel to abscisse ax is, the K Il va lue \ViII
be the correct one. Fig, 3 shows the results of th is method ap plied to the tert, butyl­
alcohol + tert, butylamine system in isoo ct an e at 303.15 J(, fo r K 12 va lues between 1 and
5. It is seen fro m this that the best values for K 12 and Ó H Il are :

where V is the volu me of the mi xture.

If the equ ilibrium constant of complex formation , K 12, is known , C Il ca n be ca lcu latccl
fr om the total concentra tion of amine an d alcohol (c e ancl C,b respective ly) in th e m ix­
ture then:

th an '0.05 mols /I, then in th ese con ditions it can be considerecl that there is no selfasso­
ciation . The concentration of the amine solution was modified from one experiment to
another.
. Increasing the amine con centration , the character of the mixture changes progressively
fr om endothermic to exothermic. In fact, th ere is a rup ture of hydrogen bond s O-H-O
of . alcohol associates (e ndothermic effect), but at the same time a format ion of
0 - H _. N bonds occu rs in the ami ne-a lcoho l cornplexes. These ef fects are a lso poin ted
to in the heats of mixing of the binary systerns studied by Findlay '<'.

Therefore, we h ave for the mi xin g process

Ó he = Ó h.; - Ó h d

whe re Ó he is the enthalpy va riatio n du e to the cornpl ex formatio n 0- H _ . N, L\ h .;
is that observed exp erimentalIy in the mixing process an d /';. lzd is the enthalpy cor res pon­
cling to the beaking of 0- H - O bonds in the dilution p rocess. Values of /';. h« have
been cletermined in a previous paper':".

Frorn the HE measurements for the tert . Butylamine + isoo ct an e sys tern, we have
found that because of the ver y smaII volume cha nge of th e ami ne solu tion in th e
mixing process it is unnecesary to in troduce the cliluti on corrcc tion .

From the enthalpy change, /';. he, clue to the complex Iorrna tion, it \ViII be possibl e
to calculate Ó H 12 for the formation of a mole of co rn plex kn owi ng its concen tra tion , CIl,

in the mixture,



we can obtain:
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H-O-R
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R-N-H
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The /!,. H 12 and /!,. 512 values obtained for tert. butyl-alcohol + tert . butylamine in
isooctane are lower than those obtained by Lamb ert with-n-butylamine + ethanol or +
n-butyl-alcohol in cyclohexane'". In our cas e, the large tert, butyl groups are probably
re sponsible for the greater predominance of structure (b) with a h ydrogen bond less
than the structure (a) and therefore for the smaller /!,. H 12 and /!,. 5 12 values.

/!,. G = - RTln K and /!,. G = /!,. H - T /!,. S,

/!,. GI , = - 2755 J/ rnol

/!,. SI! = -73.36 l /mol K
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For the 1:1 complexes of primary aleohols and amines, Z. Huyskens'" propose the
structures:

When the amine concen tra tions are lesS than 0.4 mols / l, the re sults became les s
reliable because the smaller C12 is , th e greater are th e errors i.n /!,. n; and /!,. h..

The examination of th e curves shows c1early a convergence to the same enthalpies
values at sufficiently great am ine concentra tion s. Thi s can be explained when the con­
cen tration of amine is increas ed (for the same aleohol concentration), Cl2 tends to Cd'

However, the convergence does not occur du e to th e progressive increase of the polarity
of the medium which will modify the activit y coefficients of the two components and
th erefore the constant of complexing.

From the known thermodynamic relations:
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La adición, en condiciones anhidras y en atmósfera de nitrógeno, de las aminas ensa­
yadas, n-propilamina (n -PrNH,) y n-butilamina (n-BuNH,) a suspensiones de diclorodiace­
tato de titanio (IV), Cl,Ti(OCOCH,)" en benceno, lleva consigo la formación de humos y un

Resultados y discusión

El es tudio de las reacciones de los tetrahalogenuro s de titanio (IV ) con amoníaco y
aminas ha sido objeto de numerosos trabajos (1), (2). En el TiCl, el proceso de ruptura
de los enlaces Ti-Cl progresa en la reacción con amoníaco ha st a la formaci ón de
(NH,hTiCl (3); sin embargo con am inas p rimarias la solvolisis se deti ene en la formación
de (RHN ),TiCl, . xNH,R (4), (5), resultando imido-compuestos (RHN)CITi = NR en los inten­
tos de forzar la sol volisis. Esta resistencia a la aminolisis se acentúa más aún con aminas
secundarias al deteners e en la formació n de (R,N)TiCl,. y NHR" aunque es tos productos
pueden ser ulteriormente aminolizados en m ayor extens ión (4), (5). Las aminas te rciarias
conducen a la formación de compuesto s de adición , habi éndose ob servado también re duc­
ciones a especies de Ti( IlI) (6).

Parecía de interés el abordar estudios de este tipo sobre compues tos de titanio (IV)
en que algun os de los átomos de halógeno hubiesen sido sus ti tuidos por otros restos,
con lo que el número de en laces Ti-Cl susceptibles de solvolizarse decr eciese y, al mismo
tiempo, pudiera estudiarse la influencia de los grupos introducido s en la marcha de la
aminolisis. De ahí que ha yamos realizado el estudio del comportamien to del diclorodiace­
tato de titanio (IV), Cl,Ti( OCOCH,)" frenle a aminas primarias, sec undarias y terciarias.
En este trabajo damos cuenta de los result ados obtenidos en el caso de las aminas
primarias.

Introducción

Th e solvolytic processes of titanium (IV) dichlorodiacet ate TiCl,(OCOCH,), with the
primary amines n-butylamine and n-pr opylamine have been s tudied. The aminolys is of
th e two Ti-Cl bonds has been accomplishe d by working under mild conditions and by
using amines in benzene sol ution. The pro cess results in (RHN),Ti(OCOCH,), and th e
cor responding amine hydrochlorides . Imido compounds of the type RN = Ti(OCOCH ,h
have been obtained by using pure amines .
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ligero efecto exotérmico; la disolución se enturbia gradua lme n te y acaba apareciendo un
precipitado bl anco. En una primera serie de experiencias con relaciones RNH2ICI,Ti (OAc),
superiores a 4: 1 (para detalles y datos numéricos ver parte experimen ta l, expe rie ncias 1,
2 Y 9) las mezclas totales de reacción fueron evaporadas a seque da d a vacío, eliminando
as í el disolvente y el exceso de amina. Los productos obtenidos son sólidos bl ancos, muy
sens ibles a la hi drólisis por la humedad del ambiente y presentan relacion es a tómicas
Ti : CI: N de 1.00: 1.92: 3.58 y 1.00: 1.94:4.12 para n-BuN H, (experiencias 1 y 2) Y 1.00:1.95:3.39
pa ra n-PrNH, (exp, 9); las relaciones atómicas calculadas para la mezcla total en qu e se
ha yan sol volizado uno o dos en laces Ti-Cl valen, respectivamente, 1.00:2.00:'2.00 y
1.00:2.00:4.00. Esto s resultados apuntan, por tanto, a un a solvolisis de ambos enlaces Ti-CI,
lo que supondr ía qu e la mezcla total estaría cons titui da, p rincipalme n te, po r
(RHN),Ti(OCOCH,), y CIHNH,R en proporción mo lar 1:2.

Los espectros IR de las mezclas globales confirma n tal transc urso de reacción al mos­
trar las absorciones prop ias de los clorhid ra tos así como la persistencia de las bandas
correspondientes a los gr up os carboxi lato con ligeras modificaciones respecto a la situa­
ción que presentaban en el CI,Ti(OCOCH,), de partida. De un lado están p resentes las
absorciones propias de los clo rh idratos: para el ClHN H,Bu , 3100, 2540, 2450, 1515, 1260,
1150, 1075, 1025, 910 y 795 cm. : ' (7), (8); para el ClHNH,Pr, 3100, 2540, 2375, 1505, 1300, 1260,
1180, 1030, 990 y 790 cm .:". De otro, figuran las band as debidas a los ca rboxilatos: para
el producto de reacci ón con n-BuNH" 1650, 1545 y 1430 crn .r ' : para el procedente de la
n-PrNH" 1640, 1555 y 1440 crn.r' .

Con estos re sultados se realizaron una serie de experiencias ori entadas al aislamiento
de los producto s so lvolizados (RHN),Ti(OCOCH,)" consistentes en el empleo de un gran
exceso de la amina, da da la sol ubili dad de los clorhidratos en las correspondientes ami­
nas de origen. Se hiciero n así cinco experiencias con ambas am inas (exp . 3, 4, S, 6 y 10)
cuyo detalle viene recogido en la parte experimental; las relacione s a tó mic as Ti: CI:N
para los product os ais lados en esas cinco experiencias son: Exp. 3, 1.00:0.38: 1.70; exp. 4,
1.00:0.41: 1.83; exp , S, 1.00:0.44:2.00; exp. 6, 1.00:0.33: 1.66; exp. 10, 1.00:0.49:2.06.

De los fil t r ados se aislaron, por precipitación con éter etílico, los cor respo ndi entes
clorhidratos de la amína , tal como muestran los análisis realizados y los espe ct ros IR
(ver parte experimen tal ).

Estos re sultados ponen de manifiesto que, si bien existe una tendenci a bien afirmada
a la sol volisis de los dos enlaces Ti-CI, ésta no puede considerarse m ás qu e como una
situación de referencia , ya que en ningún caso ha sido posible rebajar los contenidos en
cloro en el p roducto insolub le por debajo de l 4 % . El proceso quedaría formulado así:

CI,Ti (OCOCH,), + 4 RNH, ---+ (RHN),Ti(OCOCH,), + 2 ClHNH,R

El mecanismo de esta reacción parece que debe ser seme jan te al propuesto para la
reacción del TiCI, con amoníaco o con aminas prim arias o secundarias (9) en el que se
discuten dos alte rnativas. Una posibil idad (lO) supone la inicial coordinación de una
molécula de arnina al á tomo ace pt or de Ti mediante el par de elect rones no compartidos

del átomo donor de N, a lo qu e seguiría la pol ariz ació n de un enlace EB Ti_CI8 del diclo­

rodiacetato y de un en lace 8 N_HEB de la amina; el exceso de ésta en la disolución facili­
taría la eliminación de ClH con formación de ClHNH,R y de CI(RHN)Ti(OCOCH,)" te­
niendo lugar después la re pe tición del an terior p roceso aminolít ico en el otro enlace Ti-Cl.
La otra al te rn ativa sup on dría, en nues tro caso, previa la autoionización de la amina, la
coo rdinación del ion RHN - al Ti y la sa lida del ion Cl-.

Es destacabl e el hecho de que, una vez solvolizado un en lace Ti-CI, parece producirse
en el ot ro Ti-Cl un a resis tencia a la ulterior amino lisis . Fowles y colaboradores (4), (S)
justifican est a mi sma situación para la amonolisis y amino lis is de haluros covalentes de
transición bas ándose en que el carácter iónico de los enlaces M-X rem an entes va en
aumento conforme p rogresa la so lvolisis, con la consiguiente creciente dificultad para
que ést a tenga lugar . Otro enfoque es propuesto por Bradley y Thomas (11) en su es tudio
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de los dialquilaminoder ivados de Ti y Zr y supone que , una vez verificada un a sus titu-
e EB

ción , el carácter parci al del doble en lace M = NR" con el cons iguiente aumento de den­
sidad elec trónica sobre el me ta l, originaría una res ist encia al ult erior ataque nucleofílico.

Con el objeto de llevar la reacción de aminolis is a la mayor extens ión posible, en otra
ser ie de experiencias se p rescindió del uso de diso lvente, realizando la re acción en amina
pu ra , se prolongó la reacción durante 4 ó 6 días y se lavó muy a fondo con amina el
producto insolubilizado, una vez separado por filt r ación . En tales condiciones se aprecia .
cómo la mezcla de reacció n va tom ando color amarillo. Despu és de fil t rar, lavar y secar
a vacío, se obtienen produc tos amarillos cuya s razones atómicas Ti : Cl: N vienen
dadas por 1.00:0.14:0.71 y 1.00:O: 13:0.71 para la reacción con n-BuNH, (exp. 7 y 8)
y por 1.00:0.12:0.87 para la re acci ón con n-Pr NH, (exp. 11). De las disoluciones se aislan
y caracterizan los clorhidratos de las aminas corres po nd ientes (ver pa rte exper ime ntal) .
Se advierte la semejanza entre aque llos com puestos y los obtenidos en la reacción de TiCl,
con metilamina o etilamina en condiciones enérgicas (4), es decir, imidocompuestos de
titanio (RH N)C1Ti = NR. En nu es tro caso, parece posib le que , un a vez solvolizado un en­
lace 'I'i-Cl, tienda a alcanzarse la situación lími te RN = Ti(OCOCH,), a través de dos po­
sibles caminos: a) eliminación de clorhidrato antes de la coordi nación de la segunda mo­
lécula de amina, o b) eliminación de amina u na vez que tu vo lugar la aminolis is del se­
gundo enlace Ti-Cl.

Cl,Ti(OCOCH,), + 2 RNH, --+ (RH N)C1Ti(OCOCH, ), + CIHNH,R

a ) (RHN)C1Ti(OCOCH,), + RNH, - r RN = Ti(OCOCH,), + CIHNH,R

b) (RHN)CITi(OCOCH,), + 2 RNH, --+ (RHN),Ti(OCOCH,), + CIHNH"R

(RHN),Ti( OCOCH, ), --+ RN = Ti(OCOCH,), + RNH,

Por otra parte, si bi en es probable que la capacidad solvolítica de las am inas prima­
rias disminuya al aumentar el tamaño del grupo alquilo, no hemos advertido diferencias
sensibles de comportamien to entre la n-PrNH, y la n-BuNH, en su reacción con el diclo ­
rodiacetato de titanio (IV), lo qu e estaría de acuerdo con la semejanza de ambas arninas
en cuanto a su basicidad y pod er ion izante.

Si se compara la reacción de TiCI, con aminas primarias (en la que ha y aminolisis de
dos enlaces Ti-Cl) con la corres pond ien te del dic!orodiacetato (co n aminolis is de casi dos
enlaces Ti-Cl) , cabe pre guntarse por qué en el prime r caso, un a vez su s titu ido s dos Cl
por gr upos RHN para dar (RHN),TiCl, no progresa más la sus titución y, en cambio, cua n­
do han sido sustituidos los do s Cl por do s OCOCH, en el diclorodiacetato, aún es posible
la casi total aminolisis de los otros dos enlaces Ti-CI: Se com prende qu e la presencia de
dos en laces Ti-NHR en ei (RHN),TiCl, inf luye de mo do bien distinto en los dos Ti-Cl
dé como influyen los dos enlaces Ti-OCOCH, sobre los dos Ti-CI en el diclorodiacetato.
Parece ser que .en los enlaces Ti-OCOCH, no se da el efecto de acumulación de densidad
electrónica sobre el Ti que podrí a di ficultar el a ta que nuc! eofíli co y, en consecuencia , es
posible aún la solvolisis casi total ' de los do s enlaces Ti·CI.

Es útil advertir qu e en ningún caso se ha ap rec iado re ducc ión a Ti(III), ni siquiera
cuando la reacción se hizo en condiciones m ás enérg icas.

Las características extraordinariam ente sensibles a la hidrol isis de los diamido- e imido­
compuestos obtenidos han imposibilitado un estudio por otras técnicas de los p roductos
ais lados, De ot ro lado, la práctica insolub ilidad en cualq uier diso lvente con el qu e no
reaccionasen ha impedido la realizac ión de ensayos orientados a ob tene r informació n ace r­
ca de la magnitud mol ecul ar. Todo ello impide en trar en un a discu sión de las ca ra cte­
r ísticas es t ructurales de ta les compuestos.
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Parte experimental

Reactivos. - El TiCl, utilizado para la preparación de diclorodiacetato de Ti (IV) se
purificó por ebullición a reflujo sobre cobre finamente div idi do y destilando a con tinua­
ción (4). Las ami nas se secaron y purificaron manteniéndolas varios días sobre KOH y
destilando inm ediatamente antes de su uso (12). El benceno u tili zado como disolvente fue
secado varias veces sobre hilo de sod io.

El diclorodiaceta to de Ti(I V) se p reparó por reacción de TiCl, y una mezcl a 4: 1 de
ácido acé tico y anhídrido acé tico , a O°C (13). El p roduct o ins oluble se separ ó por fil t ra­
ción en au sen cia de aire h úmedo y fue secado a vacío. Se caracterizó por anális is y por
espe ctroscopia IR ; m erece mencionarse en este último aspecto que las absorciones de los
gru pos carboxilato plantean una situación complej a, no fác ilmente compatible con la es­
tructura dímera propuesta (14) ya que están presentes tres absorciones a 1650, 1545 Y
1240 cm. - 1 y p robablem ente una cuarta a 1430 cm .- 1 lo qu e exige la exis tencia de gru pos
carboxilato en distinta si tua ción de enlace.

Reaccion es. - Las reacciones, filt ra ciones y dem ás manipulaciones se llevaron a cabo
siempre bajo condiciones ri guro samente anhidras, en atm ósfe ra de nitrógeno seco,
utilizando, cuando se precisaba, la «ca ja seca". En matraz de tres bocas (provisto de llave
de paso para nitró geno gas, embudo de llave y refrigerante con tubo de P20S) se colocó
el benceno y se suspendió en él el diclorodiacetato de Ti(IV) con agitación magnética.
En el embudo de llave se colocó la amina (sola o disu elta en un poco de benceno) y se
aña dió cui da dosamente, gota a gota, aproximada mente en un pe r íodo de treinta minutos.
La agi ta ción magnética se mantuvo durante todo el tiem po de la reacci ón . Las reacciones
se hicieron a te mperatura ambiente.

Al término de la reacción, cuya duración fue muy diversa en las distin tas experiencias,
se siguieron tratamientos alternativos, dependiendo de ca da caso. En algunas experien­
cias se filt ró en placa de vacío, lavando con benceno el p roducto ins olub le y secándolo
a vacío a temp eratu ra ambiente (10 qu e denomina remos «tratamiento A,,); en algunos
casos se lavó con amina pura en orden a elimina r a fondo el clorhi drato correspondiente,
y a continuación con éter etílico a fin de arrastrar la amina libre (etratamíe nto B,,). Los
filt rados obten ido s en am bos tratamientos fueron concentrados a vacío hasta unos po ­
cos mililit ro s, y por ad ición de éter etíli co, se precipitó el clorhidrato que se separó po r
filt ra ción y se secó a vací o.

En ot ro s casos la mezcla total de reacción se evapo ró a seque dad a vacío ya tempera­
tu ras de 30 a 60° C para eliminar el disolvente y el exceso de amina obteniendo as í un a
mezcla global de los product os de reacción (vtra ta m ient c C,,).

Análi sis. - Los produc tos obtenidos po r los diversos tratamientos, una vez secos a va­
cío , se gua rda ro n en desecador de vacío o en el interior de la «caja seca". Muestra s de
estos productos se hidrolizaron en vas ija cer rada det erminándose en las disoluciones clo­
ro po r el m étodo Volh ard y ti tanio gravimé tricamente como Ti0 2 o bien colorimétrica­
mente. El nitrógeno fu e det erminado en Micro an alizador Perkin-Elmer 240 o por proce­
dimiento Kj eldahl (15) .

Espectros IR. - Las mues tras para la obtención de los espectros IR se p repararon me­
diante sus pens ión en Nuj ol en el interior de la «caja seca", cerrando después hermética­
mente ent re láminas de polietil eno. Se utilizó un aparato Beckman IR 20 A.

Reacción de diclorod iacetato de Ti(IV ) con n-butilam ina. - Apen as se deja caer gota
a gota la amina sobre el diclorodiacetato de titan io(IV ) (sus pe ndido en benceno, po r lo
genera l) hay produ cción de humos qu e no llegan a sa lir al exterior. Al conti nuar la adi­
ción , se aprecia disolución completa del producto de reacción . Esta disolución incolo ra
se va haciendo opaca gradua lmente y va apareciendo un sólido blanco. La reacción se
aprecia como ligeramente exotérmica. Cuando la reacción se prolonga va rio s días, la su s­
pensión va tomand o color amarillo. En la ta bla I se presen tan los react ivos y las con­
diciones de la reacción, así como el tipo de tratamiento segu ido al térmi no de la misma.
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TABLA I. - Condiciones de las reacciones con Il-BIINH,

Exp. n-BuNH,(gr.) CI,Ti(OAc),(gr.} Razón Benceno iml.) Ti empo Tipo de
molar de reaccion tratamiento

- - -
1 22.20 1.340 53.6:1 50 24 horas C
2 37.00 1.160 75.1: 1 - 4 días C
3* 14.80 3.194 15.1: 1 50 4 horas A
4 11.10 1.948 17.6:1 50 21.5horas A
5 22.20 1.512 45.3: 1 50 24 ho ras B
6 14.80 1.821 26.3:1 50 45 ho ra s B
7 74.00 1.098 218.0:1 - 4 días B
8 38.48 1.860 67.0: 1 - 6 días B

(*) Realizada a 60°C.

En la tabla 11 pueden verse los datos an alíticos de los productos obtenidos qu e con­
tienen el metal, así como las re lac iones a tó micas ca lculadas para los distintos p ro du ctos
o m ezclas a cuya composición ti enden aqué llos . Estos produc tos ob tenidos presen ta n as­
pecto pulverulen to y san de colo r blanco, sa lvo los ob tenidos en las experiencias 2, 7 y 8,
qu e son amarillos. Todos ellos son muy sensibles a la descomposición por hidr ólisis al
ser expuestos al aire.

TABLA 11. - Datos analíticos de los producto s de reacción con n-BIINH,

Tipo Relaciones atómicas Ti :CI:N
Ex p. de Ti % Cl % N %

tra to Encontradas Calcilladas
- -- --- - - - - - - ---

1 C 8.35 11.85 8.75 1.00: 1.92:3.58 1.00:2.00:4.00 (BuHN),Ti(OCOCH,), +
+ 2CIHNH,Bu

2 C 7.71 11.10 9.30 1.00:1.94:4.12 » »

3 A 15.78 4.47 7.83 1.00:0.38: 1.70 1.00: - :2.00 (BuHN),Ti(OCOCH,),
4 A 15.54 4.79 8.31 1.00:0.41: 1.83 » »

5 B 15.25 4.97 8.80 1.00:0.44:2.00 » »

6 B 16.49 4.05 8.03 1.00:0.33: 1.66 » »
, 7 B 27.44 2.92 5.72 1.00:0.14:0.71 1.00: - : 1.00 BuN = Ti(OCOCH,),
._ 8 B 26.78 2.45 5.57 1.00: 0.13:0.71 » »

Los clorhid ratos obten idos a través de los trat amient os A y B son productos de asp ecto
cristalino, de colo r blan co, caracterizados po r su aná lisis y su espectro IR . Un aná lisi s
típico, procedente de la experienc ia 4, es el siguiente: Cl = 31.37 % , N = 11.89 %, rela­
ción Cl:N = 1.00:0.96 (calcu lado para el ClHNH,Bu: Cl = 32.34 %, N = 12.78 %, relación
Cl: N = 1.00: l.OO). Las desviaciones que aparecen se deben a la presencia de una pe queña
cantidad de product os conteniendo titanio. El espectro IR de este product o presenta
las principales abs orciones en 3100, 2540, 2450, 1605, 1515, 1400, 1310, 1265, 1165, 1075, 1025,
915 y 795 cm .::'.

R eacción de dic lorodiacetato de Ti(lV) con n-propilamina. - Esta reaccion presenta
análogas caract erí st icas que la reacción con n-BuNH,. En la tabla III constan los reactivos,
las condici ones de la reacción y el tipo de tratamiento utilizado al término de la misma.
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TABLA Ill. - Condicion es de las reaccion es con n-PrNH,

Exp . n-PrNH , (gr.) CI,Ti(OAc), (gr.) Razón Benc eno (m l.) Ti empo Tipo de
molar de reacción tratamiento

---
9 21.57 1.422 60.8: 1 50 24 horas C

10 21.57 1.629 53.1: 1 50 24 horas B
11 28.76 1.865 61.8:1 - 6 días B

En la Tabla IV se pueden apreciar los datos an alíticos de los productos obtenidos y la
comparación con los productos o la mezcla de productos a cu ya composición tienden -los
primeros.

TABLA IV. :- Datos analíticos de los pro duct os de reacción con n-PrNH,

Tipo
Ti % I R elaciones atómicas Ti :CI:N

Exp. de CI % N %
trato _ 1- Encontradas Calcu ladas

~ ---
9 C 10.66 15.39 10.56 1.00:1.95: 3.39 1.00:2.00:4.00 (PrHN),Ti(OCOCH3h+

+ 2ClHNH,Pr
10 B 11.69 4.32 7.05 1.00:0.49:2.06 1.00: - :2.00 (PrHN),Ti(OCOCH 3),

11 B 25.89 2.27 6.60 1.00:0.12:0.87 1.00: - : 1.00 PrN = Ti( OCOCH3) ,

Los productos obtenidos tienen aspecto pulverulento y color blanco, salvo el obtenido
en la experiencia 11 que tiene color amarillo. Todos ellos son muy sensibles a la descom­
po sición por hidrolisis.

Las disoluciones incoloras separadas en las exp. 10 y 11 se trataron con éter etílico ob ­
teni éndose un producto bl anco, cr ista lino. Un análisis típico dio los resultados:
CI = 35.87 %, N = 13.52 %, rela ción CI:N = 1.00:0 .95. (Calculado para el CIHNH,Pr
CI = 37.09 %, N = 14.65 % , CI:N = 1.00: 1.00). Principales 'absorciones observadas en el
espectro IR : 3100, 2540, 2500, 2375, 1560, 1500, 1310, 1255, 1180, 1030, 990, 850, 790 y 745 cm .r '.
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Int roducción

. 1. Este trabaj o fue parcialmente fina nciado por la Junta de Energía Nuclear. Madrid (Spa in) a
través del IE N.

Pa ra la me dida de elr se u tilizan té cnicas muy variada s, ten iendo todas ellas en comú n,
la necesidad de estab lecer un gradiente de temperaturas en el seno del gas . Es ta díferen-

Dependencia funcional de tlT con la temperatura

El valor del coeficiente cinético que caracteriza a la difusión térmica ( elr) es fue rte­
mente sensible a la ley de fuerzas mo leculares, siendo su estudio muy adecuado en el
trata miento de los problem as de interacción molecula r Sin embargo, por tratarse la di ­
fusión térmica de un efecto cinético de segundo orden , la det erminación experimen tal de
«r resulta muy im precisa. Se han realiza do in ten tos experimentales para aumentar el
efecto elemental de separación, trennscha ukel, colum nas de difusión térmica, etc. Ot ro
método para disminuir la imprecisión en las me didas de '1.r consiste en incremen tar el
gradiente de temperatura causante de la difu sión térmica. En este caso el valor de ·elr
viene en contrapartida afectado de una fuerte im prec isión en la temperatura a la que de­
bem os asig nar el coeficiente de difusión térmica.

En este t rab ajo se p ropone un método para la asignación teórica de temperatura a fl.r
pa ra las mezclas He - Al', He - Kr , Ne - Al', Ne - Kr, comparando los resu ltados con
los obtenidos med iante expresiones em pír icas y se analiza la posibilidad de utilizar am­
plios gradientes de tempe ra turas en la determinación experimental de el 1"

Abstract

Departamento de Física Fun damental, Facultad de Ciencias
Univer sidad de Zaragoza

It is show theoreticalIy and experimenta lIy the possibil ity of ob taining acc urate values of
the average temperature in thermal diffus ion experiments carried out a tw o-bu lb
ap paratus operated at great differences in temperature. It is repo rted · th at fo r
He + Al', He + Kr , Ne + Al', Ne + Kr mixtur~s with a TI ranging ·fro m 77.6 to 300 K,
Brown's approximation can be used with assurance for the assignern en ts of average
temperature . with temperature di fferenc es op to 200 K. Exper irnents ca rried out with
the mixture Ne - Kr support these re su lts ,

ASIGNACION DE TEMPERATURA AL FACTOR DE DIFUSION
TERMICA EN MEZCLAS BINARIAS Ne - Ar, Ne - Ke,

He - Ar, He - Kr*
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cia de tempera turas origina un t ransporte de masa permitiéndonos obtener el valor de
la conocida re laci ón!'

Paul et al? interpret an sus datos exper imenta les de D. T. para el Ar con una fun ción
del tipo fJ.T = a + b T conduciendo a una

(3)

(1)

(2)

X,

u =- ­
1-x,

oc (T) = - ---=--

~
T'

In q = :1.r (T ) d (In T)
T,

l/u

q= ­
l/e
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XI S,-X,S,
fJ.

T
= (6 C* - S) - - - - - - - - ­

XI' Q, +X, X, Q12+X,' Q,

T =~ln.!i..
T ,-T, T,

Holler ari" propone un a fun ción del tipo oc
T

= a In T / b obteniendo

T = JT, T,

T,-., T ,
T= - - ­

T,
ln ­

T,

Exis ten en la bib liografía expresiones más elabora das, com o las de Saxen a et al" ,
Watson", etc.

Otra manera de proceder es admitir qu e ' la forma de la dependencia funciona l de oc T
con la T puede obtenersea partir de un modelo teórico de función potencial ; el modelo
teórico elegido es este trabajo fue el de L-} (12-6). Existen suficientes ind icios en la biblio­
grafía, como pa ra suponer que es ta función potencial es capaz de interpreta r ra zonab le­
mente las propiedad es de los gases nob les y sus mezclas binarias en un amplio rango de
temperaturas.

La expresión qu e la te orí a cinética da para oc
T

en mezclas binarias, en primera apro­
ximación de Chapman-Enskog, ti ene la forma

In q

T,
ln-

T ,

Esta hipótesis es correcta , cuando el /:;. T = T, - T, sea lo 'su ficientemente pequeño
com o para suponer queocT es constante en ese intervalo. En general el va lor de

rLT dado por (2) corresponde a una temperatura T la cual puede expresarse en términos

de T, y T,. El método genera lme nte empleado para calcular el valor de T = f (T" T,) con­
siste en presuponer un a dependencia empírica de :J.

T
con T e in tegrar la expresión (1) .

Así Brown" supone qu e la dependencia deocT con la T es del tipo ocT = a - b T lo que
conduce a un a expresi ón para la tempe ra tura med ia 'T .

donde X, es la concentración del componente ligero en la mezcla.

De la relación (1) puede extraerse el valor de rL-r en el su puesto de que oc
T
' sea indep en­

diente de la temperatura.

donde «q » es el factor de separació n definido como:
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donde S¡ Q¡ tienen el significa do ha bitua l y dependen explícitamente de las masas mole­
culares MI M, de los componentes de las mezclas , del modelo de interacción molecular
a través de sus cons ta ntes de fuerza f:./k o y de la te mperatura .

Admitiendo la dependenc ia de ~T con la temperatura dada por el modelo teórico
L·J (12-6), ' se proc ed ió a eva luar la in tegral de la expresión (1) y de ella obtener el va lor

de T, para diferen tes mezclas binarias y diferen tes valores de TI y T,. Estos valo res de

T vienen de ta lla dos en la Tabl a 1. En dicha tab la ta mb ién figuran los valores de f ob­
tenidos al aplicar las expresiones empír icas propuest os por Brown, Paul et al, y Ho lleran
a la dif eren tes te mperatu ras TI y T,.

TABLA 1

Mezcla . f:. "/ k
T I= 77.6 K TI = 77.68 K TI =77.68K TI = 200 K T I = 300K TI = 200 K
T = SOK T = 100K T = 231K T = 60K T = 60K T = 160 K

- - -
Ne·K r 88.5 100.38 118.48 152.06 227.60 328.00 264.00
Ne-Kr 69.8 99.68 116.68 147.90 227.60 328.16 264.00
Ne·Ar 90.87 99.38 118.48 152.30 227.60 327.96 264.00
Ne-Ar 61.38 100.58 115.88 . 145.85 227.00 327.60 262.72
He·k· 40.20 99.18 115.68 144.47 226.68 326.64 258.88
He·Ar 5524 99.68 116.68 148.62 227.12 327.60 262.40
He-Kr 39.00 99.18 115.68 143.09 226.68 326.64 268.32
He·K r 55.00 96.68 116.68 148.62 227.12 327.60 262.40
T Bro wn - 98.43 114.17 142.3 227.50 328.10 260.00
T Paul - 100.96 120.88 167.3 228.70 329.10 272.00
T Ha ll. - 99.59 117.48 154.6 228.03 328.60 268.30

Discusión de los resultados

El aná lisis de la Tabla 1 señala una primera conclu sión impor tante desde el punto
del tratamiento de dato s experime ntales: la temperatura media obte nida es, en todos
los ca sos es tudiados, ind ependiente de la composición de la mezcla, de las masas mo ­
lecul ares de los componentes MI y M, Y de la secció n eficaz o" para interacciones de
moléculas diferentes . De es ta forma T depende sólo de las te mperaturas TI y T, Y del

f:. I ,

parám et ro -- de la mezcla . En segundo luga r, si las diferencias ó. T no son altas, las
. k

difere ntes expresione s . aproximadas para T coinciden dentro del 1 % con el res ult ado
obtenido con el potencial L-J (12-6) para 0,8 < T*"< 8, qu e comprende todas las mez-

clas es tudiadas. (T*= ~)
f:."

Cuando se aumenta /). T hast a valores po co fre cuentes en el trabajo experimental

(ó. T Col. 2 TI) las aproximaciones discrep an notabl emen te entre sí. Los valo res de T ob ­
tenidos del potencial (12-6) comienzan a depen der de la constante de fuerza f:." emplea ­
da .. Sin embarg o el empleo de un conj unto coh eren te de valores de f:." , como los obte­
nidos por Van Heijningen" de medidas de difu sión ordinaria para todas las mezclas, re-

duce las diferencia s entre los valores de T a menos del 1 '){, .

Aunque no se han reseñado en la Tabl a 1 la sit uación obtenida es la misma para
otros modelos de la familia L-J (rn- ó) utilizad os con constantes de fuerza coherentes .
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Esto se puede atribuir en principio a la conocida propiedad de los modelos potenciales
de dar predicciones mu y similares de las propi edad es de tran spor te en el rango de temo
peratura conocido como de «indist ingu ib ilidad»!' . Es de destaca r que la aproximación
de Brown sigue dando un exce len te acuerdo con el valor obtenido para T.

Estos re sultados autorizan el empleo dc diferencias de temperatura altas en los ex­
perimentos en do s bulbos, como el qu e se descr ibe a continuación .

Resultados experimentales para la mezcla Ne-Kr

Se determinó experimen ta lmente el valor de eJ. .,. para dif erentes mezclas del sistema
Ne-Kr , mediante un apara to de dos bulbos op eran do entre T, = 77,60K, T, = 30SK. La
descripción del aparato y resultado vienen detallad os en la ref .9. La recta de Laranjeira
ajustada a los valores de eJ. 'I'-1 fre nte 'a la con centración Ne tiene de ecuación eJ.

eJ. 'I'- 1 = 9.03- (4.61 x 10-') X",

La expresión (3) pu ed e describirse como:

eJ..,. = (6 C' - 5) '1'

T A B L A JI. - In flu encia de la tempera tu ra en la función 'l'* para varias .
co ncent racion es de Ne

,
, T(K) I (X, = O) (X , '= 1. 5) (X, =~ . 9)

175 .365 . 50S .740
167+ .366 . 509 . 744
154++ . 367 .512 . 750
143+++ . 36S .515 . 75S

+) Temperatura Paul ref . 4. T, = 77.6K T, = 30SK
++) Temperatura Holleran re f. 3. » »

+++ ) Temperatura Brown ref. 2. » »

*) Valores de '1' calculadas con el L-J (12·6).

donde la fu nción '1' depende esencialmen te de las propiedades de transporte de primer
orden i.; 1), D. Esta funció n 'J.' pu ede calcularse usando el modelo de potencial L·J (12·6)
Y resulta ser particularmente ind ependiente de la temperatura para concentraciones de
Ne inferiores al 10 % (ref. 9 y Tabla lI) . La obtención de (6 e ,*-5) para XN, = O % no
está por lo tanto supeditada a la asign ación de temperatura al experimento .

[eJ. .,. (X" , = .oi.,
6 C' - 5 = = . 301

['J' (O)]L_'1'(l 2-6)

Este valor de C12* correspende a un a T* = 2.0 en la tabulación de C12* frente a T
realizada por Klein y Smith!" para es te modelo po tencial. Utilizando el valor c12/ k de
Hoggerworst" ? 71.5 K ob tendremos 'una temper atura de 143 K en perfecta concordancia
con el valor empírico qu e se hubiera obten ido emplea ndo la expresión de Brown para
estas temperaturas T , = 71.6 Y T, = 30SK, T = 143 K.

Este resultado confir ma las conclus iones anteriores sob re el acuerdo de la T dada
por Brown y la obten ida suponiendo qu e la forma funciona l de eJ..,. fr ente a la T es la
dada po r el potencial Lennard -Jon es.
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The electronic and mechanic devices designed and bu ilded for increasing th e per for­
mance of a Fa raday magnet ic susceptibilt iy measuring balance are described.

SEMIAUTOMATIZACION DE UNA BALANZA PARA LA
MEDIDA DE SUSCEPTIBILIDADES. MAGNETICAS

siendo: i, = fue rza a medi r en la dirección del eje Z.

X = sus cep tibilida d magnéti ca.

m = masa de la muestra

H = inten sid ad del campo magnético ex terior.

a H
-- = variación de H en la dirección Z.
oz

a H
f, = "1.. • m . H . -. - ,

az

F. GóMEZ B ELTRÁN y A. MuÑoz ALCALDE

Cátedra de Química Inorgánic a Estructura!. Departamento de Química Inorgánica
Facultad de Ciencias, Zaragoza (Es paña)

Abstract

En la Facultad de Ciencias de Zaragoza -Depar tamento de Física Fun da mental- se
cons truyó en 1967 una in stalaci ón para la me dida de susceptibilidades magnéticas a tern­
perturas comprendidas entre 650 K y 2980 K (1), (2), instalación que ha funcionado con
gran utilidad .hasta la fecha como lo demuestran los trabajos (3), (4), (S), (6), (7), (8)
y (9).

La balanza m agnética utiliza el mé todo de medida de Faraday, según el cual

Para que la utilización de es ta expresion sea correcta es necesario que la muestra
de la sustancia a medir sea p ráctica mente puntu al , que esté en el vacío y que su situa­

a H
ción en el campo magnético exterior sea ta l qu e para ella H .-- tome su valor m áximo.

OZ

1. Introducción
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La aplicación de es te método a la medida de susceptibilidad es magnéticas requiere, pues,
aH

poder determinar con adecuada p recisión los valores de H .-- por un lado y de f, por
i3z

ot ro , bien entendido qu e el campo magnético que se aplique a la muestra deberá ser si­
métrico respecto a ella en el plano XY, con el fin de anu lar toda fuerza magnética cuya
dirección no sea la de Z. .

En la citada instalac ión, H se controla a través del valor de intensidad qu e ci rc ula
por el electroimán genera dor del campo ma gnét ico actuante sobre la muestra.

A su vez f, se determina anulando el desplazamiento por ella producido mediante otra
fuerza magnética, originada en la cruz de la ba lanza por dos imanes perman entes gemelos
y dos bobinas también gemelas, a través de las cuales pueden circular in te nsi ndades con­
tinuas variab les .

Alcanzado el equilibrio de fuerzas , el valor de la intensidad eléctrica que circula por
dichas bob in as permite deucir, da da su proporcionalidad a la fuerza bobinas-imanes per­
manentes, el valor de f,.

La ne ces ida d de dos personas (contro l del campo mag nético, por un a par te, y deter­
minación de f" por otra) para realizar las medidas en la instalación en cue s tión, sugirió
la conveniencia de construir un sistema automático que permi tiera a un a so la persona
llevar a cabo el contro l de la balanza magnética.

El diseño, construcción y comprobación de tal sist ema automático ha sido el obj eto
del presente trabajo.

2. Diseño

De las dos posibil idad es de sistema automático qu e se presenta ban - au toma tización
del control de campo y automatización en la determinación de la fuerza ma gnética
actuante sobre la mu estra- se eligió, po r su ma yor sencillez, la segunda .

Deb ía, pues, plantears e un servomecanismo tal , qu e cuando la balanza sufriera la
fuerza debida a la acción de un cierto campo magnético sobre la muestra, variara la in­
tensidad qu e circulaba a t ravés de las bobinas de la cruz hasta repetir la posición de
equilibrio inicial.

F I G. 1

Un control automático de este tipo - conservación del estado de un sistema frente a
determinadas acciones externas- presenta, en general, un esq uema de funcionamiento
semejante al de la figura 1, y la estr uc tura de su s diversos elementos se condiciona a las
características concretas del sistema, 'siendo los factores más decisivos la magnitud y na­
turaleza de la señal de estado y la señal de mando (10).

En la balan za para la medida de susceptibilidades magnéticas considerada, los estados
vienen definidos (señal de est ado) por la dirección que adopta un haz luminoso fijo al
reflejarse en un espejo solidario a la cruz. Por otra par te, la señal de mando se halla
constituida por un a intensidad continua.

Bajo tales condicionantes y basando el planteamiento en el esquema de funcionamien­
to indicado se propuso para el servocontrol pretendido la siguiente estructura.
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2.1: Detector de error

Constituido por dos Iotoresistencias situadas en dos de las ramas de un puente que se
alimentará con una tensión continua.

La desviación del ha z de luz emergente de la balanza (señal de estado) respecto de una
posición inicial que se desea conservar (entrada de referencia ) determinará a la salida de l
pue nte tensió nes po sit ivas o negat ivas (señales de error) dep endiendo de que la variación
de estado corresponda a u n ascenso o descenso del brazo de la cruz que suspende la
muestra.

2.2. -Amplíñcador

Para es te eleme n to se propusieron dos posibilid ad es:

a) Un amplificador diferencial in tegrado permitir ía que las tensio nes de error adqui­
r ieran valore s acordes con la sen sibilidad requerida al servosistema. Su potencia se ría
adec ua da al cons umo de un m oto r de continua cuyo sentido de movimiento dependería,
consecue nte mente, del signo del error.

b) Un amplif ica dor diferencial análogo originaría para señales de error posi tivas el
disparo de u n re lé y para negativas el de otro. Ello perrnitr ía controlar los movimientos
de un motor de alterna de doble sentido de giro.

2.3. Control de estado

Un transistor podrá suministrar intensidades continuas variables (señales de mando)
depe ndientes de .los valores -de resistencia que muestre un potenciómetro gobernado po r ·
un motor. Definidos los ' movimientos de éste por' la ' señal de error convenientemente
adaptada en el ·amplificador , las variaciones de intensidad de mando tenderán siempre a

','có nservar en la balanza un estado referencial.

3. Descripción y .funcíonamíento

Las estructuras ¿itadas en el aparta do anterior se construyeron , tras ha ber elegido y
ca lculado todos sus constituyentes . de fo rma qu e se cubrieran" lo más 'plenamen te pos i-
ble, los requerimientos de la balanza m agnética . , ,

Desde las -p rimera s p ru eb as, ·aunque se presen taron , como es lógico , 'nu merosos pro- :
blemas, los resultados , fueron esperanzadores y diversas mo dificaciones (en ningún caso
fundamentales) .de los esque mas inicial me nte propu est os, permitieron co nseguir que los
tres eleme ntos program ados funciona i arr ad ecu adament e,

En las pruebas defin it ivas, se encontró, no obstan te, 'que la sittiació~ 'de compromiso
que debí a adoptarse entre velocidad de acc ión del servocontrol y amortiguación de las
lógicas oscilaciones p roducidas en la balanza, era desfavorable, a l requerir las me didas
tiempos excesivos.

Pudo resolverse tal dificultad mediante un sencillo sistema mecánico de cambio auto­
mático de velocida d, con el que, finalmente, el funcionamiento del servocontrol adquirió
la perfección deseada .

La figura 2 describe globalmente el sistema automático de ajuste construido, siendo
los componentes en ella indicados los siguientes (11), (12), (13) y (14):

- 345 -'--



REVI STA DE LA ACADEMIA DE CIENCI AS EX ACTAS , PIS ICO-QUlMICAS y NATURALES

Cuádruple interruptor.
- Del rectificador.
- Del proyector de luz .
- De las bobinas de la cruz de la balan-

za. (Abier to conecta el antiguo circuito
de las bobinas).

- De la batería E2•

Neón 125 V indicador de S2'
Fusible 200 má.
Tensión alterna de 125 V.
Conmutador 2 x 4.
Transistor Ac 180.
Fusible 10 má.
Potenciómetro- Beckman-A-zü K Q lineal.
Bate ría 2 V.
Volt ímetro digital «Sola r t rons LM 1619.
Resistencia patrón 50 Q - 10°1 .
Resistencia 6,8 K Q . - 00

Inter ru ptor del motor.
Neón 125 V indicador de S"
Motor s íncrono - Doble sentido - Im án

permanente - 3 r . p. m.
Pulsadores.
Condensador 47 JJ. f - 400 V.
Neones 125 V indicadores del disparo de

J, y J2 respectivamente.
Neón 125 V indicador de S,.
Fusibl e 500 má,

S2:

N2:

F,:
V:
H:
r -;
F, :
P,:
E2:

V:
R, :
R, :
S,:
N,:
MS:

B, Y B2:

e,:
N, y N, :

N,:
F2 :

FIG.2

I

I[
P"" ~ I "
C e r u l a ~

f 2 :
I,

~~··[D
__ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ • • • J

lm pli fic ¡¡do,

o;; AMBIO

AU TOMA Tl CO

DE

V ElQC I O.\ O

. --- - - - - - - - - - - - - - _ . _ - - --- - -- - - - - - - - -- - - - - - · '1

I

Pila 4,5 V.
Interruptor de det ector de error e indi-

cadores luminosos del estado de ajus te.
Amperímetro.
Resistencia 15 K Q .
Fotorresistencias IDR-03.
Resistencias 2 K Q.
Potenciómetro 100 Q lineal.
Resistencia 1 K Q.
Amplificador operacional integrado

SN72741P.
Potenciómetro 200 KQ lineal.
Resistencias 27 K Q .
Diodos OA79.
Condensadores electrolíticos 32 JJ. f - 16 V.
Transistor 2N4289.
Transistor 2N4287.
Condensadores electrolíticos 10 l' f - 16 V.
Relés 500 Q Disparo 9 mA,
Transistor BD139.
Transi stor BDI40.
Diodos Zener BZX79 - 13 V.
Resistencia s 330 Q.
Condens adores electrolí ticos 600:) ts: f-16 V.
Diodos Fagor 1 ampo
Transformadores 125V - 24 V con salida

intermedia.
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Como puede observarse, se ha utilizado el segundo de los es quemas propuestos para
el amplificador, y se incluye la fuente de alimentación de éste.

El funcionamiento del sistema es el siguien te :

Una vez ajustado (tensión de salida del puente V eD nula , conseguida po r desplazamien­
to de! conjunto de las dos fotorresistencias Cf, y Cf" has ta igu ala r apro ximadamente su
iluminación por parte del haz luminoso procedente de la balanza y posterior ajuste f ino
con el potenciómetro P I), cualquier va riación en la di rección de la luz, producida .en

Veo V

0 , 8 El --
0 . 6 El /'

/
I / 1

0 ,4 El
V -

0,2 El
/

h /'
mm - 4 - 3 - 2 -1 /

/ 1 2 J ,
m r-r

/' h

/
0 ,2 El

0,4 El

- ~ _.- c--
/

- 0, 6 El
V

0, 8 t:1

V Ve D

FIG.3

general, por la fuerza campo magn éuco externo-muestra , det ermina a la salida del de­
tector de error una tensión continua . La figura 3 muestra la variación prácticamente li­
neal de tal tensión en función de la desviación h del haz luminoso respecto de su posi­
ción de ajuste.

V eD se amplifica sin modificar su signo (Op y TI', o Tr.) hasta valores más o menos
elevados dependiendo del valor de resistencia en P" potenciómetro con el que puede con­
trolarse la sensibilidad del servosistema.

Tales tensiones de salida producirán, a partir de un cierto valor umbral, el disparo
del relé J, si son negativas o el de J, si son positivas.

La gráfica de la figura 4, que relaciona los valores de P, con las mínimas tensiones
V eD capaces de originar la activación de uno de los re lés, defin e el comportamiento del
conjunto amplificador.

Cada relé con su disparo determina e! movimiento -en un sentido del m otor síncro no
M S, que a su vez .controla la posición de P3 a través del ca mb io automático de velocidad.
Al variar las resistencias en P3 se produce una variación en la intensidad de base, de Tr3
y, consecuentemente, en la intensidad de colector (figura 5), que es la que circula por
las bobinas de la cruz de la balanza.

Esta variación de intensidad (co ntrolada en V), puesto que cada relé conecta el. ade­
cuadro bobinado del motor, determina una variación de la fu erza imanes permanentes­
bobinas tendiente a anular la f, del campo exte rno sobre la muestra. Alcanzado el equi­
librio de fuerzas , la posición del haz luminoso vuelve a se r la inicial y, por tanto, la ten-
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La figura 6 detalla el cambio automático de velocidad con el que se consiguen en el
potenciómetro P, dos velocidades a partir de una sola del motor (3 ·r . p. m.),

La velocidad lenta (1,33 r. p. m.) permite la amortiguación de las oscilaciones produ­
cidas en la balanza durante el ajuste y 'se manifiesta siempre tras un cambio del sentido
de movimiento, siendo su duración máxima inferior a la correspondiente a una revolu­
ción del motor.

La velocidad rápida (6,75 r. p . m .) tiene lugar tras el intervalo citado de velocidad
lenta y siempre que el recor ri do del motor sea su fici entemente amplio.

Este sistema impide que se produzcan osc ilaciones permanentes en torno del punto
de ajuste, al ' aplicar entonces una velocidad ad ecu adamente lenta, mientras ' que, por

sión de salida del detector de error se anula, cesando la acción del servocontrol sobre
la- bal~nza,

La variación de intensidad de bobinas habida permi te deducir f,.
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otra parte, disponiend o de una velocidad ráp ida, limita mucho la durac ión de las med i­
das, dados los amplios recorridos de PJ que se precisan normalmente.

Po ten ci óm etro

~~,e .,

M o tor

F I G. 6

4. Comprobación práctica del servomecanismo de ajuste y estudio es­
tadístico de resultados

Las experiencias realiza das para verificar el buen funcionamient o del sis tema aut omá­
tico de aj us te const ru ido, han sido encamina das hacia tres .ver tientes bien definidas:

Determinación de,

- La SENSI BILIDAD.

- La exis tencia o no de ERRORES SISTEMATICOS.

- La infl ue ncia en las medidas de los ERRORES ACCIDENTALES. Ga rantía de REPRODUCTI-

BIL IDAD.

4.1. La sensibilidad

Una de las condiciones de más en tidad exig ibles al sistema de ajuste de la balanza
para la medida de susceptibilidades magnéticas , se refiere a la sens ibilidad que deb e
poseer, que en ningún caso puede ser inferior a la máxima qu e permita la prop ia
balanza .

Esta circunstancia ha sido tenida muy en cuenta a la hora de diseñar y con s tru ir el
servomecanis mo descrito. Sin embargo, dada la importancia que tie ne, resulta aconseja­
ble verificar de modo práctico y concreto la precisión que, en virtud de la sens ib ilidad
conseguida, muestran las medidas con el nuevo sistema de control.
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Promedio = 0,0, mA x 5

ajus te con d}sminuciones de intensidad

31,27 mA x 5

ajuste con aumentos de int ensidad

31,2, mA x 5

4.2. La existencia o no de errores sistemáticos

demostrando cla ramente que ·el error considerado no se presenta o, por lo menos, que si
lo · hace su entidad es absoluta me nte despreciable .

Dos posibilidades de error sis temátic o podían p resenta rse en el sistema de control
automático construido:

4.2.1.- Error en las medidas de inten sidad de mando por no corresponder, como se
pretendía, la escala utilizad a con la del anterior sis tema de ajust e. En tal caso, el factor
de proporcionalidad fuerza/intensida d vy las correcciones debidas al diamagnetismo del
depósito portamuest ras no serían 10 3 qu e se tiene n tabulados, introduciendo, ' al hacer
los cálculos, un error sistemático.

Pudo rech aza rse tal po sib ilidad por medida simultánea con los amperímetros de am­
bos' sistemas de aj uste , de intensid ades de todos los ran gos utilizables po r la balanza
magnética, observándose, dentro de la distinta precisión de ambos instrumentos , una
absoluta concordancia de valores.

4.2.2. - Diferente punto de ajuste, dependiendo del sentido de la variación deestado.
Ello influiría en todas las medidas, ya que en ellas el ajuste de los puntos correspondien­
tes a campo nulo y a otro campo cualquiera, se produce en sentidos opuestos.

Pa ra comprobar la ausencia de este error sitemático en el automatismo se realizaron,
en experiencia semejante a la descrita en 4.1, 25 ajuste s sucesivos del mismo «Cero» (po­
sición central del po tencióm etro del detector de er ror) a partir de cada uno de dos esta­
dos de ajuste correspondientes a las po siciones extre mas del citado potenciómetro.

Los promedios de los valo res obtenidos en cada ser ie fueron:

observándose qu e en todos .Ios casos ' la dispersión de un valor respecto del promedio era
inferior, como és te, a la precisión del ' instrumento de me did a .

Pudo concluirse, pues, que el sistema automático de ajuste mo st raba una sensibilida d
sobradamente satisfactoria.

Puesto que el sistema manual de a juste h ab ía demostrado sobradame nte po seer exce­
lentes condicion es y que con él la de te rminación de la in tensidad de mando se realizab a
con la mitad de precisión (0,4 mA) que la conferida al nu evo sistema (0,02 mA) por su
amperíme tro (voltímetro-resistencia pat rón ), podrá comprobarse si la m áxi ma sensi b ilidad
del servo cont rol const ruido es adecuada, definién dol a en función de las variacione s de
intensidad corresp ond ientes a las mínimas variaciones de estado que pueden corregirse

Con tal fin , se realizó la siguiente experiencia:

Situada la balanza en condicion es de medida y aj ustado el sist ema automático de con­
trol en su m áxima sensibilidad, se in trodujo, mediante el potenciómetro del det ector de
error , la mínima var iación de la señal de error qu e determinaba el desajust e de l servos is­
tema en un sentido. De inmedi at o, como es lógico , el control automático se auto-ajustaba.
La diferencia ent re los valores de .intensidad observados en los puntos de ajuste inicial
y final correspondía, por tanto, a io que para el siste ma de ajuste constituía la mínima
desviación corregible.

Repetido el proceso veinte veces para cada sentido de variación, la media aritmética
de los valores ab solutos de las di fer en cias de lecturas obtenidas resultó ser:
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4.3. La influencia en las medidas de los errores accidentales. Garant ía de repr o­
ductibilidad.

Pa ra eva luar la reproductibilidad del nuevo sistema de ajuste, pareció conveniente rea­
liza r un cierto número de series de medidas de una sustancia estable, de modo idéntico
a como se haría si se tratara de determinar su susceptibilidad magnética, y aplicar el
cálculo estadístico a los resultados (15), (16).

Se utilizó , con tal fin , una muestra de 0,02984 g. de alumbre de cromo,
(SO') 3Cr, . SO,K, . 24H20 .

La posición de m áxim a respuesta se determinó a la temperatura de eb ullición del ni­
trógeno líquido (Presi ónoz l Atmósfera) y pa ra cuatro distintos campos magnéticos.

A esa altura se llevaron a cab o 10 series de medidas (cinco va lores de intensidad cir­
' culando por el electroimán) para cada una de las tres temperaturas sig uie ntes: 65,54 "K,
70,77 °K y 77,49 °K.

En la tabla 1, se indican los valore" obtenidos para esas tem peraturas , así como los
promedi os, desviaciones máximas y lími tes de con fianza de cada promedio con una pro ­
babilidad del 99 % .

TA B LA 1

Temperatura Intensidad en el JO Amp. 20 'Am p. 30 Amp. I 40 Amp. 55 Amp.
°K electroimán I

... --- - I -
Valor (m A x S) pro-

Imedio. 3,9, 15,0, 30,1, 44,17 61,37
- - - - - - - - - --- - ,.

Desviación máxima. 0,1 , O,!, 0,1, 0,13 0,07

65,53
--- - -

Desviación s tanda r d
del promedio. O,Oz 0,03 ± 0,0. 0,02 0,0,

- --- - -
Límite de confianza

del promedio ± 0,0. . ± 0,0, ± O,O¡ ± 0,0.
p = 99 %.

--- - - ----
Valor (mA x S) pro-

medio. 4,31 16,72 33,S, 49,20 68,3,

Desviación máxima. 0,1, 0,0, 0,1, 0,10 0,12

70,77 Desviación standard
del promedio. 0,02 0,0, 0,0, 0,03 0,0z

----
Lím ite de confianza

de l promedi o ± 0,0. ± 0,0, ± 0,0. ± 0,10 ± 0,0.
P = 99 %.

- - ---
Valor (mA x 5) pro-

medio. 4,6, 18,20 36,6. 53,6, - 74,85 '

- - --- ~.. .. .. -- --- --
Desviación máxima. 0,1, 0,10 0,12 0,1, 0,15

.. - ----;
77,49 Desviación standard

del promedio. 0,03 0,02 0,02 0,02 0,0,

Límite de confianza
de l promedio ± 0,10 ± 0,07 ± 0,0. ± O,O. ± 0,0.
P = 99 %.
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De todos estos da los se inf iere que :

4.3.1. - Las desvi aciones de un valo r respe cto a su correspondiente promedio son
acordes totalmente con la p recisió n (0,1 mA x 5) del amperímet ro qu e utiliza el s iste ma.

4.3.2. - No existe proporcionalidad alguna entre los valores y su desviación, la cual
puede considerarse uniforme. Ello permite asegu rar qu e cuanto mayor sea un valor obte­
nido, menor será el er ror rel ativo que muestre.

4.3.3. El valor promedio obtenido a partir de 10 medidas consecuetivas no presenta
errores significativos y, po r ello, no deben tomarse en consid eración .

Por tanto, los errores accidentales de la instalación empleando ,la técnica de trabajo
indicada, pueden juzgarse como despreciables.

4.4. - Puede concluirse, pues; que el servomecanismo construido 'muestra sob rada­
mente las prestaciones exigibles al sistema de ajuste de la citada balanza para la medida
de susceptibilidades magnéticas.



COMPUESTOS DEL Sn(lV) CON EL ACIDO 4 - HIDROXI
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Abstract

The 4-hydroxy-3-nitrophenyl arsonic acid (4H3NFA ) is us ed for th e ana lytica l determi­
nation of Sn(IV), wi th which forms a slighly soluble precipitate with st oichmeiome try
Sn(IV ): 2(4H3NFA) if th e temperatu re is maintained below 29-30°C. Above this tempe ra ­
ture a new compound Sn(IV ): 1(4H3NFA ) is forme d .

In this pap el', th e prepara tion of this new compound and 'others represented by
ASn(OH )" ASn(CI) (AH) and ASnO (whe re A re presents the 4H3NFA anion) is described.

Introducción

La determinati ción de l Sn (IV ) con el ácido 4H3NFA propuesta por 1. Por tnov (1) es
la siguiente :

La muest ra se disu elve en HCl concent rado y se le añad en unas gotas de H,O, y se
ca lien ta duran te 10 minutos; una vez enjriada se precip it a con una disolució n al 5 % de
ácido 4H3NFA con un 50 % en exceso. El precipit ad o se deja en reposo du rante una hora
y después se filtra y se analiza por brom atometría,

En la técn ica usada po r nosotro s, de acuerdo con la publicación de la casa Merck (2),
el p rocedimiento es similar:

La muestra sólida se disu elve con HNO, y NaCl y un a vez fr ía la disoluci ón, se añade
un exceso de disolución de ácido 4H3NFA al 0,5 % Y se calien ta a ebullicián. Una vez fr ía ,
se filtra y el precipitad o obtenido se disu elve en amoníaco al 10 % Y ta r trato disódico
al 20 %. La disolución así obtenida, de color amarillo, se some te a fotometrí a y la canti­
dad de estaño contenida en la muestra se obtiene po r comparación con una gráfica de
calibrado previamente construida 'con ayuda de disoluciones de Sn(IV) de concentración
conocida.

. La diferencia entre los dos procedimientos descritos es qu e en el p rimero la precipi­
tación se realiza en frí o y sin ca lentar después mi entra s qu e en el segundo método se
ca lienta a ebullición después de precipitar.

. Al comparar las propiedades del precipitado obtenido por uno u otro pro cedimiento,
se ha . encontrado qu e ti enen comportamien to distinto frente al HC!. Así , según los datos
bibliográficos comprobados po r nosot ro s, el compuesto obtenido me diante la técni ca de
I. Portnov se disuelve fáci lmente con HCl 2M con calefacción al baño maría y en HCI
concentrado sin calefacción. Sin embargo el precipitad o obtenido por la segunda técnica,
no es solub le en HCl 2M ni en HCI conc. aún con ca lefacción. Esta gran dife rencia de
so lubilidades hace pensar qu e se trata de do s compuestos dis tintos, lo que confirma el
aná lisis de los mismos.
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Parte experimental

Todos los reactivos usad os fueron de cal idad r. a .
En las medidas calorimétricas se us ó un espectrofotó metro Beckman D. U. con celdas

de 1 cm . de espesor. ' Pa ra las medidas conductimétricas se utilizó un conductímetro Ra­
diomet er con celda Philips PP. 1042 Y un ultratermost ato Colora con re gulación de
± O,l oC.

En las va loraciones potenciométricas se utilizó un potenciómetro Beckman con elec­
trodo de antimonio y para las gravimet rí as un horno Heron mod o MBM.

Los métodos usados para el análisis son los siguientes:

Gravímétrícos

Una vez obtenidos los precipitados según las técnicas descritas anteriormente se ana­
lizan: el estaño como SnO, gravimé tr icamente por destrucción térmica del precipitado y
calcinación a 1075-1100 "C para cada una de ellas. La calefacción debe ser lenta, puesto
que estos compuestos tienen una gran facilidad para deflagrar, alrededor de 300° C.

Para la determinación del arsénico, una cantidad pesada de precipitado se funde cuida­
dosamente con K,CO, y Na,O,. En el ext racto acuoso del producto de fusión ,se determinan
los iones arseniato por valoración yodométri ca.

Los resultados son los siguientes:

% Sil
\

% As atoSn lat, As SIl(IV)/Ac.4H3NFA

Compuesto A
técn. Portnov 15,5 20,9 1 : 2 1 : 2

Compuesto B
técn. Merck 30,0 19,0 1 : 1 1 : 1

Lo que confirma nuestra hipótesis. La COmpOSIClOn del precipitado obtenido no tiene
influencia apreciable sobre la determinación del Sn(IV) si se usan métodos gravimétricos
en qu e se pesa el SnO" pero sí la tienen si se sigue el método bromatométrico descrito
por I. Portnov.

Bromatometría

Ha sido la técnica usada por I. Portnov para la obtención de la fórmula del nitrofe­
nolarsonato de Sn(IV).

Según I. Portnov, el compuesto de Sn(IV) y acido 4H3NFA, se disuelve en HCl 2M en
un baño de agua hi rviendo y se enrasa a un volumen determinado . De la disolución
transporte se toman partes alíquotas que se colocan en sendos erlenmeyer con tapones
esme rilados y se les añade 0,1 gr . de KBr y un volumen determinado de disolución de
KB rO, de normalidad conocida . De es te modo se provoca la aparición de bromo y la con ­
siguiente bromación total del compues to, para lo cual la disoluci ón se mantiene en agita­
ción durante 15 minutos. Se destruye el exceso de bromo y bromato con una disolución
de arsenito de concentració n conocida y el exceso de ' ion arsenito se valora como la
mi sma disolución de KBrO, usada an teriormen te. El compuesto A, como posee dos nú­
cleos benc énicos , da rá lu gar a un con sumo de 8 átomos gramo de Br/ átorno gramo de
Sn , por formación de dos moles de dibromonitrofenol y una mol de Snflr¿
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Este método no ha sido aplicado anteriorme nte para la determinación de las estequi o­
metrías de estos compuestos.

Se preparan disoluciones de Sn(IV) 10- ' M Y de áci do 4H3NF A 19 . 10-3 M. La disolu­
ción Sn(IV) se introduce en el termostato y se añaden volúme nes crecientes de disolución
de ácido 4H3NFA, midiend o la conductividad con el conductímet ro.

Realizamos experiencias a distintas temperaturas, unas para ob tener el compuesto B y
otras para obtener el compuesto A.

Damos a contiuación las gráficas correspondientes a dos experien cias realizad as, una a
60°C y ot ra a 20°C, en las qu e la disolución inicial era de 100 ce. de Sn(IV) 10-' M.

Frc , 1. - Tem peratura 23°C FIG. 2. _ Temperatu ra 6GoC

Conduetimet rí as de lO3 ce . de Sn(IV ) lO-' M Y 4H3NFA 19.1O- ' M
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Conductimetrías

COMPUE STOS DEL SII (/ V ) CON EL ACID O 4-HIDROX/ 3-N1TROFENILARSON1CO

Para valorar bromatométricamente el compuesto B hemos utilizado la siguiente va­
riante, dada su inso lubilidad en HC!. El precipitado se disu elve en la cantidad mínima de
una disolución saturada de Na,CO, y la disolución obtenida se coloca en un mat raz afo­
ra do y se en rasa al volume n correspondie n te . Se toma una fracción y se coloca en un
erlenmeyer con ta pó n esme rilado, al cual se le añaden KB r y KB rO,. Posteriorment e se
le añade poco a poco HCl 0,1 M hasta que tiene lugar la aparición de bromo, mantenién­
dose en agitación constnte durante 30 minutos . Luego se añade la cantida d de HCI con­
centrado necesari a para qu e la disolución sea de 1,5 a 2 M en HC!. Se mantie ne en ag ita­
ción durante 3 ó 4 horas. Finalizada la bromación, se añade un volumen det erminado de
una disolución de arsenito sódico de concentración conocida, cuyo exceso se valora pos­
teriormente potenciométri camente con la misma disolución de KB rO,.

Dado que el compuesto B sólo po see un núcleo bencénico debe dar a un cons umo
de 6 átomos- gr .. de Br / átomo-gr. de Sn , formándose una mol de dibromonitrofenol y
una mol de SnBr,.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

- - - - - - - - _1
1

_

:: :1
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Método de variaciones continuas. Sn(IV) ID -3 M.
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Este método tampoco se ha usado en la determinación de las es te quiome trfas de los
4H3NFAtos de Sn(IV ).

Sé realiza del siguiente modo: se mezclan diso luc iones de Sn (IV ) 10- 3 M Y de 4H3NFA
10- 3 M siguiendo el mé to do de las variaciones continuas . Los precipitados ob tenidos se
disuelven con un a disolución de NH 3 10 % más tartrato disódico al 20 %. La coloración
ama r illa resultante se mide en el espectrofotómetro. Se han reali zado dos se ries , en una
de ellas se precip it ab a a la temperatu ra de 20°C mi entras qu e en la ot ra se precipitaba en
caliente, hasta ebullición.

Los resultados ob tenidos se dan en las gráficas sigu ientes .

y el comp uesto B con estequiometría 1: 1, cuya fórmula se quiso det erminar .

De la primera experiencia obtenemos un a este quio me tría para el compuesto A de 1:2
y de la seg unda la estequiometría de 1: 1 para el compuesto B:

De todos es tos resultados .se deduce qu e el nit ro fenol arsonato de es tañ o (IV) puede
presentar dos es te quiome trías distintas:

El compuesto A con es te quiometría Sn (IV ):AcAH3NFA = 1.2 es el descrito por la bi­
bliografía y para el cua l se p ropone la fórmula

Como podemos comprobar es necesario un volumen dobl e de áci do 4H3NFA pa ra valo­
rar el Sn (I V) en la forma A (20°C) que en la forma B (60°C) lo que no s confirma qu e el
compuesto A tiene una estequiometría 1:1 y el compuesto B, 1:2.

Método de las variaciones de Job
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y que conducen a la siguiente fórmula

/OH
Sn .
, "'-. OH
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Este compuesto al que llamam os B' si se lava reiteradamente se transforma en B"

OH

)~/NO'
l. I
"'-./I O OH

O =As/ >Sn /"'O -, Cl

el cual no adquiere composicion constante hasta qu e se mantiene du rante 15 días en un
desecador sobre CaCI,. Efectuando los ~nális i s dieron como resultado

El compuesto B se lavó reiterad am ente con agua dest ilada y se secó en estufa a 100°C.
Dadas las condiciones en qu e se verifica ba la precipitación , inicia lme n te se su puso la
fórmula sigui ente:

Sin embargo, una vez realizados los análisis de Sn, As y CI se observó qu e el % de Cl
era variable yno éstequ iom étr ico . Esto nos indujo a pensar qu e los lavados sucesi vos
provocan la hidrólisis de los enl aces Sn-Cl. Para evitar est a hidrólisis se re currió a lavar
con dioxano, secando después el producto a temperatura ambien te sobre CeCl¿

Procediendo de este modo y realizando nu evos anális is se ob tu vieron las composicio­
nes que damos a continuación:.

% Sn % As % el

Teóricos ' " ... ... ... ... ... 27,5 17,3 8,2
l. ' Experiencia .,. ... ... ... 27,8 17,3 8,1
2.' Experiencia ... ... ... ... 27,5 17,7 8,2
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cu yos an álisis dieron los siguie ntes re sultados:

Si es te compuest o B" se somete a desecaci ón en estufa a 100°C se trans forma en B'"

60
1 : 1

45
1 : 1

19,0
18,9
19,0

18,1
18,2
18,1

% As

% As

35
1 : 1

30,5
1 : 1

29,9
30,1
29,9

29
1 : 2

28,7
28,4
28,9

% Sn

% Sn

- 358-

20
1 : 2

15
1 : 2

...!
"' \

Teóricos '" ...
1.0 Experiencia
2.0 Experiencia

I------ --1- ---- - 1 - - - - - -

"'1

Teóri cos oo • • • •

1.0 Experiencia
2.0 Experiencia

Experiencia
grs . de ct- calculados grs . de ci- determinados

teóricamente experimentalmente

1 0,0907 0,0903
2 0,0779 0,0775

Temperatura (o C)
Estequiometría ...

OH

/~ / NO,
I I
"'-/I O0=AS< >Sn = O

O

Comparando los métodos propuestos po r la bibliografía para la det erminación de
Sn(IV) mediante el ácido 4H3NFA con el propuest o por la casa Merck se ha comprobado,
como ya indicamos, qu e la únic a diferen cia y po r consiguiente la ún ica cau sa que pro voca
este camb io de estequiometría es la temperatura, da do qu e por es te seg undo procedimien ­
to , una vez ob tenido el precipita do se somete a eb u llición, mientras qu e en los dem ás
mé to dos se verifica a te mperatura ambiente .

Para comprobar este extremo se realizan una serie de experiencias conductimétricas
del modo anteriormente descrito peco a dis tintas temp eraturas. Los resultados fu eron
los siguientes:

Transfo rmación de una estequiometría en otra

Con ob jeto de comprob ar que el compuesto B' se transforma en el B " , para lo cu al
deberá perder tod os los iones clo ruro se realizan unas experiencias en las qu e cantidad es
exa ctamente pesad as de B' se so meten a lavados exhaus tivos y posterior de termi nació n
de Cl- en las aguas de lavado. Los resultad os son los siguientes:



5CX)I'Vll

.3

F1G. 6. - e) Sn(IV) + Ae. 4H3NFA

-1- 20 ce. de NaOH 5,14 M
+ 2J ce. de tart rat o disódico 20 %
d) Acido 4H3NFA+20 ce . NaOH 5,14 M
+ 20 ce . de tartrato disódico 20 %

300 400 500 rrn
e

.3

D
.8

. o '---,=-_=_=~

D
.6

.3

500 rrn
al

F1G. 5. - a) Sn(IV) + Ac.4H3NFA

+ 2J ce . de NHJ 10 %
+ 20 ce . d e tartrato disódieo 20 %
b) Acid o 4H3NFA+20 ce. de NHJ 10%
-1- 20 ce . de tart ra to disódieo 20 %

D

De ellas se deduce que la espe cie que da col oración amarilla es la misma en todos los
ca sos. Evidentem ente se trata del ion nitrofen olarsonato, indep endien tem ente de la b ase
usada para fo rmarlo.

Este hecho tendrá una influencia decisiva en la determinación de Sn(I V) po r el m é­
todo colorimétrico.

Dada la diferencia de es te qui ometría entre el compues to A y el com puest o B la gráfica
de calibrado será distinta según que se obten ga u n compuesto u otro, ya que la co lo­
ración amarilla de las disoluciones depende de los gr upos nitrofenolarsonato existentes.
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COMPUESTOS DE L Sn(/V ) CON E L ACIDO 4-H ID ROX I 3-N ITROI'EN lLA RSONI CO

La especie causante de la co loración amari lla de las disolu cion es ob tenidas al diso lver
el nitro fenolarsonato de Sn en me dio básico es el ion nitrofenolarsonato.

Para demostrarlo se realiza ro n las siguien tes exper iencias :

a) Una muestra de Sn (IV) se pr ecipita en la forma B con áci do 4H3NFA; se disuelve
en 20 ce. de NH¡ al 10 % Y 20 ce . de tartrato disód ico al 20 % .

b) A la cantidad teórica de ácido 4H3NFA que deb ier a re tener el Sn(IV) de la expe ­
r iencia anterior se le añad en las mism as cantidades de NHJ y ta rtarto di sódi co que en el
ca so a) .

c) Una muestra de Sn (IV) se precipita en la forma B con ácido 4H3NFA y se disu el­
ve con 20 cc. de NaOH de la mi sm a concentración qu e el NH ¡ al 10 % (5,14 N) Y 20 ce .
de tartrato di sódico al 20 % .

d ) A la mi sma cantidad de ácido 4H3NFA del caso b) se le aña de n las mismas can­
t ida de s de NaOH y tartra to disódico de l caso c).

De todas las disol uciones obtenidas presentan los espectr os que re presen tamos segui­
da mente.

Influencia de la apartcion de dos estequiometrías distintas en los m é­
todos de determinación de Sn(IV) con el ácido 4H3NFA

La zon a de transición de una a ot ra es tequiometría es tá, pues, comprendida entre 29
y 30,SoC; entre estas dos temperaturas se ob tiene n es tequiome trías in termedias, lo que
no s indican que en este interv alo se obtien en sim ultáneamente las dos formas.
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Para demostrarlo se realiza la siguiente expe riencia:
Se preparan dos series de muestras con idénticas concentraciones crecientes en Sn{I V)

desde 10-' a 5 . 10-' M.
Una de las series s precipita con ácido 4H3NFA según la técnica de Por tn ov, sin ca­

lentar, para obtener el precipi tado en la forma A, y la otra serie se precipita con el m is­
forma B.
mo ácido siguiendo la técnicade calentar a ebullició n para obtener el precipitado en la

Poster iormente se disu lven en NH, y tartrato y se mide su abs orba ncia. Los valores
obtenidos se representan gráficamente.

7. - Curvas de calibrado en la de termi nació n
de Sn(IV ) con ácido 4H3NFA.

x compuesto A

o com pues to B

Las diso luciones del compuesto A presen tan doble absorbancia y doble pend iente .que
las de l compuesto B, confirmando una vez más que el compues to A tiene dobl e cantida d
de ion nitrofenolarsonato.

El compuesto A cumple la ley de Beer y puede usarse en colorimetría, pero las cond i­
ciones de trabajo deben ser rigurosamente controladas ya que los 29°C pueden sobrepa­
sarse fácilmente si se trabaja a temperatura ambiente y todas las determinaciones deben
hacerse en las m ismas condiciones en que se construyó la gráfica de ca librado.

Conclusiones

- Se comprueba por métodos b romatométr icos, gravimétricos, conductimétricos y co­
lorimétricos que existen dos compuestos entre el Sn(I V) y el ácido 4H3NFA. Uno de ellos
con una estequiometría Sn(IV )jAc.4H3NFA igual a 1:2, y el otro 1:1.

- El compuesto con estequ iometria 1: 1 da lugar a una serie de especies no descritas
en la bibliografía y cuyas fórmulas damos. .

- Demostram os que el fac tor decisivo en la ob tención de un a u otra es tequiome tría
es la temperatura .

- Ambas este quiometrías pu eden se rvir como base para la det erminación color imé tri­
ca del Sn, siempre qu e la p rec ipi ta ción se ver ifique en las mismas condiciones en que
se const ruyó la gráfica de ca librado .

B I RL I O G R AFIA

(1) 1. PORTNOV: Zur o Anal. Chim. 9, 175-178 (1954).
(2) Acido 2-nitrofenol-arsónico (4) para la determinación foto métrica de est año . Publica

ción de la casa E . Merck. Darmstadt . Alemania.
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DETERMINACION DE MICROCONCENTRACIONES
DE PLATA EN ·AGUAS

POR-

I. G RACI A, C. E LEJALDE y A. M ARTÍN

Cátedra de Qu ímica Inorgánica y Análisis Qu ímico. Escu ela Técnica Su perio r
de In genieros I ndustr iales de Bil bao

Abstract ;

A method for si lver determination in water is pro pose d. Sil ver preconcen tration in the
-sample is carried out in two ph ases : silver concentration and main cornponent separa tion
·th rough chelating resin and silver extraction from eluate with dithizone in ·M . 1. B. K.
-Silver is determined in the extract through atomic absorption ·spectrophotometry.

Method sensitivity is about 0,1 'fLgil.

1. Introducción

En la Cát edra de QUímica Inorgán ica y Anális is Químico de la Escuela Técnica Supe­
rior de Ingenieros Industriales de Bilbao , se está realizando una investigación sistemática
de tipo físico- químico , químico y geoquímico sobre la dis tribuci ón de det erminados ele­
m entos traza en ag uas mi nerales , ter males y de mar , siendo la plata uno de los microele­
mento s objeto de estudio.

En la bibliografía aparecen numero sos trabajos sobre la determinación de plata en
aguas u tilizando diversas técnicas de t rabajo. Entre los métodos propuestos para el
análisis de plata en aguas continentales, ca be destacar los qu e utilizan la espe ctrofotome­
tría vis ib le' , espectrofotometrí a de absorción at ómica' , an áli sis por activación neutrónica'
y fluorescencia'. En algu nos de es tos métodos se pro cede a una preconcentración de la
plata en la muestra, generalme nte por evaporación . Es fr ecuente encontrar .m étodos': 6 . 7

b asados en la extracción de la plata con pirrolidin ditiocarbamato am ónico/rn etil isobult iJ
cetona '0 ditizona y determinación de la pl ata en el extr acto mediante espe ctrofo tometría
de absorci ón atómica. Las técnicas instr umentales utilizadas en la det er mianción de pla ta
en aguas de mar son la microscopía' , espectrografía" 10, espectrofotmetrfa" - ~2 y espectro­
me tría yl3. En la mayor parte de los métodos, se procede a la preconcentración de la
plata en la muestra por coprecipitaci ón, evaporación, coc ri st al ización o extr acción .
. La pl ata es tá frecuen temente presente en las aguas continentales y marinas en concen-

traciones inferiores a 0,663 :fL g.Zml. . 0. _ · v Ó:r

Muchos de los mét odos propues tos . no pe rmi ten alcanzar los bajos niveles de ca neen:
t raci ón en qu e se encue ntra la plata en las aguas; otros no son lo su ficie ntemente vers á­
tiles para adaptarse a cualquier tipo de aguas, y algunos exigen técnicas de trabajo que no
es tán al alca nce de muchos laborato rios.

Con el presente trabajo, se ha pretendido desarrollar un método analítico lo suficien­
te mente sensible para alcanzar las concentraciones anteriormente señaladas y que pue da
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TABLA 1. - Retención de la plata por la resina im función del pH
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100
100
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Plata retenida en la colum na (%)

4,0
5,0
6,0
7,0
7,5
8,0
9,0

pH

..

El estudio del intervalo de pH óptimo para la re tención cu antitativa de la pl ata en la
resina se ha efe ctuado con plata marcada (110 mAg) y medida de la activida d gamma po r
espe ctr ometría gamma multicanaI. Como columnas por tadoras de las resinas se h an em­
pleado filtros de pl aca filtrante Rosich, de 15 x 20, y tamaño medio de poro, con una
velocidad de paso de 300 mI./h. El porcentaje de pl ata retenida por la resina se ha deter­
minado por comparación de la actividad gamma de la 110 mAg en la resina y en el efl uen­
te. En la Tab la 1 se incluyen los porcentajes de plata re te nida a distintos va lores de p H .

2. Estudio de las condiciones experimentales

En el método pr opues to se procede a la p reconcentraci ón de la plata en la m uestra
en dos fases:

a) Concen tr ación de la p la ta y separación de los componentes mayoritarios mediante
el em pleo de resinas formadoras de que latos, y

b ) Extrac ció n de la pla ta de l eluato con ditizona en diversos disolventes orgánicos.

adaptarse tanto a aguas contine n tales como marinas. En el método propuesto se hace
uso de las ventaj as que pr op orciona la preconcentración con resinas y ex tracción con
ditizona y la medida por espectrofotcmetr ía de absorción a tó mica.

2.1. Preconcentración con resinas formadoras de quelatos

Como eluyentes de la pla ta marcada retenida en la resina, se han es tudia do solucione s
2N de ácido nítrico, percl óri co y sulfúrico, y de los hidróxid os de sodio y amonio. En
cada ca so , se ha det erminado la activid ad gamma residual de la resina, después del paso
de cad a una de cuatr o fracciones de 50 mI. de cada uno de los eluyentes mencionados.
Comparando di cha activid ad gamma r esidual an tes y después del p aso de ca da fracción
de eluato, ha sido po sible establecer el porcen taje de plata eluida. Los va lores obten id os
se reco gen en la Tabla 2. Dichos resultados, aconsejaron hacer un estudio comparativo
de la elución de plata marcada con sol uciones de ácido nítrico de distintas concentracio­
ne s (Tab la 3). E l diagrama de e!ución de la plata con ácido nítrico 4 N se da en la Grá­
fica 1.
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TABLA 2. - Recuperación de la plata de la resina con diversos eluyentes

Eluyen te
Plata recuperada

t» fracción I z- fracc ión I 3.11 iracci án 4.a fracción

NO,H2N 90 6 2 2
NaOH2N 12 10 < 1 <1
NH, OH 2N 13 11 < 1 <1
C1O,H2N 80 10 < 1 <1
SO,H,2N 87 5 < 1 <1

TABLA 3. - Elucióli de la pla ta con ácido nítrico a distint as concentraci ones

Concentra- Plata recuperada (%)
ción de

NO,H (N) t» fracción 2." fracción 3." fracción 4.a f racción

0,5 90 3 3 2
1 90 3 3 2
2 90 6 2 2
3 90 4 4 1
4 97 3 - -
5 95 3 2 -
6 94 3 1 1
7 93 3 2 1
8 65 20 10 4

100

90

80

70 -

/0 20 3D 40 50 60 70 80 Volumende eluoto (mU
GRAFICA l. DIAGRAMA DEELUCJON DE lA PLATACON NO,H 4N
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Extracción de la plata con ditizona en metil isobutil cetona de soluciones
de ácido nít rico de distinta concentración

Concentración de ácido nítrico (N)

Para soluciones patrón de plata con concentración de ácido nít rico inferior a - 1 N, la
extracci_ón con soluciones de ditizona en metil isobutil cetona es cuantitativa (Tabla 4) y
las lecturas espectrofotométricas máximas.

Como quiera que la segunda fase de preconcentración, la extracción del ditizonato
de plata, se ha de realizar en el eluato ácido (4 N) procedente de la primera fase de
preconcentración, era necesario la neutralización parcial del ácido nítrico con hidróxido
sódico, con la consiguiente formación de una concentración apreciable de nitrato sódico.
Por ello fue necesario estudiar la posible influencia del efecto salino en el proceso de
extr acción en función del pH. Se ha comprobado así, que sólo para concentraciones de
ácido nítrico comprendidas entre 0,1 y 0,25 N la extracción del ditizonato de plata es
cuantitativa .

TABLA 4.

Los resultados obtenidos permiten establecer como condiciones experimentales óp tí ­
mas las siguientes:

2.3. Consideración de los resultados

2.2. Extracción del ditizonato de plata

En la gráfica 2 se incluye n los result ados obtenidos pa ra la extracción de soluciones
patrón de plata en ácido nít rico 0,5 N con solución de ditizona al 0,02 % en cloroformo,
tetracloruro de carbono y metil isobutil cetona, La concen tración de plata fue det ermina­
da en los extractos po r espectrofotome tría de abs orción a tó mica . A efectos comparativos

. se recogen también las lec turas resul tantes de soluci oñes . patró n de plata en solución
acuosa de acetona al 90 % y en agua.
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DETERMIN AClON DE MICROCONCENTRACIONES DE PLATA EN AGUAS

a) Preconcentración con resinas formadoras de qu elatos:

- La retención de la plata en la resina es cua ntita tiva cuando el pH de la soluci ón "
está comprendido entre 7,0 y 8,0.
La plata se elu ye cuantitativam ente de la re sina con 100 mI. de ácido nítrico 4 N.

b) Extracción del ditizonato de pl at a :

- Las lecturas espectrofotomé tricas son maximas cuando se extrae la plata 'con
soluciónes de di tizona en metil isobutil cetona.

- En concentraciones de áci do nítri co comprendida s en tre C,l y 0,25 ' N, aú n consí-,
derando la influencia del efecto sal ino, la extracción del ditizona to de pla ta con '
metil isobutil cet ona es cua nti ta tiva.

3. Procedimiento propuesto

3.1., Material y reactivos

- Espectrofotómetro de absorci ón atómica PERKIN-ELMER, modelo 290 B.
- Filtros de plata filt rante Rosich , de 15 x 20, y tamaño medio de poro.
- Resina «Chelex lOO" (Bio Rad Laboratories, Richmond, California ), con tamaño ' dé

grano de 50~100 mallas. Se trata de una resin a de po lies tireno conteniendo gr upos de áci : '
do imidodiacético.

- Solución de ácido nítrico 4 N.
- Solución de ditizona al 0,02 (Vo en metil isobutil cetona .
- Hidróxido sódico.

3.2. Procedimiento

- Tomar de 1 a 5 litros de muestra (según su contenido de plata).
- Poner entre pH 7 Y 8 con soluci ón diluida de hi dró xido sódico o ácido clorhídrico.
- Pasar por la resina 'a una velocida d de unos 300 mI./h.
- Lavar la resina con unos lOO mI. de agua b idestilada .
- Eluir con, 100 mI. de ácido nít rico 4 N.
-Neu tralizar el elua to con hidróxido sódico y añadir unos 5 mI. de ácido nít rico 4 N.
- Extraer en un emb udo de decan tación de 250 mI. con dos fra cciones de 5 rnl. . de

ditizona en metil isobutil cetona.
- Recoger los extra ct os en un matraz aforado de 10 mI. y enrasar con solución de

ditizona.
- Determinar la concentración de plata mediante espectro fotometría de absorció¡';

, atómica.

4. Resultados y discusiones

Para conocer la rep ro ducibilidad , exacti tud y sens ibilida d del método, se prepararon
un a serie de disoluciones con concentración conocida de plata, Cada muest ra fue anaÜ:
zada cinco veces po r el método propuesto; los valores obtenidos aparecen en la Tlibla 5.

En la Tabla 6 se incluyen algunos de los re su ltados obtenidos por el método propues­
to, para el contenido 'de plata en diversas muestras de aguas continentales y marinas.
Las muestras de agua continental corresp onden a aguas termales y minero-medlcínales
de las provincias de Granada y Ciudad Real; las muestras de aguas m árinas fúe rón: to­
madas entre una y cinco millas de la costa de Santander (Longitud 3 o 25' á 3 o 50') .
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TABLA 5. - Det erm inación de plata en muestras co n concentración conocida

Mu estra
Plata a ñadida Plata encontrada

(fL g.jl.) (l L g.i l.}

Agua destilada ... ... ... ... ... 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
Agu a destilada ... ... ... ... 1,0 0,9 1,0 0,9 1,0 . 1,0
Agua destilada ... ... ... ... ... 2,0 2,0 2,0 ,2,0 1,9 1,9
Agua destilada ... ... ... ... ... 10,0 9,2 9,1 9,2 9,1 9,4
Agua continental ... ... ... ... .. . 0,5 c.s 0,5 0,5 0,5 0,5
Agua de mar ... ... ... ... ... ... 2,0 1,9 1,9 1,9 1,9 1,9

TABLA 6. - Det erminaci án de pla ta en di versas muestras de agua s continentales
y marinas

Mue stras de agua Contenido en Mu est ras de Contenido ,en plata
contin ental plata ('L g.jl.) agua marina (,[10 g.II .)

Fuente de La Malaha o •• o" < 0,1 s -i 0,3
Manantial de Si er ra El vira 0,5 S-2 0,2
Baños del Peral ...... ... .., < 0,1 S-3 0,4
Fuente de Juan Caliente. 0,3 S-4 0,3
Barrano de la Torrecilla . 1,0 S-S 0,2
Fuente de La Baija ... ... 0,1 S-6 0,5
Fuente de Zujar ... ... ... 0,1 S-7 0,4
Fuente Alt a ... '" ... ... oo, < 0,1 S-8 0,4

La recuperacion de pl a ta po r el m étodo descrito es satisfa ctoria en el intervalo de
0,1 a 10 '[log.jl. El m étodo propues to es su fic iente men te rep r oducib le y p roporc iona deter­
minaciones bastante exac tas .La se paració n de la pl ata de los componentes mayoritarios
mediante la utilizaci ón de re sinas formadoras de quela tos , junto a la posterior determi­
nación de la plata m ediante espe ctrofotomet rí a de absorción atómica, hace que el análi­
sis por este procedimiento es té p rácticamente libre de interferencias químicas.

La sensibilidad del método, en nuestras co ndiciones de trabajo, es de 0,1 11 g.jI.

" ",. __, l' _
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Summary

In order to obtain informations about th e behaviour of several «oxine» derivatives as
complexing agents eleven Cu(II) complexes of these compounds were prepared and exa­
mined. Their chemical properties and ultraviolet spectra give us the possibility of
arranging these «oxines» in order o f th eir inc reasing tendency towards rr-bond formation
with the copper ion .

Introducción

En un trabajo realizado en nuestro laboratorio (1 ), en el que se estudian los comple­
jos de Ni!" y Co' + formados por va rios .derivados de sustitución (posicones 5 y 7) de la
8 hidroxiquinoleina, se obtiene, a partir de las "facilidades» de deshidratación de los que­
latos de níquel de fórmula Ni (oxínato), . 2H,O y a partir de los momentos magnéticos de
los «oxinatos» de cobalto de fórmula Co(oxinato), . 2H,O, una secuencia de «tendencias
hacia la formaci ón de complejos plano-cuadrados» que, en general, responde bien a las
ideas actuales sobre efectos inductivos y mesómeros de los sus tituyente s. Sin embargo,
las particularidades finas de la serie presenta n todavía puntos oscuros que conviene acla­
rar. Por ello, con el fin de aportar más datos a la resolución de este problema se han
preparado y es tudiado una ser ie de 8 hidroxiquinoleinatos sustituidos de cobre d ívalente.

Preparación de los complejos

Las 8 hidroxiquinoleinas utilizad as son las descritas en (1).
En la preparación de los complejos se siguió una técnica adecuada para impedir, en lo

posible, la deshidratación.
Se puede decir que, en las condiciones de trabajo u tilizadas, los complejos qu e apare- '

cen como anhidros a temperatura ambiente, poseen este estado como forma es table.
En general , la precipitación se llevó a cabo en frío, mezclando cantidades este quio­

métricas de una sal cúprica [ (CH,COO),Cu . H,O ó CuCl,. 2H,O] disuelta en agua y la
«oxina» disuelta o disp ersa en alcohol. Casi siempre, al agitar esta mezcla se iba produ­
ciendo uri precipitado azul o verde de complej o de cobre. El pH de las disoluciones era
del orden de 2 Ó 3.

'" Este trabajo es par te de la tesina de licenciatu ra de F. Palacio Par ada.
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Mediante NaOH 0,1 N se llevaba el pH a ~ 5,5. Se mantenía agitando la mezcla du­
rante varias horas, se filtraba y lavaba el precipitado con agua destilada y se dejaba
secar al aire.

En . algunos casos, con el fin de deshidrata r el complej o se precipitó con la «oxina» di­
sueltajen acetona y el precipitado filtrado se lavó con acetona desecándalo después en
es tufa a 40-50°C.

De aquí en adelante llamaremos respectivamente a es tos dos métodos de obtención
A y B.

Los productos obtenidos, junto con los métodos de preparación utilizados y los resul­
tados de los análisis. de N, C y H se recogen en la Tabla 1.

En los productos de la Tabla 1, el carácter anhidro o hidratado se comprobó a tra­
vés de los espectros infrarrojos. La existencia de bandas en 3200-3400 cm .- I sirv ió para
asegurar la presencia de agua de hidratación.

TABLA

M éto-
Encontrado Calculado

Complejo do pre-
Observaciones

:
para-
ción N % C% H % N % I C% H %

- -- -- -- - - --
[5S0JNa7IOx],Cu .4H,O A 3,08 24,48 1,73 3,18

1
24,57 1,83

[580JNa7IOx],Cu . 4H,O* B 2,96 24,00 1,46 3,18
1

24,57 1,83
[5S0 J NaOx],Cu .3H,O A 4,55i 35,64 2,57 4,59 I 35,44 2,64
[5S0JKOx],Cu B 4,65

1

36,51 1,80 4,76! 36,76 1,71
[Ox] ,Cu . .2H,O A 7,21

1
55,02 - 7,22 55,74 4,16 .. * -.':

[Ox] ,Cu ** 7,86 60,31 3,54 7,96 61,45 3,44 .. * *
[5CIOx],Cu A 6,50 51,28 2,53 6,66 51,39 2,39
[5CIOx],Cu B 6,68 51,44 2,48 6,66 51,39 2,39
[5CHJOx],Cu Ay B 7,28 63,03 4,31 7,37 63,23 4,24 * * 1;

[5,7Cl,Ox] ,Cu AyB 5,71 44,66 1,77 5,71 44,16 1,66
[5 fenildiazo Ox], Cu A 14,97 63,11 3,50 15,00 64.34 3,60

* El producto se desecó en es tufa de vacío sobre P,O, a 50° C.
** .iSe .obtuvo por el método A pero de spués se desh idrató en es tufa a UOo.

*** .Los análisis elementales se llevaron a cabo sin oxidante alguno .

. Cuando en el mét odo de preparación pone- A y B querem os indicar que , por ambos p roc edimientos .
se produce un · complejo anhidro. El producto analizado fu e siempre el obtenido por el método B.
El carácter anhidro y la iden tida d de los compuestos se determinó por espectrometría in fr arroja .

Las «oxinas» elegidas para la preparacion de estos complejos van de un extremo a
otro de la serie presentada en (1) . Así, están las dos que producen los complejos de ní ­
quel con menor carácter planocuadrado (5-sulfónico 7-iodo 8-hidroxiquinoleina y 5-sulfó­
nico . 8-hidroxiquinoleina) y la primera qu e ya, con poco esfuerzo, producen ,un quelato
diamagnético de níquel (5,7-dicloro 8-hidroxiquinoleina). Se pretende con ello cubrir, sin .
hacer ' la serie completa de quelatos de Cu-t , todo el intervalo de sustituyentes estudiados
en (1). En especial, se han elegido «oxinas» poco tendientes hacia la planocuadraridad,
pues 'al ser el Cu' + un ión de mayor carga nuclear efec tiva se sospecha que la «oxina»
límite estaría dentro de los qu elatos de Cu2+ qu e for man estas «oxinas».

368 ...,...



Compor tam iento espectrofotométrico V-UV de los complejos preparados

'00500600

( a) Oxina to de Cu] dibid rc to dc.

( b ) Oxinato de CuTS. anh id ro.
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I
90

100

110 _

120

130

Complej o
d -d n ----r ,,*

v. Cll1 . - 1 v. cm.- J

[5S0, Na7IO x],Cu . 4H,O 16.260 (27.000)
[5S0 ,NaOx],Cu . 3H,O 15.150 (27.000)
[OxJ,Cu .2 H,O 15.267 .(27.000)..

TABLA 2. - Espectro V -UV para los complejo s de Cu2+ de f órmula
C ú( << oxinato»), . (n + 2) ¡'¡20
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Todos los espec tros se det erminaron
todo de re fiecta nc ia di fu sa
em pleando un espectrofotó-
metro Beckman D. U. Como
patrón de re flexión se utilizó
CO,Mg.

Los complejo s hidra tados
presen tan un espec tro (fig. 1)
formado por una sola banda
muy asimétri ca hacia el ro jo.
Las po siciones 'de los máxi­
mo s de dicha ban da para los
tres complejos hidratados ob­
te nidos se recogen en la Ta­
bla 2.
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Por su pa r te , los complej os anhidros presentan u n espectro V-UV que posee dos ban­
da s d - d hacia 15000 cm.- 1 y 'una transferencia de carga en unos 23000 cm.: '. Los va lores
en ca da caso pueden verse en la Tab la 3.

T ABL A 3

d -d n --7- rr*
Complejo cm .- 1 v. cm.- I

v.

[5S0,K . Qx],Cu 15267 (17544) (23256)
[Ox] ,Cu 15385 (17544) (22472)
[5CIOx] ,Cu 14771 (17544) (23256)
[5CH,Ox],Cu 14925 (17544) (23256)
[5,7CI,Ox] ,Cu 14815 (17544) (23256)
[5 feni ld íazo Ox] , Cu (15380) (20000) - -

Com o es habitual , valores entre p arén tesi s significa n m áxim os de bandas cuya locali ­
zació n .es po co precisa, b ien por ser h ombros, bien por ser picos poco di ferenciados al
estar eng lobados en otras bandas próximas m uy intensas. Así sucede p . ej. con los va lo­
res de 17500 cm .- 1 que, por pertenecer a una banda situada en tre la de 15000 cm .- 1 y la
de tr an sferen cia de carga de 22500-23000 cm .- 1, se manifiesta só lo como un cambio de
pendiente en la envolvente. Igual sucede con la primera banda en 15000 cm .r ' del bi s
5-fenildiazo oxinato cúprico.

Respecto a la banda n ---+ ,,* su localización es d ifícil pues se halla en el lími te de tra­
bajo del aparato.

En la fig . 1 puede verse también el aspecto del espectro de uno de los com plejos an ­
hidros reseñados en la Tabla 3.

Espectros infrarrojos de los complejos

Se determinaron en un espectrofotómetro Infracor d con el propósito de comprobar el
carácter anhidro o hid ratado de cada complejo. Se hicieron con la técnica del nujol.
Las posiciones de las bandas de te nsión de los OH de l agua ligada aparecen hacia
3400 cm .- 1 en los tres casos, lo cua l, en el caso de l 5S0 ,Na. 7ICu . 4H, 0 indica ade más
que, los dos tipos de agua están posiblemente ligados y unid os por pu entes de hidró geno.

Comportamiento magnético de los complejos estudiados

Es conocido que los complejos de Cu-t , in depe nd ientemente de que su simetría sea
Oh o D'h poseen un spin desparejado por lo que su momen to m agnético es siempre del
orden de 1,72 fLn. En este sentido, no es pues in teresan te determinar el comportamien to
magnético particula r de ca da compuesto. Ahora bien , en los com pues tos anhidros pudie­
ra exis tir algu na interacción Cu-Cu que produjese una cu rva X-T análoga (aunque con el
máximo a menores temperaturas) a 12. existente en el acetato an hi dro de cobre (2). Con
el fin de comprobar este extremo, en el Cu (oxinato)" elegido por se r el compuesto mag­
néticamente más concentrado, se midieron las susceptibilidades magnéticas a 293,7, 233,4
y 77,67°K obteniendo: 3,66.10-6

, 4,62.10- 6 y 14,58.10-6 u . e . m . respectivamente. Una recta
que pasa por estos puntos da O = 5,21 y 'u = 1,72 ME. , de acuerdo con una ley de Curie­
Weiss, po nie ndo de manifiesto que, hasta ' 77°K, no hay muest ras de interacciones meta l­
metal.
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Discusión de los resultados

(a '.o . b '.o ----')- a '•• . b2
, . ) •

(c4g . a' ,o . b '.o ----')- c," . a', s : b' ,g)

'A.o +- 'B"
'E, +- 'B,.

En el Cu(acetilacetonato), es tas bandas aparecen en 15000 y 18000 cm .: ', va lores qu e
coinciden muy bien" con los que aparecen en la Tabla 3 para nu estros oxinatos.

En el caso del complejo Cu(oxina), los datos rontgenogr áfícos confirman el espe ctro
visible. Se puede pu es extender sin demasiado temor al res to de los «oxina tos» anhidros
la simetría planocuadrada.

Además, según se encuentra en (6), cuando los complejos hidratados de níquel que for­
man los derivados dihalogenados de la oxina se transforman en plano-cuadrados por des­
hidratación, la banda de transferencia de carga n -;>- ro" se desplaza hacia mayores lon­
gitu des de onda. En los «oxina tos» de níquel el desplazamiento batocrómico de esta ban­
da es de unos 5000 cm.':' (n --+ ro*'~ 25000 cm. - 1 en los complejos hidratados y
n --+ ,,*~ 20000 cm .r ' en los complejos anhidros ). De fo rma paralela , en los complejos
de Cu2+ aquí estudiados, el paso de hidratado a anhidro se traduce en un efecto batocró­
mico de unos 4000 cm .r ' en esta banda , lo qu e está de acuerdo con la as ignación hecha.

Po r otro lado, los datos de 1<>. tabla 2, nos permiten asegu ra r qu e los complejos hidra­
tados son octaédricos pues según es sabido, el Cu' + en un entorno de simetría Oh presen­
ta un espectro V-UV con una sol a transición, la 'T,. '+- ' Eg • Esta banda, como consecuen ­
cia de la asimetría del campo, pued e dar lugar a tres bandas (7). Belford y ali a (8) en­
cuentran, tras un análisis de los espectros a los que ajust an una su ma de gaussianas,
es tas t res bandas en el acetilacetonato de cobre.

Pa rece evidente a partir de los resultados ron tge nogr áficos y espe ctrofotométr icos
V-UV, que los completos anhidros de cobre aquí es tudiados son «p lano-cuadrados».

De acuerdo con Figgis (5), los complejos plano-cuadrad os de Cu2+ presentan dos ban­
das de absorción en el visible. Est as cor responden a los t ránsi tos qu e pudiéramos llamar

Se reali za ron en un difractómetro Ph ilips modelo 1050/25 provisto de tubo generador
con anticátodo de cobre. El objetivo fue comprobar a qu é forma cr istal ina corresponde
el oxinato anhidro de cobre obtenido pues, según Pal enik (3) y Ho y y Morris (4), ha y do s
formas distintas de eset compuesto, C1. y /3, ambas per ten ecientes al sis tema monoclínico
y grupo"espacial P2,jC. Este hecho tien e importancia, pu es a par ti r de la es truct u ra cris­
talina se deduce"el entorno que rodea al Cu2+, entorno qu e da ori gen al espec tro V-{JV
observado y que, por analogía, se podría extender a los dem ás complejos anhidros obte­
nidos.

Un análisis del dia grama Deb ye-Scherrer demostró qu e la es truc tura de nuestro oxí­
nato anhidro de cobre es , dentro del 1 por ciento como desviación máxima, la correspon­
diente a la forma /3 descrita por Palenik (3) . En ella, los oxinatos planos de cobre se dis­
ponen en capas paralelas de tal forma "que cada Cu2+ es tá rodeado, en un plano, por los
dos oxígenos y dos nitrógenos de dos oxinatos en posición transo Estos átomos forman
un caudrado: Las distancias O-Cu y N-Cu son 1,925 y 1,974 A re sp ectivamente. Palenik (3)
sugiere que existe un quinto ligando, el oxígeno del otro oxinato situa do encima, cuya
distancia O-Cu es 2,83 A.

Sea o no correcta la sugerencia de Palenik, lo cierto es qu e un ligando a 2,83 A poco
puede significar frente a los situados a 2 A. Así pues parece má s lógico hablar de un
complejo tetracoordinado qu e de uno pentacoordinado.

Diagramas de polvo de rayos X
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En nuestro caso, la cola hacia el rojo que presenta la band a de 15000 cm.- I podría
esconde r tres bandas. De cua lq uie r mo do, la as imetría indica distorsiones en el campo
oc taé drico qu e só lo pu ed en provenir de di ferencias fuertes en los de los ligandos , Tales
asimetría, que ya se pon en de manifiesto en los «oxina tos» de ní que l, se pot enci an en el
caso del Cu' + como consecuencia de su mayor carga nucléar efectiva y, por ello, de su
mayor tendencia al empleo de orbitaies tt en el enlace. '

En el caso del Cu(H,O),' + la transición 'T,. +- ' E. está, según Ballhausen (9), en
11200 cm .- I mientras que en el Cu(acetilacetonato),. 2 Piridina (8) , está en unos 14500 cm. r ' .
valor próximo al encon trado en los oxinatos de cobre. Morpurgo y WiIliams (10) dan las
transiciones d - d correspondientes a una serie de «oxina tos» de cobre dis ueltos en piri­
dina y de ellas se ded uce, como promedio, un valor de 15200 cm .- I para la trans ición
'T,. ,+- ' E. , en buen acuerdo con los valores de la Ta bla 2.

Una vez establecidas las características estructurales de los complejos estudiados, de
las particul ar idades de la obtención de los diferentes «oxina tos» de cobre prep arados,
se de duce qu e tod as las 8 hidroxiquinoleinas susti tuidas con sus tituye n tes de primer or­
den dan lugar , aun en las co ndiciones más suaves de ob te nción , a oxinatos planocuadra­
dos, mientras que las sustituidas con el grupo SO,- dan lugar a oxin a tos hid ratad os de
cobre.

Las secuencias de «oxinas» que se deduce a partir de los momentos m agnéticos de los
«oxinatos» de Co2+ es , según (1):

5S0,-7I < 5S0,- < 5Cl < 5Br < 5CH, < 5N = N <> < 5H < 5,7Cl,

< 5,7Br, < 5Cl7Br < 5C1,?I < 5,7I,

en la que los signos de des igualdad significan «tendencia hacia la formaci ón de enlace "
con el ión cen tral». Esta sec uencia coincide con los hechos magnetoquí micos observados
en los corresp ondi entes quelatos de Ni' +.

Del comportamien to espectroscópico y preparativo aquí es tudiado se deduce que la
secuencia de «tendencias de las oxinas hacia la formación de enlaces " con el Cu2+ » en los
«oxina tos» es :

5S0,-7I < 5S0,- < 5H < 5Cl~ 5CH, ~ 5 fenildiazo ~ 5,?Cl,

ya que, desde el 5 cloro oxinato de cobre, los complejos preparados fueron es pon tánea­
mente anhidros y plano cuadrados .

Esta última secuencia coincide con las anteriores salvo en la posición de la 8 hidro­
xiquinoleina hecho qu e, po r el momento y con los da tos de que disponemos, no somos
capaces de explicar.
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APLICACION DE LA F. D. T. A LA DETERMINACION
DE LA CALIDAD ' DE IMAGENES FOTOGRAFICAS:

ll) CRITERIOS DE CALIDAD

POR

J. R. DE F. MO NEO Y J . J . BARANDALLA
Departament o de Óptica . Univer sidad de Barce lona (España)

Abstract

Pho tografic im ages of one obj ect are obtained under di fferent conditions (field , aper­
ture and focusing) and their quality is es timated by several observers . Such subjectiv
estimations are compared with ana lytica l expressions deduced fro m the Op tical Transfer
Function and with ot her objectiv criteria . The value of th e an alytical expressions as a
measurement of the image quality is dis cu ssed and th e spec ific problem s wich ar ise in
the application of the OTF to extra-axia l im ages are clasified . A normalization of the
quality cri teria is established in ordee to rnake th em independ ent fro m th e observation
conditions.

Introducción

El fin que se persigue en este trabajo consiste en condensar . en uno o varios paráme­
tros, la mayor cantidad de información po sible, refere nte a la ca lidad de la imagen, de
mo do que aquellos sirvan como criterio de optimización al ca lculador de sistemas ópticos.

Los criterios utilizados hoy día se basan por lo genera l en la F. D. T., si bien puede
recordarse que se comenzó por el anális is de la imagen de un a es trella, hasta desembocar
en criterios de acutancia, poder separador, test sinus oida les, diafragmas de puntos, etc.
Muchos de los cuales siguen vigentes todavía .

No obs tante, los criterios clásicos no basados en la F. D. T. son por lo general parcia­
les y no re spo nden a to das las necesidades de l calcul ista , al no contener la dualidad de
Aber ración-Difracción.

Método

Con siste en realizar distintas tomas fotográfica s en diferentes "planos im agen , 'de un
ob jeto determinado, con una amplia gama de frecuencias espac iales orientadas en dife ­
rentes direcciones. Estas imágenes se proyectan simultáneamente sobre una pantalla y
son cla sificadas según su calidad, por diferentes obs ervadores.

Al mi smo tiempo, se miden los correspondientes módulos de la F. D. T. sa gita l y tan­
gencial para cada plano imagen y se trata de elaborar un cri terio numérico, que respon­
da al visual dado por el ob serv ador .
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~ ~ (I') elx ely

~ ~( o') dx ely

~ ~ ( o I ) elx ely

~ S( o') dx ely

1- ~ ~ ( (/ - o)') dx ely

~ ~(o' ) dx d)'

Q =

T =

Q=

Contenido estructural relativo:

Fid elidad:

i--T = , . P(u)du
• o

0 = 2Q- T

l U m

M = o F (u) u. du

el cual tiende a reforzar la influencia de altas frecuencias .

Observaciones a tener en cuenta

Pues to que el observador va a ser en defini tiva quien dé el criterio de calidad, debe­
remos te ner en cuenta la F. D. T. del oj o2.J ) .

Q = l Um
F (u) dú

Jf o (xy) dx ely = JJI (x y) dx dy

donde 0 es p roporcional a la intensid ad en el centro de la imagen de un punto, es decir
a la razón de St rehl. F (u ) es la F. D. T. y u.; la frecuencia máxima alcan zad a.

Definiremo s un cuarto coeficiente M, aná logo al mo mento de primer orden de un a
distr ibución esta dís tic a:

Pu ede demostrarse que, utilizando la F. D .T. estas expresiones se transforman, salvo
constantes en:

donde o (x, y) es la distribución de intensidad en el objeto, e I (xy) en la imagen, estando
normalizadas de modo que:

Como criter ios de calidad hemos tomado los siguientes:

a) Poder separador medido en el positivo, por el método de test de Foucaul t.

b) Acutancias me didas en positivos por el método de borde de pl aya.

e) Criterio s de calidad basados en el método de Linfoot ü el cua l def ine tres coe­
ficientes:

Calidad de correlación:
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Como además va a ser sometido a la observación de la imagen proyectada sobre
pantalla, de berán conocerse las F. D. T. del proyector y de la pantalla respectivamente.

En estas condiciones, el observador dará una clasificación de imágenes ordenadas se­
gún calida d, de los diferentes planos de enfoque, a la cual debe corresponder una clasifi­
cación numérica por medio de la F. D. T.

Para cada pl ano imagen, la F. D. T. total resultante será:

dondc:

dL: es la F. D. T. en módulo , del objetivo fotográfico .
dN_p: es la F. D. T. en mó du lo de la pareja negativo-positivo.

dA: es la F. D. T. en m ódulo del proyector.
dD: es la F. D. T. en mód ulo de la pantalla.
do: es la F. D. T. en módulo del ojo.

F.D.T. DELOJO

El ob jetivo fotográfico empleado, es de focal 175 mm., descrito en la primera parte
de este trabajo, cuyas características de funcionamiento son concidas".

En lo referente a la imagen proyectada en pantalla, se ha tenido la precaución de co­
locar al observador en posición tal , que aquélla subtienda un ángulo con respecto a éste
análogo al subtendido por una fotografía de 9,5 x 13,5 cm ., a distancia normal de obser­
vación. En estas condiciones 1 L/mm. corresponde, en nuestro caso, a 2 l./ grado.

La frecuencia espacial máxima es, en el mejor de los casos, de 20 L/mm. en la diapo­
sit iva, lo qu e corresponde a 0,66 l./ mm . en la pan talla .

En nuestro caso, tanto la F. D. T. de l proyector como la pantalla son p rácticamen te
la unidad para este rango de frecuencias:

Definición de instrumento perfecto

Condiciones de trabajo y aproximaciones

Defin iremos el instr umen to óptico perfecto, siempre y cuando entre en juego el ojo del
observador, como «aque l cuya F. D. T. va le la unidad en todo el rango de frecuencias
cubier to por el ojo».

Siendo dicho rango, de cero a 40 I/grado (fig , 1) se comprende que el instrume n to per­
fecto encaja dentro de la realidad física .
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Según esta difinición, normalizaremos las expresiones Q, T, 0 Y M dividiendo cada
una de ellas por el valor que tomarían para el instrumento perfecto. Con esta normaliza­
ción se obtienen unos criterios numéricos que no dependen de la abertura del instru­
mento, ni de las unidades utilizadas y que además sirven de medida absoluta de la
calidad, expresada en tantos por ciento.

Resultados

Lo primero que saltó a la vista es que, los criterios de acutancia y poder separador,
únicamente se corresponden con la ordenación visual cuando se trata de comparar imá­
genes obtenidas en condiciones muy semejantes, es decir con' el mismo campo y diafrag­
ma y para planos imagen muy próximos. En estos casos ambos criterios son buenos,
sencillos y rápidos. -

En los demás casos, cuando se trata de 'comparar imágenes romadas en muy diferen­
tes planos, máxime si se mezclan la s de diferentes campos y diafragmas, estos criterios
están en completo desacuerdo con la ordenación visual.

Sin embargo, los criterios de Linfoot modificados y normalizados, así como el mo­
mento de primer orden han dado resultados correctos en general. Se ajustan perfecta­
mente a la ordenación visual salvo en algunos casos muy concretos, en los cuales ha­
ciendo las pertinentes consideraciones se supera la excepción.

Como ejemplo de estos casos típicos, pueden considerarse los de la tabla 1, donde "N°»
es la referencia de cada fotografía; la distancia al plano paraxial se considera positiva
entre ésta y el objetivo.

TABLA

N ° Campo
Distancia

Apertura "

al plano parax.

3 0° + 5 mm. 1/33
5 0° +3 1/33
6 0° +2 1/33

12 0° - 4 1/33
+9 7° +9 1/33 (posic. focal. tang.)
15 7° +5 ' 1/33
16 7° 1/33
18 7° +2 1/33 (posic. focal. sag.)

(7) 0° + 1 1/5.4
(8) 0° O 1/5.4

Los resultados se exponen en la tabla 2. En la 1.' columna de la izquierda, la ordena­
ción visual de mejor a peor imagen según calidad. En las siguientes, los valores que
toman las expresiones normalizadas de Q, T, 0 Y M . A continuación, el poder separador
y acutancias.

Obsérvese que para corresponder la ordenación visual con la numérica, en imágenes
de campo donde existe F. D. T. sagital y tangencial. '

En la fig. 2 se representan las F. D. T. correspondientes a la fotografía núm. 12
(1/33, eje) y la 18 (1/33, 7.° CAMPO). Las gráficas se han' obtenido midiendo sobre el posi­
tivo y por tanto falta multiplicarlas por la F. D. T. del ojo. La núm. 18 se ha obtenido
sobre la focal sagital. Debe hacerse notar que la F. D. T. se ha medido para frecuencias
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TABLA 2
" ,.

ordenación Q T ~ M ' Poder separo Acutancia-gisual l/grado'n- f ot o

7 16,445 9, 85 19, 85 4 , 26 7,9 48

I 'r 15, 68 8 , 77 19, 24 4,09 7,7
16

s 10,11 5,04 12, 73' 1, 90 5,7

12 15,09 9,0 9 18 ,1 9 3,58 8, 4 54
18 T 14,44 8 , 40 17, 56 3,41 7,7 100

, ,

s 4,59 2,51 5,67 .: 0, 37 4,5 5,1

T 10,39 6,39 12, 46 1,69 7,7 87
15 s 11,07 5, 82 13, 78 ' , 2,1 8 6,3 18,3

~nvol. 11, 94 6 , 93 14, 52 2, 32

6 11, 62 7 ,04 13, 99 2 , 13 6,3 47
(8) 9,07 3,56 11,92 1, 97 8 , 4 11

5 10,17 6 , 0~ '12, 29 1, 65 5,3 30

(7) 6,81 3, 40 8,56 0, 86 , 4,5 12
T 3, 57 1, ~8 4 , 50 0, 24 2, 3

+9 s 6 , 57 3,63 ' 8 ,09 0, 74 4 "

3 6 ,57 4,0 1 7 ,90 0 ,69 3,2 ' , ,

-
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e$paci~les, ¡por :t anio, la; ~urira T:corrb1¡pOilde a frecuencias tange~ciales, es decir ba~ras
sagita~s y: viceversa. ' " i " " j ', ' " .. ; ,

: Todavía' podemos ;ir ' m ás lejos. La 'fotografía' núm. 15 ,(i / 33, ,7.0 CMU>o) está tomada
en la imagen media entre la focal sagital y tangencial: observar ~u F. D. T. (fig. 3), 'tan­
to la curva T como la S tienen 'los parámetros parecidos. En la ' misma figura"se com­
para la F. D~ T. correspondiente a ' la fotografía núm. 16. Es ' de I notar 'que para encua­
drarlai en d contexto debemos tornar 'la envolvente a las 'curvas 1f y S. Ni la cU,rva T ni
la S ~or s~ misma~, ni el promedio de ambas ¡se ajusta a la ordenación visual,' ,

: Las fotografías n úm.] (8) ,y 5 [corresponden : respectivamente a :apertura 1/5.4, (EJE) y
1i33 (EJE), ¡donde la 5 ' está ' muy .desenfocada j ;SU5 ' correspondientes F, D. T. quedan re­
flejadas -en la fig. '4. El observador duda entre ' la calidad , de 'ambas imágenes no deci­
diéndose entre Iellas. Para la núm. S, ' mucho contraste y poco poder separador, y en la
($) poco contraste (debido a la influencia ' de las aberraciones con esta abertura) y ma­
yor poder resolutivo. La indecisi ón del observador queda patente en las expresiones nu­
méricas: valorando .con trastes Q y 0 :dan mayor resultado en la núm. 5. Sin embargo,
si .Io que valoramos es el poder separador! M hace que la (8) quede encima de la (S).

:Amllogamente, el observad~r se encuentra indeciso sobre si la fotografía núm. 9 está
por encima o debajo de la núm. 3: La primera está tomada sobre la focal tangencial a
7.· de ¡campo y la segunda en eje; ambas con. abertura 1/33. Pero aquí duda 'ent re dos
imágenes ' muy parecidas casi indiferenciables. j Este hecho se refleja en los resultados
medidos sobre las correspondientes F. D. ~T . (fíg, S).

Es 'de notar que este orden de calidad 'visualcambia al hacerlo la distancia de obser­
vación. Entonces se desplaza la F. D. T. del ojo a lo largo del eje de las frecuencias,
con lo cual cambia el poder separador, pero ~or esta misma razón también cambiarán
los valores de Q, 0 y M y su orden relativo, ;

Es [decir , a otra distancia de observación tendríamos otra evaluación visual y numé-
rica correspondientes entre sí. '

' jA l~ vista de los resultados expuestos : encontramos que los criterios Q, T, 0 Y M
dan, en general, una ordenación análoga á la del observador, si convenimos en asignar
a cada fotografía los valores de dichos criterios, calculados con la curva F. D. T. más
externa, para casos de curva sagital y tangencial de una misma fotografía.

I ' ,

, El poder separador y la acutancia dan buenos resultados únicamente, para fotogra-
fías obtenidas en circunstancias parecidas. : ' ,

El Mes especialmente útil para comparar curvas de distinta forma, debido a la ma-
yor, importancia que da .a las frecuencias .altas , : ':

De 'un ~odo general los criterios Q y 0 sim' lo bastante representati~os de la cali­
dad como para servir de medida' de ésta en el cálculo de una imagen óptica. El pará­
metro T tiene más utilidad para calcular 0 que, como criterio propiamente dicho.

Conclusiones

De la evaluación visual y numérica de la tabla 2 y teniendo presente la clave dada
en la tabla 1, se aprecia que la mejor imagen se encuentra, para zona extraxial, cerca
de la posición media entre la focal tangencial y sagital, un poco desplazada hacia la
sagital, para abertura 1/33.

¡En cuanto a los criterios de poder separador y de acutancia, éstos dan buen' resulta­
do únicamente 'para fotografías realizadas en condiciones' muy semejantes.

, Para evaluación de imágenes extraxíales, debe tomarse siempre la más alta de las
F. D. T. sagital y tangencial, prescindiendo de la otra. En el caso de que ambas curvas
se crucen ha de, tomarse en cada intervalo la mayor.

En lo referente a los criterios Q, T, 0 y M debemos concluir que el primero, integral
de la función de transmisión y por tanto, intensidad en el centro de la imagen de un
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punto, responde bastante bien de la calidad de un a imagen óptica, y esto con calida­
des más bien bajas, es decir con una razón de Strehl mucho menor de 0,8.

La expresión de T, por el contrario es menos recomendable como criterio, debiéndose
utilizar únicamente para calcular 0 el cuál es un criterio bueno, incluso mejor que Q.

El momento M, es bueno en gene ra l y especialmente indicado para comparar F. D. T.
de distinta forma.

En el cálculo de estos criterios no debe olvid arse introducir la F. D. T. del ojo .
Finalmente, estos criterios están normalizados a 100% para el instrumento físico

perfecto y son independientes de las condiciones de campo y abertura emplead as. Ade­
más, por medio de la F. D. T. del ojo responden a di ferentes distancias.
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ESTUDIOS DE CRITERIOS DE OPTIMIZACION
PARA EL CALCULO AUTOMATICO DE SISTEMAS OPTICOS

Parte I

POR

J . R. DE F. M ONEO Y F. ABBAD

Depar tamento de Optica . Universida d de Barcelona (Españ a)

Abstract

. We search for a simple mer it function us able in au tomatica lly comput ing the Con­
figuration of a sys tem up to third order. For this purpose cer tai n analytical expressions
are obtained from third order wave aberrations.

Introducción

En el cálculo de sistemas ópticos se ha generalizado el uso de los ordenadores , obli­
gando a la utilización de «las funciones de mérito». Entendiendo por tal una fu nción de
las ab erraciones, parámetros, etc. Que sea monótona creciente o decrecien te con la
calidad del sistema. Optimizándola corregiremos el sistem a.

Se han definido diversas funciones de mérito pudién dose agrupar en tres tipos:

1.o Fundadas en ab erraciones clásicas como:

. ¡JI

o = ~ w;' e;'
i= l

donde e, para i = 1, 2, ... M; son las ab erraciones que se pret enden corregir y w, su
factor de peso correspondiente.

2.o Fundadas en diagramas de impactos:

M
o = ~ d,'

i = l

siendo d i la distancia de los impactos de los rayos en el p lano im agen medidos desde
el impacto de uno de ellos considerado como central.

3.o Fundadas en la aberración de onda:

A este tipo pertenecen las que toman como función 0 : la varianza de la aberración
de onda, la relación de Strehl y la función de transferencia .

Elegida la función de mérito se pueden seguir diversos métodos para su op timización:

a) Tomando diversas configuracicnes se calcula la función 0 para cada una de
ellas eligiendo la configuración del sistema correspondien te a la mejor 0.

b) Métodos matem áticos como: el del gr adien te, el de multiplicadores de Lagranje.
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Búsqueda de una función de mérito sencilla

(1)
~ ~ ~

W = -(p/h)' + -(p/Wcos ~ + -(p/h)2cos cp
8 2 2 '

Trataremos de formar una 'l.>. en la que se incluyen algunas condiciones con el fin
de obtener una superficie de onda a la salida del sistema. qu e sea más esférica, sirn é-
trica y con una aberración de onda menor. '

Con la intenci ón de obtener tales condiciones. realizare mos un .estudio analítico de
la furición aberración de ' onda en pupila. que según Hopkins [2] referida a ' la ' focal
sagital es:

En este proceso de op timización aparecen ciertas dificulta des:

a) La cor rección au tomá tica no lleva al mej or valor pos ible y en general no llega
a alcanzarlo.

b ) Todos los proced imientos de op timización predicen un punto ex tremal; pero ese
punto es el m ás próximo al de partida . pudiendo existir otros incluso tal vez mejores.

e) La falta de lin ealidad de las fun ciones respecto a los parámet ros.

d ) La gran excentricida d de los hiper elip soides asociados a 0 en el espacio confi­
guración de los parámetros.

T. H. Jamieson en (1] afirma : «Meir on ha publicado recien te men te algunos re sulta­
dos obtenidos con el uso de la relación de Strehl como función de mérito. Un sistema
previam ente optimizado usando las aber raciones de rayo tran svers ales fue re optimizado
usando la varianza de la abe r ración de onda como función de mérito y obtuvo una
reducción significativa en las aberrac iones residuales de los rayos transversales; pero
aún fue más importante el que se obtuvo un considerable incremento en el valor me­
dio de la función de transferencia. Debe advertirse qu e probablem ente se hubiera obte­
nido una optimización análoga utilizando la función de mérito original. si se hubiera
conocido la elección correcta de pesos».

Nos proponemos comprobar esa af irmación; tratando de encontrar una función de
mérito sencilla y unos pesos adecuados que permitan al orden ador alcanzar sin dete­
nerse el punto optirno de corrección.

Corregiremos sólo abe r ra ciones de tercer orden y tan sólo de punto. Consideramos
condición necesaria el estar correg idas las de punto .

Las razones de la corrección en te rcer ord en solame n te son:

a) Fáciles de ca lcular , utilizando las sumas de Seidel.

b) Habiendo corregido el tercer orden y dando pequeñas modificacione s a los pará­
metros se consigue la corrección de las exac tas y es to con más faci lidad; puesto que en
un entorno pequeño de los parámetro s la s ab erraciones de órdenes superiores son más
lineales.

e) No se puede pensar en la compensación total de las aberracione s de te rcer orden
con las de órdenes superiores para valore s grandes de las primeras debido a que varían
de diferente modo con el campo y la abertura; es decir . se pueden compensar para
ciertos puntos, pero no para todos; esa compens ación ta n só lo se consigue dentro de
to lerancia, cuando se está en el límite de las de tercer orden. '

siendo S,. S2' S3 las tres primeras sumas de Seid el; p. cp coordenadas angulares en pu­
pila y h radio de la pupila.

. ' Vamos -a hacer un estudio de la función W; para tal fin pasamos de coordenadas po-
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(7)

(6)

(3)

(2)
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.a W
8 - = 4S, x' + 4 (S , y' + 2S2 y ) x = O

ox

s, S, S,
W = _ (x2 + y)' + _(x2 + y') y + -y

8 2 2

aw
8 - = 4 (S, Y + S,) x' + 4 S, y' + 12S, Y + 8 S, y = O
oy

por tanto derivando (5) respecto a x e y .

S, 2 1
W = - - x' + -- (S , y' + 2S, y) x' + - - (S I y' + Ll S, y' + 4S, y) (4)

8 8 8

Los puntos de máximo o mínimo implican qu e:

e w e w
- = - = 0
ox oy.

donde los coeficientes A, B, C, D y E depende de x" S"
S2 Y S,. ti ,gura 1

Para comprender mejo r su for ma podemos hall ar los máximos y mínimos de W en
función de x e y .

De la ecuación (3) desa r rollando y ordenando t érm inos darí a :

W = Ax' + Bx' + C

Esta función es simétr ica respecto al ej e x, pa ra un valor de y constante nos queda­
ría así:

W = Ay' + By' + Cy' + Dy + E

Siendo A, B y C constan tes dependientes de S" S2' S, e y.

La representación de W en función de x sería en genera l como aparece en la figura 1.
Según los valores A, B y C, adoptará las , formas 1, 2 ó 3, ó sus sime trías resp ect o al
eje x.

En e caso de ser y = O, x = O implica W = O, por tan­
to la superfice pasa por el origen de coorden ad as.

Estudiando la W en el plano meridiano (y, W) , es de­
cir para una x constante, de la (3) obtendrí amos una
ecuación del tipo:

lares ( p, <p) a ca r tes ianas (x , y), tom ando el eje Y en el plano meridiano y haciendo
el cambio:

x = (p/h) sen <p } = {( p/ h)' = x' + Y}
y = (p/ h) cos <p (p/h) cos <p = y

sustituyendo (2) en (1 ) daría:



f igura 2

(9)

(9)

- 3 S, ± J9 Sl-8 SI S3

2S1

x=O
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YI ,' =

Yo = O ~ W = O

- 2 S, ±2JSl -S1 S3

S,

x2 + y' + 2S,/S , y = O

).-1 + y' + 2S,/S IY = O

y=

x = O

x = O

2.o Solución

W se anula para y = O, Y para

Por tanto W corta al eje Y en tres puntos como máximo; siendo y = O un máximo o
mínimo.

Representando gráficamente la W para x = O, en unos ejes de coordenadas (y, W), nos
daría unas representaciones del tipo de la figura 2, pud iendo estar orientad as hacia las
W negativas.

y2
W = - (S IY' + 4S, y + 4S3)

8

1'1

Sustit uyendo YI e y, en la ecu ación (4), se llega a obtener para la aberración:

De la ecuación (6) obtendríamos:

x [SI x' + (SI y2 + 2 S, y )] = O

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CI ENCIAS EXACTA S , FI S ICO-QUIMICAS . Y NATURALES

1
W1" = -- [9 s r -: 8 SI S3) SI S3- 27 (Sl - S, S3) ± (9 Sl - 8 SI S3)3J2 ] (8)

16S 1
3

En el plano x = O, en donde está n situados los puntos 1 y 2, la función W de la ecua­
ción (4) toma la forma:

soluciones pos ibles en este caso serán:

que nos da las soluciones:
1.0

Como deben cumplir la ecuación (7) las sustituiremos en esa ecuación y nos darán
las posibles soluciones :

1.o x = O al sustitutir en (7) da:

4 y (S, y' + 3 S, y + 2 S3) = O
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• I

(11)

(12)

(10)

(
2 S2 )

r = - y y+--¡-

, (2S)
,, 4 (S , y + S 2) y +-; (-y) + 4 y (S , y2 + 3S2 y + 2S2) = O

, 2 52 J2W + (S,'-S,S3) Y'
x2 = _ y' ---- y ± ---------

SI S,

para est udiar la (11) en un plano de W constante con coord enadas x e y, hacemos prime­
ro W = O; la ecuación (11) pa sa a ser:

2 S2 JS,' - S, S3
x2 + y2 + __ y = ±

SI S;

La ecuación (12) representa dos circuriferencias tangentes como las de la figura 3 (a)
o (b).

Siendo el punto común x = y = O, y los centros O, y O2 pu eden es tar al mismo o dis­
tinto lado del ej e x.

Funciórt 87

S, x' + 2 y (S, y + 2 S2) x2 + (S , y' + 4 S2y' + 4 S3y' - 8 W) = O

ecuación bicuadrada en x despejando x2 y simplificando obtendr'íamos:

Si estudiamos la función W (x , y ) para el caso de ser W con st ante, la ecuación (5) po­
dríamos expresarla:

La (10) es la ecuación de una cir cunferencia qu e pasa po r el origen de coordenad as
S2

x = O, Y = O; estando su centro en el punto x, = O, Ye = - -- es decir de radio
SI

R = IS2/ S'¡ y qu e es el lugar geomé trico de máximos o mínimos de la ab erración de
onda.

La condición - S,'/S, + S, = O se puede escrib ir como (S,' - S, S , ); quedando la con­
dición en la forma S 7 = O.

cuya posible solución es y = O qu e al sustitutir en (9) daría x = O, solución vista antes,

(
S,' )

Pero si --s;- + S, = O

entonces y puede tomar ot ros valores tales qu e

52
x' + y' + 2-- y = O

SI

despejando XZ y su sti tu yendo en (7) daría:

'haciendo .operaciones tendríamos



/

(13)

x
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- 3 S, - J9 S,' - 8 S, S3

2S,

- 3 S2 + J9 S,' - 8 S, S3

2S1

2S, 2W
x!-+y'+ - -y = ± - - -

SI S,

J

YI =

x = O

. , - Y2 =

si S 7 = S,t .; S; S3 .: O :tend~emos

Los tres puntos de máximo o mínimo encontrados , en el caso general son:t :

figura 3

Xo '= Yo = O ~ W = O

Función SS

con centro x, = O Yc = - S,/S " de radio

(al

REVISTA DE LA ACApEMIA DE CIENCIA S EXACTA S , FISICO-QUIMI9AS y NA TUR ALES

Si Sl - S , S3 = O, la ecua ció n (12) es la de un a sol a circunferencia .

. 2S2

x' + y' +--y = O
S,

, ~ .
ecuaci ón de dos circunfer encias concéntricas, con centro en el punto x = O, Y = - Sl/S,
(véase la figura 4), pudien do exis tir las dos o al menos una según sea el valor de W.

Volvemos a encontrar la condición obtenida an tes S 7 = S/ - S, S3 = O, que daba
como lugar geométrico de los máximos o mínimos de W una circunferencia, en el pla­
no x, y.

El hecho de ser con la condición S 7 = O circunferencias también la s curvas de W cons­
tante en planos paralelos a l x, y; no s ' hace pens ar que la onda debe ser más simétrica
con esa condición y tal vez más esférica.

que pasa por -el punto x .= y = O. -. ..,
Para W di stinto de ' O, si S,t- S , S3 = O vemos que la ecuación (11) se simplificará así :



W= = --
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(14)

{

W, = S,'/8 S,3

W, = O

Si Sl
W, = - - = - -

8 S,3 8 S,

A este va lor de W, le llamamos S 8.

Sl
S, = - ­

8S,

En . el plano x = O, la W en función de y, viene indica­
da por la figura 5.

E! máximo WI lo po dremos expresar así:

I
W'.J = -- [Si ± Si ] ~

16S3

fi gura 5

lW

Estas dos condiciones las obtendremos de l estudio de los valores ext remos de la abe­
r ración 'de onda en el borde de pupila; es decir para ( p/h) = 1, que será:

SI S, S3
W = -- + -- cos q¡ + - - cos' q>

8 2 2 '

e w S,
- - = - - -sen cp -S3coS r.p sen = O

o q> 2

{

YI = - S,/S,
X=O

y, = - 2 S,/S ,

las soluciones son:
1.0

sacando factor común
sencp (S, + 2 S, cos <p ) = O

cos cp = - S,/2 S3

sus t ituyendo en (14) esa solución nos da: f igura 6

S IS3-Sl - S 7

Xo = Yo = O ~ W = O

- 387 .-

8 S3 8 S,

En el plano de coordenadas x, y; las curvas de igual W se rí an las representadas en la
figura 6; en el caso más general los valores ex tremos de W en el borde de pupila se ha-
llarán haciendo (la W/f) Icp ) = O por tanto: (y

, 1

Funciones 89 Y 810

S, nos daría el valor de los maximos o mínimos de la aberración fuera del centro de la
pupila que producirán una deformación de la superficie de onda ; por tanto la S, debe
hacerse tender a O.

Los puntos (xo, Yo) e (O,y,) corresponden a mínimos si W est á ori entada hacia el lado
po sitivo del eje de las y, siendo (O, y,) un máximo.

El valor de W para los puntos (O, YI) Y (O, y, ), según (8) si S 7 = O será:

/
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A la mayor en valor absoluto de las dos le llamamos S 10 qu e será:

- 388

(S, - 2 S2)2
W... = - - - - -

(S, + 2 S2)2
Wo = - - - - - -

En el caso de ser S 7 = O nos dará :

( IS'¡ + 2 1S21)2
S lO=----­

8 jS'¡

. S, S2 S3
W... =-+-+-

8 2 2

sen ¡p = O ==? cos q> = ± 1

Al valor qu e toma la W ¡p, le llam amo s S 9, por ta n to será:

-57
5 9=-­

853 .

SI 52 S3
Wo = - - + - - + - '-

8 2 2

La condición S 7 = O, da cuen ta de la esfericidad de la onda y su simetría.

La función S 8 depende de los máximos o mínim os situa dos en el plano meridiano fue­
ra del centro de la pupila, qu e deforman la onda. Cuanto menor sea S 8 más pequeña
será la deform ación en la función de onda.

La fun ción S 9 corresponde al valor ab solu to de la aberración , qu e puede aparecer en
el bord e de pu pila y fuera del plano meridian o; en el cas o de ser S 7 nula, la S 9 también
lo es ; de lo con trario como dep ende de S3 puede tomar valores muy superiores a la S 7.

Finalmente tenemos la S lO, la cual da los valores mayores de la aberración en borde
de pupila en el plano meridiano, tomando de las dos pos ibles la mayor en valor absoluto.
Se comprende que en la corrección se tratará de dism inu ir el valor absoluto de la aberra­
ción en el borde de pupila y en el plano meridiano .

Estas cuatro funciones las hemos añadido a la función de mérito. Más ad elante anali­
zaremos su comportamiento.

Para comprobar la eficacia de estas condiciones, las u tilizaremos en dos programas
de corrección:

S 10 nos da el mayor valor absoluto de la aberración de onda en el plano meridiano,
para el borde de pup ila ; de dond e se deberá im pon er como condición que S 10 tienda a O.

Comentarios sobre las funciones obtenidas

la cp puede tomar los valores de O, .. rad ianes .

Su stituyendo los va lore s de .¡p en (14) nos da:

Representa el va lor mayor absoluto de la aberración existen te en el borde de pupila y
fuera del pl ano meridiano; por lo cual deberá hacerse te nder a O.

2.o
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ti = \II,ei

A A

E.= " 23 P «. j) w,w,-"-'
i = I j = 1

N N

E,= ~ 23 Q (i , j) Vi Vi
i=1 ; = 1

N- ' N - l

E. = 23 23 R (i, j) V i V i
i = 1 ;= 1

10 N

<]l = 23 t / + 23 V/ (Xi - X. i)'
i = l J=l

ro

<I> = 23 t /
i =1

Cálculo de: «la varianza de la aberración de onda para el punto de me­
jor imagen»

Hemos realizado un programa que partiendo de la focal sagital, se calcula la varianza
de la aberración de onda. buscando un punto imagen para que dicha varianza sea
mínima.

La varianza la calculamos según el método de King [3] . cu yas fórmulas resumidas
son:

donde las t i' i = 1. 2, .... 10; son las seis sumas de Seidel más la s funciones S 7. S 8. S 9
Y S 10; multiplicadas por sus pesos. que deben ser mínimas.

2.· Programa: Puede considerarse como variable todos los radios optimizando <JI por
el método de multiplicadores de Lagrange, tomando como condición exacta la de mante­
ner la focal.

La fu nción de mérito que tomamos para este programa es:

1." Programa: Trata de optimizar <I> considerando como parámetro variable en cada
paso un solo radio, calculando el último' con la condición de conservar la focal. siendo <1>:

donde Vi es el peso del parámetro x.. w, pero de la aberración e"

Estos dos programas han sido utilizados en los oculares que llamamos M-2-111-2; 4-11;
111-1 Y 11.

También hemos utilizado un objetivo de la firma comercial «Meopta Narodni Podnik»
al que designamos «Meopta».'

Hemos observado que el corregir la cromática transversal limitaba los incrementos de
los ángulos de incidencia de los rayos con los dioptrios.

Al minimizar la función S 7 disminuyen los valores del coma y astigmatismo. Los ocu­
lares utilizados no permiten la corrección de las tres aberraciones de punto simultánea­
mente; pues concretamente intentar reducir la esférica por debajo de cierto límite.
produce un aumento exagerado de las otras aberraciones.

Dando distintos pesos a la C, nos encontramos con casos en que no es fácil discernir
cual de los estados finales es mejor sobre todo el ocular 11 y el objetivo Meopta.

Para poder estudiar mejor esos casos dudosos utilizaremos el criterio de «la varianza
de la aberración de onda. para el punto de mejor imagen»; «el diagrama de impactos en
tercer orden. en el plano perpendicular al eje. que comprende al punto de mejor imagen»
y «la proyección en dos dimensiones de la superficie aberración de onda en pupila». Esta
último nos permite ver cómo sería la superficie de onda si la esfera de referencia se con­
virtiera en un plano.

Comentarios a los resultados obtenidos



donde

para j = 1, 2 ... N - 1

paraf = 1, 2 ... N -1

2

2
U¡= - - - - -

v ¡ = - - - - -

U N = WN

W¡ + W ¡+N

Cálculo de: «el diagrama de impactos en ·tercer orden, en el plano per­
pendicular al eje, que comprende al punto de mejor imagen»

Para ha llar las coordenadas de los impactos de los rayos en ese pl an o, utilizaremos las
fórmulas dadas por Hopkins [2] en función de W que son:

- R ( aw cos (P 8W)
y = -- sen q¡- - +----

n o p p 0'1'

. - R ( ew sen lp OW )
z = -- cOs ,p - - - - - - -

n op P.. ~,

donde s», viene dado por el pro grama anterior , Wo es la aberración de onda referida a la
focal sagital; p, lp son las coordenadas en pupila del rayo; R distancia de l plano de la
pupila al del dia gram a de impactos y n el índice de ref racción del me dio .

Considerando los rayos qu e sal en de diferentes puntos de la pupila y utilizando las
fórmulas citadas se obtienen las coordenadas de los impactos en ese plano

/j.W" = (sen o¡ coslp) /j.'Z } .

/j.Wx ¡ = ( l - cos o¡) /j.x -.

Hallando los máximos y mínimos de '1> respecto x, z: obtendremos los ./j.x, /j.Z nece­
sarios para que la '1> sea óptima .

siendo
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W = Wo + (l- coso) /j.x

'1> = .~ (oc E a) + ~ ~ (f3 E a + "1 E.)~ . l.
o\. l . -r

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENC IAS EXACTAS, FIS ICO-QUIMICAS y NATURALES

sie ndo i, la longitud de onda de la luz r el án gulo de campo. Nosotros hemo~ to mado
una sola t., un solo campo y f3 = "1' por tanto la ,]> será:

q' = oc E a + f3 (E, + E o)

La W¡ será la W ¡o dad a po r Hopkins en [2] más la debida a los desplazam ientos de l
punto imagen respecto a la focal sagital:

A es el número de rayos de abertura para un acimut cero y N = A + (5 + 1)/2, . sien­
do 5 el nú mero de rayos cruzados.

Con esa varianza Kin g define una función de mérito :

Siendo E a la varianza de un punto axial; E" E. las pa rtes par e im par de la varianza
de un punto extraxial P (i, j), Q (i , j) y R (i, j) ciertos coeficientes cuyos val ofes vienen da­
dos en [3]. W¡ es la ab erración de onda para el rayo i = 1, 2 '" (2 N -1 ).



TABLA 1

Ocular
Pesos de las e¡ Var ianza en el pu nto

(corregidos ' por el 1" programa) de mej or imagen

Original 5,32
lOO, 200, 10, O, O, O, O, O, O, ° 6,04

M-2-III-2 10, lOO, 1, G, G, O, 10.000, O, O, ° 0,53
0, 100, G, O, O, 100, 10.000, O, 100, 100 0,48

Original 10,33
IDO, 200, 10, O, O, O, O, O, O, °' 10,65

4-II 10, 100, 1, O, O, O, 10.000, O, O, ° 0,61
.. O, 100, O, O, O, 100, 10.000, O, 100, 100 ' 0,56

Original 6,29
.100, 200, 10, O, O, O, O, O, O, ° 5,03

III-1 10, 100, 1, O, G, O, 10.000, O, O, ° 0,47
0, 100, 0, 0, O, 100, 10.000, O, 100, 100 0,44

Original 36,88
100, 200, 10,0, G, O, O, O, O, ° 6,72

11 10, 100, 1, 0, O, O, 10.000, 0, O; ° 0,48
0, 100, O, O, O, 100, 10.000, O, 100, 100 0,44

Original 21,87
100, 200, to, O, O, O, 0, O, O, ° 0,99

Meopta 10, 100, 1, O, O, O, 10.000, O, O, ° 1,28
0, 100, '0, O, O, 10O, 10.000, O, 100, 100 1,86

•

TABLA 1 1

Ocular
Pesos de las e, Varianza en el pu nt o

(corregidos por el 1" programa) de mejor imagen

Original 5,22
100, 200, 10, O, O, O, O, O, O, ° 1,41

M-2-III-2 10, 100, 1, O, O, O, 10.000, O, O, ° 0,32
0, 100, O, O, O" 100, 10.000, O, 100, 100 0,31

Original I 10,15
100, 200, 10, O, O, O, O, O, O, ° 5,43

4-II 10, 100, 1, O, O, O, 10.000, O, O, ° 0,46
O, 100, O, O, O, 100, 10.000, O, ' lOO, 100 0,53

Or igin a l 19,15
10, 100, 1, O, O, O, 10.000, O, O, ° 3,02

III-1 100, 200, 10, O, O, O, O, O, O, ° 0,19
0, 100, O, O, O, 100, 10.000, O, 100, 100 0,25

Original 36,71
100, 200, 10, O, O, O, O, O, O, ° 0,46

11 10, 100, 1, O, O, O, 10.000, O, O, ° 3,38
0, 100, O, O, O, 100, 10.000, O, 100, 100 11,81

Original 12,73
100, 200, 10, O, O, O, O, O, O, ° 2,53

Meopta 10, 100, 1, O, O, O, 10.000, O, O. ° 0,91
0, 100, O, O, O, 100, 10.000, O, 100, 100 1,44

-



Aberraciones :

Campo : 15'

Esf . -1,2734

Como-0,2618

Asl ig . - 1, 34 95

sr. 0,0013

Var . 5,22

Acerracion~s :

Campo : 15'

Es! . -0,7024
Como -O,0449
Aslig . -0 ,3 863
57. 0,0 001
Var. 1,4 1

.-t----.l-.--..---~I--+--Il<::-::-­
y
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p . mejor imagen

Peses : 100 ,:00,10 . 0,0 ,0 ,0,0 ,0, &,

RP.

M-2-1I1- 2Ocular

p. focal sagi lal

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURA LES

Ocular M-2~1IJ-2 Orig inal

O,lnm
t----o

p . focal sa qita! p. mejor imagen

O,olrrvn

R.P.
_~_.-_ · t · ~-··--~-*!;¡=;jf

Y

7 - -t--"--+-+- - of--



Campo : 15'

Abe rra cion~s :

Esf , - 2 ,4 879

Corn. - ' , 2405

Asl g. - 0 ,3 14 9

57 . O,O706

Var o 12,73

Es! ..- 0 , 50 51

Como 0 ,0 061

Aslg . - O ,0047

57 . 0 ,0000

Var . 0 ,31

Ab erraci ones :

Campo : 15'

tP
- 1- - X ñR- - - -IR.P.

Orig ina l

p . mej or imagen

Pesos: O. 100 ,0 ,0,0 , 10 0 . 10,0 00 , 0 , 100 , 100

393 -

p , mejor imagen

rq'S In
-1- f - t--. - ~. P.

'i J 2 1 10

r:
L
I

r

Ocular M-2 -111-2

Objeti vo Meopt a

p . focal sagit al

r » focal sag i lal

0,01mm.

t':
0'l~1

t--- ,---~-- l--J- l d~P'

. ,"

i"

j
::
.s

-s
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Ab erraciones :

Aber racio nes :

Es! . 0,000 1
Como ~O.OOOO

Ast g. -0 . 2772

57. - 0, 0 000
Var. 0,91

Campo : 15'

Es! . - 0, 0003

Como -O ,0 003
Aslg. 0.7 712

57. - 0 ,000 0

Var o 2,53

Campo : 15'

,q01 ")m.

Pesos : 100, 200. 10. 0.0.0.0 .0 ,0,0.

Pesos : 10,100.1. 0. 0. 0 . 10 . 000.0 . 0, 0,

p . mejor imagen

p . mejor imagen

Objetivo Meopta

Ob j et ivo Meopta

T

j
z

1­

0,5__

~

~~
¡

r
p . focal sag i tal

j

OO.lrrm..----.

p focal sag ital
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Comentarios a las tablas 1 y 2 de «Varlanza de la aberración de onda»

Los pesos de las t, van en el or-den: esf érica , coma, astigmatismo. curvatura, distor-
sión, cromática, S 7, S 8, S 9 y'S 10: . . " • . .

La varianza está expresada en longitudes de onda (A).
Puede verse que en general se llega a unas varianzas menores cuando se introducen en

el> algunas de las funcioneaestudiadas en la primera parte tanto con el primer progra­
ma (tabla l) 'como en 'eÍ segundo' (tahi~ 2). ' .. " . .

Encontramos dos excepciones es objetivo «Meopta» con el primer programa y el ocu-
lar 11 en el segundo. . , . ..
. .:'Ei estudio d~ estas eJecepcione;;se reaÜiará 'e~ tih. ·estudio posterior.
. . Pero, 'a la vista .de los resultados de 'las ' tablas,' se llega:'a 'la conclusión de que las
funciones estudiadas,' especialmente la S 7 'són realmente útiles para la corrección.

Los resultados M-2-11I-2; III-l; 4-1I y 11 han sido estudiados anteriormente en la Cáte­
dra de Optíca de Zaragoza [4], [5] .
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