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SISTEMATIZACION DEL CALCULO DE ORBITAS

P OR

J. M. CoRREAS

Departamento de Fisica de la Tierra y del Cosmos.
Facultad de Ciencias. Zaragoza (Espafa)l

Abstract

This work deals with the problem of orbit determination in keplerian motion. A uni-
versal regular formulation is performed, which depends, in a explicit form, on data
of the kinds available nowadays. By this means it is possible to discuss the different
cases of orbit determination arising when data in a number of points are given. There
exist six cases from central data in two points, which are studied here.

In two cases we get the solution in a straightforward manner, whereas numerical
approximative methods, starting from boundary conditions on the solutions, are used in
the others. Results of a numerical test carried out agree with the theory.

Introduccién

El clasico problema de calculo de oérbitas de cuerpos celestes, ha sido desarrollado
por numerosos autores desde los tiempos de Newton, figurando, entre otros, nombres tan
ilustres como Euler, Lambert, Laplace, Lagrange, Gauss, Olbers, Gibbs, etc. [1] a [9]. Des-
de entonces se han producido naturales cambios y mejoras en su planteamiento y resolu-
cién; pero el mayor avance en su actual concepcién ha surgido en los ultimos afios,
debido a las nuevas técnicas de observacion desarrolladas (radar, medidas Doppler, la-
ser), a los potentes métodos de calculo (analizadores y ordenadores) puestos en practica
y a los numerosos lanzamientos y misiones espaciales llevadas a cabo o proyectadas,
[101 a [17].

Para hacernos una idea de estos cambios, resaltemos los siguientes hechos:

1.° Las observaciones utilizadas por los astrénomos en el cilculo de posiciones han
sido las angulares, de modo casi exclusivo, ya fueran obtenidas por medida de coordena-
das horizontales (acimut y altura) o por determinacién de coordenadas ecuatoriales (as-
censién recta y declinacién) contra un fondo de estrellas (método fotografico).

Sin embargo, a esta cldsica forma de medir han venido a sumarse las técnicas de
radar y laser, que permiten obtener distancias con gran precisién y las medidas Doppler
que sirven para calcular velocidades radiales. De esta forma, en los métodos de calculo
que ahora se utilicen, deben introducirse estos posibles datos de observacién, aparte
las medidas angulares ya mencionadas. Un estudio comparativo de la precisién relativa
de los diferentes datos tiene, evidentemente, un gran interés para poder discriminar cua-
les son los casos mas favorables de determinacién de Orbitas; pero como no e€s ese nues-
tro propdsito, en este trabajo se supone que todos los datos son de la misma precision.
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2.° Como todo calculador sabe, en la determinacién de oérbitas se presentan casos
singulares, cuya resolucién no puede conducirse por una formulacién general (caso cir-
cular, caso rectilineo, arcos cortos, Orbitas con inclinaciones de 0°, 90°, 180°, colisio-
nes, etc.). Recordemos a este respecto que desde el lanzamiento de satélites artificiales,
se presentan con frecuencia casos de orbita circular o casi circular, érbitas con inclina-
ciones proximas a 0° y 90° (satélites polares), érbitas con inclinacién critica, etc., y las
misiones de interceptacion, cita espacial, llegada de un vehiculo, etc., en ocasiones son
equivalentes al conocimiento de trayectorias en las proximidades de una colision.

Por esto, es conveniente que el formulario empleado contenga variables regularizadas,
validas para todos los casos, pues incluso en aquellos préximos a uno singular, algunos
de los desarrollos utilizados pueden hacerse poco vonvergentes, lo que dificulta extraor-
dinariamente el calculo; [18] a [21].

3 ° Dentro del sistema solar, los planetas, satélites, pequefios planetas, cometas, etc.,
se mueven en Orbitas preferentemente elipticas y excepcionalmente parabdlicas o cuasi-
parabdlicas. No es de extranar, pues, que se haya prestado mayor atencién al caso elip-
tico y que todos o casi todos los métodos de calculo se encaminen a la resolucién de
este caso, bien sea en la eleccidén de variables o en la resoluciéon de ecuaciones trascen-
dentes a que da lugar.

No obstante, con el lanzamiento de satélites artificiales y sondas interplanetarias, han
adquirido gran relieve los problemas de cita espacial y maniobras de transferencia orbi-
tal, dando lugar a cuestiones de optimizacién de trayectorias, en los que el caso hiper-
bolico también tiene interés. De ahi la importancia que en la actualidad tienen los mé-
todos que utilicen variables, llamémosles universales, que sirvan en cualquier caso (elip-
tico, hiperbolico, parabdlico, circular y rectilineo), [18], [21] y [22].

Las razones expuestas y algunas otras de menor importancia que hemos omitido,
nos han hecho ver el interés que tendria efectuar una sistematizaciéon del cdlculo de 6r-
bitas, con el fin de eliminar todas estas dificultades.

En el presente trabajo se ha obtenido una formulacién universal carente de singulari-
dades, permitiendo una clasificacién sistematica de los distintos casos de calculo de 6r-
bitas que pueden presentarse con datos en dos puntos, reduciéndolos a seis.

El analisis de las soluciones posibles en los seis casos mencionados, ha sido obtenido
de forma explicita en los dos primeros (casos PV-P y PV-V), en tanto que para los cua-
tro restantes se ha dado propiedades que deben cumplir las soluciones, efectuando una
discusion exhaustiva de las mismas.

El cdlculo de las soluciones se realiza de modo directo y simple en los casos PV-P y
PV-V, mientras que para los resultados tedricos obtenidos, se ha realizado un ensayo nu-
mérico calculando 140 ejemplos de determinacién de 6rbitas, algunas de las cuales han
sido elegidas por su especial dificultad. En todos los ejemplos, las soluciones numéricas
calculadas estan de acuerdo con la teoria, aunque se observa que la precisién de los
resultados no es 6ptima en algunos casos extremos, debido a errores que provienen de
la generacién de datos y de la limitacién del ntimero de cifras significativas con que tra-
baja el ordenador (IBM 1620) utilizado.

I. Formulacién del problema

1. Planteamiento del problema de determinacién de o6rbitas

Determinar una érbita es hallar los valores de los elementos fundamentales o para-
metros que caracterizan a la trayectoria descrita por un cuerpo en el espacio. Los méto-
dos de célculo de érbitas se aplican a dos problemas practicos diferentes de astrodi-
namica:

(1) Célculo de efemérides o prediccién de posiciones de un vehiculo espacial u objeto
celeste de elementos orbitales conocidos.
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(2) Ciélculo de orbitas previas a un lanzamiento espacial, para determinar sus carac-
teristicas.

Se pueden considerar varias fases en la resolucién del problema de determinacion de
orbitas:
(a) Caélculo de los elementos de una orbita preliminar, sin tener en cuenta las per-
turbaciones; es decir, la resolucién del problema de dos cuerpos.

(b) Correccién de una érbita preliminar, cuando se dispone de largas series de ob-
servaciones.

(c) Determinacién de la érbita definitiva, en la que se tiene en cuenta las perturba-
ciones.

Refiriéndonos exclusivamente al calculo de Orbitas preliminares, estudiaremos pues
aquellos conjuntos de datos que sean necesarios y suficientes para la determinacién de
orbitas keplerianas. Consideraremos solamente datos que sean obtenibles actualmente
por observacién, esto es: distancias r (medibles por radar y laser), velocidades radiales 7
(por efecto Doppler), direcciones definidas por un vector unitario u (obtenidas por me-
didas angulares mediante observacién éptica), e instantes de tiempo t.

El primer paso para determinar una o6rbita kepleriana, es reducir los datos de obser-
vacién a datos centrales, es decir, a medidas realizadas desde el centro atractivo. Luego,
se calculan los elementos orbitales con ayuda de dichos datos centrales.

Concretamente, nuestro problema de determinacion de Orbitas, que denominaremos
determinacion de orbitas keplerianas con datos centrales, consistira en el calculo de los
elementos orbitales que caracterizan al movimiento r = r(¢) de una masa puntual respec-
to a un centro de fuerza O, sometida a la ley

o r (u constante) (1.1)

utilizando un conjunto necesario y suficiente de datos medidos desde el centro O, que
sean de los tipos siguientes:

distancias r
velocidades radiales 7
direcciones u
instantes de tiempo ¢

La solucién general de la ecuacién (1.1) contiene 6 constantes (escalares) de integra-
cién. La determinacion de una Orbita consiste, precisamente, en el cdlculo de dichas cons-
tantes a partir de datos de osbervacién. Con este fin interesa:

(A) Encontrar una formulacién del poblema de dos cuerpos que permita poner de
manifiesto la solucién general en funcién de datos de los tipos 7, 7, u, t, que
nosotros consideraremos. Conviene que dicha formulaciéon sea universal, en el
sentido de que sea valida para todo tipo de orbitas (elipticas, parbdlicas, hiperbé-
licas, rectilineas), y que carezca de singularidades.

(B) Estudiar todos los conjuntos de datos, de los tipos citados, que den solucién al
problema de determinacién de érbitas, analizando la existencia y unicidad (o no)
de la solucién.

(C) Dar métodos de calculo explicitos para determinar la solucién en cada caso.
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2. Formulacion

Como es sabido, la ecuacion diferencial ¥ = ——— 1 (con 1 constante) posee las inte-
r}
i 2
grales ¢ = r A I (del momento angular), y 2h =& -i——— (de la energia), o sea que
r

para especificar la solucién general del sistema diferencial

¢ =TrAT (2.1)

2h =1+ It ——W

son necesarias dos constantes escalares arbitrarias, ademas de ¢ y 2 k. Luego (2.1) equi-
vale a un sistema diferencial que conste de una ecuacién diferencial escalar de segundo
orden y las integrales ¢ y 2 h. Es facil comprobar que (2.1) equivale al siguiente sistema

e 13
rr+17 =2h + —
-

c=rAT (2:2)
P

2h =1F e« ——
r

La ecuacién r7 + 12 = 2h + i de (2.2) es no lineal y singular para r = 0. Estas difi-
.
cultades se evitan introduciendo la variable independiente s por medio del cambio defi-
nido por la igualdad dt = r ds. De este modo, denotando con los simbolos (*), () las de-
rivadas respecto a ¢ y s, respectivamente, para cada funcién F tenemos

F — -————F’
dt r ds r
de donde
7 1 TN r’ 72
r= e e | [ e
7 r r 72 7

Segtin esto (2.2) es equivalente al sistema

7'/,—'2]’17':“
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Los origenes en las escalas de las variables ¢ y s los relacionaremos por medio de
la igualdad

t— 1(0) = f r ds (2.4)
0

donde #(0) es una constante fijada arbitrariamente.
Poniendo r = ru, se obtiene con facilidad

1
cAU=—[rAUV]AU=1rw
r

de modo que (2.3) resulta equivalente al sistema

r/,’_zhr =\IL
t =r
1
W =——cAu (2.5)
r
2h = (r* + ¢?)———

En el sistema diferencial (2.5) aparece una ecuacién en 7 y otra en u, pero ésta es sin-
gular en 7 = 0. Para evitar tal singularidad, introducimos en dicha ecuacién una varia-
ble ¢ definida por la igualdad ds = r d o, ajustando el origen de modo que se verifique

o
P f'rdq) _ (26)

De esta manera, denotando con el simbolo (*) las derivadas con respecto a ¢, se ten-
dra el siguiente sistema, equivalente al (2.5)

r“—2hr =y
t =r

u* —cAu 2.7)
s =r
"+ =2r(y+ hr)

El sistema diferencial (2.7) que es equivalente al (2.1) de partida, posee las siguientes
ventajas para el estudio de nuestro problema:

(1) Separa las ecuaciones diferenciales que rigen la evoluciéon de las funciones r y u
a lo largo de la trayectoria.

(2) Dichas ecuaciones son regulares, lo que favorece el estudio de la trayectoria
en todos sus puntos, cualquiera que sea el tipo de 6rbita, permitiendo asi una
mayor precisiéon numérica.

(3) Ambas ecuaciones son lineales de coeficientes constantes, luego su integracién es
inmediata.

Observacion. — La relacién 72 + K = 2r (y + hr) es una integral primera de la ecua-

cion v’ —2 hr = w cualquiera que sea el valor de K, pero el sistema (2.7) impone la con-
dicion K = ¢* a la constante de integracion.
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3. Obtencién de los elementos orbitales €2, I, p, e, o, T

La solucién general de la ecuacion diferencial r” —2 hr =y, es una funcién r(s; A, o, o)
con qi, a. constantes de integracién. Conocida esta funcién y sustituida en #/ = r se obtie-
ne la funcion 7 (s; A, a1, o2, £ (0)) donde £(0) = £ (0; %, a1, a2 £(0)).

Andlogamente, la ecuacién diferencial u* = ¢ A u tiene como soluciéon general
u=u (p; ¢ u(0)) con u (0) =u (0; ¢, u(0)). La ecuaciéon s* = r o su equivalente ¢'=1/r
tiene por solucion ¢ = @ (s; A, a1, @)

En resumen, la solucién general del sistema diferencial (2.7) se compone de funciones
de la forma

r =r(s; h a1, a2)

= t(S; h, L1, 02y t(o))
(3.1)
u =u (p; ¢ u(0))

p =@ (s; B, o az)

con la condicién 7?2 + ¢ =27 (y + hr).

Conocidas explicitamente las funciones r, ¢, u, o de (3.1), la determinacién de una Or-
bita consiste en la obtencién de los correspondientes valores particulares %, ¢, g, o a
partir de un conjunto de datos. En el caso ¢—£ O conocidas estas 6 constantes de inte-
gracion, quedan fijados los elementos ordinarios Q, I, p, e, o, I de la orbita.

La direccion de ¢, dada por k = c¢/c, determina el argumento Q del nodo y la incli-
nacién I de la orbita, ya que k define el plano de la érbita y el sentido de recorrido res-
pecto del sistema de referencia elegido.

El parametro p de la orbita queda determinado por p = u, ¥ la excentricidad por
e=1+ (2 he/u?) con e > 0.

La posicidon del periastro corresponde al punto de la érbita para el cual r es minimo
y satisface la condicién

r(S; ka1, w2) = p/(1 + &)

De aqui se deduce el valor s = S del periastro. La época de paso por dicho punto sera
T =1(S; h, a1, a2 £(0)).
Si como se indica en la figura adjunta,

Periastro
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designamos por (0) el argumento de u(0) medido desde el nodo y por A el dngulo defi-
nido por la direcciéon U del periastro desde u(0), el elemento orbital ¢ (argumento del
periastro) vendra dada por

o =wn) + A (mdd. 27), 0< 02z

donde A =c¢ [0 (S, ; a1, w2), Segun se justificarda mas adelante.

Como es sabido, en movimiento circular se verifica idénticamente la condicién 7 = 0
de extremo, y no quedan definidos ( y 7. Por convenio, adoptaremos en este caso
o = (0), T = #0).

Para el movimiento rectilineo, en que ¢ = 0, los valores 7, #, 1, ¢ en un punto son los
parametros naturales.

4. Solucion general del sistema diferencial (2.7)

A continuaciéon vamos a hallar la solucion general del sistema diferencial

re—2hr —ny
t =r
u* =cAu
SAE—L7:
"+ =27+ hr)

en funcién de condiciones en un punto.

(1) Solucion general de la ecuacion r” —2hr = .

Sean x (s; h), y(s; h) soluciones particulares de la ecuacién homogénea r” —2 hr = 0.
Si son independientes, se dice que constituyen un sistema fundamental. Entonces, la so-
lucién general de la ecuacién completa 7 —2ht = y, viene dada por

r(s; B oay, @) = a1 (55 h) + o ¥(s; R) + 2(s; h)
donde q;, o, son constantes arbitrarias y z (s; %) una solucién particular de la ecuacién
completa.

Las soluciones D = + 42/ de la ecuacién caracteristica D>*—2 k = 0, nos indican que
las funciones

x=exp( WN2hs)
y = exp (— V2 s)

son soluciones particulares de la ecuacién homogénea »”—2hr — 0 donde /2% es, en
general, complejo. Cuando h;e(), las funciones x, y son independientes; pero si # =0
tendremos x = y=1, y el par de funciones x, ¥ no es un sistema fundamental de solu-
ciones. -

No obstante, si x, y son soluciones particulares de la ecuacién homogénea, también lo
es cualquier combinacion de ambas. En particular, podemos tomar

1 g i
x(s; h) = T [exp (W2 hs) + exp (— /21 s)]
(4.1)

1 Lt En
y(s; h) =———1[exp(¥V2hs)—exp(—~2h5s)]
2420
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que junto con la ya conocida propiedad del wronskiano

X2—2hy* =1
permiten escribir
x(s; h)—1
r(s; h) =7r0)x(s; h) + 7 (0)y(s; h) + “T =
1
= r(0)x*(s/2; k) + 27 (0) x(s/2; h) y (s/2; h) + (4.10)
+ 2 [y + 27 (0)]y*(s/2; )
x (s/2; h)
Llamando 1 = ———— y suponiendo y (s/2; h);&O, resulta que
v (s/2; h)
e
ds 252(s/2; 1)
de donde se obtiene
ds

SRS £ ¥ (s/2; h)
L ~J; 7 (s; h) 7 jn x(s/2; h) \? x(s/2; h)
7 (0) ( ] + 27(0) + 2 [ + hr (0)]

v (s/2; h) v (s/2; h)

y finalmente

n d.n
Q= —Zf (4.11)
7© 7 (0) 1']2 + 2+ (0) n + 2 [l-" + hr(0)]

con 1) (0) = 7 (0; 7).
Con objeto de estudiar la convergencia de la integral anterior, comenzaremos viendo
si para algiin 7 existen valores s, de s tales que ¥ (s:/2; h) = 0.

Recordemos que, segiin (4.2), se tiene

¥ (se/2; h) = [exp (V2R si/2)—exp (— ¥2Rs/2)]  (h=£0)

220
Sk

Y (s¢/2; 0) = —
2

por tanto, si # > 0, y(s;/2; h) = 0 sélo es posible para s =0. Si <0, y(sk/Z; h) =0
implica que exp (i o Si) = 1, donde p =\ —2h, lo que equivale a

2
Sp = k—— (k entero) (4.12)

e

De (4.10) y la propiedad 22 —2% 3> = 1 se deduce que 7 (Sy; k) = r (0) para cada k en-
tero. Esto significa que los valores s, corresponden a instantes en que las distancias 7
son iguales.

S,
Por otra parte, de (47) se obtiene tk—t(0)=—p—k, de donde ft;,,— 1, =
2h
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2

= ——u(sm—sk) = u—— Como esta posibilidad sélo se presenta en el caso eliptico,
2h Ps
donde el semieje mayor verifica la igualdad a = —i, resulta finalmente #;,,—1t, = P,
2h

siendo P el periodo orbital.

Continuando con la discusién del caso eliptico, si suponemos que los datos que vamos
a manejar corresponden siempre a instantes pertenecientes a un mismo periodo, en cada
intervalo de integracion [y (0), n] el tmico punto en el cual se anula y(s/2; h) es en el
extremo 1 (0) = n (0; %) para el cual 5 se hace infinito.

Ahora bien, puesto que lim m(s/2; h) = + oo, mientras que Iim 1 (s/2; h) = — o,
de (4.11) se deduce §—>0+ §—> 0-
e dm
=2 - (4.13)
o (0> + 27 (0)n + 2[p + 7 (0)]

donde el signo + se ha de elegir igual al signo de s.

Ademas, de (4.10) se deduce que 7(0)y?> + 27 (0)q + 2 [w+ A7 (0)]1>0, ya que r es
siempre positivo. De ahi que se pueda escribir

7O + 27 0)m + 2[p + 27 (0)] =7(0) [(n—a) + B]

donde ¢ + iB (con B> 0) son los ceros del trinomio. Entonces

, 7 (0) \/ 7 (0) 12 [ :
Gren il == it —2 | n+
7 (0) [ 7 (0) ] 7 (0) ]
de donde se deduce
[ = (0)F2 0
<2 |Whei (4.14)
7 (0) ] [ 7 (0) ]

condicién que junto con la integral del movimiento 72 + ¢ = 2r(u + hr), implica que

c¢?> 0, siendo B* = . Finalmente, como B, ¢, 7 (0) son positivos, se tiene
2

7 (0
7’ (0) s c
=T 70
y entonces .
2 00 dy 2 N ] =52
Q= f = [ arc tg =
1) J, —or+f [ Br) El
), T n—a
=——| + — —arctg
c 2 B ]
de donde
i b C Cc
SEE e e WDy
2 2 2
es decir
Co
r(0)n +7(0)=c th (4.15)
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En resumen, la solucién general del sistema diferencial (2.7) en funcién de condicio-
nes iniciales viene dada por el siguiente sistema

x(s; h)—1
T
x(s; h)—1 y(s; h)—s
+
2h v 2h

u = (coscp)u(0) + (sen c~q;) k A u(0) (4.16)

r(s; h) =r0)x(s; h) + 7 (0) v (s; h) +

t—t(0) = r(0)y(s; k) + " (0)

co
r(0)m (s/2; h) + 7 (0) = ccth
2+ A= 27'(!“ + h 7’)

donde los valores r (0), 7 (0), u(0), £(0), s =0 =¢ corresponden a un mismo punto de la
orbita.

Observacién. — El sistema (4.16) puede interpretarse como el conjunto de ecuaciones
de una transformacién que aplica el punto P, de la érbita (caracterizado por los valores
7(0), 7(0), u(0)) en otro punto arbitrario P, determinado por r(s; k), 7’ (s; k),
u, ¢, a través de las variables s y ¢. Una caracteristica importante de la formulacién
(4.16) es su simetria formal, pues la transformacién inversa que aplica P en P, es idén-
tica a (4.16) si se cambian los valores s, o, t —1¢ (0) por sus opuestos. Es decir

x(—s; h)—1

r(0) =rx(—=s;h) +r7y(—s;h) +p———
2h

70)=2hry(—s; h) + ¥ x(—s; h) + pny(—s; h)

x(—s;h)—1 y(—s; h)—(—5s)

t(0)—t=ry(—s; h)+ 7 + 1
2h 2h
u(0) = [cosc(—q)lu + [senc(—gp)lkAu
c(—o)
rn(—=s/2; h) + 1 = ccth (4.17)

2 £ =2r(p+ k)
La demostracién de (4.17) es inmediata, pues despejando de (4.16) se obtiene
x(s; h)—1
2h

7 (0)=—2hry(s; h) + 1" x(s; h) —py(s; h)
u(0) = (coscg)u—(sencgp)k A u

r(0) =rx(s; hy—1r'y(s; h) +p

que sustituidas en las restantes ecuaciones y teniendo en cuenta

x(—s; h) = x(s; h) cosc(—q) =coscg
y(—s; h) = —y(s; h) senc(—q) = —sencyg
n(—=s/2; h) = —n(s/; h) ctg c(—q) = —ctgcg

resulta (4.17).
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5. Tipos de movimiento

De acuerdo con la solucién general (4.16) vamos a analizar aqui los tipos de movimien-
to que aparecen, segun los valores de ¢ y A.

(1) Orbitas rectilineas. — Cuando ¢ = 0 resulta inmediato que u = u (0) y que la ecua-

c
cién 7 (0) n + 7" (0) = cctg no tiene sentido en este caso, pues segun (4.14) soélo es

valida para c:]&O. Por lo tanto, la formulacién (4.16) para oOrbitas rectilineas se reduce a

x(s; h)—1
r(s; h) =r(0)x(s; h) + " (0)y(s; h) +
1

x(s; h)—1 y(s; h)—s

t—1t(0) =7(0)y(s; k) + 7 (0) +
2h 2h
2 =2r(u + hr) (5.1)
u = u (0)
s dS
Sin embargo, la definiciéon de ¢ :j ﬁ y la relacion ' (0)> = 2 (0) [p+A7r(0)]
e (Bl

permiten escribir (4.13) en la forma

2 el 2 1 teo
m_rmUL In+7OF  r(0) LH4an &

2 1

r(0) m + #(0)

luego en el caso rectilineo, ¢ queda definida mediante la expresion

2
——= —n(O)mE=ra(0) (5.2)
P
2 cCop
y el hecho de que — = lim c ctg —— prueba la continuidad de la formulacién (4.16)
(P c—>0 2
para ¢ = 0.
(2) Orbitas elipticas. — Designaremos asi las drbitas para las cuales es 7 <<0. De la

definicién (4.2) para x(s; h), e y(s; h), se deduce que la formulacién en este caso es

sen p $ 1 —cos pSs
r(s; h) = r(0) cos pS + 7 (0) + @
P o
sen p S l1—cosps Ss—sen ps
E O PO e i
e e 0
u = (cosc)u(0) + (sencep)k A u(0) (5.3)

; s c
r(O)pctgp— + 77 (0) = cctg—;v—
2

rEbici=2r(y + k)

donde o =V —2h.

i
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El movimiento circular queda incluido en este caso con la siguiente formulacién par-
ticular de (5.3)

e ) e 0) 7 (0)s

.,

(o}

y

u = (coscg)u(0) + (SCDng)k/\u(O)
pSs pc Cop pe

=——cig ,

2 I 2 i

—— =1

de donde se deduce inmediatamente que las condiciones

() (5.4)
pz
e o’
u = cos [— (£—£(0))] u (0) + sen [— (£ — 7 (0))] k A u (0)
w w
caracterizan a las Orbitas circulares.
(3) Orbitas parabdlicas. — Para h = 0, la formulacién limite de (4.16) sera
; w
7(s; h) =r(0) + 7 (0)s + 2—5Z
: 7 (0) 7
t—1t(0)=7r0)s + IS2eE TR ——="rc3
2 6
1= (cosc)u(0) + (sen c ) k A u (0) (5.5)
2 Cc Q
7(0)— + ¥ (0) = cctg —
s 2
2t =2 i r
(4) Orbitas hiperbdlicas. — Para movimiento hiperbélico (% > 0), el sistema (4.16), se-
gun la definicién (4.2), se convierte en el siguiente:
sh pS ch ps—1
r(s;h):r(O)cl1ps+1’(O) +
2 ¢’
slzps ch 95——1 sh pS—oS
t—1(0) = r(0) + 77(0) + -
e e’ 0’
u = (cos c(p) u(0) + (sen cop) k A u(0) (5.6)
s c
r(O)pcthP— + 77 (0) = cctg—E
2 2
+E=2r(y+ hr)
Observacion. — Las formulaciones (5.3), (5.5), (5.6) obtenidas para los casos eliptico,

parabolico e hiperbélico, respectivamente, se reducen para ¢—>0 al caso rectilineo
correspondiente, en forma andloga a la que hemos visto al comienzo de este parrafo.
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SISTEMATIZACION DEL CALCULO DE ORBITAS

6. Significado de las variables ¢ y s
(1) La variable ¢ es una funcion lineal de la anomalia verdadera.

De la ecuacién u = (cos cg) u(0) + (sencg) k Au(0) se deduce que co es el angulo
definido por las direcciones u (0) y u cuando (:#0, es decir

cop=1f—71(0) (6.1)

representando f (0), f, las anomalias verdaderas correspondeintes a u (0), u. De ahora en
adelante pondremos c g = A.

En los casos de movimiento rectilineo la expresién (6.1) cae en defecto por ser ¢ = 0.
Sin embargo, por no estar contenida la variable @ en la formulacién correspondiente
(5.2), su utilizacién carece de sentido.

(2) La variable s puede considerarse como una anowmalia excéntrica generalizada.

En efecto, la relacién entre s y ¢, escrita en la forma

A
r(0)m + 7(0)7(0) =c ctg—z——
se deduce mediante el cambio de variables

7 (0) 7 (0) = m cos ®

¢ =1m sen @ (6.2)
m >0, l<d<nm
la expresion
sen )/2 m 1
— (6.3)

sen(@—2a/2)  7(0) m

Si las condiciones iniciales corresponden al periastro, como ocurre en la formulacién
clasica, se tiene

p
7(0) = ,7(0) =0, de donde ® =#/2, m=c (6.3)
1+e
queda en la forma
c 1
tg A2 = T (6.4)
r(0)

Teniendo en cuenta la igualdad ¢ = wp 'y los valores de # (0) en el periastro, se ob-
tienen facilmente las expresiones

1+e
—2h (elipse)
l1—e
(] 2 4 W
( = (parabola)
7 (0) D :
e+ 1
2h (hipérbola)
| e—1
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de donde
1+e 1 1+e E
N—2h— = tg — (elipse)
\ l—e m 1—e 2
T
CEN/25 =l it s (parébola)
N n
e + 1 AL e+ 1 F
N2h — = th — (hipérbola)
\ e—1 1 e—1 2

Por definicién de y

1 tg (V—2h s/2)

CE e para h <0
1 V—2h

1 S
_ para h =0
n 2

1 th (v/2 h s/2)
e ST i para 7> 0

) N2h
y finalmente considerando ) = f (anomalia verdadera), resulta

[ E/N—2h (elipse)
o=

2
F/N2h (hipérbola)

\/ 7 f
— tg (parabola) (6.5)
w

En resumen, cuando las condiciones iniciales corresponden al periastro, la variable
s es una funcidn lineal de la anomalia excéntrica (E eliptica, F hiperbdlica) en los casos
en que tal anomalia estd definida. Para el movimiento parabodlico s es una funcién sen-
cilla de la anomalia verdadera.

Esto permite considerar a la variable s como una anomalia excéntrica generalizada

en el caso de orbitas planas. Para movimientos rectilineos, s no tiene ningtn significado
especial, presentandose como una nueva variable «tiempo».

7. Funciones de Stumpff

Se da este nombre a las funciones c¢,, definidas mediante series de potencias de una
variable compleja z en la forma

k

Z
6 = 3 (il ———— (2 =0, 457 5 (7.1)
= Q& + n)!

Dado que estas series de potencias son convergentes en cualquier punto del plano
complejo, las funciones ¢, (z) estan definidas por (7.1) para cada valor de z. Cuando z
toma valores reales, las funciones c,(z) son rcales, [23].
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SISTEMATIZACION DEL CALCULO DE ORBITAS

Si % es un parametro y s una variable, ambos reales, la expresion

52k+n
va(s; h) = s"c,(=2hs) = 3 (2h)
k=0 2k + n)!
define, para cada valor de A, la funcién real v, (s; 7). En lo sucesivo la escribiremos en
la forma
(\/2hs)*
DS =8 (7.2)
k20 (2k + n)!
Es inmediato comprobar que para los primeros valores de n se obtiene
v (s; h) = x(s; h)
vi(s; h) = y(s; h)
x(s; h)y—1
AR = (7.3)
2h
y(s; h)—s
sy h)= ———
2h

que son las funciones utilizadas en la formulacién (4.16).

A continuacién, consideraremos algunas propiedades de las funciones v, que serdn
utilizadas mas adelante.

(1) La relacién entre dos funciones v, y v,.,, viene dada por la férmula

e QN2 h )2
V. (s; h)—s" S ———————— = (2 h)" V12, (55 D) (7.4)
ES0E (D e )]

cuya validez es inmediato comprobar utilizando la expresién (7.2).

(2) Otra relacién, entre funciones de los tipos v, (s; k) y v, (s; 0) es la siguiente
Va (S5 B)—vu(s; 0) =2hv,.,(s; h) (7.5)

En efecto, basta hacer p = 1 en (7.4) para obtener

st

v, (s; h)— =2 hv,,(s; h)

n!

st

y tener en cuenta que v,(s; 0) = ’ling v, (s; h) = para llegar a (7.5). Como conse-
1>

n!
cuencia de esta propiedad resulta que se puede definir

1
Vui2(S; B) = — [, (s; h) —v,(s; 0)]
2h

1
Vusz (85 0) = lim —— [v, (5; k) — v, (s; 0)]
>0 2p

— B
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x(s; h)—1 = y(s; h)—s
generalizando asi la definiciéon de las funciones o > y las expre-
2h

siones (4.4) y (4.8) del caso parabdlico.

(3) La familia de las funciones v, es cerrada respecto a la diferenciacién e integra-
cion sobre la variable s, es decir

)
— V. (s; ) = v,y (55 B)(n > 1)
0os
(7.6)

f v, (T W) d g = Ve (S5 B) (n>0)

0
como se deduce inmediatamente de (7.2).

(4) Una interesante relacion de recurrencia para n > 1 viene dada por cualquiera de
las férmulas

S
V(S5 B)—2hv,,5(s; B) = — [Vaei (S5 B) —2h v, (s; R)] (7.7),
n

SVuy (85 B) —nv, (55 B) = 21 [SVui1 (S5 ) — 1V, (s; R)] (7.7),
Esta relacion de recurrencia se deduce de (7.5) considerando la cadena de igualdades
s S Sn—-l
v(SEh—2 v (SEi=an SR0)i= == ——— v (S5H0)i=

n! n (n—1)! n

S
=——[Wui(s; ) —2h v, (s; R)]
n

(5) Finalmente demostraremos la siguiente expresion de la derivada con respecto al
parametro £,

0
o7 Vo (S5 1) = S Vi (S5 B) — V5, (S; ) (n>0) (7.8),

1
o [SVn_y (s; B)—nv,(s; h)] (n>1) (7.8),

En efecto, sustituyendo la varaible # por una nueva variable { = \/2#4 s, tendremos

'av" 6 t-,zk 2k—1 2k—1
=— | "y | =5 ——C———ns"zthz
ot ot k20 (2% + n)! k21 2k + n—1)! k21 (2k + n)!
2j+1 n 2k st
=_C_ an?_C—_ el s 5"2“2__
s 129 (27 + n 4+ 1) © k20 (2% + n)! n!
S’I
Por tanto, teniendo en cuenta (7.2) y la igualdad = v, (s; 0), resulta
n!
ov, ©Ov, Ot n
= — =5V (S5 B)——[W,.(5; B)—v,(s; 0)] =
oh ot oh 2h

= S V1 (S5 B) — 1,4, (s; h)

Si se considera en (7.8), la expresién (7.7), se obtiene inmediatamente (7.8),.
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II. Determinacion de 6rbitas con datos en dos puntos

8. Conjuntos admisibles de datos

Todo conjunto de datos focales de los tipos #, 7, ©, ¢ que sean necesarios y suficien-
tes para la determinacién de una O6rbita kepleriana, diremos que es un conjunto admi-
sible de datos.

Debido a la naturaleza de los posibles datos a utilizar, es evidente la necesidad de
fijar escalas para la medida de las tres magnitudes:

distancias
angulos
tiempo

que corresponden, respectivamente, a datos de los tipos 7, u, 7. Les velocidades radia-
les son razones distancia/tiempo.

Como unidades para medir distancias, angulos y tiempo podemos utilizar cualquiera
de los de uso corriente. En cuanto al origen, para cada escala tomaremos:

(1) El origen de distancias en el centro de fuerzas. Esta eleccion esta contenida
implicitamente en la hipétesis de que los datos son centrales.

(2) Una direccién u, como origen de angulos en el plano orbital, que se especifi-
cara en cada caso.

(3) EIl instante %, elegido como origen de tiempo.

De este modo, fijado €l origen de distancias, en cada conjunto admisible de datos
se incluiran necesariamente

una direccion 1,

un instante i

que permita definir el origen de la escala respectiva.

9. Determinacion de k

En el sistema de ecuaciones (4.16), que expresa la forma de la solucién general, se
aobserva que la direccién k del vector ¢ sélo aparecen en la ecuacién

u = (cos ) u(0) + (sen %)k A u (0)

luego la Uinica manera de determinar k cuando u (0), u son vectores linealmente inde-
pendientes, es por medio de la férmula

u(0) Au
R (9.1)
sen )

En el caso de no ser independientes, u (0) y u corresponden a dos posiciones alineadas
con el centro de fuerzas, y pueden presentarse dos casos:

(1) Si u(0) + u =0 se trata de dos puntos de la érbita, en oposicién, con respecto
al centro O. Eliminando la posibilidad de colisién con O (caso de un movimiento rec-
tilineo), aunque el movimiento es plano, k no queda determinado mediante u(0) y u.

e
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(2) Si u(0)—u =0, y ambas direcciones corresponden a puntos distintos en con-
juncién, el movimiento es rectilineo, con lo cual u(0) = u define la recta soporte de
la orbita.

Esto exige que cada sistema admisible de datos contenga al menos dos direcciones
u(0) y u. Una de ellas se podra tomar como origen u para la medida de angulos en el
plano orbital. Por convenio, tomaremos u = u (0).

Consideremos, pues, un conjunto admisible de datos A. A contendra necesariamente
n datos del tipo u, en numero suficiente para decidir de qué tipo es la orbita, es decir,
n>2.

Si los tipos de tipo u contenidos en A, y correspondientes a puntos distintos de la
6rbita, son todos iguales, el movimiento es rectilineo (¢ =0, A =0) y la formulacién
adecuada sera la (5.1).

Puesto que las componentes k,, k, k;, del vector unitario Kk, estan relacionadas con
Q (4ngulo del nodo) e I (inclinacién de la drbita), por las expresiones

ky = sen Q sen I
ky =—cos Q sen I 9.2)

ki =ces I

en las que, como sabemos, debe ser 0 << I < 7, si el movimiento no es rectilineo, los
elementos Q, I fijan la posicién del plano orbital con respecto a un sistema coordenado
Oxyz prefijado, asi como el sentido de recorrido sobre la ¢rbita. Reciprocamente, deter-
minado el vector k por la férmula (9.1), se conoce el plano de la 6rbita y el sentido de
recorrido sobre ella.

Entonces,

(1) Si k tiene la direccién Oz, no quedan determinados univocamente Q e I; por con-
venio, se tomara en este caso Q =0 y sera I =0 6 n segun el sentido de recorrido sea
directo o retrégrado.

(2) cuando el plano de la érbita no coincida con el plano fundamental Oxy, los valo-
res de Q e I se conoceran sin ambigiiedad, siempre que sea conocido el sentido de giro
sobre la Orbita.

Si A es un conjunto admisible de datos que determina univocamente el vector k, el
problema de hallar la 6rbita u érbitas definidas por A se reducird a obtener las cons-
tantes %, ¢, r(0), (0), por medio de aquellas ecuaciones del sistema

x(s; h)—1

r=1(0)[x(s; k) + 7(0)y(s; 7)1 + =

rr=1I[u+2hr0)]y(s; k) + r(0)r(0)x(s; k)

L
7(0) [y + 7(0)] = cctg—z— . 9.3)
% (syh)—1 y(s; h)—s
v =1(0)[y(s; h) + 7(0) 1+ u
2h 2h
G2 2,
pape B [y
7 7

que resulten mas convenientes.

=T
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El sistema de ecuaciones (9.3) es obtenidos del sistema (4.16) anadiendo la ecuacién
correspondiente a #’ (s; k) y poniendo de manifiesto la dependencia respecto a las veloci-
dades radiales; ademas, se ha suprimido la ecuacion que contiene a k ya que se supone
conocido, y se ha puesto t—1(0) = 7.

La formulacion (9.3) es valida en el caso de movimiento rectilineo si se suprime la

c 2
ecuacion 7 (0) [ + 7(0)] = ¢ ctg % y se pone ¢ = 0 en la integral 72 + 7 e + 2 h.
T

10. Caracterizacion del problema de determinacién de datos en dos puntos

De aqui en adelante, reduciremos nuestro estudio a la determinacién de orbitas ke-
plerianas con datos correspondientes a dos puntos distintos de la o6rbita. Ademas, se
supondra que el valor de la constante 1w €s conocido.

En este caso el numero total de datos centrales que se pueden medir en dos puntos
P, P, es uy, vy, 74, t, (en P,), W, 15, 75, t, (en P,). Puesto que cualquier conjunto admisible
A debe contener dos datos u (0), u, necesariamente debemos conocer las direcciones u,,
u, en ambos puntos, que en adelante denotaremos u(0), u, pudiendo elegir como u(0)
cualquiera de los dos. Los puntos P; (i = 1, 2) correspondientes a u(0), u se denotaran
por P (0) y P, respectivamente.

En el caso general de movimiento plano, es evidente que los datos u (0), u no determi-
nan el sentido del movimiento sobre la orbita, pues fijado u(0) como’ origen, el vector u
define dos angulos, complementarios a 2z, que corresponden a los dos posibles sentidos
de recorrido. 5

Por ello, definiremos %, [, y mediante

u(0) Au sen [ = [u(0) A u

e k=yu% (10.1)
|u(0)/\u| cos Il =u(0)-u
Teniendo en cuenta (9.1) y (10.1) resulta inmediato que
ly| = ¢ sen [ = [sen ) ; c v
= (10.2)
cos I = cos ) sen )\ sen [
de donde
A 1
c ctg — =~ ctg —
2 i 2
c=x
lo que permite escribir el sistema (9.3) en la forma
i x(s; h)—1
r=7(0)[x(s; h) + 7 (0) y(s; M)] + s = (10.3),
1
re = [p+2hr(0)]y(s; k) + r(0)r(0)x(s; i) (10.3),
: x(s; h)—1 vy (s; h)—s
v =7(0) [y (s; &) + 7(0) 1+ mu
2h 2h
; (10.3);
7(0) [ + 7(0)] = y ctg '2— (10.3);
e 2
b AT el (10.3)s
1 r

ST
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En este momento, el problema de determinaciéon de Orbitas keplerianas con datos
centrales en dos puntos se puede enunciar asi:

Determinar los valores %, v, 7 (0), 7 (0) que satisfacen al sistema (10.3) conociendo w1
y algunos de los valores 7 (0), »(0), , =, t(0), ¢

El estudio de este problema puede descomponerse en las siguientes fases:

(1) Caracterizacién de los posibles conjuntos admisibles de datos y clasificacion de
los distintos casos de determinacién a que dan lugar.

(2) Analisis en cada uno de ellos sobre la existencia y unicidad de la solucién.

(3) Meétodos de célculo que determinan los valores #, y, r(0), 7(0) en cada caso
concreto.

(4) Obtencion de los elementos orbitales a partir de los valores.

Observaciones. — El caso de movimiento rectilineo queda incluido en el sistema (10.3)
suprimiendo la ecuacién (10.3); y suponiendo y = 0 en (10.3)s.

Aunque segun (10.1) es 0<I<r, en adelante consideraremos que ! puede alcanzar
el valor =. De este modo, puede estudiarse la resolucién del sistema (10.3) y llegar a la
determinacion de los elementos de la oOrbita en si misma, aun cuando no sea posible
fijar la posicion del plano orbital.

Obtencion de los elementos orbitales. — El apartado (4), que acabamos de enunciar,
es comun a todos los casos que mas adelante plantearemos. Por ello, creemos conve-
niente resolverlo aqui de manera general.

En resumen, se trata de determinar los elementos orbitales p, e, @, 7, a partir de las
constantes %, v, 7 (0), 7(0), puesto que sobre la determinacién de Q e I, ya se han hecho
las consideraciones pertinentes en § 9.

De este modo, para calcular los elementos p, e con los valores de % y ¢, obtenidos
mediante las férmulas

2

Zp
7(0F  7(0)

2h =7 (07 +

c

basta aplicar las relaciones

ce 2h 2
D= 2= 1 + —
w w
Por otra parte, prescindiendo del caso circular, la posicién del periastiro se determina
resolviendo en S la ecuacion

) el

3 +2hly(S; h) =0 (10.4)
r

que establece la condicién de extremo para r. En los movimientos parabdlicos e hiper-
bdlico existe solucién unica para (10.4), mientras que en el caso eliptico aparecen dos
soluciones, debiendo tomar aquella (ver § 3) que satisface la ecuacién

x(S; h)—1 j2
2h _1+e

7(0) [x(S; 7) + 7(0) ¥ (S; )] + (10.5)
Como consecuencia de (10.4), 7 (0) = 0 implica S = 0 en los casos parabdlicos e hiper-

bélico, mientras que en movimiento eliptico serd S = 0 si 7 (0) = p/(1 + e),y S=x/v/—2"

si 7 (0)£p/(1 + e).
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Para 7(0) == 0, la ecuacién (10.4) permtie escribir m (S; k) = x(S; R)/y(S; h) =

= [ + 2 k] y calcular S mediante
r(0) r(0)
1
cthi(oiSYi= — =il + 2 h] (h>0)
o7 (0) r(0)
0) 7 (0)
MG (&) (106)
i
! w
Gr(p8) ===——1 + 2 1] (h<0)
o ) r(0)

donde o = M|2h|.
Una vez calculado el valor de S, veamos cémo pueden determinarse el argumento g

v la época T del periastro. Como hemos visto en § 3, es © = (0) + A. El angulo
A se obtiene univocamente por la expresion

7(0) _
= [n (S/2; ) + r(0)] (10.7)
C

ctg

A
2

Adems4s, si n es la direccién del nodo, el argumento ¢ (0) de u (0), medido a partir
del wodo en el sentido del movimiento, se obtendra, salvo en los casos triviales ¢ (0) = 0
6 m, por las condiciones

cos @ (0) = n . u (0)

I<p0)<n

[ >0.
ﬂ<(|)(0)<277

| <0

Entonces, @ = » (0) + A (méd. 27) 0 < w <2n define el argumento del periastro.
Finalmente, la determinacién de T (época de paso por el periastro) es inmediata a
partir de

} si el producto mixto [m, u (0), k] es

x(S; h)—1 y(S; h)—S

o : ; it ] (10.8)
T =t(0) + 7(0) [y (S; 7) + 7(0) > h B 2%

cuando 7 (0) es conocido. En aquellos casos en que f(0) sea desconocido; la obtencién
de T sera estudiada en particular.

11. Casos posibles

Como ya se dijo anteriormente, los posibles datos centrales correspondientes a dos
puntos de la trayectoria son

r(0), (0), u (0), £ (0) en P (0)

T e Ut en P

De estos datos son necesarios u(0) y u para determinar el plano de la érbita o la
recta soporte en caso de movimiento rectilineo. También es necesario conocer uno de
los dos instantes 7 (0), ¢ para fijar el origen de tiempos. De momento, supondremos que
se conoce t(0).

Lo o 2e
Si en Ia expresiéon de la integral de la energia 7? + — = —— + 2k para el punto P
r

— 151 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

se sustituyen las ecuaciones (10.3), y (10.3),, se obtiene como consecuencia la expresion

2?
= b + 2 h. Por consiguiente, disponemos de las cinco ecuaciones
7(0)
: x(s; h)—1
r=71(0)[x(s; 7) + 7(0)y(s; A)] + m 5
7

rr=1I[p+2hr0)y(s; h)+r (0) 7 (0) x (s; h)

; x(s; h)—1 y(s; h)—s
"=1(0)[y(s; h) + 7(0) 1+ (11.1)
2h 2h

A
r(0) [n (s/2; 1) + 7 (0)] = v Ctgz—

2 2
Apl el e T
r(OF  r(0)

0 su sistema simétrico

j x(—s; h)—1
r(0) =7lx(=s; h) + 7y (—s; W] + p 5
Zn

7(0) 7 (0) = [p +2hr]ly(—s;h) + rrx(—s; h)
_x(—s; h)—1 ¥(—s; h)—(—s)
—t=rly(—s; k) + » 15 (11.2)
2h 2h

1
rIn(=s/2; h) + 1]l =y Cth

Como se conocen p ¥ L cualquiera de los sistemas (11.1) y (11.2) relaciona entre si

las 8 incognitas

7(0), 7(0), r, 7, ¢
h, v S

mediante 5 ecuaciones. Por lo tanto, si tres de ellas se dan como datos, las restantes

podran calcularse a través de (11.1) o de (11.2), siempre que el sistema de ecuaciones
resultante sea no singular.

En el caso rectilineo es v =0, luego las inc
de una ecuacién menos: la ecuacién en 7-

Puesto que 7, y.
tendra, ademis de u

Esto da lugar a(

Ognitas son 7; pero también se dispone

, S no pueden ser datos, resulta que cada conjunto admisible con-
(0), u, £(0), tres valores entre los 5 siguientes:

r(0), 7(0), , 7, ¢

): 10 conjuntos admisibles distintos, que se pueden caracterizar del

W
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siguiente modo:

(1) {r(0), #(0), r} y {r(0), r, 7}

(2) {r(0), 7 (0), 7"} y {1"(0), 7 7"}

@) {r(0), 7), r} v {r, & <}

4) {r(0), r, <}

6) {#(0), # t}

) {r), 7 3} v {r), 7}

Debido a la equivalencia entre los sistemas (11.1) y (11.2) aparecen 6 casos distintos

de determinacién de érbitas. La denominacién que adoptaremos para cada uno de ellos
y la composicién de los conjuntos admisibles de datos se dan a continuacién:

DATOS

G ) » Velocidades IR Instantes
Distancias ; Direcciones g

radiales de tiempo
PV-P 2 1 2 1
PV-V 1 2 2 1
PV-T 1 1 2 2
P-P-T 2 0 2 2
V-V-T 0 2 2 2
P-V-T 1 1 2 2

III. Existencia y naturaleza de la solucion

Este capitulo esta dedicado al analisis de la existencia y naturaleza de las orbitas
solucién, cuando se da un conjunto de datos centrales en dos puntos.

Sucesivamente, son estudiados los 6 casos posibles, detallados en §11, obteniendo
condiciones de compatibilidad entre los datos para la existencia de soluciones.

El estudio de los casos PV-P y PV-V, en que s6lo se conoce un instante de tiempo,
conduce directamente a la resolucién de una ecuaciéon de segundo grado.

El andlisis de los otros casos se aborda de modo indirecto, llegando a establecer
criterios sobre la naturaleza de las oérbitas solucion, por contraste con las soluciones
de tipo parabdlico.

12. Caso PV-P

Segtin se dijo en §11, este problema queda caracterizado por los datos r;, 7, 1y
r;, W, t; donde t; designa uno de los instantes 7, o f,, En qualquier caso utilizaremos
las notaciones siguientes:

r(0)=r, 7(0)=nr, u(0)=u, £(0) =1

r=r1 U=, t==0
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(1) Movimiento en un plano

Si u(0) y u son linealmente independientes, las formulas (10.1) determinan el plano
orbital mediante el vector % y definen ! univocamente. El problema se reduce, pues,
a calcular & y y a partir de las ecuaciones

: x(s; h)—1
r=r(0)[x(s; h) + r(0)y(s; B)] + Forn (12.1),
2 1
7 (0) [n (s/2; k) + 7 (0)] = v ctg = (12.1),
2 2
pra e o W ) (2D
r (02  7(0)

del sistema (11.1), conociendo y, 1, 7 (0), 7 (0), .
Expresando x, y en funcién de x(s/2; k), y (s/2; h), se obtiene facilmente la ecuacién

r

——=7(0)[n2+21'~(0)1] +2hl +2
¥ (s/2; h) #

cuyo segundo miembro, teniendo en cuenta (12.1),, se puede escribir en la forma

2

7(0)[n + (0 + 2Ly + k7 (0)] —7(0) 7 (07 = 7 (0) [y + 7 (0)1* + 0
=

y entre esta igualdad y (12.1), se obtiene finalmente
1
rr (0) sen? — = +2 2 (s/2; h) (12.2)
2

Resulta inmediata la equivalencia entre el sistema de ecuaciones (12.1) y el que se ob-
tiene al sustituir (12.1), por (12.2).

Ahora bien, puesto que x2(s/2; h)—2h y*(s/2; h) = 1, de las formulas (12.1) y (12.2)
se deduce

1 1 2
2h=pf————— =[—7(0) + 4 ctg—12— !
¥*(s/2; h)

1
7 (0) 2, 7 r (0) sen? —2~

expresion que, igualada al valor de 2% obtenido de (12.1);, permite llegar mediante sen-
cillos calculos a la ecuacién

cos 1 1
( __) v —[7(0) senlly + p(1—cosl) =0 (12.3)
7 (0) r

con y como unica incégnita. El hecho de que sea v=~0 por tratarse de movimiento no
rectilineo, y cos I=£1 porque es

AR s
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u(O)qéu, permite escribir (12.3) en la forma

1 1
—A——+ B =0 (12.4)
Y Y
7 (0) 1 r cos I — 7 (0)
con A= ctg —, B =
1w 2 m r+(0) (1 —cos 1)

de donde se deduce que:
«En el caso PV-P plano la condicién

7 (0)? 1 cos 1 1
cos? —— _— (12.5)
2 2 ¥ (0) r

es necesaria y suficiente para la existencia de soluciones reales.»

En un movimiento circular, caracterizado por los datos 7(0) = r y 7 (0) = 0, se cum-
ple siempre (12.5) y las soluciones quedan determinadas inmediatamente por la ecua-
cion (12.3), que se convierte en

¥ =pu7(0) (12.6)

Otro caso particularmente sencillo se presenta cuando los datos corresponden a
puntos opuestos respecto del centro O de fuerzas, o sea u(0) + u = 0. Entonces [ =«
y el plano orbital no queda definido. La ecuacién (12.3) serda entonces

rr(0)
e (12.7)
r + r(0)

Las expresiones (12.6) y (12.7) demuestran que, en ambos casos (movimiento circular
y puntos opuestos), existen siempre dos Orbitas solucién, las cuales poseen los mismos
elementos geométricos y dindamicos, pero son recorridas en sentido contrario una de
otra.

Observacion. — El calculo de los elementos orbitales Q, I, p, e, w, T, se realizara segiin
quedd explicado en § 10. Pero cuando sea t — 7, el tnico dato temporal, serd ‘necesario
determinar ¢ (0) previamente al calculo de T.

La obtenciéon de t(0) se realizard del siguiente modo: Para movimiento eliptico, se

27
determina |s| de manera tunica a partir de (12.1), y la condicién Is l < ——, establecida

en § 4. El signo de s se elige de modo que se satisfaga la condicién (12.1),. En los casos
parabdlico e hiperbdlico se obtiene s directamente de (12.1),, En resumen, conocido s, la
determinaciéon de ¢ (0) se realiza por la expresién

3 x(s; h)—1 y(s; h)—s
t—1(0) = 7(0) [y (s; k) + =(0) 1+p
2h 2h

(2) Movimiento rectilineo

Este caso resulta trivial si los datos son #(0), #(0), u(0), #(0), pues constituyen un
conjunto de condiciones iniciales que definen la oOrbita de manera tnica y el dato r
resulta superfluo.

— 155 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Pero si es ¢t el dato temporal, hay que resolver el sistema

; x(s; h)—1
r=1(0)[x(s; ) + r(0)y(s; A)] + Vo (12.8),
1
§ x(s; h)—1 y(s; h)—s
t—1(0) = 7 (0) [y (s; k) + 7 (0) 1+u (12.8),
2h 2h
2h
7 (02 = +2h (12.8),

7 (0)
para calcular ¢ (0).

La ecuacién (12.8), expresada en s/2 y teniendo en cuenta (12.8);, conduce a la expresién

=7(0)[n + 7 (0)]2

¥ (s/2; h)
1
que, junto con la relacién 1 —2h = ————, permite escribir
¥*(s/2; h)
[7(0)—rln* + 27 (0) 7 (0)m + 2p +2h[r©0) +71=0 (12.9)

Esta ecuacién tiene siempre . oluciones, correspondientes a
—7(0) 7(0) + r 7
r(0)—r

m=

Si la solucién es tnica necesariamente es 77 = 0 y el punto P corresponde al de maxi-
mo alejamiento del foco (tipo eliptico), o al mas cercano en el caso y, << 0.

Cada valor de 1 define un solo valor de s, y éste un valor de #(0) por la ecuacién
(12.8),.

13. Caso PV-V

Los datos son 7y, 7y, Wy, 19, U, t; con i = 1 6 2, y denotaremos como iniciales los corres-
pondientes al punto P (0) = P,.
(1) Movimiento en un plano.

La ecuacién
P = [w+ 2k7(0)1y(s; k) + r(0) 7 (0)x(s; h) (13.1)

expresada en s/2, teniendo en cuenta (12.2), (12.1); y que y (s/2; h)=£0 segun se dijo en
§ 4, conduce a

2 2

—_— =2 [—u-}-l’(o) 1‘(0)2'1-
7(0) sen?1/2 7 (0)

1 m+7(0)7(0) [y +2 1] (13.2)
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Si se sustituyen en (13.2) las expresiones

1
n=—i0) + ctg —
r (0)? 2
e 2
Oy e e
r (03  7(0)
se obtiene facilmente
(sen l)y2 + 7 (0) [#(0) cos L— 1] v—ut (0)senl =0 (13.3)
Considerando l:,En se tiene la ecuacion

v—Ay—B =0 (13.4)

donde
A = r(0) [r—1(0)cosl]l/senl, B =y 7 (0)

deduciéndose que
«En el caso PV-V plano con datos u(0), u independientes, la condicién

[7 — 7 (0) cos I1? + ”) sentl > 0 (13.5)

r

es necesaria y suficiente para la existencia de soluciones reales».

Cuando y > 0, (13.5) se verifica siempre y (13.4) posee dos raices v reales no nulas,
para cada una de las cuales se obtiene una 6rbita solucién. Sus elementos ordinarios
0, I, p, e, ®, T, se calculan tal como se expuso en § 10, teniendo en cuenta la observa-
ci6n de § 12 sobre el calculo de 7 (0) cuando solamente se conoce t.

El caso de movimiento circular estd determinado inmediatamente por r(0)=r=0
y -\./Z =u 7 (0).

Si los datos son medidos en puntos opuestos (I = x), la ecuacién (13.3) implica la con-
dicién 7 (0) + 7 = 0 de compatibilidad entre los datos. Satisfecha esta condicidén, las so-
luciones vienen dadas por las ternas de numeros reales (h, v, S) relacionados mediante
las expresiones

n(s/2; k) = —7(0) ' (13.6);
2 2,
Oy e L (13.6),
r (0) 7 (0)

En efecto (13.6); procede de (12.1),, y la condicion de compatibilidad 7 (0) + 7 = 0 re-
duce la ecuacién (13.1) a la (13.6),. Por consiguiente, para puntos opuestos, si
7#(0) + » =0  hay infinitas soluciones.
#(0) + 7=~0 no existe solucion

(2) Movimiento rectilineo.

Si se conoce 7 (0) = t;, los datos 7 (0), »(0), u(0), z(0), definen una sola oOrbita solu-
cién y 7 no es necesario.

Si el instante conocido es t = t,, el calculo se conduce como sigue:

h se calcula por (12.8); y r mediante la relacion

2
r
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De este modo, se puede utilizar (12.9) para discutir la existencia y valor de las solu-
ciones, remitiéndonos a lo dicho en § 12. (2). El valor de 7 (0) se obtienen de modo ana-
logo a como se hizo alli.

Conocidos 7 y 7, de la ecuacién (12.9) se calcula y, que determina s sin ambigiiedad
cuando 2 >0y |s| si h<O.

La ecuacién (13.1) discriminara el signo de s en el caso eliptico, y, finalmente, ¢ (0)
es calculable mediante la ecuacién (12.8),.

14. Caso PV-T

Se supone que en un punto P; se conocen los datos centrales r;, 7, U,, t,, ¥ en otro
punto P, el vector direccional u, y el instante de paso 7,. La notacién que utilizaremos
serda r(0) =1, 7(0) =7, u(Q)=u, u=mw, 1 =t—17(0) =t,—1,.

Dado que el movimiento rectilineo resulta trivial, en este caso, estudiaremos exclusi-
vamente el problema general (6rbitas planas), consistente en determinar 4 y y a partir
de las ecuaciones

x(s; h)—1 y(s; h)—s

t=1(0) [y (s; h) + 7(0)- 1+u (14.1),
2h 2h
: Y L
n(s/2; k) + r(0) = ctg —— (14.1),
7 (0) 2
2 2
) o (14.1),
7 (0) r(0)

donde son conocidos los valores 1 1, 7 (0), »(0), .

En los casos PV-V (§ 12) y PV-V (8§ 13) se redujo el problema a la resoluciéon de una
ecuaciéon de segundo grado. En el presente caso un intento analogo seria inutil, pues,
aungue se obtuviese una ecuacién con una sola incégnita, la dependencia funcional seria
tan complicada que el analisis sobre existencia y naturaleza de soluciones resultaria ina-
bordable. Este inconveniente es debido a la presencia de la ecuacién (14.1);, que depende
de sus argumentos s y & explicita e implicitamente, a través de las funciones x(s; %) e
vy (s; h), teniendo por ello una estructura bastante compleja. Por esta razén, en el pre-
sente y sucesivos casos de determinacién de 6rbitas nos vemos obligados a abordar el
problema de modo indirecto.

Nota preliminar. — Teniendo en cuenta que v=£0, de la ecuacién (14.1); se deduce la
condicién necesaria.

+2h—7(0?2>0,
7 (0)

de donde surge una primera discriminacion de las posibles soluciones:

(1) Cuando 7 (0)*— > 0 necesariamente es 4 >0, y solamente puede existir
7 (0)
solucion hiperbdlica. En estas circunstancias, las ecuaciones (14.1) son las correspondien-
tes del sistema (5.6).
; 2y
(2) Si se cumple 7 (0)1——-(—<0, en principio es admisible cualquier tipo de 6rbi-
7 (0)
ta. En adelante supondremos que los datos satisfacen esta condicién, y estudiaremos
propiedades que nos permitan decidir la naturaleza de la 6rbita solucién.
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Soluciones parabdlicas. — Cuando i —> 0, el sistema de ecuaciones (14.1) se convierte
en el siguiente
: s? 53
t=70)[s +7(0)—I +p @421
2
2 v 1
R (0) ==ty (14.2),
s 7(0) 2
2 2
ROOR o S (14.2),
7 (0)2 7 (0)

que ha de ser satisfecho por toda solucién parabdlica. Un analisis de este sistema con-
duce a enunciar la

Proposicion 14.1. — Solamente puede existir una solucién parabdlica en el caso PV-T.
Las restantes soluciones habran de ser elipticas e hiperbdlicas.

Para probar esta proposicién veamos en primer lugar que la ecuacién (14.2),, tiene
siempre solucién real tinica. En efecto, sus soluciones son las de la ecuacion

S P2 @isi P RI=0

donde P =3 r(0) r (0)/.u' Q=670)/u R= — 6 ¢/p. Las tres raices de esta ecuacién vie-
nen dadas por s; = Z;—P/3 (i = 1, 2, 3), siendo Z, las soluciones de la ecuacién

Z2+aZ+b=0
donde a = (3Q — P?»)/3
b=2P—9PQ + 27T R)/21.

Cuando A = (a/3)’ + (b/2)* >0, hay una raiz real y dos complejas. Si A << 0 el nume-
ro de raices reales distintas es dos o tres. En nuestro caso, calculando

27 (0) 7 (0) r (0)?
a/3 = Q/3— (P/3) = =L
n W
7 (0) 2 n i
L — 7 (0)]
I r )

=

y considerando la hipétesis (2) anterior resulta A >0, con lo cual queda asegurada la
unicidad de la solucién real para la ecuacién (14.2),, y demostrada la proposicién 14.1.

Pero que sea s la tinica solucion real de (14.2), no permite asegurar que dicho valor
corresponde a una solucién parabdlica del caso PV-T. Recordemos que ha de verificarse
la condicién (4.9)

signo de s = signo de ¢

y, ademas, al valor de s ha de resultar compatible con las ecuaciones (14.2), y (14.2);.

En resumen, la determinacién de soluciones parabdlicas en este caso, se llevara a cabo
del modo siguiente: la ecuacién (14.2); nos da dos valores para y, que sustituidos en
(14.2), permiten calcular dos valores distintos para s, uno de los cuales, a lo sumo, coin-
cidira con la solucién tnica de la ecuacién (14.2),. Ademads, la solucién s del sistema
(14.2) ha de tener el mismo signo que .
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Las funciones z (s; h) y w(s; h). — Introduciremos las funciones
z(s; h) =n(s/2; h)+ 7 (0) (14.3)
] x(s; h)—1 y(s; h)—s
w (s; h) = 7 (0) [y (s; k) + 7(0) T+p (14.4)
2h 2h

que, en el caso parabdlico, toman la forma

z(s; 0) = 2/s + 7(0) (14.5)

s? S3

w(s; 0) =7 (0)[s + 7(0)—1 + hir (14.6)

2

La relacién entre las funciones z (s; k) y z (s; 0) por una parte, y las w (s; k) y w (s; 0)
por otra, se pone de manifiesto en la siguiente

Proposicion 14.2.

(a) signo [z (s; h)— z(s; 0)] = signo (& s)
(14.7)
(b) signo [w(s; k) —w (s; 0)] = signo (& s)

Demostracion.

(a) Aplicando las férmulas (7.8) a las funciones v, (s5/2; h) = x(s/2; h) ¥ w (s/2; h) =
— v (s/2; h), se escribe inmediatamente

om s *x2(s/2; h)
—=—[l——1+—n(s/2; h) =
Oh 2 2hy*(s/2; h)

S

1
=—[m(s/2; ) ——————1
2h 25> (s/2; h)

y de aqui
dn  y(s; h)—s
2y*(s/2; h)— = —
oh 2h

deduciéndose que

01
signo 2 h—-l = signo [y (s; h)—s] (14.8)
0 h

Por otra parte, denotando como siempre o= V0in |, en el caso eliptico tenemos
senp s = senp s
y (s;. h) — s=s [———— 1] y dentro del intervalo de valores 0 < |p si <2mges — <L 1.
P > P S:
, ok : shps
Analogamente, en el movimiento hiperbdlico es y(s; h)—s =s[————1] con
oS
shos ;
> 1 para cada s=£0. En ambos casos es

cS

signo [y (s; h) —s] = signo (A s) : (14.9)
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De acuerdo con la férmula de los incrementos finitos z(s; k) — z(s; 0) =
] o (s; 0h)
ST it

0 h

0 m (s/2; h) !
y (14.9), —————— tiene el mismo signo que s cualquiera que sea /i, se deduce

[0 < g < 1] valida para todo s=/0, y teniendo en cuenta que segun (14.8)

signo [z (s; ) —z(s; 0)] = signo [A W] = signo (h s)
(b) Utilizando para w (s; #) la notacién de las funciones v, (ver § 7) se tiene
w (s; h) = r(0) [vi (s; B) + 7(0) w2 (55 B)] + w3 (s F)
y la féormula (7.5) permite escribir
w(s; B)—w(s; 0) = 2h [r (0)vs (s; k) + 7 (0)7(0) vy (S; 1) + yuvs (55 H)]

Por otra parte, segun hemos visto en (7.6), la propiedad integral

Vur1 (S5 B) = f va (G B) d ¢ (n > 0)
asegura que :
w.(s; h)—w(s; 0) = 2hfs [Jg{r(ﬂ)vl (o5 1) + 7(0) 7 (0) v (55 1) +
. : (14.10)
+ vl B)}doldt = ths [ FW(o; h)doldg

0

Ahora bien, para valores iniciales fijos 7 (0), #(0), la funcién w (s; k) coincide con la
funcién ¢ = ¢ (s; k), por lo cual
signo w (s; k) = signo ¢ (s; k) = signo s
y la integral

8
W(s; h) = f w(g; h)dg>0
n
cualesquiera sean s y k4. Entonces,

signof W (g k) d ¢ = signo s,

0

con lo cual (14.10) implica (b).

Compatibilidad de los datos y naturaleza de las soluciones

Representando conjuntamente z(s; 0) y w (s; 0) en funcion de s, cualquiera que sea
el sistema de unidades adoptado, se obtienen curvas de los tipos representados en las
figuras 14.1, 142, 143, cuando es y, > 0.

En estas curvas nos interesa resaltar:

1° Que la asintota horizontal de la curva z = z (s; 0) separa la regién de movimiento
eliptico con

0<|ps| < de aquélla en que = <|ps|<2m.
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2° Que la curva w = w (s; 0) es creciente para todo s y tiene un punto de inflexién

en s =—r(0)7r (0)/u, en el cual la tangente tiene pendiente
7 (0)? 2
Y0y
2y 7 (0)

positiva. Dicho punto de inflexién corresponde al periastro.

Fi1c. 14.1 F1c. 14.2 Fic. 14.3

Adema3s, cada una de las curvas z = z(s; 0) y w = w(s; 0) divide al plano en regio-
nes, las cuales quedan clasificadas como elipticas o hiperbdlicas mediante la proposi-
cién 2. Aquellas regiones que aparezcan rayadas en las figuras adjuntas son inadmisi-
bles, pues corresponden a movimiento eliptico segiin una de las funciones z (s; %), w (s; &)
y a movimiento hiperbodlico segin la otra.

La frontera de tales regiones, constituida por las curvas z = z(s; 0) y w = w(s; 0) es
accesible, pero sélo mediante soluciones parabélicas. Las regiones sefialadas con E co-
rresponden a orbitas elipticas y las denotadas H a las hiperbélicas.

Una particularidad que resulta evidente es el hecho de que las curvas z = z(s; 0) y
w = w (s; 0) tienen siempre como interseccién dos puntos: uno corresponde a un valor
postiivo de s, y el otro tiene s <0. Lo cual se debe a que la funcién z(s; 0) es decre-
ciente en cada punto, y w(s; 0) es creciente y pasa por el origen.

Ahora bien, puesto que el dato ¢ impone la condicién signo s = signo ¢, considerare-
mos unicamente el punto inteseccién de z y w para el cual la abscisa s tenga el mismo
signo que 7. A dicho punto lo denominaremos punto critico y con (s, z.) denotaremos sus
coordenadas cartesianas en el plano, caracterizadas por la propiedad z,=z(s., 0)=w=(sr, 0).

Para resumir las consideraciones anteriores y las propiedades contenidas en las pro-
posiciones 1 y 2, si &, vy, s definen una 6rbita solucién del caso PV-T, es decir satisfacen
el sistema (14.1), se tiene el siguiente cuadro de distribucién de las soluciones:

w(s; h) <z w(s; h) =z w (s; h) > z.

z(s; )<z, Si existe solucién es: | No existe solucion. Si existe solucién es
eliptica (s.,>0), hi- parabdlica.
perbolica (s, <<0).

z(s; h) =z, No existe solucién. Existe solucién para-| No existe solucion.

bolica.

z(s; h) >z, Si existe solucién es| No existe solucidn. Si existe solucién es:
parabdlica. eliptica (s,<<0), hi-

perbélica (s, > 0).

TABLA 141
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Determinacion del punto critico

Los valores s, que satisfacen la condicién caracteristica del punto critico z (s.; 0) =
= w(s; 0), son las soluciones de la ecuacién

2/s + 7(0) = r(0) [s + 7(0) s?/2] + w $*/6 (14.11)
o su equivalente
s+ As* + Bs*+Cs +D=0 (14.12)
donde .
A =37(0)7(0)/y
B =67t (0)/lu_,
= —61 (0)/.“-
D = —12/y,

El cambio de variable s = x + % transforma la ecuacién (14.12) en
X+ P+ 0x+R=0 . (14.13)
donde los coeficientes vienen dados por

P=6hr +3Ah + B
Q=4n +3A +2Bh + C
R=n+4+ AW + Bh +Ch + D
h=—A/4

Como es sabido, las raices de la ecuacién (14.13) son los valores x = (u + v + w)/2
que satisfacen la condicién uvw = — Q, siendo 2 1% w? las tres soluciones de la ecua-
cién resolvente

¥+ 2Py + (PP—4R)y—0Q*=0 (14.14)
Mediante el cambio de variable
y=%¢t—2P/3 (14.15)
esta ecuacién toma la forma
CH+ag+b=0 (14.16)
donde

a=[3(P*—4R)—4P/3
b =[16 PP—18 P (P>—4R)—270Q*/21

Segtin se expuso en el apartado anterior, las propiedades de las funciones z(s; 0),
w (s; 0) permiten asegurar la existencia de dos raices reales para la ecuaciéon (14.11),
una positiva y otra negativa. Por ello, el cambio de variable s = x + % implica la exis-
tencia de dos soluciones reales para (14.13), lo que equivale a que la resolvente cuibica
(14.14) posea una raiz real positiva y dos complejas. En fin, el cambio (14.15) nos dice
que esto es equivalente a que

A = (a/3) + (b/2)*>0
y (14.16) posea una raiz real y dos complejas.
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En consecuencia, el punto critico (s, z.) se determinara del siguiente modo

3 b el 3 b
t= . —— + VA +\/——— VA
2 2
y=1t—2P/3

A partir de esta solucién real y, se calcularan facilmente las otras dos soluciones v,
271 (complejas conjugadas) de (14.14), y asi se dispone de las cantidades u? =y, v* = y,,
w2 — Ya- Los valores que cumplan la condicién u#vw = — Q, serviran para obtener dos

nuameros reales x = (1 + v + w)/2, que determinardn dos soluciones s, = x + k. Se eli-
ge aquella para la cual es signo s, = signo .

15. Caso P-P-T

En este caso, resuelto por Gauss [24] y [25], el conjunto de datos esta constituido
por vectores de posicion y sus respectivos instantes de tiempo, es decir: 7, W, %;; 73,
u, t,. Puesto que en ambos puntos los datos son de la misma naturaleza, elegiremos
t(0) = min{t,, tz}. De este modo, y sin pérdida de generalidad, serd ¢ = t—7(0) po-
sitivo.

Para la resoluciéon del problema se dispone de las cuatro ecuaciones siguientes:

; x(s; h)—1
r=r0)[x(s; h) + r0)y(s; B)] + P‘T (15.1),
1
7 (s/2; h) + 7 (0) = G —— (15.1),
7 (0) 2
- x(s; hy—1 y(s; h)—s
v =7(0)[y(s; ) + 7(0) 1+u (15.1),
2h 2h
2 2
Hopredime Sl e (15.1),
7 (0) 7 (0)

con las incognitas 4, v, s, 7 (0).

Eliminacion de 7 (0).

Con objeto de reducir la complejidad del sistema de ecuaciones a resolver, sustituire-
mos (15.1) por el siguente sistema equivalente

1
r r (0) sen? T = -YZ y2(s/2; h) (15.2),
: Y l
n (s/2; k) + 7(0) = ctg — (15.2),
7 (0) 2
1 y(s; h)—s
=2y Dlce (152),
2 2h
1
r+1r(0) = vy (s; h) ctg —2—— + Zp 2 (s/2; h) (15.2),
= iea

o TR o ey
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el cual contiene tres ecuaciones en las que no aparece la incégntia 7 (0). Conocida una
solucién %, v, s que satisfaga dichas tres ecuaciones, por sustitucién en (15.2), se encuen-
tra 7 (0) de manera univoca. Vamos a justificar ahora la equivalencia entre los sistemas

(15.1) y (15.2).
Como ya se vio al estudiar el caso PV-P, el sistema formado por las ecuaciones (15.1),

y (15.1), es equivalente al constituido por (15.2);, (15.2), y (15.1);. De modo anélogo, expre-
sando los dos primeros términos de (15.1); en funcién de s/2, se obtiene

y.(s; h)—'s

v =27(0) [y (s/2; ) + 7(0)] 52 (s/2; h) + o

de donde se deduce inmediatamente la equivalencia entre el sistema (15.1) y el formado
por las ecuaciones (15.2),, (15.2),, (15.2); y (15.1),.
Con esto, poniendo (15.1); en funcién de s/2, se halla con facilidad la expresion

7+ 7(0) = 7 (0) [ (s/2; k) + #(0)] ¥ (s; 1) + 21 " (s/2; h) (15.3)

en virtud de la cual resulta inmediato que el sistema (15.1) implica (15.2).

Reciprocamente, el sistema (15.2) implica (15.2),, (15.2),, (15.2); y (15.1);, y este sistema
equivale a (15.1). En efecto (15.2),, con ayuda de (15.2),, implica (15.3); en virtud de algu-
nas propiedades de las funciones x (s; k), y (s; k), (15.3) se reduce a (15.1);, y ésta se con-
vierte en

———— =7(0) [ + 7(0)1* + 2 [p + A7 (0)]—7(0) 7 (0) (15.4)
¥ (s/2; h)

Finalmente (15.4) implica (15.1), a través de (15.2), y (15.2),. Es decir, de (15.2), se obtie-
ne (15.1),.

Ademas, el sistema (15.2) puede adoptar una forma mdés apropiada al estudio de nues-
tro problema, deduciendo de (15.2);, y (15.2); la ecuaciéon

y(s; h)—s 1 r 7 (0)
AT ARy e A sen ] (15.5)
2h w Y
y de (15.2), la-igualdad
1 Y il
= I l (15.6)
v(s/2; h) Arr(0) senl/2
Sustituyendo esta expresién en (15.2), se obtiene facilmente
v 1 r + r(0) sen l/2 \2
x(s/2; h) = — e LU VATT(0) J ] (15.7)
|y | cosl/2 | 2«7t (0) Y
Soluciones parabdlicas. — El sistema constituido por las ecuaciones (15.6), (15.5) y
(15.7) se escribe, para el caso parabdlico, en la forma
1 [y | 1
LS (15.8),
s 2Mrr(0) senl/2
6 r 7 (0)
$=—I[¢t— sen /] (15.8),
w Y
Y 1 7 + r(0) senl/2 2
e [ @) ] ] (15.8),
|y| cosl/2 L2 Vrr(0) Y
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Puede observarse que el sistema (15.8) presenta una estructura analoga al (14.2) de so-
luciones parabodlicas en el caso PV-T. En efecto, la ecuacion (15.8); permite determinar
valores de vy, que sustituidos en las ecuaciones (15.8); y (15.8), conducirdn al estableci-
miento de una condicion de compatibilidad para la existencia de solucién parabdlica, y
a la determinacién de ésta.

De la ecuacién (15.8); se deduce la expresion

[ sc—znl/Z)2 1 r + v (0) v

= [ ———cos [/2] (15.9)
wNrr0) 2¥rr(0) |y|

cuyo segundo miembro es siempre positivo, cualesquiera que sean los datos, ya que

v

r + r(0)
——>1>cosl/2
2 V77 (0)

Por consiguiente, a partir de (15.9) se obtienen dos valores para v, que sustituidos en
la ecuacién (15.8), conducen al calculo de los dos valores para s. Cada uno de éstos, que

sea compatible con la ecuacién (15.8),, da una solucién parabdlica del problema, supues-
to que

signo s = signo ¢
es decir, si s >0.

Un analisis detenido del sistema (15.8) nos permitira deducir la siguiente
Proposicion 15.1.

(1) La condicién

4
z=rr(0) [T a+ 1]m (15.10),
donde
r + v (0)
o = ————cosl/2
2 yrr (0)

o
m=[——]\?
p V77 (0)

es necesaria y suficiente para la existencia de una solucién parabdlica con v>0y
dada por

s=2rr(0)m

sen /2
N = s
m
(2) La condicién
4
t=rr(0) [T,B— 11 n (15.10),
donde :
r + 7(0)
B=———+cosl/2
2 /rr(0)
B
n = [_—___]l/Z
w V17 (0)
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es necesaria y suficiente para la existencia de una solucién parabdlica con y >0, y
dada por

s=2 VNrr) n

sen /2
Ya = e
n

(3) Para un conjunto de datos m r(0), r, I pueden existir dos soluciones parabdlicas
distintas.

La demostracién de (1) y (2) es andloga. En efecto, para y>0 sustituyendo
m = (sen1/2)/y en (15.8) se obtiene s = #/77(0) m, que ha de cumplir la ecuacién (15.8),
esto es

s =8[rr(0)1?* m® =6[r—rr(0) ml/y,

De aqui se deduce, haciendo operaciones, la condicion
4
=r7r(0) [—a + 11 m
3

necesaria y suficiente para que haya solucién parabdlica con > 0.

sen 1/2 4
Analogamente, para y <0, al poner n=———— en (15.8) se encuentra s=2 /7 (U) 1,

v
y de ahi se deduce la condicién

s =8[rr(0)P? v’ =61[c + r7r(0)nl/p

4
t:rr(O)[—s—/E—l] n

En particular, cuando es I = r (puntos opuestos) resulta ¢ = 8, m = n, y las condi-
ciones (15.10); y (15.10), se excluyen mutuamente. Asi, para puntos opuestos existe, a lo
sumo, una solucién parabélica. ,

La existencia simultdnea de dos érbitas parabdlicas, una con y > 0 y la otra con y < 0,
correspondientes a un mismo conjunto de datos, exige que

4 4
rr(O)[Ta + 1] m =1 = rr(0) [—3—,8—1] n

o bien
4 4
[—a+ 1]la a=[—B—118
3 3
r + r(0)
Entonces, designando con p = ————, ¢ = cos—— (I =£ «) después de algunas sim-
2 /717 (0) 2

plificaciones se llega a la ecuacién
3\ 2
3pP(1—2q)=2gq (q-—T)
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Ahora bien, puesto que es p > 1, 0<g <1, se deducen las condiciones necesarias si-
guientes
1—2g>0 (15.11),

o

3 2
ZG[Q—T) >3(1—2q) (15.11),

1
La primera implica que 0 < g < —— y la segunda que
2

3 57 3
fla)=;¢——a*+ —qg——2>10
2 16 2

Se comprueba sin dificultad que f (g) es creciente para cada g y que f(0)<<0, f(3) >0,
luego existe un solo valor g, tal que 0 < g, << % para el cual f(g,) = 0, mientras que todos
los puntos del intervalo [g,, %) satisfacen las condiciones (15.11).

Las funciones z (s; ) y w (s; k). — De modo parecido a como vimos en § 14, introdu-
ciremos las funciones

Z(ssh)y=———
2y (s/2; h)
(15.12)
y(s; h)—s
w(s; h)=6——————
2h
gue en el caso parabdlico seran
z(s; 0) =—
s
(15.13)

w(s; 0) =35’

En la proposicién siguiente se enuncian las relaciones mas interesantes entre estas
funciones

Proposicion 15.2. — Cualquiera que sea # y para valores positivos de s:

(1) z(s; B)>0, w(s; h)>0

(2) signo [z(s; h)—2z(s; 0)1 =~ signo h (15.14)
(3) signo [w(s; k) —w (s; 0)] = signo % (15.15)

(4) La variacion de las funciones z (s; %), w(s; k) con respecto a cada uno de sus
argumentos es:

creciente si 7 << pS<2nm
( eliptico (15.16)
z (s; h) con respecto a s en el caso decreciente si 0 < pS<m

hiperbolico, decreciente.
eliptico, creciente

z (s; h) con respecto a o en el caso (15.17)
| hiperbdlico, decreciente
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eliptico, creciente
w (s; k) con respecto a s en el caso (15.18)
hiperbdlico, creciente

eliptico, decreciente
w (s; k) con respecto a o en el caso (15.19)
hiperbdlico, creciente

La propiedad (1) es inmediata. En efecto, teniendo en cuenta las propiedades

f

s sen o s/2
=l —— para h<0
2 (o] 5/2
s
y(s/2; h) = — para h =0
2)
s sh o s/2
—_— ——e———- para h>0
2 o) 5/2
sen o s/2
———— >0 si 0<|ps|[<2nm
) 5/2
sh o s/2
—>0 cualquiera que sea 95750,
95/2

y de acuerdo con (15.12) se obtiene z(s; 1)>0 V h, ¥ s> 0.
Por otra parte, para la funcién w(s; k), tenemos

[6[95—sen;s]/p3 para h <0
w(s; h) =1 s para Z =0
[6[sh95—95]/p‘ para h >0
pS>sen os VO0<|os|<2m
(ps)2k+l
ShpS—Psz 2————>0 VpS>0
>0 (2 k1)

de donde se obtiene directamente w (s; #) >0, YV i, Vs> 0.
Para demostrar la propiedad (2), distingamos entre los casos eliptico e hiperbdlico.

Asi, cuando h <0 se tiene

1 pS/Z
z(s; hy—z(s; 0) = — [_—__1]

S sen p s/2

s/2
y como el intervalo de variacién de s es (0,2 7), resulta

sen o s/2
Del mismo modo, para 2> 0 es

1 pS/Z
z2(s; h)—z(s; 0) = — [___1]
S ShpS/Z

y basta observar que ) s/2<sh p s/2, ¥ oS> 0 para deducir la validez de (15.14) en este

caso.
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La propiedad (7.5) nos permite escribir
w (s; h) —w (s; 0) = 6 [vs (5; h) — s (55 0)] = 12 hrvs (s; h).

Por tanto, basta comprobar que es v, (s; #)>0, ¥ s>0, Y k para obtener
s
vas1 (S; 1) =J va (G ) d >0, Vs>0
0

con n = 2, 3, 4, lo que demuestra (15.15):
La propiedad (15.16) resulta evidente, puesto que

<0sil0<ps<m
02z(s; h)<0 (91’2)Z COSPS/Z

os sen® 0 s/2

22z(s; h>0) (9/2)z ch ) s/2
= <0
os sh? 0 s/2

En caso eliptico (15.17) se comprueba sin més que calcular

0z (s; h<0) senps/2—(p s/2) cos;s/z

5] ) 2 sen? 0 s/2

y considerar que la funcién f (x) = sen x — x cos x es positiva para x € (0, 7), ya que su de-

d f (x)
rivada es ———— = xsen > 0 (luego f creciente) y f(0) = 0.
dx

Analogamente,

2z(s; h>0) shps/Z—(p s/2)ch p s/2

dp 2sen’p s/2
d g (x)

y la funcién g(x) =sh x—x ch x para x>0 es negativa, puesto que
q%
— —x sh x< 0 (luego g decreciente) y g (0) = 0.

La variacién de w (s; %) con respecto a s se deduce calculando las derivadas siguientes:

ow(s; h<0) 1—cosps QD w (s; h>0) chps—l
=6 =0y =6
0 S 0 os 0

>0

Finalmente, veamos que w (s; k) varia con respecto a 0 segun (15.19).
Teniendo en cuenta (7.8), se tiene

ow(s; h<0) Qvs(s; h<<0) 6 6
=6 =—[sv(5; h<0)—3vi(s; h<0)] = ———1f(p3),
oh oh 2h PS

donde la funcién f(x) = 3 sen x—x cos x—2 x (con 0<x<2n) es negativa. En efecto,

difi(e) s haEir x
— —4 sep? —[— ctg —— 1]
dx 2 2 2
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s6lo se anula en x = 0, y por lo tanto la funcién 7 (x) no posee en (0, 2 ) extremos rela-
cionados. Asi, los extremos absolutos se encontraran en los extremos del intervalo f (0)=0
(méximo), f(27) = —6# (minimo), con lo cual f(x)<0 para x€ (0, 27). Ademas, de
2h = — 92, se deduce que

ow(s; h<0) 6
—— =il 0<ps<2r
90 o'

Para hipérbola es, segtin (7.2) y con ¢ = ps>0,

ew(s; h>0) Ow B¢ 2k
e R e e i B e e e
0o 2t Qo k=1 (2 k4n)!

Compatibilidad de los datos y naturaleza de las soluciones.

La propiedad (1) de las funciones z (s; %), w (s; %), contenidas en la proposicién (15.2),
junto con la condicién signo s = signo ¢, nos permite deducir que las curvas z = z (s; %),
w (s; h) estaran situadas en el primer cuadrante.

Con esto, teniendo en cuenta (15.14) y (15.15), la representacién de las curvas z=z (s; 0),
w (s; 0) ofrece la distribucién en regiones elipticas (E), hiperbélicas (H), y otras ca-
rentes de solucién (zona rayada), que se muestran en la figura 15.1.

Z w

\

\

\
i
\
\
\

]
\ ]

Los puntos de la zona rayada corresponden a condiciones de incompatibilidad, pues el
movimiento seria eliptico segin una de las funciones z (s; %), w (s; %), e hiperbdlico segtin
la otra. Las curvas de separacién entre las regiones mencionadas, o frontera de éstas, son
accesibles para movimientos parabolicos.

Obsérvese que en este caso el punto critico estd determinado por la condicién

1

e ]

S

con lo cual resulta ser s, =1, z. = z(s; 0) = w(s; 0) = 1.
De acuerdo con la distribucién de movimientos en regiones (Fig. 15.1), se caracterizan

las 6rbitas hiperbdlicas por s<1

(15.20)
las orbitas elipticas por s>1
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A continuacién estudiaremos mas detalladamente las propiedades de las funciones
z (s; h), w(s; h) con objeto de obtener mas informacion acerca de las caracteristicas pro-
pias de los movimientos eliptico e hiperbdlico, deducibles a partir del conjunto de datos
conocidos.

La expresiéon (15.9), deducida de (15.8);, permite calcular dos valores y, (uno positivo
y," ¥ otro negativo y“‘) para h = 0, pudiendo determinar para cada uno de ellos dos nu-

meros reales s;, s, tales que

lne
2(s;0) = —— —— ' (15.21)
2 V/rr(0) senl/2
r 7 (0)
wils;5i0)=——lv———— sen'li (15.22)
L Yo

Entonces, s; = s, >0 equivale a la existencia de solucién parabdlica. En otro caso
(s,:fL_sz), hay que investigar la posibilidad de solucién eliptica o hiperbdlica.

De (15.7) se deduce

( sen 1/2\ 2 1 [ r + r(0) Ny 1
= — x (s; h) cos —
Y ) wN77(0) \ 2¥77(0) [v| 2 ]

y teniendo en cuenta que x(s; k) es menor o mayor que 1 segiin que el movimiento sea
eliptico o hiperbdlico, resulta que
Y>>, (caso hiperbdélico)
(15.23)
Y <7 (caso eliptico)

toda vez que en el caso parabdlico tenemos y = Yor segun hemos visto en (15.9).

Si una 6rbita solucién viene definida por los valores %, v, s, la consideracién de (15.21),
(15.22) y (15.23) nos lleva a concluir que las soluciones elipticas e hiperbdlicas del caso
P-P-T quedan caracterizadas por las condiciones que se especifican en la tabla siguiente:

TABLA 15.1
Y >0 v <0

0<'Y<'Yn+ Y<Yn_<0
Elipse .. .. o e z(s; h) < z(sg; 0) z(s; h)> z(s3; 0)
w.(s; h) <w(sy; 0) w (s; h) < w (s 0)

O<'YU+<-Y -YU_<-Y<O
Hipérbola ... ... ... z2(s; h)> z(s; 0) z2(s; h) < z(sy; 0)
w (s; k) > w (s 0) w (s; h) > w (s; 0)

16. Caso V-V-T

El conjunto de datos estd formado por dos velocidades radiales 7, 75, y sus respecti-
vos instantes de tiempo ?;, f,, ademas de los vectores unitarios u, y u1,. Como en el caso
P-P-T, se tomara t(0) = min {t,, tz}. De este modo, y sin que ello suponga restriccion
alguna, serd ¢ = t—1(0) > 0.
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Las ecuaciones que contienen tales datos son las siguientes

x(s; h)—1
r=r(0)[x(s; 2) + r(0)y(s; M) + Dy (16.1),
1
rr=[p+2hr(0)1y(s; k) + r(0)7(0)x(s; h) (16.1),
/ 1
mn (5/2, IZ) + 7 (0) = ctg — (101)3
7(0) 2
x(s; h)—1 y(s; h)—s
v =1 (0)[y(s; k) + 7(0) 1+ i (16.1),
2h 2h
2 2‘
P OR 4 — L (16.1);

7 (0)? = r (0)

En estas cinco ecuaciones las cantidades y, , 7 (0), 7, , son conocidas, siendo , r (0),
h, v, s, las incognitas. Como no es necesario conocer r para tener determinada la drbita,
vamos a sustituir (16.1) por un sistema equivalente que no contenga la incégnita r.

En efecto, el sistema formado por las ecuaciones

A
M (s/2; k) + 7(0) = i cigl—— (16.2),
7 (0) 2
1 y(s; h)—s
v =2y5(8/2; h) ctg —— +p———— (16.2),
2 2h
v 7(0)cosl—r |
i =X (16.2);
7 (0) sen / Y
Y 2 7(0)cosl—7 )
— 52 —7r0)2+2r2=0 (16.2),
7 (0) sen I 7 (0)

es equivalente al (16.1). Pues, segiin se vio en § 13, el sistema constituido ‘por (16.1),,
(16.1); y (16.1); lo es al formado por estas dos ultimas ecuaciones y la (13.4), que puede

escribirse
2 r(0)cosl—7r ~
Y 3 torilon (16.3)
7 (0) sen 1 7 (0) 7 (0)

La ecuacién (16.2), se deduce por sustitucién de (16.1), en (16.1),. Considerando en (16.3)
que y=£0, se obtiene inmediatamente (16.2);. Por ultimo, cuando se introduce (16.3) en
(16.1); se llega a la ecuacion (16.2),.

Reciprocamente, el sistema (16.2) implica las ecuaciones (16.1),, (16.1);, (16.1), y (16.1)s
siguiendo el proceso inverso. Ademas, resuelto el sistema (16.2), la ecuacién (16.1), permite
calcular r si se desea.

Nota preliminar. — La existencia de soluciones reales para la ecuacion (16.2),
7 (0)
exige que sea
r(0)cosl—q 7 2
2hg | ——mm + 7 (0)2 (16.4)
sen [

desigualdad que da una cota superior positiva para la constante de la energia.
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Soluciones parabdlicas. — En el caso parabdlico, el sistema (16.2) toma la forma si-
guiente
2 : ¥ 1
= (0)= ctg — (16.5),
s 7 (0) 2
1
T = —Lsz ctg — + 2 s? (16.5),
2 2 6
v 7 (0) cos I — ¢
. gatit (16.5);
7 (0) sen [ v
Y 2 7(0) cos I—7 i
_— + 2 —7r(0r =0 (16.5),
7 (0) sen [ 7 (0)

Cuando 7"(0)#0, resulta inmediato comprobar que la ecuacién (16.5), conduce a dos

valores distintos para

, uno positivo y otro negativo. En el caso en que los datos
7 (0)

iniciales correspondan al periastro (7 (0) = 0), (16.5), sélo tiene una solucién admisible,

ya que la otra se anula.

Cada solucién

de (16.5);, al ser sustituida en (16.5); determina un valor para
r (0)

v. Entonces, de la ecuacién (16.5), se obtiene un valor de s, que correspondera a una so-

lucién parabdlica si satisface la ecuacién (16.5),.

Respecto a la existencia y numero de soluciones parabdlicas, podemos enunciar la
Proposicion 16.1

(1) La condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciéon parabdlica es
que los datos verifiquen la igualdad

m A 1 1
(Aiﬂ)3t=——|::t—+l+——tg’——] (16.6)
2 B 3 7

con el mismo signo en ambos miembros, y donde
: 1
A=g—7r(0) tg —
2

7 — 17 (0) cos 1
a:-—*————‘
sen [

B = Vo + 7 (0)

(2) Para un conjunto de datos 1L 7(0), », I, pueden existir dos soluciones parabdlicas
distintas.

En efecto, de (16.5), se obtiene

© = o + B, que llevado a (16.5); da y = + p/B. Estas
:

expresiones, sustituidas en (16.5); y (16.5),, permiten eliminar s para obtener (16.6).
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Para demostrar que son admisibles dos érbitas parabdlicas distintas con un mismo
conjunto de datos, basta eliminar ¢ entre las dos expresiones (16.6), una con signo -+

y otra con —, y se obtiene la ecuacién
A N4 A N2 1 1 1
_— - | — tg?—— |1 + —tg2— | =0
B B 2 3 2
1 1 1 1 : ;
En otras palabras, poniendo A = — + — ctg? — + ctg* 2—, si los datos satisfa-
2

cen la relacién

/1 iy 1
A=p —2—+~/A‘[g7

existen dos soluciones parabdlicas.

Las funciones z(s; h) y w (s; h). — De modo similar a los casos precedentes, introduci-
remos las funciones

z(s; h) = n (s/2; h) + 7 (0)

(16.7)
y(s; h)—s
w(s; h) = 6 ——
2h
que en el caso parabdlico tienen la forma
1 -
z(s; 0) = — + 7(0)
s
(16.8)
wi(s; 0)=s
Proposicion 16.2. — Cualquiera que sea s positivo, se verifican las propiedades
signo [z (s; k) —z (s; 0)] = signo & (16.9)
signo [w (s; k) —w (s; 0)] = signo A (16.10)

Efectivamente (16.9) se deduce de la propiedad (14.7), puesto que la funcién z (s; %) en
ambos casos es la misma, y aqui es s positivo.

2(0)

1(0) PEE et e e S ==

Fic. 16.1 Fic. 16.2 Fic. 16.3

Por otra parte (16.10) coincide con la propiedad (15.15), demostrada en el caso P-P-T,
ya que la funcién w (s; #) es idéntica.
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Compatibilidad de los datos y naturaleza de las soluciones

Las propiedades (16.9) y (16.10) de las funciones z (s; %), w (s; %), permiten representar
la distribucién de movimientos elipticos (E), hiperbdlicos (H), parabdlicos (curvas z y w)
y regiones de incompatibilidad de los datos o no existencia de solucién, tal como se
indica en las figuras 16.1, 16.2, y 16.3.

Obsérvese que la distribucién: de soluciones del problema V-V-T, resulta ser andloga
a la que presentan las figuras 14.1, 14.2 y 143, si se considera en éstas tinicamente el se-
miplano s > 0. Por ello, la existencia de solucién unica s, (punto. critico) para la ecuacién

z2. = 2(s; 0) = w(s; 0)

nos permite establecer el siguiente cuadro de distribucién de soluciones

w(s; h) <z w(s; h) =z w(s; h) >z,
z(s; h) <z Si existe solucién No existe solucién Si existe solucién
es eliptica. es parabdlica
z(s; h) =z, No existe solucién Existe solucién No existe solucién
parabdlica
z2(s; B) >z, Si existe solucién No existe solucién Si existe solucién
es parabdlica es hiperbdlica
TABLA 161
Determinacion del punto critico. — s, es la solucién tinica de la ecuacién
1 -
— 1+ 7(0) = s (16.11)
Uls

Todo lo que se dijo en § 14, ecuaciones (14.11) y siguientes, es aplicable aqui con los
valores particulares

A=0, B =0, C =—7(0), D=—1

pare los coeficientes de la ecuacion (14.11).

17. Caso P-V-T

El ultimo de los seis casos de determinacién de érbitas que estudiamos aqui, tiene
como conjunto admisible de datos, ademdas de los dos vectores direccionales u; y u, la |
distancia 7; en un punto y la velocidad radial 7, en otro, asi como los instantes corres- I
pondientes. ’
Puede observarse que las ecuaciones de la formulaciéon general

: % (s; h)—1 1
r=1(0)[x(s; 1) + 7(0) ¥ (s; h)] + W (17.1), i
r7=1Ip+2hr0)]y(s; h) + r(0)7(0)x(s; h) (17.1), (
/4
7 (0) [n (s/2; k) + 7(0)] = v Ctgz— (A7:1);
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x(s; h)—1 y(s; h)—s
v =r(0) [y(s; n) + 7‘-(0)————] i QT
2h 2h
2 2
RO S ot (17.1)s
r (0) r (0)

relacionan los datos entre si, aunque de un modo bastante complejo. Sin embargo, en el
estudio de los casos PV-P y PV-V ya aparecieron algunas ecuaciones que pueden facilitar
la resolucién de este caso.

Asi, conservando las ecuaciones (17.1); y (17.1),, cuya estructura las hace insustituibles,

la ecuacién (17.1); de la distancia y la integral de la energia (17.1); pueden sustituirse por

las siguientes

cos [ 1 :
[ ——) y—I[r(0)senlly + pu(l—cosl) =0 (17.2),
7. (0) r
1
rr (0) sen? T =~ ¥*(5/2; h) (17.2),

Del mismo modo, si se reemplaza la ecuacién (17.1), de la velocidad radial por

v 7(0) cos I — 7 i

+ == (17.3),
7 (0) sen [ ¥
conviene acompanarla de
y 2 7(0)cosl—7 -
42 — 702 +2h =0 (17.3),
r(0) sen [ 7 (0)

que viene a sustituir a la integral (17.1)..

En este momento se nos plantea un problema de eleccién pues interesa saber si con-
viene tomar como datos 7(0) =7, 7 =1, o bien 7(0) =1, 7 = 7.

Hasta ahora el criterio seguido en los parrafos anteriores ha sido el siguiente: Pri-
mero, tomar las ecuaciones que permitan la resolucién explicita, en funcién de los datos
conocidos, para el caso parabdlico. Luego, por comparacién con éste, deducir las solucio-
nes de otros tipos.

Segun esto, parece adecuado elegir #(0) y r como datos en el siguiente sistema de
ccuaciones: ;

1
1 (s/2; k) + 7 (0) = cto——— (17.4),
7(0) 2
e l y(s; h)—s
T= y°(8/2; ctg —+p—— (17.4
i T R ;
om0 e | R (17.4),
7 (0) r 7 r
; 1 % L a l Y Y
—1r(0) sen — + cCoS —— —2h sep?—— ——— (17.4),
2 7 (0) 2 2 r r(0)
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Como se sabe, la ecuacién (17.4), procede de la (17.1), mediante sustitucién de la (17.1).
Se ha escrito (17.2), dividiendo por r, que es un dato, y separando la dependencia res-

vy Y—, que son cantidades desconocidas; asi se llega a (17.4);. Por ultimo,
r (0) r

(17.4), se ha conseguido eliminando y (s/2; k), n (s/2; k) entre (17.1);, (17.2), y la identidad

w2 (s/2; h) —2h = 1/y*(s/2; h).

pecto a

2 7 (0)
Dividiendo el par de ecuaciones (17.4); y (17.4), por [ YO) ] :,& 0, despejando
r r
de la segunda y sustituyendo en la primera, se obtiene
X+ AX+Bx+Cx+D=0 (17.5)
donde
Tl
LT
=—27(0) tg —
2

2, 1
B = m——u- 1+tg2—
r 2

1
C=—2¢7r(0) tg —
2

1
Dt
2

a=7(0r—2%

Fijado un valor de #, cada solucién real no nula de (17.5) determinara un valor para

v mediante la ecuacién (17.4),. Conocidos pues Y v bastaria encontrar los valores

de s que hacen compatibles las ecuaciones (17.4), y (17.4),.

Soluciones parabolicas. — Si h = 0, los coeficientes de (17.5) son constantes conocidas.
Determinados ¥ v, para hallar las soluciones parabdlicas habra que resolver el sis-
tema

2 3 1
— 4+ 7(0) = ctg — (17.6),
s 7 (0) 2
6 - Y A -2 1
$=—_{r—2y | —7(0) + ctg — ctg — (17.6),
o 7 (0) 2 2

Es evidente que el nimero de soluciones parabdlicas depende del de raices reales de
la ecuacién (17.5) que hagan compatible el sistema (17.6).

Las funciones z (s; h) y w (s; h). — Segiin la forma de las ecuaciones (17.4),, (17.4),, pa-
rece conveniente tomar las mismas funciones

z(s; h) = 7 (s5/2; h) + 7(0)
y(s; h)—s
2h

w(s; h)=6
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del caso anterior y considerar sus propiedades
signo [z (s; ) —z (s; 0)] = signo (% s) (17.7)
signo [w(s; k) —w(s; 0)] = signo & (17.8)

donde (17.7) toma la forma de (14.7) porque en este caso s puede ser positivo o negativo,
segun el signo de 1.

Compatibilidad de los datos y mnaturaleza de las soluciones. — La representacién de
las curvas z = z(s; 0) y w = w (s; 0), de acuerdo con las propiedades (17.7) y (17.8), origi-
na la distribucién en regiones de movimiento tal como se indica en las figuras 17.1, 17.2
y 17.3.

#(c) <o

Fic. 17.1 Fic. 17.2 Fic. 17.3

La determinacién de los puntos criticos se realizara resolviendo la misma ecuacion
(16.11) que en § 16. Designiandolos con (s.*, z.*), (s.~, z.~) seguin correspondan al semipla-
no s> 0, o al s <0, se deduce inmediatamente que el cuadro representativo de la distri-
bucién de soluciones para el semiplano s> 0 es precisamente el que figura en § 16, y no
lo repetiremos aqui. Por otra parte, para soluciones con s<<0 la discriminacién de su
naturaleza se realizard por el siguiente criterio:

ELIPSE si =

(17.9)
HIPERBOLA si SE<iS=

18. Movimiento! rectilineo en los casos P-P-T, V-V-T y P-V-T

Una vez estudiado el problema general de movimiento plano en los parrafos 15, 16
y 17, conviene que hagamos algunas consideraciones sobre el movimiento rectilineo, aun-
que dado su menor interés, nos limitaremos a un somero desarrollo del mismo, indican-
do el método a seguir.

En los tres casos hay que utilizar la ecuacion

(18.1)

y x(s; h)—1 y(s; h)—s
v =1(0) [y(s;h)+r(0) ] 1L
2h 2h

puesto que ¢ es un dato.

Las ecuaciones
x(s; h)—1

r=7r0)[x(s; ) + 71(0)y(s; )] + =
1

rr=1I[y+2hr0)]y(s; k) + r(0)r(0)x(s; )
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expresadas en funcién de v (s/2; k), y en virtud de la identidad
' (s/2; h) —2h = 1/y* (s/2; h)
toman la forma
[r(0)—7rlny?+27r0)r 0)m +2pn+ 2k[r(0) + 71 =0 (18.2)
[r(0)70)—7r7ly? +20u +2h7(0)]y + 2k [r(0) 7(0) - rr] =0 (18.3)

En cada caso se conocen dos de las cuatro cantidades 7 (0), »(0), r, 7. Las otras dos
pueden expresarse en funcién de i por medio de la interal de la energia

2, 2
o e e el (18.4)
7 (0) i

7 (0) —

De este modo (18.2) y (18.3) constituyen un sistema de dos ecuaciones con ), k2 como
incégnitas.

Siguiendo el orden de ideas expuestas a lo largo de este capitulo, dando el valor
h =0 en (182) y (18.3), se llega a la condicién de compatibilidad que deben satisfacer
los datos, para la existencia de soluciones parabdlicas, pudiendo determinar éstas.

Luego, por comparacién con el caso parabdlico, y utilizando (18.1) como férmula de
contraste, puede realizarse un anélisis sobre las condiciones necesarias para la existencia
de soluciones de tipo eliptico e hiperbédlico, de modo andlogo a como se desarrollé en el
caso general de movimiento plano.

IV. Cilculo de las soluciones

19. Consideraciones generales

Para completar el estudio desarrollado en el Capitulo III, sobre los seis casos posibles
de determinacién de o6rbitas con datos centrales en dos puntos, es necesario establecer
métodos de calculo que permitan obtener, en cada caso, todas las soluciones con la pre-
cision deseada.

En este sentido, nuestro objetivo ha consistido, fundamentalmente, en contrastar me-
diante calculos numéricos, la validez de la formulacién desarrollada en este trabajo, es-
tudiando las posibles ventajas e inconvenientes que puede presentar su utilizacién prac-
tica. Para ello, se ha realizado un ensayo numérico, consistente en dos fases:

(1) Generacion de datos. — Para generar un extenso conjunto de Orbitas (elipticas,
parabolicas e hiperbodlicas) que sirviesen de base al célculo, se han tomado como datos
en cada una de ellas las cantidades y, %, ¢, aparte suponer fijado el plano soporte y el
sentido de recorrido sobre la drbita.

La eleccion de los puntos P; y P, en los cuales se han determinado las distancias 7y, 72,
y las velocidades radiales 7y, 1,, se ha hecho a través de los 4ngulos § y ). El primero
define el angulo entre P, y el periastro, y el segundo entre P; y P, (figura 19.1). Finalmen-
te, se ha calculado el tiempo ?,— 17, transcurrido entre ambas posiciones.

(2) Determinacion de orbitas. — Reciprocamente, los datos que han servido de base
al calculo de 6rbitas han sido w, [ y tres valores elegidos entre las cinco cantidades ry, 73,
T, T2, L, —1; segiin el caso considerado.

De acuerdo con § 10, conocer los vectores unitarios independientes u, y u, equivale a

determinar el plano orbital y el angulo I (0 <I< x) que definen. Basta, pues, calcular
h y v para tener determinada la 6rbita.
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Una vez calculado v, se obtienen c¢ y ), de acuerdo con (10.2). El calculo de los elemen-
tos orbitales ordinarios se realizard segun se expuso en § 10, para lo cual es necesario
especificar el instante de paso por uno de los puntos P;, P,.

e i e L PR

ct
~

PSSR =

Periastro

F1c. 19.1

I Observaciones. — Han sido confeccionados programas para generaciéon de datos, asi
como para determinacién de érbitas en cada uno de los seis casos estudiados. Los cal-
culos numéricos han sido realizados con ayuda de un ordenador IBM 1620 en la Facultad
de Ciencias de la Universidad de Zaragoza.

En cuanto al sistema de unidades, hemos considerado que el movimiento de un saté-
lite artificial crbitando una Tierra puntual, constituye un modelo de referencia simplifi-
cado muy intuitivo para nuestro problema de célculo de é6rbitas. Por ello, se ha elegido
el siguiente sistema de unidades fundamentales:

Unidad de masa = Masa de la Tierra
i Unidad de distancia = Radio terrestre
! Unidad de tiempo = 1 minuto

(I En consecuencia, como valor correspondiente para la constante u S€ ha tomado
I | 0.55304056 x 102

Para calcular efemérides, que sirvan de datos en la determinacién de orbitas, se han
elegido para la excentricidad los valores e = 0, 0.05, 0.5, 0.95, 1, 1.05 y 1.5, que combinados
con los cautro valores ¢ = 0.02, 0.05, 0.1 y 0.2 para la constante del momento angular, ori-
ginan un conjunto de drbitas que engloba a la mayoria de trayectorias «normales» den-
tro del modelo considerado. El valor de # queda determinado por e y c¢. En cada érbita
eliptica se ha tomado § = 0°, 45°, 90°, 135° y 180°, y I = 1°, 5°, 30°, 45°, 60°, 90°, 135°,
175° y 179°; en las parabdlicas e hiperbdlicas, solamente aquellos valores de § y I, entre
los resenados anteriormente, que cumplen la condiciéon

1 cos (p + I)>—1/e
Tomando como datos las efemérides asi calculadas y siguiendo el método que para

cada caso se expone en los parrafos siguientes, se han obtenido soluciones que corrobo-
ran la validez de los resultados tedricos contenidos en el Captiulo III.

20. Calculo de orbitas con una medida de tiempo: Casos PV-P y PV-V
Estos dos casos no precisan datos temporales para definir los elementos dindmicos de
las soluciones. La medida de tiempo que se exige solamente es necesaria para establecer

el instante de paso por el periastro.
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La resolucién, para érbitas planas, consiste en calcular los valores y = 0 que satisfa-
cen las ecuaciones :

1 1
A B (Caso PV-P)
Y Y :
v—Ay—B =0 (Caso PV-V)

cuyos coeficientes A y B son conocidos en funcién de los datos, obteniéndose # mediante

la expresién
2 2)
Pk | B | S
7(0) 7 (0)

El par de valores (4, y) determina completamente la dérbita en su plano, segin se de-
mostré en § 10.

En el caso PV-V debe cumplirse la condicién (12.5) para que exista solucién, mientras
que en el caso PV-V, cuando y > 0, siempre hay dos soluciones.

21. Cidlculo de las soluciones en el caso PV-T

De acuerdo con el andlisis efectuado en § 14, en el caso PV-T podemos clasificar las
soluciones existentes, segiin queda esquematizado en el siguiente diagrama:

DATOS

(—i (185 dhs I‘(O)_, ;(O) 3} a0

2B £(0)2 50 2H s00)= 20

ta—

&, Bxists solucidn

.parabdlica?
LSOLUCION HIPERBOLICA
£
PUNTO CRITICO T >z si T >0
% c
(sc,zc) sz si T=<l0
Tz si T >0
c
T >z si TS0
c
¥

[ SOLUCION ELIPTICA

Diagrama 21.1
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Solucion parabdlica. — Segin se demostré anteriormente, en Proposicién 14.1, sola-
mente puede hacer una solucidon parabdlica en el caso PV-T. Cuando existan mas solucio-
nes, éstas habran de ser hiperbdlicas o elipticas.

Para calcular dicha solucién parabdlica, resolveremos el sistema (14.2) comenzando
por despejar |v | en (14.2);, es decir

U
I-YI = r(0) —r (0)? (21.1)
r(0)
Sustituyendo los valores + |y |, —|y|, en la expresién (14.2), obtenemos

1
S =2r(0)/|:—1-(0)r(0) + |-Yl ctg —2]

(21.2)
l
S_ =2r(0)/|i—1"(0)r(0)-—h| ctg —2]
y la condicién (14.2); determina si existe solucién y cudl es ésta.
Soluciones elipticas. — Como vimos en § 14, si (s, z.) denota el punto critico, para la
existencia de soluciones elipticas son condiciones necesarias las siguientes:
2w
—r (02>0 (C1)
7 (0)
<<z, si >0
(c2)

>z si <0

Suponiendo, pues, que (Cl) y (C2) son satisfechas, las soluciones elipticas vienen de-
terminadas por las ternas de valores (p, v, S) que cumplen las condiciones

0> 0, v ;&0, signo s = signo «

y son solucién del sistema de ecuaciones

senps | 1—cosps s—sengps
t=7‘(0)[ + 7(0) ] e
P o3 0
P l
p ctg — + 7 (0) = ctg —
2 r(0) 2
2 2,
Aps
r (0 7 (0)

Entonces, si ponemos 2 = oS (o< IP s| <2g7) y eliminamos vy entre las dos ultimas
igualdades, obtenemos el sistema

2p
7 (0)

1 l 1
|:1 L Ctg’.;;tgz——] ot +2 |:1'-(0) ctg ¢ tg? —] o+ 7 (0) [1 e tgzz—] — =0
2 2
(21.3)
v o’ — [r(0) sen 2 g] pz—r(O)i'(O) [1—cos2¢]l p—pul26—sen2q] =0 (21.4)

que habra de ser resuelto en o y o.
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Ahora bien, como su resolucién resulta inabordable de un modo directo, podemos dar
una secuencia de valores a g, dentro de los intervalos que se determinaran en cada caso
para obtener o = o (g) como funcién positiva a partir de (21.3), comprobando a continua-
cién si el par (p, ¢) asi obtenido, satisface la ecuacién (21.4). De esta forma se llega a in-
tervalos cada vez mas pequefios, entre los cuales estan las soluciones, y se pueden obte-
ner éstas con la precisiéon que se desee.

- En consecuencia, se pueden considerar: los siguientes casos:

(1) 7(0) =0.

La ecuacién (21.3) tiene como unica solucién positiva

1
0= \/2 w/r (0) [1 + ctg? ¢ tg? 2—] (21.5)
cualquiera que sea g.
@) 7(0)==0.
Poniendo ( — A+ 70 (>0
e

1 1
B = i‘(O)ctgctgz—/[l + ctgzctgz———]
2

l l
C =7 (0 [tgz——e 1 4 ctg?o tgl——
2 2

la existencia de soluciones reales de o en la ecuacién (21.3) eciuiVale a la condicién
1 1
ctg ¢ > — ctg? (21.6)
€ 2

y si ésta se cumple, dichas soluciones vienen dadas por la expresién

ol—t Bt RV/EBE_ICH (21.7)

Por otra parte, como s6lo estamos interesados en las soluciones positivas de
que distinguir las siguientes posibilidades:

p, habra

l
(2.1) € > tg?——
2

En este caso, aparte cumplirse la condicién (21.6) para todo valor de g, es B>—C >0
y la unica. solucién positiva es

o=—B +\/B*—C (21.8)
. A
22) e =t —
g 2
También se _veriﬁca—(2l.6),para todo g, vy la tnica solucién posible viene dada por

o=—2B _ (21.9)
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siempre y cuando sea B < 0, es decir signo ctg ¢ =~signo 7(0), o bien

[ T
—2—-<o'<n si t>0
F(Q)>0 =
T
—T<0'<0 si t<<0
: : (21.10)
I<og<— si >0
7(0)<0 = 2
s
—_r<log<——— si 7<<0

l
(2.3) €< tg?——
2

Puesto que ahora es\/B:—C < ]B[ y la desigualdad (21.6) sélo se verifica para
0<|o| <@ o bien m—p < |o| <=, estando ¢ definido por la igualdad
1 1 T

ctg?qp = — —ctg?— I<p<—
. 2 ST

vemos que: si B > 0 no hay raices 0>0

si B<<0 hay dos raices, dadas por (21.7).

Las posibles raices positivas de p, se encontraran en los siguientes intervalos de g,

i ﬂ—q)<u<ﬂ si >0
7(0)>0 = )
—p<o<0 si ¢<<0
(21.11)
( 0<o‘<q) si <0
(0)<0 = ) ,
—7T<0<(p—‘ﬁ S1 >0

Una vez obtenidos los valores de 0 ¥ ¢ que cumplen (21.3) y (21.4), es trivial la deter-
minacién de la solucién (o) v 5)-

En resumen, el método para obtener todas las soluciones elipticas queda esquemati-
zado en el diagrama 21.2.

Cdlculo prdctico. — En el programa para calcular las orbitas- PV-T elipticas se utilizan
los datos

AA, BB, NUM, M, EPX, IMAX

cuyo significado se expone a continuacion:

1 1
La variable g = — p S pertenece al intervalo cerrado [ALFA, BETA], cuyos extremos
2 RS

se determinan segin vimos en la discusién anterior (diagrama 21.2), siendo

0<|BETA—ALFA|<r
0 < AA < | ALFA|
| BETA| < BB<n

== JRS—"
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DAT0S
i, 1, x(0), i), T o]
=] 75]
€ <0 €0
Y
(21.47) (21.25) (21.23) (21.1) (21:22) (21.2,)
v (21.18) ¥ (21.25) y (21.19) o) v (21.19) y (21.25)
v (21.16) :

7 = r(0) [5" 29, 1(0) B 2= 1 },f 4 sh2o-2c
& p

P

u' o

2

q

)
"y = 2(0)[s cth o+ £(0)] tg%

Diagrama 21.2

(o ,p) no determina solucidn
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Dividiendo dicho intervalo en un nimero NUM de subintervalos, se calcula el valor
que toma la expresién

DIF = 1 (0) [vi (s; 1) + 7 (0)v> (55 A)] + v (55 B) — <

en los extremos de cada uno de ellos. Cada subintervalo para el que DIF tome distinto
signo en sus extremos, contiene, al menos, un valor de g que dara lugar a una solucién.
Dicho subintervalo se subdivide, a su vez, en M subintervalos mas pequeifios, calculando
DIF en sus extremos. Esta operacién se repite un ntmero de veces menor o igual a
IMAX, hasta que la longitud del subintervalo que contiene una solucién es menor que
EPX. En este caso, los tultimos valores g, v, 2 h calculados se toman como solucién.

Por este procedimiento, si NUM es suficientemente elevado y AA, BB muy préximos
a 0 y =, respectivamente, se obtienen todas las soluciones PV-T elipticas.

En los ejemplos numéricos calculados se ha tomado AA = 0.001, BB = 3.141,
NUM = 100, M = 10, EPX = 10-%, IMAX = 10.

Soluciones hiperbdlicas. — Son soluciones hiperbdlicas del caso PV-T las ternas (p, v, )
de numeros reales que satisfacen las condiciones

0>0, v=~0, signo s = signo v

y son soluciones del sistema

sh o5 ch p—1 sh Ss—ps
1:=?'(0)[ B () ]w b
P o' o’
piSi L
0 cth—— + 7(0) = ctg —
2 7 (0) 2
2 2
s 5y !
7 (0F + et e
r (0)? 7 (0)

Como antes, poniendo 2g = 0, la eliminacién de vy entre las dos ultimas ecuaciones
conduce al sistema

1 ; 1 1 2,
oth? g tgl—— —1 | P+ 2[7(0) cth o te— | p 4 702 |14t |2 _o
2 2 2 7 (0)
@2112)

to’—[r(0)sh2gl *—r(0)7(0)[ch26—1] p—p[sh2g —261 =0  (2113)

con las incognitas oY o

Del mismo modo que en el caso eliptico, las condiciones para la existencia de raices
o = p (o) positivas de la ecuacién (21.12), permiten acotar el intervalo de variacién de g.

Asi, segiin los valores que tomen los coeficientes en (21.12) podemos distinguir los si-
guientes casos:

1
1) cth? g te? ———1=0
2
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T
Esta igualdad, que sélo es posible para [ ¢ [0, ——) , equivale a
2

1 14+ senl
o= si T 0 oL =— In——
cos 1
donde (21.14)
1 1 —senl
o=B si <0 B=—mh——
2 cos 1
Necesariamente ha de ser 7(0)=40, y la condicién
{ L 2
signo 7 (0) =~ signo ¢, con ¢ = (02 |1 4 tg>—— | — (21.15)
2 r (0)

es suficiente para que o tome valor positivo, definido por

14 2ot 1
SEia S iy (21.16)
2 | r(0) 2
1 2
@ FOP 1+t — | = =0
2 r (0)

Resulta inmediato comprobar que

27 (0) cth ¢ tg* ],
f=—— (21.17)
1—cthgtg!),

es positivo cuando

27 (0)>0, ze[o,'z—), o> b-0.6 e=p8=0

m
B<o<q, si le (O,——-)
2
tr(0)<0 y (21.18)

T
¢ cualquiera si lie (———, n)

(3) Si en (21.12) no se anula el coeficiente del término de segundo grado ni el térmi-
no independiente, dicha ecuacién puede escribirse en la forma

1 )2 1
e e

donde
7 (0) 1
B — ctg ¢ tg2 —
€ 2
1 1
C=—|cth® g tg? ——1
€ 2
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deduciéndose inmediatamente que p es funcién positiva de g en las siguientes condi-
ciones:

IBZ== (E=—2 (SRS Bi—<() — o '=—B3B
B>*—C>0 y C<O0 = ol'=—Bi+\[B*—C (21.19)
Bi— G0 B0ty € =0 — Lozt —{— /B +\/iB— @ (21.20)
Llamando
7 (0)? 1 l
d=|1— tg2 — | tg2—, si <<l (21.21)
€ 2 2

se verifica la condicién B*— C > 0 para

th* 6 > cuando >0
th> 6 <& cuando <0

es decir, poniendo

Ly = e _11’ con O<y< i o
2 D)
1 1+ sen v
o =—hn— -
2 CcOoS
1 1—sen
B = _1117“)
2 cos v
se obtiene la acotacion
oo >0 0 o<pB <0 si >0 (21.22)
B <o<do si <0 (21.23)

Para que o sea funcién biforme positiva de g, es decir

o'=—B+\/[B—C (21.24)

se han de cumplir, ademas, las condiciones B <0 y C > 0, que equivalen a

T
B<g<m si le [O,——-)
2
=0 )00 (21.25)
o cualquiera si l¢ IZL, Tr)
2

e<0, 7(0)>0 y ¢>a>0 6 o<B<0 si ze[o,;;] (21.26)

En definitiva, para cada valor de ¢ con signo ¢ = signo ¢ y 0 (g) >0 tal que se veri-
fiquen las ecuaciones (21.12) y (21.13), queda definida una solucién hiperbélica por los
valores

26 1
oo s=— y=r1(0)[pcthg + (0)] tg—?—7i—_0
o} L
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DATOS
—_—
#, 1, 2(0), #0),7
¥
#(0) = 0 el S A e
3 ) !
} es>tg2l el
> 5
L
<
(21.9) (21.7)
(21.5) (21.8)
y (21.10) y (21.11)
7T =.r(0) ""3”2‘7+1-,(O)1 - cos 20 #25-—5'—:1: 20
p? 03
Y
=T ) L T AT
\
A
P
Ly
i oy

y = 2(0)[p otg o+ £(0)] 4z §

p ) Mo determina sclucién

Diagrama 21.3
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En el diagrama 21.3 se resume el método de calculo para determinar las soluciones
hiperbélicas del caso PV-T.

Cdlculo prdctico. — En el programa para calcular las érbitas PV-T hiperbdlicas se ha
utilizado igual denominacién que en el correspondiente eliptico.

También el método seguido (acotacién de ¢ y particién en subintervalos) es el mismo.
La tnica diferencia estriba en que, segun los datos, no exista a priori una cota superior
de Igl. Sin embargo, dada la precisiéon con que se ha trabajado, basta tomar [q[ < B=9Y.211,
puesto que 1—th 9.211 < 10-8.

22, Calculo de las soluciones en el caso P-P-T

Los dos valores v, aue determina (15.9) son fundamentales para el célculo de las solu-
ciones en el caso P-P-T, y vienen dados por

L 1 r + r(0) 1 q)-»
Yo. = sen—— T S e >0
2 |pNrr(0) |:2\/rr(0) 2 ]}

L 1 r + 7(0) 1 /2
Yo = —Sen— + cos — <0
2 (uNrr(0) |2 Wrr(0) 2

Segun (15.13), (15.21) y (15.22), si se cumple la condicién

2 V77 (0) 1 (6 rr(0) e
51+:__sen—-={-——|:1;—-— senl] = G

Yo' 2 i Yo©

existe solucién parabélica con y positivo, que viene dada por i = 0, Y=y s =s" (i=
1, 2). Del mismo modo, la igualdad

2 /rr(0) 1 J 6 77 (0) 13
S =——sen—— = —-[r———senl] = S;~
o™l 2 |w Yoo ‘

significa que los valores # = 0, Y=Y S =SiT (i =1, 2), constituyen una solucién para-
bolica con y negativo.

Para caracterizar el valor de y €en las soluciones elipticas e hiperbdlicas tendremos en
cuenta la expresion

Y 1 7 + r(0) sen ‘[, 2
x(s/2; h) = — 7 [t_l" V11 (0) ( ] ]
lv| cos'lz 2 v77(0) Y

s
que en el caso eliptico, por ser x(s/2; h) = cos p—, nos lleva a la acotacién
2

—cos — < —
2 il

l v r + r.(0) sen !/, 1
[——-—u V71 (0) [ ] =—=CcoS—— (22.1)
2 /77 (0) Y 2

s
En cambio, para una solucién hiperbdlica es x (s/2; h) = chp—> 1, y resulta la con-

dicién
(sen'[,

—u 0|

Y l:r-*-r(())

1
——— ] > cos—— (22.2)
¥l L2 vrr () Y 2
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Por otra parte, la ecuacién (15.5), cuyo primer miembro es siempre positivo, exige
que

r v (0)
N Sen A (22.3)
T

En resumen, las desigualdades (22.1), (22.2) y (22.3), junto con la tabla 15.1, permiten
acotar y del siguiente modo:

'\{>0 -\{<0
71 (0) l 1 1 1
ELTESE it i eai i L S rmax: {—Y“—, sen [ <y<vy" —_—,,—<< —
T j Yo Y Yo'
1 1 T l
IEITPERBOIAR SR s al S 0<—< min , —————— Yoo <y<0
Y v,t rr(0) senl j

Asi, para cada valor de y (o de 1/y) que pertenezca al correspondiente intervalo, se
calcularan susecisamente las cantidades

7 1 0 N2
x (s/2; h):—\— [ gy i) ——ux/rr(O)(En_/_) ]

ly| cos 'l | 2 w77 (0) Y
NEZa (i) 1
v (s/2; h) = = sen ——
2z (s; h) |

2h = [x*(s/2; h)—11/5*(s/2; h)
y(s; h) = 2x(s/2; h) y(s/2; h)
2h r 7 (0)
s=y(s; h) ——— l:t— senl:|
w Y

y se comprobara si el valor s asi obtenido satisface la igualdad

pS
cos—z— si h<0

x(s/2; h) = (22.4)

Ps

donde, como siempre, 0= \/ 12 h]. En caso afirmativo, existe solucién eliptica o hiperbé-
lica, quedando completamente determinada por el par (&, v).
Cdlculo prdctico. — Se ha adoptado los siguientes intervalos de variacién
([—v v, elipses con v >0
Para ; ‘ 0 7 Yo &Y

[ Ty, 0.001 y-1  hipérbolas con y <0
( [/y," —1/y,*1 elipses  con y<0
| [0.001/y,*, 1/y,*1 hipérbolas con v > 0

y para 1/y
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(58
de modo que el cédlculo de las soluciones se realiza de manera compacta, toda vez que
los valores ot Vi, corresponden a posibles Orbitas parabdlicas.

Como formula de contraste se ha utilizado
(o ctg (p s/2) si h<0
DIF = v (s/2; h)— (2/s si h=0
o cth (p s/2) si h>0

porque permite obtener las soluciones con mas precisién que (22.4).
En los ejemplos numéricos calculados se ha tomado para las variables de control
NUM, M, EPX, IMAX, los mismos valores que en los casos anteriores.

}
23. Calculo de las soluciones en el caso V-V-T

Designando por B = [#— 1 (0) cos []/sen I, podemos escribir la ecuacion (16.2), en la

forma
Y Y
Ly ) 5 DR S [ SRR 8y (23.1)
[r(m “’Hr(m q’} :

donde ¢~ = B—\/B? + 7 (0, ¢* = B +\/B*> + 7 (0)~

Puesto que B2 + 7 (0)? = 0 implica las condiciones 7 = 0 y 7 (0) = 0, incompatibles con
0<I<n, resulta que ¢~ ¥y ¢* no pueden anularse simultaneamente.

De (23.1) se deduce inmeditamente que el valor de correspondiente a una orbita

7 (0)
solucién, cumple, segin la naturaleza de dicha solucién, las condiciones siguientes:
Y 5 Y : 55 R
= @ ——=>q" (solucion eliptica) (23.2),
7 (0) 7 (0)
Y g Y 1 ! = Bas
=9 O <o’ 7:0 (solucion parabolica) (23.2),
7 (0) r (0) 7 (0)
Y A 5 ; B
TR e e 5& 0 (solucion hiperbolica)  (23.2),
7 (0) 7(0)

Considerando la ecuacién (16.2); con la acotacion de contenida en (23.2), para el

7 (0)
caso eliptico, se obtiene la condicion

0< |y| <wIB+ 7 (0PI (233)

que acota y por ambos lados.
De acuerdo con lo anterior, para las soluciones elipticas del caso V-V-T, cada valor de

en virtud de (16.2);. En cuanto a las

v que cumpla (23.3) determina un valor de %
7 (0)

soluciones parabdlicas e hiperbolicas, para cada valor de que satisfaga (23.2), ¢

7(0)

— 193 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

(23.2); se obtiene un valor y mediante (16.2);. En cualquier caso, conocidos y ¥ , cal-
cularemos sucesivamente las cantidades.
2h = — 4 —-cp_ U —-(p+
7 (0) r(0)
- 1
1 (s/2; h) = —1r(0) + B ——
r (0) 2
y(s/2; h) = [n? (s/2; h) —2 ]!/
x(5/2; h) = n (s/2; k) y (s/2; h)
y(s; h) = 2x(s/2; h)y (s/2; h)
2h 1
s=9(s; B)——— | v —2y ¥ (s/2; h)ctg —
w 2
Cuando el valor s hallado satisface la igualdad
P S:
pctg —— si h<0
2
n (s/2; h) = | 2/s si h=0
(0 S
p cth — si h>0
2
la terna (%, v, s) determina una érbita solucién.
Cdlculo prdctico. — Se ha utilizado el mismo método que en los casos anteriores, con

igual notacién y los mismos valores para las variables de control.

24. Calculo de las soluciones en el caso P-V-T

La determinacién de las o6rbitas solucién en el caso P-V-T puede efectuarse de manera
compacta, siguiendo el proceso de calculo que a continuacién se indica.

o 1
Escribiendo (17.5) como una ecuacién de segundo grado en la variable — tg ——
2

es decir x
% /A 12 ¥, 3 % 1 3 1
— g 12 —# (O [{—tg —{ 4 2—25(0) g tg— —
% 2 j sen 1 % 28 2
2 1
= 14+tg2— | =0
r 2
se observa que siempre existen dos soluciones distintas, ya que el discriminante
% e al ; L 2y l
—2(0) ] —x+27(0) yte—+ — [l +t82— | =
sen [ 2 r 2

; 2y !
= [y ctg I—7(0)]* + — I:l e tgz—-]
r 2
es positivo (-p,> 0), cualesquiera que sean los datos y el valor de y, que se elija.
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De este modo, para cada y=£0 se obtienen dos valores para £, en virtud de las igual-
dades

@©L

1 ¢ % zp, 1 12
— g — = (O ——— & {[y ctg [~ O)F + —— 1+t — [
% 2 sen [ r 2 j

2h— F(0F—a

y €l correspondiente valor de y se obtendrad calculando

r 5 ! l 1 2 l
y=|—|/|—70)sen— + ycos— | —2h sen’> —
% ( 2 2 2

de acuerdo con (17.4),.

Por ultimo, a partir de (17.4); y (17.4),, se hallaran las cantidades
X 1
m(s/2; h) = —7(0) + xctg—z—

¥2(s/2; h) = [ (5/2; ) —2 1]~
v (s; h) = 2y (s/2; h) y*(s/2; h)
2h 1
si=9(s; h)——— [r—Z vy ¥ (s/2; h) ctg —]
w 2

comprobando si el valor de s asi obtenido satisface la -igualdad

pS
p Ctg —— si h>0
2

n(s/2; ) = (95 sii h=0
) S

o ctg — si h<0
: 2

En caso afirmativo (%, v, s) determinan una orbita solucién.

Cdlculo prdctico. — En el presente caso, a diferencia de los anteriores, no se dispone

de ninguna propiedad que permita acotar la variable y = , pudiendo tomar, en prin-

cipio, cualquier valor no nulo.

Esta deficiencia tedrica, debida probablemente al método de aproximacion elegido y
que requiere un estudio posterior, puede evitarse en la practica mediante estimacién de
los valores extremos de y y 7(0), dentro del modelo dinamico que se considere, lo cual
es siempre posible.

En los ejemplos numéricos calculados se ha tomado como dominio de variacién para
v €l definido por

0,001 < |7 <1

que parece apropiado al modelo dindmico de un satélite en oOrbita terrestre.
Asimismo, los valores dados a las variables de control NUM, M, EPX, IMAX, han sido
los utilizados en anteriores programas.
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FORMULA DE SUMACION PARA POLINOMIOS
ORTOGONALES SOBRE UNA CIRCUNFERENCIA
CUALQUIERA
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Departamento de Teoria de Funciones. Facultad de Ciencias.
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Abstract

We obtain a summation formula for orthogonal polynomials on an arbitrary circun-
ference, generalizing one of the so-called single summation formulas found in [2].
Subsequently we deduce some consequences; among them, one related to the location

of roots of polynomials and other which allow us to simplify the recurrence formula
obtained in [1].

I. Introduccién

Es conocida la importancia que tienen las férmulas de recurrencia y sumacién, habi-
tualmente llamadas de Christoffel-Darboux, en el estudio de los polinomios ortogonales
(PO) sobre la circunferencia unidad U.

En nuestro trabajo [1], se ha generalizado la féormula de recurrencia al caso de PO
sobre una circunferencia cualquiera, dandose ademas una caracterizaciéon de la llamada
extensién tipica, que prueba la validez, en ese mismo caso, de la «conjetura de Vigil»
(véase [6], pag. 69).

El presente articulo es continuaciéon natural de [1], por lo que seguiremos haciendo
uso de la misma notacion que alli; deduciremos la férmula de sumaciéon para PO sobre
una circunferencia cualquiera, asi como algunas consecuencias; una de ellas proporciona
un resultado respecto a la localizacién de raices y ofra nos permitird dar una expresién
de la férmula de recurrencia méas sencilla que la que obtuvimos en [1].

Creemos conveniente recordar que:

Dada una circunferencia y de centro B(B € C) y radio R, es decir, de ecuacién

z2z2—Bz— Bz + BB —R*=0, la matriz m hermitiana definida positiva que define el
producto escalar es tal que sus elementos satisfacen la condicién

Cortrart — B Cogs1— B Cput,q + BB Cry=RCyy (2, @ > 0) (69)
estando entonces caracterizado dicho producto escalar por la relacion
(z—B)P(2).(z—B)Q(2) = R*P(2),0Q(2) VP(2),QR)EI
de la que se sigue que el sistema {(z—B) P, (2) }“;‘0 es ortogonal, aunque no es una base

de TI, Afadiéndole un término constante, que tomaremos 1, se obtiene una base

{G—B) P @} U {1} 2
Sy
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en la que los # términos ya existentes son ortogonales dos a dos, pero ninguno de ellos
es ortogonal a 1.

El desarrollo del polinomio P, (z) segun dicha base es

e, PA(B) e B,
P,(z2) = —(z—B)P,1(2) — (z—B) Py (2) +
R? R? A Ay
B P.(B)
+ —_—

(z—B) Py (2) + P (B).
= z—p ) B

Normalizando, resulta la formula:

1 € P (;B) n—1
Bile) = ——r (z—B) Py (@) ———— X B, (z—B)P.(2) +
RZ en—l R2 h=0
B P, (B)
+ﬁ ﬁ(Z—B)Po(Z)+P"(,3)
R Ve,

que interesa poner en la forma

B
P,w)[ S B.z—P) P ()— _(z—B)PO(z)—RZ] -

Ve

€x
\/ (z—B) P, (z) —R*P, (2), 3)
€1

P, (z)
donde hemos llamado B, = 1,z P,(z) y P, (z) al polinomio normalizado
Vs Aot

II. Férmula de sumacién

Sea vy (z,y)=2 y—By—RB 2+ B—Rz y consideremos el desarrollo de K, _i(z,y)y (z, )
segun los elementos de la base (2), una vez normalizada:

K@)y @) = 3 40)G—pP@ + ¢

si hacemos z = 8, se tiene ¢ = — R?* K, (B, y), luego:

n—1
Koy (z,9)y(z,9) = 3 A (9)(2—B)Py(2) — R*K,_, (B, v). (4)
h=0
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por (z—B)P,(z) (=0, 1, .., n—1)
(véase [4] pagina 23), se obtienen para los coeficientes A, (y) los siguientes valores:

Ao(y) =Kn—l (B;Y) (Ba—'— B ]
(2
A, (y) = K, (B, ) B, (h

=1, .,n—2)

G e
A (y)= \/ Pn (y) + B, Kn—l(B: y)
€n1
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que llevados a (4) nos dan, una vez simplificado el resultado

P,(y)(z—pB)P,_1(2) +

2t

Kn—l (Z! y) Y (Z; y) = \/

€n_1

+ K (B) | S Biz—B) P ———(z— PP (D)—R

=0 A/ e,

expresién que combinada con (3) se reduce a:

I,
K, 1(z,9)y(z,9) =
€1

Ko (B, y)[\[?( e )]
P, (8) e 4 a=1\Z)i== n (2

suponiendo P, () =< 0.

P,(y)(z—B)P,_;(2) +

(5)

Solamente nos falta calcular K, ; (83, y). Para ello consideraremos el polinomio en dos

variables
Coo C1o c oo Cuogyo 1
Cot Cn Cri1:1 ]
0 T y) o
Col BT Cr et CEUIRET
1 z 2t 0

Si en €l, a cada columna excepto a la primera y a la tltima le restamos la anterior
multiplicada por B y, posteriormente, a cada fila excepto a la primera y a la ultima, le

restamos la anterior multiplicada por B, teniendo en cuenta (1), se llega a

Co Cw‘—ﬁCL\u GO Cu—l,O_'Bcn—ZrU 1
Cot — ECOO R? Coo et R Cn—2,0 ;_ :E
el ) B e e
Co,n—1— Eco, n—2 R cy,n2 S EEREC ) Y2 (y— B—)
1 z—B S Z"-Z(Z'—B) 0
En particular, Q,_; (8, 8) = — A, R*2 luego segtin [4] (pégina 21),
Qi (BB RN
K. 1(B, B) = — =
n—1 €n_1

de donde se sigue que
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Si ahora en (5) hacemos y = 8 y operamos, obtenemos:

K, (,3, Z) e, P,(z) —ve,e, s (Z—‘B) PR (Z)
PRR) R :

(6)

Por ultimo, si en esta expresion ponemos z = y, sustituyendo en (5) resulta la férmula
de sumacién buscada:
K.1(2,9)@y—By—Bz + BB—R)(Re.1—e,) =
=R Ve,e, [(z—B) P.P..(2) + G—B) P, )P, (2)] —
—e,[(y—B) (z—B) Py )P, (2) + R*P, (M) P (2)].

Esta formula generaliza la de sumacién simple para PO sobre U, obtenida en [2]
(capitulo I, apartado V).

ITI. Consecuencias

RZn RZu—Z
——— > 0, tenemos que
e, e

1) Como |P, (/3)'2 =
Re, i >e, VneEN

siendo valido el signo igual si y solo si B8 es raiz de P, (z).

En los casos R < 1, la sucesion de los excesos {e,, 1,2 es monotona no creciente, luego
convergente, por ser los excesos positivos. Ademas, si R<1, lim e, =0 y si R=1,
lim e, > 0.

(2

En los casos R > 1, la sucesién {
€n—1

} esta acotada superiormente por R

2) Caélculo de B, , =1,zP, ;(2).

Segun se vio en [4], K, ; (2, ¥).T (z) = T (y) siempre que el grado de T (z) sea menor
o igual que n—1, por lo que se sigue de (6) la relacién:

i P (B) Ve, e,
BB =i e (2 B) PR (2 T (2):

Re,  —e,
Operando se llega a
T(BP (B) Ve, e,
(2—B) Puei (1) T (2) = —#— VT (2)€ s
En particular si T (z) =1, resultan

P (.B) ANe, e,
Bisr— 157 Besn(2)i—= ——ﬂhl
RZu—Z

y su equivalente

P, (B)
RZn—Z

Bari= 152 Pia(@) ='—
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3) El valor de B,_; que acabamos de obtener nos permite escribir la siguiente expre-
sién, mas simplificada, de la férmula de recurrencia hallada en [1]:

R Au-2Po1(B) P,(2) — R [Aus Poos (B) (2—B) + Auz P (B)] Py (2) +
+ At P, (B)(z2—B)P. 2 (2) =0 (7

4) Consideremos dos polinomios consecutivos P, ;(z) y P, (z). Si P" (z) no admite la
raiz 8, no tiene ninguna raiz en comun con P,_,(z). En efecto, si g (1;&/?) fuese raiz de
P, (z) y P, (z) se tendria segun (7) que y seria también raiz de P, ,(z). Reiterando el
proceso para los subindices decrecientes se llega a que ¢ debe ser raiz de P,(z), lo cual
es absurdo.

En caso contrario, es decir si P,(B8) = 0, la férmula (7) se reduce a
P, (B)P, (z) = e,_1 P._y (B) (z— B) P,_1 (2)

expresion de la que se sigue que o bien P, ;(B8) =0 o bien P,(z) tiene como raices las
n—1 de P, ;(z). (Estas dos posibilidades no tienen por qué excluirse mutuamente).

5) Proposicion 1. — Las raices de los polinomios {P, (z)} son interiores al circulo limi-
tado por y.

Demostracion. — Basta tener presente que todas las raices de P;(z) (i=1,..,n—1)
estan contenidas en el interior de la capsula convexa de las raices de una extension tipi-
ca cualquiera de {P,~ (2) }”:3, que estan situadas sobre la circunferencia y. (Véase [57,
pag. 357 y [1], pag. 17).

Como la demosiracién anterior es valida para cualquier extension tipica, podemos
precisar mas el resultado de la proposicion 1:

Proposicion 2. — Todas las raices de los polinomios P;(z) (i = 1, ..., n—1) pertenecen
al interior del conjunto convexo K, interseccién de las capsulas convexas de las raices
de todas las extensiones tipicas posibles de {P‘(z) }"jnl

Esta propiedad es la generalizacién a PO sobre una circunferencia cualquiera, de la
hallada para la circunferencia unidad en [2].
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UN NUEVO CAMINO PARA LA OBTENCION DE ISOTIOCIA-
NOALANOS Y SUS COMPUESTOS DE ADICION CON
ETERES Y AMINAS

PO R
R. Usén y F. IBANEZ
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Abstract

Compounds of the general formula AlH;, (NCS),. mL (where n =1, 2 and 3; 1 =m < 3;
L =0 (CHs), and N(CH,); were prepared by a new method which does not require the
use of SCNH and can be carried out at room temperature.

Introduccién

En un trabajo anterior (1) hemos descrito la preparacién y estudio de los compuestos
denominados de una manera general como isotiocianoalanos en forma de sus aductos con
éter dietilico y trimetilamina, que responden a la férmula general.

AlH;, (NCS)mL,n=1,2y 3; 1=m<3 y L=0(CH;), y N(CH,).

Estos compuestos fueron preparados mediante una reaccién que obedece al mecanis-
mo general de desprendimiento de H, entre un compuesto con H-% en su molécula (AlH;)
y otro con H*® (SCNH) (2).

Las reacciones que llevaban a la obtencién de estos compuestos eran muy violentas y
requerian condiciones especiales de trabajo (aparato de alto vacio y baja temperatura
—80° C), por lo que la preparacién de estos compuestos resultaba muy engorrosa. La
sustituciéon de los atomos de Cl de los cloroalanos por el grupo SCN del SCNLi deberia
estar favorecida por la precipitacion del CILi insoluble en el medio de reaccién (éter).
Esto nos llevaria a la obtencién de estos compuestos por otro camino distinto que exigi-
ria condiciones de reaccion mucho mas suaves. Esto sucede en efecto. En esta parte
explicamos los resultados obtenidos en la preparacién de isotiocianoalanos en forma de
sus aductos con éter etilico y trimetilamina.

Discusion

A) Reaccién entre «cloroalanos» y SCNLi en disolucion etérea.

La sustitucién del cloro por el grupo SCN tiene lugar cuando una solucién etérea del
derivado clorado correspondiente es agitada a temperatura ambiente con SCNLi anhidro
(3), durante 1 hora.

AlH,, . Cl, + nSCNLi —n CILi + AlH,,(NCS),,n=1,2y 3

Las reacciones son muy rapidas apareciendo inmediatamente un precipitado de CILi in-
soluble en éter y los datos analiticos revelan que las primeras n = 1 y 2 transcurren total-
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mente, mientras que la tercera n — 3 lleva hasta un rendimiento del 90 %. Mediante
filtracién del ClLi y evaporacién del éter a vacio se separan los eteratos so6lidos de los
isotiocianoalanos, AlH;., (NCS),.mO(C,H;), (n =1, m = 1), =2 m=17); (m=3,
m = 2). Los datos analiticos concuerdan con los compuestos descritos en un trabajo an-
terior (1).

B) Compuestos de adicién de los isotiocianoalanos con trimetilamina. Los aductos
con trimetilamina han sido preparados mediante dos procedimientos distintos.

1) Por desplazamiento del éter por trimetilamina, que transcurre segun el esquema

AlH, (NCS), . OR, + (CH;),N —> AlH.., (NCS), . p N(CH;); + OR,
donde
m=1,p= 1y2), =2 p=2y 250), (n=3 p=267y 3).

La reaccién entre disoluciones etéreas de isotiocianoalanos con una disolucién de tri-
metilamina en éter conduce a la obtencién de nuevos aductos: el AIH(NCS),.2'5 N(CH;); y
AI(NCS); . 3 N(CH,);. Estos aductos no son estables en vacio a temperatura ambiente pues
van perdiendo trimetilamina hasta llegar al AIH(NCS),.2N(CH;); y ALNCS);.2'6 N(C;H);
respectivamente.

2) Por reaccién entre disoluciones etéreas de los aminatos de los cloroalanos con
SCNLi. Se llega mediante precipitacién de CILi a la obtencién de los aminatos de los
isotiocianoalanos.

AlH,., CL, . p N(CH,):* n SCNLi —> n CILi + AlH;., (NCS), . p N(CH,);
n=(,2y3) l=p=3.

En la reaccién entre AICl; y SCNLi, (n = 3), en la relacion molar 1:3 precipita conjun-
tamente con el CILi el aminato del AI(NCS); que es insoluble.

Los aminatos de los isotiocianoalanos son también como los eteratos muy sensibles a
la humedad y el motivo de su preparacion por el método 2, ha sido el suprimir etapas in-
termedias con objeto de disminuir los riesgos de descomposicién por hidrolisis en su
manipulacion.

Experimental

Los datos analiticos revelan que concuerdan con los compuestos obtenidos segin el
procedimiento (1).

C) Estudio estructural. — Los espectros L.R. y los pesos moleculares revelan que se
trata de los mismos compuestos que los ya preparados segun (1).

Los espectros L.R. fueron realizados en un espectrofotémetro Beckman I.R. 20 A

(rango 4000-250 cm~') en suspensién de nujol. Los pesos moleculares fueron determinados
por crioscopia usando un termoémetro Beckman.

I [AIH,(NCS).O(C,Hs),].— A una disolucion etérea de AIH,Cl conteniendo 20’25 mmoles
se anaden 20’25 mmoles de SCNLi en éter.

La reaccién se mantiene a temperatura ambiente durante 1 hora.

Se filtra el precipitado de CILi y la solucién se evapora a vacio dando un residuo
blanco de (I). Encontrado: mmoles de CILi precipitado 19’88; Al, 1708 %; H-, 1’18 %:;
SCN, 35’63 %, Eter, 46’11 %. Calculado: CILi, 20’25 mmoles; Al, 1677 %; H-, 1’24 9%, SCN
36,03 %; Eter, 4596 %. :

II [AIH,(NCS).N(CH;);]. — A una disolucién etérea de AIH,Cl.N(CH,); conteniendo
20’87 mmoles se afiaden 20’87 mmoles de SCNLi en éter. Se agita a temperatura ambiente

=0
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1 hora, se filtra el precipitado de CILi y se destila el éter a vacio dando un sélido blanco
de (II). Encontrado: CILi precipitado 20 mmoles; Al, 18'04 %; H-, 1’26 %; SCN, 37'66 %;
N(CH;);, 43’04 %. Calculado: CILi 20’87 mmoles; Al, 18’49 %; H-, 1'37 %; SCN, 3972 %;
N(CHs;);, 40’42 %.

III [AIH,(NCS).2N(CH;);]. — A una disolucién etérea de AIH,Cl.2N(CH,), conteniendo
33’4 mmoles se afiaden 33’4 mmoles de SCNLi. Se agita durante 1 hora a temperatura
ambiente y se filtra el CILi precipitado. La solucién resultante por evaporaciéon del éter
a vacio deja un soélido blanco de (III). Encontrado: CILi precipitado 32’1l mmoles; Al,
12’86 %; H-, 0,92 %; SCN, 28’11 %; N(CHs,);, 58’11 %. P.M. 217. Calculado: CILi, 33’4 mmoles;
Al, 13’17 %; H-, 098 %; SCN, 28’29 %; N(CH,);, 57°56 %. P.M. del monomero 205.

1V [AIH(NCS), .17 O(C,H;s),]. — Sobre una disolucién etérea de AIHCIL, conteniendo
19’77 mmoles se anaden 39’55 mmoles de SCNLi en éter. Se agita durante 1 hora a tempe-
ratura ambiente, se separa el precipitado de CILi por filtracién y la solucién resultante
se evapora quedando un sélido blanco de (IV). Encontrado: CILi precipitado 38’1 mmoles;
Al, 990 %; H-, 0’35 %; SCN, 43’14 %. Eter, 46’61 9%; P.M. 282. Calculado: CILi 39’55 mmoles;
Al, 1000 %; H-, 0’37 %; SCN, 42’96 %; Eter, 46’67 %. P.M. monomero 270.

V [AIH(NCS), .2H(CH;);]. — A una disolucién etérea de AIH(NCS, .2N(CH,), contenien-
do 16'70 mmoles se afiaden 33’40 mmoles de SCNLi en éter. Se agita durante 1 hora a tem-
peratura ambiente, se filtra el precipitado de CILi y de la solucién que queda se evapora
el éter dando un sélido blanco de (V). Encontrado CILi precipitado 31 mmoles; Al, 10’10 %;
H-, 0,35 %; SCN, 44 %; N(CH,),, 45’55 %. P.M. 286. Calculado CILi, 33’4 mmoles; Al, 10’3 %;
H-, 0,38 %; SCN, 44’27 %; N(CH,),, 45’04 %. P.M. del mondémero 262.

VI [AIH(NCS),.25N(CH;):]. — A 10 mmoles de una solucién etérea de AIH(NCS), se
anade trimetilamina hasta llegar a una relaciéon de N(CH,);: Al de 4:1. La solucién se
tiene en agitacion durante 1 hora y se destila el éter y el exceso de amina a vacio a
—20° C quedando un sdlido blanco de aspecto cristalino cuyo analisis dio: Al, 9’11 %;
H-, 0,30 %; SCN, 40’93 %; N(CHs,);, 49’67 %. Las relaciones molares tomando como Al, 1,
son Al: H-: SCN: N(CH;); = 1:091:2'1: 2'52.

Este sélido sometido en vacio a temperatura ambiente pierde trimetilamina hasta lle-
gar al aducto con 2 moléculas de amina por mol de aluminio.

VII [AI(NCS);.2 0O(C,Hs),]. — A una disolucién etérea de AICl; conteniendo 18’8 mmoles
se afiaden 56’4 mmoles de SCNLi en éter. La solucidon se agita a temperatura ambiente
durante 1 hora. Aparece un precipitado blanco muy voluminoso identificado como una
mezcla de CILi y Al (NCS);.2 O(C,H;),. La solucién resultante se evapora a sequedad y
el precipitado se trata con benceno anhidro. Por evaporacion de esta disolucién bencénica
a vacio se obtuvo un sélido blanco de (VII). Encontrado: CILi precipitado 47'2 mmoles;
Al, 7’86 %; SCN, 51’69 %; Eter, 4045 %. P. M. 296. Calculado: CILi 56’4 mmoles; Al, 7’73 %;
SCN, 49’88 %; Eter, 42’39 %. P. M. de monémero 349.

VIII [AI(NCS);.3N(CH;);]. — A una disolucién etérea de AI(NCS);, conteniendo
3 mmoles se afiaden 15 mmoles de N(CH,); en éter. Se produce un precipitado blanco.
Se tiene en agitacién durante 1 hora a —25° C y se destila el éter y el exceso de amina
a esa temperatura quedando un residuo blanco de VIII. Encontrado: Al, 720 %; SCN,
47’56 %; N(CH,)s, 45,24 %. Calculado: Al, 7’14 %; SCN, 4709 %; N(CHa);, 45'77 %.

Este sélido sometido a vacio a temperatura ambiente pierde trimetilamina hasta llegar
al aducto AI(NCS),.2'6 N(CH,),.
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PROCESOS SOLVOLITICOS DE NITRATOS METALICOS
CON CLORURO DE BENZOILO*

POR
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Departamento de Quimica Inorganica. Universidad de Zaragoza

Abstract

The solvolytic reactions of benzoyl chloride with both hydrated (Be, Mg, Ca, Cu, Zn,
Cd, Hg**, Hg;**, Al, Bi, La, Cr, Mn, Fe, Co, Ni and Th) and anhydrous (Sr, Ba, Ag and
Pb) nitrates are studied.

The end products of the reactions were anhydrous, hydrated or/and solvated (with
benzoic acid) chlorides, benzoates (Be, Al, Th) or chloride-benzoates (Mg, Cr, Fe). A
mechanism is proposed which justifies those results and the observed release of Cl, and
NO, (together with HCl in the case of hidrated nitrates). Generally it can be said that
anhydrous chlorides are obtained when starting from anhydrous or hydrated nitrates of
cations with poor polarisation power and hydrated chlorides when the cations have
greater polarisation power and when working at lower temperature. Solvated chlorides
with benzoic acid (in stoichiometric amounts) are obtained only under specific conditions
with the nitrates of La, Mn and Co. Benzoates and chloride-benzoates are obtained with
the cations of greatest polarisation power.

The IR spectra, Debyogramms, of some of the benzoates and chloride-benzoates are
given and discussed.

Introduccion

La reactividad del cloruro de benzoilo (ClBz) frente a compuestos inorganicos ha sido
poco estudiada si se compara con la mayor atencién prestada a su homdlogo cloruro de
acetilo (CIlAc)!-®,

Ambos cloruros de acido presentan una conductividad parecida®, pero la temperatura
de ebullicién del de benzoilo en muy superior (197°C frente a 49°C el de acetilo) lo
que permitia pensar no sélo en la posibilidad de reaccién sino en una extensién del estu-
dio a temperaturas no investigadas en cloruro de acetilo.

Existen, de otra parte, datos del comportamiento de numerosos nitratos metélicos con
cloruro de acetilo® lo que nos daba la posibilidad de establecer una comparacién entre
ambos, en cuanto a reactividad.

* Este trabajo constituyé la Tesis Doctoral del Dr. Vicente que fue leida el dia 30 de noviembre

.de 1973 en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza.
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Discusion de los resultados

Se han estudiado reacciones con nitratos, anhidros e hidratados, de cationes de ele-
mentos representativos, de transicién y de transicién interna. Los nitratos de metales
alcalinos y talio (I) habian sido estudiados con anterioridad“®.

Los resultados obtenidos y su discusiéon se hace agrupando los nitratos estudiados
segin su clasificacién en el Sistema de Periodos.

Nitratos de elementos alcalinotérreos

Han sido estudiados los nitratos hidratados de berilio, magnesio y calcio y los anhi-
dos de estroncio y bario. Los productos obtenidos, asi como las condiciones experimenta-
les, se resumen en la Tabla A. Las cantidades de reactivos y condiciones de reaccién, asi
como las propiedades y analisis del producto de la misma, se recogen en la PARTE EXPE-
RIMENTAL.

TABLA A

Resultados obtenidos en las reacciones de los nitratos alcalinotérreos con cloruro
de benzoilo

Exp. Nitrato Tiempo—h.| Temp. °C Producto obtenido

11 (NOs),Be xH,0 * 113 20 CLBex,H,0® I@)
13 (NO,),Be.xH,0 * 98 90-100 (Bz0)Be,O (II)
14 (NO;),Be.xH,0 ® 17 Reflujo | (BzO):Be,O® (II)
15 (NO,),BexH,0* . 17 Reflujo | (BzO),Be® (I1I)
2.1 (NOs),Mg.6H,0 17 70-80 CLMg x,H,0® (IV)
22 (NO,),Mg.6H,0 60 70-80 CLMg.x,H,0.y,BzOH ® ()
23 (NO,),Mg.6H,0 6 Reflujo | CIMg(OBz) (VI)
3.1 (NO,),Ca.4H,0 60 70-80 Cl,Ca.H,0.y,BzOH ® (VII)
32 (NO,),Ca.4H,0 24 Reflujo |CLCa.H,0 (VIII)
33 (NO,),Ca.4H,0 51 Reflujo | Cl,Ca.H,0.y;BzOH ® (IX)
4.1 (NO,),Sr 32-100 Reflujo  |CLSr? (X)
5.1 (NO,),Ba 18 Reflujo |CLBa (X1)

= El valor de x determinado en uno de los ensayos fue 6,22. El nitrato de partida se presenta
como una suspension de cristales en una disolucién saturada del mismo. ® Valores de x e y: x, = 6;
X,=4,5; x,=23; y,=23; y,=18; y,=1.1. < En Exp.1.4 se utiliza una proporcién CIBz/(NO,),Be.xH,0
mayor (2,8 veces) que en Exp. 1.5. ¢ Se obtiene impurificado con subproductos organicos de la reaccién.

En todos los casos, por tanto, el anién nitrato de la sal de partida es desplazado ya
por cloruro ya por benzoato, obteniéndose especies distintas, cloruros anhidros (X, XI),
cloruros hidratados (I, IV, VIII), cloruros hidratados y solvatados con acido benzoico
(V, VII, IX), benzoatos (II, III) y clorurobenzoatos (VI) de los cationes correspondientes.

Los productos que formulamos de manera general CL,Me.xH,0.yBzOH no deben corres-
ponder a especies definidas y los coeficientes x e y han de ser entendidos como el resul-
tado de la situacion media de solvatacién del catién.

En todos los casos el valor de x es inferior al grado de hidratacién inicialmente exis-

tente en la sal de partida, de forma que ha debido de producirse la solvolisis parcial
del agua de hidratacién segtin (1)

HOH + CIBz — CIH + BzOH (1)
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lo que se comprueba, ademas, por la observacién del desprendimiento de CIH siempre
que se parte de un nitrato hidratado y la existencia de acido benzoico en algunos de los
productos obtenidos.

Este comportamiento del cloruro de benzoilo frente al agua de hidratacién representa
una diferencia sustancial con relacién al observado en cloruro de acetilo! puesto que
éste reacciona siempre con la totalidad del agua presente en la sal cualquiera que sea la
forma en que se encuentre ligada (anidnica, de red, de coordinacién, etc.). El cloruro de
benzoilo, por el contrario, tiene un comportamiento mAis matizado, como se pone de
manifiesto si se compara su accion sobre los nitratos de magnesio y calcio en las expe-
riencias 2.1 y 3.1, donde el tiempo y la temperatura de reaccién son idénticos y donde
el descenso en el poder polarizante del catién debe ser el responsable de un grado de hi-
dratacion inferior en (VII).

Es pues en este disolvente donde se establece una competencia entre el poder polari-
zante del catidén y la tendencia a la hidrolisis del cloruro de benzoilo; asi, en la reaccién
con el nitrato de berilio (Exp. 1.1), donde el poder polarizante del catién es tan elevado,
éste no solo es capaz de retener las cuatro moléculas de agua asociadas en el acuocatién
[Be(H,0),]** sino que ejerce suficiente influencia sobre mas moléculas de agua que elu-
den, por tanto, el ataque del disolvente.

En las reacciones con nitrato calcico una de las moléculas de agua debe encontrarse
mas fuertemente ligada al catidn ya que es la tinica que soporta el ataque del cloruro
de benzoilo a reflujo (Exp. 3.2) lo que estd de acuerdo con la estabilidad térmica de la
especie Cl,Ca.H,0 que sélo por calentamiento a 260°C da el cloruro anhidro!-2),

La solvatacién con acido benzoico debe producirse cuando el catidon se encuentra des-
hidratado por debajo de un cierto nivel, que depende en cada caso del catiéon que consi-
deremos. De manera que cuando se trata de Be?* no se produce dada su alta hidratacién
(%, = 6 en Exp. 1.1) e igualmente ocurre en la Exp. 2.1 con nitrato de magnesio (x, = 4.5),
pero aqui, prolongando el tratamiento, se produce una deshidratacién parcial (x; = 2,3 en
Exp. 2.2.) y consiguientemente la solvatacién con acido benzoico (y; = 2,3).

No resulta apreciable la solvatacién de los cloruros obtenidos de estroncio y bario,
lo que esta de acuerdo con la naturaleza de los cationes. Subproductos de la reaccién
entre ellos anhidrido benzoico, impurifican el cloruro de estroncio obtenido confiriéndole
color rosa que no desaparece tras un intenso lavado con disolventes orgéanicos.

La formaciéon de benzoatos y clorurobenzoatos tiene lugar s6lo para los cationes mas
polarizantes (Be** y Mg?t) siendo su formacién posterior, en el primero de los casos, a
la del cloruro correspondiente. Este hecho se ha comprobado en una experiencia reali-
zada a 70-80°C durante 13 horas solamente (Exp. 1.2 no recogida en Tabla A) donde se
obtiene un producto con relacién atémica Cl/Be de 0,62. Cuando se eleva la temperatura
hasta la de reflujo, la eliminacion del cloruro es ya total a las 17 horas de tratamiento
(Exp. 14), lo que puede ser interpretado si admitidos que el cloruro de berilio obtenido
inicialmente, a través de la reaccién de intercambio anidnico (2) que, por su validez ge-
neral, expresamos segun:

(NO;).Me + nClBz — Cl,Me + nNO;Bz 2)

se descompone a través de los procesos (3) y siguientes, previa solvatacién con &cido
benzoico.

Cl,Me.yBzOH —> Cl,-;Me(OBz) .(y —1) BzOH + CIH 3)

ClMe(OBz),-; . BZOH —>- (BzO),Me + CIH
La obtencién de CIMg(OBz) supone la interrupciéon de estos procesos en la primera
etapa mientras que los benzoatos de berilio se obtienen cuando la sustituciéon es total.

Nos consta en el caso del berilio la gran influencia que la proporciéon entre los reac-
tivos tiene sobre la obtencién de uno u otro benzoato, puesto que la tnica diferencia en-
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tre las experiencias 14 y 1.5, a través de las cuales se obtienen, reside en que en la pri-
mera la relacién molar de los reactivos es 2,8 veces superior a la utilizada en la segunda.

Ambos benzoatos habian sido preparados con anterioridad®!®, aunque escasamente
estudiados. En lo que respecta a su solubilidad estan de acuerdo con lo que se describe,
de manera que el benzoato béasico (BzO).Be,O, es soluble en disolventes organicos y el
neutro (BzO),Be, insoluble. El punto de fusién del benzoato bésico es, asi mismo, coin-
cidente (encontrado 320° C y descrito 317-318° C). En la determinacién del punto de fu-
sién del benzoato neutro se aprecia al microscopio su transformacién (de amorfo a
cristalino), a partir de 250° C, en otro producto que funde a 320° C. Esta transformacién
debe producirse como consecuencia de la hidrélisis del benzoato neutro, seglin el proceso
(4), que da lugar a 4cido benzoico y benzoato basico y que

4 (Bz0),Be + H,0 — (Bz0);Be,0 + 2BzOH 4)

también tiene lugar cuando se calienta en dedo frio a vacio. El peso molecular determi-
nado para el benzoato basico preparado por nosotros estd, asi mismo, de acuerdo con el
calculado para su estequiometria. No existe dato alguno sobre sus espectros IR.

El método preparativo utilizado por nosotros para la obtencién de (BzO),Be resulta
muy simple en comparacién con los que proponen otros autores, por cuanto no requiere
la utilizacién de CLBe anhidro“® ni son precisas dos etapas de reaccién®.

La especie CIMg(OBz) debe ser considerada como un compuesto definido y no una
mezcla equimolecular, dadas las diferencias entre su espectro IR. y el del (BzO),Mg, asi
como entre su difractograma Debye-Scherrer y el del CLMg. Mas adelante se recogen
los resultados de la aplicacién de ambas técnicas tanto a estos benzoatos como a los
obtenidos de otros cationes.

En todas las reacciones se observo el desprendimiento de Cl, y NO,, ademés de CIH
cuando los nitratos eran hidratados, comportamiento que coincide con el descrito en clo-
ruro acetilo® y que se indico era consecuencia de la descomposicion del nitrato de aceti-
lo, formando de manera semejante a la indicada en el proceso (2), siguiendo la secuencia
de reacciones (5), (6) y (7), que puede ser

NO;Ac — AcONO, (5)
AcONO, + ClAc — CINO, + Ac,0 (6)
2CINO, —~ Cl, + 2NO, (7)

extendida a nuestro caso resumiéndola segtin el proceso total (8) segin el cual se forma
cloro, diéxido de nitrégeno y anhidrido benzoico.

2NO;Bz + 2CIBz — Cl, + 2NO, + 2Bz0 (8)

Segiin®, el cloruro de acetilo no reacciona ni a la temperatura de reflujo con los ni-
tratos anhidros de estroncio y bario, por el contrario, si lo hace con el tetrahidrato del
primero o cuando se adicionan disolventes organicos donores (4cido o anhidrido benzoico,
acetona) al segundo. Se interpretan estos hechos aceptando que el mayor poder polari-
zante del cation desnudo, doblemente cargado, disminuye el caricter nucleofilico de los
aniones nitrato, dificultando la reaccién de intercambio aniénico (proceso 2). La presen-
cia de un agente donor, agua o disolventes organicos, disminuye dicho poder polarizante
y permite la iniciaciéon del proceso, el cual contintia como comprobaron por el resultado
obtenido, hasta la total sustitucién de los iones nitrato por cloruro. La eliminacién del
agua de hidratacién, en el primero de los casos, no supone inconveniente para la prose-
cucién del proceso por cuanto el dcido acético, producido en la hidrélisis del cloruro de
acetilo, puede sustituirla como agente donor.

En nuestro caso una mayor temperatura puede permitir la iniciacién del proceso de
intercambio anidénico y el anhidrido benzoico, formado segiin el proceso (8), ejercera
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el mismo efecto que acabamos de comentar realiza el agua o los disolventes orgdnicos
donores en las reacciones con cloruro de acetilo.

Nitratos de elementos de los grupos b

El estudio comprende a los nitratos hidratados de Cu, Zn, Cd, Hg**, Hg?*, Al y Bi y
a los anhidros de Ag y Pb.

En la Tabla B se recogen las condiciones experimentales y los resultados obtenidos en
las experiencias realizadas con estos nitratos.

TABLA B

Resultados obtenidos en las reacciones de los nitratos de los grupos b con cloruro
de benzoilo

Exp. Nitrato Tiempo h. Temp. °C Producto obtenido
6.1 (NO;),Cu.6H,0 41 120 CLCu (XII)
71 NOAg 3122 20 y 120 ClAg (XIII)
8.1 (NO;),Zn.6H,0 70 90-100 Cl,Zn.x,;H,0.y,BzOH® (XIV)
8.2 (NO;),Zn.6H,0 10 - 140 Cl,Zn.y,BzOH ® (XV)
9.1 (NO,),Cd 4H,0 38 90-100 CLCd (XVI)
10.1 (NO,),Hg. : H,0 145 20 CLHg (XVII)
11.1 (NO;),Hg,.2H,0 54 60 CLHg® (XVIII)
12.1 (NO;);A1.9H,0 52 90-100 (Bz0),A10H (XIX)
12.2 (NO,);Al.9H,0 45 Reflujo (Bz0),Al (XX)
13.1 (NO;),Pb 55 Reflujo CL,Pb (XXTI)
14.1 (NO,);Bi.5H,0 70 20 —d

a 144 horas a 20°C y 168 horas a 120°C. b Valores de x e y: X, =13 y, = 0:73; ¥, = 0,66. ¢ Con-
tiene un 20,60 9, de materia indeterminada. ¢ Producto con relacién atémica Cl/Bi = 3,36.

En todos casos el anién nitrato es desplazado por cloruro o benzoato, obteniéndose
cloruros anhidros (XII, XIII, XVI, XVII, XXI), cloruros solvatados (XIV, XV, XVIII)
o benzoatos de los cationes respectivos (XIX, XX).

Se obtienen cloruros anhidros cuando se parte de los nitratos anhidros ensayados
(Exp. 7.1 y 13.1), tal y como ocurria en las experiencias con los de estroncio y bario
(Exp. 4.1 y 5.1), debiendo producirse la reaccién de intercambio (2), que da lugar al clo-
ruro metélico y nitrato de benzoilo, debiendo éste descomponerse segin el proceso (8)
a juzgar por la observacién del desprendimiento de Cl, y NO,.

La distinta reactividad de los nitratos anhidros de plata y plomo (el primero de los
cuales reacciona ya a temperatura ambiente, mientras que el segundo requiere un tra-
tamiento térmico mas dréastico) estd en linea con lo que cabia esperar, segin la discu-
sién hecha anteriormente al tratar de justificar la baja reactividad de los nitratos anhi-
dros de estroncio y bario. Aqui, una menor carga del catién Ag* afectara menos al carac-
ter nucleofilico de los aniones nitrato que, por ello, estardn en disposicién de realizar
mas facilmente el proceso de intercambio anidnico (2).

Cloruros anhidros se obtienen, asi mismo, en las reacciones con los nitratos hidrata-
dos de cobre, cadmio y mercurio (II). En los dos tltimos, el bajo poder polarizante de
los cationes debe ser el responsable del resultado, ya que la débil atraccién que ejerzan
sobre las moléculas de agua de hidratacién permitira una facil solvolisis de las mismas
(proceso 1). En el primero de los casos el catién es muy polarizante y el resultado se
aparta de lo que cabria esperar. No obstante, cabe justificar este hecho teniendo en cuen-
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ta que el cloruro cuprico dihidratado se transforma en anhidro a 100°C“?, es decir, a
temperatura inferior a la utilizada en la experiencia, de modo que, una vez realizado el
proceso (2), de intercambio aniénico, las moléculas de agua de hidratacién se comporta-
ran como agua libre siendo mas fAcilmente solvolizadas. El cloruro anhidro resulta asi
el producto 16gico de la reaccién. Idéntico resultado se obtiene cuando se hace reaccionar
con cloruro de acetilo sulfato, cloruro, nitrato, perclorato o acetato de cobre hidratados‘.

Las reacciones con los nitratos hidratados de zinc y bismuto (Exp. 8.1 y 14.1) tienen
lugar con violencia a la temperatura ambiente, al igual que ocurria en las reacciones con
cloruro de acetilo®, pero, mientras que en este disolvente los productos de la reaccion
permanecieron disueltos en el medio sin que su separacién fuera posible, en nuestro caso
se aislan sélidos en el primero de los casos (XIV, XV) y un aceite en el segundo (XXI).

De los resultados obtenidos en las Exp. 8.1 y 8.2 cabe indicar, de una parte, que como
consecuencia del gran poder polarizante del catién Zn?* los cloruros obtenidos se encuen-
tran solvatados, a diferencia de lo encontrado para los cationes de su mismo grupo, y
de otra, que una mayor temperatura en la Exp. 8.2 (140°C) que en la 8.1 (90-100°C) debe
ser la responsable de la total anhidrizacién del producto obtenido (XV), lo que ademas
se consigue en un tratamiento mas corto.

En la reaccién con el nitrato de bismuto sélo fue posible la obtencién de un aceite de
color pardo de cuyos analisis se deduce una relacién atémica Cl/Bi = 3,36. Su espectro
I.R. no presenta bandas claras que pudieran indicar nada respecto de su naturaleza.

En la Exp. 11.1, con el nitrato de mercurio (I), se produce la oxidacién a mercurio
(I1), previsiblemente realizada por el cloro formado en la descomposicion del nitrato de
benzoilo (proceso 8). El producto obtenido, cloruro mercurico, se encuentra solvatado
con acido benzoico y desprovisto de agua de hidratacién (puesto de manifiesto en su
espectro I.R.). Un anilisis de C e H no nos fue posible realizar dada la presencia de
mercurio.

El catién méas polarizante, AP+, es el tnico que da lugar a la formacién de benzoatos
(en linea con lo ya apuntado al estudiar los nitratos de los elementos alcalinotérreos).
Ambos benzoatos (Bz0),AIOH y (BzO),Al, han sido caracterizados tanto por analisis (Al,
C, H) como por espectroscopia I.R. El benzoato basico presenta una intensa banda a
3680 cm~! que debe ser asignada al grupo — OH, lo que esta de acuerdo con lo encontra-
do en la literatura para otros carboxilatos de aluminio de igual estequiometria. El neutro
no presenta ninguna banda atribuible al grupo — OH y la situacién de las correspondien-
tes al grupo — CO, coinciden con las también presentes en el basico.

La obtencién del benzoato basico debe seguir un curso semejante al discutido en la
reaccién con los nitratos de berilio y magnesio (procesos (3) y siguiente) ya que como
alli, en una experiencia como la 12.1 pero con un tratamiento mas corto (36 horas), se
obtiene un producto que contiene cloruros. No obstante, a los procesos de sustitucién
de iones cloruro por benzoato, debe superponerse algiin otro que justifique la presencia
del grupo — OH. Este, sin duda, debe proceder de la descomposicién de H,0 6 BzOH.
Asi pues, sin pretender que los procesos reales transcurran de un modo simple ni que
existan realmente los productos que formulamos, las dos siguientes reacciones (9) y (10)
pueden tomarse como modelos tutiles para ilustrar su formacién.

CIAl(OBz),.BzOH —- (Bz0),AIOH + CIBz )

CIAI(OBz), H,0 —> (BzO),AlOH + CIH (10)

Por el contrario, la formacién del benzoato néutro parece quedar bien establecida a
través de la reaccion entre el benzoato basico y el cloruro de benzoilo a reflujo, se-
gun (11):

(Bz0),AI0H + CiBz — (BzO);Al 4+ CIH (11)

Este proceso ha sido comprobado llevando a cabo una reaccién entre el producto
(XIX), obtenido en la Exp. 12.1 y cloruro de benzoilo a reflujo, observandose el despren-
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dimiento de CIH y la formacion de un sélido cuyo espectro I.R. coincide con el del ben-
zoato néutro.

En cloruro de acetilo® el resultado se aparta del obtenido en cloruro de benzoilo ya
que alli se aislan exclusivamente cloruroacetatos de aluminio, es decir, productos que se-
gtin el esquema que proponemos (procesos (3) y siguientes) resultan de una sustitucién
parcial de iones cloruro por acetato, segtn:

CLAL.AcOH + AcOH —- CLAI(OAc) + CIH (12)
CLAI(OAc) + AcOH — CIAI(OAc),.AcOH + CIH (13)

En cloruro de benzoilo bien pudieran suceder los procesos de manera semejante y la
descomposicion del producto obtenido segtin (13), CIAI(OBz),.BzOH, seria la responsa-
ble de la obtencién de (BzO),AIOH segtin (9). Esta descomposicién, que en cloruro de
acetilo no se observa, puede ser consecuencia de la mas alta temperatura de trabajo uti-
lizada en cloruro de benzoilo.

Se han descrito carboxilatos bésicos de aluminio®?*) de igual estequiometria que
(XIX), de los que los correspondientes a 4acidos grasos, poseen interés industrial y se
obtienen “® en medio acuoso por ajuste estricto del pH y temperatura del proceso, pues
en caso contrario resultan mezclas de distintos carboxilatos. Nuestro procedimiento
posee una gran simplicidad en cuanto a las condiciones experimentales y no cabe obje-
cién a su naturaleza de producto definido por cuanto al resultado es tinico y reproduci-
ble. Ademas, la diferencia entre su difractograma y el correspondiente al benzoato neutro
resulta, en este sentido, definitiva.

En cuanto a los carboxilatos neutros, después de amplia controversia acerca de su exis-
tencia®?), se han obtenido™®-* tripalmitato y triestearato por reaccién del isopropilato
de aluminio con el dcido correspondiente en benceno. Asi mismo, se ha descrito la obten-
cion del triacetato® por reaccién entre el trimetil aluminio y 4cido acético en solucién
bencénica.

En la literatura consultada aparece descrita la especie (Bz0),Al”® cuya preparacion,
siguiendo el procedimiento indicado por los autores, no pudo ser repetida por nosotros.
Sin embargo el trabajo esti, mas bien, destinado a la obtencion de halogenuros de al-
quilo que a la especie que se formula como benzoato de aluminio.

El método utilizado por nosotros tiene como ventaja, ademas de su simplicidad, la
utilizacién de una sal hidratada de aluminio que no tiene, como en los métodos descritos
hasta el momento, dificultad alguna de manejo.

Nitratos de elementos de transicion y transicion interna

Se ha estudiado el comportamiento frente al cloruro de benzoilo de los nitratos hidra-
tados de La, Cr, Mn, Fe, Co, Ni y Th. En la Tabla C se recogen los resultados obtenidos.

Todos los nitratos ensayados reaccionan a temperatura suave produciéndose la total
eliminacién de los iones nitrato. Las reacciones se inician a temperatura ambiente con los
nitratos de hierro, cromo y torio, el primero de los cuales lo hace con violencia de ma-
nera que se hace preciso enfriar la mezcla de reaccién, inicialmente, para moderarla.

La pérdida de moléculas de agua de hidratacién se consigue en la mayoria de los
casos, asi mismo, con tratamientos térmicos suaves, Si se exceptia la reaccién con nitrato
de cromo. Aqui, a pesar de un tratamiento muy prolongado, se obtiene Cl,Cr.6H,0 cuan-
do sélo se calienta a 50-60°C y si se eleva la temperatura hasta 70-80°C tiene lugar la pér-
dida de 4 de las 6 moléculas de agua a la vez que la sustitucién de uno de los iones
cloruro por benzoato. El producto obtenido (XXV), se encuentra probablemente impuri-
ficado cen acido benzoico que no pudo ser eliminado por lavado con disolventes orgéni-
cos. Si la temperatura se eleva hasta la de reflujo se obtienen productos en los que la
relacién Cl/Cr es 0,5, tanto si la experiencia se lleva a cabo durante 2,5 horas (Exp. 16.3
no recogida en la Tabla C) como si se prolonga (18 horas en Exp. 164), lo que pudiera
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TABLA C

Resultados obtenidos en las reacciones de los nitratos de los elementos de transicion y
transicion interna con cloruro de benzoilo

Exp. Nitrato Tiempo h. Temp. °C Producto obtenido

15.1 (NO,),La.6H,0 50-60 CLLa.2BzOH (XXII)
15.2 (NO;):La.6H,0 Reflujo | ClLLaxH,0.y,BzOH* (XXIII)
16.1 (NO,),Cr.9H,0 50-60 CLCr.6H,0 (XXIV)
16.2 (NO,):Cr.9H,0 70-80 CL,Cr(0Bz).2H,0 ® (XXV)
17.1 (NO,),Mn 4H,0 90-100 CLMn.2BzOH (XXVI)
181 (NO,);Fe.9H,0 90-100¢ | CLFe(OBz) (?) (XXVII)
19.1 (NO;),Co.6H,0 60-70 Cl,Co.BzOH (XXVIII)
20.1 (NO,).Ni.6H-0 60-70 CLNi ¢ (XXIX)
211 (NO,);Th.6H,0 Reflujo | (BzO),Th (XXX)

a Valores de x e y: X, =1,3; y, =094, ® Se encuentra impurificado con &4cido benzoico. ¢ La reac-
cién se inici6 a 2°C y durante 3 horas estuvo a temperatura ambiente. ¢ Contiene un 13,66 9, de
materia indeterminada.

ser justificado admitiendo haber alcanzado una situacién de equilibrio entre los procesos
de descomposicién, a que hemos hecho alusién anteriormente [(3) y siguientes], y que a
temperaturas de 70-80°C (Exp. 16.2) s6lo dan lugar a una monosustitucién, y procesos de
cloruracion por parte del cloruro de benzoilo segin (14):

CL.Me(OBz),_ + CIBz — CI,,;Me(OBz),_._; + Bz,0 (14)

Una situacion semejante se presenta en las experiencias realizadas con el nitrato de
lantano cuando se eleva la temperatura hasta la de reflujo. Cuando el tratamiento es
reducido (s6lo 3,5 h. en Exp. 15.2) ni siquiera se consigue la total eliminacién del agua
de hidratacion, pero prolongando el tratamiento (24 h. en Exp. 15.3 no recogida en Ta-
bla C) se llega a una eliminacién parcial del contenido en cloruros de manera que la re-
lacién atémica Cl/La es de 2,70, pudiéndose razonar de igual manera que anteriormente
se hizo en las experiencias con nitrato de cromo a refujo.

Un producto que formulamos como Cl,Fe(OBz) se obtiene en la reaccién con el nitrato
férrico, pero su naturaleza resulta deficientemente establecida por cuanto es un aceite
muy higroscépico obtenido en rendimiento muy bajo. Los porcentajes de Cl y Fe se
ajustan a la estequiometria sefialada.

Sélo en el grupo de nitratos que estudiamos se han obtenido cloruros solvatados con
proporciones estequiométricas de acido benzoico, asi es que las especies Cl;La.2BzOH,
CL,Mn.2BzOH y Cl,Co.BzOH pudieran ser de naturaleza definida. Su gran insolubilidad
en disolventes organicos impide realizar un estudio completo de los mismos.

Unicamente el catién de mas alta carga, Th**, es el que da lugar a un benzoato
(Exp. 21.1). También en este caso se ha obtenido un producto, en un ensayo previo
(Exp. 21.2 no recogido en Tabla C y que se efectué a 50-60°C durante 146 h.), en el que
debe existir un equilibrio entre los procesos de descomposicién [(3) y siguientes] y clo-
ruracién (14), ya que la relacién atémica CI/Th observada corresponde a una mezcla de
CLTh y (BzO),Th en proporcién 10:1. La elevacién de la temperatura debe favorecer el
desplazamiento de las reacciones de descomposicién lo que lleva finalmente a la obten-
cién del benzoato correspondiente.

Ha sido descrita la preparaciéon del benzoato de torio® por reaccién entre el acetato
y acido benzoico fundido. Nuestro procedimiento posee la ventaja de la utilizacién de
un producto comercial de torio, ademés de su simplicidad experimental.

— 214 —




PROCESOS SOLVOLITICOS DE NITRATOS METALICOS CON CLORURO DE BENZOILO

Espectros I. R.

Nos limitaremos en este estudio a los benzoatos y clorurobenzoatos ya que los espec-
tros I.R. de los cloruros solvatados con &dcido benzoico son muy semejantes al del propio
acido.

Todos los espectros se obtuvieron preparando pastillas de BrK y en suspensién en
Nujol. La region investigada fue de 4000-250 cm~!, la cual podemos separar en dos zo-
nas: de 4000-1800 cm~! y de 1800-250 cm~!. En la primera de ellas sélo merece destacarse,
en primer lugar, la banda de 3680 cm~' que presenta (BzO),AIOH, asi como una amplia
banda a 3400 cm~! correspondiente a la presencia de agua, en mayor o menor proporcion,
segtin sea la distinta higroscopicidad del producto estudiado y, por ultimo, débiles ban-
das alrededor de 3000 cm~! correspondientes a v (CH)?®. La zona de 1800-250 cm~! es la que
presenta un mayor numero de bandas, por lo que sera la que estudiaremos con mas deta-
lle. En la Tabla D se recogen las observadas en los benzoatos que estudiamos, asi como
su asignacion.

Es de sefialar el corto niimero de trabajos dedicados al estudio de los espectros I.R.
de benzoatos, si se compara con la enorme literatura existente sobre acetatos. Es tam-
bién bastante general que cuando existe alguna publicacién en que se estudia algiin ben-
zoato, se incluyan exclusivamente las asignaciones para v.im (CO;) ¥ vem (CO,), lo que es
comprensible dado el interés demostrativo de tales asignaciones.

Cabe destacar, como muy completos, los trabajos sobre benzoatos alcalinos de J. H. S.
Green y col.® y sobre benzoatos de elementos lantdnidos de M. D. Taylor y col.?®, de
cuyos resultados hacemos uso para las asignaciones de bandas en los benzoatos que se
estudian.

Como se ha apuntado anteriormente, la fina banda a 3680 cm™!, que aparece en
(Bz0),Al0H, debe ser asignada a y(OH), lo que estd de acuerdo con igual asignacién
hecha por otros autores 2 para el correspondiente acetato y varias sales de &cidos
grasos.

Resulta problematica la asignacién de algunas de las bandas de la regién 1700-1500 cm!
en varios de los productos. Asi, en (BzO),Be y (Bz0),Al, se encuentran bandas a 1670 y
1700 cm-!, respectivamente, la primera de las cuales resulta demasiado intensa para pen-
sar que se trate de la correspondiente al acido, producido como consecuencia de la hidro-
lisis parcial de (BzO),Be, la segunda, por el contrario, pudiera tener este origen dado que
no resulta muy intensa y que se presenta a una frecuencia mas cercana a la que se en-
cuentra en el acido libre (1690 cm-!). Aun sin decidirnos por cual sea el origen de la
presencia de estas bandas, deseamos recoger algunas explicaciones que otros autores dan
para bandas que, como las que se comentan, encuentran en otros carboxilatos. Asi, se
describe® en (AcO),Be una banda de 1685 cm—! que se indica es debida a la presencia de
acido acético y otros autores®) suponen que este tipo de bandas se debe a la induccién
provocada por algunas moléculas de agua retenidas por puente de hidrégeno, lo que da
lugar a enlaces C = O ... H y a su correspondiente vibracién comparable a la de 1690 cm™!
presente en el acido.

En la misma regién que comentamos (1700-1500 cm~!) debe encontrarse la banda
vasim (CO,). En algunos benzoatos su asignacion resulta sencilla por cuanto se trata de
una banda intensa para la que no cabe otra posibilidad de asignacién. Asi, se encuentra
a 1630 cm~! en (BzO)Be.0, a 1560 cm~! en (BzO),Be, a 1540 cm—! en CLCr(OBz).2H,0 y
1520 cm~! en (BzO),Th.

Por el contrario, en otros existen dos bandas asignables a este tipo de vibracién, como
es el caso de CIMg(OBz) a 1640 y 1565 cm-!, igualmente intensas, en (Bz0),AI0OH a 1620
y 1560 cm~!, la primera de intensidad media y la segunda muy intensa y en (BzO)Al a
1625 y 1560 cm~!, media y muy intensa, respectivamente. La existencia de una duplicidad
en las bandas asignables a v, (CO,), debe ser consecuencia de un distinto tipo de coor-
dinacién por parte del grupo — CO, al catién y, cuando la estructura del compuesto es
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TABLA D

BzOM (29)

(BzO),Ln (28)

(Bz0),Be,O

(Bz0),Be

CIMg(OBz) |(Bz0),AI0H

(Bz0),Al

C1,Cr(0Bz).2H,0

(Bz0),Th

Asignacion (+) (referencia)

1601-1609 (sh, s)
1593-1597 (sh, s)
1552-1561 (s)
1520-1527 (sh, m, w)
1483-1513 (w)
1440-1447 (w)
1407-1427 (sh, s)
1380-1406 (s)

1305-1314 (w)
1270-1282 (w)
1222-1238 (m, w)
1172-1181 (w)
1150-1161 (w)

1100-1107 (w)
1064-1071 (m)
1015-1026 (m)

998-1006 (w)

1688 (H, m)
1600-1588 (vs)
1540-1488 (vs)

1490 (sh)
1440-1450 (sh)

1390-1410 (vs)

1305-1315 (m, v)
1290 (H, w)
1170-1175 (m, w)
1140-1150 (w, vw)
1125 (vw)
1090-1100 (vw)
1062-1070 (m, w)
1018-1022 (m)
995-1000 (w, vw)

1630_(vs)
1600 (s)
1570 (s)

150075)

1440 (vs)

1310_(w)

1170 (m)
1160 (m)

1090 (w)
1070 (m)
1025 (m)
1000 (vw)

1670 (H, s)
1620 (H, sh)
1595 (s)
1580 (sh)
1560 (s)

1490 (s)

1430 (vs)

1305 (w)
1280 (w)
1255 (w)
1170 (m)
1155 (w)
1090 (vw)
1060 (w)
1020 (w)

3680 (m)

162;)—(m)
1605 (vs)

1640 (vs)
1610 (vs)

1565 (vs) | 1560 (vs)

1500_(w) 1495 (s)
: 1383_(111)
1430 (vs) | 1440 (vs)

1310—im)

132;)—(5)
1290 (vw)
1190—(w)
1155 (m)

1180 (w)
1160 (m)
1110 (w)

1080 (m)
1030 (m)
1010 (vw)

1070 (m)
1025 (w)

1000 (s)
990 (s)

1700 (H, m)
1625 (m)
1605 (vs)
1560 (vs)
1540 (sh)
1495 (m)
1385 (m)
1440 (vs)
1320 (vw)
1310 (vw)
1280 (br)
1180 (w)
1160 (vw)
1129 (vw)

1070?w)
1030 (w)

10007311)
990 (w)

1610 (vs)
1540 (vs)

1505—(5)

1420 (vs)

132_0—(m)
126;(m)
1180 (m)
1160 (m)

1100 (m)
1080 (m)
1030 (m)
1010 (m)

1600 g)

1520 (br, vs)

1405 (br, vs)
1310 (m)

1180 (w)
1160 (w)

1100 (_vw)
1070 (vw)
1030 (vw)

Y A OH

C=0—H (28); BzOH (30) (*)
vasim (COz) (%)

vaa v (CC) (29)

vas v (CC) (29)

vasim (CO2) (*)

vea + CO, sim. def. (A;) (29)
visa v (CC) (29)

veo+vea(B1); ven + viea(A2) (29)
viss v (CC) (29)

Vasim (CO2)

vis v (CC) (29)

viB (CH) (29); C—O—H (28)
2 g (Ay) (29)

vea B8 (CH) (29)

C—0—M (28); v, B(CH) (29)
V72 X-SENS. (29_)—

vis B (CH) (29)

viza 8 (CH) (29)

vz anillo (29)

Ly (A1—0) (2) (18)

Abreviaturas: (vs): muy fuerte; (s): fuerte; (m): media; (w): débil; (vw): muy

hidratacién; (i.p.): en el plano; (o.p.): fuera del plano; (*) véase discusién; (**):
segin (31) y modo segun (32).

débil;

(sh):

hombro; (br):

ancha;

(H):

posible consecuencia de la

regién con numerosas bandas de pequefia intensidad. (+) Numero




TABLA D (Continuacién)

BzOM (29)

(Bz0),Ln (28)

(Bz0),Be O

(Bz0),Be

CIMg(OBz) |(Bz0),AI0H

(Bz0),Al

C1,Cr(0B2).2H,0

(Bz0),Th

Asignacion (4) (referencia)

970-984 (w)
919940 (w)

828-846 (m)
828-840 (m)
812-819 (m, w)
727-731 (s, w)
713-720 (s)
692-716 (s, m)
688 (w)
675-680 (m)
617 (w)
526-543 (s, m)

418-422 (m)

967-970 (vw)
930938 (w)

840-863 (m,w)
825-840 (w)
812-815 (w)

708-710 (vs)

672-680 (s)
660 (sh, s)

530-560 (m, w)

415420 (m)

940 (sh)

890 (br,s)
830 (s)
785(br,vs)

700—(5)

686—(5)
560—(vw)
436—(vw)
390 (vw)
360 (w)

860?m)
810 (m)
740 (br, vs)
705—(—sh)
680—(—m)
660 (sh)
610 (w)
590 (w)
510 (m)

985 (w) =
— 930 (vw)
— 900 (vw) —

895 (vw) | 890 (vw —

850 (m) 820 (w)

840 (s) po i

725 (vs) —

720 (vs) 720 (s)

730 (vs)
690 (s)
685 (m) 680 (m) 685 (m)
680 (sh) — 670 (m)
— 620 (w) 620 (w)
— — 600 (w)
570 (m) 540 (m) 540 (m)
495 (w) — =
450 (w)
430 (vw)
405 (w)
380 (m)
340 (w)
310 (w)

410 (w)
370 (m) 2
15 330 (m)
320 (m) L,

930~(_:/w)

830 (vw)

420—(—vw )

945 (w)

850 (w)

800—(br)

720—(5)

675 (m)

606—(m)
520 (m)

940 E:rw)
845 (T/w)
820 (vw)
720 (_I‘Il)
690 (_m)
680 (m)

400 (br, vw!]

vina y (CH) (29)

viny (CH) (29)

v (CO) (28); we X-sen. (29)
vioa y (CH) (29)

vion y (CH) (29)

v (Be —0) (30)

o C—C, o.p. (28)

vap (CC) (29)

CO, bend. (28)

v, o (CCC) (29)

CO, rock o.p. (28)
CO, rock i.p. (28)

Abreviaturas: (vs): muy fuerte; (s): fuerte; (m): media; (w): débil; (vw): muy
hidratacién; (i.p.): en el plano; (o.p.): fuera del plano; (*) véase discusién; (**):

segin (31) y modo segun (32).

débil;

(sh): hombro;
regiéon con numerosas bandas de pequefia intensidad. (+4) Numero

(br):

ancha; (H):

posible consecuencia de la
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conocida, la asignacién resulta inequivoca; cuando no es asi, y éste es nuestro caso, sé6lo
tentativamente pueden, ambas bandas, ser asignadas a esta vibracién.

En cuanto a las bandas correspondientes a v (CO,) no existe duplicidad y su asigna-
cién resulta sencilla.

En la Tabla E recogemos las asignaciones hechas por nosotros para vy (CO,) ¥
vasim (CO,) en (Bz0):Be,0 y (BzO),Be comparandolas con las realizadas®” para los acetatos
de igual estequiometria, aprecidandose desplazamientos hacia frecuencias menores en los
benzoatos, en particular las correspondientes a vsn (CO,), lo que trae como consecuencia
valores de A y mayores para €stos.

TABLA E

Asignaciones para vuim (CO;) ¥ vsm (CO,) en carboxilatos de berilio

BENZOATOS ACETATOS

vasim(CO2) | wsim (CO;) Vil ‘Va.ﬂ'm(COZ) Vsim (Coz) 4

Sales basicas 1.630 1.440 16y - 1.638 1.448 150
Sales neutras ... .. .. 1.560 1.430 1305 1.590 1.481 109

Es de destacar ‘la diferencia entre los valores de Ay para las dos clases de sales, lo
que pudiera ser consecuencia de la distinta manera de coordinarse por parte del grupo
— CO,, en cuyo caso, habria que pensar en la presencia de grupos carboxilato quelato
en las sales neutras, ya que en las basicas resulta probado, a la vista de su estructura® 3,
que los grupos carboxilato son tipo puente. Un menor valor de A vy en carboxilatos tipo
quelato que en los tipo puente se encuentran en acetatos de otros elementos® %),

Respecto al (AcO),Be hay que indicar que otros autores®” asignan a wum, (CO,) una
banda que les aparece a 1624 cm! sin que se haga mencion de la que en“®” se recoge a
1590 cm-.

Respecto a los benzoatos de aluminio (BzO),AIOH y (BzO);Al, hay que indicar que tan-
to las bandas asignables a vy, (CO,) como la unica que debe corresponder a yn (CO;)
se presentan a las mismas frecuencias tanto para el basico como para el neutro. En los
acetatos de igual estequiometria sélo se describe®’ una banda asignable a y,, (CO;) a
1583 cm! para el basico y 1595 cm~! para el neutro comparables con las que encontra-
mos en los benzoatos a 1560 cm~! y que resulta ser la mas intensa de las dos encontradas
por lo que parece mas logico asignar esta banda a y., (CO,). En la Tabla F se comparan
las bandas correspondientes a acetatos y benzoatos.

TABLA F

Asignaciones para y.m(CO,) ¥ v (CO,) en carbozxilatos de aluminio

BENZOATOS ACETATOS

1‘asim(COZ) Vsim (Coz) Ay ‘)'asim(COZ) Vsim (COZ) dv

Hidroxicarboxilatos ... 1.560 1.440 120 1.583 1.472 111
Sales neutras 1.560 1.440 120 1.595 1.473 122

Con relacién a CIMg(OBz) la asignacién de las bandas a 1640 y 1565 cm-! resulta com-
plicada pues ambas bandas son igualmente intensas y, aun con las reservas expuestas
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anteriormente, sélo cabe pensar en la presencia de dos tipos distintos de coordinacién
por parte del anién carboxilato lo que determina frecuencias distintas para la vibracién
vasim (CO,). -El espectro I.R. de CIMg(OBz) resulta concluyente respecto de su naturaleza
de producto definido ya que si se compara con el de (BzO),Mg se aprecia la ausencia de
éste de la banda a 1640 cm™', el desplazamiento de la banda v, (CO,) de 1430 cm~! a
1410 cm~' y que el gran numero de bandas en la regién 600-250 cm-! presentes en
CIMg(OBz) pasan a ser sélo tres a 540, 460 y 300 cm~! en (BzO),Mg.

En la Tabla G se recogen las asignaciones hechas para wvum ¥V vem (CO,) en
Cl,Cr(0OBz).2H,0 y (BzO),Th.

TABLA G
Asignaciones para yusim (CO;) ¥ y.m (CO,;) en CLCr(OBz).2H,0 y (BzO),Th

vasim (COy) vsim (CO3) dv

CL,Cr(0Bz).2H,0 1540 1420 120
(BzO) M= et 1520 1405 115

De las asignaciones hechas para vy, (CO,) ¥ wv.m (CO,) y del correspondiente A v se
concluye que el anién benzoato se une a los cationes estudiados como ligando bidentado
(puente o quelato). Queda excluida la posibilidad de la unién monodentada dado que A vy
para que este tipo de coordinacién es mayor (300-400 cm~!) y la frecuencia correspondiente
a vim (CO,) menor (1280-1319 cm~!') en benzoatos de otros cationes¥4),

La banda que a 1150-1140 cm~! se asigna por unos autores® a la vibracién del grupo
C-O-M y por otros® a v, yv(CH), la encontramos a 1155-1160 cm~! para todos los benzoa-
tos aunque resultan mas intensas que las que encuentran los segundos autores.

Segiin® las bandas intensas y anchas a 785 cm™! en el benzoato béasico de berilio y a
740 cm~! en el neutro pueden asignarse a y(Be—0) para el grupo BeO, en entorno
tetraédrico.

En los espectros de los benzoatos de aluminio aparecen sendas bandas muy préximas
(1000 y 990 cm~!) que, dada su gran intensidad en comparaciéon con las que en otros ben-
zoatos®) se asignan a vy, anillo y v, v (CH), no parecen poder corresponder a dichas vi-
braciones. En“®) asignan una intensa y ancha banda en 985 cm~! a la vibracién corres-
pondiente al enlace Al— O por lo que creemos que las bandas encontradas en los benzoa-
tos pueden asignarse a tal vibracién aunque no podemos precisar cual de ellas o en su
caso cual es la razon de su desdoblamiento.

Numerosas bandas de no mucha intensidad en la regién 500-250 cm~! resultan de dificil
interpretacién.

Difractogramas Debye-Scherrer

Se han llevado a cabo con todos los benzoatos y clorurobenzoatos obtenidos con ex-
cepcién del de cromo dada su no absoluta pureza.

En la Tabla H se dan los valores de los espaciados, d (A), y las intensidades relativas
de los picos mas intensos observados en el diagrama correspondiente a cada producto.

Comparando la situacién y orden de intensidad de los picos de difraccion del benzoato
basico de berilio sintetizado segun®® y los del producto de las experiencias 1.3 y 14, re-
sulta clara la identidad entre ambos. Las diferencias observadas estdn dentro del error
experimental (A, = + 0,4°).




TABLA H

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Valores de espaciados, d (4), e intensidades relativas de los picos mds intensos que apa-
recen en los difractogramas Debye-Scherrer de los benzoatos y clorurobenzoatos obtenidos

(Bz0):Be,O segiin (7)

‘ (BzO)sBe,O Exps. 13 y 14

(Bz0),Be Exp. 1.5

d(4) 100 I/Io d(A) 100 1/Io d(4) 1001/1o
10.05 75 9.94 66 10.53 100
9.41 83 931 80 9.61 35
8.27 74 8.19 66 725 31
8.04 38 8.04 38 5.50 37
5.68 25 5.63 28 525 )
5.50 39 5.44 40 4.90 35
5.24 100 5.18 100 471 65
5.15 61 5.10 66 472 44
490 49 4.87 51 442 50
472 29 467 32 4.17 100
458 65 453 69 409 31
453 64 451 69 393 29
423 29 4.19 31 392 27
4.04 41 3.99 41 3.65 27
3.90 33 3.90 38
353 35 3.51 38
3.40 26 339 29
CIMg(OBz) Exp. 2.3 |(BzO),AlIOH Exp. 12.1| (BzO);Al Exp. 122 | (Bz0)Th Exp. 21.2
d(4) 100 I/Io | d(4) | 1001I/Io | d(4) | 100 I/Io | d(4) 100 I/To
14.73 100 10.65 100 10.65 100 11.05 100
7.25 34 10.16 49 8.20 2 5.61 22
4.84 33 537 29 537 40
482 46 477 13
462 47 455 2

En CIMg(OBz) y (BzO),Th sélo se detectan tres y dos picos, respectivamente, de sufi-
ciente intensidad para ser considerados.
La ausencia en el difractograma correspondiente al CIMg(OBz) de los picos mas inten-
sos que aparecen en CLMg (2,55; 1,82 y 2,96 A) seguin (ASTM, 3-0854) confirman lo ya es-

tablecido sobre su naturaleza de producto definido y no mezcla.

Parte experimental

Método de trabajo

En condiciones de absoluta ausencia de humedad, los reactivos se mantuvieron en agi-
taciéon a la temperatura deseada. Una vez finalizado el tiempo que se consideré necesario
para la terminacién del proceso, se dej6é enfriar la mezcla, separandose el producto inor-
ganico obtenido por adicién de disolventes organicos anhidros.
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Por filtracién, lavado con el mismo disolvente y evaporacién del mismo a vacio de
bomba rotatoria se tuvo preparado el producto para su anilisis. Cuando por adicién del
discivente organico (generalmente éter etilico) no se produjo la precipitacién del produc-
to inorganico se evaporé a vacio de bomba rotatoria y se afiadié éter de petréleo (36-60°C)
con lo que en todos los casos se obtuvo una mezcla, constituida por la sal inorgénica,
4cido y anhidrido benzoicos, que fue separada en Soxhlet utilizando éter de petréleo ya
que los productos organicos se disuelven en caliente.

Reactivos

El cloruro de benzoilo (FLUKA) se utiliz6 sin ningtin tratamiento previo. Los nitratos
usados fueron de la calidad y marca que se indican: Mg, Ca, Sr. Ba, Ag, Pb, Cu, Zn, Cd,
y Fe, reactivo PROBUS; Hg?*, Mn, Co, Ni, Al y Bi, quimicamente puro PROBUS; Hg}*,
cristalizado PANREAC; Cromo, para analisis U.C.B.; La, purisimo SCHUCHARDT; Th,
purisimo FLUKA; Be quimicamente puro RIEDEL-DE HAEN AG.

Los disolventes organicos utilizados se anhidrizaron previamente por los métodos
usuales.

Métodos de andlisis

Deteccion de cloro con disolucién de fluoresceina y bromuro y potasico®’; cloruro de
hidrégeno con amoniaco; diéxido de nitrégeno recogiendo los gases desprendidos sobre
una disolucién de hidréxido sodico y en ella investigados NO;~ y NO,~ segin®. Los ana-
lisis cualitativos y cuantitativos de cloruro y el catién corespondiente se realizaron segtin
los métodos usuales#". Andilisis de carbono e hidrégeno en microanalizador Perkin-
Elmer 240.

Técnicas fisicas

Los espectros I.R. se hicieron en un espectrofotémetro Beckman I.R. 20A que cubre
la region 4000-250 cm™!, los difractogramas Debye-Scherrer en un difractémetro Phillips
PW 1101 que cubre la zona de valores de 2 § de 0° a 90°, los pesos moleculares en un
Hitachi Perkin-Elmer modelo 115 y los puntos de fusién en un Reichert con microscopio
«Thermopan».

Descripcion de las experiencias

El transcurso de las reacciones fue muy parecido de unas a otras. Cuando la reaccién
se inicié a temperatura ambiente, el cabo de un tiempo, muy corto en las experiencias
con los nitratos de Zn, Bi y Fe y algo més tarde en las de Be, Ag, Cd, Hg?**, Hg?*, Cr
y Th, se observé un amarilleamiento del medio que evolucioné oscureciéndose y despren-
diendo Cl,, NO, y CIH, al mismo tiempo que se observé el cambio de aspecto del pro-
ducto sélido. Cuando la temperatura de reaccion fue superior, el desprendimiento gaseoso
se produjo en general de manera mas violenta, pero durante un mas corto tiempo.

En el producto sélido se investigd cualitativamente Cl-, NO;~ y el catién, y en el es-
pectro I.R. se constaté la presencia o no de H,0, BzOH o BzO- coincidiendo las observa-
ciones hechas con las férmulas que se proponen en cada caso.

Experiencia 1.1. — Reaccién del nitrato de berilio hidratado con cloruro de benzoilo
a la temperatura ambiente durante 113 horas.

Reactivos: 5,61 gr. de (NO;),Be.xH,0 y 75 c.c. de CIBz. El producto aislado es insoluble
en éter etilico y soluble en agua. Anilisis: % Cl = 36,41; % Be = 4,76; C, no detectado.
Calculado para CLBe.6H,0 (I): % Cl = 37,71; % Be = 4.79.

Experiencia 1.2. — Como Exp. 1.1 pero a 70-80°C durante 13 horas.
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Reactivos: 5 gr. de (NO;),BexH,0 y 25 c.c. de CIBz. El producto aislado es insoluble
en éter etilico y soluble en disolucién acuosa &cida en caliente. Andlisis: % Cl = 9,39; :
% Be = 3,80; Cl/Be = 0,62.

Experiencia 1.3. — Como Exp. 1.1 pero a 90-100°C durante 98 horas.

Beactivos: 5,61 gr. de (NO;),BexH,0 y 75 c.c. de CIBz. El producto de la reaccién es
soluble por adicion de éter etilico, separandose como se indicé en Método de Trabajo.
Tanto su espectro I.R. como punto de fusién coincide con el del producto (II) obtenido
segtin la siguiente experiencia.

Experiencia 1.4. — Como Exp. 1.1 pero a reflujo durante 17 horas.

Reactivos: 5,61 gr. de (NO;),Be.xH,0 y 75 c.c. de ClBz. La reaccién transcurre con diso-
lucién del producto de la misma que no precipita al enfriar. Por adicién de éter de petro-
leo fue provocada su precipitacién llevandose a cabo su purificacién segin se indica en
Meétodo de Trabajo, recristalizdndose en benceno. Producto muy soluble en benceno, clo-
rofermo y tetracloruro de carbono, menos soluble en éter etilico. Punto de fusién 320°C.
Peso molecular en benceno 807 (Tedrico 779). Analisis: % C = 65,26; % H = 3,79. Calcula-
do para (Bz0)Be;O (II): % C = 64,78; % H = 3,88.
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Experiencia 1.5. — Como Exp. 1.1 pero a reflujo durante 17 horas.

Reactivos: 7 gr. de (NO;),BexH,0 y 35 c.c. de CIBz. El producto de la reaccién preci-
pita en el medio tras una etapa anterior en que todos los productos intermedios se en-
cuentran disueltos. La mezcla de reaccion solidificé al enfriar. Por lavado con éter etilico
y benceno se obtiene un producto blanco (III) insoluble en agua y disolventes orgénicos.
Cuando se intent6 determinar su punto de fusién se observé al microscopio, a partir
de 250°C la transformacion de (III), de apariencia amorfa, en otro que adquirié la forma
de cristales prismaticos transparentes. A 310°C la transformacién es completa y a 320°C
fundieron [(BzO)Be;O]. Bajo la pieza de vidrio que aisla térmicamente el horno del exte-
rior se aprecié la formacién de un sélido blanco que habia sublimado. ]

Analisis: % Be =339; % C=6679; % H =4]18. Calculado para (BzO),Be (III):
% Be =359; % C =6693; % H = 4,01.

o
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Experiencia 2.1. — Reaccién del nitrato de magnesio hexahidratado con cloruro de
benzoilo a 70-80°C durante 17 horas.

Reactivos: 5,20 gr. de (NO,),Mg.6H,0 y 50 c.c. de CIBz. El producto aislado es insolu-
ble en éter etilico, soluble en agua e higroscépico. Analisis: % CIl = 41,06; % Mg = 14,02;
C, no se detect6. Calculado para CLMg4,5H,0 (IV): % CI = 40,22; % Mg = 13,79.

Experiencia 2.2. — Como Exp. 2.1 pero a 70-80°C durante 60 horas

Reactivos: 5,20 gr. de (NO;),Mg.6H,0 y 50 c.c. de ClBz. El producto aislado es insolu-
ble en éter etilico y agua en frio, soluble en agua caliente. Analisis: % Cl = 17,48;
% Mg =5,70; % C =47,06. Calculado para CLMg.2,3H,0.23Bz0H (V): % Cl= 16,98;
% Mg = 582; % C = 46,31.

Experiencia 2.3. — Como Exp. 2.1 pero a reflujo durante 6 horas.

Reactivos: 5,20 gr. de (NO;),Mg.6H,0 y 50 c.c. de ClBz. Durante el transcurso de la
reaccion se produjo la precipitacién de un sélido, disolucién del mismo y nueva precipita-
ciér de otro de donde se aisla el producto de la reaccién, que es insoluble en éter etilico
y agua en frio, y soluble en caliente. Analisis: % Cl = 19,29; % Mg = 12,74; 9% C = 44,50.
Calculado para CIMg(OBz) (VI): % Cl = 19.60; % Mg = 13,44; % C = 46,68.

Experiencia 3.1. — Reaccién del nitrato célcico tetrahidratado con cloruro de benzoilo d
a 70-80°C durante 60 horas. |

Reactivos: 5,52 gr. de (NO,),Ca.4H,0 y 50 c.c. de CIBz. El producto aislado es insoluble
en éter etilico, soluble en agua en caliente e higroscépico. Analisis: % CI — 20,25; % Ca = i
= 11,83; % C = 44,6. Calculado para CLCa.H,0. 1,8 BzOH (VII): % Cl =2033; % Ca=
= 1149; % C = 43,39.
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PROCESOS SOLVOLITICOS DE NITRATOS METALICOS CON CLORURO DE BENZOILO

Experiencia 3.2. — Como Exp. 3.1 pero a reflujo durante 24 horas.

Reactivos: 4,72 gr. de (NO;),Ca.4H,0 y 50 cc. de ClBz. El producto de la reaccién es in-
soluble en éter etilico, soluble en agua y muy higroscépico. Analisis: % Cl = 56,54;
% Ca = 32,35. Calculado para CLCa.H,0 (VIII): % Cl = 54,96; % Ca = 31,07.

Experiencia 3.3. — Como Exp. 3.1 pero a reflujo durante 51 horas.

Reactivos: 4,72 gr. de (NO;),Ca.4H,0 y 50 c.c. de ClBz. El producto aislado es insolu-
ble en éter etilico y soluble en agua en caliente. Analisis: % Cl = 26,48; % Ca = 15,08;
% C = 35,75. Calculado para CLCa.H,0.1,1BzOH (IX): % Cl = 2693; % Ca = 15,22;
% C = 35,12.

Experiencia 4.1. — Reaccion del nitrato de estroncio anhidro con cloruro de benzoilo
a la temperatura de reflujo.

Se realizaron varios ensayos variando el tiempo de reaccién y proporciéon de los reac-
tivos.

Nitrato gr. CiBz c.c. Tiempo h. /0 mat{zria
no analizada
Ensayo 4.1.1 ... .. .. 142 70 32 9,71
Ensayo 4.12 ... ... .. 14,2 0 43 5,63
Ensayo 4.13 ... ... .. 13,6 50 100 5,88

Los sélidos obtenidos presentan color rosa, son insolubles en disolventes organicos,
donde no pierden su color, pero son solubles en agua en caliente perdiéndolo y dejando
una disolucién amarillenta. No contienen nitrégeno, en sus espectros I.R. se detecta an-
hidrido benzoico. Analisis: % Cl = 39,94; 4247; 41,59; 9% Sr = 50,35; 51,90; 52,53, respecti-
vamente. Calculado de acuerdo con el % de materia no analizada: % Cl = 40,38; 4221;
42,10; % Sr = 49,91; 52,16; 52,02 respectivamente.

Experiencia 5.1. — Reaccién del nitrato de bario anhidro con cloruro de benzoilo a la
temperatura de reflujo durante 18 horas.

Reactivos: 11,7 gr. de (NO;),Ba y 50 c.c. de CIBz. El producto aislado es insoluble en
éter etilico pero soluble en agua. Analisis: % Cl = 32,82; % Ba = 63,73. Calculado para
Cl,Ba (XI): % CI = 32,88; 9% Ba = 63,67, asignando un 3,45 % a materia indeterminada.

Experiencia 6.1. — Reaccion del nitrato cuprico hexahidratado con cloruro de benzoilo
a 120°C durante 41 horas.

Reactivos: 9,0 gr. de (NO;),Cu.6H,0 y 50 c.c. de CiBz. La mezcla de reaccion solidifica
al enfriar y de ella, por adicién de éter etilico se separa un sélido marrén soluble en
agua. Analisis: % CI = 51,67; % Cu = 46,45. Calculado para CLCu (XII). % Cl = 52,74;
% Cu = 47,26.

Experiencia 7.1. — Reaccién del nitrato de plata con cloruro de benzoilo a temperatura
ambiente y 120°C durante 312 horas.

Reactivos: 13,75 gr. de NO;Ag y 50 c.c. de CIBz. A temperatura ambiente tiene lugar la
reaccién con desprendimiento de Cl, y NO,. Se tomaron las debidas precauciones para
evitar la reduccién a plata metdlica por accién de la luz. El producto, que permanece
insoluble en el medio (XIII), es ClAg ya que es insoluble en agua incluso en caliente,
donde no deja en libertad Cl-, Ag*, ni NO,- y es soluble en disolucién acuosa de amonia-
co. Si de esta disolucién se reprecipita y lava con alcohol (con objeto de eliminar cual-
quier traza de materia orgénica), se recupera un 95,54 %. :

Experiencia 8.1. — Reaccion del nitrato de zinc hexahidratado con cloruro de benzoilo
a 90-100°C durante 70 horas.

Reactivos: 11,6 gr. de (NO;),Zn.6H,0 y 60 c.c. de CIBz. Con objeto de moderar su ini-
ciacion, la mezcla de reaccién se enfri6 a 2°C y se mantuvo a esta temperaura hasta
que se observo un apreciable amarilleamiento del medio; con posterioridad se permitié
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que alcanzara la temperatura ambiente con lo que se produjo un intenso desprendimiento
de CIH, Cl, y NO, y la disolucién del producto sélido que permanecia insoluble en el
medio. Al calentar tuvo lugar la precipitacién de un sdélido blanco. Para el aislamiento
del producto de la reaccién se oper6 como se indica en Método de Trabajo para el caso
de productos que se disuelven al afadir éter etilico. Analisis: % Cl = 28,38; % Zn = 27,05;
o C = 25/49. Calculado para CLZn. 1,3 H,0.0,73 BzOH (XIV): % Cl = 2849; % Zn = 26,27,
% C = 24,66.

Experiencia 8.2. — Como Exp. 8.1 pero a 140°C durante 10 horas.

Reactivos: 11,6 gr. de (NO;),Zn.6H,0 y 100 c.c. de ClBz. La reaccién se llevé a cabo ini-
cialmente como en la anterior. Si la temperatura se eleva por encima de 140°C se inician
procesos de carbonizacién que dan lugar a productos que oscurecen el medio. Analisis:
% Cl=23198 % Zn=2991; 9% C =2416. Calculado para CLZn.0,66 BzZOH (XV):
% Cl =32,69; % Zn = 30,14; % C = 25,59.

Experiencia 9.1. — Reaccién del nitrato de cadmio tetrahidratado con cloruro de ben-
zoilo a 90-100°C durante 38 horas.

Reactivos: 10,5 gr. de (NO,),Cd.4H,0 y 50 c.c. de ClBz. Producto aislado por adicién de
éter etilico. Analisis: % Cl=37,54; % Cd=6191. Calculado para CLCd (VXI): 9% Cl=38,68;
% Cd = 61,39.

Fxperiencia 10.1. — Reaccién del nitrato de mercurio (II) hemihidratado con cloruro
de benzcilo a temperatura ambiente durante 145 horas.

Reactivos: 10,5 gr. de (NO;),Hg.3 H,O y 50 c.c. de CIBz. Se utilizé CLC para el aisla-
miento del producto de la reaccién. Analisis: % Cl = 25,81; % Hg = 73,85. Calculado para
CLHg (XVII): % Cl = 26,12; % Hg = 73,88.

Experiencia 11.1. — Reacciéon del nitrato de mercurio (I) dihidratado con cloruro de
benzoilo a 60°C durante 54 horas.

Reactivos: 6,2 gr. de (NO,),Hg,.2H,0 y 50 c.c. de CIBz. Se utilizé también como disol-
vente extractor CLC. El producto obtenido no contiene Hg,*2. Analisis: % Cl = 20,98;
% Hg = 58,42. Calculado para CLHg con un 20,60 % de materia indeterminada (XVIII):
% CI = 20,74; % Hg = 58,66. En otra experiencia en condiciones semejantes pero con un
tratamiento de 70 horas se obtuvo ClL,Hg con un 12,85 % del indeterminado.

Experiencia 12.1. — Reaccién del nitrato de aluminio eneahidratado con cloruro de
benzoilo a 90-100°C durante 52 horas.

Reactivos: 5,0 gr. de (NO),),AL9H,0 y 50 c.c. de CIBz. El producto de la reaccién resul-
ta insoluble en el medio y se aisla por adicién de éter etilico. Es insoluble en agua, pero
soluble en medio acido o basico. Analisis: % Al = 9,57; % C = 58,67; % H = 3,92. Calcu-
lado para (BzO),AIOH (XIX): % Al =943; % C = 58,75; % H = 3.87.

Experiencia 12.2. — Como Exp. 12.1 pero a reflujo durante 4,5 horas.

Reactivos: 5,0 gr. de (NO;);AL9H,0 y 50 c.c. de ClBz. El nitrato funde y se disuelve
en el medio produciéndose mas tarde (20 min). el desprendimiento de CIH, Cl, y NO, y
la precipitacién de un sélido que con el tiempo se redisuelve. De la disolucién precipita
posteriormente otro sélido que se aisla del medio con éter etilico y que se purifica por
extraccién en Soxhlet con éter de petrdleo. Analisis: % Al = 6,88; % C = 64,31; % H = 3,90.
Calculado para (BzO);Al (XX): % Al =691; % C = 64,62; % H = 3,87.

Experiencia 13.1. — Reaccién del nitrato de plomo con cloruro de benzoilo a reflujo
durante 55 horas.

Reactivos: 6,6 gr. de (NO;),Pb y 50 c.c. de CIBz. El producto aislado es insoluble en
agua, pero soluble en caliente. Para su anilisis se tomé una muestra pesada que se disol-
vié en caliente y se reprecipité por adicién de 4cido clorhidrico y alcohol recuperiandose
un 96,47 % como CLPb.
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Experiencia 14.1. — Reaccién del nitrato de bismuto pentahidratado con cloruro de
benzoilo a temperatura ambiente durante 70 horas.

Reactivos: 7,27 gr. de (NO;);Bi.5H,0 y 75 c.c. de CIBz. El sélido insoluble en el medio
fue filtrado pero al lavarlo con éter etilico se disolvié pasando al matraz del aparato
de filtracién donde se observd la formacién de un aceite de color pardo que sélo es
soluble en metanol pero de donde por evaporacién del disolvente se volvid a obtener
el mismo. Analisis: % CI = 24,61; % Bi= 46,36; Cl/Bi = 3,36.

Experiencia 15.1. — Reaccién del nitrato de lantano hexahidratado con cloruro de ben-
zoilo a 50-60°C durante 90 horas.

Reactivos: 8,66 gr. de (NO;);La.6H,0 y 50 c.c. de CIBz. El producto de la reaccién se
extrajo con éter etilico. Es soluble en agua y alcohol etilico. Es blanco e higroscépico.
Analisis: % Cl = 21,68; % La = 28,22; 9% C = 33,23. Calculado para Cl;La.2BzOH (XXII):
9% Cl=2173; % La = 28,38; % C = 34,35.

Experiencia 15.2. — Como Exp. 15.1 pero a reflujo durante 3,5 horas.

Reactivos: 8,66 gr. de (NO,;);La.6H,0 y 150 c.c. de CIBz. El producto es, cuando se
separa del medio y tras ser lavado con éter etilico, de aspecto gelatinoso. Por extrac-
cién en Soxhlet con el mismo disolvente y secado a vacio es un producto blanco, soluble
en agua en caliente e higroscépico. Analisis: % Cl = 2835; % La = 36,24; 9% C = 20,44.
Calculado para CLLa. 1,3 H,0. 0,94 BzOH (XXIII): % C1=27,73; % La=36,22; % C=20,1.

Experiencia 15.3. — Como Exp. 15.1 pero a reflujo durante 24 horas.

Reactivos: 8,66 gr. de (NO;);La.6H,0 y 150 c.c. de CIBz. El producto de la reaccién se
separa facilmente del medio por adicién y lavado con éter etilico. Anéalisis: % Cl = 23,12;
% La = 33,59; Cl/La = 2,70.

Experiencia 16.1. — Reaccién del nitrato de cromo eneahidratado con cloruro de ben-
zoilo a 50-60°C durante 100 horas.

Reactivos: 4,0 gr. de (NO;);Cr.9H,0 y 25 c.c. de CIBz. Para el aislamiento del producto
de la reaccién se adiciono éter de petréleo y la mezcla asi obtenida se lavé con benceno
y éter etilico obteniéndose un soélido verde. Analisis: % C1=40,39; % Cr=19,55; % H=439;
C no se detecté. Calculado para CLCr.6H,0 (XXIV): % CIl=3992; 9% Cr = 19,52;
% -H = 4,54.

Experiencia 16.2. — Como Exp. 16.1 pero a 70-80°C durante 16 horas.

Reactivos: 8,0 gr. de (NO;);Cu.9H,0 y 150 c.c. de CIBz. La mezcla que cristaliza en el
medio al enfriar esta constituida por acido benzoico, que permanece insoluble al lavar
con éter de petrdleo, y otro producto que se disuelve. Al afiadir un gran exceso del mis-
mo disolvente aparece un aceite marrdn, insoluble en éter etilico que tras varios lavados
con el mismo, pasa a ser un sdlido grumoso del mismo color. Analisis: % CIl = 21,23;
% Cr =1550; % C =3599; % H = 346. Calculado para CLCr(0Bz).2H,0. 044 BzOH
(XXV): % Cl =21,24; % Cr = 15,58; 9% C = 36,27; % H = 3,51.

Experiencia 16.3. — Como Exp. 16.1 pero a reflujo durante 2,5 horas.

Reactivos: 8,0 grs. de (NO;);Cr.9H,0 y 75 c.c. de CIBz. Por adicién de una gran canti-
dad de n-hexano se formé una sustancia pastosa de color verde oscuro, la cual no perdié
su consistencia al ser lavada con éter etilico. Por adiciéon de acetona se consigue obtener
un sodlido verde insoluble en agua y &acido, soluble en alcalis en caliente. Analisis:
% Cl = 4,52; %Cr = 13,2; Cl/Cr = 0,50.

Experiencia 16.4. — Como Exp. 16.1 pero a reflujo durante 17 horas.

Reactivos: 8 gr. de (NO;);Cr.9H,0 y 75 c.c. de CIBz. El proceso de separacion del pro-
ducto de la reaccion fue idéntico al seguido en la anterior. Analisis: % Cl = 4,73;
% Cr = 13,95; Cl/Cr = 0,50.
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Experiencia 17.1. — Reaccién del nitrato de manganeso tetrahidratado con cloruro de
benzoilo a 90-100°C durante 55 horas.

Reactivos: 5,74 gr. de (NO;),Mn.4H,0 y 50 c.c. de CIBz. Usando éter etilico como disol-
vente se obtiene un producto rosa claro soluble en agua. Analisis: % Cl = 18,72;
% Mn =1430; % C =4551. Calculado para CLMn.2BzOH (XXVI): % CI = 19,16;
% Mn = 14,84; % C = 4543.

Experiencia 18.1. — Reaccién del nitrato férrico eneahidratado con cloruro de ben-
zoilo a 90-100°C durante 16 horas.

Reactivos 3,4 gr. de (NO;);Fe.9H,0 y 50 c.c. de ClBz. En un ensayo previo de esta mis-
ma reaccién a temperatura ambiente no se consiguié aislar el producto inorgénico de la
misma. La presente experiencia fue iniciada a 2°C, aumentando paulatinamente la tem-
peratura hasta la del ambiente pasandose con posterioridad a calentar a 90-100°C. Por
adiciéon de un gran volumen de n-hexano se separd de la disolucién un aceite de color
pardo quedando una disolucién amarilla que contiene Fe**. El aceite se lavé con benceno
varias veces. Analisis: % C1=29,02; % Fe=23,36. Calculado para Cl,Fe (OBz): % Cl=28,60;
% Fe = 22,53.

Experiencia 19.1. — Reaccién del nitrato de cobalto hexahidratado con cloruro de ben-
zoilo a 60-70°C durante 30 horas.

Reactivos: 4,42 gr. de (NO;),Co.6H,0 y 50 c.c. de CIBz. El producto que se aisla del
medio utilizando éter etilico es de color azul, soluble en agua en caliente. Anilisis:
% Cl=2767; % Co=2280; % C =32]19. Calculado para CL,Co.BzOH: % CI = 28,14;
% Co = 23,39; % C = 33,37.

Experiencia 20.1. — Reaccién del nitrato de niquel hexahidratado con cloruro de ben-
zoilo a 60-70°C durante 31 horas.

Reactivos: 4,40 gr. de (NO,),Ni.6H,0 y 50 c.c. de CIBz. Producto de color amarillo ais-
lado por adicién de éter etilico. Analisis: % Cl = 47,66; % Ni = 38,68. Calculado para CLNi
con 13,66 % de indeterminado: Cl = 47,23; % Ni = 39,11.

Experiencia 21.1. — Reaccién del nitrato de torio hexahidratado con cloruro de ben-
zoilo a reflujo durante 5 horas.

Reactivos: 11,76 gr. de (NO;),Th.6H,0 y 100 c.c. de CIBz.

En el medio de reaccién se apreci6 un fuerte desprendimiento de ClL, CIH y NO, a
la vez que el producto s6lido que permanecié en suspensién se disolvia. Al cabo de unos
minutos se formé un sélido que persistié insoluble hasta que se detuvo el calentamiento.
Este mismo sélido, lavado con éter etilico resulta ser el producto de la reaccién. Ana-
lisiss % Th=23223; % C=4582; 9% H =271. Calculado para (Bz0),Th (XXX):
% Th = 32,20; % C =46,94; % H = 2,81.

Una experiencia llevada a cabo con igual cantidad de reactivos pero con un trata-
miento a temperatura ambiente y 50-60°C durante 55 y 90 horas respectivamente dio
lugar a un producto mezcla de CLTh y (BzO),Th. Analisis: % Cl = 16,13; % Th — 28,85;
% C = 37,66. Calculado para CLTh.0,1(Bz0),Th.3,5Bz0H: % Cl = 16,24; % Th = 29,24:
% C = 317,56.
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Abstract

In order to obtain values of the «ligand field» parameters of O,N,Me cromophores,
nine nickel (II) and eight cobalt (II) complexes with pyridin and quinoline carboxylates
have been prepared.

Magnetic susceptibility and U-V spectroscopic measurements enabled us to appoint the
symmetry which corresponds to every complex measured.

From the d-d spectra of the prepeared complexes we have drawn the «dipole moments»
of their corresponding ligands relative to that of the «oxinate» chelating group.

Moreover infrared spectra gave us information about the dentate character of the
carboxylate in those complexes.

1. Introduccién

En algunos trabajos anteriores (1) y (2) se han estudiado las estructuras y compor-
tamientos fisico-quimicos de algunos complejos de Co?** y Ni** formados por moléculas
quelantes con atomos donores O y N en la misma molécula. El objetivo de dichos traba-
jos fue el de obtener datos que nos permitieran comprobar la validez cualitativa del es-
quema de enlaces de H. B. Gray (3) para complejos con simetria Dy, toda vez que,
dentro de los complejos estudiados [diversos oxinatos mono y disustituidos] aparecian
molécula con estructuras octaédrica y, (o), planocuadrada. En general, el esquema cita-
do, parece que se adapta bien a los hechos experimentales observados y, dentro de su
simplicidad, parece que puede servir como criterio ordenador de la «tendencia hacia la
produccién de quelatos con simetria Dy» si se llega a establecer una relacién clara entre
la «constitucién quimica del ligando» y la «tendencia a la formacién de enlaces n fuera
del plano entre ligando y ién central».

A fin de aumentar el ntimero de datos sobre complejos en los que los dtomos donores
fueran O y N pero en los que la estructura molecular del ligando fuera diferente que la
de las «oxinas», se llevé a cabo la preparacién y estudio estructural de los quelatos de
Co’* y Ni** que a continuacién se describen.

Este trabajo constituyé la Tesis de Licenciatura de T. Alfaro ‘Lozano.
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2. Preparacion de los ligandos y complejos

Se eligieron como ligandos diferentes acidos piridin y quinolin carboxilicos. Estos
fueron:

o-piridin carboxilico

7~ 5—COOH

2-piridil acético ] ot
SeE

Acido quinolinico
Q —CH;CO0H

quinurénico

quinaldinico

Acido 8 quinolin carboxilico

Acido 5 nitro 8 quinolin carboxilico . . [5NO,8Q]

Acido 5 amino 8 quinolin carboxilico . . [5NH,8Q]

Acido quinolin 8 sulfénico [8SO;HQ]




i
&

i P (L i e Y

A e

—

COMPLEJOS DE Ni(II) Y Co(II) CON ACIDOS PIRIDIN Y QUINOLIN CARBOXILICOS

Los acidos anteriores se eligieron por varios motivos:

1. Eran capaces de proporcionar ciclos quelatos de 5 6 6 miembros.

2. Nos iban a permitir estudiar la influencia de los sustituyentes sobre la acidez de
los grupos —COOH y, por tanto, sobre la estructura y propiedades de los quelatos forma-
dos a su través.

3. Nos darian indicios de los efectos producidos al sustituir el grupo —COOH por
el —SO;H.

Los compuestos [Qn] y [2Q] fueron de la casa FLUKA A. G. calidad «purissimun», y
se emplearon sin ulterior purificacion. Las sustancias [¢P], [Ky] y [8SO;HQ] procedie-
ron también de FLUKA, pero su caldiad fue «purum». Se recristalizaron varias veces de
alcohol, acido acético 3N y agua caliente respectivamente.

Los acidos [8Q], [5NO,8Q] y [5NH,8Q] se sintetizaron siguiendo los métodos descritos
en (4) y (5).

Finalmente, el compuesto [2PAc], procedia de la casa ALDRICH y era un producto de
alta pureza. Se empleé sin ulterior purificacion.

En los casos en que los ligandos se sintetizaron o se purificaron por recristalizaciones
sucesivas se emplearon como criterios de pureza los puntos de fusién y los anilisis ele-
mentales de C, H y N.

En general, las técnicas de preparacién de los complejos de cobalto y niquel divalen-
tes de estos ligandos fueron muy semejantes. Consistieron en la mezcla, en cantidades

TABLA 1

Resultados de los andlisis elementales y formulas propuestas para los complejos
aqui estudiados.

Complejos de Ni*+

. Encontrado % Calculado % Férmula propuesta
Ligando . lei
N c bot N c I para el complejo
[8Q1] 6,43 54,70 3,64 6,38 54,70 3,68 [8Q1,Ni.2H,0
[5NO,8Q] 10,56 45,00 2,63 10,59 45,40 2,67 [5NO,8Q1,Ni.2H,0
[5NH,8Q1 11,77 51,30 3,89 11,94 51,21 3,87 [5NH,8Q1,Ni.2H,0
[2Q] 6,38 54,71 3,84 6,38 54,70 3,68 [2Q]1,Ni.2H,0
[Ky]l 5,98 51,00 3,44 5,95 50,99 343 [Ky1.Ni.2H,0
[oP] 7,88 40,45 3,69 7,85 40,37 3,96 [« P1,Ni.3H,0
[On} 6,41 38,70 2,87 6,58 38,38 2,83 [Qn,]Ni.2H,0
[2PAc] 50 44,96 4,47 7,45 44,71 4,55 [2PAc],Ni. 3 H,0
[8SO;HQ] 5,51 42,03 3,20 5,48 42,28 3,16 [8S0O,HQ];Ni.2H,0
Complejos de Co**

[8Q1] 6,44 54,68 3,73 6,38 54,69 3,68 [8Q]1,C0.2H,0
[5NO,8Q] 10,51 45,15 2,67 10,59 45,38 2,67 [5N0O,8Q1,C0.2H,0
[5NH,8Q] 11,85 51,26 3,81 11,94 51,18 3,87 [5NH,8Q1,Co.2H,0
[Ky] 537 47,74 391 5,52 47,34 3,98 [Ky1,C0.3H,0
[«P] 7,38 38,58 4,01 7,45 38,41 4,31 [« P1,Co.4H,0
[Qn] 6,44 39,21 2,80 6,55 38,35 2,83 [Qn]1,C0.2H,0
[2PAc] 7,44 44,88 442 7,42 44,69 452 [2PAc],Co.2 : H,O
[8SO;HQ] 5,54 42,23 3,25 5,47 42,26 3,16 [8SO;HQ],C0.2H,0
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estequiométricas y en medio acuoso, de disoluciones de concentracién conocida de los
acetatos de Ni* y Co** y disoluciones, totales o parciales, del ligando, o de su sal sédica,
en alcohol etilico o agua segun el caso.

En el caso de afadir el ligando disuelto o desleido en alcohol o agua, la mezcla se
llevaba a pH ~s 6 mediante NaOH 0,5N con lo que precipitaba el quelato casi siempre.
Asi se prepararon los complejos [8Q], [SNO,8Q1, [5NH,8Q], [2Q], [Kyl, [« P1 y [2PAc].

En el caso del acido quinolinico, debido a la presencia del segundo —COOH en po-
sicién 3, la adicién de NaOH para llevar el pH hacia un valor de 6 produjo la disolucién
de los quelatos. Para evitarlo, estos compuestos se precipitaron a pH~~2 pues eran ya
bastante insolubles. Sin embargo, los rendimientos en quelato fueron bajos.

En el [8SO;HQ] se formé un precipitado al mezclar disoluciones acuosas de los ace-
tatos metalicos con disoluciones acuosas del acido quelante. E1 pH fue igual a 4. No se
alcalinizé mas pues los complejos formados eran bastante insolubles.

En todos los casos, los complejos se filtraron, se lavaron varias veces con agua y al-
cohol etilico para eliminar las sales que los pudiesen mojar y se dejaron secar al aire.

Los quelatos formados se analizaron de C, H y N en un aparato Perkin Elmer 240.
De los resultados de los andlisis se dedujeron sus mads probables férmulas quimicas que,
junto con dichos resultados, pueden verse en la Tabla 1.

En la parte correspondiente a los complejos de Co**, en la Tabla I, falta el compuesto
[2Q],Co0.H,0. Este compuesto resulté ser un complejo pentacoordinado y se ha estudiado,
junto con otros quelatos de indice de coordinaciéon cinco, en otro lugar (6).

Todos los compuestos estudiados son sélidos pulverulentos de colores, verdes, azules,
rojos o rosados, dependiendo del color del ligando y del catién.

3. Medidas de susceptibilidad magnética

Se llevaron a cabo en todos los casos con una instalacién existente en nuestro Depar-
tamento (7).
Los resultados obtenidos se recogen en las Tablas 2 y 3.

TABLA 2

Comportamiento wmagnético de los complejos de N#?+

Complejo Momento magnético, u_ Temperatura °K
[5N0,8Q1,Ni.2H,0 3,11 =
[5NH,8Q1,Ni.2H,0 3,15 —
[2Q],Ni.2H,0 3,16 —
[8Q1,Ni.2H,0 3,18 114
[Ky1,Ni.2H,0 3,18 293,6
[« PI,Ni.3H,0 3,06 291,8
[Qn],Ni.2H,0 3,03 2945
[2PAc],Ni.2 1 H,0 3,01 296,5
.[8SO;HQ1;Ni.2H,0 3,03 297,3

En cada uno de los tres primeros compuestos de la Tabla 2 se llevaron a cabo las me-
didas de susceptibilidad magnética a seis temperaturas distintas. Con los valores obteni-

dos se obtuvieron las mejores rectas — —> T de las que se dedujeron los momentos
magnéticos que aparecen en la Tabla 2 y las § de Weiss correspondientes. Estas tiltimas,

por el orden con que aparecen en la citada Tabla son: 8,41, 6,28 y 1,1 °K y, en todos los
casos, corresponden a antiferromagnetismo. Dados los pequefios valores de § se supuso
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que, en los demdas complejos, sucederia practicamente lo mismo, por lo que, desde en-
tonces, solo se hicieron medidas a una temperatura, normalmente la ambiente, calculdn-
dose los momentos magnéticos en la suposiciéon de que los compuestos cumplen la ley
de Curie.

Como el objetivo de estas medidas era comprobar que, segin sugiere la férmula, los
complejos eran octaédricos, una vez constatado en algunos casos que el comportamiento
magnético era el normal, no nos merecié la pena el esfuerzo de medir la curva suscep-
bilidad temperatura en todos, ya que es muy pequeiia la informacién adicional que ella
puede suministrar en el caso de los complejos octaédricos de niquel divalente.

TABLA 3
Comportamiento magnético de los. complejos de Co**

Complejo Rectas 1/y—>T Magnetones Boh, i 6 °K
[8Q1,C0.2H,0 1/y = 2309,99 + 148,55 T 4,88 15,55
[5N0,8Q1,C0.2H,0 1/y = 702,69 + 194,89 T 4,67 3,61
[5NH,8Q1,C0.2H,0 1/y = —84,19 + 131,68 T 5,35 —0,64
[o P1,C0.4H,0 1/y = 1426,31 + 138,16 T 4,67 10,32
[Qn],Co.2H,0 1/y = 1159,17 + 164,84 T 4,56 7,03
[8S0;HQ1,C0.2H,0 ly/ = 1709,25 + 189,55 T 4,67 9,02
[Ky1,Co.3H,0 . 1/y = 1318,18 + 19385 T 4,58 6,80
[2PAc],Co0.2 1 H,0 1/y = 2811,49 + 127,39 T 4,81 22,06

Los datos de la Tabla 3 proceden en cada caso, de siete medidas de susceptibilidad
magnética a siete temperaturas diferentes (tres en la zona 65-77° K, dos en la zona
195-220°K, una en la zona de 260°K y otra a 300°K). En el caso de los complejos de Co*t,
a diferencia de lo que se hizo en el de los de Ni**, se realizaron estas medidas con el fin
de hallar los mejores valores de w ya que, de ellos, se puede obtener informacion sobre
la distorsion del campo de los ligandos en cada caso.

4. Medidas espectroscopicas en el visible y ultravioleta

Se llevaron a cabo, por lo general, sobre los complejos en estado sélido empleando la
técnica de reflectancia difusa y con un patrén de CO;Mg.
Los maximos de las bandas halladas se dan en las Tablas 4 y 5.

TABLA 4

Comportamiento espectroscopico en el visible-ultravioleta de los complejos de Ni**

: v, cmt v, cm! v, cm~!
Comnleo 3T 5(F) —>3A,,(F) T 1o(F) —> A (F) T 25(P) —>3A,(F)
[8Q1,Ni.2H,O 9.800 16.130 trans.
[5NO,8Q1,Ni.2H,0 10.030 16.000 »
[5NH,801,Ni.2H,0 8.700 trans. »
[2Q]1,Ni.2H,0 9.520 16.000 »
[Ky1,Ni.2H,0 (9.700) 15.000 »
[«P1,Ni.3H,0 (9.500) — 11.000 16.500 »
[Qn],Ni.2H,0 9.600 — 11.950 16.300 »
[2PAc];Ni.2 £ H,0 (8.950) — 11.200 16.000 »
[8SO,HQ],Ni.2H,0 8.950 13.450 — 15.000 25.800
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TABLA 5

Comportamiento espectroscopico en el visible-ultravioleta, de los complejos de Co*+

A Transiciones (cm=)

Conieio ToF)—>Ty(F) | TofF)—>Ty(F) | ‘ToF)— ‘T (F)
[8Q1,C0.2H,0 9.300 (19.800) (23.200)
[5N0,8Q1,C0.2H,0 9.200 (18.700) (22.200)
[5NH,8Q1,C0.2H,0 9.000 — e
[Ky,1C0.3H,0 8.690 20.000 22.100
[o P1,C0.4H,0 9.000 20.000 22.800
[Qn]1,Co.2H,0 9.000 20.000 transf.
[2PAc],Co.2 £ H,O 9.550 20.000 24.650
[8S0O;HQ1,Co0.2H,0 (8:330) 20.000 21.000

Como es habitual, los valores entre paréntesis indican hombros o bandas poco dife-
renciadas.

5. Comportamiento espectroscopico en el infrarrojo de los complejos

Mediante un espectrofotémetro Beckman modelo IR 20A se realizaron los espectros de
los complejos en la zona del cloruro sédico. En general, se llevaron a cabo con los pro-
ductos en estado sélido, bien dispersos en nujol o bien en pastillas de bromuro potasico.

De los datos de espectros IR se pretendian dos tipos diferentes de informacién:

a) El caracter de la ligadura del H,O al ién central, y

b) El tipo de unién del —COO- al catién central.

Lo primero se pudo inferir de la posicién en el espectro (zona de 3000-4000 cm-!) de
las bandas de tensién O-H del agua y lo segundo de las vibraciones de tensién simétrica
y antisimétrica del grupo carboxilo (regién 1700-1300 cm!). Los resultados obtenidos se
dan en la Tabla 6. Se emplearon sélo los quelatos de niquel.

TABLA 6
Espectros IR de quelatos de niquel
Conplers Regidn 3.0004.000 cm~1 | Region 1.700-1.300 cm~ A om!
Vanti Vsim
[8Q1,Ni.2H,0 3380 1625 1375 250
[5NO,8Q1,Ni.2H,0 3360 1630 1380 250
[5NH,8Q1,Ni.2H,0 3370 1610 1375 235
[« P1,Ni.3H,0 3400 — 3040 1620 1380 240
[Ky1,Ni.2H,0 3420 1600 1380 220
[2Q1,Ni.2H,0 3350 1625 1410 215
[Qn],Ni.2H,0 3400 — — —
[2PAc];Ni.2 1 H,0 3360 — 3200 1580 1390 190

En la Tabla 6 no se incluyen los datos del [8SO;HQ1,Ni.2HO, porque presentan caracte-
risticas estructurales muy diferentes a los demas complejos aqui estudiados.
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6. Discusion de los resultados

a) Complejos de Ni**+

De los datos recogidos en las Tablas 1, 2 y 4 resulta evidente que todos los complejos
de niquel estudiados son octaédricos, pues sus momentos magnéticos valen alrededor de
tres magnetones de Bohr y las transiciones en el visible y ultravioleta recogidas en la
Tabla 2, responden bien a este comportamiento.

Tedricamente, de acuerdo con el modelo simple de «campo cristalino», seis cargas
iguales colocadas en los vértices de un octaedro regular descomponen los niveles degene-
rados °F y °P del ién central (3d*) en cuatro niveles, tres procedentes del SF [3A,,, 3T, ¥y
*T;;] y uno del °P [°T,]. Entre estos niveles son posibles tres saltos de spin permitido:
Ty, (F) <= A, (F); Ty, (F) <= °A;, (F)y °Ty, (P) < *A,, (F). Normalmente, estos saltos
d-d, de poca intensidad, aparecen en el caso de ligandos con atomos donores nitrégeno y
oxigeno, hacia 9000, 15000, y 25000 cm~-! (8).

Todo lo dicho es valido también para ligandos sin carga (como el >\ N: p. ej.) sin
més que sustituir cargas eléctricas por momentos dipolares (9).

Cuando las seis cargas o momentos que producen el potencial perturbador son dife-
rentes (todos entre si o en grupos), el modelo predice mas de tres bandas. Si p. ej., los
momentos dipolares del plano de la base son iguales entre si y diferentes a los existentes
en los vértcies del octaedro, el modelo precide seis bandas, distribuidas por lo general
en tres parejas y, para cada pareja, el promedio ocupa, mas o menos, los posiciones da-
das para los maximos unicos que aparecen cuando el campo eléctrico lo producen seis
momentos dipolares iguales. En general cuanto mayor es la diferencia entre los ,, (mo-
mento dipolar) de los distintos ligandos, mayor es la separacién entre los maximos de las
dos bandas de cada pareja.

En nuestro caso, la estructura de los espectros cuyos transitos d-d reflejan los valores
numeéricos de la Tabla 2, parece corresponder al caso de un complejo mixto con dos
momentos dipolares diferentes pues, en todos los casos, aun en aquellos en los que se
da sélo un valor de y en cm™!, las bandas observadas tienen la estructura que corres-
ponde a la suma de dos bandas préximas. Esto se distingue muy bien, toda vez que las
bandas d-d simples deben ser gaussianas tipicas y, por tanto, simétricas. Nunca se da
este caso en los espectros de los complejos aqui estudiados, lo que revela la asimetria de
los campos cristalinos presentes. A pesar de ser esto cierto en todos los casos, sélo
cuando en forma razonable hemos podido separar los dos componentes de cada pareja,
hemos dado los dos valores correspondientes. Ello ha sido posible a veces para el tran-
sito *T,, <= *A;, y casi nunca para los Ty, (F) <= 3A;, v Ty, (P) < 3A,,.

F! modelo simple del campo cristaline predice 9 bandas en el caso de tres parejas
distintas de y, en posiciones trans, cosa que, presumiblemente corresponderia a nuestros
complejos. Ni el aparato empleado (Beckman DU), ni el método de medida (reflectancia
difusa) pueden dar la resolucién necesaria para obtener las tres bandas de cada triplete.
Por otro lado, dado que, como veremos, el anillo heterociclico puede servir de puente,
en la mayor parte de los casos, entre los grupos donores a través de su sistema de elec-
trones =, es bastante razonable el esquema de dos y, diferentes (axial con simetria Dy, ¥
apical) para nuestro caso.

De la tabla 2, y en este contexto, se deduce el hecho de que todos los complejos for-
mados por los &cidos piridin y quinolin carboxilicos son, como podia esperarse, muy se-
mejantes en cuanto a la intensidad del campo cristalino a que estd sometido el ién cen-
tral pues, salvo excepciones en uno u otro sentido (los 5SNH,8Q y 2PAc puede que sean las -
unicas excepciones) la transicién T, (F) <= A, (F), que mide casi directamente esta in-
tensidad (10 Dq), estd practicamente en el mismo sitio, entre 9500 y 10000 cm-!. Igual
sucede con la segunda, °T,, (F) < *A,, (F) que, en general, ronda los 16000 cm-!, salvo en
el caso del [Ky],Ni.2H,0.
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Como también era légico de esperar, el complejo [8SO;:HQI,Ni.2H,0 es muy diferente
a los demas, lo que se ve en las posiciones de las parejas de bandas que componen caia,
digamos, «doblete».

Desde el punto de vista de la diferencia entre 10S yiacia1 ¥ papicals los quelatos de niquel
de los acidos [ P1, [Qn] y [2PAc] estdn mas distorsionados que los demas, lo que sig-
nifica mayores A y. Curiosamente, esto se produce en el caso de dos complejos que por
sus especiales caracteristicas pueden tener mas puentes de hidrégeno [¢ P1,Ni.3H,O y
[QN],Ni.2H,0 y en el del [2PAc];Ni2 £ H,O en que, ademas, debido al CH, existente entre
el anillo de piridina y el —COO-, existe una rotura de la resonancia de dobles enlaces
que, en los otros casos, tiende a equilibrar las caracteristicas donoras de los dos grupos
ligantes.

Considerandolos en grupos mas pequeifios, es evidente que los tres acidos 8 quinolin
carboxilicos ([8Q1,Ni.2H,0, [5NO,8Q1,Ni.2H,0 y [5NH,8Q],Ni.2H,0) deben de ser bastante
semejantes pues, en los tres casos, se formard un ciclo de seis miembros y, presumible-
mente, de la misma forma y a través de los mismos atomos. Sin embargo, en la reali-
dad la cosa no es tan evidente, al menos respecto a la intensidad del 10 Dg, pues la
posicion del primer transito d-d sugiere un campo creciente en el sentido:

[SNH,8Q] < [8Q] < [5NO,8Q]

Es un hecho desafortunado que la posicién de una fuerte banda de absorcién, segu-
rarnente una transferencia de carga n—>z* del —NH, en posicién 5 al sistema =* del
anillo de quinoleina y situada en unos 24000 cm~!, enmascare el transito *Ty, (F) <— A, (F)
en este complejo, transiciéon que nos ayudaria a sustentar nuestra conclusién.

De acualquier forma, los datos de la primera banda d-d estdn de acuerdo con el orden
relativo de valores de pKa de los grupos —COOH en estos ligandos. Estos valores, toma-
dos de (4) y (5) dan, el orden decreciente de pKa:

[5NH,8Q]; pKa = 846 > [8Q]; pKa = 6.82 > [5NO,8Q]; pKa = 4.67

orden que esta de acuerdo con los efectos inductivos de los sustituyentes.

Curiosamente, este orden decreciente de pKa coincide con el creciente de 10 Dg, sig-
nificando que un creciente caracter polar del enlace oxigeno metal se traduce en mayores
valores del y, axial. Aqui parece que la robustez del enlace covalente es paralela con la
mayor intensidad del campo cristalino.

Los cuatro &cidos que forman los quelatos a través de los —COOH en posicién dos,
[2Q], [Kyl, [« P] y [Qn] debieran de dar lugar a complejos bastante semejantes pues,
en todos los casos, los ciclos son de cinco miembros y los forman los mismos &tomos.
Estos ciclos deben de tener més tensién que los de seis miembros formados por los
8-quinolin carboxilicos y ello se debe de traducir en mayores distorsiones.

En todos los casos, el grupo quelante basico es el:

)
\N '_COO_

con sustituyentes en 4 (Kynurénico), 3 (Quinoleinico) y 5,6 (Quinaldinico). Ahora bien,
los sustituyentes son diferentes en cada caso por lo que poco se podra concluir desde
nuestros datos acerca de la accién de estos grupos.

Un hecho destacado es el bajo valor de la transicion T, (F) |« A, (F) en el
[Ky1,Ni.2H,0. Ademas, el espectro V-UV revela, por su forma, que el complejo tiene poca
distorsién, pues la banda de 15000 cm~! es muy simétrica. Esta segunda observacién
indica que la sustitucién de un —OH en para con el ™ N heterociclico puede que modi-
fique su caracter basico lo suficiente para que los 1w axiales se parezcan mas a los
p apicales producidos por el agua.
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- Bs interesante indicar que en este complejo, el —OH fendlico esta libre, como pone
d¢ manifiesto su espectro IR, en el que existe una banda fina en 3600 cm-! que sélo
puede corresponder a la vibracién de tensiéon O — H.

i El caso del [2PAc],Ni.2 § H,O es también interesante pues, en él, era de esperar que
se produjesen distorsiones mayores que en los demas casos como consecuencia del ciclo
de seis miembros que se debe de formar. Sin embargo, no es asi y, desde luego, la dife-
rencia entre las v... de las dos bandas del primer «doblete» es del mismo orden que la
qu= existe en el [Qn],Ni.2H,0.

El tinico complejo realmente diferente es el producido por el 4cido quinolin 8 sulfé-
nico. Dado el alcance de nuestro espectrofotémetro (~~ 8000 cm~!) no sabemos si la ban-
da de 8900 cm-!'es la superior del primer doblete d-d o es ya la envolvente de dicho do-
blete. Si fuese el primer caso, cosa que estaria mas de acuerdo con la posicién de las
dos bandas del segundo doblete, el campo cristalino que ve el Ni** seria mucho menor
que en los otros casos.

Los espectros infrarrojos por su parte, ponen de manifiesto que la unién del —COO-
al i6n central se hace a través del carboxilico actuando como ligando monodentado. Ello,
que podria presumirse de las férmulas quimicas a que corresponden los andlisis de C, H
v N, se comprueba por el elevado valor que toma A (A =V — vsime del grupo carboxi-
lato) en casi todos los casos.

Seguin (12), en el CH; — COO—, valores de A entre 180 y 190 corresponden al carboxilato
cuando actiia como ligando bidentado, mientras que valores superiores a 200 correspon-
den al CH; — COO- actuando como ligando monodentado. Si bien es cierto que los de A
no son comparables entre si para distintos acidos formadores de sales con el mismo
catién, pues los restos unidos al —COOH influyen en su valor, los valores de la Tabla
6 apoyan la conclusién antes indicada.

En un caso existe ademds una confirmacién casi experimental de la ligadura
Ni2t — COO-. Segun Loiseleur (10), en el complejo [¢ P1,Ni4H,0 los seis ligandos que
forman el octaedro alrededor del ién Ni** son: dos grupos carboxilato en trans actuando
como ligandos monodentados, dos nitrégenos heterociclicos en trans y en el mismo plano
que los oxigenos de los dos —COO- y dos moléculas de agua en los vértices superior e
inferior del octaedro. Las otras dos moléculas de agua son intersticiales y situadas a
ambos lados de un eje binario helicoidal que existe en la celdilla. Todas las moléculas
de agua estan unidas entre si por puentes de hidrégeno.

Del trabajo de este autor (10) se deducen las distancias carbono-oxigeno que se ven

en la Fig. 1.
zZ
il 0
N~ ~c7=—1245R
[ |——1274 4
Nz 0
Fic. 1

Es cierto que el g-picolinato de niquel que hemos preparado no se corresponde exac-
tamente con el del trabajo de Loiseleur pues tiene una molécula de agua menos. Sin em-
bargo, ello no debe de afectar demasiado a las distarncias existentes entre los dtomos
perteneciente a la primera esfera de coordinacién del complejo.

Las distancias O (carboxilico) — Ni, ™ N—Ni y O(agua)—Ni son, en el caso del
[« PI;Ni.4H,0 de 2,053 .(10), 2,068 (7) y 2.100 (11) A respectivamente, lo que pone de ma-
nifiesto que este complejo posee un octaedro poco distorsionado de acuerdo con su es-
pectro V—TUV.

Es interesante indicar que, inmediatamente a la precipitacién, el g-picolinato de niquel
nos aparecié con cuatro moléculas de agua, conservando éstas durante un cierto tiempo
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en condiciones normales. Sin embargo, colocado en un desecador a vacio sobre P,O; pier-
de una de ellas. Hemos preferido trabajar con la forma trihidratada, pues dada la forma
suave (T~ 300°K) como el producto original pierde agua, el [¢ P1,Ni3H,O no debe ser
muy diferente, en cuanto al entorno alrededor del ién Ni**, de la forma tetrahidratada.

El complejo del acido g-picolinico presenta una particularidad interesante. En la zona
de 3000-35000 cm~! tiene dos bandas. Evidentemente, estas bandas son debidas a las vibra-
ciones de tension del O — H de los dos tipos de moléculas de agua presente en el com-
plejo, «agua libre» y «agua ligada».

En un principio, podria pensarse que el «agua libre» diera lugar a la banda de
3400 cm~! mientras que el «agua ligada» debiera de producir la de 3040 cm~'. El hecho
de que el oxigeno del H,0 ligado se debe de volver mas electronegativo como consecuen-
cia de su «enlace» con el ién Ni** debiera de traducirse en un debilitamiento de la unién
O —H y, por tanto, en un desplazamiento de su banda de tension hacia menores niime-
ros de onda. Tedricamente, Sartori y otros (11) han calculado que la Vo_p Dara el agua li-
gada debe de desplazarshe hacia mayores longitudes de onda en unos 400-500 cm-! res-
pecto a la v, del agua libre.

En este contexto pareceria razonable asociar Vo (agua ligada) con 3040 cm-!. Sin
embargo, el desplazamiento indicado por Furlani sélo se refiere al caso en que las molé-
culas de agua sean independientes es decir, que entre ellas no haya puentes de hidrégeno.

Los puentes de hidrégeno, en el caso de moléculas ligadas, parece que actiian en sen-
tido contrario que el i6n central y, asi, desplazan las Vo hacia mayores frecuencias. Por
el contrario, sobre las moléculas de agua no ligadas, actiian desplazando el Ve hacia me-
nores frecuencias.

Como prueba experimental de esta conclusion esta el hecho de que al deshidratar el
[o PLNi.3H,0 a 136°C y a vacio sobre P,Os se produjo un producto cuyo analisis corres-
pondia a la formula [¢ P],Ni2H,0 (Hallado: N = 847, C = 43,29, H = 3,21. Calculado:
N = 8,27, C =4252, H = 3,57) paramagnético y de momento igual a 3,18 magnetones de
Bohr. Pues bien, el espectro infrarrojo de este producto presenta sélo una banda en la
regién de 3000-3400 cm~!, banda que estd en 3360 cm~!. La banda desaparecida, la de
3040 cm™!, parece que hay que asignarle a la molécula de agua intersticial, pues es in-
concebible que los puentes de hidrégeno pudiesen ser mas robustos que la unién
Ni — H,0.

Posterior calentamiento de este compuesto a la misma temperatura no produjo modi-
ficacion alguna del espectro IR.

En el caso del complejo [2PAc],Ni.2 3 H,O el espectro infrarrojo puso también de ma-
nifiesto la existencia de dos tipos de moléculas de agua. Las bandas en 3350 y 3200 cm-!
debian de corresponder a moléculas de agua ligada y reticular, respectivamente, de acuer-
do con lo anteriormente observado en el [¢ P],Ni.3H,0.

Es interesante indicar que en el espectro infrarrojo del [2PAc],Ni.2 # H,O existia una
banda en 1665 cm~' cuya forma y posicién nos condujo, en principio, al error de suponer
que este complejo tenfa un exceso de ligando libre; toda vez que en el correspondiente
espectro del clorhidrato de 2 piridil acético existia, en 1650 ecm~?, la vibracién de tensién
del grupo >C = O. Sin embargo, un calentamiento (135°C) a vacio sobre P,0; de los
complejos [2PAc],Co.2 3 H,O y [2PAc],Ni.2 3 H,O nos revelé que tal banda en 1665 era de-
bida al agua pues desaparecié totalmente al convertirse en anhidros dichos compuestos.
Ademas, el control intermedio de los grados de anhidridacién conseguidos nos reveld
que las vibraciones de tension O — H antes asignadas a las aguas ligadas y reticulares
eran las correctas pues desaparecié primero el hombro de 3200 cm-.

Curiosamente todos los demas complejos, que sélo tienen dos moléculas de agua, pre-
sentan Unciamente una absorcién entre 3350-3420 cm~! lo que nos permite apoyar nues-
tras conclusiones anteriores ya que, es de esperar, que en todos ellos existan puentes de
hidrégeno entre las moléculas de agua enlazadas y los grupos > CO, andlogos a los que
existen en el [g P1.Ni4H,0 (10).
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b) Complejos de Co**

Las Tablas 1, 3 y 5 ponen de manifiesto que todos los complejos estudiados son oc-
taédricos.

De acuerdo con los momentos magnéticos de la Tabla 3 la distorsién del octaedro
que rodea al Co** no es demasiado grande, pues el «quenching» de la contribucién orbital
correspondiente al término fundamental *T,, (F) es pequeiio.

De los valores de la Tabla 5, dejando fuera los [2PAc],Ni.2H,0 y [8SO;HQ1,C0.2H,0, se
deduce que, en promedio, dos oxigenos carboxilicos, dos nitrégenos piridinicos y dos
moléculas de agua producen un campo cristalino cuyas transiciones d-d estidn, en prome-
dio, en 9032, 19540 y 22576 cm™! respectivamente. Estos valores no son muy diferentes que
los que aparecen en los «oxinatos» de cobalto divalente (2) (9311 y 20367 cm~! respectiva-
mente para los tramsitos *Ty, (F) <— Ty (F) y ‘T, (F) < “A,, (F)). De acuerdo con el dia-
grama de Tanabe y Sugano, la banda ‘T, (F) < *T,, (P) debia de haber aparecido en los
«oxinatos» de cobalto en 22900 cm~! valor que no coincide mal con el de 22600 cm~' obte-
nido a partir de los piridin y quinolin carboxilatos aqui estudiados.

En los complejos de cobalto, al igual que nos sucedia en el caso de los de niquel, el
compuesto [8S0O;HQ],Co.2H,0 se diferencia del promedio en cuanto a su comportamiento
espectroscépico en el visible y ultravioleta. Los valores de frecuencia de sus transitos d-d
revelan un campo cristalino mas pequenio que el producido por los carboxilatos, cosa
que esta de acuerdo con lo observado también en el correspondiente complejo de niquel.
En este caso, la unién del oxigeno acido a un azufre en vez de a un carbono parece in-
fluir en forma apreciable en su comportamiento como ligando.

Conclusiones

La conclusién general mas importante que puede obtenerse de este trabajo es, como
ya hemos dicho, que los oxigenos carboxilicos de los acidos aqui estudiados y los oxige-
nos fendlicos de las 8 hidroxiquinoleinas no deben de ser muy diferentes en cuanto al
«campo eléctrico» que producen alrededor de los iones Ni** y Co*t englobados en quela-
tos de formula general L,Me.2H,0. Este hecho se pone bien de manifiesto en los datos
de la Tabla 7 y revela que grupos tan diferentes quimicamente, como el —COO- y el
—Q-, cuando se unen a iones metalicos como el Ni** o el Co** acttian de forma muy se-
mejante en la determinacién de las propiedades magnéticas y espectroscépicas (V — UV)
de los complejos.

TABLA 7
Transiciones d-d de complejos de Ni*t y Co**

Quelatos de Ni**

Complejo 3Ty (F) < 34,, (F) T (F) <= A, (F) T (P) <= A, (F)
Oxinatos (2) . . . . 9058 — 11990 16994 -
Carboxilatos . . . 9550 — 11470 16000 —

Quelatos de Co**

Complejo T, (F) <= *T,, (F) ‘A (F) <= ‘T, (F) ‘T); (P) <« ‘T, (F)
Oxinatos (2) . . . « 9310 20370 =
Carboxilatos . . . 9032 19540 22580
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Otra conclusién importante es que el grupo quelante —COO-, N funciona, cuando
se complementa con dos moléculas de agua en complejos de férmula (MeX;), como si
la simetria del cromoforo fuera Dy. Ello, teniendo en cuenta los valores de las distancias
O(carboxilico) —Ni y Y N — Ni resefadas en (10), parece indicar que el eje cuaternario
del grupo puntual pasa por las moléculas de agua.

Si se acepta esta interpretacion, la separacién entre las dos bandas °T,, (F) <— °A,, (F)
en los complejos de niquel nos mide la Ay, del octaedro. Pues bien, ésta no parece ser
mriicho mayor en los oxinatos que en los carboxilatos aqui estudiados.

Un hecho interesante es el siguiente: Dentro de la serie de los «oxinatos» de niquel,
los dihalogenderivados de las oxinas forman complejos planocuadrados. Curiosamente,
tal propiedad coincide con los ligandos que poseen las mayores constantes de disociacién
acida (K) del grupo 8 hidroxi. Se podria esperar pues que en los quinolin carboxilatos
aqui estudiados, cuyas constantes K son, en general, mayores que las de los oxinatos,
se produjese un comportamiento analogo ya que, en principio, se podria asociar la ten-
dencia hacia la formacién de complejos diamagnéticos con la robustez de los enlaces
covalentes O — Ni y, ésta, sera tanto mayor cuanto mas alta sea la contribucién al enlace
de las estructuras idénicas resonantes. Sin embargo, todos nuestros datos sobre deshidra-
tacion de los complejos formados por los acidos piridin y quinolin carboxilicos nos lle-
van a la conclusién de que con estos ligandos no forman complejos planocuadrados.
En este contexto, el esquema de Gray (3) cobra todo su valor y pone de manifiesto
que no es posible la formacién de un ciclo = a través de los grupos carboxilatos mientras
que si que es posible a través de los oxigenos fendlicos.
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Abstract

The influence of pH upon the formation of yellow Sn(II)-Sn(IV) adducts during the
oxidation by O, of SnCl, 2H,0 aqueous solutions acidified with HCI, is reported.

The participation of the Sn(II)-Sn(IV) hydrolysis products in the adduct formation
is showed trough a set of experiences; the time needed for such formation depends of
the hydrolysis rate.

Introduccién

Las disoluciones acidas de las saics de Sn(II) sufren procesos de oxidacién por el
oxigeno del aire (autoxidacién). Estos procesos de autoxidacién han sido estudiados por
diversos autores; se aprecia en la descripcion de los resultados, que en determinadas
condiciones, la oxidacién del ién Sn(II) por el oxigeno del aire, en medio acidificado por
acido clorhidrico es rapida al principio y después disminuye la velocidadgquedando al
final una disolucién incolora de sal de Sn(IV) con cese de la absorcién defoxigeno. En
cambio en otras condiciones experimentales, cuando ya ha cesado practicamente la ab-
sorcién de oxigeno, se observa que la disolucién es practicamente de color amarillo. Al-
gunos autores, como Lachman y Tompkins (1) que estudiaron la oxidacién de las disolu-
ciones de Sn(II) por el oxigeno, suponen que este color amarillo indica la oxidacién
total del Sn(II), pues lo atribuyen a la formacion de iones Fe(III) que no podrian pro-
ducirse en presencia de Sn(II). Cuando la oxidacién de éste se termina pueden oxidarse
las sales de Fe(II) presentes como impurezas, y aparecer el color amarillo.

Al repetir experiencias analogas a éstas, usando reactivos analiticamente puros y pres-
tando atencién a la ausencia de las sales de hierro, se comprobd que la coloracién amarilla
s6lo aparece en determinadas condiciones de acidez para una determinada concentracién
inicial de Sn(II) y que en este caso, aun cuando cesa la absorcién de oxigeno, las disolu-
ciones amarillas contienen Sn(II) que no ha sufrido oxidacién. La presencia de Sn(II)
cuando cesa la autoxidacién se comprobé con la reaccién del azul de molibdeno y por
valoracién yodométrica.

Revisada la Bibliografia, trabajos posteriores (2) y (3) indican que la aparicién de co-
loraciones amarillas es frecuente durante los procesos de oxidaciéon del Sn(II), supone
la presencia del ién Sn(IV) y del Sn(II) simultdneamente en la disolucién y que la mez-
cla esté en condiciones que favorezcan procesos de hidrdlisis de dichos cationes. Asi,
aparece coloracion amarilla cuando una disolucion de sal estannosa se oxida parcialmente
por el oxigeno del aire, al mezclar disoluciones de sales de Sn(II) y de Sn(IV) o al redu-
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cir parcialmente el Sn(IV) con reductores como el Zn o el Mg. No basta la presencia
simultdnea de los iones Sn(II) y Sn(IV) sino que, de acuerdo con A. D. Paul y col., la
acidez tiene que ser tal que no impida una hidrélisis parcial de las disoluciones de Sn(II)
y de Sn(IV), siendo bastante estrecha la zona de acidez que conduce a la formacién in-
mediata de color amarillo, que atribuyen a un producto de interacciéon o aducto de Sn(II)
y Sn(IV), analogo al descrito para el Sb(III)-Sb(V) (2) y en cuya aparicion influye tam-
bién el anién presente en la disolucién.

La aparicion de este aducto en concentracion suficiente para que se aprecie color pue-
de suponer un tiempo variable con las condiciones de concentracién y acidez, como
hemos podido comprobar experimentalmente y estas condiciones de acidez son mucho
mas amplias que las descritas por A. D. Paul y sus col. si en lugar de considerar la
aparicion inmediata de la coloracién amarilla pensamos en la aparicion de dicha colora-
cién aunque sea necesario esperar para su aparicién periodos de tiempos que pueden
ser de varios dias.

Nuestras primeras observaciones de la aparicién del aducto Sn(II) - Sn(IV) tuvieron
lugar al repetir las experiencias de Lachman y Tompkins. Interpretamos el cese de absor-
sién de oxigeno como consecuencia de ser este aducto Sn(II) - Sn(IV) resistente a la
oxidacion por el aire.

Parte experimental

Se preparan las disoluciones de Sn(II) a partir de SnCl, 2H,0 r.a. Merck y su disolucién
en HCI de concentraciones conocidas. También se han empleado disoluciones que fueron
preparadas por tratamiento del Sn metélico r.a. Merck en HCI concentrado r.a. a tempe-
ratura de 80-90° C y posterior dilucién a las condiciones requeridas mediante agua desti-
lada recién hervida. Estas disoluciones se guardaban en atmdsfera inerte.

Las disoluciones de Sn(IV) se prepararon por disolucién de SnCL5H,O r.a. UCB en
HCI diluido de concentracién conocida.

El andlisis de las disoluciones de Sn(II) se realizé mediante adicién de I, en exceso y
valoraciéon de éste con disolucién de tiosulfato sédico. También se realizaron determina-
ciones de la concentracién de Sn(II) siguiendo el método propuesto por Donaldson y
Moser (4).

El andlisis de las disoluciones de Sn(IV) se realizé colorimétricamente mediante preci-
pitacién con acido 4 hidroxi-3-nitrofenolarsénico y posterior dilucién con tartrato sédico
mas amoniaco (5). También se realizaron determinaciones mediante el método de
Donaldson y Moser.

La acidez en ambas disoluciones se determiné mediante neutralizacién con disolucién
de hidréxido sédico.

Para las medidas de pH se utiliz6 un medidor de pH Radiometer PHM 22 y para las
medidas de absorbancia se usé espectrofotémetro Beckman D U.

Los procesos de autoxidacién se realizaron siguiendo la técnica de Lachman y
Tompkins. Se utiliz6 un matraz de tres bocas, de 500 ml. de capacidad que se introduce
en un termostato manteniéndolo a 25 + 0,2° C. Dos de las bocas se utilizaron para dar
entrada y salida a una corriente de oxigeno, mientras la tercera daba paso a un agitador
de vidrio con anillas, capaz de girar a 1200 rpm mediante un motor eléctrico.

Introducidos en el matraz 120 cc. de una disolucién de 4cido clorhidrico (de las con-
centraciones que se indicaran), se satura con corriente de oxigeno que se pasa con agita-
cién, durante 30 minutos.

Una vez saturada de oxigeno la disolucién, se introducen 5 cc. de Sn(II) de la disolucién
patrén (1,67 M). Se pone de nuevo en marcha la agitacién (1200 rpm). Cuando ha trans-
currido un intervalo de tiempo, se detiene la agitacién, y se extraen 10 cc. de la disolu-
cién que se observan en el espectrofotémetro y se valoran seguidamente con una diso-
lucién de yodo. Una vez realizada cada extraccién, se pone de nuevo en marcha la agita-
cién y el proceso se repite hasta que se detiene la oxidacién del Sn(II).
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Resultados obtenidos

La representacion de los resultados obtenidos indicé que se producian dos compor-
tamiento distintos. Trabajando con una disolucién de baja acidez (0,272 M) (disolucién A)
la autoxidacidon se paralizaba practicamente a partir de los 40 minutos, habiendo adqui-
rido la disolucién coloracién amarilla. Trabajando con idéntica concentraciéon de Sn(II)
pero con acidez 0,361 M (disolucién B) la autoxidacién también se paralizaba a los 40 mi-
nutos pero la disolucién quedaba incolora. Ademads, la disolucion A, a pesar de dejar de
absorber oxigeno una vez transcurridos los 40 minutos, todavia presentaba propiedades
reductoras mientras que la disolucién B no las poseia.

A continuacién se resumen en dos graficas, los resultados del estudio del proceso de
autoxidacién en funcién de las condiciones.

cc 12

0 2 T i ¥
50 59 il ¢ 30 60 t(min)
Fic. I. — cc. de I, 0,099 M necesarios para Fic. II. — Variacién de la absorbancia de
oxidar 10 cc. de disolucién. la disolucién con el tiempo de agitacién.

x disolucién A (Sn (II) 0,067 M HCI 0,27 M)
. disolucién B (Sn (II) 0,067 M HCI 0,361 M)

La grafica I representa la variacién del poder reductor de las disoluciones de Sn(II)
durante la autoxidacién. Al aumentar el tiempo, se observa que la disolucién A (inicial-
mente 0,067 M en Sn(II) y 0,272 M en HCI) pierde con rapidez su poder reductor, pero
al final conserva una parte apreciable del mismo, aproximadamente un 10 %. La disolu-
cién B (también inicialmente 0,067 M en Sn(II) pero 0,361 M en HCl) presenta una oxida-
cién mas lenta en la fase inicial pero pierde practicamente por completo su poder reduc-
tor. Las ordenadas de la grafica representan cc. de disolucion de I, 0,099 M necesarios
para oxidar 10 ml. de la disolucién que se oxida, en el momento indicado por las corres-
pondientes abcisas.

Simultaneamente se midié la absorbancia a 350 nm. de las disoluciones que se valora-
ban. Los resultados se dan en la grafica II. Puede observarse que durante la autoxidacién
de la disolucién A, la absorbancia crece rapidamente al principio y tiende a estabilizarse
después. La intensificacion va acompaiiada de la aparicién de una coloracién amarilla. En
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cambio, la disolucién B no absorbe practicamente en ningtin momento, permaneciendo
incolora durante toda la experiencia.

Al final del proceso, unos 40 minutos aproximadamente, la disolucién.A tenia propie-
dades reductoras (10 ml. de la disolucién necesitan aproximadamente 1 cc. de I, 0,099 M)
mientras que la disolucién B no las presentaba (una gota de I, es suficiente para los
10 cc. de la disolucidn).

Discusién de los resultados

De la comparacién de las dos graficas se deduce, que en los casos en que la disolucién
autoxidada adquiere coloracién amarilla el proceso de autoxidacién acaba por quedar prac-
ticamente paralizado y a pesar de ello, todavia contintia habiendo Sn(II) en la disolucién.

Lachman y Tompkins atribuyeron la formacién de la coloracién amarilla a la apari-
ci6én de sales férricas como productos de oxidacién de sales ferrosas que no pueden
producirse hasta que el Sn(II) haya sido totalmente destruido por la oxidacién. Los re-
sultados de nuestras experiencias indican que esta explicacién es totalmente inaceptable,
puesto que en primer lugar se ha partido de reactivos analiticamente puros para elimi-
nar dicha posibilidad, ademas la coloracién amarilla aparece ya, antes de llegar al tramo
final de la autoxidacién cuando todavia hay mucho Sn(II) por oxidar. En segundo lugar,
en los dos procesos se ha partido de la misma disolucién, lo que haria imposible que si
la coloracién fuera debida a cualquier tipo de impurezas apareciese sO0lo en una expe-
riencia y no en la otra.

La coloracién amarilla corresponde a una absorcién en regiones de longitudes de onda
semejantes a las dadas por N. Davidson y col. (2) y A. D. Paul (3) y atribuidas a la for-
macién de aductos Sn(II) - Sn(IV). Esta es la interpretacién que debe darse a los fené-
menos de absorcién. -

N. Davidson y col. trabajaron con disoluciones de Sn(II) y Sn(IV) 0,5 M y con concen-
traciones de acido de 3 a 10 M en HCI. Concluyen que la especie responsable de la in-
teraccién es un complejo dimero que contiene un Sn(II) y un Sn(IV).

A. D. Paul y col. trabajando con disoluciones de Sn(II) y Sn(IV) 0,01 y 0,02 M y de
acidez 0,2 M en HCI, observaron que cuando el Sn(II) reacciona con el Sn(IV) en diso-
luciones acidas acuosas se producen disoluciones de color amarillo en presencia de va-
rios aniones, entre ellos el cloruro. Para todos los aniones el color es tanto mas intenso
cuanto menor es la acidez, lo que hace posible que el color sea debido a la formacién
de polimeros entre productos de hidroélisis en los que el Sn(II) y el Sn(IV) se encuentran
unidos por puentes oxo e hidroxo. Sefialan que la aparicién de color requiere con fre-
cuencia varias horas a la temperatura ambiente, pero tiene lugar rapidamente a tempe-
raturas elevadas. Las disoluciones amarillas son estables durante aproximadamente un
dia y después se descomponen dando SnO,.

Las observaciones que hemos descrito estan de acuerdo en lineas generales con la in-
terpretaciéon de A. D. Paul y col. La diferencia entre la experiencia A y la B seria debida
a la mayor acidez de la disolucion B, que impediria la aparicién de productos de hidrélisis
en proporcién suficiente.

Sin embargo en otros aspectos, nuestras observaciones difieren en algunas de las con-
clusiones. Por ejemplo, A. D. Paul y col. establecen que para disoluciones 0,01 6 0,02 M
de Sn total no se observa aparicién de color amarillo si la acidez es 0,4 M y a 0,3 M los
resultados no son reproducibles.

En la tabla siguiente, se resumen los resultados de experiencias realizadas utilizando
disoluciones de SnCL,.2H,0 y SnCl,.5H,0 en 4cido clorhidrico de distintas concentraciones,
de modo que todas fuesen 0,1 M en Sn(II) y 0,1 M en Sn(IV) simultdneamente.
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HCI (M)

0,60 No presenta coloracién inicialmente. Se aprecia color amarillo transcurridas
60 horas.

0,48 No presenta coloracion inicialmente. Se colorea al cabo de 48 horas. Persiste du-

rante 800 horas y sufre después hidrdlisis. El precipitado separado fue centrigu-
gado y lavado, y da reacciones analiticas que demuestran que contiene Sn(II),
es decir, no se trata simplemente de SnO,.

0,36 Se colorea a los 30 minutos y el color se mantiene durante tres meses sin que
se produzca ningun precipitado.

0,24 El color aparece en menos de 15 minutos, se intensifica y perdura mas de tres
meses.

0,12 Se observa un comportamiento analogo al de acidez 0,24 M.

Estos ensayos permiten llegar a la conclusién de que aun cuando la acidez puede
hacer que aumente el tiempo necesario para la aparicién de color, éste se produce inclu-
so en disoluciones 0,60 M en HCI.

La lentitud de la aparicién del color en medios de acidez creciente, no es mas que
un reflejo de la lentitud de los procesos hidroliticos de las sales de Sn(II) y Sn(IV)
en medio acido. Asi, segin Kowalewsky (6) las disoluciones de Sn(IV) 0,02 M se enturbian
a las 24 horas, mientras que las 0,2 M pueden no dar residuos en la ultracentrifuga ni al
cabo de 80 dias.

La participacion de los procesos de hidroélisis es evidente de acuerdo con las siguientes
experiencias, que demuestran que para ciertos campos de concentraciéon y acidez, si se
produce una hidrolisis por alcalinizacion y después se restablece un pH para el que el
equilibrio deba dar especies no hidrolizadas, puede tardarse bastante tiempo en destruir
los productos de hidrdlisis, y aparecer la coloracién amarilla con caricter inmediato.

En un primer ensayo se prepararon muestras procedentes de disoluciones de Sn(II)
y Sn(IV) ambas 0,25 M y con una acidez 1,25 M. Una vez mezcladas, la disolucién no
tomé color, debido al exceso de acidez. Sin embargo, si las disoluciones se guardan por
separado y se mezclan 24 horas mas tarde en idénticas condiciones, el color aparece inme-
diatamente.

En otro ensayo, se tomaron 10 cc. de una disolucién de Sn(IV) 0,125 M cuyo pH era
1,06 y se neutralizaron con KOH 2M hasta aparicién de turbidez (pH = 1,26). Al afadirle
10 cc. de Sn(II) 0,125 M desaparece la turbidez y aparece inmediatamente el color amari-
1lo, quedando el pH a 1,09. Medida la absorbancia a 370 nm tenia un valor de 0,575, inme-
diatamente después de preparado. Por otra parte, se tomaron 10 cc. de la disolucién de
Sn(II) cuyo pH era 1,12, se les afiadio KOH hasta turbidez (pH = 1,85) y se afnadid
10 cc. de Sn(IV) quedando el pH a 1,05, la turbidez se eliminé y la disolucién presentaba
coloracién amarilla. Se afiadieron unas gotas de KOH 2M con el fin de alcanzar
el pH 1,09 y entonces se midié la absorbancia y se obtuvo un valor de 0,585 a 370 nm.

Estos resultados indican claramente que los procesos de hidrdlisis tienen una marca-
da influencia en el tiempo necesario para la formacién del aducto. Aunque aparentemente
es indiferente que se hidrolice el Sn(II) o el Sn(IV) hay que hacer notar que si el Sn(II)
esta hidrolizado, al mezclarlo con el Sn(IV) éste se hidrolizard inmediatamente, mientras
que la situacidén inversa no siempre se cumple. Por otra parte, la nueva acidificacién no
conduce a un restablecimiento inmediato de las especies iniciales, el sistema «conserva»
las especies producidas durante algtin tiempe y por ello las disoluciones adquieren capa-
cidad para formar el aducto por un proceso previo de alcalinizacién aunque se restablezca
un pH para el que no lo forman directamente.
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