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NECROLOGIA

ILMo. SR. D. Jost EsTEvAN CIRIQUIAN

En el corriente afio esta Academia ha visto con dolor la desaparicién de uno de sus
mas distinguidos miembros numerarios, el Ilmo. Sr. D. José Estevan Ciriquian, fallecido
en Zaragoza el 24 de julio de 1973. Sus cualidades intelectuales fueron destacadisimas,
su actividad docente extraordinariamente meritoria y su bondad humana digna de un
caballero cristiano ejemplar como €l fue en su vida. Intentemos demostrar en el breve
espacio de esta nota necroldgica, que tales afirmaciones no se hacen sin fundamento.

Habia nacido Estevan Ciriquian en Zaragoza, en 1899, mas pronto dejé esta ciudad,
y otras, segiin las necesidades profesionales de su padre, que era Farmacéutico militar.
Ingres6 por oposicion en la Academia de Ingenieros del Ejército de Guadalajara en
1912, como alumno de menor edad alli ingresado nunca, por cuya circunstancia y la
gran brillantez de sus estudios fue distinguido en ella con la concesiéon de un sable de
honor. Teniente de Ingenieros en 1918 prest6 servicios de guerra en Africa. Luego, en
1925, alcanzo el grado de Diplomado de Estado Mayor, con la habitual perfeccién en los
correspondientes cursos.

Cursé en la Universidad Central los estudios de Licenciado en Ciencias Exactas en
los afios de 1922 a 1926, con Matricula de Honor en todas las asignaturas de la carrera
menos en dos, «Quimica» y «Astronomia», en las que obtuvo Sobresaliente.

Destinado a Zaragoza comenzo desde 1928, cada vez mas intensa, su actividad en la
ensefianza privada de las Matematicas. Al tiempo, cursé como alumno libre en la Uni-
versidad de Zaragoza la Licenciatura en Derecho durante los cursos de 1926 a 1929, con
excelente expediente escolar. Si bien no ejercié la abogacia, no supo negarse a ser du-
rante los dos cursos siguientes Ayudante de clases practicas en la misma Facultad donde
se habia licenciado. )

En 1931 pasé a la situacién de retirado en el Ejército y se orient6 decididamente en
su profesién de matemaético. Ingresé por oposicién con el numero uno en 1935 en el
cuerpo de Catedraticos del Instituto en la plaza de Soria.

En 1936 se incorpora al Movimiento Nacional, pasando en Zaragoza a organizar el
grupo de transmisiones, resultando herido en 1938. Aunque esta nota no esté dedicada
a glosar su excelente actividad militar, es oportuno dejar constancia de ella con la re-
lacién de las principales condecoraciones qus la esmaltan: Dos cruces de primera clase
del Mérito Militar del distintivo rojo (1920-1921). — Medalla Militar de Marruecos con
pasadores Melilla (1920) y Tetuan (1927). — Medalla de la Paz de Marruecos (1929). —
Cruz de 1.2 clase del Mérito Militar con distintivo bicolor (1926). — Dos cruces de guerra
(1939). — Cruz de 1.2 clase del Mérito Militar con distintivo rojo (1939). — Medalla de la
Campaiia de Liberacién (1939). — Medalla de sufrimientos por la Patria (1941). — Cruz
de la Real y Militar Orden de San Hermenegildo (1943). — Placa de la Real y Militar
Orden de San Hermenegildo (1945).

Terminada la guerra pasa a ser catedratico de Matemadticas del Institutc Goya de
Zaragoza, destino que desempefia hasta su jubilacién reglamentaria en 1969.
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De extraordinaria importancia y oportunidad fueron sus servicios en la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Zaragoza como Profesor Adjunto de Andlisis Matematico
a partir del afio 1940, contribuyendo eficazmente a resolver una situacién académica
delicada, en un periodo en que la coyuntural escasez de profesorado llegéd a poner en
peligro la misma supervivencia de la Seccién de Matemadticas en Zaragoza. Obtenida
esta plaza por oposicién, las sucesivas prorrogas reglamentarias le mantuvieron en esta
Facultad hasta 1962 en que cesé a voluntad propia. Entonces fue nombrado Adjunto
honorario de la misma, por la correspondiente Junta.

Ingresé en 1950 por oposicién, también con el nimero uno, en la Escuela de Peritos
Industriales de Zaragoza, donde le alcanza la jubilacién como catedratico de «Célculo
y Métodos Matematicos».

Esta agotadora labor docente fue realizada con una puntualidad, exactitud y dedica-
cién absolutas de la que muchas generaciones de alumnos son testigos y llegé a com-
prometer seriamente su salud, pero nunca limité su esfuerzo. Esta inquietud por la per-
feccién de la ensenanza le llevd de modo natural a formar parte de numerosas comi-
siones consultivas y de investigacién sobre la Metodologia de la Matematica que a partir
de 1940 se fueron concibiendo, iniciadas tal vez por el malogrado don Pedro Puig Adam,
tan prematuramente desaparecido, y continuadas hasta hoy, cada vez, afortunadamente,
con mas medios y mas eco en la politica educativa nacional.

Ingresé por eleccion como miembro numerario de la Academia de Ciencias Exactas
Fisico-Quimicas y Naturales de Zaragoza, en fecha 24 de octubre de 1945, asigniandosele
la medalla nim. 4 en la que le habia antecedido otro aragonés ilustre, don Manuel
Lorenzo Pardo. En esta Corporacién ha sido Tesorero y Vicepresidente de la Seccién de
Exactas.

Reconociendo sus méritos profesionales le fue concedida la Encomienda de la Orden
de Alfonso X el Sabio en el afio 1953. Asimismo, en 1970 fue designado como Colegiado
Distinguido del Distrito de Zaragoza por el Colegio Oficial de Licenciado y Doctores, a
cuya entidad pertenecia desde 1931.

Hombre de acciéon directa y eficaz no dejé por ello de fijar algunas veces en memo-
rias y publicaciones sus ideas profesionales. Citemos la excelente serie de sus textos
para el Bachillerato (en colaboracién con Benigno Baratech) y las siguientes publica-
ciones:

Planteo del Problema de la Movilizacion Industrial. — Memorial de Ingenieros del
Ejército, 1927 (paginas 88 a 94).

Movilizacion Industrial Obrera. Estadistica Militar y Personal requisado. Censo Mili-
tar y Obrero y Especialista. Zaragoza, imprenta «Goya», 1929 (paginas 56 a 84).

Algunas represesentaciones geométricas usadas en Quimica. Revista Universidad. Za-
ragoza, 1936 (24 paginas).

Métodos diversos para la determinacion de funciones de onda en los sistemas atdmi-
cos, Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza, 1974 (45 paginas). Premiado por
la Facultad de Ciencias de Zaragoza.

Algunos aspectos de la Ensefianza Media en relacion con la Investigacidn. Discurso.
Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza, 1951 (15 péginas).

Universidades Laborales. Discurso en la Academia de Ciencias en la apertura del cur-
so 1956-57 (15 péaginas).

Contestacion al Discurso del General don Santiago Amado en su recepcion en la
Academia de Ciencias. Zaragoza, 1964 (17 péaginas).

Digamos finalmente, que también en la vida familiar y en la amistad fue Estevan
Ciriquian un modelo inolvidable. Seguramente, fue en su misién de cabeza de una familia
numerosa y unanime, donde pudo cumplir y llenar sus aspiraciones mas profundas este
hombre notable, cuyo recuerdo hemos evocado. Descanse en la paz del Sefior.

R. R. V.




«ELY FUNGTOR " TOR Y A SUGESION' ESPECTRAL
DE EILENBERG - MOORE»

POR

J. F. SAEnz

Departamento de Geometria y Topologia. Facultad de Ciencias.
Universidad de Zaragoza {Espaiia)

Abstract

In this work unify the techniques given by Baum and Smith ([3, a], [13]) for the
computation of the fuctor Tor in the category of the algebras over a field and we
obtain for those purposes the following results:

Theor. 4.7 (chapter III). Let A, B and C be differential graded algebras and f, g
maps of algebras

f g
C<« A—B

where, g is onto and Ker g is a Borel ideal in A.

Then Tor, (B, C) = E [w,..,u] ® Tor, (K, C) where the homological degree of
u; is —1, and T is a polynomial algebra generated by the non-superfluous elements
of Ker g through f.

The theor. 44. (Ch. III) developes the case when A is a polynomial algebra, com-
puting then Tor, (X, C).

Tor, (K, C) = E [v}, ..., V.] ® Torf (K, C).

By the theor. 4.10 (Ch. III), given K-algebras A, B and a map of algebras f: A — B

one determines the functor Tor, when Kerf is a Borel ideal in A, and (fA). B is a Borel
ideal in B.

Using those results as background and also from the Eilenberg-Moore spectral sequence
([6]1), the first part of the memory being devoted to the developement of the latter
in the category of our interest, we obtain certain results about cohomology of fibres
spaces on symmetric spaces, corresponding to the classifying diagrams:

G/H = G/H G = G

J v Vb

E — BH (1) 2) E — EG
} f \LP J £ J

B —> BG B — BG

where B is a symetric space, G a compact connected Lie group, and H a closed subgroup
of G.

Theor, 4.1 (Ch. IV). In the diagram (1), if pl‘ is onto and Ker p* is a Borel ideal.
Then
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H* (B, R)=E[u,.,u] @ Torg, =~ ., (H* (B, |R), |R) where degr. u;, = (—1,
degr. x.,;); r =n—s; and x; are the generators of (Ker P*).

The theor. 4.4. reaches similar result to 4.1, through interchanging the roles of f*
and g*.

As to diagram (2):

Theor. 47 (Ch. IV). In the conditions of diagram (2) H* (E) = El[u,..u]l ®
TorR[xp ] (H* (B), |R); where r = n—s; degr. w; = (—1, degr. x..;), and x; are
the generators of H* (BG).

Theor. 4.9. If f* is onto and (Ker f*) is a Borel ideal in (2), then H*(E) = E [u,,..., Uy].

Finaly we give further applications and some examples.

Introduccion

El presente trabajo, se orienta hacia el estudio de la cohomologia de espacios fibra-
dos, utilizando la sucesién espectral de Eilenberg-Moore [6], como técnica de trabajo,
en la categoria de las algebras diferenciales graduadas y en la de los mddulos sobre
un algebra.

A partir de los trabajos de Baum y L. Smith ([3], a), b)) se estudian los casos en
que la citada sucesién espectral tieme mayor aplicacién. Se consigue unificar los méto-
dos utilizados por estos autores en el calculo del functor Tor, lo que permite obtener
teoremas que generalizan los correspondientes de dichos autores simultineamente. Se
aplican estos teoremas generalizados, al caso de fibraciones sobre espacios simétricos
que proporcionan nuevos resultados para el calculo de la cohomologia de los citados
espacios fibrados, correspondientes a los diagramas clasificantes:

G/H = G/H G = G
¥ { | J
E — BH E — EG
J I { ¥
B — BG B — BG

donde B se considera espacio simétrico.

Finaliza el trabajo con la discusién de la posible aplicacién de los teoremas obteni-
dos a diversos tipos de fibraciones particulares cuyo espacio no es simétrico.

Es de sefialar que, asimismo se analizan detalladamente las aplicaciones obtenidas
por Smith y Baum, poniendo en relacién sus resultados con lo obtenido por mnosotros.

En el capitulo primero desarrollamos el algebra homolégica necesaria para definir el
functor Tor y construir la sucesién espectral de Eilenberg-Moore en las categorias de
modulos sobre un algebra (§ 1, § 2) y de los comédulos sobre una codlgebra (§ 3)
con un desarrollo paralelo. Especial atencién nos merece €l caso en que el anillo de
coeficientes en un cuerpo pues entonces se pueden calcular los primeros términos de la
filtracién asociada (§ 4). Los parrafos § 1 y § 2 los hemos desarrollado paralelamente
al trabajo de Eilenberg-Moore, pero en distinta categoria.

En el capitulo segundo hemos suministrado a los espacios del tipo de homotopia de
los CW-complejos numerables con homologia de tipo finito, las estructuras algebraicas
desarrolladas en el capitulo I, llegando al teorema de Eilenberg-Moore sobre la homologia
de una fibraciéon. En el § 1 les hemos dotado de una estructura de moddulo sobre un
algebra, en el § 2 de comdédulos sobre una coalgebra y en el § 3 hemos estudiado en la
geometria el caso en que el anillo de coeficientes es un cuerpo.

El capitulo tercero, estd dedicado a dar técnicas de cdlculo para el functor Tor, a
partir de los complejos de Koszul (§ 1) y de las sucesiones especiales e ideales de Borel
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(8 2 y § 3). Se obtienen generalizaciones de los teoremas dados por Baum y Smith a
este respecto (III.4.4, I11.4.7), los que resultan como corolarios (§ 4).

En el capitulo cuarto, después de recordar en el § 1 una serie de resultados conoci-
dos, se estudian los casos en que E; = E_ en la sucesién espectral de Eilenberg-Moore
y se dan con detalle los teoremas de Baum y Smith (§ 2 y § 3), para presentar
(§ 4) con la ayuda de los teoremas obtenidos en el Cap. III, algunas aplicaciones al caso
de fibrados sobre espacios simétricos determinando asi su cohomologia (4.1, 4.4, 4.7, 4.9).
En el § 5 se inicia el analisis de la determinacién del algebra de cohomologia de particu-
lares fibraciones sobre espacios no simétricos.

En la presente publicacién se han omitido las demostraciones de parte de los lemas
y proposiciones, que pueden encontrarse en el memoria original. De algunos parrafos
s6lo se ofrece lo mas interesante por no influir decisivamente en el desarrollo de la
memoria y poderse encontrar en los trabajos que se indican o en la memoria original.

I. Algebra homolégica

En este capitulo desarrollamos algunos conceptos del dlgebra homoldgica en las cate-
gorias de los mddulos sobre un algebra y de los comddulos sobre una coalgebra, hasta
definir la sucesidén espectral de Eilenberg-Moore asociada al functor Tor.

§ 1. K-moédulos diferencial graduados

Sea K un anillo conmutativo con elemento unidad.
Consideramos la categoria de los K-moédulos diferencial graduados (DGK) y en ella
damos las siguientes definiciones:

Definicién 1.1. — Diremos que una sucesiéon de K-médulos DG’ y homomorfismos en-
tre ellos, es propiamente exacta (o exacta en DGK) cuando sean exactas las sucesiones
de K-médulos

M— M —> M~

Z(M’) — Z(M) — Z(M”)
H(M’) — H(M) — H(M”)
(donde Z(M) indica el K-médulo de los ciclos de M).

Definicion 1.2. — Diremos que un K-médulo DG, P, es propiamente proyectivo (o pro-
yectivo en DGK), si P, Z(P), H(P) son proyectivos como médulos.

§ 2. Moédulos sobre un dlgebra

Definicion 2.1.—Una K-dlgebra diferencial graduada es un objeto A de DGK, tal
que A? =0 para g <0, provisto de dos morfismos de mddulos DG

llamados producto y unidad tales que cumplen
1) son de grado cero
2) - (@ =1) =90 Q@ n)
3) 9l ® 1A =9 ¢)
Diremos que el algebra A es conexa si 4 establece un isomorfismo K =~ A’ C A.

(1) DG: abreviatura de diferencial graduados.
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Dadas las algebras DG A;, A, un morfismo f de &lgebras DG, serd un homomorfis-
mo de K-médulos DG tal que

1) grad £ =0.

2) f. Th = 1, i ! .

3) f-9, =@,  (EQf)siendo f: Ay = N2 Vi, m los morfismos producto y unidad
de N (1 = 1 2).

Definicién 2.2. — Si A es una K-algebra DG, llamaremos A-mddulo por la derecha

a un objeto M, de DGK, provisto de un morfismo DG, Pag llamado producto
Pyt MOA —> M

tal que cumple: 1) grad ¢, = 03712)) Py 1®n = IM, 3) ‘PM("PM® 1) = qj\i(lh{@fp)

A la categoria de los A-médulos por la derecha con sus correspondientes morfismos,
la denotaremos DG A y por /A DG denotaremos la aniloga de los A-médulos por la iz-
quierda.

Definicion 2.3. — Sean A objeto de DG A y B de A DG definimos el producto tensor
sobre A, A ® A B, como el objeto de DGK, conticleo del morfismo 9, 1 —1 A ® Py
Definimos ahora el functor extension que a un objeto A de la categona DGK hace
corresponder el objeto A ® /A de la categoria DG A con morfismo de estructura dado

por 1, ® o-

Proposicién 2.4. — Sea A un A-médulo y A @ B un A-médulo extensién; entonces
AQ,(A®B) = AQB.

El isomorfismo viene determinado por ¢ A% 1; la demostracion se realiza viendo
que Ker (q;A® lB)=Im ¢A® 1/\®B_1A® CPV/\®B

Definicion 2.5. — Diremos que una sucesién de A-mddulos es exacta en DG A
(A\-exacta), si la sucesién subyacente de K-médulos DG es propiamente exacta.

Definicion 2.6. — Diremos que P, objeto de DG A, es proyectivo el DG /A (/\-proyec-
tivo) si para cada /\-epimorfismo g: M —> N, todo A-morfismo f: P —> N, puede ele-

varse a un A-morfismo f: P — M tal que f — g . f.

Proposicion 2.7. — Si P es nu K-médulo propiamente proyectivo, entonces P @ A es
un A-moédulo proyectivo en DG A.
Ademas todo A-médulo proyectivo en DG A es sumando directo de uno de este tipo.

Proposicion 2.8. — Dado un A-modulo M, existe un A-mddulo, A-proyectivo, tal que
se aplica en M mediante un epimorfismo en DG A.

La demostracién es constructiva y se basa en la proposicién andloga en DKG apli-
cando luego el functor extension.

A continuacién definimos complejo de A-mddulos, complejo proyectivo y resolucién
proyectiva del modo habitual (Def. 2.9 y Def. 2.10); observando que todo complejo X en
DG A (o ADG) sera bigraduado y dispondremos de dos diferenciales

X = {X”,"} d;: X»? — X»pt! (diferencial interior)
dp: X»? — Xatle (diferencial exterior)

Proposicion 2.11. — Si X —~ M es una resolucién proyectiva de M en DG A; enton-
ces H;(X) — H (M) es una resolucién proyectiva de H (M) como H (A )-médulo.

(H; indica homologia respecto de la diferencial d,).

La demostracién se hace considerando X =Y ® A con Y complejo proyectivo en
DGK.

Lema 2.12. — Sea /\ un algebra DG, sea M objeto de ADG y P objeto de DG A,
/\-proyectivo. Entonces

H(P® M) =H®) Qy ., HM)

=3



EL FUNCTOR TOR Y LA SUCESION ESPECTRAL DE EILENBERG - MOORE

Proposicion 2.13. — Dado B, objeto de DG A, existe una resolucién proyectiva de B
(que llamaremos candnica).

La demostracién consiste en aplicar 2.8 reiteradamente, para construir la resolucién.

Proposicion 2.14. — Dado el diagrama

—> X > .. —>X'1'—>X —>B —0
| £
—= X —> XX . B —> 0

Siendo f: B —> B’ un morfismo de A-médulos; X — B y X’ —> B’ resoluciones
proyectivas de B y B’ respectivamente; entonces

a) existe una aplicacién = {f“} fr : X2 — X" que eleva f. e iy

b) si g: X —> X’ es otra aplicacion que eleva f, existe una homotopia entre f’y é:
La demostracién es clasica en dlgebra homoldgica.

Proposicion 2.15. — Sean A y B A-mddulos por la derecha y por la izquierda respec-
tivamente y X, Y resoluciones /\-proyectivas de A y B. Entonces

H(MDX) ® ,B) = HDX) ® , D(Y)) =H(A ® ,D(Y))

(D (X) nos indica la graduaciéon por grado total).
Basta demostrar que H(M & o D) =HMQ® R B) siendo M A-mddulo proyectivo
de la forma P ® A (con P propiamente proyectivo).

Definicion 2.16. — Con la notacién de 2.15, llamamos Tor i (A, B) al K-médulo gra-
duado
HODX) @ ,B) = HOX) ® , D(Y)) = H(A ®, D(Y)).

Observemos que Torl’/i‘ (A, B) = H?2 (L) siendo L el complejo Lr,a=(X® ® , B)* con
d:Lra — Lr+la,
A continuacién demostramos el caracter functorial de Tor . (A B) (functor de dos o

tres variables segtin tomemos A fijo o no) y como consecuencia de ello que no depende
para nada de las resoluciones de A y B elegidas, es decir que estd, bien definido.

Teorema 2.17. — Sea \A\ un algebra diferencial, A objeto de DG A y B de A DG; en-
tonces existe una sucesion espectral {E,, d,} tal que

1) E. = Tor, (A, B)

2) E, = Tor (H(A), H(B))

La sucesién espectral es la asociada a la filtracién de D (X) ® % B mediante el grado
interno en D (X); siendo X una resolucién proyectiva de A.
Ademas E, tiene caracter functorial.

H(A)

Corolario 2.18. — Sean N\, T" élgebras diferenciales, N objeto de DG A, M objeto de
A DG, A de DGT y B de I DG, y las aplicaciones semilineales h: A —> I'; g: N—JA;
f: M — B; sif, gy h inducen isomorfismos en homologia, entonces

Tor (g, f): Tor 5 (N, M) — Tor I,(A, B)

es un isomorfismo.

Demostracion: Basta ver que Tor (g5 T5): E,— E/ es un isomorfismo.
Denifinimos asimismo un producto

TorA (A, B) ® TorA (A, B) — Tor/\®/\

que cuando A, A, B son algebras conmutativas, y la accién de A sobre A, B viene dada

(A® A,B® B)
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por f;: A — A; f,: A — B entonces Tor A(A, B) es un algebra cuyo producto viene
dado por

Tor , (A, B) @ Tor, (A,B)—> Tor A ., (A® A B ® B) ———> Tor (A, B)

® TOI‘Q((pl, q)z)

§ 3. Comédulos sobre una codlgebra

En este apartado se lleva un desarrollo paralelo al de § 2 pero en la categoria de los
comoédulos sobre una coalgebra, por lo que sélo citaremos las cuestiones més interesan-
tes (a este respecto ver [6] o [18]).

Definicion 3.1. — Una codlgebra A sobre K, es un objeto de DGK tal que A, = 0 para

q < 0; provisto de dos morfismos ¢, ® llamados counidad y coproducto.
et A —>K D:A—>ARA

tales que:

1 6®1,)0=1,=0,Q¢ @

) @@1,)%=(1,Q )

Definicion 3.2. — Un A-comddulo por la derecha serd un objeto A de DGK provisto
de un morfismo de estructura (coproducto)

DA > AR A

tal que

10Oy @) 0 =1

2) @®1,)% =0, ® D) o

A la categoria de los A-comddulos por la derecha la denotaremos DG/A y a la anélo-
ga de los A-comddulos por la izquierda A/DG.

Definicion 3.4. — Sean A objeto de DG/A y B de A/DG, definimos el producto cotensor
sobre A, A [] A B, como el nucleo del morfismo en DGK &, ® 1z — 1, @ ®s.

Mediante desarrollo analogo al de § 2, llegamos a la definicién:

Definicion 3.16. — Sea A objeto de DG/A, B objeto de A/DG y X, Y resoluciones in-

yectivas de A y B respectivamente. Entonces llamamos Cotor2 (A, B) al K-mddulo gra-
duado

H(X []AB) = HX E]AY)=H(A {'_‘]AY)
y demostramos que Cotor es un functor y que no depende para nada de la eleccién de

las resoluciones. A continuacion construimos una filtracién cuya sucesién espectral aso-
ciada cumple

Teorema 3.25. — Si A, H(A), B, H (B) son médulos planos, disponemos de una suce-
sién espectral

Er — Cotor® (A, B) con EZM (A, A, B) = Cotor"{"f{’(H (A), H(B))

§ 4. Caso en que K es un cuerpo conmutativo

Consideramos en el caso de mdédulos sobre un 4lgebra, el caso en que el anillo K es
un campo, y veremos que en este caso podemos calcular los primeros términos de la
filtracién asociada a la sucesién espectral de Eilenberg-Moore,
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Sea {Fr} la filtracién asociada a la sucesién espectral de 2.17, que converge a
Tor A (N, M).

La aplicacién n: K — A induce la aplicacion
v: Torg (N, M) = H (N) @ H(M) —t TorA (N, M)

Proposicion 4.1. — F° Tor /\(N' M) = im y cando K es un cuerpo.

Pero + se hace cero para los elementos de la forma xa @ y — x & ay con x¢ H (N),
y € H(M), ag H(A); luego inducira

V:iHN) Qg ., H@OM) — Tor, (N, M)

Proposicion 4.2. — F° Tor A (N, M) = im 4 cuando K es un cuerpo.

Calcularemos ahora el término siguiente de la filtracion F-! Tor N (N, M). Para ello
introducimos la construccién «bar», mediante la cual obtendremos una resolucién pro-
yectiva de un A-médulo, M. Consideraremos que /\ es algebra conexa y simplemente
conexa

(A2 =K; A =0).

Tras una serie de lemas y proposiciones (ver [14], [18]) construimos dada

o:HN) Q HIMV @ HM) — > HN) @ HM)

Vi e alE s (D) o — sy Va2 @ X—Y @ ax
la aplicacién
T:Ker & — Tory* = (H(N), H (M)

del siguiente modo. Sea v= 3 v; ® a; ® % € Ker & este v nos determina un elemento
de grado —1, w = 3 y; [a;] x; en el complejo X = H (N) ®H(/\) B(H(A), H(M)) for-
mado mediante la construccién «bar» (B (H (A), H(M)); ademas por pertenecer v a

Ker &, w es un ciclo, luego determina una clase ({v) € Tor1* (H(N), H(M)); pues

H(A)
bien, definimos T de modo que T (v) = (w).

Lema 4.9. — T es un epimorfismo de espacios vectoriales.
A partir de T definimos

T+ : Ker ® — F! Tor /\(N' M)
del siguiente modo: Sea v=3 v; ® ai ® x; € Ker @, le asociamos el elemento
z=3Y v, [21 X, —ug F' X (con X = (N ® B (A, M))) donde y; es un representante
en N de la clase y; € H(N) y analogamente 2, ¥ X;, mientras que u es un elemento de

N ® M cuya diferencial du = >} v a ®7{i — T ®_a.l~xx (u existe puesto que esta dife-
rencia ha de ser un borde); luego z es un ciclo y podemos definir la relacién aditiva

T¥: H(N) ® H(A)  H(M) ——— F! TorA (N, M)
2 Vi ® a; ® X — NN (i)
o bien el homomorfismo de espacios vectoriales

T+ : Ker ® — F! Tor ,\(N' M)/F° TorA(N, M) = E;"*

(1) Dada una K-ilgebra A indicamos con A el ideal de los elementos de grado mayor que cero.
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Proposicion 4.10. — Los elementos {T* (v)lv € Ker ®} generan Bt TorA(N, M)
como espacio vectorial (médulo F°).

La demostracién se realiza teniendo en cuenta la construccién de la sucesién espectral
y sus propiedades ([11]) para ver que T# (v) =T (v) _.

II. Aplicacién a la geometria

En el presente trabajo entendemos por espacio topoldgico, un espacio topolégico con
el tipo de homotopia de un CW-complejo numerable con homologia de tipo finito; por
fibrado, un fibrado de Serre; y consideraremos espacios con punto base.

§ 1. La estructura de /A\-médulo en la geometria

Dado el diagrama
E' =~ B"x3 E—>E
) Il
B —>B
£
en el que (E, n, B) es un fibrado y (E” #/, B’), el fibrado inducido sobre B’ mediante

F(E = B x E={(x,5) € B"x E|f(x) = (y)}) vy supongamos que B es simplemente
conexo.

Entonces, dado un espacio topolégico A, le asociamos su correspondiente complejo
simplicial S (A). y a éste el K-médulo DG de las cadenas normalizadas con coeficientes
en K, C, (A) (los vértices en el punto base). Con lo que a un espacio topolégico le
hemos asociado un objeto de DGK.

Frecuentemente llamaremos A, indistintamente, al espacio topolégico y al K-médulo
de las cadenas normalizadas. Definimos

C*(A) = Hom (C_(A), K) y H* (A) = H* (A, K)

C* (A) es una K-édlgebra diferencial graduada conexa, cuyo producto viene dado por el
producto «cups».

«cup»
Q: C*(A) ® C*(A) ——— C*(A)

(Cp ® d9) —rnany CP () da
de modo que

(cp O dq’ (xl: so¥y xp-{»q)) = (Cp: (xh (X7d] xp)) (dq, (xp+ll (LI xp+q))
El morfismo unidad seri el isomorfismo
C°(A) = Hom (C,(A), K) = Hom (K, K) =~ K

Consideremos ahora en el diagrama (1), C* (B) como K-édlgebra entonces C* (B’), C* (E)
seran C* (B)-mdédulos medinate los morfismos
1® £* «Ccup»
gt C*(B)QC*(B) — C*(B)®C*(B) ——> C*(B)
k3

1R~ «cup»
= : C*(E)  C*(B) ————> C*(E) Q C*(E) ———> C*(E)
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Sea
%:C*(B) @ C*(E) —> C*(E) ¢ = cup - («* ® )
y
¢ : C*(B) @ C*(B)® C*(E) — C*(B)® C* (E)
dada por
PERVRV =xFWV)Qy—xQ=* (V)y

Lema 1.1. — La restriccion de ¢ a la imagen de ¢ es el morfismo nulo, por tanto

induce

C*(B') @ C* (E)/Im @ = C* (B) @ 1.y, C* (E) —> C*(E')

Sea ahora P una resolucién proyectiva de C* (B’) como C* (B)-médulo g: P — C*¥(B);
tenemos entonces el diagrama

P ® cu) C* (E)

[ler 2,

C*(B) @ cu5,C* (E) —a——>- CX(ED)

Teorema 12. — La aplicacién ¢ induce un isomorfismo en homologia

g% Tor (C*(B?), C*(E)) — H*(E), siendo K un campo.

C*(B)

Para demostrarlo se construyen dos filtraciones sobre P ®..,, C* (E) y sobre C*(E’),
de modo que § establece un isomorfismo entre las sucesiones asociadas a dichas fil-
traciones. (Para mas detalles, ver [13] 6 [18]).

Lema 1.3. — Dado un A-médulo M y una resolucién A-proyectiva

€
P ——> M, se cumple que H(P) = H(M)

(considerando en P el grado total).

Proposicion 1.4. — Tor ewny (C* (B?), C*(E)) posee una estructura de algebra de modo
que §* es un isomorfismo de Aalgebras.

Teorema 1.5. — Dado el diagrama
E — E
L lx
B —> B

f

donde (E, =, B) es fibrado de Serre, »* la fibracién inducida por f, y B es simplemente
conexo. Entonces existe una sucesién espectral {E,, d,} de &lgebras conmutativas con

1) E = H*(E) 2) E,; = Tor,,, (H* (B, H*(E))

H*(B)

Demostracion: Basta tener en cuenta simultidneamente 1.2.17 y el Teorema 1.2 y las
consideraciones ultimas.

Caso particular de éste cuando B’ se reduce a un punto es:
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T
Teorema 1.6. — Dado el fibrado E —> B, con B simplemente conexo; existe una su-
cesién espectral {E, d.} de algebras conmutativas, tal que

1) B = H*(E) 2) E, = Tor (K, H* (E))

H*(B)

(Donde por F denotamos la fibra).

§ 2. La estructura de A-comédulo en la geometria

En este parrafo, asociamos a espacios topolégicos, las estructuras de comédulo sobre
una coalgebra (Cap. I, § 3), para poder aplicarles la sucesién espectral de Eilenberg-
Moore.

El desarrollo serd paralelo al de § 1 y por tanto sélo sefialaremos los enunciados
méas importantes. (Para los detalles ver [6], [18]).

A un espacio topolégico A le asociaremos la estructura algebraica de su correspon-
diente complejo simplicial, S (A); y a ésta el K-médulo DG de las cadenas normalizadas
en A, con coeficientes en K. Ademas escribiremos frecuentemente A por S(A), y por el
correspondiente K-médulo de las cadenas normalizadas.

Dado un simplex s € A de dimensiéon n, denotaremos s,* (0 < p < a<n), el simplex
de dimensién g — p obtenido de s aplicando p veces el operador cara g, y n— q veces el
operador cara gq;; (g; anula la coordenada i-ésima).

Entonces definimos un coproducto &, mediante la férmula de Alexander-Whitney

d:A —— AQRA

S A 2 Sg? ® Sq"
0<a<n
y una counidad 5:A—>Kmediante{‘€s=0 S}n>0
es=1 sin=0
Hemos pues convertido A en una K-codlgebra, y dado C, objeto de DGK, A ® C po-
demos considerarlo un A-comédulo por la izquierda mediante el coproducto

N e
D AQC’ ® —_— ® ® C.
Tras la construccién de una filtracién perfecta que nos dé origen a la sucesién espec-
tral de Eilenberg-Moore; consideramos el diagrama

g
EE —— E
7’ J, l g
BB —> B
f

en el que B es conexo y simplemente conexo, = es una fibracién de Serre y «” la fibra-
cién inducida por f.

En él damos a E’, B la estructura de coalgebra, como antes hemos indicado, y a
B, E @ C las de B-comédulos mediante los morfismos

P = (fQ 15/) - @; @E®C=(W®15®IC) < (@ ® 1)

Teorema 2.9. — (Eilenberg-Moore). En las anteriores condiciones se cumple que
H(E’; C) = Cotor® (B, E @ C)
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Isomorfismo que viene dado por ¢ = Cotor® (', g ® lc).
Caso particular cuando B’ reduce a un punto es

Teorema 2.10. — Si #: E — B es un fibrado de Serre de fibra F, siendo B conexo y
simplemente conexo; se cumple que

H(F; C) = Cotor® (K, E ® C)

§ 3. El término E _ de la sucesién espectral

En este parrafo se da un contenido geométrico al desarrollo algebraico realizado en
el Cap. I § 4; es decir se estudia el caso en que K es un cuerpo conmutativo y se calcu-
lan los primeros términos de la filtracién asociada a la sucesién espectral.

Para ello se construye, dado el diagrama del Teor. 1.5, la aplicacion (_f —;)*:
H* (B’ x B x E) — H*(B’ x E, E’). (Ver [13]) y se obtiene

Proposicion 3.1. — F° H* (E’) = im {H* (B") ® H*(E) — H*(E)}.
(Consecuencia de la proposicién I1.4.1 y del Teorema 1.2).

Teorema 3.2. — F~! H* (E’) es el conjunto de elementos imagenes por ¥ de algtn ele-

mento de H* (B) ® H*(B) @ H* (E).
Donde W es la relacién aditiva definida por el diagrama

SRR Y
H*(B) ® H’l(B) ® H¥E) ——> H*EE')
i )
H* (B") @ H* (B) @ H*(E) H*(B’xE, E’)

\\ ﬁ-— m*

H* (B’ x B x E)

donde i es la inclusién, ¢ la aplicacién de Kiineth y §, la diferencial de la sucesién exacta
asociada al par (B’ x E, E).

Proposicion 3.3. — Si B’ es un punto y E el espacio de caminos de B, entonces ¥ es
precisamente la suspensién en cohomologia g*.
(Ver detalles en [13] 6 [18]).

III. El functor Tor

§ 1. Algebras de polinomios. Complejos de Koszul

Recordemos que decimos que una K-dlgebra A es conexa cuando ) aplica K isomoér-
ficamente en A’

nIK ——'—>'_ IAOCA

Definicion 1.1. — Decimos que una k-dlgebra graduada /A, es una dlgebra de polino-
mios de generadores X, ..., X, (€ /) de grado par, y la denotaremos K [x, ..., X,], cuando
siendo conmutativa y conexa cumpla:

1) grad x;, para cada i, es par.
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2) A} k-médulo libre para cada j; formando una k-base para A, los monomios
X, Xz e X con

> i grad X =j (i > 0).
k

Por ser A\ conexa, n: K — A’ induce ¢: K [xy, ..., %] — K tal que ¢ ] N =n' ala
aplicacién ¢ le llamaremos auwmento de A.

Definicion 1.2. — Decimos que una K-dlgebra graduada E, es un dlgebra exterior de
generadores e, ..., e, de grado impar, y la denotaremos E = E [e,, ... €,], cuando, siendo
conmutativa y conexa, cumpla:

1) grad e;, impar, para cada i

2) E! K-médulo libre para cada j, formando una k-base para E! los monomios
iy» €1y - € cOn 3 gradey =jy 1l i i ot e

Sobre el algebra exterior E = E [ey, ..., €,] definimos un nuevo grado, al que llamare-
mos grado exterior, del siguiente modo: llamaremos E, = E, [ey, ..., €.] al sub K-mdédulo
generado por los monomios €, €, ... ¢, con 1<ii<i< ..i, < n. Naturalmente EJ
sera el submédulo generado por los €ip) o0 Cip tales que

e

> grad e, = j.

k

Si B es un K-médulo graduado, llamaremos r-ésima suspension de B, al K-médulo
graduado s, (B) definido del modo siguiente:

5. (B) = Bi-r

Con esta definicién, si A = K [xy,...,x.], E = E [e,, ..., €,] siendo grad e; = grad x;—1,
obtenemos la siguiente resolucion libre de K como A-médulo (mediante la aumentacién
¢), llamada resolucién de Koszul.

d(—2) d(-l) g
E=uSE)QA —> siE)@A ———> EQNA =N —> K
donde d“? (&, @ M =1 Q& x A
P

: A
de-» (eil - €5 RN =X (1) €1}« €ij s €y ® x5 A

j=1
(\\ indica omisién). (Ver [8], VIL.2).
Observemos que disponemos de una bigraduacién de modo que
bigrad. ) = (0, grad. })
bigrad. e; = (—1, grad. ¢ + 1) = (—1, grad. x;)
(pues el grado de e; en s, (E), si e;€ E' = e; €5, (E)*! = E! luego es grad. e; + 1)

bigrad. € . &) = (—p, > grad. x,)

k

en la que el grado total equivale al grado primitivo en E.

Los complejos de Koszul admiten generalizacién para algebras que son de polinomios
seglin veremos.

Proposicion 13. — Sea A =KI[X,..,X] vy M un A-médulo por la izquierda;
E = E[e; ... e,] con grad. e, = grad. x;— 1. Entonces

1) Tor A (K, M) es la homologia del complejo bigraduado L definido mediante Lr9 =
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si p>0; Lre=(s_, (E.;) ® M)? si p <0 con operador diferencial d : Lra — Lr+,s
dado por

dl®m) =0 (meM);, d(e@®m)=1Qxm

) A
d (ei1 v € @ m) = 21 (— 1)t €i) we €1y eee €4 ® X;; m
=

es decir Torl’;‘\1 (K, M) = Hra(L)
2) D(L)=E[e,.,e] @ My D(Tor ,(K, M)) = H(E[e,,...e.] @ M).

3) Si M es una K-dlgebra conmutativa y A acttia sobre M mediante un homomor-
fismo de 4lgebras entonces L es K-dlgebra DG y los isomorfismos de 1) y 2) lo son de
algebras.

Demostracion: Es inmediata pues basta considerar la resolucién de Koszul € para
K y la definicién de Tor (2.16). =

Proposicion 1.4. — Sea A=K [X;, ..., X,] ¥ M objeto de A DG. Entonces Tor"\,q (K, M)=0
sip < —n. Ademas si K es Noetheriano y M A-mddulo finitamente generado Tor U (K, M)|

es un K-médulo finitamente generado (donde si A es un K-mdédulo graduado, [A[ denota
el K-médulo no graduado suma directa de los Al).

Demostracion: Basta para la primera parte tomar para K la resolucién de Koszul y
como E,[ey,...,e,] =0 para p>n se sigue que Tor?3(K, M) =0 para p<<—n.

Para la segunda parte, al ser K [x, ..., X,] Noetheriano, podemos construir una reso-
lucién proyectiva de M con A-médulos finitamente generados P! y entonces |[K ® AP‘I
sera finitamente generado, de donde se sigue la tesis. +H

Definiremos ahora los complejos de Koszul para un algebra graduada, conmutativa
y conexa (pero no necesariamente algebra de polinomios). Sea A una K-ilgebra con di-
chas propiedades y aj, ..., a, una sucesiéon de elementos de A; llamaremos A al &lgebra
de polinomios K [Xj, ..., X,] con grad x; = grad a;; y damos a A una estructura de /A-mé-
dulo mediante
@ KI[x), ., X] —> A

X; — Ay 3
Sea E [e,, ..., e.] el dlgebra exterior correspondiente, tal que grad. e; = grad. a,—1.
Entonces
Definicion 1.5. — Llamaremos complejo de Koszul de A respecto de los elementos

a,, ..., 4y, al complejo S E [e;, ..., e.] ® A:

de-2 d-n d
v —>5(E) @ A ———>5(E) @ A A

donde d(1®a)=0; d(e,@a)=1R aa; d (e ey ®a) = > (1) e

0
A
€. @ 3y a.

Los complejos de Koszul tienen pues estructura bigraduada de modo que

grad. a = (0, grad. a)
grad. e;= (—1, grad. a,)
Evidentemente el complejo de Koszul antes definido es un caso particular de éste.

Proposicion 1.6. — La condicidn necesaria y suficiente para que el complejo de Koszul
€y de una K-algebra A, sea aciclico, es que A sea A-mdédulo libre (con A = K [x;, ..., Xa]
antes definido).
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Demostracién: Si el complejo es aciclico, segtin 1.3
Tor-?* (K, A) = H»*(E[e, ..,&] ® A) =0 para p=£0

pero Tor»* (K, A), (p#O) implica que A es A-libre (ver [4] T.6.1., pag. 156).
Reciprocamente si A es A-libre Tor"lf,* (K, A) =0 y por lo mismo el complejo de
Koszul aciclico. -

Corolario 1.7. — El complejo € , €s una resolucién A-libre de A/(ay, ..., a,), siempre que A
sea A-médulo libre.

Demostracion: A, A-médulo libre implica (1.6) € aciclico, luego HP(€) =0, p#O;
H° (€) = ciclos/bordes = A/(ay, ..., a,). 3t

Observemos que la afirmacién de que el complejo de Koszul, definido antes de 1.3,
es una resolucién libre de K es una consecuencia inmediata de esta proposicién, pues

alli A = A y por tanto A-libre.
Supongamos que A = KI[xy,.., %] con grad. X, = par, ¥ g la aplicacién producto

@: A ® A —> A que es sobre.
Lema 1.8. — El ideal generado por x, @1 —1®@ %, .. xa®1—1®@%. en A ® A es

precisamente Ker g.
Vamos a deinir a partir de esto un complejo de Koszul bilatero, €, analogamente a

como lo hemos realizado antes.
Definicion 1.9. — Llamaremos complejo de Koszul bildtero de A @ /\ respecto de la
sucesion X, @ 1 —1 @ Xy, % @ 1 —1 @ X Al complejo

e=AQ Ele,.. el ® /A dado por

d d
w——> AR E)R AN ——>ARSI(E) RN —> AQ A

donde grad. e; = (—1, grad. x;), grad. A = (0, grad. ) y d(A @A) =0, dLA Q@ & ® A)=
=A% @ 1@V —2Q®1Q® x ¥(con &, X € A)-

Ahora bien, segtin 1.6 el complejo €* es aciclico y por tanto suministra una resolucién
de A @ AN/Ker ¢ = /A, es decirr H? (€)=0, p=£0 H° (g?) = ciclos/bordes =
= (A Q N) Ker g = A.

Proposicidn 1.10. — Si M es un A-médulo € @ , M es una resolucién libre de M como
/A\-médulo.

Demostracion: Puesto que €* es A-médulo libre Tor = (62, M) =0 pero esto segun
([18]1, pag. 400) implica que existe una sucesién espectral E, — H (€ ® s M) cuyo se-
gundo término E, = Tor /\(H (€?), M) por tanto E, = TorA (AN, M) = Tor”,*/\ (N, M) =M
es decir EF* = Tor®* (A, M) =0, p=£0; E%* = Tor®* (A, M) = M

A 7 A
pero
Ef*=0= E,=E__

luego en definitiva
HE®, M)=0p£0 B°EQ,M=0
lo que nos dice que £ @, M es una resolucién de M. 3=

Corolario 1.11. — Si M y N son objetos de DG A y A DG respectivamente. Tenemos
Tor (M, N)=HM ® E[e,...,e.] ® N)

donde grad. e; = (—1, grad. x;) y la diferencial d estd definida d(m @ 1 ® n)=0;
dm P ePn=mx; 1 @n—mR 1 Q x,n
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Demostracion: Tor A(M, N)=HM ® , (€ ® . N)=HM ® E [e,...e] @ N). 4t

Anadiremos ahora una proposicién que vamos a necesitar en el préximo parrafo.

Sean A;, /\; k-dlgebras graduadas aumentadas ¢;: A\; — K, &: A; — K. Sea N un
/A1 ® /\; médulo por la izquierda on: AL ® A2 @ N— N.

I
Consideremos la aplicaciéon A\, ——————> A; ® /\.. Entonces N podremos considerarlo
A2 —rrns 1 ® A2
como A,moédulo mediante

L1

A® N LN QN ey

y analogamente Aymoddulo mediante

@1 PN
A QN —>A1 & No® N——> N

que induce estructura de A;médulo sobre K ® I N. Con lo que existe la aplicacién
2

T K, N) —> T. K, K N
N @ ) il Op, N

inducida por 1 @ &: A1 @ A2 —> A: ¥ la proyeccion N —> K ®/\ N aplicacién
2

que en el grado cero, serd el isomorfismo

= ®/\1 ® /\zN K ®/\1 e ®/\z o

Proposicion 1.12. — Sean A,, /\, K-dlgebras graduadas aumentadas y N un A; @ Ar
médulo por la izquierda. Supongamos que /\, es proyectivo y N es Aproyectivo. En-
tonces la aplicacion

K, N) —— T K, K N
Lo Do O ®n N

es un isomorfismo de K-mddulos bigraduados.

§ 2. Sucesiones especiales.

En esta seccién desarrollaremos algunas propiedades de las sucesiones que llamare-
mos especiales, dado el importante papel que éstas juegan en el cilculo del functor Tor.

En esta seccion K sera un cuerpo.
Denotaremos //\ a la categoria de las K-algebras graduadas, conmutativas, conexas
y finitamente generadas, A, tales que Ai =0 si i<0.
Siendo A objeto de /A, A sera el ideal de elementos de grado mayor que cero en A.
Existira el morfismo aumento
g =mn ' sobre A°

g:A—)'K s
e=0 sobre A

Diremos que un A-médulo (A objeto de /A) M, es acotado inferiormente si existe
un numero entero n tal que M! = 0 para i<n.

Lema 2.1. — Sea A objeto de /A y M un A-mdédulo por la izquierda que es acotado
inferiormente. Entonces M =0 si y sélo si K ®x M = 0.
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Corolario 2.2. — Sean M, N A-médulos y f: M — N un A-morfismo entonces f es epi-
morfismo si y sélo si

1®f:K® M—> K ®a N lo es.

Proposicién 2.3. — Sea A objeto de /A y M un A-médulo acotado inferiormente; en-
tonces son equivalentes las siguientes afirmaciones

1) Tor;L* (K, M) = 0; 2) Tor},* (K, M) = 0 para todo j > 1
3) M es A-médulo proyectivo; 4) como A-médulo M = A ®Q (K ®a. M)

Demostracion: Para 1) — 4) (ver [4] VIIL6.1 6 [8] VII 6.2).

4) — 3) — 2) — 1) es evidente.

Definicion 2.1. — Sea A objeto de //\. Una sucesién de elementos aj, ..., a, de A diremos
que es una sucesion especial (E-sucesion), cuando a; no sea divisor de cero en A y a; tam-
poco lo sea en A/(ay, ...,a;_y) para i = 2,..,n. A los ideales generados por sucesiones espe-
ciales les llamaremos ideales de Borel.

(Si la caracteristica de K no es 2 supondremos que los a; son de grado par).

Proposicién 2.5. — Sea A objeto de /A, ¥ a,..,a, elementos de A. Sea el algebra de
polinomios A = K [xy, ..., X,] con grado x; = grad. a;; si damos a A una estructura de
/A-moédulo mediante el morfismo f tal que f(x;) = a;; son equivalentes las siguientes
afirmaciones

1) a;,..,a, es E-sucesion 2) Tor-/‘\.* (K, A) =0

3) Tor‘/’\* (K, A) =0 para todo j > 1

4) A es /\-proyectivo

5) Como A-médulo A = A ® A/(ay ..., a,).

Dewmostracion: 2) & 3) & 4) & 5) se sigue de;, rop. 2.3
5) = 1) pues a, = x; @ 1 no es divisor de cero de A ni a; lo es de A/(ay, ..., a;_;)

1) = 2) se demuestra por induccidon sobre n, para n = 1 se cumple y también suce-
sivamente utilizando la prop. 1.12.

Corolario 2.6. — En las condiciones de la proposicion, son equivalentes las siguientes
afirmaciones
1) ay,..,a, es E-sucesion. 2) A es un A-médulo libre

3) EI complejo de Koszul correspondiente E [ey, ..., e.] @ A es aciclico.

Demostracion: 1)  2) por 2.5; 2) & 3) por 1.6.

Siendo V un espacio vectorial graduado de tipo finito y con V! =0 para i<0, a la
correspondiente serie de Poincaré la denotaremos

P(V) = 3! (dim V') X'
i=0
Lema 2.7. — Sea A objeto de /A y M un A-mdédulo finitamente generado con M = 0,
i< 0. Entonces
P(A). P(K @+ M) > P (M)

(Entendiendo que dos series de potencias P;(X), P,(X) con radio de convergencia
mayor o igual que 1, estdn en la relacién P;(X) < P,(X) cuando para cualquier valor
real positivo a se cumple que P;(a) << P;(a)).

Proposicion 2.8. — Sea T' = K [yy, ..., ¥al ¥ 2@y, ..., @, €lementos de I" tales que el espacio
vectorial | T'/(ay, ..., a;) | es de dimensién finita; entonces r > n.
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Introduciremos ahora, para demostrar otra propiedad de las E-sucesiones un functor
de //\ en la categoria de los anillos locales IL; que a un objeto A de /A, le hace corres-
ponder el anillo local || A ||, cuyo tnico ideal maximal consiste en todos los elementos

con 0-coordenada nula (elementos de A). Dado un elemento a € A denotaremos a al
correspondiente elemento de || A ||, que tendré si grad. a = i, la i-ésima coordenada igual
a a y las demas coordenadas nulas.

Lema 2.9. — Sea A un objeto de /A ¥ a,, ..., a, elementos de A, entonces ||A/(a,, sl an)”

es isomorfo a |]A||/(§;, aaE)

Demostracion: Bastara aplicar a #: A — A/(a;, ..., a,) el functor antes definido y

ver que Ker [I7]] = (as, R
Proposicion 2.10. — Sea a,, ..., a, una sucesién de n elementos de T con I'=K [¥i, ..., Val.
Entonces el espacio vectorial |I‘/(a,, i a,,)] es de dimensién finita si y sélo si aj, ..., a,

forman sucesidon especial.

Corolario 2.11. — Sea N\ =K [%X),..%] ¥y T =K [y, ...Vl £: A =T un homomor-
fismo de algebras. Entonces considerando a ' como A-mdédulo mediante f, si ' es un
/A\-médulo finitamente generado, es un A-moddulo libre.

Diremos que los elementos a;, ..., a, de A objeto de //\ son algebraicamente indepen-
dientes, si es monomorfismo la aplicacién f: K [xy, ..., X,] —> A, dada por f (x;) = a; (don-
de grad. x; = grad. a;).

Lema 2.12. — Si a,, ...,a, es una E-sucesién en A; la subdlgebra generada por aj, ..., a,
sera isomorfa a K [xy, ..., X,1.

Demostracion: A es K [Xy, ..., X,]-libre (2.6) y por tanto la inclusién un monomorfismo.

Damos ahora una serie de lemas conducentes a demostrar que, dado un ideal de
Borel I — A, toda E-sucesién generando I forma un sistema minimal de generadores
y reciprocamente, que todo sistema minimal de generadores de I forma E-sucesion.
(Ver [181).

Lema 2.13. — Sea aj, ..., a, un sistema minimal de generadores para un ideal I — A
(A objeto de /A). Supongamos que a, ..., a, son los elementos de grado minimo, enton-
ces, forman base del espacio vectorial formado por los elementos de grado minimo de I.

Lema 2.14. — Con la notacién anterior, sea J el ideal generado por (a, ..., a,); enton-
ces las clases [a,,], ..., [a;] forman un sistema minimal de generadores del ideal I/J.

Proposicion 2.15. — Si I es un ideal de Borel de A, y aj, ..., a, una E-sucesién que ge-
nera I; entonces aj ...,2, forman un sistema minimal de generadores para I.

Lema 2.16. — Supongamos que V es un subespacio vectorial de A objeto de /A) y que
{a, .., a.} ¥ {b,, 0 b,,} forman dos bases de V. Entonces aj,...,a, es una E-sucesién si
y sélo si lo es by, ..., b,.

Lema 2.17. — La sucesién ay, ...,a, en A es una E-sucesion si ay, ..., a, es E-sucesidon en
A y [ar4], ..., [2:] lo es en A/(ay, ..., a).

Proposicion 2.18. — Supongamos que I es un ideal de Borel en A y que ay, ..., a, €s un
sistema minimal de generadores de I; entonces ai, ..., a, es una E-sucesién en A.

Por tanto de las proposiciones 2.15 y 2.18 deducimos que es equivalente, en ideales de
Borel, hablar de E-sucesién generadora que de sistema minimal de generadores.

Lema 2.19. — Sea I un ideal de A (objeto de /A) ¥y «: I — K ®a I la proyeccién na-
tural. Entonces la condicién necesaria y suficiente para que el conjunto de elementos de
I, a;,..;a, Sea un sistema minimal de generadores es que = (a;),.., = (a,) formen base
del espacio vectorial | K ®a I|.
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Corolario 2.20. — Dado un ideal de Borel I, toda E-sucesién de elementos de I, que
genere I, tendra el mismo numero de elementos.

Lema 2.21. — Si a,, ..., a, forman un sistema minimal de generadores para un ideal I
de K[x, ..., X.]; entonces a, ..., a,, X.., ..., X, fOrman un sistema minimal de generadores
para el ideal por ellos engendrado en K [Xj, ..., Xa].

§ 3. Presentaciones mediante dlgebras de polinomios.

En esta seccién asociaremos a un objeto de //\, A, mediante una presentacién, el 4l-
gebra J (A) que representara un importante papel en el cdlculo de la cohomologia de es-
pacios homogéneos.

K seguira siendo un campo.

Dado A, objeto de //\, llamaremos Q (A) al espacio vectorial de los elementos indes-

componibles de A (Q (A) ='K/XK).

Definicién 3.1. — Una sucesién de objetos y morfismos de /A ..—> A, —nl>- A,
it it
——> A,.; —> ... es coexacta si Ker f, = £,_, (A,.;) - A,.
Observemos que un homomorfismo de algebras f, es sobra (inyectivo) si y sélo si es
f P n f
coexacta la sucesién A B K (K A B).

Definicion 3.2. — Si A es objeto de /A, llamaremos presentacion de A, a una sucesion

coexacta A s i > A K en la que A y I'" son algebras de polinomios y la
aplicacién inducida Q (A) —>= K ®a. Ker f es un isomorfismo de espacios vectoriales
graduados sobre K.

(Observemos que para que A tenga presentacién serd necesario que sus elementos
sean de grado par, si car. K=£2).

Los elementos de Q(T") seran los generadores de A y los de Q (A) los relatores de A.
El isomorfismo lo que nos impide es que en Q(A) haya elementos superfluos; luego
si A =Ky, ...,X:) g(x1),...,8(%,) formardn un sistema minimal de generadores para
(Ker f).

Proposicion 3.3. — Sean A\; — T'; — A — K; A, — I', — A — K dos presenta-
ciones de A, objeto de //A. Entonces se cumple

1) Tor o (X, T;) = Tor Al (K, T";) como algebras bigraduadas
2) para cada i dim Q(A,)!—dim Q(T,)' = dim Q(A,)'. —dim Q (T,).

Con lo que a la K-dlgebra A le asociamos el algebra bigraduada J (A) = Tor &2 (K, ),

ademas A =~ Tor °/,\* (K, T'), luego A — J(A).

Definicion 3.4. — Un objeto A de /A, diremos que es un dlgebra especial (E-dlgebra)
si para toda representacion A — T' — A — K de A, tenemos que I' es /-proyec-
tivo.

Caracterizamos ahora estas algebras
Proposicion 3.5. — Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) A es E-ilgebra.

2) A tiene una presentacion A — I' — A — K tal que I' es un A-médulo pro-
yectivo.

g
3) A tiene una presentacion A —T' — A — K en la que g(x),..., g (x.) for-
man E-sucesion (A = K [x, ..., X,1).
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4) A es isomorfa al cociente de un algebra de polinomios por un ideal de Borel.
5) A =1T(A).

El otro elemento invariante en proposicién 3.3 nos lleva a definir.

Definicion 3.6. — Dada una K-algebra A (de /A) y una presentacién de A: A — ' —>
—~ A — K, llamaremos deficiencia i-ésima de A al numero entero dfi (A) =
= dim Q(A)! — dim Q(T')! y deficencia de A a la suma df A = 3 dfi(A).

Proposicion 3.7. — Sea A, objeto de /A, tal que | A | es espacio vectorial de dimensién
finita. Entonces df A > 0 y df A =0 si y s6lo si A es E — dlgebra.

§ 4. Algunos cdlculos del functor Tor.

En esta seccién calcularemos el functor Tor en los casos en que nos pueda ser util
posteriormente. Especial atencién tendremos con el caso de dlgebra de polinomios, de
gran interés para las aplicaciones.

Proposicion 4.1. — Si I es un ideal de Borel en A, objeto de /A, ¥ aj, ..., 2, un sistema
minimal de generadores para I, entonces

Tor, (A/I, K) = E [uy, ..., u,]
como algebra, donde grad u; = (—1, grad a;).

g
Corolario 4.2. — Dada una E-dlgebra A y una presentacion A ——>T" —{ A — K, con-
siderando A, como I'-mdédulo, tenemos

Tor, (A, K) = E [u,, ..., u,]

con grad u; = (—1, grad a;); siendo A = K[xy,...,X,] ¥ g(x;) = a;.

Proposicion 4.3. — Sea A un algebra y B una subdlgebra de A, en la categoria /A. Sea
C = A//B". Supongamos que A es B-mdédulo libre y sean M y N, objetos de DGC y
ADG respectivamente. Entonces existe una sucesién espectral E. — Tor, (M, N) con

E® 7 = Tore® (M, Tory? (K, N))

Demostracion: (Ver [4], pag. 349).

Sea g: A = K[X,..,X,] — A una aplicacién de algebras; g(x,), ..., g(X.) genera un
ideal I, en A; seleccionamos un sistema minimal de generadores para I y reordenamos
los x; de modo que el sistema minial esté formado por g (xy),..., g (X.), ¥ los elementos
superfluos sean g (Xn41), -+ € (Xmsrc), CON M + r = n; y llamamos

B =KXy Xl e @ = ey e Xl
tendremos que
A= Q Q.
Con este lenguaje podemos enunciar

Teorema 44. — Sea g: /\ —> A una aplicacién de algebras. Entonces
Tor /\(K’ A) =E[vy..,v.] ® Tor (X, A)

donde grad. v; = (—1, grad. x..;).

(1) Nota. Sea 9: B —> A la inclusién, entonces denotamos A//B a A/e (B) . A (Notacién de [4]).
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Demostracion: Segun 13 Tor (K, A) es la homologia del complejo L=E [u, ..., u,] ® A
con grad. u; = grad. x; — 1 y diferencial d(1 ® a)=0; d(u; @ a) =1 ® aa (=1, .5n).
Entonces definimos un segundo complejo L' =E[v;,..,v,] @ A con diferencial
d(l @ a)=0, (a g A), d(v; ® a)=0parai=m+1, .. m+71;, d(vi @ a)=1 Q aa
parai=1, .., m.

Establecemos un homomorfismo § entre L y L’

lRa=1Qa iuR@=vQ Jeat—=a1E s
(U @ D=v; @ by + o + Vo ® by Parai=1,..,r

(siendo a,.; = > ayby;
k=1
by € A; para i =1,..,r). Entonces § establece un isomorfismo

de algebras diferenciales, que en homologia nos inducira el del enunciado.
Con la misma notaciéon tenemos:

Corolario 4.5. — Sea g: A\ —> A una aplicacion de dalgebras con g(AN).A =1 ideal
de Borel en A.
Entonces
Tor /\(K, A) = E[u,..,u] @ A/l

donde grad. u; = (—1, grad. X,.;) (suponiendo la debida ordenacion en los x;).

Demostracion: Basta notar que g (xy),..., g (X,) forman sistema minimal para I, lo
que por 2.18 implica que forman E-sucesién luego A es T'-médulo libre (2.6) y por

tanto
Tor, (X, A) =K Q, A = A/l

Corolario 46. — Sea A\ — I — A — K una sucesién coexacta, en /A, siendo A y T'
algebras de polinomios. Entonces

Tor ,\(K' T')=E[u,.,u] ® J (A)
de modo que dim E-%! = dim Q(A)—dim Q (T")! — dff (A).
Demostracion: Basta aplicar 4.4 al algebra T" siendo g: A —>- I'; entonces
Tor , (K,T) = E [u, ., u] ® Tor,_ (K, I),

pero siendo A¥ — I' — A — K presentacién, luego TorA¢ (K, T') =J(A).
Por otra parte dim E-! = r = dim Q(A) —dim Q(A#) = dim Q(A)— dim Q(T") — df (A)
cumpliéndose ademéas la igualdad en cada grado.

Teorema 4.7. — Supongamos dadas las K-algebras de /A, A, B y C. Con las aplica-
ciones de &lgebras

C £ A——B

siendo 1) g sobre
2) Ker g ideal de Borel. Entonces

Tory (B, C) = E [uy, ..., u.] @ Tor, (K, C):

Demostracién: Sea X, ..., X, una E-sucesién generando Ker g y sea A la subalgebra
de A, A =K [x,,..,X.], por 2.6 A es un A-médulo libre (estructura de A-médulo dada
por la inclusién) entonces segiin 4.3, existe una sucesién espectral E, — Tor, (B, C) con
E; = TorA,l (B, Tor, (K, C)). Pero A//AN=A/Ker g =~ B por 1) luego E,=
= Tory (B, Tor /\(K’ C)) lo que implica que por ser B, B-libre Epr.* =0 p7’=0,

0D
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E%* = Tor A(K, C), pero esto implica E, = E_ y por tanto Tor, (B, C) = Tor . (X, O),
si aplicamos ahora 4.4 obtenemos el enunciado de la proposicién. Donde el grado de las
u; y el significado de ' < A es el dado en 44.

Corolario 4.8. — Dadas las algebras A, B, C y las aplicaciones

£ g
(B A (P 2 S

donde 1) g es sobre
2) Ker g es ideal de Borel en A
3) f(Ker g) genera un ideal de Borel I en C.
entonces Tor, (B, C) = [u,,..,u,] ® C/I.
Demostracion: Basta aplicar en 4.7 el corolario 4.5.

Corolario 4.9. — Dadas las algebras A, B, el algebra de polinomios Q y las aplica-
ciones

g
Q «—+— A —— B

donde 1) g es sobre

2) Ker g es ideal de Borel en A. Entonces
Tor, (B, Q) = E [uy, ..., u,] @ J(Q//A)

(si llamamos I al ideal engendrado por f(Ker g): E ® J (Q/I)).

Demostracion: Basta sefialar que A — Q@ — Q/I —> K es una sucesién coexacta
(siendo A el definido en 4.7) y aplicar sucesivamente 4.7 y 4.6.

Teorema 4.10. — Sean A y B objetos de /A y f: A — B un morfismo de algebras
tal que

1) (Ker f) es ideal de Borel en A

2) (fA).B =17 es ideal de Borel en B
Entonces

Tor, (B, K) = B/J ® Tor,[, (K, K)

donde T' = K [x,, ..., X,], siendo x;, ..., X, un sistema minimal de generadores para (Ker f).

Demostracion: Por ser X, ..., X, sucesién especial A es T'-libre. Si tomamos una E-suce-
sién yy, ..., ¥m generando J, podremos definir A = K [y, ..., ¥.] v por lo mismo B ser4
A-libre. Podemos ahora aplicar 4.3, por lo que existird una sucesién espectral

E, = Tor, (B, K) con E, = Tor X (B, Torr (K, K))

pero como B es Alibre — E,=E _=EY*=B ® A Tor, (K, K) = (B ®/\K) ®
® Tor, (K, K) por ser trival la accién de

/\ sobre Torr (K, K); pero B ®/\K =~ B ®: K = B/J

de donde se sigue el enunciado.
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IV. Aplicaciones

§ 1. Espacios clasificantes. Grupos de Weyl.

En este apartado se recuerdan algunos resultados referentes a homologia de espacios
clasificantes que necesitaremos utilizar mas adelante. (K cuerpo de caracteristica p).

Los demés notables son los siguientes. Sea G un grupo de Lie compacto y H un
subrgrupo cerrado y conexo de G; BG y BH seran los espacios clasificantes de G y H
respectivamente y EG y EH sus espacios universales.

1) H*(G, K) es un 4dlgebra exterior con un sistema de generadores primitivos e, ..., €,
de grado impar. (n = rango de G).

2) H*(BG, K) es un algebra de polinomios K [y, ..., V.l con grad. y; = grad. e; + 1.
(Ver [1] T. 19.1 Pr. 7.2; [2] 1.5, 2.8).

*(H, G)
3) Disponemos del fibrado G/H —~ BH —> BG que nos induce H* (BG) i——~—>-
*

H* (BH) —g—> H* (G/H) donde o* es el homomorfismo clasificante del fibrado
H — G — G/H.
4) o*(H, G) a través de la transgresion viene definida por la inclusién ([1]. Prop. 21.3).
5) Si T es un toro maximal de Gy S lo es de H, con S — T disponemos del dia-
grama (G conexo),

p* (S, T)
H*(BS) w«—-—— H*(BT)
o* (S, H) T T o* (T, G)
p* (H, G)

HE(BH)! Sre=ee = HX(BG)

donde si G, G/T, T, H/S son sin p-torsién p*(T, G) vy P* (S, H) son biunivocos
([1] Prop. 29.1) y la imagen de p* (T, G) es I; ® K (siendo I; los invariantes por el
grupo de Weyl de G); pero 9* (S. T) viene inducida por la inclusién i ([1] 28.1). Luego
para calcular o* (H, G) bastard ver cémo actta i* sobre los generadores de I @ K.

Observacion: Cuando H es subgrupo invariante de G, disponemos ademaés del fibrado
BH — BG — B (G/H).

§ 2. Espacios homogéneos.

En este parrafo veremos la aplicacién de lo realizado a la determinacién de la coho-

i

mologia de espacios homogéneos; K serd un cuerpo F ——>~ E —— B sera un espacio
fibrado de Serre con B simplemente conexo, entonces (Teor. I1.1.6) sabemos que se le
asocia una sucesién espectral (de E.-M.) tal que E. — H* (F; K);

E, = Tor ,,, (K, H*(E)) ademds (I1.3.1) F°H*(F; K) =
= im {i*: H* (E; K) —> H*(F; K)}

i T
Proposicion 2.1. — Sea F —— E —— B una fribracién cuya sucesién espectral de

Eilenberg-Moore, es tal que E;, = E . Entonces es coexacta la sucesién

1%

w* 1
H*(B; K) —> H*(E; K) —> H*(F; K)
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Demostracion: im i* = EY > —IB0* = K &) sretn) LG (S

Proposicién 2.2. — Sea F — E — B una fibracién con F, E conexos, B simplemente
conexo. Sea H* (E; K) un H* (B, K)-médulo proyectivo. Entonces es coexacta la sucesién
K — H*(B; K) — H*(E, K) — H*(F, K) y como H*(B; K)médulo H* (E; K) =
= H*(B; K) ® H*(F;, K).

Demostracion: La hipétesis de médulo proyectivo implica que EF% = 0 para pP=£0,
por tanto E, = E)%* = E%* = B perosimeit— E)* luego H* (F) = im i* luego el fil-
brado es totalmente no homélogo a cero y H*(E) =~ H*(B) ® H* (F) ([12], pag. 472,
[11]). Para ver la primera parte basta considerar tras esto la proposicién anterior.

Estudiaremos ahora el fibrado G/H —~ BH —> BG, siendo G, grupo de Lie compacto
y conexo y H subgrupo cerrado y conexo de G. Supondremos ademéis que H* (BG, K) y
H* (BH; K) algebras de polinomios con generadores de grado par (Ver § 1).

(Notacién: Escribiremos H* (A) por H* (A; K) mientras no se preste a confusién).

Proposicion 2.3. — En estas condiciones, considerando H* (BH) como H* (BG)-médulo
mediante p*; es un médulo finitamente generado.

Demostracidn: Basta considerar el término E, de la sucesién espectral de Serre que
es finitamente generado, junto al hecho de ser H* (BH) noetheriano, lo que induce que
E _ también lo es y por tanto H* (BH).

Teorema 24. — (Borel). Si rango de G es igual a rango de H,
* *

0 o
1) Es coexacta la sucesion K —~ H* (BG) — H* (BH) — H* (G/H) —> K.
2) H*(BH; K) = H*(BG; K) ® H*(G/H), K) como H* (BG)-mdédulo.
Demostracion: Por 2.3 se puede aplicar II1.2.11 y H*(BH) es H* (BG)-libre, basta
ahora aplicar 2.2 al fibrado para obtener la tesis.
Veamos ahora lo que sucede cuando rang G =+ rang H.
Notacién: df (H, G; K) = df (H* (BH; K)//H* (BG; K)).
Daremos a continuacién una serie de lemas que nos llevan a la demostracién del teo-
rema de Baum.
Lema 2.5.—0 < df (H, G; K) < rang G — rang H.

Lema 2.6. — Sea T’ un toro maximal de H. Entonces
Tor‘h**wc;m (K; H*(BH; K)) == 0 si y sélo si Tor‘,’;*(no;m(K; H* (BT, K)) 7& 0

Lema 2.7. — Si i < rang H — rang G; Tor', ne.c, (K, H* (BH; K)) = 0.

Teorema 2.8. — (Baum). Sea G un grupo de Lie compacto y conexo, H un subgrupo
cerrado y conexo de G, con df (H, G; K) < 2. Entonces

1) La graduacién asociada a H* (G/H; K), es isomorfa al 4lgebra TorH*(BG) (K, H*(BH))
2) Es coexacta la sucesiéon H* (BG; K) — H*(BH; K) — H* (G/H; K).
Dewmostracion: Aplicando II1.4.6

Tor 56K, H*(BH)) = E [u,, .., u,] ® J(H* (BH)//H* (BG)),

con r=rang G —rang H — df(H, G) > rang G — rang H — 2. Entonces para
i<—2, J(H*(BH)//H* (BG))\* = 0 segun 2.7, y si consideramos la sucesién espectral
de Eilenberg-Moore asociada al fibrado, los tnicos términos distintos de cero seran
E)q, E, '3, E,~22 (con g par), por tanto todos sus elementos son ciclos para d,, luego
E;, = E _, entonces aplicando II.1.6 obtenemos 1) y aplicando 2.1 obtenemos 2).
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Corolario 2.9. — En las condiciones del teorema, la sucesién espectral de Eilenberg-
Moore asociada al fibrado G/H — BH —> BG es tal que

1) E, = E[u,..,ul] ® J(H*(BH)//H*(BG))
2) Gr(H*(G/H)) = E..

donde r = rang G —rang H —df (H, G).

Demostracion: Basta tener en cuenta II.1.6, 2.8 y el coroloraio IIL.4.6.

§ 3. Casos en que E; =E_,

Los espacios topoldgicos utilizados seran, como siempre, del tipo de homotopia de
un CW-complejo numerable con homologia finitamente generada; K sera un cuerpo.

Estudiaremos el diagrama

F e—— F
| 1
v v
E —> E
o
B —> B,

en el que, como siempre, F — E, —> B, es un fibrado de Serre F — E —- B, el fi-
brado inducido por f; y B, simplemente conexo.

En esta situacién, se cumple:

Teorema 3.1. — (L. Smith). Si
a) m*: H* (B, K) — H*(E,;; K) es sobre
b) I = Ker =n* es ideal de Borel en H* (B,, K)
c¢) f*(I) genera en H* (B, K) un ideal de Borel J.
entonces, la sucesién espectral de Eilenberg-Moore asociada al diagrama es tal que:
1) E,=EI[u,..u] ® H*(B, K)/J
2) La graduacion asociada a H* (E, K), es isomorfa a

Gr (H* (E; K)) = Tory,,, , (H*(E; K), H*(B; K) = E,.

Demostracion: 1) Se sigue directamente de III.4.8 y II.1.5.

Veamos ahora que E, = E .- Los generadores de E».* tienen segtin 1), grado homolé-
gico 0, —1 (pues los elementos u; tienen por grado: grad. u; = (—1, *) y los elementos
de H*(B)/J =K ® ,H*(B) = Torp* (K, H*(B)) tienen por grado (0, *)).

Por lo tanto, como d, aplica:

d: E2* > E2*=0 (p=2>0)
d:E"*—>E'Y*=0 (p=1>0)

y con mayor motivo le sucede a d, con r>2; todos los elementos son ciclos y no hay
bordes luego E, = E; = ... = E_.

Pero segun el Teor. II.15 E, — H*(E, K) y E, = Tor H*(B)(H* (E,;), H*(B)) luego
queda asimismo demostrado 2). 3+ ¢
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Coloralio 3.2. — Sea F — E; — B, un fibrado de Serre con B, simplemente conexo.
Cumpliéndose

a) m*: H* (B, K) — H* (E;; K) sobre

b) Ker =,* ideal de Borel en H* (B,, K).

Entonces la sucesién espectral de Eilenberg-Moore asociada al fibrado es tal que:

1) ES —VE [iay sl

2) Gr(H*(F; K)) = E..

Demostracion: Basta aplicar el teorema anterior al caso en que B es un punto y

por consiguiente E se identifica con F.
(Bastaria asimismo utilizar I1.1.6 en lugar de II.1.5).

Corolario 3.3. — En las hipédtesis de 3.1, tenemos Ker »* = J.

Vamos a estudiar ahora el caso de espacio Riemannianos simétricos. Sea el fibrado
(E, p, B, G/H) y su diagrama clasificante

G/Hi: N GY Y

l |

¥ v

S 1)
> | |

Y £ Y

Bt = GiRG

Siendo G, grupo de Lie compacto y conexo y H subgrupo cerrado de G. Supongamos
que B es un espacio Riemaniano simétrico y compacto. Probaremos que en esta situa-
cién, la sucesién espectral de Eilenberg-Moore asociada, también cumple que E, = Eoo.

Para ello uilizaremos la cohomologia de Rham para variedades modeladas sobre es-
pacios de Hilbert separables (observando que todo espacio Riemanniano simétrico y com-
pacto es una variedad analitica con métrica Riemanniana).

(Para la cohomologia de Rham ver por ejemplo «Introduccién To Differentiable Ma-
nifolds». S. Lang. o «Variétés Differentiables», G. de Rham).

Daremos ahora algunos resultados conocidos en cohomologia de Rham.

Teorema de Hodge. — Si M es una variedad Riemanniana compacta, cada clase de
cohomologia de H* (M, R) contiene una unica forma armonica.

Teorema. — (E. Cartan). Si M es espacio Riemanniano simétrico compacto, las for-
mas armonicas; y el producto de dos formas armonicas serd de nuevo armonica.
Con esto dicho podemos enunciar el teorema.

Teorema 3.4. — (Baum-Smith). En las condiciones dadas para el diagrama (1), existe
un isomorfismo de algebras

H*(E) =~ Tor (H* (B), H* (BH)).

H*(BG)
(Coeficientes en R).

Demostracion: Podemos, en primer lugar, suponer que BH y BG son variedades di-
ferenciables modeladas sobre espacios separables de Hilbert. (Ver [5]); y suponer asi-
mismo que por aproximacién las aplicaciones son diferenciables.

Por II.1.5 sabemos que existe E, — H*(E) = TOr 1y 56y (R* (B), R*(BH)) con
E;, = Torm(m) (H* (B), H* (BH)) (donde R* (A) expresa el algebra de cocadenas de Rham).

Entonces el isomorfismo se establece mediante el morfismo composicién siguiente

— 405 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Tor i, 5, (H* (B), H* (BH))
Tor, (, 1)

Tory, ., (R* (B), H* (BH))
Tor, (1, B)

Torﬂ*(ac) (R*(B), R*(BH))
Tor, (1, 1)

Tor (R*(B), R*(BH))

R*(BG)
donde «: H* (BG) — R*(BG) vy
B8 : H* (BH) —~ R* (BH) a cada generador del algebra de cohomologia (H* (BG) =
= R [Xy, ...,X,]; n = rang G), le hacen corresponder un cociclo representante.

Por otra parte ¢: H* (B) —~ R*(B) a cada clase de cohomologia le hace correspon-
der la uinica forma armoénica contenida en ella. (Teoremas de Hodge y Cartan); y es aqui
donde se necesita la hip6tesis de que B sea espacio simétrico.

Tanto ¢ y B como § inducen isomorfismos en homologia luego las aplicaciones del
diagrama son isomorfismos.

§ 4. Fibraciones sobre espacios simétricos.

Consideraremos espacios fibrados sobre un espacio Riemanniano simétrico y com-
pacto, B, y los diagramas del parrafo anterior

G/ H — G/H

i

E —> BH (1)

Hepey

B —> BG

Donde G es grupo de Lie compacto y conexo y H subgrupo cerrado de G. Entonces

segun 3.4, tenemos que
H* (E, = £3 £
(E, R) OrH*(BG,R) (H*(B, R), H*(BH, R)

Trataremos de estudiar ahora las situaciones en que la cohomologia de E nos seri
conocida, por saber calcular el correspondiente functor Tor, aplicando los calculos des-
arrollados en el Cap. III de este trabajo.

(En este apartado trabajaremos con cohomologia con coeficientes reales y escribire-
mos H* (X) por H* (X, R)).

Consideremos el morfismo de dlgebras de polinomios

o*: H*(BG) — H*(BH)

y sea X, ..., X, un sistema minimal de generadores para Ker p*. Si suponemos que el ideal
(Ker o*) es de Borel, entonces X, ..., X, formaran E-sucesién y la subalgebra de H* (BG),
generada por ellos serd isomorfa a R [xy, ..., X,] (II1.2.12). Consideremos la restriccién de
f* a dicha subalgebra

f*: R [x,, ..., Xx,] —> H*(B)
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f* (x,), .., f* (x,) generan un ideal en H* (B); seleccionamos entre ellos un sistema mini-
mal de generadores f* (x,), ..., f* (x,) (suponiendo reordenadas las variables); R [xy, ..., X.] C
c RI[xy, ..., x,]. En estas condiciones, tenemos:

Teorema 4.1. — Considerando el diagrama. (1) si se cumple

1) que p*(H, G) es sobre
2) que Ker o* es ideal de Borel.

* . I
R ix e (H*(B), R) donde bigrad. u; =

= (—1, grad. x,,;) desde i =1, ...,r; siendo r = n—s.

Demostracion: Hechas las consideraciones que preceden al teorema, basta aplicar
simultaneamente I11.4.7 y 3.4. +H

Corolario 4.2. — En las condiciones de 4.1, si ademdas se cumple que f* (Ker 0*) gene-
ra un ideal de Borel en H* (B), J. Entonces

H*(E) = E[u,..,u] ® H*(B)/J
Demostracion: Basta aplicar al teorema anterior III.4.5. j;i:
Proposicion 4.3. — Si rang. G = rang. H siendo o* sobre, se cumple que
H*(E) = H*(B)

Demostracion: rang. G = rang. H segiin un teorema de Borel. (Ver [1] 26.1) implica
que 9* es inyectiva iuego Ker P* sera el ideal cero y asimismo f* (Ker p*), luego pode-
mos aplicar 42 con J =0 y r = n. =

Consideremos ahora el morfismo

f*: H* (BG) — H*(B)

y tomemos un sistema minimal de generadores para Ker f*, que supondremos ideal de

Borel, v, ..., Yu- Sea R [y, ..., V] la subdlgebra generada por ellos (III,2.12), consideramos
la restriccién de o* a dicha subdlgebra

it Rl 25 Vel = HEE (BHD)

y seleccionamos entre los p* (y;) un sistema minimal de generadores del ideal generado
por ellos:

o (¥1), o 0* (¥0)-
(suponemos reordenadas las variables). Teniendo en cuenta todo esto, podemos enunciar:
Teorema 4.4. — En las condiciones del diagrama (1), si se cumple
1) f*: H* (BG) —> H*(B) es sobre.
2) Ker f* ideal de Borel en H* (BG)
entonces H*(E) =~ E [u,, .., u,] ® Tor ] (R, H* (BH)).

R [y, ..,
Donde bigrad. u; = (—1, grad. y..;) (@ =1,..,q) con g =m—t.
Demostracion: Basta aplicar simultdneamente II1.4.7 y 3.4. +H

Corolario 4.5. — En las condiciones de 4.4 si ademas p* (Ker f*) genera un ideal de
Borel en H* (BH), I. Entonces

H*(E) = E[u,..u] ® H*(BH)/I
Demostracion. — Basta aplicar a 4.4, II1.4.5.
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4.6.— Observemos que los célculos realizados en § 2 sobre Tor,, .. (R, H*(BH));
podrin aplicarse a Tor Ry o (R, H* (BH)) en el teorema 44.
13 eo2) Jt

Observemos asimismo que el corolario 4.2 se cumple sin necesidad de exigir que B
sea espacio simétrico, pues estd en las condiciones de 3.1 y entonces E, = E _ (luego no
hace falta aplicar 3.4).

Y se cumple, considerando el diagrama (1) simplemente como de espacios topolégicos,
tomando coeficientes en un cuerpo cualquiera K.

Estudiemos ahora el caso de un fibrado principal sobre un espacio Riemanniano
simétrico y compacto B, a través de su diagrama clasificante. Donde G es un grupo
de Lie compacto y conexo. (K = R).

o
N T

Mée—— m<— 0
J
<0

2)
e
f
—> BG
como sabemos, si rang G = n, H* (BG) = R [x,, ..., X.]1.

f*: H* (BG) — H*(B)

Los f*(x,) ..., f*(x,) generan un ideal en H* (B), seleccionamos entre los f*(x,) un
sistema minimal de generadores, y reordenamos los subindices de modo que éstos sean
£ (x1), ey £ (50)-

Teorema 4.7. — En estas condiciones se cumple que

H* (E) = E [uy, ..., u.] ® TOI'R Xkl

donde bigrad. u; = (—1, grad. x,,;), (=1, .., r) r=n—s.

(H*(B), R)

Demostracion: g*: H* (BG) — H*(EG) = R, luego g* cumple las condiciones de

11147, Ker g* — H*(BG) = (xy, ..., X,) que es evidentemente de Borel. Por tanto basta
aplicar 3.4 en el caso en que H = {e} para obtener la tesis.

Corolario 4.8. — Si se cumple en (2) que f* (H* (BG)) es ideal de Borel I. Entonces
H*(E) = E [y, ..., u.] @ H* (B)/I = E [, .., u.] Q H* (B)//f* (1)

Demostracion: Basta aplicar al teorema anterior III.4.5.

((1) denotamos por H* (B)//f* a H*(B) /(f* H* (BG)). H* (B), notacién de [4]).

Sea ahora f*: H* (BG) — H* (B). Supongamos que Ker f* es ideal de Borel, y selec-
cionamos un sistemia minimal de generadores de (Ker f*), v, .., ¥a; R I[¥y, ..., ¥m] sera
la subalgebra de H* (BG) generada por ellos (es subdlgebra por el lema III.2.12).

Teorema 4.9. — En las condiciones del diagrama (2), si se cumple
1) f* es sobre
2) Ker f* es ideal de Borel
entonces H*(E) =~ E [u,,...,u,] donde bigrad. u; = (— 1, grad y,).

Demostracion: Puesto que g* (Ker f*) = 0 podemos aplicar el corolario 4.5.

Observemos que 4.8 se cumple también cuando B no es un espacio simétrico pues
bastara aplicar el teorema 3.1, en cuyas condiciones estd, en lugar del 3.4 que exige que
B sea simétrico.

— 408 —




EL FUNCTOR TOR Y LA SUCESION ESPECTRAL DE EILENBERG - MOORE
Luego podremos aplicarlos al caso de un espacio M localmente simétrico, algunos
de cuyos fibrados principales tienen verdadero interés.

Ejemplo. Consideremos el espacio simétrico B = SU (2n)/SO (2n) con n impar. Va-
mos a considerar un fibrado sobre B de fibra G/H con G = U (2k), H = Sp (k) con n < 2k,
como en el diagrama (1).

Comenzaremos calculando la cohomologia de B utilizando las técnicas de § 2.

P* (SO (2n), SU (2n)) : H* (BSU (2n)) — H* (BSO (2n))
R [Xy, X5, o0y Xsn] —> R [Y4, Yo, o) Yancss Yzal

con
p* (Xa) = yu Para i =1,..,n—1, o* (x,) =52

0¥ (X442) =0 para i =1,..,n—1 (ver por ejemplo Sem. Cartan 59-60 exp. 17), donde los
subindices nos expresan el grado de cada elemento. Como la imagen es ideal de Borel
H* (BSO (2n)//H* (BSU (2n)) es E-algebra y tiene deficiencia cero (III1.3.7), luego

J (H* (BSO (2n)//H* (BSU (2n)) = R [y%:.1/(3’)2)-
Luego segtin (II1.4.6)

H* (B) = E [Vs, Vs, .., Via_3] @ R [¥21/(32)-
Ahora consideremos la aplicacién P* (H, G) con H = Sp (k), G = U (2k),
o* (H, G): H* (BU (2k)) — H* (BSp (k))
RI[X:, Xy, oo Xl —>  RO[1Z4, 7500 Zag ]
dada por
i) =2z; (i=1,..,Kk);o*(xs2) =0 (E=1,..,k)

Luego p* (H, G) es sobre y Ker p* = (X3, X, ..., Xsx_») €s ideal de Borel y estamos en las
condiciones de 4.1. Bastaria ahora determinar f* en cada fibrado para tener perfectamen-
te determinada la cohomologia de E.

Supongamos que f* venga definida sobre R [x,, X ..., Xu-2] del siguiente modo:
* (X) = V'
y los demds generadores a cero (lo que es posible pues n es impar y n< 2k, lo que
implica que X,, esté entre los x,_,). Entonces aplicando 4.1 obtenemos

H* (E) = E [uy, U5, ..., Upa_s, Unmys jeess Uy ;1@ Tor (H*(B), R)

R [x,,]
pero este functor Tor es la homologia del complejo

d d
81 (E; [130-,]) ® H*(B) H* (B) 0
con d(b) =0 para bg H* (B)
d(Un-1 ® b) =y0ub (=0 si b € (y.n) en H*(B))
por tanto

Tor®% * (H* (B), R) = H* (B)/(Y'z) = E [Vs, Vs, ..., Via_s]
R [x:.]

Tor_lli EX ](H* (B),R)=(un1 @ Yu) ® El[vs, .., Vin 3] =
= E,; [Wi 4] ® E [vs, ..., Vin_3]
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en definitiva tenemos que
H*(E) = E [uy, Us, «.. Uza—s, Uzn435 ooey Wak-3, Vs, ooe Van_3, Win_1]

vy hemos calculado la cohomologia del supuesto fibrado E.

§ 5. Otros ejemplos.

Veamos ahora algunas aplicaciones, en el caso que B no sea espacio simétrico.

Segiin hemos sefialado en el parrafo anterior, en los corolarios 4.2 y 4.8 no es necesa-
ria la hipoétesis de espacio simétrico. Supongamos que es un espacio localmente simé-
trico M; los diagramas (1) y (2) de § 4, se convierten

G/H — G/H

| |
v y

E —> BH

| |

| !

Y N/
M —> BG
f

He—@

l

2<—mH<——7 @

e

—> BG
f

al primero le podremos aplicar T.3.1 y al segundo, la siguiente proposicion.

Proposicion 5.1. — Si en el segundo diagrama, f* (H* (BG)) es ideal de Borel I, en
H* (M). Entonces

Gr (H*) (E)) = E[u, .., u] @ H* (M)/I

con grad. u; = (—1, grad. x.,;); r = n—s. Siendo s el nimero de elementos de un sis-
tema minimal de generadores de I.
(Coeficientes en un campo K).

Demostracion: Basta aplicar 3.1 pues g* es sobre y su niicleo es H* (BG) que es ideal
de Borel. =

Ahora bien esto tiene interés en las variedades localmente simétricas puesto que en
ellas disponemos del siguiente diagrama

G
i
X = G/K '\ G
\ C
N et
M

donde X es el recubrimiento universal de M, y es espacio simétrico simplemente conexo
v m, m son fibrados principalmente de fibra el subgrupo de Lie de G, K; siendo I‘\G
espacio compacto. (Ver Matsushima: On betti numbers of compact, locally symmetric...
Osaka Math. J. 14, 1962, Matsushima and Murakami On certain cohomolgy groups... Osaka
Math. J. 2. 1965, otros trabajos de estos dos autores, que seria prolijo enumerar, y por
ejemplo Borel Compact Clifford-Klein forms of... Topology Vol. 2, num. 2, 1963).

Las técnicas por nosotros desarrolladas aplicadas al fibrado

K—>T\G—>M
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ponen en relacién las cohomologias de M y I‘\G, lo que esta en la direccion de los tra-
bajos precitados.

FIBRADOS CON FIBRA UNA VARIEDAD DE STIEFEL

Terminaremos este trabajo dando una aplicacién al caso en que las fibras sean varie-
dades de Stiefel. Sea el diagrama de espacios topoldgicos (en el sentido de este trabajo)
y K un cuerpo cualquiera

En este diagrama si £ = (E, p, B) es totalmente no homdlogo a cero se cumplen
las hipdtesis del teorema de Smith (ver [8] ejemplo 3)) v

Gr (H* (E)) = E; = Tor 13 6000, ) (H* (B, K), H* (BSO (n— 1), K))

el célculo de Tor podra realizarse aplicando el teorema III.4.7 y los corolarios y propo-
siciones subsiguientes.

Existen cuatro casos posibles en cuanto a las paridades de n y n—r. Siempre que
n—r es impar la aplicaciéon p* es sobre y (Ker 9*) es ideal de Borel, por lo que en ese
caso se puede aplicar el teorema 4.1 (con coeficientes en un campo cualquiera). Sin
embargo cuando n—r es par, aparece un generador de grado n—r:y, . en
H* (BSO (n —r1)), cuyo cuadrado es imagen de un generador de H* (BSO (n)), por lo que
p* no es sobre y no se puede aplicar el Teor. 4.1; en este caso solamente si f* es sobre
y Ker f* ideal de Borel podrian aplicarse los teroemas de § 4.
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METODOS ANALITICOS DE RESOLUCION DEL PROBLEMA
DE CALCULO DE ORBITAS DE SATELITES ARTIFICIALES*

POR
R. Cip

Departamento de Fisica de la Tierra y del Cosmos.
Universidad de Zaragoza (Espaiia)

Abstract

The motion of an artificial satellite in the gravitatory field of the Earth is considered.
A revision of different resolution methods on this problem is made. Special references
to different intermediate orbits are given (Sterne, Garfinkel, Aksnes, Vinti) and also
to the perturbation methods in canonical (Von Zeipel, Hori, Deprit) or non canonical
form (Kamel, Calvo, etc.) employed in the resolution of this problem.

Introduccién

Un satélite artificial que se mueve alrededor de la Tierra, estd sometido a fuerzas
que provienen de la atraccidn terrestre, la atraccién luni-solar, el roce con la atmdsfera
terrestre, la presiéon de la radiacidén solar, efectos electromagnéticos, choques con meteo-
ritos, etc.

En condiciones ordinarias la fuerza perturbadora mas importante se origina por la
forma esferoidal de nuestro planeta, por lo cual es frecuente estudiar el problema de
movimiento de un satélite artificial bajo la accién exclusiva de la atraccién terrestre,
como haremos en este articulo.

Consideremos, pues, un sistema de ejes ecuatoriales con origen O en el centro de
gravedad de la Tierra, y sean R, el radio. ecuatorial terrestre, M la masa total de la
Tierra, G la constante de gravitacién y y, una constante dada por la expresién w=GM.

Entonces, para un satélite P (x;, x,, x;), cuyas coordenadas polares esféricas son: Su ra-

dio vector r, su declinaciéon o latitud @ y su ascensién recta o longitud ), el potencial V'
creado por la Tierra sobre P, viene definido por la férmula

‘L (--) Rl n o n Ra n
[ i [1_2 —-) J,P,(sen®) + 3 3 —-] Jox Py (sen @) cosk(x——x"k)] (1.1)

r r n=2 k=t \ 7

n=2

donde J,, 1., se denominan armonicos zonales y tesserales, respectivamente, y son cons-
tantes, al igual que los argumentos ).

® Este trabajo ha sido presentado en las Primiras Jornadas Matemdticas Luso-Espafiolas, cele-
bradas en Lisboa en abril de 1972.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Como se sabe, P, (z) es un polinomio de Legendre de grado n, y P, (z) un polinomio
asociado de grado n y orden k, cuyas expresiones respectivas, son

dar 1 e n\ 2n—2q)! j%n para w par
Pz) = == > (—1) —7%m —
2"n! dz* LSS 2R qg) (n—2q)! Hn (n—1) n impar
d*[P, (2)]
Pri)i= 1 =) —————
dz*
De acuerdo con esto, si ponemos
|
et (12)
7

r n=2 \ T s AN

P oo R‘ n o n }Q= "
R = — [— > —-) J.P,(sen @) + > > (——-] Jo Py (sen @) cos k(x—m)] (1.3)

las ecuaciones fundamentales del movimiento, son

dx 9+ R)

(@i="15321%3) (1.4)

Il

dr? 0 x;
Finalmente, introduciendo la funcién H (x,, %, %3, X;, X5, X3)

H=1(X+X?+X3)—U—R (1.5)

1
donde X; = :-Ci, las ecuaciones (1.4) adoptan la forma canodnica
dx; oH dX; oH

i . (i=1,23 1.6
dt 0 X; dt 0o x; ) ()

Varias observaciones deben hacerse:

a) El coeficiente J,, es del orden de 10-°, en tanto que los restantes armoénicos son
del orden 10-% o inferior, lo que permite considerar el hamiltoniano H desarrollable en
funcién potencial de un pequefio parametro g (= J,), es decir

H=H® ¢ HY 4 2H®  _,
De esta forma, puede hablarse de perturbaciones de primer orden, segundo orden, etc.,
en consonancia con los términos que se consideran en el hamiltoniano.
b) Definida una transformacién canémica (x;, X;) — (x/, X;/), por medio de una

funcién generatriz S = S (X/, x;, t) en la forma

oS eS
X — K ilr— (det Sy ..=£0) (1.8)
5 0 X : 9 Xy : kl#

los hamiltonianos H y H*, en ambas variables, estdn relacionadas por la igualdad

oS
H* (X, %/, t) = H(Xy, %, 1) + = (1.9)
t
o bien
oS °S
H* = H , X, b | + —— (1.10)
o X ot
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Entonces, utilizando una funcién S adecuada, podremos conseguir que el nuevo ha-
miltoniano H* sea lo maéas sencillo posible, lo que permite formular una equivalencia
entre la resoluciéon de las ecuaciones canénicas del movimiento y una ecuaciéon en deri-
vadas parciales (método de Jacobi).

Supongamos, por ejemplo, que se puede descomponer el hamiltoniano H en la forma
Hi= HRI(X, e,0) - HEN (X t) (1.11)
y que conocemos una funcién S que verifica cualquiera de las relaciones

oS °S J o
HEE XL e =
3 % 9t | F(Xy)

En este caso, el nuevo hamiltoniano sera

o oS
H* = { S + H™® T Xy t] (1.12)
¥ 5%

y el problema habrid quedado reducido a la integracién del nuevo sistema.

c) Entre los sistemas de variables candnicas que han sido mas utilizados en. el pro-
blema del satélite, citaremos los siguientes:

I. Las coordenadas cartesianas y las componentes de la velocidad empleadas en los
desarrollos anteriores, cuyo hamiltoniano ha sido definido en (1.5).

II. Las coordenadas polares (r, ®, 1) ¥ sus momentos conjugados
Xi=r1 X, =rd X, = 12}, cos? d (1.13)

para los cuales el hamiltoniano viene dado en la forma

1 1
H=% X+ —X2 4 ———X| —U—R (1.14)
7= 72 cos® @

III. Las variables canénicas de Delaunay (L, G, H, I, g, h), solamente validas en el
caso eliptico, definidas por

X;=L=\/pa X, =G =L\/J1—¢ X;=H =Gcos I

(1.15)
x; = | = anom. media X, = g = argum. perigeo Xx; = h = ang. nodo

donde a (= semieje mayor), e (= excentricidad) e I (= inclinacién), son tres elementos
orbitales. En este caso, el hamiltoniano sera

; TRy 2
ao A ) R e (1.16)
r r 2a ;

IV. Representando por f la anomalia verdadera, las variables candnicas de Hill, son

X, =r X,=G X;=H
(1.17)
X =t X8 i X3=nh
y el hamiltoniano correspondiente
: ; m - X7 "
H=11rP+7rf) ————R=1|X?+ ————R (1.18)
& r 3 x? X
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2. Métodos basados en una dSrbita intermedia distinta
de la kepleriana i

Los principales métodos que utilizan como 6rbita intermedia una solucién mas ge- 1
neral que la kepleriana, son debidos a Sterne (1958), Garfinkel (1959, 1964), Aksnes (1965) |
y Vinti (1963).

Consideremos el potencial V, definido por (1.1), dividido en dos partes: La primera
V,, que incluye los términos de J,,

(" 2

I, 1
Vi=——— |1———P;(sen®) | = ———|1 +
r r r

|
1—3 sen’tp)] (2.1) ;

y la segunda V,, que contiene los de los restantes armonicos. |
Sterne demuestra que, si el potencial es de la forma |

wo [ I, 3 37,

Vo= ——— [l+ 1———sen21)—~ (senzcl)-—é.senzl)] 2.2)
r 27 2 2rp

con p (= parametro), I (= inclinacién) constante, la ecuacién correspondiente de Hamil-

ton-Jacobi es separable. Y una vez efectuada su integracidon, en la que intervienen inte-

grales elipticas, el problema queda reducido al estudio de un sistema dindmico con el

potencial residual o de perturbacion Vj, del tipo

VA
Ve iy —— | Gsen’I—sen’®) + V,
257> 7 D

Por otra parte, Garfinkel ha probado que el potencial

u [ ¢, (sen’ ® —¢,) Cs Cy
Vo —— +3phy | ———— 4+ — ¢
r L 272 r 7

donde ¢, ¢, c;, c;, son constantes, es el mas general que verifica las siguientes propie-
dades:

1. La ecuacién correspondiente de Hamilton-Jacobi es separable.

2. La solucién se puede expresar por medio de funciones elipticas.
3. Dicho potencial se aproxima al del problema considerado.

En este caso, el potencial de perturbacién Vi sera

VR=—

+ 3¢ +

+
r r 2P, r

p,]z [P‘g(sen ®) 3¢ (sen*®—cy) 3¢,

] +V,
lo que supone una ligera complicacién incluso en la obtencién de una teoria de primer
orden. Naturalmente, la dificultad aumenta extraordinariamente al intentar construir
una teoria de segundo orden y el problema ya resulta inabordable al pretender llegar
a 6rdenes superiores. |

Aksnes modifica el esquema de célculo, eligiendo un potencial intermedio

| J.c
‘/o =__L aE _Lz_l.Pz(sen(p)
r r

en el que ¢, se considera como una variable dindmica.
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El potencial V;, serd entonces

I

[N 1
Vi = P, (sen @) ————cx} +V;

r

y el coeficiente variable ¢, se determina por la condicién de que la parte secular de
Vi—V, sea nula. Asi, por ser el promedio de 1/r, a lo largo de una revolucién, igual a
1/p, se elige ¢; = 1/p, al igual que en los métodos de Sterne y Garfinkel, si bien ahora
se considera ¢; como una funcién del pardmetro p. Esta eleccién tiene la ventaja de
conservar el potencial V; en una forma simple, lo que ha permitido a Aksnes construir
una teoria de segundo orden,

Garfinkel y Aksnes (1970) han hecho un estudio critico comparativo de los métodos
mencionados, que resumen en el siguiente cuadro:

Autor ¢ c, (& Cy N, N, | N| m/| m
1
Sterne . .. .| 1/p | 3sen?*I o — ——PycosI)| 4 8| 12| 1 1
6
P,(cosI) (1 —e»)!/?
Garfinkel . .| 1/p | cos*I o 2 87| S0 20 R
2p?
Aksnes ... .| 1/p 1/3 o o 3 5 L | w2

N, = numero de integrales elipticas que entran en el algoritmo.
N, = nimero de argumentos independientes en el hamiltoniano.
N = N; + N, = medida de la complejidad total del método.

m’ = orden de las perturbaciones seculares incorporadas.

m = orden de la teoria completa que existe.

Veamos finalmente el proceso seguido por Vinti. Este autor comienza definiendo el
hamiltoniano H en un sistema de coordenadas esferoidales (p, n, A) tales que

rcos @ et = \/(g* + &) (1 —yP) eir rsen®d = pn

donde ¢ es una constante a determinar.

En este sistema, las superficies ) = const., son planos que contienen el eje polar,
las superficies p = const,, elipsoides achatados de revolucién y las superficies 5 = const.,
hiperboloides alabeados de revolucién.

Suponiendo que el potencial intermedio Vo(p, m) es de simetria axial, el hamiltonia-
no independiente del tiempo se expresa en la forma

H=%[ 120 1

p!+ DA+ 0y’ | + Vol(p, n) = const.
T e e :

Introduciendo una nueva variable E = P/C' Vinti demuestra que la ecuacién anterior
es separable, si y sélo si V, es de la forma

f(&) + gn)

O e
Bty

Ademas, si se imponen las condiciones de que V, satisfaga la ecuacién de Laplace

V? V, =0, y no sea singular sobre el eje polar, se tiene

PZ+CZ

pZ A CZ _nz

boE—bim 7 .
Vo=————=boRe(E +in)"' + bIm(E + in)?
Echins
donde b,, b; son constantes a determinar.
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Ahora bien, de las igualdades

oz 7 Ziriet r r
(& iimr e gt L B e R g (T L senp o
c c (e c ck c

se deduce

r ic c
E+ in)=—|1+2—send +
c ; 1

7
y por tanto, para [c/r| <1, se tiene la serie absolutamente convergente

c 1ich\it
(St > (———] P, (sen @)

¥ a=0 r
y finalmente

by c o c \ bic c 2
Vo = [1 + > (=1 (—J P,, (sen @)] +— > (=1 (———) Fy,.1 (sen @)
’ :

r ¥ n=o 1

n=1

Escogiendo las constantes b,; b,, ¢, mediante las condiciones

boC’=—u=O, CZ=R,2]2 blczz—uReJ‘
resulta
p oo Rz n
Vo=———I11=—3 |—| J./P,(sen ®)
r n=1 r
donde
Jie=J1 =10 J,2k+l=(_l)k]l Jy =0
]z' = ]2 Jlu = (—1)k+1 ]2k

En resumen, el potencial intermedio V, nos queda reducido al desarrollo

m [ ) (R, 2k
Vo=——|1=3 (1) —‘J ]szZk(Sen(I—’)]

r k=1 r

y la ecuacion de Hamilton-Jacobi correspondiente a este potencial es separable, pudiendo
integrarse por medio de integrales elipticas de primera, segunda y tercera clase.
El proceso concluird con la integracién correspondiente al potencial

r

RIS Re\
V—Vi=—— [[—") J; P; (sen @) + (_;_) (J; + I?) P, (sen @) + ... ]

3. Meétodos que utilizan las ecuaciones en forma canénica

Los métodos mas importanies que utilizan la forma candnica de las ecuaciones del
movimiento, son los de von Zeipel (1916-17), Gen Ichiro Hori (1966) y Deprit (1969).

Método de von Zeipel. — Consideremos un sistema canénico del tipo (1.6), en el que
su hamiltoniano H (X,, x;) no contiene el tiempo explicitamente y es de la forma (1.7).
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Entonces, definida una transformacién canédnica (X x;) — (X/, x/) por medio de
una funcién generatriz

S(X'px) =X X/ % +8 SV (XY, %) + &SP (X, %) + - (3.1)
tal que
oS
X, = =X/ S 28S@ 4 ...
k B k+8$k+£ 1k+
3.2)
oS
g - (1) 2 g(2)
Mooy = S5, te St

se tendrd un nuevo hamiltoniano H* (X,/, x./), que supondremos desarrollable en serie
H* = H*® 4 ¢ H¥D 4 2 H*2) 4 | (3.3)

Ahora bien, por existir la integral H = const., tendremos

H* (X, %) = H(X;, %) (3.4)
y desarrollando ambos miembros en el entorno del punto (X,’, x.), e identificando los
términos de 6rdenes ¢°, &', ¢, ..., se llega a las siguientes igualdades:
orden 0: H® = H*©
. (1) (0) (1) s *(1) *(0) (1)
orden 1: HEC ST X,kS e H* g o ka S""k
2) COREN) 0 Q@) (0 1) Q) (3)
. 1 f—:
orden 2: H® 4 sz,k SI}: + > Hx,kSmk +3i> Hx,kx,js‘ck SIj =

— *(2) *(1) S(1) *(0) Q(2) 1 #(0) (1) (1)
= H* ¢+ ST SO JHW S 1 § T HW SO S0

k TTj X

Cid y Lahulla (1970), han demostrado que estas ecuaciones (3.5) pueden ser reduci-
das a la forma invariante
H© — f*©)

[H©®, W] = H*D _ (3.6)

1
[HO, W] = H*® —H® — [HDY, W] —— [[H®, w®1, W
2

donde el simbolo [ ] representa un paréntesis de Poisson y las funciones

1
WO — Sm ! WO = 8§ —_ 185w S
D

k T

son a su vez invariantes, segiin fue probado por Cid, Calvo y Correas (1971) en un tra-
bajo inédito.

Escritas las ecuaciones del método de von Zeipel en la forma (3.6) cualquiera de ellas
es del tipo

[H®, W™] = H*W — Ht — P (3.7

donde P, es calculable por las anteriores, y el proceso de von Zeipel consistira en ir
calculando las funciones H*©®, H*M» H*@ WD W?, . a partir de las ecuaciones (3.6),
de manera que ninguna de las funciones H*®), contenga una cierta variable x,, cuya eli-
minacién se persigue.
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Esto supone, al menos, que H® no contenga x,, por lo cual la primera ecuacién (3.6)
se verificara idénticamente. Para cualquiera de las restantes ecuaciones, se efectuara una
descomposicion

H® = H™ 4 H™ P(rm) — P 4 pm
y las ecuaciones

H*(u) = H‘{n) L P,‘") [H(ﬂ),W(n)] AL HP{n) + PP(n) =0

servira para calcular H*™ en la primera y W™ en la segunda por integracion.
Este proceso deberd repetirse tantas veces como sea necesario, hasta llegar a un ha-
miltoniano H* que sélo contenga las variables X,. Finalmente, el sistema

dx;, o H* (X,) dX,
= = M (X)) =0
dt 0 X, dt

es facilmente integrable en la forma
X, = const. X, =t M(X;) + x° (3.8)

El método ha sido aplicado por Brouwer (1959) para obtener una teoria de primer
orden y por Kozai (1962) a una teoria de segundo orden, utilizando las variables de
Delaunay, cuyo hamiltoniano (1.16) es del tipo

H=—y/2I’—R(L, G, H, I, g,—)

La eliminacidn sucesiva de las variables [ y g, proporciona las perturbaciones de corto
y largo periodo, respectivamente, en tanto que las expresiones (3.8) constituyen pertur-
baciones seculares.

Las soluciones obtenidas presentan pequefos divisores en e~o, I ~ 0° I ~ 180°,
I ~ I., donde I. viene dado por la igualdad 1—5 cos? I = 0. Para eliminar estos peque-
nios divisores puede efectuarse un cambio candénico de variables, toda vez que las ecua-
ciones (3.6) son invariantes. Recordemos a este respecto los articulos de Izsac (1963),
Lyddane (1963), Cid (1969), Lahulla (1970), Cid y Lahulla (1969), etc.

Método de Hori. — Definida la 2 n-matriz cuadrada I, por la relaciones
On ‘ Erl
Ti= e = e (3.9)
— En l or

donde O", E" son las matrices nula y unidad de orden n, e I7, I}, las matrices trans-
puesta e inversa de I, consideremos la solucién del sistema hamiltoniano

=—1I8, (3.10)
dv

con las condiciones iniciales x(0) = y, y donde la funcién escalar S = S (x, ¢) depende
del 2n-vector del espacio fasico x=(x, x,, ..., X3,) ¥ del parametro .

Dicha solucién vendra expresada como funcién del 2 n-vector y= (3, ¥, ..., ¥z.), del
parametro ¢ y de la variable independiente <,

x=X(, & 1) (3.11)

y de acuerdo con la teoria de transformaciones canénicas (3.11) representa para cada

valor de ¢ una transformacién canénica y —> x. Su representacién explicita puede lograr-
se por medio del operador de Lie

Lf=IS fl=S8.-If. 3.12)
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Entonces, por un desarrollo de Taylor, para cualquier funcién f (x, g¢), tendremos

vsdef
f(x ) =FIX e 1) el= (3.13)
n20 pl der | 770
donde
df difiisdix
e e = S =fx'(—ISx)] :er Ifx =L: )
dxil|EEE i diaiidi | l5Ti=0 ity =1y e
z=y
y en general
drf
=L f ()
d =9
estando L,” definida por aplicacién reiterada del operador L.
Si hacemos el convenio L} f(x) | <=y = f(9), la férmula (3.13) puede escribirse
_‘ﬂ
fxy= > L"f(y) (3.14)
n20 pl
y en particular
n rﬂ
TI=55) Lr'y=y+ > Lty (3.15)
n20 5l n21 pyl
Para ¢ = 1, resultara
1 1
x=y+ > —L"y f(x)= > —L"f () (3.16)
n21 gl 720 pl
Se demuestra que la transformacién inversa de la anterior, es
(=1)" (=1
y=x+ L™x f@=>» L"f(x) (3.17)
n21 pl 120 p!

y también que, dadas dos transformaciones
x=X(e¢ 1) y=Y(z¢g1)

soluciones respectivas de los sistemas hamiltonianos

dx dy
—=—1IS, (x(0)=19) T (»(0) =2)

T T
la funcién generante U de la transformacién producto
x=2Z(z, & 1)

verifica

Ux,e) =S(xe) + T(y¢)

donde T (y, ¢) ha de ser expresada como funcién de x, por medio de la transformacién
inversa (3.17). i
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Sobre estas bases, dado un sistema canénico

dx
—  =—1JIH, Hil(xe)i= D e Hel(x) (3.18)
dt n=0

y conocida la solucién para ¢ = 0, es decir cuando H = H,(x), se puede buscar una trans-
formacién canénica x —> y, que para ¢ = 0 se reduzca a la identidad y haga mas féicil Ia
solucién (como hemos visto en el método de von Zeipel) del sistema transformado

dy
—=—IK, K(y,¢e)= > ¢ K.(9) (3.19)
dt >0
Sea, pues
S(xe)=> & Sa(®) (3.20)
n=>1

la funcién generatriz de la transformacién de Lie, que lleva (3.18) a (3.19).

Como la transformacién es candnica conservativa

H(x,¢) = K(y,¢)

y expresando H por medio de la variable y, iremos deduciendo sucesivamente las fun-
ciones S; de modo que el nuevo hamiltoniano tenga la forma deseada. En efecto, po-
niendo

n
n=>0 n=>0

L. H= 3 #'H®Y L H — Do T H St )

y en general

K s +K IJ(K) n
Ls"H = > & Hn HX =3 L H(E-D
n=>0 n = Sl+1 n—1
se obtiene la formula recurrente
n 1
> H"i) = K,
i=0 (n—j)!

Asi se van obteniendo para los primeros érdenes
H, = K;; le H, = K,—H,, Ls-lHo:K:_‘Hz““le Hl_'%le le Hy, ...

en consonancia con las expresiones obtenidas en el método de von Zeipel.

Hemos de advertir, sin embargo, que el método de Hori, por su construcciéon inva-
riante, permite pasar facilmente de un sistema canénico a otro y de éste al primero
invirtiendo el proceso. Otra caracteristica importante es la utilizacién de un solo sistema
de variable (digamos el primitivo), mientras en el de von Zeipel se utiliza la mitad de
las variables primitivas y la mitad de las nuevas, con la consiguiente dificultad en los
procesos de calculo.

Meétodo de Deprit. — Este método presenta ciertas analogias con el anterior. En efec-
to, dado un sistema canénico del tipo (3.18), busquemos una transformacién canénica
x —> y, de modo que el nuevo sistema (3.19) tenga un hamiltoniano que satisfaga ciertas
condiciones que faciliten su resolucidn.
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Entonces, elegida una transformacién canénica como soluciéon del sistema

dx g"
— =1, W(xe) =3
d £ n20 yl

Wi (x) (3.21)

v determinada por las condiciones iniciales x (o) = y, pongamos

n n

DG ) e D

n=>0 gl n=>0 pl

D™ (3)

El problema consiste en expresar las funciones @, (y) en términos de las funcio-
nes @ (x) y Wy (x).

Considerando el triangulo

(I)O(O)

(1)1(0) S (I)o(”

0,0 — P,V — By?

(1)3(0) —'(I)z(” 2 (1)1(2) Lo (1,0(3)

se demuestra la formula
Lo
(n) — (n—1) (n—1)
D le= '(Dm > ( i) Lu’)'-H q)-"i
i=0

que permite ir calculando cada término en funcién de los que le anteceden en el esque-
ma triangular, y también de los pertenecientes a la primera columna mediante la férmu-
la recurrente

n
oo a3 () M0
donde M, son operadores diferenciales del tipo

s 155
Mi— M=F > (;?_ 1)1\4"_, Tyl (1)

1 i

i=1

Asimismo, se pueden calcular las funciones ¢,*) por medio de la férmula

(n) © S =
P = D, — > j N; @7

i=1
donde los operadores diferenciales N; estdn definidos por las relaciones

Sl :
I e s ) )N,_,Lwi G>1)

=\

Con estas expresiones, el método de Deprit nos proporciona los términos K, del
nuevo hamiltoniano por la férmula recurrente

nS e
m+2()MﬂH=&
A=A
Tanto en este método como en el de Hori, la resolucién del problema se concluye
por integraciéon de un cierto ntimero de ecuaciones en derivadas parciales, como vimos
al estudiar el método de von Zeipel.
La relacién existente entre los métodos de Von Zeipel y Deprit ha sido dada por
Shniad (1970), en tanto que la equivalencia entre éstos y el de Hori ha sido ccmple-
tada por Mersman (1971).

= g




Una generalizacién del método de Deprit a sistemas no candnicos, ha sido desarro-
llada por Kamel (1970) y una formulacién del método de Hori desde un punto de vista
mas general ha sido efectuada por Mersman (1970), del mismo modo que Calvo (1971)
lo ha extendido a sistemas no candénicos.

Mencionemos finalmente que la eliminacién de la variable u = g + f, en el sistema
de variables de Hill, ha sido realizada por Cid y Lahulla (1971) por los métodos de von
Zeipel y Deprit. La integracion total del problema en dicho sistema de variables fue
efectuada por Calvo (1971) hasta el primer orden y por Caballero (pendiente de publica-

cién) hasta el segundo.

4. Otros métodos de resolucion. — Otros métodos, cuya variedad no nos permite ha-
cer su desarrollo, han sido empleados en la resolucién del problema de cilculo de o6r-
bitas de satélites artificiales. Entre ellos podemos citar las solucién de primer orden de
Kozai (1959), desarrollada a partir de las ecuaciones de Lagrange y una solucién mejo-

rada de primer orden llevada a

de promedios (Bogoliubov y Mitropolski, 1961), en la que hace un estudio especial sobre
la inclinacién critica, problema que ya habia sido tratado anteriormente por Hori (1960),
Garfinkel (1961), Aoki (1963) y otros.

Notemos finalmente, que en general, los desarrollos utilizados son de tipo formal y
que poco puede decirse sobre su convergencia. Acaso el método de promedios presenta

mayores posibilidades en cuanto
series en un cierto orden.
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SOBRE LAS INTEGRALES PRIMERAS DEL MOVIMIENTO
EN OPTIMIZACION DE TRAYECTORIAS*

POR

V. CAMARENA

Departamento de Fisica de la Tierra y del Cosmos
Universidad de Zaragoza (Espafia)

Abstract

In this work an first vector integral of optimal rocket trajectories in a central force
fields is derived, by means of Noether’s theorem. The connection with the well known
first vector integral of angular momentum in Kepler motion is also discussed. One three
parameter infinitesimal transformation group which leaves the corresponding Hamilto-
nian invariant, is found. Finally we have defined and interpreted the concept of orien-
tation-free.

1. Grupos continuos de transformaciones

Sea f una aplicacién diferenciable del conjunto E x A en E", donde A — E’, que viene
dada por:
f: E» x — E"
1.1
(% @) —> & = (x, a) k)
y supongamos que la matriz jacobiana ©f/dx sea no nula.
Es claro, que fijada la f, si variamos el pardmetro a€ A obtenemos un conjunto con-
tinuo G de transformaciones especificadas por:

x = f(x,a), agA (1.2)
1.1 Definicion. Diremos que los parametros (ay, ..., a,) componentes de ag€ A son esen-
ciales; si es imposible encontrar » funciones o (@) k=1, 2, .., r, tales que
Vx€ELYag4; zxk(a)@=o D (13)
k=1 2ay

donde las f; son las componentes de la funcién f.
Si los elementos de G verifican las propiedades:

(i) Dadas dos transformaciones x’ = f(x, a), x” = f(x/,b), a y b € A existe un cg A
tal que ¢ = @ (a, b) y x” = f(x,c). Es decir se verifica que

f(f(x, a), b) = f(x, @ (a, b))

* Este trabajo fue presentado en las Primeiras Jornadas Luso-Espafiolas, celebradas en Lisboa en

abril de 1972.
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(ii) Dada una transformacién x’ = f(x, a) existe un EeA tal que x = f (x/, 7).
(iii) Existe un a° €4, que tomaremos como el cero, tal que la transformacién
x’ = f(x,a°) es la transformacién idéntica. Es decir,

X — (X as)i=i%

entonces diremos que G es un grupo continuo de transformaciones de orden 7, o grupo
de Lie de transformaciones, Y,.

1.2 Definicion. Sea Q, — A un entorno del origen. Llamaremos transformaciones infi-
nitesimales, a los elementos de un subgrupo Y G tal que x’ = f(x,a) es un elemento
de Y si a€g Q.

Si denotamos con § a; las componentes de un a g€ Q, resulta: que los elementos de Y
pueden expresarse en la forma

X =% + 3 u,(x)da, (14)
o=1
donde U, (x) son funciones de x definidas y continuas en E".

1.3 Generadores infinitesimales de un grupo de transformaciones. Sea F(x) una fun-
cién n de variables, si denotamos con § F la variacién que experimenta F(x), cuando
efectuamos una transformacién infinitesimal en las x; es claro, que

HESO R T e
dF =3 —dx = — Dus(x)da

=1 Ox; i=1 OX; =1

r (1.5)
= 2 da; X[ F
=1

donde las § a; denotan pequefias variaciones en los parametros a; de manera que
a+ da€Q, y los X, definidos por las relaciones

i 0

X =D uy, (x)— (1.6)
i=1 0x;

designan los llamados operadores o generadores infinitesimales del grupo de transfor-
maciones infinitesimales Y,.

1.4 Consecuencia. Las condiciones que tiene que verificar la funcién escalar F(x),
para que sea invariante por el grupo de transformaciones infinitesimales x/ = f(x, a),
son:

X, F=0 1=1,.,r (1.7)

2. El teorema de Noether

Sea W el siguiente funcional

tl
W= ft F(g,q,t)dt _ 1)

0
donde g = (4}, ..., g*) es el n-vector de estado de un sistema dinamico con #n grados de

libertad, q = dg/dt y t el parametro tiempo que varia en el intervalo [?, ?,]. Diremos que
el funcional W es invariante por el grupo de transformacioens infinitesimales

{?=t+eul(q,t)=t +edt

7 s ; : : 2.2
g =4q +sub(g,t) =g +£84 22)
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dependientes de un parametro g, si se verifica:

I, t

F(g,q,Ddi= | Flg,q 1) dt

t t

o 0

Teorema de Noether. — Si el funcional W es invariante por el grupo de transfor-
maciones infinitesimales (2.2), para f, y ¢, arbitrarios, entonces a lo largo de toda extre-

.mal de W (§ W = 0) se verifica que

s el 23)
1= @éi

Si introducimos los momentos canénicos conjugados de las g y la funcién hamilto-
niana H por las relaciones:

oF o
pi=— H=73pg—F 24)
6q‘i i=1

la ecuacién (2.3) se convierte en la siguiente

ip@q“—Hﬁt:cte (2.4)

i=1

En resumen, lo que nos asegura el teorema de Noether es: que si el funcional

(5

W= | (Fpra—H(qgpt)dt
t

es invariante por el grupo de transformaciones (2.2) una integral primera de las ecua-
ciones candnicas del movimiento del sistema es la (2.4) (ver R-2).

3. Formulacién variacional del problema de optimizacién
de trayectorias

Supongamos un sistema dinamico evolutivo y controlado caracterizado en cada ins-
tante ¢ € [f, t,] por el n-vector de estado g = (¢!, ...,q")€ &  E", y que dicho vector
de estado verifica en cada instante ¢ las siguientes ecuaciones diferenciales de estado

a = flg,u) (3.1)

donde u es un vector de control tal que u = u(t)eU c E" y f es una n-vectorial fun-
cién de clase C' en el conjunto & x UIC E".

3.1 Definicion. Llamaremos controles admisibles a toda r-vectorial funcién u = (¢)e U
continua para todo t€ [#,t;] salvo en un numero finito de instantes ;€ (%, #;), donde
u (t) puede poseer discontinuidades de 1.2 especie.

Es claro, que dado un cierto control admisible u (¢} y unas condiciones iniciales
(g, %), de acuerdo con el teorema de existencia 'y unicidad de ecuaciones diferenciales
existe una trayectoria g = gq(¢), continua y diferenciable a trozos, solucién de (3.1).
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3.2 Definicion. Llamaremos funciéon de costo a todo funcional de la forma

tl
= J o (a(1), u(t)) dt (3.2)

t

o

donde f° es la clase C' en & x U.
Con todo esto podemos formular el siguiente:

Problema de control optimo con extremos fijos

Dados dos puntos fijos g, ¥ g, € E", se trata de encontrar entre todos los controles
admisibles u (), aquel o aquellos que nos proporcionan una trayectoria g (f) que pasa
Por ¢, y q, en los instantes #, v t, y hagan que la funcién de costo J tome un valor mi-
nimo. A los controles u* y a las trayectorias g* (¢) correspondientes, solucién del proble-
ma se les llama controles y trayectorias optimales respectivamente.

Si introducimos una variable ¢° de manera que

¢ =1 (q, u) 3:2)
entonces, podemos caracterizar el estado del sistema por el (n + 1)-vector de estado

(T: (¢° g) tal que en cada instante ¢ [f, ;] verifica el sistema de ecuaciones diferen-
ciales de estado (3.1) y (3.3), que de una manera conjunta puede ponerse en la forma

g =flgu i=01,.,n (34)

Es conocido, que el sistema de ecuaciones diferenciales adjunto de (3.4) es

. n off %
R Ofi (g, u) o 3.5)
i=1 0 q'
i= 0, 1, vy L

donde los p; representan los momentos canodnicos conjugados de las g
Combinando los sistemas (3.4) y (3.5) podemos definir la funcién hamiltoniana varia-
cional H, por la relacién

H=3 pda (3.6)

con lo cual las ecuaciones de las trayectorias optimales se deducen mediante la for-
mulaciéon variacional

sW=35 | (Xpa—H)dt=0 3.7)
i=1
Jt

y las condicones de optimalidad que se obtienen, por el hecho de anular la primera va-
riacién del funcional W, son:

o H
ou”

— OFEr=—: (3.8)

a parte de otras condiciones en los extremos, que no resefiamos y que pueden verse en
la (R—17).

Notemos que las condiciones (3.8) son condiciones necesarias de optimalidad y expre-
san el hecho de que la funcién hamiltoniana H es maxima para los controles optima-

— A3
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les u* (t). Es decir, los controles correspondientes a trayectorias optimales, hay que ele-

. . r . . ~ ~
girlos en cada instante de manera que H sea maxima, fijados los vectores g y p corres-
pondientes.

4. Obtencion de una integral primera para trayectorias optimales

De acuerdo con todo lo expuesto en los apartados 2 y 3 podemos afirmar: que si el
funcional W dado por la férmula

tl

W= | Spna—mad @1
i=1

t

0

es invariante por el grupo de transformaciones infinitesimales (2.2), para ¢, y t, arbitra-
rios, entonces a lo largo de toda trayectoria optimal una integral primera del movi-
miento es

p-d4g = cte. (4.2)

puesto que en el caso de que la duracién de trayecto f, — 1, sobre una trayectoria opti-
mal sea arbitraria, puede verse que H = 0 (ver R—1).

A este mismo resultado hemos llegado, en nuestro trabajo (R —6), por medio de las
ecuaciones en variaciones de las ecuaciones de estado (3.4) en torno de una trayectoria
nominal optimal.

5. La integral primera de Breakwell

Supongamos un cohete que se mueve en un campo gravitatorio central newtoniano, y
que dicho cohete estd dotado de un sistema de propulsién de los denominados (S,;), es
decir con velocidad de eyeccién de gases constante, que le proporciona una aceleracién

—
de empuje y, en virtud del principio de accién y reaccién. Es claro, que el estado del
cohete, en cada instante ?g [f,t;], puede -caracterizarse por el vector de estado

— > e
q = (r,V,C), donde r y V representan la posicién y velocidad del cohete en cada ins-
tante, y C es la llamada velocidad caracteristica, dada por

t
C = f vy dt (5.1)
tﬂ

e —
Si g(r) = —ur/r representa la aceleracién gravitacional nevtoniana, entonces las
ecuaciones diferenciales de estado son

g ++ (52)

— el
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y el sistema adjunto correspondiente es:

5 —> > —

T 1 (Dyon)atnk gt

Py =— 3 r—p, | =——— D,
7 or

3 —

;;:»:—Fr (5.3)
oH

Do s
9C

y donde el hamiltoniano variacional H viene dado por la expresién:
-> > u — > =
H=p,-V——r3—(pv-r)+pv-y+pcy (54)

T .
El vector de control, en este caso, es la aceleracién de propulsién w, y el funcional
a minimizar la velocidad caracteristica C, en el instante final #,. Asi pues, las trayecto-

- >
rias optimales T seran aquellas que partiendo en el instante ¢, del punto g, (7, Vo, Co) € E’

pasan, en el instante #,, por el punto g, (_r_: 17: C,) € E' y hacen minima la velocidad ca-
racteristica C.

Puede verse (R —6), que en este caso, las condiciones necesarias de optimalidad de
las trayectorias de cohetes, moviéndose en un campo central newtoniano, son:

(i) Cuando el motor del cohete actiia y l_ph.,

=0 la aceleracién de propulsién tiene

la direccién y sentido del vector primer p, (nombre debido a Lawden).

(ii) Una trayectoria optimal solamente puede estar formada por arcos de los tres
tipos siguientes:

—
NT — Arco balistico con y =0y k= |p,| + p. <0

—_
MT — Arco propulsado con y = yme ¥ k = lpv + p.>0

—
IT — Arco singular con y cualquiera y k= |p, | + p. =0
- >

(iii) En los puntos de unién de arcos distintos, las funciones p,, p, ¥y p. son conti-
nuas. Asimismo es continuo el hamiltoniano H, y si y es discontinua se verifica que k = 0.
Supongamos que 7T es una trayectoria optimal del movimiento del cohete, entonces,
por lo visto anteriormente una integral primera del movimiento es: p. § g = cte, supues-
to que § g representa la diferencia entre los vectores de estado g’ y g de dos trayecto-

rias T y T’ simultdneas y equicontroladas (con el mismo control :;optimal), que veri-
fican las ecuaciones de estado (5.2). Desde otro punto de vista § g representa un vector
de componentes las § g' que generan un grupo de transformaciones infinitesimales de
orden 3, que deja invariante la funci6én hamiltoniana H.

Si tomamos como § g el vector

—> >
da=(EA1r, e AV, 0) (5.5)

—_

donde g es un vector infinitesimal arbitrario y finito de componentes (g, &, &) resulta:
que una integral primera, para trayectorias optimales de cohetes moviéndose en un
campo newtoniano, es:

> > - - —> —> >
o (A7) +p,-(cAV)=—¢-B
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- -
donde B es un vector constante. Y teniendo en cuenta la arbitrariedad del vector g, re-
sulta la siguiente expresién de la integral primera

- > -

—
o N\r +p, ANV =8B (5.6)

s 3
5.1 Definicion. Si B = 0 diremos que la orientacién es indiferente. Es decir, que la

— >

optimalidad de una trayectoria no depende de la orientacién del par (r, V) en el punto
de salida y de llegada. Asi sucede, por ejemplo, en el problema de las transferencias
optimales entre dos orbitas circulares concéntricas (Transferencia de Hohmann).

5.2 Definicion. Si g = q (t) son las trayectorias optimales que verifican las condicio-
nes necesarias de optimalidad enumeradas anteriormente, y tales que parten en el ins-
tante ¢, de un punto fijo g€ & C E’; entonces, llamaremos frentes de onda a las cur-
vas de nivel ¢ = ¢; de la hipersuperficie g de trayectorias optimales g = g (¢) con un pun-
to fijo g, (fig. 5.1), suponiendo que la representaciéon se efectiia en el espacio de las
variables (g, t).

-FRENTE DE ONDA

EXTREMALES

Fic. 5.1

Es claro, que si consideramos una trayectoria nominal g (¢) y otra variada g (z)+§ q ()
simultaneas, y suponiendo que ambas parten en ?, del punto fijo g, entonces: el vector
8 g (t) es tangente al frente de onda correspondiente, que pasa por el punto g (z) en el
instante .

5.3 Teorema. De acuerdo con las hipdtesis y notaciones de la definicién anterior,

-
resulta: que el vector p = (p,, p,, p.), adjunto del vector de estado g, es normal al
frente de onda que pasa por el punto g (z) en el instante ¢. Es decir, se verifica la re-
lacién

p(t)-8aq(t)=0 (5.7)

Demostracion. En efecto, sobre una trayectoria optimal una integral primera del mo-
vimiento es: p. § g = cte. Ahora bien, esta constante es nula en el supuesto de que las
trayectorias partan de un mismo punto g, en el instante £, ya que § g (z,) = 0.

El resultado dado por este teorema justifica rigurosamente el significado de orienta-
cién indiferente dado en la 5.1 Definicién.
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6. Transformaciones infinitesimales de contacto

6.1 Transformaciones canonicas

Para describir el estado de un sistema dindmico, en el formalismo hamiltoniano, to-
maremos el vector x = (g, p) donde g es el vector de estado en el formalismo adoptado
hasta ahora. Si ¥ = (g, p) es otro vector estado del mismo sistema, diremos que la trans-
formacion

|

261i—126.(26)

<

es canonica, si la matriz jacobiana J = %, es simplética. Es decir si J verifica la relacién
Gl =G

donde J* indica la transpuesta de J, G es la matriz

Ol
=
e,

y donde O, e I, representan las matrices nula y unidad de orden .

6.2 Definicion. Diremos que la transformaciéon X = % (x) es una transformacién infi-
nitesimal de contacto, engendrada por la funcién B, si dicha transformacién es de la
forma:

i 2B
§=q+ec—
op

8B

P=p—e—
9q

(6.1)

Notemos que la transformacion infinitesimal de contacto (6.1), es canénica.

6.3 Definicion. Dadas dos funciones f y g de la variable x, llamaremos corchete de
Poisson, y lo denotaremos por {f, g}, a la siguiente funcién derivada

(her=>

i=1

%) )
( Bfi 0g f g ] 62)

dp; 94g' 9q' ©p;

Si un sistema dindmico, en el formalismo hamiltoniano, verifica las ecuaciones de
Hamilton
. oH . QH
qi—= D= — — o= T 205w o (6.3)
op; oq'

donde H es la funcién hamiltoniana del sistema; entonces dada una funcién F = F (q, p)
se verifica:

dF
dt

— (H, F} (6.4)

Por otra parte, si efectuamos una transformacién infinitesimal de contacto del tipo (6.1),
la variacién que subre la F vendra dada por

6F = ¢{B, F} (6.5)
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Asi pues, si tomamos como funcién F la hamiltoniana H, resulta:

dB
d3H =¢e{B, H} = —g——
dt

lo que nos conduce al siguiente resultado: Si B es una funcién generatriz de una trans-
formacién infinitesimal de contacto, que deja invariante la funcién hamiltoniana H del
sistema dindmico (§ H = 0), entonces la funcién B resulta ser una integral primera del
movimiento del sistema, y reciprocamente.

—
7. La integral primera B y la teoria de grupos de transformaciones

Si elegimos un sistema de coordenadas rectangulares de origen el centro atractivo 0,
> > > — Y = _> . . .
entonces las componentes de los vectores v, V, p, v p, seréan: »(x, v, z), V(x, ¥, 2),

> —
p.(py, D2 p3) ¥ D, (Ds Ds, Ps) Tespectivamente. Con todo ello resultan las siguientes com-
—
ponentes para la integral primera B:
B, = p,z— p3y + psz —176;)’
B, = Dt — D1z + Dk — D2 (1.1)
B; = piy — DX + Dsy — DsX

Si tomamos los B; como generadores de transformaciones infinitesimales, resultan los
siguientes grupos de transformaciones infinitesimales de contacto:

o 0B;
s A B
: 7.2
G; ob, (1.2)
pii = pfi_'&'i i: 1, 2, seey 6
@q"

\

S 4
donde con ¢i, p; denotamos las componentes de los vectores de estado g (r, V) y adjun-

R - . . .
to p(p, p,), ¥ €l indice j indica cada uno de los grupos de transformaciones infinite-
simales de parametro g;.

De acuerdo con la terminologia propia de la teoria de grupos de Lie, las condiciones
de invariancia del hamiltoniano

- -

H= V—%(pv .7) (1.3)

respecto de los grupos G; anteriores, pueden escribirse en la forma
X;H =0, e =152 53 (7.4)

donde los X; son los generadores infinitesimales de los grupos G; definidos por las re-
laciones (1.6), que aplicadas a nuestro caso nos dan las siguientes expresiones

X;=L, + M+ N; + P, j=1,23, (7.5)
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donde con L; M;, N; y P; denotamos las componentes de los operadores momento angu-

lar L, L, L, = L respectlvamente, y que vienen definidos a su vez por las féormulas
> >

1= 2 NV

Lv—V/\Vv a6)

-
LD/ N'Via

—— e e——

\ L, = p‘ AN Vp,,

siendo V,, V,, Vp, y V, los respectivos operadores gradiente, respecto de las varia-
bles que figuran como submdlces
Si definimos los operadores momento angular generalizados L, y L, por las relacio-
nes siguientes
Lq = L,. o L‘,

L
LF = LP, -+ Ll’v ( )

resulta, que el operador vectorial X de componentes los operadores X; viene dado por

la igualdad
X — Lq -|- LP (7.8)

—-> >
8. Paralelismo entre las integrales h y B

Es un hecho conocido, que por ser invariante el hamiltoniano K = V?/2—u/r del
movimiento kepleriano, por el grupo de rotaciones infinitesimales, debido a la simetria

central del problema, resulta gue el vector momento cinético 7:7/\? es una integral
primera del movimiento kepleriano. Siendo los generadores infinitesimales de dicho
grupo de rotaciones infinitesimales, las componentes del operador momento angular L,.
Mientras que la invariante del hamiltoniano variacional H, correspondiente a las trayec-
torias optimales de un cohete que se mueve en un campo central newtoniano, por el mis-

mo grupo de rotaciones infinitesimales, implica, segin hemos visto, la existencia de
=
la integral primera B.

Asi pues, podemos establecer el siguiente paralelismo entre el movimiento kepleriano
y la optimizacién de trayectorias en un campo central newtoniano:

—
LK =0 — existe la integral % = cte. (Orbitas keplerianas)

. . X 0 .
XH =0 — existe la integral B = cte. (Trayectorias optimales keplerianas)

9. Ecuaciones en variaciones

Si T representa la trayectoria de un cohete que se mueve en un campo central new-

toniano de aceleracién g = ——p.,r/r3 sometido ademas a una aceleracién de propulsién s
entonces las ecuaciones de estado del cohete son las (5.2). Asi pues, si v=0 en un
instante t€ [t, %;] el vehiculo describe una orbxta kepleriana O (orblta osculatriz a T

en dicho instante), determinada por la posicién r y la velocidad V en dicho instante 7.
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Sea O’ la 6rbita kepleriana osculartiz a T en el instante t + 8t (fig. 9.1), entonces las
—> -
variaciones §r y § V verifican las siguientes ecuaciones en variaciones:

(9.1)
&1

que combindndolas nos dan la siguiente ecuacién diferencial vectorial de segundo
orden:

2 a—)—>
dr=—=—§r

—>

Dr

(9.2)

—
que es la misma que verifica el vector p,, puesto por las ecuaciones (5.3) se deduce la
ecuacién diferencial vectorial

.o -

— ag—>

py=——n,
—>
or

(9.3)
0 —> . .
que verifica el vector primer p,, que coincide con la (9.2)

T

Fic. 9.1

’ . S S = = 0 s . .
Asi pues, si §7 y p, de una parte, y §V y — p, de otra, son inicialmente proporcio-

- — -
nales, es decir existe una constante ) tal que §7r, = Apy ¥ Vo
asi sucede Y ¢ € [, #;]. Con lo cual se tiene:

—
—NiDr, (enit = t);
— —>
j5r=km
—_ —
|3V =—ap,

94)
. == . s - 3 . . —>.
Si % es el vector momento cinético correspondiente a la érbita osculatriz O, v 8§h

s = - - .z == = . s s
denota la variacién de % correspondiente a una variacién (87, §V) en la posicién y ve-
locidad del cohete. Entonces,

= - > — —
dh=8r AV +rAJV

(9.5)
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de donde, teniendo en cuenta la (9.4), deducimos:

— —> - - - —
Sh=r(@. AV +p.AN7)=LB (9.6)

y por tanto,

— =S
Sihi=ictes ' WaBi—icte.
.z .z =%
Por otra parte, sabemos que la ecuacién de perturbacién del vector %4 es:
SSEES —
=1 /\ y* (97)

=
donde * designa la aceleracién de propulsién optimal, y que por las condiciones necesa-

—
rias de optimalidad, debe tener la direccién y sentido del vector primer p,. Y como la

—
ecuacién en variaciones de h viene dada por
— d —> - >
dh=——@0Bh) =587 Ay* 9.8)
dt
. . . . - -

debido a que consideramos trayectorias variadas equicontroladas (con §~* = 0); de esta
ultima ecuacién se deduce la siguiente integral primera

—
& h = cte.

—
que, como vemos, por la (9.6) resulta ser equivalente a la integral primera B = cte.
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MOVIMIENTO ALREDEDOR DE LOS PUNTOS EQUILATEROS
DE LIBRACION EN EL PROBLEMA RESTRINGIDO ELIPTICO*

POR

M. CaLrLvo

Diepartamento de Fisica de la Tierra y del Cosmos
Universidad de Zaragoza (Espaia)

Abstract

The differential equations that describe the motion around the equilateral points in
the elliptically restricted problem are considered. Taking the eccentricity of primaries
as small parameter and using Deprit’s method a second order solution is obtained. The
possibility to extend the solution to higher orders is also considered.

1. Introduccién

Las ecuaciones linearizadas que dan el movimiento alrededor de los puntos equiléte-
ros de libraciéon en el problema restringido eliptico, formuladas en un sistema rotante y
pulsante, constituyen un sistema canénico lineal de cuarto orden con coeficientes pe-
riodicos cuya solucién no ha sido obtenida hasta el momenta en forma cerrada.

Los principales trabajos sobre el problema se refieren a la estabilidad de estas solu-
ciones equilateras. Danby (1964) y Bennet (1965), han estudiado la estabilidad segun los
valores de la razén de masas y la excentricidad de los primarios. Bennet (1966) dio un
procedimiento para determinar analiticamente los exponentes caracteristicos, pero lo
desarrollo solamente hasta segundo orden. Deprit y Rom (1970) después de efectuar una
transformacién canéncia lineal que normaliza el hamiltoniano para e = 0, aplicaron el
método asintdtico de Deprit (1970) para obtener la solucién en potencias de la excentri-
cidad. En el presente trabajo se aplica directamente el método de -Deprit, con alguna
pequefia modificacién, y se obtiene la solucién en potencias de la excentricidad de un
modo explicito hasta segundo orden, pudiendo extenderse a dérdenes superiores. Nuestro
procedimiento proporciona también los exponentes caracteristicos y tiene la ventaja res-
pecto al de Deprit y Rom que la solucién es obtenida de un modo mas directo.

2. Problema restringido eliptico

Supongamos dos masas finitas —primarios— que se mueven describiendo una elipse
kepleriana de excentricidad e y consideremos el movimiento de una masa infinitesimal
que situada en el plano de las dos anteriores esta sometida a las atracciones gravita-
torias de éstas. Para lograr una descripcién mas sencilla tomaremos como unidad de
masa la suma de las masas de los primarios. Llamaremos [ la masa del menor, por lo

* Este trabajo fue presentado a las I Jornadas Matematicas Luso-Espafiolas de Lisboa en 1972.
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que la del otro serd 1—y,. Vamos a referir el movimiento a un sistema Oxy con origen en
el centro de masa de los primarios y cuyo eje Ox estd situado permanente en la direc-
cién de éstos, por tanto se trata de unos ejes girando con velocidad df/dt, donde f es la
anomalia verdadera del movimiento de los primarios.

F1G. 1

Asimismo tomemos la unidad de distancia variable con el tiempo de modo que la
separacién entre los primarios P; y P, sea unidad, entonces dichos puntos tienen por
coordenadas (— 1 0), (1—1;,, 0). En estas condiciones si elegimos f como variable inde-
pendiente, la funcién de Lagrange que describe el movimiento de la particula infinitesi-
mal P es (Szebehely)

L=1/2)(#+ )+ (xy—yx) + @ (21)
con ;
®=0Q( + ecosf)?

1 S R

Q=—I0—po’ + pe’l + —— + —

2 p1 2
(22)

02 = (x4 p)? + 57 pat = +in—=17 + 92

El sistema dindmico cuya funcién lagrangiana es (2-1) tiene cinco soluciones de equi-
librio, tres de ellas situadas sobre el eje Ox corresponden a puntos en los que estin
equilibradas las fuerzas gravitatorias y las centrifugas, ademés de estos estidn las solu-

ciones de equilibrio L,, L; cuyas coordenadas son ((1—2y)/2, + ﬁ/Z). Geométricamente
los tridngulos P;P,L, y P:P,Ls son equilateros, por eso las soluciones L, se llaman solucio-
nes equildteras de libracién.

Para estudiar soluciones préximas a la de equilibrio L, (en el caso Ls el problema es
completamente simétrico) hagamos una traslacién de ejes de modo que L, coincida con
el nuevo origen de coordenadas

r=X+(1—=2p)2, y=Y+\/312
y seguidamente una rotacién de angulo B dado por
sen2f = (1—2p)\/3/8 cos2 B =1/8
F¥=1+3(1—-2y)
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o

F1G. 2

Si en la funcién lagrangiana resultante retenemos solamente los términos cuadriticos
del potencial, es decir, nos limitamos a las ecuaciones linealizadas, el movimiento de la
particula infintesimal alrededor de la posicién de equilibrio L, estd dado por

T8 Ge b i L [3 [1 - ) : 3(1 : ] ]
=—(x %) + (fn—xx —lI—=38 %+ —| 1+ =8|
2 1+ X2 1 X2 ZI+1+€COSf 2 2 1 4 2 2

Los momentos conjugados de x; y x, seran

X,=L:=x—x (2-5)

X, = L_,; = 9;1 + X%
y la funcién de Hamilton :
H=(12)(X? + X)) — X, —x5X) + (1/2) (22 + x2)
— (1 + e cos 1) [(3/4) (1 —&/2) x2 + (3/4) (1 + 8/2) x2]

Para e = 0 (problema restringido circular) la funcién de Hamilton se reduce a

(26)

Hy = (1/2) (X + X)) — (0 Xo— X)) —(1/4) (1 —38/2) 2 — (1/4) (1 + 38/2) x*  (27)

y las ecuaciones correspondientes resultan ser un sistema lineal de coeficientes constan-
tes cuya soluciéon ha sido ampliamente estudiada (Szebehely) segtin los valores de (e
pero para e=~0 la solucién no ha podido obtenerse en forma cerrada. Debido a esto,
tomaremos la excentricidad como pequeinio parametro y aplicando el método de Deprit
obtendremos una solucién aproximada del problema. Desarrollando (1 + e cos f)! y
sustituyendo en (2-6) se tiene

1
H = 2—' er Hn (xl XI f) (2'8)
20 1
siendo
H; = (—1)* (i!) (%’ + cax?)cos'f ix1 (29)
ar = (3/4) (1—35/2) = (3/4) (1 + 8/2)
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3. Transformacion de las ecuaciones hamiltonianas

Expondremos seguidamente el método de Deprit con algunas modificaciones adecua-
das a nuestro problema. Sea el sistema candnico

dx

— =J W~ i
de x G

donde x = (x, X) es el 2n vector del espacio fasico y J la 2n matriz simpléctica

Op iy
Y =
b
y W=W(@, f; ¢). La solucién de (3-1) con las condiciones iniciales x(0) = ¥ = (v, Y)
puede escribirse X=7 (v, f; &) vy representa una transformacién candnica de ;At‘—>31' tal
que para ¢ = 0 se reduce a la identidad.

Se trata de buscar una adecuada funcién W, para que la transformacién producida
por ésta, convierta el sistema canénico

¥—JH~v=0 —> Y —JK~= (3-2)
de modo que la nueva hamiltoniana
K(y;€) =2 K (v) (3-3)
130 41

no dependa de la variable independiente f. Con este objeto pongamos

1
W=>3 —e W.ulxX;f) (34)

]

LeGhH=(W)=3

k=1

(3-5)

( og oW, og oW, ]
ox. ©X, cX, Ox
Puede probarse que dada una uncién escalar g(x, X, f; ¢) cuyo desarrollo en serie

de potencias del pequeno parametro es

1
gxX,fie) = 3 —e & xXf) (3-6)
"0 gl

su expresion en las variables y, ¥ mediante la transformacién generada por W es
1
2@, YT e)li— > ——— el (5, o) (3-7)
=1 - pl

en donde la dependencia formal de las funciones g™ estd dada por

gwuXﬂ_&an+z(AMg,uXﬁ (38)

ji=1

7 M; son operadores definidos en funcién de los paréntesis de Poisson por
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si estas férmulas son aplicadas a g(x) = x;, X; cbtenemos de un modo explicito la
férmulas de la transformacién generada por W; en forma vectorial quedan

~ 2

e 5 ~
=3+ —M,y (3-10)

n=1 pl

Al efectuar la transformacién candnica en el sistema (3-2), las dos funciones hamilto-
nianas estan relacionadas por

H(xfie) =K(3ie) + R f ) (311)
donde R verifica R~ =—17 fc7 y teniendo en cuenta (3-1), (3-4), resulta
Y oW 1 oW,
R (x,f; &) = deg = > — ¢* (3-12)
of n=1 pl of

expresando H y R en las variables y mediante las férmulas de transformacién (3-8),
(3-9) e identificando coeficientes de potencias respectivas de ¢, los de orden n quedarin

n n oW, ! rn—1 ow,_;
H, + > ( M;H, ; =K" + — + 3 ( § M;

i=t i of j—1 ] of
o bien
ow, =1 p—1
L.Hy————— Kt Lt d = K= _H,_ > ( )M"_,-L,-Hu

of T =1

net i a1 (B—1 oW,_;

=2 M HLS S M; (3-13)

i=1 i =1 j of

Supongamos obtenidas las funciones K/, W; hasta el orden 7 — 1, entonces se puede
calcular la funcién @, y tomaremos K™ como la parte secular de &, respecto a f, resol-
viendo la ecuacién en derivadas parciales que queda se obtendri la funcién W,. De esta
forma el proceso puede ser conducido hasta cualquier orden.

Aplicaremos el método asintético expuesto anteriormente a nuestro problema. Para
orden cero es evidente que K” = H,, y en primer orden la ecuacién (3-13) es

oW,
L Hy——— = K"V —H, (3-14)
of
Teniendo en cuenta la expresion (2-9) de H;, KV = 0. Entonces la ecuacién (3-14) de
modo explicito queda
W, ow, oW,
[— X, + (1—2q,) 2] + [X: + (1 —2a,) %] —(X; + %) (3-15)
1 2 axz
oW, oW,
— (X, —x) ——— = —(oxX? + a2 %) cOS |
0x, of

Hay que obtener una solucién completa de esta ecuacién en derivadas parciales; para

—ggh
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ello observemos que el segundo miembro de (3-15) es una forma cuadrética, esto nos

lleva a ensayar para W; una funcién de la forma

Wi=Ax2+Bx2+2Cxx +AX2+BX?2+2CX X,
(3-16)
2D, X, +2Ex X + 2F 6, X, + 2G5 X,

donde cada coeficiente es una funcién periddica de f. Sustituyendo (3-16) en (3-15), los
coeficientes de (3-16) deben verificar el siguiente sistema de ecuaciones

2C—2D—A =0

2C+2G+ B =0

—2A 4+ 2B—2E—2F—-2C"=0
—A+2E—2A+2F—2D'=0
—2F—:B—2E—2B—2G' =0

—2D—C—2C +2G—2E =0 (3-17)
26— »mC—2C—2D—2F =0

i F—mE—2A +2B—2C. =0

— 1D +2C—A"=—qg cosf

—0:G—2C—B’ = —gqg,cosf

Las primas indican derivacién respecto a f. El sistema (3-17) admite la solucién

A=A"senf A=ADsenf
B = BV senf¥ B = Bsenf
C =C"Mcosf C = C"Mcosf (3-18)
D = D" cos f F = FYsenf
E = EWMsenf G = G cos f

en donde el superindice asociado a las letras anteriores indican que son constantes; en
efecto, sustituyendo (3-18) en (3-17), estas variables deben verificar el sistema

2CH—2D® —A® =0
2CM 4+ 2G® +BW =0

—2AM 4 2B _2EW_2F0 4 2TH =0

— o AD £ 2ED 2 AW 4 2FO L 2DW = 0

—2FW_ g, B —2E®D_2 B® 4 GO =0 i
2 |

SN c e g Lo ity (3-19)

2 G — CD —2CH—2DW 2 FH =0
— i FD— g, EM 2 A 4 2 B 1 2 CD — 0

— o D 4+ 2CD — AM =_i(1_La]
4 2

— 0GP —2 CcY— BW =___3_(1+_1_.5)
4 2
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cuya solucién es

AD = (—95Y2 4+ 33572 + 15— H)/A

BY = (95 /2 + 335Y/2—175—44)/A

Ch = 4 5/A

AD = (—65 + 145 + 4)/A

BY = (—68—65 + #4)/A

CM = 8 5/A

DV = (38 + §—22)/A

E® = (65 —10 8)/A

F® = (—6 8 —10 8)/A

GV = (38— 5 —22)/A
A=83B8—11)

Los coeficientes de (3-18) dados por las féormulas (3-20) resultan expresados como
cocientes de polinomios en § y todos ellos tienen A como denominador comun. Este
denominador se anula para § = 11/3 lo que corresponde segun (2-3) al valor de "

! (1 / : ) 0,028595
Py = 2 9 =10}

por tanto la transformacién obtenida resulta regular para todo valor de w distinto
de ..

p

La1 funcién generatriz W, dada por (3-16) de acuerdo con (3-18) toma la forma

W, =A% senfx? + BVsenfx?+ 2C%cosfxx + AV senf X2 +
BMsenfX? +2CVcosf X X: + 2DV cosfx x;, + 2EV sen f (3-21)
X, +2FVsenfx, X, + 2GMcosfx, X,
Para obtener los resultados de segundo orden planteamos la ecuacién (3-13) para
n = 2, la cual después de simplificada con ayuda de (3-14) queda
oW,
LzHu—’—a;— =K®» —H,—L H, ((3-22)

Es necesario calcular H, + L, H, y posteriormente elegir K» de modo que agote la
parte secular de ésta, operando resulta

K® = 2D —1) a2 + RGPV —1) a2 + 2C gy Xz + 2CW gy 5, Xy (3-23)

y la funcién W, se obtiene como solucién de la ecuacién en derivadas parciales

oW,
L,H;— 'afz =@2D" —1)a1cos2fx? + (2G—1)gcos2f 1,2 +
i
QREW gy + 2FMg,) sen2fx % + 2AY ¢y sen2 f x; X, (3-24)

+2CM g cos2fx % +2BMqg, sen2fxX; + 2C0 o, cos2fx X,

Esta ecuacién admite una solucién cuya forma es completamente analoga a (3-21), la
tnica diferencia es que el argumento f estd sustituido por 2f.
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W=A%sen2fx? + B®sen2fx? +2C*»cos2fx x, + A®sen2f X2 +
B® sen2f X? + 2C® cos2fX,; X, + 2D®cos2fx X, +2E®Psen2fx x, +
+2F®sen2fx X, + 2G®cos2fx X, (3-25)

En efecto, sustituyendo en la ecuacién (3-24), los coeficientes A®, B@®, ... aparecen
como soluciones de un sistema de diez ecuaciones con otras tantas incdgnitas que puede
resolverse en forma analoga al anterior dando la solucién

A® — (63§/2—81 /2 — 94§ + 66§ + 176)/8 5 A

B® — (458%2 + 135§%/2 —38 8 — 198 § — 176)/8 § A

C» = (—148 +22)/ 5 A

AD — — (3§ + 178 + 665 + 176)/4 5 A

B® — — (38 —178 + 668 + 176)/4 5 A (3-26)
C® = —2(8* + 2)/3A

D® =3 (8 + 35 + 22)/4A

E® =3(8 + 33 —22)/4A

F® =3(—§ + 39 + 22)/4A

G =3(52—3% + 22)/4A

Para tercer orden hay que calcular la funcién @; dada por (3-13); simplificando me-
diante las ecuaciones (3-14), (3-22) se tiene

$o;=—H,—2L,H —2L,K*—L H,

Entonces K debe ser obtenida tomando la parte secular de ®;, ahora bien, como to-
das funciones obtenidas son formas cuadraticas en las variables x;, x,, X;, X,, ®; también
lo sera y ademas sus coeficientes estaran formados por términos del tipo sen?f - cosB f
con ¢ + B =3 por tanto su valor medio es nulo y K® = 0.

En resumen, la aplicacién en segundo orden del método de Deprit nos permite decir
que al efectuar en el sistema (2-6) la transformacién

oW, e oW, oW,
Xi =Y+ € ‘+_( el e A
oY ; 2! oY; oY

oW, e oW, oW,
X, =Y —e +— | — +(— ; Wi
@y, 2! ay: ayl

donde las funciones W,, W, estan dadas por (3-21), (3-25) con el cambio formal de (x, X)
por (y,Y), la nueva hamiltoniana hasta tercer orden en potencias de e estd dada por

(321

1
= 2—(sz +YA)— 01 Y:—3Y) —wi ¥, — w2 ¥

S (3-38)
e? 2= T
[DY —1)ai 9 + RGP —1) 0,97 + 2CP 933, Y, 4+ 2CV 039, Y11 + O (&)

1 3 1 3
'0)1=_(1_'—6) 0)22-"—(1-*-_—'6)
4 2 4 2

El método expuesto puede extenderse hasta cualquier orden, para ello basta tener
en cuenta las siguientes observaciones:

+

donde

1. De acuerdo con (3-13) los segundos miembros de las ecuaciones que aparecen en
orden sucesivos son formas cuadraticas en las variables x;, x,, X;, X,, cuyos coeficientes
son expresiones periddicas respecto a f.
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2° Los coeficientes de la forma cuadritica ¢, en (3-13) son sumas de términos de
la forma cos/ f sen*f donde j + k = n, por lo tanto cuando n es impar la parte secular
de @, respecto a f es nula, lo que implica K™ = 0.

3° Como la ecuacién en derivadas parciales es lineal, se puede descomponer el se-
gundo miembro como suma de las disintas frecuencias y resolver la ecuacién (3-13) para
cada una de las frecuencias.

4° La ecuacién para la frecuencia pf puede resolverse ensayando una solucién de la
forma (3-16) donde los coeficientes sean expresiones del tipo A; cos pf + A, sen pf.

Con estas observaciones apreciamos que la obtencién de la solucién se reduce a la
resolucion algebraica de los sistemas lineales que van apareciendo sucesivamente, la com-
plejidad crece considerablemente con el orden, por tanto si se quieren extender los
resultados a o6rdenes superiores parece conveniente establecer una programacién del
algoritmo.

4. Sistema transformado

Las ecuaciones de Hamilton correspondientes a (3-28) pueden escribirse como sistema
lineal de coeficientes constantes en la forma

M 0 14+ eCh g, 1 0
Vo) —1 4+ 2CY g, 0 0 l_
Y| | 201—e2 2DV —1) o, 0 0750 1—erC?M g,
Y, 0 20— 2GV—1)g;, —1—eCWP g, 0
(4-1)
y la ecuacién caracteristica correspondiente a este sistema lineal
MHVA+eEq+eeq) Fyo+ EYr + ey +efy; =0 (42)
siendo @y W; funciones del coeficiente constante §. Las primeras estan dadas por
33 (4—8%) 9(4—9)
e ) Yes e
(4-3)

9(4—29%) (98 —22)
64 (32— 11)

W=

Las raices de (4-2) son los exponentes caracteristicos, para obtenerlos pongamos
22 = A, entonces la ecuaciéon bicuadrada (4-2) tiene dos soluciones

A=A + €A +0(e)

A* = AF+ SAS+ O -
siendo
Ao=(—1+\/—8 + 95%/4)/2
A" = (—1—\/—8 + 95%/4)/2
(4-5)
P, +wp, A, 1 (1 + Ao) (7 + 6 Aq)
A‘ = e T T = - 1\0
Ad* — Ao 2 (lszo)(l + 4 Ao)
A= ‘Pl +cp,, Ao* a _1— * (1 + A*)(7 + 6 Ao®)
Ao— Ac* 2 (1 + 2 A*) (1 +4 Ao*)

A
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Las expresiones (4-5) presentan dos singularidades. Primeramente cuando A¢*— Ao =0
lo que equivale a § = 32/9 6 y = s entonces ambas expresiones A; ¥y A;* son singula-
res. Por otro lado para y = p, 61+ 4A,=0, A, también resulta singular.

Pasemos seguidamente a ver la naturaleza de los exponentes caracteristicos en un
entorno de los valores y =, €= Oypu=u, e= 0. El discriminante de la ecuacién
(4-2) de acuerdo con (4-3) hasta primer orden en e? resulta

D=1—4vy, +2€(p,—2v,)

9§?—32 3(4—8)
D= + & (88 —27 8?)
4 8 (35°—11)

Para e =0, el valor § =\/32/9 = §, anula el discriminante D y por tanto separa las
regiones de estabilidad e inestabilidad, sin embargo para e >0 puede verse que D >0
aun para valores de § < §, lo que significa que la estabilidad se extiende para p > u,
cuando e > 0. En primera aproximacién la curva que separa las regiones de estabilidad
e inestabilidad estd representada en el plano (yu, e) por D = 0, luego

e =—235—11)(98—32)/3(4— &) (88—27 8?)

—DEE—1)p—p,) G—1+g,)
(4—¢) (88—278)

et =

¥ para p = u, queda
5 27 ( N
T LA T
Estudiemos a continuaciéon la naturaleza de las soluciones en un entorno del punto

b=pp €= 0. Para que haya estabilidad, es decir que las raices de (4-2) sean reales y
negativas es necesario y suficiente que se verifiquen las condiciones.

i) D>0.
i) —(—1+ eg,) +\/D<0.

Estas condiciones en términos de e, § quedan

(9 8*—22) 98§ —32 3(4— &%) (88—27 §?)
1+e2—————— >0, + e
4(38*—11) 4 835 —11)
y en un entorno de §; = \/11/3 estas acotaciones son equivalentes a
ee>4 (35 —11)/12, e<—4(35—11)/12

Por tanto en un entorno de y, la curva que separa las regiones de estabilidad e ines-
tabilidad tiene un punto cuspidal. Puede verse que los resultados de nuestras investiga-
ciones analiticas estdn de acuerdo con los obtenidos numéricamente por Danby y
Bennet (1965).
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«(ESTUDIO DE LA ESFERICIDAD DE LA ONDA EXTRAXIAL
EN UN SISTEMA OPTICO» (I)

POR

J. Casas y J. APORTA

Departamento de Fisica Fundamental. Céitedra de Optica
Universidad de Zaragoza (Espaiia)

Abstract

The light patterns (spot-diagrams) in different optical systems are studied in function
of the height difference (DIF) between the spots of the principal and the marginal
sagital rays on the paraxial plans.

An empirical study is made for different optical systems the baharior well-knoun.

It is observed that, when the height difference is smoll, if the incident ray describes
a circunference on the entrance pupil plane with center on the pupil axis, then the
emergent ray describes another circunference on the image plane with center on the
principal ray impact. That confirms that emergent wave is of revolution around the
principal ray.

Introduccién

Al proceso de diseno y correccién de los sistemas 6pticos desde un estado inicial,
dado por el anteproyecto, hasta un estado final que, cumpliendo las exigencias de cam-
po, abertura y focal prefijadas de la calidad de imagen deseada, se denomina «Calculo
de combinaciones dpticas», pudiéndose distinguir a lo largo de su desarrollo y perfeccio-
namiento tres €pocas bien diferenciadas.

En la primera de ellas, que cubre aproximadamente el siglo xviir, las mayores contri-
buciones al cédlculo son debidas a Dolland y Fraunhojer, de los que se tienen noticias
que obtenian sistemas corregidos por retoques en las distintas superficies en el proceso
de fabricacién mas que por un calculo previo.

En la segunda etapa, que abarca el siglo x1x y parte del xx, el cdlculo de sistemas
sufre un gran impulso con las contribuciones de Seidel y Petzval, que dan férmulas apro-
ximadas hasta el tercer orden para las expresiones de las aberraciones fundamentales
de un sistema Optico y que constituyen el primer método analitico de correccién de
aberraciones.

El exigir que los sistemas trabajasen con grandes aberturas y campos, siendo impor-
tantes las contribuciones de érdenes superiores al 3°, las sumas de Seidel sélo se pu-
dieron utilizar como un método aproximado de célculo, siendo las adicciones necesarias
a dicho método para conseguir el estado de correccién final del sistema algo propio
de cada autor y en ello consistiria el llamado arte de calcular. Scbre esta metodologia
se han producido obras como las de A. E. Conrady”, H. Chretien?, G. G. Sliusarev’) y
J. Burcher®. z

* Este trabajo constituye parte de la Tesis Doctoral del Dr. J. Aporta, leida en la Facultad de
Ciencias de Zaragoza, el 14 de diciembre de 1973.
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El desarrollo de las aberraciones de 5.° orden y superiores® supuso una importante
contribucién al método del 3. orden, pero en definitiva no se encontré un algebra que
generalizase toda la experiencia anterior, dando la posibilidad de nuevas predicciones, y
que constituyera un método sistematico de calculo de sistemas en el que la experiencia
no fuese un factor decisivo.

Con todo, el célculo de sistemas ha evolucionado cada vez mas hacia métodos consis-
tentes en el trazado exacto de rayos, pues como sefnala J. M. Palmer®, asi se pueden
determinar las aberraciones geométricas exactas siendo éste, como dice G. Toraldo”, el
método msa seguro de calculo.

No obstante, el cidlculo trigonométrico de las marchas de rayos se llevaba a cabo
casi exclusivamente en plano meridiano, pues el trazado de rayos cruzados con el
eje del sistema resultaba tan penoso que muy rara vez se calculaban; y no extrafio en-
contrarse con sistemas que, estando bien corregidos en plano meridiano, tenian que ser
desechados después de cuantiosos gastos de calculo y fabricacion del prototipo debido
al mal comportamiento de la luz extrameridiana.

El comportamiento de esa luz extrameridiana ha podido estudiarse gracias a los po-
tentes calculadores electrénicos que marcan con su aparicién en el mercado hacia
1950, una nueva etapa en el cdlculo de combinaciones Opticas.

A partir de este momento se pueden estudiar un gran numero de rayos que, después
de atravesar el sistema, nos den cuenta del comportamiento de la luz que por él pasa
pudiéndose asi establecer criterios sobre la calidad de la imagen a partir de métodos
geométricos o difraccionales que pueden verse ampliamente en los tratados de M.
Herzbergen®, H. H. Hopkins® y otros!.

El estudio del comportamiento de la luz extrameridiana se comenzé en este labora-
torio con la tesis de C. Onate!). Mediante el analisis de esta tesis y de un trabajo pos-
terior’?, se obtuvo como conclusién mds importante la posibilidad de intentar un mé-
todo de calculo de sistemas basado en conseguir la esfericidad de la onda emergente
de una forma directa e intimamente relacionada con el comportamiento de la luz ex-
trameridiana.

Propésito

Como se ha observado en trabajos anteriores que cuando la diferencia de alturas
de impacto en plano paraxial de los rayos principal y sagital (que entraron en el sistema,
a la misma altura, por centro y borde sagital de PE), y que llamamos DIF, era muy
pequefla se mejoraba profundamente la simetria de la mancha imagen, vamos a hacer
un estudio sistematico de este hecho, y otros importantes que aparezcan, sobre unos sis-
temas Opticos bien conocidos para poder sacar conclusiones generalizadas que nos per-
mitan atacar los problemas de calculo de sistemas épticos empleando para ello el menor
numero de rayos posibles.

Método de cdlculo y desarrollo del trabajo

Para estudiar el comportamiento de la luz que pasa por el sistema procedente de
cualquier punto objeto, se calcula la marcha real de 29 de los rayos que entran en el
sistema por la mitad derecha de PE —ya que la simetria del problema nos ahorra el
considerar la otra mitad— de tal forma que sus puntos de corte se encuentran distri-
buidos sobre cuatro semicircunferencias concéntricas con el punto de impacto del rayo

principal, que es el centro de la PE. Cada una de esas cuatro semicircunferencias, de ra-
R
dios r; =n;— (con n; =1, 2, 3, 4 y R = radio de la PE), une los puntos de corte con

pupila —equidistante entre si— de siete de los rayos.

g
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ESFERICIDAD DE LA ONDA EXTRAXIAL EN UN SISTEMA OPTICO

El método seguido para obtener la marcha de los rayos cruzados a través del sistema
puede verse un trabajo de J. Casas y J. Aporta®.

Los sistemas épticos objeto de estudio han sido los oculares M-2-II1 y 2-II y los obje-
tivos Tessar y Triplete de Taylor, trabajando con apertura relativa 1/4.

Toods ellos son sistemas que aparecen en la literatura y que admiten algtin estado de
correccién aceptable para determinados valores de ols parametros que lo definen, por
lo que pueden ser empleados como sistemas test partiendo de un estado inicial des-
comegido.

A cada uno de estos sistemas, se les ha exigido:

1) correccién de aberracion esférica longitudinal (AEL) asegurando que la onda emer-
gente en eje sea esférica, cosa que tradicionalmente siempre se ha hecho, sin duda con
la esperanza de que dicha esfericidad se propagase a los haces de campo.

ii) hacer minima la diferencia de alturas de impacto en plano imagen paraxial de
los rayos principal y sagital para el mayor semicampo con el que va a trabajar el
sistema.

Se analizan en cada caso los impactos de los rayos, después de atravesar el sistema,
en los planos paraxial (PP) y comatico (PC) (entendiendo por plano comatico el que
siendo perpendicular al eje del sistema pasa ademds por el punto de corte de los rayos
superior e inferior) para semicampos de 21°, 15° y 10°, uniendo los impactos corres-
pondientes a los rayos que entraron por PE sobre una misma semicircunferencia, me-
diante una linea para poder asi visualizar mejor la simetria de la mancha imagen y po-
der relacionarla con la forma de la superficie de onda emergente. Las lineas se marcan
con un I si corresponde a los impactos de los rayos que entraron por PE sobre una
semicircunferencia de radio r = R y por 2, 3 6 4 si r = 3R/4, R/2 o R/4 respectivamente.
Un rayo quedara pues determinado por dos ntumeros (a, b) que especifican el punto de
incidencia en PE. Todas als referencias que existen en los diagramas de punto tienen
como unidad el milimetro.

Los criterios adoptados para la valoracién de la imagen de un punto han sido la
simetria y la superficie por ella ocupada®.

Todos los calculos se han realizado mediante programas clavorados en lenguaje
Fortran IV.

Resultados

a) Ocular 2-II.

La forma y caracteristicas de este primer sistema &ptico objeto de estudio pueden
sacarse de la Tabla 1 donde d, es la distancia de la PE a la primera superficie del sistema;
y el comportamiento del sistema en este estado original observando la Grafica 1.

TABLA 1
= 195.80 d, =176 n, = 1.000
r, = — 1960.60 d, = 10 n, = 1.72722
r; = —315.00 d; =15 n; = 1.62291
Iy = 80.00 d, = 02 n, = 1. (aire)
rs = —145.12 ds =15 n; = 1.62291
Toi= 216.29 d, = 10 ng = 1.72722

Modificando los radios de las distintas superficies se ha alcanzado un nuevo estado
caracterizado por unos valores de los radios

r; = 195.760 Tt — 64.49
r, = — 1966.00 rs = — 145.12
r; = —313.00 re = 12479
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reduciendo la AEL para el rayo de borde de pupila a un valor 0.00032. En la Grafica 2
se representan los diagramas de impacto en este nuevo estado para semicampos de 21°,
15° y 10°, y en la parte inferior la curva de AEL que como se ve aseguraria el buen
comportamiento de toda la luz del haz de eje.

Exigiendo al sistema en su comportamiento minimizacién de DIF para semicampo
de 21° evolucioné hacia un nuevo estado en el que los radios de las distintas superficies
tomaban los valores

r, = — 376.11 s = — 145.11
r, = 638.50 T, = 132,51
r; = —223.50 s = — 335.40

Los diagramas de impacto de este nuevo estado del sistema se representan en la

Grafica 3.
En la Tabla 2 pueden apreciarse los valores de las aberraciones reales para las dis-

tintas haces de campo en los tres estados, (original, corregido de AEL y minimizado
de DIF), del ocular 2-II.

TABLA 2

OcuLAR 2-I1

Estado original

0:21° U=15° G-=10°
Coma =yl i e e b 0.600 0.312 0.184
S — 7750 —2.848 —1.425
ASTISALISTIO b+l o b CUlE P —0456 0.528 0.416
I 4.010 3.487 1.898
CUIVAtUTASEE: s Arui s oies sl it SA —3.950 — 2373 —1.151
TA —3.520 —2.901 —1.562
DiSTOTSION 80t foyhea s he o iatss — 12.730 —6.302 2.5512
Esféricar ik iemh wmi i et g Tl ai=—0:33; —0.075, — 0.033, 0.00074
Estado corregido de AEL
o =21° c =152 ¢ = 10°
Comas s e o i e e 0.887 0.334 0,179
S 1.842 1.34/ 1.236
ASTOMALISINO I . e he Sl P 11.522 — 2177 | — .0979
I 6.445 4761 2.881
Curvaturasie s 0 s e SA —5.180 —3.138 — 1524
TA —7.022 —5.280 —2.761
DiStOrSION ene =i W s — 16.319 —7.93¢9 —2.233
BSPerICa T e i e it s e e —10100032) — 0.00084, — 0.00028, 0.00072
Estado corregido de DIF
o =21° Gi—=a152 ¢ = 10°
Comar o s LS e — 0.067 —0.009 — 0.006
S 1.370 1.200 1.310
ASHgmMAatISINO s s P —0.891 — 0.517 —0.242
I 0.221 1.041 1.440
CURVATUTAS o ot oise ories SA —3.651 — 1.880 —0.857
TA —2.754 — 1.363 — 0.615
DIStOLSION 3. e v s e e — 8.650 —4.141 —1.573
Bsféricar i i mimtn tens e G s 0.81, — 0.454 —0.202, —0.049
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Comparando las Graficas 1, 2 y 3 y observando los valores de Tabla 2, podemos ase-
gurar que la correccién de AEL no mejora el comportamiento del sistema para los
distintos haces de campo —sobre todo en lo que a simetria de las manchas imégenes
se refiere—; mientras que la minimizacién de DIF les confiere una gran simetria, pues
las lineas que unen los impactos de los rayos, que entraron por PE equidistantes de su
centro, son practicamente semicircunferencias concéntricas con el impacto del rayo
principal, lo que asegura que la superficie de onda emergente serd de revolucién en tor-
no al rayo principal.

OCULAR 2-II ORIGINAL

o = 21°, DIF = 0.12
| 3400
\@

o = 15°. DIF = 0.08

[
l_

75,9 t_zs,ss
; / \1
‘ ‘)
|_25,00 125,00
PRIV | il € =t ik,
-0 (A} =01 0,1

o = 10°. DIF = 0.05

— L AR =
o k) 2ot

P. Paraxial P. Comatico

GriFica 1
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OCULAR 2-1II CORREGIDO DE AEL

¢ = 21°. DIF = 0.12

¢ = 15°. DIF = 0.07

i

24,50 -}

L

S P |

o = 10°. DIF = 0.04

=

i 1 1
-0001 ' 0001 O [X)
Curva de AEL P. Comatico

GRAFICA 2
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OCULAR 2-II CORREGIDO DE DIF
¢ = 21°. DIF = 0.022

{
|

~

(35,0

| 34,50

A——
¢ = 15°. DIF = 0.004

| NS0

H—— H——
¢ = 10°. DIF = 0.001

A
s
B
8

00 AT T B
P. Paraxial P. Comitico
GRAFICA 3

b) Ocular M-2-I11I.

Andlogo estudio al realizado con el ocular 2-IT se ha hecho con el ocular M-2-111,
cuya forma y caracteristicas pueden verse en la Tabla 4, llegando también a los mismos
resultados.

TABLA 4
r; = 620.10 d; = 80 n; = 1.0000
= 110.12 d, = 15 n, = 1.72722
r; = —110.12 d; = 30 n; = 1.62291
T 15731 d,= 02 n, = 1. (aire)
rs = — 157.31 d; = 30 ns = 1.62291
s = — 638.10 d; =15 n, = 1.72722
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OCULAR M-2-III g = 21°
Estado original DIF = 0.12

e &
\.
e

Estado corregido de AEL. DIF = —0.53

|40, | 450,

Pl

i, =1, %

Estado corregido de DIF. DIF = 0.005

=M

133,50 133,50

o (X} -0 (X}

P. Comético
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En la Grafica 4 pueden verse los impactos en plano paraxial y plano comético para
semicampos de 21° en los tres estados (Original, comegido de AEL y minimizado de
DIF) del ocular M-2-III. Se omiten los diagramas de impactos para semicampos de 15°
y 10° por que no aportan nada nuevo.

Al observar la Gréfica 4, vemos que la disminucién de la AEL no influye para nada

sobre la simetria de la mancha imagen, mientras que la minimizacién de DIF lo hace en
un alto grado, reduciéndose la mancha practicamente a un punto en plano comético.

¢) Triplete de Taylor.

Otro de los sistemas estudiados ha sido un objetivo tipo Triplete de Taylor, cuyas
caracteristicas originales se dan en la Tabla 5, con el diafragma de apertura colocado
un milimetro por detrds de la cuarta superficie. Los diagramas de impacto del sistema
en este estado original para semicampos de 21°, 15° y 10° estdn representados en la
Gréfica 5.

TABLA 5
I = 26.70 d=—16 n; = 1.000
r, = — 148.80 d, = 5 n, = 1.537
r; = —36.80 d; = 9. ¢ n; = 1. (aire)
I, = 23.30 d, = 15 n, = 1.624
rs = 122.10 ds= 149 ns = 1. (aire)
rs = —24.50 di— 5 n, = 1.493

Cuando los radios de las distintas superficies tomaban los valores

= 45.16 T, = 52.74
r; = —119.50 Is = 46.49
1 =— 5242 1, = — 104.16

la AEL para el rayo de borde era 0.0031 y los impactos de los rayos tal como se indican
en la Gréfica 6.

Minimizando DIF para semicampos de 21° se alcanza un nuevo estado, caracterizado
por unos valores de los radios de

I = 30.72 Iy = 23.56
r, = —141.50 rs = 499.90
r; = —35.34 s = —22.64

represetdndose los diagramas de impacto para este nuevo estado del sistema en la Gra-
fica 7.

Los valores que toman las aberraciones reales en los tres estados (original, comegido
de AEL y minimizado de DIF) del objetivo Triplete de Taylor pueden verse en la
Tabla 6.

Comparando las graficas 5, 6 y 7 vemos que la correccién de AEL no mejora la sime-
tria de las manchas imagen y que la minimizacién de DIF no confiere tampoco a los
diagramas de impacto la marcada simetria que en los casos anteriormente estudiados,
sobre todo para semicampo de 21°, aumentando sin embargo, dicha simetria al disminuir
los semicampos. Observando la Tabla 6 vemos que para semicampo de 21° el coma toma
el valor 4.26 disminuyendo a 0.45 para 15° lo que indujo a pensar que la falta de simetria
existente en las manchas imagenes en este caso seria debido en gran parte a la disimetria
existente en plano meridiano.
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TRIPLETE DE

T

=¥ 1

P. Paraxial

TAYLOR ORIGINAL

¢ =21°. DIF = —0.41

25,
*—/'

¢ =15°. DIF = —0.19

3
3
-1 1
¢ = 10°. DIF = 0.08

P. Comitico

GRAFICA 5
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TRIPLETE DE TAYLOR CORREGIDO DE AEL

o =21°. DIF = 0.77

s

¢ =15°. DIF =0.44

—

&
]

L

20,
jossilng s e ——

¢ = 10°. DIF =90.27

P. Paraxial P. Comatico

GRrAFICA 6
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TRIPLETE DE TAYLOR CORREGIDO DE DIF

¢ = 21°. DIF = 0.001

e
T
f
T

o = 15°. DIF = 0.049

¢ = 10°, DIF = 0.072

P. Paraxial P. Comatico




ESFERICIDAD DE LA ONDA EXTRAXIAL EN UN SISTEMA OPTICO

TABLA 6

OBJETIO TRIPLETE DE

TAYLOR

Coma’ 1 el R (it o
Astigmatismo ... ... ... ... oo
Curvaturasi ..ot Ty

DiStorsIOn’ il e lias dii i Sl
B sferical < ime NNk s el M

Coma= e ra i G
Astigmatismo: .ol i
CULRVATUTAS it St el

DISTOTSION: i ie S L
Esferical i 2l i Ssimdsile iy

Comar s Rttty
Astigmatismo ... ... .. ... ..o .
Curvaturas .. s e

DISTOrSION: v v e i ol
Bsférica v Gy i St s

c=21°
2.870
S 55.130
P 14.051
I 99.000
SA —1.920
TA — 15.950
—0.410
1.268,
g =21°
— 1.400
S 21.700
P 16.590
I 35.150
SA —13.130
TA — 29.700
—3.350
0.0031,
o =21°
4.296
S 37.150
P 8120
I 3896
SA 1320
TA —6.900
0.300
— 4930,

Estado original

o = 15°
1.48

— 16.390
—2.720
62,051
— 0.680
— 3409
0.278

?0.262, —0.316,

Estado corregido de AEL

a =152
—1.15

. 16.200

— 8.610

3.140

— 6.620

— 15.290

—0.890

— 0.0357, — 0.0267,

Estado corregido de DIF

o= 15°
0.450
1.321
—0.970
3.542
0.960
1.930
0.040

—2.710

— 1.162,

o = 10°
0.387

— 18.381
0.382
3.880
—0.291
—0.673
0.398

—0.101

o = 10°
—0.50
6.950
3.930
0.740
— 2950
— 6.880
—0.018
— 0.0075

Con objeto de comprobar la anterior suposicién se corrigié un poco el sistema de
coma tangencial a la vez que se hacia minimo DIF, alcanzidndose un nuevo estado en el
que las manchas imAgenes tenian de nuevo la simetria de los casos anteriores como

puede verse en la Gréafica 8.

— 461 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

TRIPLETE DE TAYLOR FINAL

¢ = 21°. DIF = 0.07

\ fP’
35,
ﬂ_‘_{' (BB

¢ = 15°. DIF = 0.03

¢ = 10°. DIF = 0.01

P. Paraxial P. Comaético

GRrAFICA 8

d) Objetivo Tessar.

El dltimo sistema objeto de estudio fue un objetivo Tessar, cuyos resultados vinieron
a corroborar las conclusiones parciales obtenidas de los sistemas anteriores.

En la Grafia 9 pueden verse los impactos en plano paraxial y comético para semicam-
po de 21° en los tres estados (original, comegido de AEL y minimizado de DIF) del ob-
jetivo Tessar, pudiéndose observar que la correccién de AEL no influye nada sobre la
simetria de las manchas imagenes mientras que la minimizacién de DIF les confiere
una gran simetria en torno al impacto del rayo principal.



ol
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OBJETIVO TESSAR g = 21°

Estado original DIF = —1.70

20,
| 45,
Eh

1 1.
=13 1 <1, 1.

Estado corregido de AEL. DIF = 0,27

G

3
L&_L S Al
2
-1,

1. -1 1.
28.

Estado corregido de DIF. DIF = 0.02

1

T
i =13 i

P. Paraxial P. Comaitico

GrAFICA 9

Consideraciones

Se han representado también en cada estado de los sistemas estudiados los diagra-
mas de impacto en planos sagital y tangencial, encontrandose que cuando DIF era pe-
quenio en plano paraxial, también lo era en los planos sagital y tangencial, lo que indica
que en la congruencia de rayos emergentes, el principal y el sagital estin practicamente
sobre un mismo plano.
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La simetria observada en plano paraxial cuando DIF era muy pequeiio, existia tam-
bién en los planos sagital y tangencial, omitiéndose su representaciéon por no aportar
nada nuevo al objeto de este trabajo.

Para comprobar hasta qué punto la correccién en eje no influia en campo, se estu-
diaron los diagramas de impacto para semicampos de 8°, 6°, 4° y 2° en los estados ori-
ginal y comegido de AEL, para cada uno de los sistemas estudiados, no encontrandose
para ninguno de los semicampos influencia sobre la simetria de la mancha imagen en el
segundo estado.

Se ha comprobado también mediante el estudio de los diagramas de algunos estados,
no representados aqui, cuando el resto de las aberraciones eran pequeiias, que la abe-
rracién esférica de eje se traslada a campo con el mismo valor, como asegura la teoria
del 3.« orden.

Conclusiones

La correccién de aberracién esférica, solamente, no afecta para nada a las disime-
trias de la imagen, que se siguen conservando después de corregir la esférica en eje.
En lo tnico que afecta a los diagramas de campo es en el tamafno de las figuras, sobre
todo para angulos de campo pequeiios en los cuales, practicamente, la tinica aberracién
significativa es la esférica de campo.

Cuando no hay disimetrias en la imagen extraxial, la aberracion esférica es respon-
sable del area de la mancha imagen a cualquier angulo de campo, excepto que Se le sume
un efecto de curvatura de imagen.

También se observa, cuando no hay disimetrias que la distancia de plano comético
a plano paraxial es practicamente igual a la aberracién esférica longitudinal en eje para
cualquier dangulo de campo.

Cuando la disimetria en plano meridiano estd corregida y la altura de impacto de
rayo sagital es igual a la del rayo principal, las circunferencias de pupila se transforma
en circunferencias concéntricas en el plano imagen.

Cuando la disimetria es plano meridiano es grande, pero los impactos de rayo sagital
y principal estan a la misma altura, a puntos simétricos respecto del plano sagital en la
pupila de entrada corresponda en la imagen puntos a igual distancia del plano meri-
diano.

Cuando las disimetrias en plano meridiano no son grandes, la igualacién de alturas
de impacto de rayo principal y sagital en un plano, se conserva para cualquier plano
imagen. Esta conservacién se pierde en casos extremos de aberraciones meridianas ex-
cesivamente grandes.

De todo lo anterior parece deducirse que si un sistema estd corregido en seccién
meridiana y DIF es muy pequeiio, la superficie de onda emergente es esférica.
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MEDIDA DE LA VIDA MEDIA DEL ESTADO 7°S..
DEL TALIO POR LA TECNICA DE CRUZAMIENTOS
DE NIVELES A CAMPO NULO*

P OR

M. A. ReEBoLLEDO y E. BERNABEU

Departamento de Fisica Fundamental, Catedra de Optica.
Universidad de Zaragoza (Espafia)

Abstract

The lifetime of the 7°S,/, state of the Tl is determined by the zero-field level-crossing
(Hanle effect) technique, using a dynamic method with modulation of the exciting sour-
ce. The lifetime obtained is (7.61 + 0.16) x 10-° sec.

The experimental set-up was designed and constructed by us, and is extensively des-
cribed below. Moreover, it was designed to measure level-crossing in some other elements
and for diferent magnetic fields.

Introduccién

La espectroscopia de cruzamientos de miveles iniciada por Colegrove, Franken, Lewis
y Sands" es un excelente método espectroscopico, debido a que proporciona informacion
sobre la corteza y el niicleo del 4tomo con gran precisién y a su elegancia y simplicidad
en comparacion con otras técnicas espectroscopicas. Por otra parte, la estructura hiper-
fina se ha revelado como el test mas fructuoso para el conocimiento detallado de la
funcion de onda del atomo, debido a la gran precisién alcanzada en la medida de efec-
tos hiperfinos y por lo tanto, en la determinacién de constantes de estructura hiperfina
y momentos nucleares.

Por estos motivos hemos disefiado, construido y puesto a punto una instalacién para
la deteccién de cruzamientos entre subniveles magnéticos hiperfinos. La instalacién es
lo suficientemente versatil como para permitr la detecciéon de cruzamientos de subnive-
les en un gran numero de elementos del sistema periédico.

Una vez construidos y puestos a punto los elementos fundamentales de la instalacién,
hemos iniciado el estudio experimental de cruzamientos de niveles con la determinacién
de la vida media del nivel 7°S;/, del Tl, mediante la medida de los cruzamientos de nive-
les a campo nulo (efecto Hanle) en dicho nivel.

II. Deteccién de cruzamientos de niveles

Consideremos un atomo sometido a un campo externo ,que puede estar constituido
por la suma de campos eléctricos y magnéticos. Cuando dos subniveles de energia pre-

* E] trabajo que se recoge en este articulo forma parte de la Tesis Doctoral del Dr. M. A. Rebo-

lledo. que se leyé el 14 de diciembre de 1973, en la Facultad de Ciencias de Zaragoza, obteniendo la
calificacién de «Sobresaliente Cum Laude».
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sentan una degeneracién para un valor del campo externo, se dice que dichos subniveles
se cruzan.

Fxcitemos 6pticamente un Atomo que presenta un cruzamiento entre dos spbniveles
de estados excitados, de forma que puedan realizarse transiciones dipolares eléctricas
desde un mismo subnivel del estado inicial a los dos subniveles que se cruzan. La inten-
sidad de fluorescencia emitida espontaneamente por el atomo viene dada por?

I=2 ZIf‘ (elex.Q(l)lf) (e’lel'o(l)lf>*x

1,17 eer
(fl|e)‘ . Q(l)le) (f/ie)‘ . Q)
(I‘e' G Fe)/z = i(Ez‘—Ee)

e/)*

(1)

y presenta una variacién en funcién del campo, en torno al valor del cruzamiento, lo que
permite detectar el mismo. En (1) f y f/ representan a los ntimeros cuanticos que ca-
racterizan a los subniveles del estado fundamental y e y e’ representan a los estados
excitados, de energias E, y E.. y anchuras Ty eE, respectivamente. e, y &,, son los vec-
tores de polarizacién de los haces excitador y detector respectivamente e I, es la inten-
sidad emitida por la fuente excitadora luminosa en la transicién ’e N |f ) El' perfil
de la sefial de deteccién, en funcién del campo, presenta forma de lorentziana, curva de
dispersién o mezcla de ambas.

En el caso de subniveles magnéticos hiperfinos, si se toman como funciones base
las funciones de onda |y ]IFMF), puede escribirse una funcién de onda cualquiera |1p),
en el caso de no considerar mezcla de configuraciones ni de términos, en la forma

|¥) = 3 (v JIFM:| U |y)

v JIFM; ) (2

siendo U la matriz de transformaciéon que diagonaliza al hamiltoniano del dtomo. Esto

s6lo es preciso aplicarlo para los estados excitados, ya que (1) no depende de los coefi-

cientes (yJIFMg| U |f), (y' VIF’M’s|U’| ') puesto que 3 |f)(f| ¥ 3 |f) (| son in-
f 14

variantes bajo cambios de base. Esto nos permite considerar las funciones de onda |f)
y | /) como estados puros, lo que simplifica considerablemente el célculo.

Teniendo en cuenta esto (1) se convierte, en el caso de excitacién con espectro de
banda amplia para el que todas las intensidades I, son précticamente iguales, en®

I=3 S. ©))
siendo
(e|U|yTIEM:) (e’ | U” |y TIF'M's )*
Ser = 2_ X
ARl (T, + T,)/2 + i (E..—E,)
17 Fr J¢ Fr
(YIIFM: | U|e) (v VIF'M's | U’ | & )* x

(v TIFMe | My |y TIF'M'sY (y JIFM; | M, | v J'IF'M? 4

con

(yJIFM; | M, |y TIF'M'y ) = 3 (yTIFM: |, - Q| y, LIFMy, ) x

T P

(Y TIFM | e, - QO |y, LIFM;, )* (5)
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v
(yTIFM | My |y PIFM Y = (— 1), 141
F1QD [ 1) (T [ Q® | 1)* 12T + D@T + D@F + DEF + DI? x
St I il LB Sl o
v FPI|\7T0)\—M M Me— M,
i Ny
(P P 0 D“MF —M'p0 ((I)l' 0, 0) (6)
siendo
Dy Mp — M 20 (@4, 61, 0) Y\, Mp — Mp'y (61, @) (7

En (6) 6, y &, son los angulos polares del vector de propagacién o polarizacién del
haz excitador, segiin que la polarizacién de éste sea circular (P = + 1) o lineal (P = 0)
respectivamente. Pueden obtenerse expresiones andlogas a las (5) y (6) para M, que
corresponde al haz detector, en las que intervienen ¢, y ®,.

En la tabla se presentan los valores de AM = | Mz — M’z |, v, 01, 02 AD = | ®1— @2 |
y las polarizaciones que es preciso utilizar, para que la sefal de cruzamiento sea una
lorentziana o una curva de dispersiéon puras, valores que se producen de las expresiones

@), (5), (6) y (D).

TABLA I
AD
AM v Polarizacién 01 02 Perfil Perfil
lorentziano | dispersion
2 2 Circular y lineal /2 /2 n /2 2n+1)x/4
1 2 Circular y lineal /4 /4 nr 2n+1)x/2
1 1 Circular /2 /2 nr 2n+1)x/2

En el caso de que la excitaciéon se haga mediante un conjunto de rayas monocroma-
ticas, no es valida la expresién (4), debido a la intervencién de I, teniendo que reali-
zarse el célculo a partir de (1).

III. Método experimental

Para valor nulo del campo magnético externo existen tres cruzamientos de subniveles
en el nivel 7:S;, del Tl, uno con AM =2 entre los subniveles |(F =1) M:= + 1),
|(F=1) Me=—1) y dos con AM =1 entre los subniveles [(F=1) M = + 1),
|(F=1) M;=0) y |(F=1) M; =—1), | (F =1) M; =0).

" Para determinar las condiciones en que pueden detectarse estos cruzamientos es pre-
ciso utilizar el desarrollo (6) y su andlogo para (yJIFMy|M,|y" J'IF’M';). Debido a
las propiedades de los simbolos 6 —j, dichos desarrollos se anulan para J =J'=1/2 y
v = 2, por lo que queda excluido el cruzamiento con A M = 2, pudiendo detectarse los
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AM = 1. Ademés segin las propiedades de los simbolos 3—j, (yJIFM; | M, |yTIF'M’)
Y (yJIFMy | M, |y J'IF’M’s) s6lo son distintos de cero si P = + 1, por lo que la excita-
cién y detecciéon de los cruzamientos debe hacerse con luz polarizada circular, dextré-
gira o levégira. La observacién de la tabla I nos muestra que la excitacién y la detec-
cién deben hacerse en direcciones perpendiculares a la del campo magnético, obtenién-
dose una senal de deteccién en forma de lorentziana si AP =0 y en forma de curva
de dispersién si A® = x/2. En nuestra instalacién hemos elegido la geometria con
A® = 0, puesto que para obtener A ® = n/2 es preciso que el campo magnético que
produce los cruzamientos sea vertical, disposicién que restringe mucho las posibilidades
de la instalacién, impidiendo la observaciéon de cruzamientos para los que sean necesa-
rias otras orientaciones de los haces excitador y detector. Esto no ocurre si disponemos
el campo en direccién horizontal y utilizamos la geometria con A® =0, con lo cual
se obtienen curvas de deteccién en forma de lorentziana.

Ly o ,, 4 _/-——'-F=1
4510 12330 Mcis
F=0

6 P32 <2 530 Mess

——F=1
—

\ 21330 Mais
=0

Fic. 1

6" P 124

En un vapor de atomos de talio en equilibrio térmico (distribuciéon de Boltzman) la
poblacién del nivel 6°Py, es despreciable frente a la del nivel fundamental 6°P,/,, debido a
la notable diferencia de energia entre dichos niveles (2.337 x 10° MHz). Ello obliga a que
para la excitacién del nivel 7°S,;, haya que utilizar la raya (7°S;, —> 6%Py;) de 3776 A.
La deteccién puede hacerse midiendo la luz de fluorescencia de 3776 A o la de 5350 A;
sin embargo, con la geometria adoptada por nosotros resulta necesario hacerlo con la
de 5350 A, debido a que con la de 3776 A llegaria al detector la luz de excitacién, que
es de la misma longitud de onda y enmascararia la sefial de cruzamiento. Por otra parte
la luz de fluorescencia de 3776 A puede ser absorbida por los propios dtomos, originando
una considerable despolarizacién de la misma y disminuyendo por lo tanto la magnitud
de la senal de cruzamiento. Esto no ocurre con la fluorescencia de 5350 A, puesto que el
vapor atémico es Opticamente delgado para esta longitud de onda.

En este trabajo hemos utilizado un método de modulacién del haz excitador, modu-
lando la lampara excitadora.
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IV. Descripcion de la instalacién

La disposicién general adoptada por nosotros para la instalacién es la que se muestra
esquamaticamente en la figura 2. En la realizacion experimental del montaje escogido
existen una serie de sistemas y componentes, muchos de los cuales han sido disehados
y construidos por nosotros y cuyas técnicas han tenido que ser puestas a punto para la
realizacién de este trabajo y que se describen a continuacién.

Sefial de referencia b
Impresora
Filtro
paso
Convertidor alto
digital Alimentacion Alimentacion Alimentacion IAlimentacion
Y Fotomul- Refri A bobinas L5
l tiplicador Shpasacion verticales el
Implificador
Canal <J detector
A Sincrono
Canal le
B
Analizador @
Multicanal !
Filtro con \Alimentacion IAlimentacion
Sincronismo paso . bobinas estabilizada
Amplificador horizontales Horno
A
Registrador
X-Y Programador i__—

F1G. 2

a) Zona de interaccién.

La muestra de talio metédlico se encuentra encerrada en el interior de una célula
esférica de 10 mm de radio, fabricada en cuarzo tetrasil, para poder soportar las altas
temperaturas necesarias para producir vapor de Tl y permitir el paso de la radiacién
ultravioleta, cerrando la célula con un vacio del orden de 10-¢ torr.

La célula es calentada mediante un horno eléctrico que puede producir temperaturas
de hasta 600° C y que hemos construido con materiales no magnéticos para evitar per-
turbaciones magnéticas, por lo cual los elementos calefactores se han construido con
hilo de platino y en arrollamiento doble.

El campo magnético es producido por dos pares de bobinas Helmoltz de gran homo-
geneidad, unas para la compensacién de la componentes vertical del campo magnético
terrestre y otras para la produccién del campo magnético de cruzamiento, en la direccién
de la componente horizontal del campo magnético terrestre, para poder compensarla.

El anteproyecto de estas bobinas lo hemos realizado suponiendo que los N pares de
espiras estan confundidos en uno solo de seccién infinitesimal exigiendo:

— AT
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— que para un determinado valor de la intensidad de corriente, produzcan un campo
magnético determinado en el centro,

— que puedan ser alimentadas por fuentes de caracteristicas prefijadas,

—un peso minimo.

— unas condiciones prefijadas de homogeniedad en el eje Z.

Los calculos nos proporcionan el valor del radio medio de las espiras, el ntimero de
las mismas y el grosor del hilo que es preciso utilizar para la construccién de las bo-
binas.

El proyecto definitivo lo hemos llevado a cabo mediante un programa en lenguaje
FORTRAN confeccionado por nosotros, que utiliza la teoria de M. W. Garret?, realizando
un proceso de minimacién que nos proporciona el formato que produce menores inho-
mogeneidades de campo. El formato y dimensiones de las bobinas que producen el cam-
po de cruzamiento (bobinas BH) y de las bobinas de compensacién de la componente
vertical del campo magnético terrestre (bobinas BV), se presenta en las figuras 3 y 4
respectivamente. Ambas bobinas han sido construidas en aluminio y latén para no intro-
ducir perturbaciones debidas a materiales magnéticos.

|

L

| | T
| 9 l!‘ 0 2212 |Lo_
{5 g 410

v -1

Digmetro _del hilo 16

2x32x34  Espir

FiG. 3

#4217

220

g1

Seccion AB
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En la figura 5 presentamos el valor de la inhomogeneidad relativa para las compo-
nentes axial (B,), radial (B,) y mddulo del vector campo magnético, en funcién de la
coordenada azimutal § del vector de posicién del punto en el que se realiza el calculo,
para un valor constante de la coordenada radial R. Se observa que la méxima inhomo-
geneidad B se presenta para § = 0, que corresponde al eje de simetria de las bobinas.
El valor de B es de 2.2 x 10-° para las bobinas BH y de 5.7 x 10-¢ par las bobinas BV,
habiendo tomado R = 1. La figura 6 muestra, en unidades arbitrarias, los valores rela-
tivos de la inhomogeneidad B, del médulo del vector campo magnético en funcién de R.
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La alimentacion de las bobinas BH se ha realizado mediante una fuente HP-6274 B
estabilizada en voltaje y corriente (estabilidad del 0.03 % y salida de 0-60 V, 0-15 A), utili-
zando para la alimentacién de las bobinas BV una fuente estabilizada en voltaje y co-
rriente HP-6209 B (estabilidad del 0.1 % y salida de 0-320 V, 0-0.1 A). Ambas fuentes pue-
den funcionar manualmente, o mediante programacién por resistencia o voltaje externos.

La precisién alcanzada en la medida de cruzamientos de niveles, depende en gran par-
te de la calidad de las fuentes luminosas utilizadas para la excitacién de los dtomos. Por
tal motivo realizamos un estudio del comportamiento de bulbos de talio fakricados por
nosotros, alimentados inductivamente mediante un oscilador de radiofrecuencia. La ldm-
para lucia con considerable intensidad, pero el tiempo de permanencia en funcionamien-
to era del orden de hora y media, precisando de un largo tiempo de reposo para volver
a iniciar la descarga. Los evidentes inconvenientes derivados de un funcionamiento inte-
rrumpido de esta ldmpara de TI, junto con el refrendo de la bibliografia®® en este tipo
de ldmparas nos llevd a rechazar este método. Hemos estudiado también el comporta-
miento de ldmparas espectrales de Tl Osram y Philips alimentadas mediante corriente
continua y alterna, eligiendo las lamparas Osram que son muy estables. La eleccién es
debida a que las ldmparas Philips alimentadas con corriente continua presentaban una
gran modulacién en amplitud y la influencia del campo magnético sobre el flujo lumi-
noso era cuatro veces mayor que para las lamparas Osram. No hemos utilizado ldmpa-
ras Osram alimentadas con radiofrecuencia a través de sus electrodos, a pesar de haber
realizado un estudio sobre ellas y de lucir en régimen permanente y estable, debido a
que la radiofrecuencia producia perturbaciones en el instrumental electrénico de control
y medida de nuestra instalacién.

La excitacion Optica de los atomos se realiza perpendicularmente al campo magnético
de cruzamiento. La componente de 3776 A es seleccionada por el filtro F, (Wratten Ko-
dak 18 A + 32) y polarizada g, 6 ¢. mediante un polarizador circular constituido por un
polarizador lineal P; (Polaroid HNP'B) y una lamina cuarto de onda (construida en mica
por la casa Steeg & Reuter). La lente L, (f* = 50 mm., @ = 50 mm.) focaliza la luz de
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excitacién sobre la célula. La componente de 5350 A de la fluorescencia emitida en la
misma direccién de excitacién es seleccionada mediante el filtro F, (Schott Depal), mien-
tras que un analizador circular formado por un polarizador lineal P, (Polaroid HN42) y
dos laminas cuarto de onda (Polaroid, )/4 = 1400 + 200 A) que seleccionan la fraccién de
fluorescencia polarizada circularmente g, 6 ¢_.

Hemos utilizado en la preparacién de polarizadores circulares, un método andlogo al
descrito por R. Corbalan y E. Bernabeu”. Asignando la elipticidad residual, al hecho de
que el desfase §, entre los campos eléctricos (de igual amplitud y perpendiculares entre
si y a la direccién de propagacién), de las dos ondas que constituyen el haz de luz
polarizada circularmente no sea exactamente 90°, hemos obtenidos desfases § de 89°
para la raya de 3550 A y de 86° para la raya de 3776 A.

b) Sistemas de control.

Para estabilizar la temperatura del horno hemos disefiado y construido un equipo
termostatizador (fig. 7), que consta de un bloque de amplificacién diferencial de ganan-
cia 400, de un bloque de potencia y de un sistema de relés y utiliza el voltaje propor-
cionado por un termopar de cobre-constantin que se encuentra en el interior del horno.
Este equipo asegura una variacién méxima de la temperatura de. 0.2% y puede pro-
gramarse mediante una onda cuadrada, de forma que el horno quede alternativamente-
te encendido y apagado en sincronizacién con el campo magnético producido por las
bobinas, pudiendo medir sin perturbaciones magnéticas en el semiperiodo en que el
horno esta apagado.
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Para realizar la deteccién de cruzamientos por un método dindmico es preciso reali-
zar barrilos automaticos del campo magnético de cruzamiento, lo que obliga a progra-
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mar la fuente de alimentacién de las bobinas correspondientes mediante un voltaje que
realice un barrido lineal con el tiempo. Como la medida final de la sefial de cruzamien-
to debe ser el promedio automatico, mediante el analizador multicanal, de varias sefia-
les de cruzamiento, es preciso que el barrido del campo magnético se realice de forma
periédica y sincronizable con el analizador de sefial multicanal. Por otra parte es pre-
ciso programar el horno sincronizandolo con el barrido del campo magnético y del ana-
lizador multicanal, para realizar la medida cuando el horno estd apagado y evitar las
perturbaciones magnéticas.
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Para tal fin hemos disefiado y construido un equipo de sincronizaciéon y programa-
cién (fig. 8), que posee dos salidas de forma de onda triangular con distintos voltajes
de pico (regulable uno de éllos) y dos salidas de forma de onda cuadrada con distintas
potencias, todas ellas sincronizadas.

c¢) Cadena de deteccién.

La lente L, (f =170 mm., @ = 90 mm.) focaliza la luz de fluorescencia sobre el
fotocitodo de un fotomultiplicador de 12 dinodos RCA-8575, apantallado eléctrica y
magnéticamente, refrigerado a —20°C por efecto termoeléctrico Peltier y alimentado por
una fuente estabilizada en tensién Keithley-244. La corriente proporcionada por el foto-
multiplicador se introduce en la etapa de preamplificaciéon de un equipo de detecciéon
en continua (fig. 9) que hemos construido, con etapas de preamplificacién, amplifica-
cién, amplificacién diferencial y filtrado, con diversas opciones que lo hacen muy ver-
satil. Las etapas de filtrado pueden actuar con constantes de tiempo altas o bajas se-
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glin se utilice el equipo para medidas estdticas o dindmicas. En el conector de salida
pueden obtenerse las senales proporcionadas por cada una de las etapas, pudiendo ac-
tuar en particular como preamplificador. Puede obtenerse una ganancia total de hasta
38000, por lo que puede utilizarse en la deteccién de sefiales muy débiles, que en nues-
tra experiencia estdn comprendidas entre 10 y 160 nA. La sefial de salida del pream-
plificador se introduce en un amplificador detector sincromo PAR-121. La ldmpara exci-
tadora esta alimentada a corriente alterna de 50 c/s. La diferencia de potencial entre
los extremos de la fotorresistencia FR, se filtra para eliminar la componente de con-
tinua y se introduce en el amplificador detector sincrono como senal de referencia. La
senal de salida de dicho detector se introduce en la entrada A del analizador de senal
multicanal HP-5480 B. La medida del campo magnético se realiza introduciendo en la
entrada B del analizador la diferencia de potencial que existe entre los extremos de
una resistencia de alta estabilidad, colocada en serie con las bobinas que producen el
campo de cruzamiento, una vez filtrada y amplificada. Este voltaje sirve a su vez de
sincronismo para el analizador multicanal. Una vez que éste ha realizado el procesado
de las senales que se han introdudico por las entradas A y B, puede proporcionar los
resultados en forma analdgica mediante una pantalla de oscilégrafo que lleva incorpo-
rada o mediante un registrador X-Y HP-7004 B, o en forma digital mediante una im-
presora rapida HP-5055 A.

d) Calibrado de las bobinas Helmoltz y compensacion del campo magnético terrestre.

El calibrado de las bobinas que generan el campo de cruzamiento lo hemos realiza-
do con un gausimetro a efecto Hall RFL-505, obteniendo un error relativo del 1% en
el calibrado. La compensacién del campo magnético terrestre no podia realizarse con
los medidores convencionales de que disponiamos, por lo que disefiamos y construimos
un miligausimetro giratorio (fig. 10), que consta de una bobina de 20000 espiras que
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giran mediante un motor sincromo (2700 r.p.m.), amplificando el voltaje inducido en la
bobina 160 veces. Con este miligausimetro hemos compensado el campo magnético te-
rrestre con un campo residual inferior a 3 mG.

V. Resultados

Hemos realizado medidas para temperaturas comprendidas entre 350°C y 410°C in-
clusive, con intervalos de 10°C, haciendo un barrido del campo de cruzamiento de 0 a
100 Gs y con la componente vertical del campo magnético terrestre compensada. La de-
teccién de la sefial de cruzamiento se ha realizado alimentando el fotomultiplicador con
un voltaje de 1400 V y una constante de tiempo de 100 ms en el amplificador detector
sincrono, que mejora el cociente sefialruido respecto a constantes de tiempo inferio-
res, como puede observarse comparando las figuras 11 y 12, que corresponden a dos
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0 i B f { 2
I 195G J ; 1576 G |
Fic. 11 F1G. 12

sefiales de cruzamiento obtenidas por nosotros con constantes de tiempo de 3 ms y
100 ms respectivamente. El desplazamiento del maximo y el ensanchamiento de la cur-
va de la figura 12, debido a efectos de constante de tiempo, pueden corregirse mediante
métodos numéricos. La adquisicién de datos se ha realizado introduciendo las sefiales
de cruzamiento y de medida del campo magnético en las dos entradas del analizador de
sefial multicanal, que ha sido sincronizado con la sefial de medida del campo magné-
tico. Ambas sefiales se han reciclado 512 veces, quedando multiplicado el cociente sefial-
ruido por un factor de 22.6. Hemos realizado diez series de medidas para cada una de
las siete temperaturas citadas anteriormente, utilizando 500 canales para la sefal de
cruzamiento y los 500 restantes para la medida del campo magnético, obteniendo los re-
sultados en forma numérica mediante la impresora.

Hemos deducido la vida media del nivel 7°S,, del Tl a partir de las medidas experi-
mentales, mediante un programa en FORTRAN que hemos elaborado y puesto a punto,
que ajusta una sefial teérica a la experimental con un error minimo y corrige también
los efectos de constante de tiempo.

Si la cadena de deteccién presenta una constante de tiempo T, el perfil F(t) de la
sefal de cruzamiento sera deformado, obteniéndose una sefial de deteccion cuyo perfil
S(t’) viene dado por

1 4
S(t) = _f F(t)G(¢, ', T) dt. (8)
T —co

S dysi=
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Para realizar la correccion hemos supuesto que
G(t,t,T) = exp [(t—t)/T]. 9)

Esta aproximaciéon no corrige totalmente los efectos producidos por la constante de
tiempo; dificultad que hemos superado con un estudio comparativo entre las sefialas de
cruzamiento medidas con constantes de tiempo de 100 ms y 3 ms, tratando estas ultimas
con la correccién aproximada exclusivamente.

Hemos deducido los valores medios de la vida media del nivel 73S,/, del Tl para las
siete temperaturas, mostrandose los resultados y sus errores estadisticos en la Tabla II.

TABLA II
Temperatura Vida media (ns) Error probable (ns)
350°C 1.73 0.056 (0.74 %)
360°C 7.60 0.048 (0.63 %)
370°C 7.50 0.035 (0.47 %)
380°C 7.66 0.021 (0.27 %)
390°C 7.71 0.027 (0.35 %)
400°C 7.46 0.050 (0.66 %)
410°C 7.89 0.035 (0.44 %)

A 410°C comienza a contribuir la difusién multiple coherente® en la determinacién de la
vida media, por lo que hemos promediado los valores obtenidos para todas las tempera-
turas excepto la de 410° C. El resultado obtenido es de 7.61 x 10~° s con un error esta-
distico de 0.08 x 10—° s, que corresponde al 1 %. Los errores sistematicos son desprecia-
bles, a excepcién del producido por el calibrado de las bobinas Helmontz que es del 1 %,
obteniéndose asi un error total asignable a nuestra medida de 0.16 x 10—° s, que corres-
ponde al 2 %. Este error se reduciria facilmente al 1 % correspondiente al error estadis-
tico, empleando para el calibrado de las bobinas Helmontz un gausimetro de precisién
superior al RFL-505 utilizado por nosotros.

TABLA III

Método Referencia Vida media (ns)

Efecto Hanle 2 76 + 0.2

» » 8 74 + 0.4

» » 9 7.45 e 0.2

» » 3 7.55 + 0.08

» » Este trabajo 7.61 + 0.16

Doble resonancia 2 74 + 03

Variacion de fase 10 87 +03

» » 11 7.65 + 0.2
Absorcion de haces

atomicos 12 8.1 + 0.8

«Hook» 13 825 + 0.6

» 14 3 74 + 04
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El valor obtenido por nosotros para la vida media del nivel 7°S;, del Tl concuer-
da satisfactoriamente con los obtenidos por otros autores (tabla III) con métodos di-
ferentes al nuestro, utilizando la técnica de cruzamientos de niveles. Otras técnicas
(doble resonancia, variacion de fase, absorcién de haces atémicos y método «hook»)
han sido utilizadas para la determinacién de la vida media de este nivel, obteniéndose
resultados con errores comprendidos entre el 3% y el 10 %, superiores a los obteni-
dos por espectroscopia de cruzamientos de niveles.
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PREPARACION Y ESTUDIO DE LOS PENTAFLUOROFENILA-
LANOS Y SUS COMPUESTOS DE ADICION CON ETER
ETILICO Y TRIMETILAMINA*

POR

R. Us6n y F. Iranzo

Departamento de Quimica Inorganica. Facultad de Ciencias.
Zaragoza (Espana)

Abstract

Compounds with the general formula AIH;_ . (C/F;),.nL (where x=1, 2; n=1, 2;
L = O(C,H;), and N(CH;);) were prepared by metathetic reactions of etheric solutions of
chloroalane and pentafluorophenyl-lithium. Furthermore, the stability of those compounds
and some of their characteristics were studied.

Introduccién

Los halogenalanos fueron preparados por Wiberg y Schmidt?, siendo aportados nuevos
métodos de preparacion por Wiberg, Moedritzer y Usén?, quienes estudiaron sus com-
puestos de adiciéon con trimetilamina.

El interés en la preparacion de los halogenalanos radicé en la obtencidén de una gama
variable de agentes reductores, suficientemente estables y solubles en distintos disol-
ventes, que facilitasen y ampliasen su utilizacién.

Actualmente sigue patente este interés, asi como el de la preparacién de compuestos
organoaluminicos, debido a la elevada reactividad del enlace Al-C, lo que permite uti-
lizarlos, al igual que los compuestos de Grignard, como reactivos de sintesis, habiéndose
mostrado especialmente utiles en la preparacién de organometdlicos de galio, indio y
talio.

Asi nosotros intentando unir estas dos zonas de interés actual, hemos elegido el gru-
po C¢Fs, como grupo organico, para introducirlo en el hidruro de aluminio.

Discusion de los resultados
I.—Preparacién de los eteratos de los pentafluorofenilalanos

Para la preparacién de las disoluciones etéreas de los pentafluorofenilalanos, hemos
hecho uso del proceso general:

AlH;_.Cl, + x C(FsLi «=> x CILi + AIH;_(C4Fs),

(donde x =1 y 2) que se desplaza a la derecha por la precipitacién de CILi, insoluble
en el medio de reaccién.

* Este trabajo forma parte de la Tesis Doctoral de F. Iranzo.
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Si después de filtrar el CILi, se evapora a vacio las disoluciones etéreas, se obtiene en
cada caso los pentafluorofenilalanos con un mol de éter de coordinacién.

AlH,C,F;.0(C,H;),

La reaccién de obtencién de este compuesto se verifica totalmente, y al evaporar la
disolucién etérea a sequedad, lo obtenemos acompafiado del subproducto AIHBrCF;, cuya
presencia se debe a la reaccién®

AIH,CFs + BrC,H, <=> AIHBrC,F; + C;H,,

(El BrC,H, es un subproducto que acompaiia al CiF;Li en su preparacion®.

Una vez comprobada la presencia del derivado bromado, hemos realizado experien-
cias similares a — 30° C, para frenar en lo posible la reaccién secundaria de reduccién
del bromuro de butilo, con objeto de obtener el producto principal lo mas puro posi-
ble, y de poder estudiar el desarrollo de la reaccién de reduccién del halogenuro de
alquilo a temperatura ambiente.

Asi hemos tomado disoluciones etéreas originales a —30° C y las hemos mantenido
a temperatura ambiente durante intervalos de tiempos variables, observindose que pro-
gresa la reducciéon del bromuro de butilo, y que se produce una reaccién de descom-
posiciéon caracterizada por la pérdida de hidrégeno hidrolizable.

Cuando al residuo de evaporacién a sequedad de la disolucién de partida se le afiade
benceno o tolueno precipita el derivado bromado, separandose asi de la disolucién que
contiene el AIH,C.F;. Si se mantienen agitando estas disoluciones a temperatura ambien-
te, se observa la misma reacciéon de descomposicién que en la disoluciéon etérea.

AlH(C4F5),.0(C,H>);

La reaccién de obtencién de este compuesto no es total en éter, alcanzandose ren-
dimientos maximos del 80 % en la precipitacion de CILi.

Si cambiamos el disolvente éter por benceno, la reaccién progresa, llegando a reali-
zarse totalmente.

Con objeto de frenar en lo posible la previsible reducciéon del bromuro de butilo a
parafina, las reacciones realizadas en éter se han llevado a cabo en las proximidades
de —25° C. Si estas disoluciones las ponemos a agitar a temperatura ambiente, durante
intervalos de tiempos determinados, se observa los mismos resultados que con las diso-
luciones de AIH,C/Fs;, es decir, progreso de la reduccion del bromuro de butilo y la
reacciéon de descomposicién.

Cuando el residuo de la evaporacién a sequedad de la disolucién etérea original se
le anade benceno o tolueno, precipita el derivado bromado, separidndose del producto
principal. Si se mantienen estas disoluciones agitando a temperatura ambiente se observa
la reaccién de descomposicidon caracterizada por la pérdida de hidrégeno hidrolizable.

Si preparamos una disolucién en tolueno, y la mantenemos agitando a —30° C, se
disminuye la descomposiciéon del producto, y se observan en disolucién relaciones H:Al
superiores al valor 1:1.

La interpretacion del valor obtenido en esta relacién, se justifica por la produccién
de la desproporcionacién siguiente:

2ATH(C(Fs), <= AIH,C(Fs + Al(C,Fs),

yva que el AI(C.F;s); es insoluble en tolueno a esa temperatura. No se obtiene en solucién
la relacién tedrica H:Al = 2:1, debido a que el monopentafluorofenilalano es inestable
y se descompone perdiendo hidrégeno hidrolizable.
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II.—Preparacion de los trimetilaminatos de los pentafluorofenilalanos

Hemos preparado los aductos con trimetilamina de los pentafluorofenilalanos, des-
plazando el éter etilico de los eteratos con una disolucién etérea de la base libre, segtin
el esquema de reaccién siguiente®:

AlH;_(C.F;),.0(C,H;), + mN (CH;); <= AlH;_,(CFs)..nN (CH;); + O(C,Hs),

AIH,CF;.N(CH,);

Cuando trabajamos desplazando el éter con trimetilamina, con relaciones molares
N(CH,);:Al = 1:1, y evaporamos a sequedad el éter, obtenemos este compuesto.

AZH2C5F52N(CH3)3

Cuando producimos la reaccién de desplazamiento del éter por trimetilamina, traba-
jando con relaciones molares N(CH);:Al = 2:1 6 3> 3:1, y evaporamos la disolucién a
sequedad, obtenemos siempre el diaminato correspondiente, no consiguiéndose intro-
ducir mas de dos moléculas de amina de coordinaciéon por atomo de aluminio.

Este producto ha sido también preparado evaporando la disolucién etérea resultante
de la reaccién siguiente:

AIH,C1.2N(CH,); + C/FsLi <> CILi + AIH,(C/F;).2N(CH.),

Los dos sdlidos obtenidos, asi como sus disoluciones etéreas y bencénicas son estables
con €l tiempo en ausencia de humedad, consiguiendo asi la estabilizacién del AIH,C(Fs en
forma de compuestos de coordinacién con trimetilamina®.

En las disoluciones bencénicas se han hecho determinaciones de peso molecular, in-
dicandonos los valores obtenidos que el monoaminato es dimero y que el diaminato es
monémero. En los dos casos el aluminio presenta un indice de coordinacién de 5, que
coincide con el maximo valor encontrado para este metal en los compuestos de adicién
de los halogenalanos con trimetilamina”.

AlH(C,F;),.nN(CH;);

Cuando intentamos preparar los compuestos de coordinacién con trimetilamina del
bispentafluorofenilalano, aparece un precipitado blanco y una solucién incolora. El pre-
cipitado estd compuesto por Al(C(Fs); y CILi, debiéndose la presencia de este tltimo a
que progresa la reaccién de preparacion del eterato). En la solucién encontramos rela-
ciones H:Al superiores al valor 1:1.

Estos resultados confirman la desproporcionacién apuntada en el eterato del
AIH(C(F;), en tolueno a —30° C y que en el caso de los aminatos se produce como
sigue:

2ATH(CFs),,nN(CH;); <=> AIH,(C,Fs)2N(CH;); + Al(CeFs);.N(CH,),

En este caso deberiamos haber encontrado en solucién relaciones H:Al = 2:1, ya que
el aminato del pentafluorofenilalano es estable. Los valores obtenidos aunque mas
proximos a esta relaciéon que los de la solucién de tolueno, no llegan a alcanzar el valor
tedrico ya que el Al(CF;);.N(CH;); es ligeramente soluble en éter, rebajandose la relacién
H: Al
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Parte experimental

Método general de trabajo

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Debido a la gran reactividad de los enlaces Al-H y Al-C, todo el trabajo experimental
se ha desarrollado con las precauciones usuales sobre todo en lo referente a la mas
completa exclusién de la humedad, utilizando para ello técnicas de trabajo en caja seca

y de alto vacio.

AlH,CFs.0(C.Hs),
En la tabla I se recogen los resultados obtenidos en el analisis de las soluciones
etéreas.
TABLA I
foC Relaciones atomic. % Al
H: Al Br: Al Tedrico Encontrado
—30 1,78:1 0,14:1 10,00 9,76
—30 1,73:1 0,22:1 9,92
—30 1,80:1 0,22:1 10,10
—30 1,90:1 0,09:1 10,00
—30 1,85:1 0,06:1 9,80

Estas disoluciones se tuvieron agitando a temperatura ambiente y a intervalos de
tiempo determinados se analizaron. En la tabla II se reflejan los resultados obtenidos.

TABLA 1II
Sol. inicial Tieion Sol. final
Rel. atémica temp Rel. atémica
5 horas H:Al = 1,64:1 Br:Al = 0,10:1
Al = 184:1 20 horas H:Al = 1,34:1 Br:Al = 0,17:1
Br Al = 0,06:1 96 horas H:Al = 1,08:1 Br:Al = 0,31:1
168 horas H:Al = 0,85:1 Br:Al = 0,34:1

Las disoluciones bencénicas formadas anadiendo benceno al residuo de la evaporacién
a sequedad de la disolucién etérea, se tuvieron agitando a temperatura ambiente. En la
tabla III reflejamos los resultados obtenidos en sus analisis.

TABLA III
Sol. inicial Tiempo Sol. final
Rel. atomica agitacion Rel. atémica
5 horas H:Al = 1,50:1 Br:Al = 0,0:1
H:Al = 184:1 24 horas H:Al = 0,84:1 Br:Al = 0,0:1
Br:Al = 0,06:1 96 horas H:Al = 0,75:1
168 horas H:Al = 0,56:1
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AIH(C4F5),0(C;Hs),

Al no ser la reaccién total en éter, en las disoluciones etéreas tendremos cloruros
en disolucién, como se observa en los resultados recogidos en la Tabla IV referentes al
analisis de estas disoluciones.

TABLA 1V
Relaciones atdmicas ' % Al
H: Al X: Al Br: Al Encontrado Tedrico
0,97:1 0,76:1 0,06:1 5,5 6,19
0,93:1 0,74:1 0,09:1 57
0,90:1 0,96:1 0,06:1 5.7

Las disoluciones de tolueno a —30° C fueron analizadas, encontrandose los resultados
reflejados en la tabla V, en los que justificamos la desproporcionacién en este disol-

vente.

TABLA V

Sol. etérea inicial
Rel. atomica

Sol. de tolueno final
Rel. atomica

H:Al = 0,83:1 H:AI = 1,36:1

Br:Al = 0,06:1 Br:Al = 0,0 :1

X:Al = 0,96:1 X:Al =00 :1

H:Al = 0,90:1 H:Al = 1,11:1

Br:Al = 0,06:1 Br:Al =00 :1

X:Al = 0,96:1 X:Al =00 :1
AlH,C,Fs.N(CH;),

Hemos trabajado con un ligero exceso de trimetilamina sobre la relacién molar

N(CH,);: Al = 1:1.

El producto obtenido de la evaporacién a sequedad ha sido analizado y sus resulta-

dos se recogen en la tabla VI, juntamente con los valores del peso molecular obtenido
en benceno por crioscopia.

TABLA VI

Sol. etérea inicial

Rl St Rel. atémica final Tiempo At Pm k.
H:Al = 1,80:1 H:Al = 1,80:1 1 hora 0,035 616 4,47
Br:Al = 0,22:1 Br:Al = 00 :1
N(CH;);: Al = 1.18:1
AlH,CF;.2N(CH;);

Los resultados de los anilisis referentes a este producto se reflejan en la tabla VII,
junto con la determinacién del peso molecular obtenido en benceno.
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tilaminatos.

TABLA VIII

Sol. etérea inicial o i Tiempo
Rel. atémica Rel Satomica tfinal agitac. o Pm gr./ke.
H:Al = 1,70:1 H:Al = 1,67:1 3h 0,080 336 5,25
N(CH,);:Al = 2,0:1
H:Al = 1,85:1 H:Al = 187:1 44 h
N(CH;);: Al = 1,98:1
H:Al = 1,87:1 H:Al = 1,79:1 %h 0,40 293 23,0
N(CH;);Al = 2,0:1 0,18 326 11,5
AlH(CF;),.nN(CH;)

Cuando hemos intentado formar los aductos con trimetilamina del bispentafluorofe-
nilalano, se nos separa un precipitado blanco y una solucién incolora.
En la tabla VIII recogemos los resultados obtenidos al analizar las disoluciones eté-
reas obtenidas, indicindose ademas el producto de partida en la obtencién de los trime-

Producto de partida

Rel. atomica inicial

Rel. atémica final

ATH(C(F5),.O(C.Hs),

AIHCL,.2N(CHs,);

H:Al = 0,82:1
X:Al = 1,04:1
H:Al = 0,83:1
X:Al = 0,96:1
H:Al = 1,00:1

H:Al = 1,10:1
X:Al = 0,48:1
HAl: 11
H:Al = 1,70:1
X:Al = 0,75:1

Espectros IR

Agradecimiento

— g6 -

El precipitado se identificé como CILi y Al(CF;);.N(CHs,)s.

Los espectros IR se realizaron en dos espectrofotémetros, Infracord de Perkin-Elmer
y Beckman 20 A, utilizando técnicas de suspensién en nujol y de pastilla de BrK.
En los compuestos de coordinacién con éter etilico se han identificado las bandas
correspondientes a enlaces AlI-H®, grupos C(Fs?, enlace C-O-C®) y C-H del éter etilico.
También se han determinado los espectros IR de los gases desprendidos en el calen-
tamiento a vacio de los sé6lidos, lo que nos ha permitido determinar que no hay maés li-
gando coordinado que el que se indica.

Uno de nosotros (F. I.) agradece a la Direccién General de Ensefianza e Investigacién
la concesién de una beca para la realizacién de este trabajo.
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