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NECROLOGIA

ILMO. SR. D. JOSÉ ESTEVAN CIRIQUIAN

En el corriente año esta Academia ha visto con dolor la desap arición de uno de su s
más distinguidos miembros numerarios, el Ilmo. Sr. D. Jo sé Estevan Ciriquian, fallecido
én Zaragoza el 24 de julio de 1973. Su s cualidades intelectuales fueron destacad ísimas,
su actividad docente extraordinariamente meritoria y su bondad humana digna de un
caballero cristiano ejemplar como él fue en su vida. Intentemos demostrar en el breve
espacio de esta nota necrológica , que tales afirmaciones no se hac en sin fundamento.

Había nacido Estevan Ciriquian en Zaragoza, en 1899, mas pronto dej ó esta ciudad,
y otras, según las necesidades profesionales de su padre, que era Farmacéutico militar.
In gresó por oposición en la Academia de In genieros del Ejé rcito de Guadalajara en
1912, como alumno de menor edad allí ingresado nunca, po r cuya circunstancia y la
gran brillantez de sus estudios fue distinguido en ella con la concesión de un sable de
honor. Teniente de Ingenieros en 1918 prestó servicios de guerra en Africa. Luego, en
1925, alcanzó el grado de Diplomado de Estado Mayor, con la habitual perfección en los
correspondientes cursos.

Cursó en la Universidad Central los estudios de Licenciado en Ciencias Exactas en
los años de 1922 a 1926, con Matrícula de Honor en todas las asi gnaturas de la carrera
menos en dos, «Química» y «Ast ronomía», en las qu e obtuvo Sob resaliente.

Destinado a Zaragoza comenzó desde 1928, cada vez más intensa, su act ividad en la
enseñanza privada de las Matemáticas. Al tiempo, cursó como alumno libre en la Uni­
versidad de Zaragoza la Licenciatura en Derecho durante los cursos de 1926 a 1929, con
excelente expediente escolar. Si bien no ejerció la abogacía, no supo negarse a ser du­
rante los dos cursos siguientes Ayudante de clases prácticas en la misma Facultad donde
se había licenciado. .

En 1931 pasó a -Ia situación de retirado en el Ejército y se orientó decididamente en
su profesión de matemático. Ingresó por oposición con el número uno en 1935 en el
cuerpo de Catedráticos del Instituto en la plaza de Soria.

En 1936 se incorpora al Movimiento Nacional, pasando en Zaragoza a organizar el
grupo de transmisiones, resultando herido en 1938. Aunque es ta nota no esté dedicada
a glosar su excelente actividad militar, es oportuno dejar constancia de ella con la re­
lación de las principales condecoraciones qu e la esmaltan: Dos cruces de primera clase
del Mérito Militar del distintivo rojo (1920-1921). - Medalla Militar de Marruecos con
pasadores Melilla (1920) y Tetuán (1927). - Medalla de la Paz de Marruecos (1929). ­
Cruz de l.' clase del Mérito Militar con distintivo bicolor (1926). - Dos cruces de guerra
(1939). - Cruz de l. " clase del Mérito Milit ar con distintivo rojo (1939). - Medalla de la
Campaña de Liberación (1939). - Medalla de sufrimientos por la Patria (1941). - Cruz
de la Real y Militar Orden de San Hermenegildo (1943). - Placa de la Real y Militar
Orden de San Hermenegildo (1945).

Terminada la guerra pasa a ser catedrático de Matemáticas del Instituto Goya de
Zaragoza, destino que desempeña hasta su jubilación reglamentaria en 1969.
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De extraordinaria importancia y oportunidad fueron sus servicios en la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Zaragoza como Profesor Adjunto de Análisis Matemático
a partir del año 1940, contribuyendo eficazmente a resolver una situación académica

_delicada, en un periodo en que la coyuntural escasez de profesorado llegó a poner en
peligro la misma supervivencia de la Sección de Matemáticas en Zaragoza. Obtenida
esta plaza por oposición, las sucesivas prórrogas reglamentarias le mantuvieron en esta
Facultad hasta 1962 en que cesó a voluntad propia. Entonces fue nombrado Adjunto
honorario de la misma, por la correspondiente Junta.

Ingresó en 1950 por oposición, también con el número uno, en la Escuela de Peritos
Industriales de Zaragoza, donde le alcanza la jubilación como catedrático de "Cálculo
y Métodos Matemáticos».

Esta agotadora labor docente fue realizada con una puntualidad, exactitud y dedica­
ción absolutas de la que muchas generaciones de alumnos son testigos y llegó a com­
prometer seriamente su salud, pero nunca limitó su esfuerzo. Esta inquietud por la per­
fección de la enseñanza le llevó de modo natural a formar parte de numerosas comi­
siones consultivas y de investigación sobre la Metodología de la Matemática que a partir
de 1940. se fueron concibiendo, iniciadas tal vez por el malogrado don Pedro Puig Adam,
tan prematuramente desaparecido, y continuadas hasta hoy, cada vez, afortunadamente,
con más medios y más eco en la política educativa nacional.

Ingresó por elección como miembro numerario de la Academia de Ciencias Exactas
Físico-Químicas y Naturales de Zaragoza, en fecha 24 de octubre de 1945, asignándosele
la medalla núm. 4 en la que le había antecedido otro aragonés ilustre, don Manuel
Lorenzo Pardo. En esta Corporación ha sido Tesorero y Vicepresidente de la Sección de
Exactas.

Reconociendo sus méritos profesionales le fue concedida la Encomienda de la Orden
de Alfonso X el Sabio en el año 1953. Asimismo, en 1970 fue designado como Colegiado
Distinguido del Distrito de Zaragoza por el Colegio Oficial de Licenciado y Doctores, a
cuya entidad pertenecia desde 1931.

Hombre de acción directa y eficaz no dejó por ello de fijar algunas veces en memo­
rias y publicaciones sus ideas profesionales. Citemos la excelente serie de sus textos
para el Bachillerato (en colaboración con Benigno Baratech) y las siguientes publica­
ciones:

Planteo del Problema de la Movilización Industrial. - Memorial de Ingenieros del
Ejército, 1927 (páginas 88 a 94).

Movilización Industrial Obrera. Estadística Militar y Personal requisado. Censo Mili­
tar y Obrero y Especialista. Zaragoza, imprenta «Goya», 1929 (páginas 56 a 84).

Algunas represesentaciones geométricas usadas en Química. Revista Universidad. Za­
ragoza, 1936 (24 páginas).

Métodos diversos para la determinación de funciones de onda en los sistemas atómi­
cos, Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza, 1974 (45 páginas). Premiado por
la Facultad de Ciencias de Zaragoza.

Algunos aspectos de la Enseñanza Media en relación con la Investigación. Discurso.
Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza, 1951 (15 páginas).

Universidades Laborales. Discurso en la Academia de Ciencias en la apertura del cur­
so 1956-57 (15 páginas).

Contestación al Discurso del General don Santiago Amado en su recepción en IQ
Academia de Ciencias. Zaragoza, 1964 (17 páginas).

Digamos finalmente, que también en la vida familiar y en la amistad fue Estevan
Ciriquian un modelo inolvidable. Seguramente, fue en su misión de cabeza de una familia
numerosa y unánime, donde pudo cumplir y llenar sus aspiraciones más profundas este
hombre notable, cuyo recuerdo hemos evocado. Descanse en la paz del Señor.

R. R. V.
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where B is a symetric space, G a compact connected Lie group, and H a closed subgroup
of G.

Theor. 4.1 (Ch. IV). In the diagram (1), if P~ is onto and Ker p* is a Borel ideal.
Then

f g
e +-- A -----+ B

In this work unify the techniques given by Baum and Smith ([3 , a], [13]) for the
computation of the fuctor Tor in the category of the algebras over a field and we
obtain forthose purposes the following results:

Theor. 4.7 (chapter UI). Let A. B and C be differential graded álgebras and f. g
maps of algebras

where, g is onto and Ker g is a Borel ideal in A.
Then Tor, (B. C) == E [uI. ..., u.] 0 Torl' (K, C) where the homological degree of

u, is - 1, and r is a polynomial algebra generated by the non-superfluous elements
of Ker g through f.

The theor. 4.4. (Ch. UI) developes the case when ' A is a polynomial álgebra, como
puting then Tor, (K, C).

Tor, (K, C) == E [VI. .... vr ] 0 Torl' (K, C).
By the theor. 4.10 (Ch. IU), given K-algebras A. B and a map of algebras f: A -+ B

one determines the functor Tor, when Kerf is a Borel ideal in A, and (f A). B is a Borel
ideal in B.

Using those results as background and also from the Eilenberg-Moore spectral sequence
([6]), the first part of the memory being devoted to the developement of the latter
in the category of our interest, we obtain certain results about cohomology of fibres
spaces on symmetric spaces, corresponding to the classifying diagrams:

\
\,
\
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H* (E, IR) = E [Ul ' .oo, u,] 0 TorR[x,. .... x.] (H * (B, IR), IR) where degr. u , = (-1,
degr. xH , ) ; r = n -s; and X I are the generators of (Ker p*).

The theor. 4.4. reaches similar result to 4.1, through interchanging the ro les of f*
and g*.

As to diagram (2):
Theor. 4.7 (Ch . IV) . In the conditions of diagram (2) H* (E) == E [u¡, oo ., u.] 0

Tor R[ ] (H* (B), IR); where r = n -s; degr. u! = (-1, deg r. xH , ) , and xi are
Xl' ... , Xs

the generators of H* (BG) .
Theor. 4.9. If f* is onto and (Ker P,) is a Borel ideal in (2), then H*(E) == E [u ¡,..., um ] ·

Finaly we give further applications and sorne exa mples.

Introducción

El presente trabajo, se orienta hacia el estudio de la cohomología de espacios fibra­
dos, utilizando la sucesión espectral de Eilenberg-Moore [6], como técnica de trabajo,
en la categoría de las álgebras diferenciales graduadas y en la de los módulos sob re
un álgebra.

A partir de los trabajos de Baum y L. Smith ([3 ], a), b) se estudian los casos en
que la citada sucesión espectral tiene mayor aplicación. Se consigue unificar los méto­
dos utilizados por estos autores en el cálculo del functor Tor , lo que permite obtener
teoremas que generalizan los correspondientes de dichos autores simultáneamente. Se
aplican estos teoremas generalizados, al caso de fib raciones sobre espacios simétricos
que proporcionan nuevos resultados para el cálculo de la cohomología de los citados
espacios fibrados , correspondientes a los diagramas c1asificantes:

donde B se considera espacio simétrico.
Finaliza el trabajo con la discusión de la posible aplicación de los teoremas ob teni­

dos a diversos tipos de fibraciones particulares cuyo espacio no es simétrico.
Es de señalar que. asimismo se analizan detalladamente las aplicaciones obtenidas

por Smith y Baum, poniendo en relación sus resultados con lo obtenido por no sotro s.
En el capítulo primero desarrollamos el álgebra homológica necesaria para definir el

functor Tor y construir ' la sucesión espectral de Eilenberg-Moore en las categorías de
módulos sobre un álgebra (§ 1, § 2) Y de los comódulos sobre una coálgebra (§ 3)
con un desarrollo paralelo. Especial atención nos merece el caso en que el anillo de
coeficientes en un cuerpo pues entonces se pueden calcular los primeros términos de la
filtración asociada (§ 4). Los párrafos § 1 Y § 2 los hemos desarrollado paralelamente
al trabajo de Eilenberg-Moore, pero en distinta categoría.

En el capítulo segundo hemos suministrado a los espacios del tipo de homotopía de
los CW-complejos numerables con homología de tipo finito, las estructuras algebraicas
desarrolladas en el capítulo 1, llegando al teorema de Eilenberg-Moore sobre la homología
de una fibración. En el § 1 les hemos dotado de una estructura de módulo sobre u n
álgebra, en el § 2 de comódulos sobre una coálgebra y en el § 3 he mos estudiado en la
geometría el caso en que el anillo de coeficientes es un cuerpo.

El capítulo tercero, está dedicado a dar técnicas de cálculo para el functor. Tor , a
partir de los complejos de Koszul (§ 1) y de las sucesiones especiales e ideales de Borel
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(1) DG: abreviat ura de diferencial graduados.

(donde Z(M) indica el K-módulo de los ciclos de M).

Definición 1.2. - Diremos que un K-módulo DG, P, es propiamente pro yectivo (o pro­
yectivo en DGK), si P, Z(P) , H(P) son proyectivos como módulos.

Sea K un anillo conmutativo con elemento unidad.
Consideramo s la cat egoría de los K-módulos diferenci al graduados (DGK) y en ella

damo s las siguientes definiciones:

Definición 1.1. - Diremo s que una sucesron de K-módulos DG(I) y homomorfismos en­
tre ellos , es propiamente exact a (o exacta en DGK) cuan do sean exactas las sucesiones
de K-módulos

§ 1. K·módulos diferencial graduados

EL FUNCTDR TDR y LA SUCESION ES PECT RAL DE ElLENBERG -MDDRE

Definición 2.1. - Una K-álgebra diferencial graduada es un objeto /\ de DGK , tal
que /\q = O para q < O, provisto de dos mo rfismos de módulos DG

En este cap ítulo desarrollamos algunos conceptos del álgebra homológica en las cate­
gorías de los módulos sobre un álgebra y de los comódulos sob re una coálgebra, hast a
definir la sucesión esp ectral de Eilenberg-Moore asociada al functor Tor.

§ 2. Módulos sobre un álgebra

(§ 2 Y § 3). Se obtienen generalizaciones de los teoremas dados por Baum y Smith a
este re specto (III.4.4, III.4.7), los que resultan como corol arios (§ 4).

En el capítulo cuarto , después de recordar en el § 1 una serie de resultados conocí­
dos , se estudian los casos en que E2 = E 00 en la sucesión espectral de Eilenberg-Moore
y se "dan con detalle los teoremas de Baum y Smi th (§ 2 Y § 3), para presen tar
(§ 4) con la ayuda de los teoremas obtenidos en el Cap. III, algunas ap licaciones al caso
de fib rados sobre espacios simétricos determinando así su cohomología (4.1, 4.4, 4.7, 4.9).
En el § 5 se "inicia el an ális is de la determinación del álgebra de cohomología de part icu­
lares fibraciones sobre espacios no simétricos.

En la presente publicación se han omitido las demostraciones de parte de los lemas
y proposiciones, que pueden encontrarse en el memo ria ori ginal. De algurios párrafos
sólo se ofrece lo más intere sante por no influir decisivamente en el desarrollo de la
memoria y poderse encontrar en los t rabajos que se indican o en la memoria ori ginal.

M' .....-r M -7- M"
Z(M' ) .....-r Z(M) -7- Z(M" )

H(M') .....-r H(M) -7- H(M")

I. AIgebra homológica

llamados producto y unidad tales que cumplen
1) son de grado cero .

2) cp' (1'] ® 1,,) = lA = cP • (lA ® TI)

3) cp' (cp ® 1,.) = cP • (lA ® cp)

Diremos que el álgebra /\ es conexa si " establece un isomorfismo K == /\0 e /\.
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Dadas las álgebras DG /\¡, A h un morfismo f de álgebras DG, será un homomorfis-
mo de K-módulos DG tal que

1) grad f = O.
2) f · 1]1 = 1]2 '
3) f· lp1 = lp2 • (f ® f) siendo f: 1\1 -+ A 2 y 'Pi' 1]1 los mo rf ismos producto y un idad

de 1\ (i = 1, 2).

Definición 2.2. - Si A es una K-álgebra DG, llamaremos A-módulo por la derecha
a un objeto M, de DGK, provisto de un morfismo DG, ~, llamado producto

lpy : M ® 1\ --')o M

tal qu e cumple: 1) grad lJlM = O; 2) lpy (1 ® 1]) = 1M ; 3) ~f(lpM ® 1),) = lpM ( l~1 ® rp)
A la categoría de losA-módulos por la derecha con sus correspondientes morfismos,

la denotaremos DG A y por ,A DG denotaremos la an áloga de los I\·módulos por la iz­
quierda.

Definición 2.3. - Sean A objeto de DG A y B de .A DG definimos el producto tensor
sobre A, A ® 1\ B, como el obj eto de DGK, conúcleo del morfismo lp.\ ® lB - 1A. ® q>B'

Definimos ahora el [uncto r ext ensión que a un objeto A de la categoría DGK, hace
corresponder el objeto A ® ,A de la categoría DG A con morfismo de estructura dado
por i , ® lp '

Proposición 2.4. - Sea A un ,A -módulo y A ® B un A-módulo extensión; entonces
A ® 1\ (A ® B) == A ® B.

El isomorfismo viene determinado por lp~ ® 1; la demostración se realiza viendo

que Ker (q> A 0 1B) = Im lp A ® 1 A 0 B- 1A® CP ,A ® B

Definición 2.5. - Diremos que una sucesión de A-módulos es exacta en DG A
(A-exacta), si la sucesión sub yacente de K-módulos DG es propiamente exacta.

Definición 2.6. - Diremos que P , objeto de DG A , es proyect ivo en! DG 1\ (A -proyec­
tivo) si para cada I\·epimorfismo g : M -+ N, to do A-morfismo f: P ---+ N , puede ele-

varse a un A-morfismo f: P .-7 M tal que f = g • I.
Proposición 2.7. - Si P es nu K-módulo propiamente proyectívo, entonces P ® A es

un A-módulo proyectivo en DGA.
Ademá s todo A-módulo proyectivo en DG A es sumando directo de uno de este tipo.

Proposición 2.8. - Dado un A-módulo M, existe un A-módulo,A-proyectivo, tal que
se aplica en M mediante un epimorfismo en DG A.

La demostración es constructiva y se basa en la proposición análoga en DKG apli­
cando luego el fun ctor extensión.

A continuación definimos complejo de A-módulos, complejo proyectivo y resolución
proyecti va del modo habitual (Def, 2.9 y Def. 2.10); observando que todo complejo X en
DG.A (o A DG) será bigraduado y dispondremos de dos diferenciales

dI : X' ,P ---+ X" p+1 (d iferencial interíor)
dE: X" P -+ X· +I. P (diferencial exterior)

Proposición 2.11. - Si X ---+ M es una resolución proyectiva de M en DG .A ; entono
ces H ¡ (X) -+ H (M) es un a resolución proyectiva de H (M) como H (A)-módulo.

(H¡ indica homología respecto de la diferencial d.),
La demostra ción se hace considerando X = Y ® A con y complejo proyectivo en

DGK.

Lema 2.12. - Sea l\ un álgebra DG, sea M objeto de A DG y P objeto de DG A,
A-proyectivo. Entonces

H (P ® AM) == H (P) ®HIA) H (M)
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Propo sición 2.13. - Dado B, ob jeto de DG ./\, existe un a re solución proyectiva de B
(que llamaremos canónica) .

La demostración cons iste en aplicar 2.8 r eiteradamente, para construir la resolución .

Proposición 2.14. - Dado el diagrama

--+ Xn .....-?- ••• --+ X - 1 --+ X' --+ B --+ O
U

--+ X" -7' .. . --+ X' -I --+X" --+ B' --+ O

Siendof: B --+ B' un morfismo de /\-módulos; X --+ B y X' .--+J B' resoluciones
proyectivas de B y B' respectivamente; entonces

a) existe una aplicación r = {fn} fn : Xn --+ X" qu e eleva f. T: X --+ X'

b) si g: X --+ XI es otra aplicación que eleva f, existe una homotopía entre T y g.
La demostración es clásica en álgebra homológica.

Proposición 2.15. - Sean A y B /\-módulos por la derecha y por la izquierda respec­
tivamente y X, Y resoluciones /\-proyect ivas de A y B. Entonces

H (D(X) ® ¡\B) == H(D(X) ® ¡\ D(Y» = H(A ® ¡\D(Y»

(D (X) nos indica la graduación por grado total).
Basta demostrar qu e H (M ®/\ D (Y» == H (M ® /\ B) siendo M /\-módulo proyectivo

de la forma P ® /\ (con P propiamente pro yectivo).

Definición 2.16. - Con la notación de 2.15, llamamos Tor ¡\ (A, B) al K-módulo gra­
duad o

H (D(X) ® ¡\ B) == H (D(X) ® 1\ D (Y» == H (A ® 1\ D(Y».

Observemos que TorA' (A, B) = H' ,- (L) siendo L el complejo L' ,_= (XI. ) ® 1\ B)- con
d : L' ,- --+ L' +' ,-.

A continuación demostramos el carácter functorial de Tor/\ (A B) (functor de dos o
tres variables según tomemos /\ fijo o no) y como consecuencia de ello que no depende
para nada de las resoluciones de A y B elegidas, es decir que está, b ien definido.

Teor ema 2.17. - Sea /\ un álgebra diferencial, A objeto de DG /\ Y B de /\ DG; en-
tonces existe una sucesión esp ectral {Ero d r } tal que

1) E r ==? Tor/\ (A, B)
2) E2 = Tor H ( 1\ )(H(A), H(B»

La sucesión espectral es la asociada a la filtración de D (X) ® ¡\ B mediante el grado
interno en D (X); siendo X una resolución proyectiva de A.

Además E, tiene carácter functoria1.

Corolar io 2.18. - Sean /\, r álgebras diferenciales, N ob jeto de DG /\, M objeto de
/\ DG, A de DG r y B de r DG, y las aplicaciones semilineales h: /\ --+ r; g : N --+lA;
f : M --+ B; si f, g Y h inducen isomorfismos en hornología, entonces

Tor h(g, f) : Tor ¡\ (N, M) --+ Tor r (A, B)

es un isomorfismo.

Demostración: Basta ver que Tor h* (g*, f*) : E 2 --+ E~ es un isomorfismo.
Denifinimos asimismo un producto

Tor" (A, B) e Tor" (A, B) --+ T~r " ® " (A e A, B ® B)

que cuando /\, A, B son álgebras conmutativas, y la acción de '/\ sobre A, B viene dada
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por f1 : /\ -+ A; f2: /\ --+ B entonces Tor A (A, B) es un álgebra cuyo producto viene
dado por

Tor (A, B) ® Tor (A, B) --+ Tor /\10>/\ (A ® A, B ® B) ) Tor A (A, B)
A A \CI Tor...(<Pl' <P2)

§ 3. Comódulos sobre una coálgebra

En este ap artado se lleva un desarrollo paralelo al de § 2 pero en la categoría de los
comódulos sobre una coál gebra, por lo qu e sólo citaremos las cues tiones más interesan ­
tes (a es te respecto ver [6] o [18]) .

Definición 3.1. - Una co álgeb raA sobre K, es un obj eto de DGK tal que 6.q = O para
q < O; provisto de dos mo rfismos 8, <1> llamados counidad y coproducto.

tales que:

1 (8 ® 11::.) <1> = 11::. = (11::. ® 8) <1>

2) ( <1> ® 11::. ) <1> = (11::. ® <1» <1>

Definición 3.2. - Un 6.-comÓdulo por la derech a será un obj eto A 'de DGK provisto
de un morfismo de estructura (coproducto)

tal que

1) u, ® z) <l>A = i ,

2) (<I>A ® 1 1::.) <l>A = u, @ <1» <l>A

A la categoría de los 6.·comó dulos po r la derecha la deno taremos DG/6. y a la análo­
ga de los 6.·comódulos po r la izqui er da M DG.

Definición 3.4. - Sean A objeto de DG/6. Y B de M DG, definimos el pro ducto cotensor
sobre 6., A D 1::. B, com o el núcleo del mo rfismo en DGK <I>A ® i , - lA@ <!>D.

Media nte .desarrollo análogo al de § 2, llegamos a la definición:

Definición 3.16. - Sea A obj eto de DG/6., B obj eto de M DG y X, Y resoluciones in­
yectivas de A y B respectivame nte. Entonces llam amos Coto r» (A, B) al K-módulo gra­
duado

H(X DI::. B) == H(X D I::. Y) = H(A DI::. Y)

y demostramos qu e Cotor es un functor y que no depende para nada de la elección de
las resolucion es . A continuación construimos una fil tración cuya sucesión espectral aso­
ciada cumple

Teorema 3.25. - Si 6., H (6.), B, H (B ) son módulos planos, disponemos de una suce­
sión espec tral

E' ~ Coto r- (A, B) con E2 (A, 6., B) = CotorH(L>l (H (A), H (B»
p ,q p , q

§ 4. Caso en que K es un cuerpo conmutativo

Consideramos en el cas o de mó dulos sob re un álgebra, el caso en que el anillo K es
un campo, y veremos que en este caso podemos calcul ar los primeros términos de la
filtración asociada a la sucesión espect ral de Eilenberg-Moore.
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o bien el homomorfismo de espacios vectoriales

Tras una serie de lemas y proposiciones (ver [14], [18]) construimos dada

H (N) ® H (M)

~ ya ® x-y ® ax

T: Ker <p -+ Tor-~~1\ ) (H (N), H (M»

___(1 )

<p : H (N) ® H (/\) ® H (M)

Y ® a ® x

(1) Dada una Ksálgebra A indicamos con A el ideal de los element os de grado mayor que cero.

T* : Ker <p -+ F-' Tor A(N, M)/P Tor A(N , M) = E~' *
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bien, definimos T de modo que T (v) = (w),

Lema 4.9. - T es un epimorfismo de espacios vectoriales.
A partir de T definimos

del siguiente modo. Sea v = ~ y¡ ® a¡ ® x ¡ E Ker <p este v nos determina un elemento
de grado -1, w = ~ y¡ [a ,] x, en el complejo X = H (N) ® W I\ ) B (H (/\), H (M» foro
mado mediante la construcción «bar» (B (H (/\), H (M»; además por pertenecer v a

Ker <p, W es un ciclo, luego determina una clase (w) E Tor:"." (H (N), H (M»; pueslIl l\ )

T* : H (N) ® H (/\) ® H (M) F-' TorA (N, M)

~y¡ -®al®xi ~ 6;)

v: Tor; (N, M) = H (N) ® H (M) -+ I Tor 1\ (N, M)

T* : Ker <p -+ F-l Tor 1\ (N, M)

del siguiente modo: Sea v = ~ y¡ ® a¡ ® x, E Ker ,<p, le asociamos el elemento

z = ~ y; [a:] X¡ - u E F-I X (con X = (N ® 1\ B (/\, M») donde Yl es un representante

en N de la clase Yi E H (N) Y análogamente a;- y X;, mientras que u es un elemento de

N ® M cuya diferencial du = ~ y ¡ al ® Xl - Yl ® "'i¡ "i¡ (u existe puesto que esta dife­
rencia ha de ser un borde); luego z es un ciclo y podemos definir la relación aditiva

la aplicación

(/\ o == K; N = O).

Sea {F"'} la filtración asociada a la sucesión espectral de 2.17, que converge a
Tor A (N, M).

La aplicación 1] : K -+ /\ induce la aplicación

Proposición 4.1. - F" Tor 1\ (N, M) = im v cando K es un cuerpo.
Pero " se hace cero para los elementos de la forma xa ® y - x ® ay con x E H (N),

Y E H (M), a EH (/\); luego inducirá

v': H(N) ®HI A) H(M) -+ Tor l\ (N, M)

Proposición 4.2. - F" TorA (N, M) = im v' cuando K es un cuerpo.

Calcularemos ahora el término siguiente de la filtración F-' TorA (N, M). Para ello
introducimos la construcción «bar», mediante la cual obtendremos una resolución pro­
yectiva de un ./\-módulo, M. Consideraremos que /\ es álgebra conexa y simplemente
conexa
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Dado el diagrama

«cup »
C· (E)

o
«cup»

----+) C· (B')
1 ®f*

----+) C* (B') ® C* (B')

1 ® r.*
----+) C* (E) ® C* (E)

388 -

«cup"
q¡ : C* (A) ® C* (A) ) C* (A)

(cp ® dq)~ cP U dq

<PE : C* (E) ® C* (B)

qJB' : C* (B') ® C* (B)

de modo que

CO (A) == Hom (Co (A), K) = Hom (K , K) == K

(cP O dq,
(x¿ .•., XP+q ) } = (cP, (XI. o••, xp ) } (d", (xp+" .oo, xp+q»

El morfísrno unidad será el isomorfismo

Consideremos ahora en el diagrama (1), C* (B) como K-álgebra entonces C* (B'), C* (E)
serán C* (B )-módulos medinate los morfismos

C* (A) es una K-álgebra diferencial graduada conexa, cuyo producto viene dado por el
producto «cup »,

C* (A) = Hom (C* (A), K) Y H* (A) = H* (A, K)

E' _ B~ XB

ro' !
B'

11. Aplicación a la geometría

§ 1. La estructura de I\-módulo en la geometría

en el que (E, rr, B) es un fibrado y (E' rr', B'), el fibrado inducido sobre B' mediante
f (E' == B' XB E = {(x, y) E B' x E If (x) = rr (y)}) y supongamos que B es simplemente
conexo.

Entonces, dado un espacio topológico A, le asociamos su correspondiente complejo
simplicial S (A), Y a éste el K-módulo DG de las cadenas normalizadas con coeficientes
en K, C * (A) (los vértices en el punto base). Con lo que a un espacio topológico le
hemos asociado un objeto de DGK.

Frecuentemente llamaremos A, indistintamente, al espacio topológico y al K-módulo
de las cadenas normalizadas. Definimos

En el presente trabajo entendemos por espacio topológico, un espacio topológico con
el tipo de homotopía de un CW-complejo numerable con homología de tipo finito; por
fibrado, un fibrado de Serre; y consideraremos espacios con punto base.

Proposición 4.10. - Los elementos {T* (v) Iv E Ker <I>} generan F-l Tor 1\ (N, M)
como espacio vectorial (módulo P').

La demostración se realiza teniendo en cuenta la construcción de la sucesión espectral
y sus propiedades ([11]) para ver que T* (v) = T (v) ce "
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dada por

siendo K un campo.

2) E, = Tor n' (D ) (H* (B'), H* (E»1) Er => H* (E')

e* : TorC' (D) (C* (B'), C* (E» --+ H* (E'),
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Teorema 1.2. - La ap licación e induce un isomorfismo en homología

Lema 1.1. - La re stricción de a. a la imagen de <1> es el morfismo nulo, po r tanto
induce

1>
P ---+ M, se cumple qu e H (P ) = H (M)

Para demostrarlo se construyen dos filt raciones sob re P ® C' (D) C* (E ) y sobre C* (E'),
de modo qu e e establece un isomorfi smo en tre las sucesione s asociadas a dicha s fil­
traciones. (Para m ás detalles, ver [13] ó [18]).

Lema 1.3. - Dado un /\-módulo M y una resolución A-proyectiva

C* (B') ® C* (E)jlm tI> == C* (B') ® C'(D)C* (E) --+ C' (E' )

Sea ahora P una resolución proyectiva de C* (B') como C* (B)-módulo 1> : P --+ C* (B');
tenemos entonces el diagrama

<1> : C* (B') ® C* (B) ® C* (E) --+ C* (B') ® C' (E)

P ® C' (D) C* (E)

l E ® 1 "<.
C* (B' ) ® C' (D) C* (E) ---+ C* (E' )

el. : C* (B') ® C* (E>" --+ C* (E') el. = cup . (".'* ® f*)

y

tI> (x ® v ® y) = x f* (v) ® y - x ® ,,* (v) y

(considerando en P el grado total).

Proposición 1.4. - Tor C' (D) (C* (B'), C* (E» posee una estructura de álgebra de modo
que 6* es un isomorfismo de álgebras.

Teorema 1.5. - Dado el diagrama

E' --+ E
J :r' J ".
B' --+ B

f

donde (E , n, B) es fibrado de Serr e, n" la fibración inducida por f, y B es simplemente
conexo. Entonces existe un a sucesión espectral { Ero dr} de álgebras conmutativas con

Demostración: Basta tene r en cuenta simultáneamen te 1.2.17 y el Teorema 1.2 y las
con sideraciones últimas.

Caso particular de éste cuando B' se reduce a un punto es:
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•

E
!'"
B

si n > O
si n = O

f

g

<I> ® le
--+) A ® A ® C.

E'
",' !

B'

y una counidad E : A ---+ K mediante f E S = 0
1, E s =

Tras la construcción de una filtración perfecta que nos dé origen a la sucesión espec­
tral de Eílenberg-Moore: consideramos el diagrama

Hemos pues convertido A en una K-coálgebra, y dado C, objeto de DGK , A ® C po­
demos considerarlo un A-comódulo por la izquierda mediante el coproducto

<I>:A A ® A

s~ ~ soq® sq"
°Sqs;n

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, F/SICO-QUIMICAS y NATURALES

Teorema 2.9. - (Eilenberg-Moore). En las anteriores condiciones se cumple que
H (E'; C) == Cotor" (B', E ® C)

en el que B es conexo y simplemente conexo, tr es una fibración de Serre y tr' la fibra­
ción inducida por f.

En él damos a E', B la estructura de co álgebra. como antes hemos indicado, y a
B', E ® C las de B-comódulos mediante los morfismos

En este párrafo, asociamos a espacios topológicos, las' estructuras de comódulo sobre
una coálgebra (Cap. l, § 3), para poder aplicarles la sucesión espectral de Eílenberg-

Moore.
El desarrollo será paralelo al de § 1 Y por tanto sólo señalaremos los enunciados

más importantes. (Para los detalles ver [6], [18]).
A un espacio topológico A le asociaremos la estructura algebraica de su correspon­

diente complejo símplicial, S (A); Y a ésta el K-módulo DG de las cadenas normalizadas
en A, con coeficientes en K. Además escribiremos frecuentemente A por S (A), Y por el
correspondiente K-módulo de las cadenas normalizadas .

Dado un simplex s E A de dimensión n, denotaremos s: (O~ p ~ q ~ n), el simplex
de dimensión q - p obtenido de s aplicando p veces el operador cara lOo Y n - q veces el
operador cara Eq+l ( E' anula la coordenada i-ésima).

Entonces definimos un coproducto <1>, mediante la fórmula de Alexander-Whitney

§ 2. La estructura de ó-comódulo en la geometría

1f
Teorema 1.6. - Dado el fibrado E ---+ B, con B simplemente conexo; existe una su-

cesión espectral {Ero d,} de álgebras conmutativas, tal que

1) E, ~ H* (F) 2) E, = TorH* ( B) (K, H* (E»

(Donde por F denotamos la fibra). ·
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Isomo rfismo que viene da do por "t = Cotorv (11" ', g ® l e>.
Caso particular cu ando B' re duce a un punto es

Teorema 2.10. - Si 11" : E -+ B es un fibrado de Serre de fibra F, siendo B conexo y
simplemente conexo; se cumple que

H (F; C) _ Coto r" (K, E ® C)

§ 3. El término E 00 de la sucesión espectral

En este párrafo se da un contenido geométric o al des arrollo algebraico reali zado en
el Cap. I § 4; es decir se estudia el caso en que K es un cuerpo conmutativo y se calcu­
lan los primeros términos de la filtración asociad a a la su cesión esp ectral.

Para ello se construye, dado el diagrama del Teor. 1.5, la aplicación (f - 11" )*:
H* (B' x B x E) -+ H* (B' x E, E' ). (Ver [13]) y se obtiene

. Prop osición 3.1. - po H* (E') = im {H* (B') ® H* (E) -+ H* (E') }.
(Consecuencia de la propos ición 1.4.1 y del Teorema 1.2).

Teorema 3.2. - F-I H* (E') es el conjunto de elem entos im ágenes por W de algún ele­

mento de H* (B') ® H* (B) ® H* (E):
Donde W es la relación aditiva definida por el diagrama

W
H* (B' ) ® H* (B) ® H*(E) H* (E ')

Li Lo
H* (B' ) ® H* (B ) ® H*(E) H*(B' x E, E')

~~~-;)*
H* (B' x B x E)

donde i es la inclusión , ~ la aplicación de Küneth y o, la di ferencial de la sucesión exacta
asociada al par (B' x E , E').

Proposición 3.3. - Si B' es un punto y E el espacio de caminos de B, entonces W es
precisamente la suspensión en cohomología (J*.

(Ver detalles en [13] ó [18]). .

111. El functor Tor

§ 1. Algebras de polinomios.. Complejos de Koszul

Recordemos que decimos que una K-álgebra 1\ es conexa cu ando 7] aplica K isomór­
ficamente en 1\0.

7] : K ----.---,)- ,¡\o e 1\

Definición 1.1. - Decimos que una k-álgeb ra graduada 1\ , es una álgebra de polino­
mios de gene radores XI> .oo, X. (E 1\ ) de grado par. y la denotaremos K [ X I> oo ., x.l . cuando
siendo conmutativa y conexa cumpla:

1) grad X ¡, para cada i, es par.
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sr (B)' = B l- r

6
E, 0 /\ := /\ ------+ K

dl- I)dl - 2)

E = oo. S2 (E2) 0 A

do nde d1- ' ) (el ® i..) = 1 0 x, i..

p 1\
dl- p) (ell ... elp 0 i.. ) = ~ (-1)J-1 ell oo. el] ... elp 0 Xl] A

i=l

bigrad. i.. = (O, grad o i..)

bi gr ad . el = (-1, grado e, + 1) = (-1, grado x.)

(pues el grado de el en s, (E), si el E El => el E SI (E)I+1 = El luego es grado el + 1)

bigrad, ell oo. elp = (- P. ~ grado Xlk)
k

en la que el grado to tal equival e -al grado primitivo en E .
Los complejos de Koszul adm iten gene r alización para á lgeb ras que son de polinomios

según vere mos .

Proposición 1.3. - Sea /\ = K [x ¿ .... xn] y M un /\-módulo por la izquierda;
E = E [el' oo ., en] con grado el = grado x, -1. Entonces

1) TorA (K, M) es la homología del complejo bigraduado L definido m ediante U .' = O

2) /\l k-m ódulo libre para cada i: formando una k-base para /\l, los monomios

Xt
i
ll X ~I ... , x~n con

Con esta defi nición, si /\ = K [x¿ ..., Xn], E = E [e" .... en] siendo grad el = grad x, - 1,
ob tenemos la siguiente resolució n lib re de K como A-módulo (median te la aumentación
d , llamada re solución de Ko szul.

(/\ indica omisión). (Ver [8] , VII.2).
Observemos que di sponemos de una bigraduación de modo que

Si B es un K-módulo graduado, llamaremos r-ésima suspens ión de B. al K-módulo
graduado Sr (B ) definido del modo siguiente:

~ grad e'k = j .
k

~ í, grad x, = j
k
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Por ser /\ conexa , r¡ : K -+ /\' induce ¡¡ : K [x" ..., x. l -+ K tal que ¡¡ 1,/\' = r¡- I; a la
aplicació n ¡¡ le llamaremos aumento de /\'

Definición 1.2. - Decimos que una K-álgebra graduada E . es un álgebra exterior de
gene radores e" ..., en de grado impar, y la denotaremos E = E [e" .... en], cuando, siendo
conmutativa y conexa. cumpla :

1) grad eh impar. para cada i
2) El K-módulo lib re para cada J. formando una k-base para El los monomios

ell' e '2 ... elr con ~ grad e'k =-j y 1 <::; il < i2 < ... < ir <::; n.

Sob re el álgebra exter ior E = E [eh ..., en] definimos un nuevo grado, al que llamare­
mos grado ext erior. del siguiente modo: llamaremos E, = E, [e" ...• en] al sub K-módu lo
generado por los monomios ello e'2 ... e,p con 1 <::; i, < i2 < ... i, <::; n . Naturalmente Epl
será el submódulo generado por los ell' ...• elp tales que
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si p > O; Lp,- = (s., (E _p) 0 M)- si p ~ O con operador diferencial d: Lo,- ----r Lp+l,'
dado por

d (10 m) = O (m E M); d (el 0 m) = 10 XI m

P J\
d (ell ... elp0 m) = ~ (- l )J-I ell ... elJ ... elp 0 xlj m

Jb '

es decir Torp~ (K, M) = HP,- (L)

2) D (L) = E [eh ..., en] 0 M Y D (Tor 1\ (K, M» = H (E [eh oo. , en] 0 M).

3) Si M es una K-álgebra conmutativa y A actúa sobre M mediante un homomor­
fismo de álgebras entonces L es K-álgebra DG y los isomorfismos de 1) y 2) lo son de
álgebras.

Demostración: Es inme diata pues basta considerar la resolución de Koszul E para
K y la definición de Tor (2.16). #

Proposición 1.4. - Sea A=K [Xh ..., x.l y M objeto de A DG. Entonces Tore .s (K, M)=O• 1\
si p < - n . Además si K es Noetheriano y M A-módulo finitamente generado ¡Tor " (K , M)j
es un K-módulo finitamente generado (donde si A es un K-módulo graduado, IAI denota
el K-módulo no graduado suma directa de los Al).

Demo stración: Basta para la primera parte tomar para K la resolución de Koszul y
como E, [eh ..., en] = O para p > n se sigue qu~ Torp,: (K, M) = O para p < - n.

Para la segunda parte, al ser K [xh ..., xn] Noetheríano, podemos construir una re so­
lución proyectiva de M con A-módulos finitamente gen erados p i y entonces IK 0 1\PI¡
será fini tamente generado, de donde se sigue la tesis. #

Definiremos ahora los complejos de Koszul para un álgebra graduada. conmutativa
y conexa (pero no necesariamente ál gebra de polinomios). Sea A una K-álgebra con di­
chas propiedades y ah ...•a, un a sucesión de elementos de A; llamaremos A al álgebra
de polinomios K [xh ..., xn] con gra d XI = grad al; Y damos a A una estructura de A-mó­
dulo mediante

q>: K [Xh .... x,] ) A
X¡ ~al

Sea E [eh ...• en] el álgebra exterior correspondiente, tal que grado el = grado a l - 1.
Entonc es

Definición' 1.5. - Llamaremos complejo de Koszul de A respecto de los elementos
ah .... an, al complejo EA= E [eh ..., en] 0 A:

d(-2) d(-I) d
oo. -+ S2 (E,) 0 A ) SI(E,) 0 A ) A ----+- O

J\
d (10 a)=O; d (el 0 a )= 10 a.a: d (ell oo' eip 0 a) = ~ (_I)J -l e1l oo. elJ oo. elp 0 alJ a.

Los complejos de Koszul tienen pues estructura bigraduada de modo que

grado a = (O, grado a)
grado e¡= (-1, grado a .)

Evidentemente el complejo de Koszul antes defin ido es un caso particular de éste.

Proposición 1.6. - La condición necesaria y su ficiente para qu e el complejo de Koszul
EAde una K-álgeb ra A, sea acíclico , es que A sea A-módulo libre (con A = K [Xl> ..., x,,]
antes definido).
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Demostración: Si el complejo es 'acíclico, según 1.3

Tor~.* (K, A) = H -p.* (E [eh ..., en] ® A) = O para p =/= O

pero Tor-:.* (K, A), (p =/= O) implica que A 'es A-libre (ver [4] T.6.l., pág. 156).
Recíprocamente si A es A-libre ' Tor-;.* (K, A) = O y por 10 m ismo el complejo de

Koszul acíclico. #
Corolario 1.7. - El complejo EA es una resolución A-libre de A/(ah ..., an), siempre que A

sea A-módulo libre.

Demostración: A, A -módulo libre implica (1.6) E acíclico, luego HP (E) = O, p 4= O;
HO(E) = ciclos/bordes = ' A/(ah ..., an). #

Observemos que la af irmación de que el complejo de Koszul, definido antes de 1.3,
es una resolución libre de K es una consecuencia inmediata de esta proposición, pues
allí A = A y po r tanto A-libre.

Supongamos que A = K [Xh ..., xn] con grado XI = par, y q> la aplicación producto
¡p: A ® A -+ A que es sobre.

Lema 1.8. - El ideal generado por X, ® 1-1 ® x., ..., x, ® 1-1 ® x, en A ® A es
precis amente Ker ¡p.

Vamos a deinir a par tir de esto un complejo de Koszul bilátero, e, análogamente a
como 10 hemos realizado antes .

Definición 1.9. - Llam aremos complejo de Koszul bil átero de A ® .A respecto de la
sucesión X, ® 1 - 1 ® x., ..., x, ® 1- 1 ® Xn. Al complejo

E' = A ® E [eh ..., en] ® A dado por

d d
... ----+ A ® s, (E ,) ® A --+ A ® s, (E, ) ® A ----+ A ® A

donde grado el = (- 1, grado XI), grado ¡, = (O, grado A) y d (A ® A') = O, d (A ® el ® A')=
= AXi ® 1 ® A' - A ® 1 ® x, ¡: (con A, A' E A).

Ahora bien , según 1.6 el complejo e es acíclico y por tanto suministra una resolución
de A ® A/Ker q> == A, es decir: HP (e ) = O, p 4= O; HO (E') = ciclos/bordes =
= (A ® A)/ Ker rp == /\.

Proposición 1.10. - Si M es un A-módulo E' ® 1\ M es una resolución libre de M ,co mo
A-módulo.

Demost ración: Pue sto que E' es A-módulo libre Tor (e, M) = O pero esto según
([18] , pág. 400) implica qu e existe una sucesión espectratEr ~ H (e ® M) cuyo se­
gundo término E, = Tor /\ (H (E') , M) por tanto E, = Tor 1\ CA, M) = Tor',\ (A, M) = M
es decir E,".* = Tor"." (A, M ) = O, p =1= O; E,o,* = Tor" ." (A, M) = M

/\ • 1\
pero

E,p.* = O ~ E, = E,OO

luego en definitiva

HP(E' ® /\ M) = O, p =/= O; HO(E' ® 1\ M) = O

10 que nos. dice qu e e ® 1\ M es una resolución de M. #
, Corolario 1.11. - Si M Y N son objetos de DG A y A DG respectivamente. Tenemos

Tor 1\ (M, N) = H (M ® E [e h oo., en] ® N)

donde grado e, = (-1, grado x.) y la diferencial d está definida d (m ® 1 ® n) = O;
d (m ® e¡ ® n) = rnx, ® 1 ® n-m ® 1 ® x, n
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Demostración: Tor /\ (M, N) = H (M @ /\ (E' @ 1\ N» = H (M @ E [eh .oo, en] 0 N). #"
Añadi remos ahora una proposición que vamos a necesitar en el próximo párrafo.
Sean /\h /\2 k-álgeb ras graduadas aumentadas E, : /\, --+ K, E2 : /\2 --+ K. Sea N un

/\, @ /\2 módulo por la izquierda <jlN : /\, 0 /\2 @ N --+ N.

i2

Consideremos la aplicación /\2 > /\, 0 /\ ,. Entonces N podremos considerarlo

1.2 ~1@A2

como /\,-módulo mediante

y an álogamente /\,-módulo mediante

i,0 1 <jlN
/\,@N----+>/\, @ /\, @N ---------+N

que induce estructura de/\,-módulo sobre K @ N. Con lo que existe la aplicación
/\,

Tor /\ 10> /\ (K, N) ---+ Tor (K, K 0 /\ N)
, '01 , /\, . 2

induci da por 1 0 E2: /\, @ '/\2 ---+ /\, y la proyección N ---+ K @ /\2N ap licación

que en el grado cero, será el isomorfismo

K @ /\, ® /\2N ---+ K 0/\, (K @ /\, N)

Proposición 1.12. - Sean /\h /\, K-álgebras graduadas aumentadas y N un /\, @ /\2"
módulo por la izquierda . Supongamos que /\, es proyectivo y N es /\,.proyectivo. En­
tonces la aplicación

Tor/\, @ /\2 (K, N) ---+ Tor r-: (K, K @ /\, N)

es un isomorfismo de K-módulos bigraduados.

§ 2. Sucesiones especiales.

En esta sección desarrollaremos algunas propiedades de las sucesiones que llamare­
mos especiales, dado el importante papel que éstas juegan en el cálculo del functor Tor.

En esta sección K será un cuerpo.
Denotaremos /./\ a la categoría de las K-álgeb ras graduadas, conmutativas, con exas

y fin itamente generadas, A, tales que Ai = O si i < O.

Siendo A obj eto de /./\, A será el ideal de elementos de grado mayor que cero en A.
Existirá el morfismo aumento

{

E = 1]- ' sobre A"
s:A--+K _

E = O sobre A

Diremos que un A-módulo (A objeto de /./\) M, es acotado interiormente si existe
un número ente ro n tal qu e Mi = O para i < n.

Lema 2.1. - Sea A obj eto de /1\ y M un A-módulo por la izquierda qu e es acota do
infer iormente. Entonces M = O si y sólo si K @A M = O.
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Corolario 2.2. - Sean M, N A-módulos y f: M -+ N un A-morfismo entonces f. es epi­
morfismo si y sólo si

1 ® f: K ®A M -+ K ®AN lo es.

Proposición 2.3. - Sea A objeto de /1\ y M un A-módulo acotado inferiormente; en­
tonces son equivalentes las siguientes afirmaciones

1) Tor"AI,* (K, M) = O; 2) Tor-t,* (K, M) = O para todo j ~ 1

3) M es A-módulo proyectivo; 4) como A-módulo M == A ® (K ®AM)

Demostración: Para 1) =} 4) (ver [4] VIII.6.l ó [8] VII 6.2).

4) =} 3) =} 2) =} 1) es evidente.

Definición 2.1. - Sea A objeto de /1\. Una sucesión de elementos al> .oo, a, de A diremos
que es una sucesión especial (E-sucesión), cuando al no sea divisor de cero en A y al tamo
poco lo sea en A/(al> oo., a l_l) para i = 2, oo., n. A los ideales generados por sucesiones espe­
ciales les llamaremos ideales de Borel.

(Si la característica de K no es 2 supondremos que los al son de grado par).

Proposición 2.5. - Sea A objeto de /1\, y al> oo ., a, elementos de A. Sea el álgebra de
polinomios 1\ = K [Xl> oo. , xn] con grado x, = grado al; si damos a A una estructura de
I\-módulo mediante el morfismo f tal que f (x.) = al; son equivalentes las siguientes
afirmaciones

1) al> oo., a, es E-sucesión 2) 'I'or "." (K, A) = O
/\

3) Tor-~ * (K, A) = O para todo j ~ 1
4) A es I\-proyectivo
5) Como I\-módulo A == 1\ ® A/(al> oo. , an).

~~

Demostración: 2) ~ 3) ~ 4) ~ 5) se sigue dSjProp. 2.3
5) =} 1) pues al = XI ® 1 no es divisor de cero de A ni al lo es de A/(al> .oo, a l_l)
1) =} 2) se demuestra por inducción sobre n, para n = 1 se cumple y también suce­

sivamente utilizando la prop. 1.12.

Corolario 2.6. - En las condiciones de la proposición, son equivalentes las siguientes
afirmaciones

1) al> oo., a, es E-sucesión. 2) A es un I\-módulo libre
3) El complejo de Koszul correspondiente E [el> oo., en] ® A es acíclico.

Demostración: 1) ~ 2) por 2.5; 2) ~ 3) por 1.6.
Siendo V un espacio vectorial graduado de tipo finito y' con VI = O para i < O, a la

correspondiente serie de Poincaré la denotaremos

00

P(V) = ~ (dim VI) x-
1_0

Lema 2.7. - Sea A objeto de /1\' y M un A-módulo finitamente generado con MI = O,
i < O. Entonces

P (A). P (K ®A M) ~ P (M)

(Entendiendo que dos series de potencias PI (X), P, (X) con radio de convergencia
mayor o igual que 1, están en la relación PI (X) ~ P, (X) cuando para cualquier valor
real positivo a se cumple que PI (a) ~ P, (a».

Proposición 2.8. - Sea r = K [Yt> ..., Yn] y al> oo., a" elementos de r tales que el espacio
vectorial Ir/(al, ..., a.) I es de dimensión finita; entonces r ~ n.
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Introduciremos ahora; para demostrar ot ra propiedad de las E-sucesiones un functor
de //\ en la cat egoría de los anillos locales IL; qu e a un obj eto A de 1/\ , le hace corres­
ponder el anillo local 11 A 11 , cuyo único ideal maximal consiste en todos los elementos

con O-coordenada nula (elementos de A). Dado un elemento a E A denotaremos a al
correspondiente elemento de 11 A 11, qu e tendrá si grado a = i, la i-ésima coord enada igual
a a y las demás coordenadas nulas.

Lema 2.9. - Sea A un ob jeto de //\ y ah ..., a, elementos de A, entonces IIA/(ah ..., a,,)11
es isomorfo a IIAII/(a;, ...,a,,).

Demostración: Bastará aplicar a 'Ir : A -7 A/(a " oo., an) el functor antes definido y

ver que Ker 11 'lr11 = (al, ...,a,,).
Pro posici án 2.10. - Sea ah oo ., a, una sucesión de n elemen tos de r con r =K [Yh ..., Yn] '

Entonces el esp acio vectorial 1r / (ah oo ., an) 1 es de dimensión finita si y sólo si ah ..., a,
forman sucesión especial.

Corolario 2.11. - Sea /\ = K [xh oo., xn] y r = K [Yh oo., Yn] f : /\ ~ r un homomor­
fismo de álgebras. Entonces considerando a r com o /\-módulo mediante f , si r es un
/\-módulo finitamente generado, es un/\-módulo libre.

Diremos qu e los elementos ah oo ., a, de A ob jeto de //\ son algebraicamente indepen­
dientes , si es monomorfismo la aplicación f: K [Xh ..., x. l -7 A, dada por f (x .) = al (don­
de grado x, = grado a.),

Lema 2.12. - Si ah .oo, an es una E-sucesión en A; la subálgebra generada por ah oo,, a,
será isomorfa a K [Xh oo ., xnJ.

Demostración: A es K [Xh oo., xnJ-libre (2.6) y por tanto la inclusión un monomorfismo.
Damos ahora ' una serie de lemas conducentes a demostrar qu e, dado un ideal de

Borel I e A,' toda E-sucesión generando I forma un sistema minimal de generadores
y recíprocamente, que todo sis tema minimal de generadores de I forma E-sucesión.
(Ver ~18]).

Lema 2.13. - Sea ah oo., a, un sistema minimal de generadores para un ideal I e A
(A objeto de /1\). Supongamos que ah oo ., a, son los elemen tos de gra do mínimo, enton­
ces , forman base del espacio vectorial formado por los elementos de grado mínimo de I.

Lema 2.14. - Con la notación anterior, sea J el ideal generado por (ah ..., a,); enton­
ces las clases [a ' +IJ. oo ., [a ,J forman un sistema minimal de gene radores del ideal l/J.

Proposición 2.15. - Si I es un ideal de Borel de A; y ah .:., a" una E-sucesión que ge­
nera 1; entonces ah ..., an forman un sistema minimal de generadores para I.

Lema 2.16. - Supongamos que V es un subespacio vectorial de A obj eto de I/\ )y 'que
{ ah oo., an} y {bh oo., bn} forman dos bases de V. Entonces ah .oo , a, es ·una E-sucesión si
y sólo si lo es b., ..., b. ,

Lema i17. - La sucesión ah .oo, an en A es una 'E-sucesión si ah ..., a, es E-sucesión en
A y [a'+IJ. oo., [a"J lo es en A/(ah .oo, a.),

Proposición 2.18. - Supongamos que I es un ideal de Borel en A y que ah ..., a" es un
sistema minimal de generadores de 1; entonces ah oo., a" es una E-sucesión en A.

Por tanto de las proposiciones 2.15 y 2.18 deducimos que es equivalente, en ideales de
Borel, hablar de E-sucesión generadora que de sistema minimal de generadores.

Lema 2.19. - Sea I un ideai de A (objeto de 1/\) y 'Ir : I -7 K ®AI la proyección na-
/ tural. Entonces la condición necesaria y suficiente para que el conjunto de elem entos de

1, ah"'; a", sea un sistema minimal de generador es es qu e 'Ir (al), ..., 'Ir (an) formen base
del espacio vectorial 1K ®A11 ·
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Corolario 2.20. - Dado un ideal de Borel l. toda E-sucesión de elementos de 1, que
genere 1, tendrá el mismo número de elementos.

Lema 2.21. - Si al' ..., a, forman un sistema minimal de generadores para un ideal 1
de K [x¿ ...•x,); entonces a" .... a" X,+ " .•• , X. forman un sistema minimal de gen eradores
para el ideal por ellos engendrado en K [x" ...,x.).

§ 3. Presentaciones mediante álgebras de polinomios.

En esta sección asociaremos a un objeto de ,/,/\, A. mediante una presentación, el ál­
gebra J (A) que representará un importante papel en el cálculo de la cohomología de es­
pacios homogéneos.

K seguirá siendo un campo.
Dado A, objeto de /1\, llamaremos Q (A) al espacio vectorial de los elementos indes -

componibles de A (Q (A) ='NA.70.
f. _1

Definición 3.1. - Una sucesión de objetos y morfismos de 1./\ ... -+ A._ I~ A.

~ -
~ A. +! -+ ... es coexacta si Ker f. = f. _1 (A._ I ) · A•.

Obse rvemos que un homomorfismo de álgebras f, es sobre (inyectivo) si y sólo si es
f s ~ f

coexacta la suc esión A ...........-+ E ...........-+ K (K ...........-+ A ...........-+ E).

Definición 3.2. - Si A es objeto de / /\. llamaremos presentación de A, a una sucesión
g f

coexacta /\ ...........-+ r --+! A ...........-+ K en la qu e /\ y r son álgebras de polinomios y la
aplicación inducida Q (/\) ----+ K Q$)A Ker f es un isomorfismo de espacios vectoriales
gradua dos sobre K.

(Observemos que para que A tenga presentación será necesario que sus elementos
sean de grado par, si caro K =1= 2).

Los elementos de Q (r ) serán los generadores de A y los de Q (/\) los relatores de A.
El isomorfismo lo qu e nos impide es que en Q C/\) haya elementos superfluos; luego
si /\ = K (x" ..., x.) g (XI)' ... , g (x.) formarán un sistema minimal de generadores para
(Ker f).

Proposición 3.3. - Sean /\1 -+ rl -+ A -+ K; /\z -+ rz -+ A -+ K dos presenta-
ciones de A, objeto de l /\ . Entonces se cumple .

1) Tor /\1 (K, rl) = Tor /\z (K, r,»como álgebras bigraduadas

2) para cada i dim Q (/\1)'_ dim Q (rl); =dim Q (/\z);. - dim Q (rz)'.

Con lo que a la K-álgebra A le asociamos el álgebra bigraduada J (A) = Tor /\ (K, r).
además A == Tor 0,* (K , r), luego A e J (A).

1\

Definición 3.4. - Un objeto A de l /\, diremos que es un álgebra especial (E-dlgeb ra)
si para toda representación A -+ r -+ A -+ K de A, tenemos que r es /\-proyec­
tivo.

Caracterizamos ahora estas álgebras

Proposición 3.5. - Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) A es E-álgebra.

2) A tiene una presentación /\ -+ r -+ A -+ K tal que r es un /\-módulo pro­
yect ívo.

g
3) A t iene una presentación /\ ...........-+ r -+ A -+ K en la que g (XI)•• .., g (x.) for­

man E-sucesión (A = K [XI' ..., x.]).
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4) A es isomorfa al cociente de un álgebra de polinomios por un ideal de Borel.
5) A = J (A).

El otro elemento invariante en proposición 3.3 nos lleva a definir.

Definición 3.6. - Dada una K-álgebra A (de //\) y una presentación de A: /\ -+ r -+
-+ A -+ K, llamaremos deficiencia i-ésima de A al número entero df (A) =
= dim Q (./\)1 - dim Q (r)1 y dejicencia de A a la suma df A = ~ dfi (A).

¡

Proposición 3.7. - Sea A, objeto de / /\ , tal que IA I es espacio vectorial de dimensión
finita. Entonces df A >- O y df A = O si y sólo si A es E - álgebra.

§ 4. Algunos cálculos del functor Tor.

En esta sección calcularemos el functor Tor en los casos en que nos pueda ser útil
posteriormente. Especial atención tendremos con el caso de álgebra de polinomios, de
gran interés para las aplicaciones.

Proposición 4.1. - Si I es un ideal de Borel en A, objeto de 1/\ , y a l> oo., a, un sistema
minimal de generadores para 1, entonces

Tor, (A/I, K) = E [ulo .oo, un]

como álgebra, donde grad U¡ = (-1, grad al)'
g

Corolario 4.2. - Dada una E-álgebra A y una presentación /\ --+ r ~ A -+i K, con­
siderando A, como r-módulo, tenemos

Tor l' (A, K) == E [Ul> ..., UD]

con grad UI = (-1, grad al); siendo /\ = K [Xl> oo., xn ] y g (XI) = al'

Proposición 4.3. - Sea A un álgebra y B una subálgebra de A, en la categoría 1/\. Sea
C = Al/B'!'. Supongamos que A es B-módulo libre y sean M y N, objetos de DGC y
ADG respectivamente. Entonces existe una sucesión espectral E, =? Tor, (M, N) con

El' q = Torc' (M, Tora
q (K, N»)

Demostración: (Ver [4], pág. 349).
Sea g: ./\ = K [x" oo., xn ] -+ A una aplicación de álgebras; g (XI), ..., g (xD) genera un

ideal 1, en A; seleccionamos un sistema minimal de generadores para I y reordenamos
los x, de modo que el sistema minial esté formado por g (XI), ..., g (xm), y los elementos
superfluos ' sean g (Xm+I)' ..., g (xm+<), con m + r = n ; y llamamos

tendremos que

/\ = r ®Q.

Con este lenguaje podemos enunciar

Teorema 4.4. - Sea g: /\ -+ A una aplicación de álgebras. Entonces

Tor /\ (K, A) = E [v!' oo., v.l ® Tor l' (K, A)

donde grado Vi = (-1, grado Xm+I)'

(1) Nota. Sea 'l': B -+ A la inclusión, entonces denotamos Al lB a A/'l' (B) . A (Notación de [4]).
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Tor /\ (K, A) = E [u" ..., u ,] ® A/I

g
A------'>-) Bf

(
C

siendo 1) g sobre
2) Ker g ideal de Borel. Entonces

Demostración: Sea X" •••, x, una E-sucesión generando Ker g y sea 1\ la subálgebra
de A, 1\ = K [x" ..., xn], por 2.6 A es un I\-módulo libre (estructura de I\-módulo dada
por la inclusión) ento nces según 4.3, existe un a sucesión espec tral E, =} Tor; (B , C) con
El = TorAII /\(B, Tor /\ (K, C». Pero A 11:1\ = A/Ker g _ B po r 1) luego E, =
= Tor, (B, Tor /\ (K, C» lo qu e implica qu e po r ser B, B-libre El ," = O p =/= O,

TorA(B, C) = E [u" ..., u ,] ® Torl' (K, C).

Tor /\ (K, r ) = E [u" ..., u.] ® Tor /\* (K, r».
pero siendo 1\* -+ r -+ . A -+- K presentación, luego Tor 1\ * (K, r ) = J (A).

Por otra parte dim E- l = r = dim Q(I\)-dimQ(I\*) = dim Q(.I\)-dim Q(r )-df(A)
cumpliéndose ad emás la igualdad en . cada grado.

Teorema 4.7. - Supongamos dadas las K-álgebras de /1\ , A, B Y C. Con las aplica­
ciones de álgebras

e(l ® a) = 1 ® a; e( U I 0 1) = VI ® 1, i = 1, ..., m;
e( U m+1 ® 1) = v, ® bu + ... + Vm ® bml para i = 1, ..., r

Tor /\ (K, I' ) = E [u" ...., u ,] ® J (A)

de modo que dim E- I,l = dim Q (1\ )' - dim Q (r)i - df (A).

Demostración: Basta aplicar 4.4 al álgebra r siendo g: 1\ -+ I': entonces

Tor.~ (K, A) = K ®1' A == A/ I

Corolario 4.6. - Sea 1\ -+ r -+- A -+- K una sucesión coexacta, en /:1\. siendo 1\ y r
álgebras de po linomios . Entonces

don de grado u, = (- 1, grado Xm+ l) (suponiendo la debida ordenación en los x.).

Demostración: Basta notar que g (X I) , . .. , g (xm ) forman sistema minimal para 1, lo
que por 2.18 implica que forman E-sucesión lue go A es r-módulo libre (2.6) y por
tanto

bki E A; pa ra i = L ..., r). Entonces e establece un isomorfismo

de álgebras diferenciales, que en homología nos inducirá el del enunciado.
Con la misma notación tenemos:

Corolario 4.5. - Sea g : 1\ -+- A una ap licación de álgebras con g (.1\) . A = 1 ideal
de Borel en A.

En to nces

m

(sie ndo am+¡ = 2:: a, b k1;
k~ 1

Demostración: Según 1.3 Tor 1\ (K , A) es la homología del complejo L=E [u" ..., un] 0 A
con grado U¡ = grado XI - 1 Y diferencial d (1 0 a) = o; d (u, ® a ) = 1 0 a.a (i= 1, ..., n) .
Entonces definimos un segu ndo complejo L' = E lv.. ..., vn] ® A con difere ncial
d (1 0 a) = 0, (a E A), d (V I 0 a) = O para i = m + 1, ..., m + r; d ( V¡ 0 a) = 1 ® ala
para i = 1, ..., m .

Es tablecemos un ho momorfismo e entre L y L'
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E2°,* = Tor A (K. C), pero esto implica E2 = E 00 Y por tanto Tor, (B. C) = Tor A (K . C).
si aplicamos ah ora 4.4 ob tenemos el enunciad o de la pro po sición . Donde el grado de las
U ¡ y el significa do de r e A es el da do en 4.4.

Corolario 4.8. - Dadas las álgebras A, B, C y las aplicaciones

f g
C +-- A ---+ B

donde 1) g es sobre

2) Ker g es ideal de Borel en A
3) f (Ker g) genera un ideal de Borel 1 en C.

entonces Tor; (B, C) = [u" ..., ur ] ® C/I.

Demostración: Basta aplicar en 4.7 el corolario 4.5.

Corolario 4.9. - Dadas las álgebras A, B, el álgebra de polinomios Q y las aplica.
ciones

f g
Q+--A--+B

donde 1) g es sobre

2) Ker g es ideal de Borel en A. Entonces
TorA(B, Q) = E [u" ...• u r ] ® J (Q / / ,A )

(si llamamos 1 al ideal engendrado por f (Ke r g) : E ® J (Q/1)).

Demostración: Bast a señalar que A -+ Q -+ Q/ 1 -+ K es una sucesión coexac ta
(siendo A el definido en 4.7) y aplicar sucesivamente 4.7 y 4.6.

Teorema 4.10. - Sean A yB objetos de lA y f : A -+ B un morfismo de álgebras
tal que

1) (Ker f ) es ideal de Borel en A

2) (f X) . B = J es ideal de Borel en B
Entonces

TorA(B , K) == B/J ® Tor
T

(K, K)

donde T' = K [x" .... xn ], siendo x., oo., X. un sistema minimal de generadores para (Ker f) .

Demostración: Por ser x., ..., x, sucesión especial A es r-libre. Si tomamos un a E-suce­
sión y" ..., Ym generando J . podremos definir A = K [y" oo., Ym] y por lo mismo B será
I\-libre. Podemos ahora aplicar 4.3. por lo que existir á-una sucesión esp ectral

E, => Tor, (B . K) con E2 = Tor r; (B. Torr (K. K))

pero como B es I\-libre => E2 = E 00 = El' * = B ® /\ Tor T (K, K) _ (B ® /\K) 0
® Tor r (I(., K) por ser trival la acción de

1\ sobre Torr (K, K) ; pero B ® /\ K _ B ®A K _ B/J

de donde se sigue el enunciado.
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§ 2. Espacios homogéneos.

§ 1. Espacios clasificantes. Grupos de WeyI.

H* (BT)

1p* (T. G)

H* (BG)

i*
H* (E; K) --+ H* (F; K)

p* (S, T)
(

p* (~, G)
>(
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H* (BS)

p* (S, H) 1
H*(BH)

rr*
H* (B; K) ---+

i Tr

Propos ición 2.1. - Sea F --+ E --+ B una fribración cuya sucesión espectral de
Eilenberg-Moore, es tal que E2 = E"". Entonces es coexacta la sucesión

donde si G. G/T, T. H/S son sin p-torsión p* (T. G) y p* (S, H) son biunívocos
( [1 ] Prop. 29.1 ) y la imagen de p* (T, G) es IG ® K (siendo IG los invariantes por el
grupo de Weyl de G); pero p* (S. T) viene inducida por la inclusión i ([1] 28.1). Luego
para calcular p* (H . G) bastará ver cómo actúa i* sobre los generadores de IG ® K.

Observación: Cuando H es subgrupo invariante de G, disponemos además del fibrado
BH -+ BG -+ B (G/H).

IV. Aplicaciones

~ = Tor H* I D) (K, H* (E» además (11.3.1) F' H* (F; K) =

= im { i* : H* (E; K) --+ H* (F; K)}

En este párrafo veremos la aplicación de lo realizado a la determinación de la coho-
i

mología de espacios homogéneos; K será un cuerpo F --+ E --+ B será un espacio
fibrado de Serre con B simplemente conexo, entonces (Teor. 11.1.6) sabemos que se le
asocia una sucesión espectral (de E. - M.) tal que E, ~ H* (F; K);

En este apartado se recuerdan algunos resultados ' referentes a homología de espacios
clasific antes que nec esitaremos utilizar más adelante, (K cuerpo de característica p),

Los demás notables son los siguientes. Sea G un grupo de Lie compacto y H un
subrgrupo cerrado y conexo de G; BG Y BH serán los espacios clasificantes de G y H
respectivamente y EG Y EH sus espacios universales.

1) H* (G, K) es un álgebra exterior con un sistema de generadores primitivos e" ..., en
de grado impar. (n = rango de G).

2) H* (BG, K) es un álgebra de polinomios K [y" ...• y.] con grado YI = grado el + 1.
(Ver [1] T. 19.1 Pro 7.2; [2] 1.5, 2.8).

p*(H. G)
3) Disponemos del fibrado G/H -+ BH -+ BG que nos induce H* (BG) )

0 *
H* (BH) -----+ H* (G/H) donde a* es el homomorfismo clasificante del fibrado
H -+ G -+ G/H.

4) p* (H , G) a través de la transgresión viene definida por la inclusión ([1]. Prop. 21.3).
S) Si T es un toro maximal de G y S lo es de H, con S e T disponemos del dia­

grama (G conexo),
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Demostración: im i* = E°:' = E°,* = K 0 H*(B) H* (E).

Proposición 2.2. - Sea F ---7- E ---7- B una fibraci ón con F. E conexos, B simplemente
conexo. Sea H* (E; K ) un H* (B, K)-m ódulo proyectivo. Entonces es coexacta la sucesión
K ---7- H* (B; K ) ---7- H* (E . K) ---7- H* (F, K ) Y como H* (B; K)-módulo H* (E ; K) ==
== H* (B; K) 0 H* (F; K) .

Dem ostración: La hipót esis de módulo pro yectivo im pli ca que El .' = O para p =1= O.
por tanto E2 = E2°.* = EO; = E 00 ' pero im i* = E::';* luego H* (F) = im i* luego el fil­
brado es totalme nte no h omólogo a cero y H* (E ) == H* (B ) 0 H* (F) ( [12], pág. 472,
[11]). Para ver la pri m er a parte basta considerar tras esto la proposición anterior .

Estudiaremos ahora el fibrado G/H ---7- BH ---7- BG, siendo G. grupo de Lie compacto
y con exo y H subgrupo cerrado y conexo de G. Supondrem os ade más que H* (BG, K) Y
H* (BH; K) álgebras de polinomios con generadores de grado par (Ver § 1).

(Notación: Escribiremos H* (A) por H* (A; K) mi en tras no se pres te a confusión).

Proposición 2.3. - En estas condiciones, considerando H* (BH) como H* (BG)-módulo
mediante ¡¡*; es un módulo finitamente generado.

Dem ostraci ón: Basta considerar el tér mino E2 de la sucesión espectr al de Serre que
es finitame nte gene rado. junto al hecho de ser H* (BH) no etheriano, lo que induce que
E 00 también lo es y por tanto H* (BH).

Teo rema 2.4. - (Borel). Si rango de G es igual a rango de H.
p* 0 *

1) Es coexacta la sucesión K -+ H* (BG) ---.--+ H* (BH) ----;)- H* (G/ H) ---7- K.
2) H* (BH ; K) == H* (BG; K) 0 H* (G/H); K ) como H* (BG)-mó dulo.

Dem ost ración: Por 2.3 se pued e aplicar I1I.2.11 y H* (BH) es H* (BG)-Iibre, bas ta
ahora aplica r 2.2 al fib rado para ob ten er la tesis.

Veamos ahora lo que sucede cuando rang G =1= r ang H.
Notaci ón : df (H, G; K) = df (H* (BH ; K )/ /H* (BG; K».

Daremos a continuaci ón una seri e de lemas que nos llevan a la demostración del te o­
rema de Baum.

Lema 2.5. - O~ df (H . G; K ) ~ rang G - rang H .

Lema 2.6. - Sea T' un toro m aximal de H. Entonces

Tori: *<BG;K) (K; H* (BH; K» =/= O si y sólo si Torl'~*< BG; K)(K; H* (BT/, K» =/= O

Lema 2.7. - Si i < rang H - rang G; Tori'~*< BG; K ) (K. H* (BH; K» = O.

Teorema 2.8. - (B au m). Sea G un grupo de Lie compac to y conexo, H un subgrupo
cerrado y conexo de G, con df (H, G; K) ~ 2. Entonces

1) La graduación asociada a H* (G/H; K). es isomorfa al álgebra Tor H*<BG) (K. H*(BH»
2) Es coexacta la sucesión H* (BG; K) ---7- H* (BH; K) ---7- H* (G/H; K) .

Dem ostración: Aplicando III.4.6

Tor H*<BG )(K, H* (BH » = E [u ¿ .... u,] ® J (H * (BH )/ /H* (BG» .

con r = rang G - rang H - df (H. G) ~ rang G - rang H - 2. Entonces para
i < - 2, J (H * (BH)//H* (BG »)i,* = O según 2.7, y si consideramos la su cesión espectral
de Eilenberg-Moore asociada al fibrado, los únicos términos distintos de cero serán
E2°,Q. E2- 1, ' , E2- 2, ' (con q ,par), por tan to todos su s eleme ntos son ciclos para d¿ luego
El = E <X) ' entonces aplicando I1.1.6 obtenemos 1) y aplicando 2.1 ob tenemos 2).

- 403



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Demostración: Basta tener en cuenta 11.1.6, 2.8 Y el coroloraio 111.4.6.
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(p = 2> O)
(p = 1> O)

- - F

1
t

--+ E.

f 1
--+ B.

d2 : E,· ,* -+ Ez',* = °
d2 : E2-" *-+ E21,* = O

Demostración: 1) Se sigue directamente de 11104.8 y II.1.5.

Veamos ahora que E 2 = E cc ' Los generadores de El .* ti en en según 1), grado homoló­
gico 0, -1 (pues los elementos U ¡ tien en po r grado: grado U ¡ = (-1, *) Y los elementos
de H* (B )jJ = K 0 r H * (B) = Tor%,* (K , H* (B)) tienen por grado (O, -»

Por lo tanto , como d, apli ca:

Gr (H* (E ; K» == TorH*(B K) (H* (E .; K), H* (B; K) = E"
o'

Teorema 3.1. - (L. Smith). Si
a) 'fo* : H* (Bo, K ) -+ H* (E .; K) es sobre
b) 1 = Ker 'fo* es ideal de Borel en H* (B., K)
e) f* (1) genera en H* (B , K) un ideal de Borel J .

entonces, la sucesión espectral de Eilenberg -Moore asociada al diagrama es tal que:
1) E2 = E [u¡, ..., u.l 0 H* (B, K )jJ

2) La graduación as ociada a H* (E, K), es isomor fa a

F

j
t
E

1
B

en el que, como siempre, F -+ E. -+ B, es un fib rado de Serre F -+ E -+ B, el fi­
brado inducido por f; y B, simplemente conexo.

En esta situación, se cumple:

y con mayor motivo le sucede a d, con r> 2; todos los elementos son ciclos y no hay
bordes luego E, = E, = ... = E ce "

Pero según el Teo r . 11.1.5 E, ~ H* (E , K) y E, = Tor H*(B ) (H* (E .) , H* (B» luego
o

queda asimismo demostrado 2). #

Los esp acios topológicos utilizados serán, como siempre, del tipo de homotop ía de
un CW-complejo numerable con homología finitamente generada; K será un cuerpo.

Estudiaremos el diagrama

1) E2 = E [u" ..., u.l 0 J (H* (BH )j j H* (BG »

2) Gr (H* (GjH » == E2•

donde r = rang G - rang H - df (H, G).

§ 3. Casos en que E, = E oo

Corolario 2.9. - En las condiciones del teorema, la sucesión espectral de Eilenberg­
Moore asociada al fibrado GjH -+ BH -+ BG es tal que



EL FUNCTOR TOR y LA SUCESION ESPECTRA L DE EILENBERG - MOOR E

Colo ralio 3.2. - Sea F --+ E, --+ Bo un fibrado de Serre con B, simplemen te conexo.
Cumpliéndose

a) 71'0*: H* (Bo, K) -+ H* (Eo; K) sobre
b) Ker roo* ideal de Borel en H* (B¿ K).
Entonces la sucesión espectral de Eil enberg-Moor e asociad a al fibrado es ta l qu e:

1) E2 = E [u" ..., u.l .
2) Gr (H* (F; K» = E2•

Demostración: Basta aplicar el teorema anterior al caso en qu e B es un punto y
por consiguiente E se identifica con F. :f:I:

(Bastaría asimismo utilizar 11.1.6 en lugar de 11.1.5).

Corolario 3.3. - En las hipótesis de 3.1, tenemos Ker 71'* = J .
Vamos a estudiar ahora el caso de espacio Riemannianos simé tr icos. Sea el fibrado

(E, p, B, G/H) Y su diagrama clasificante

G/ H G/H

I I
j

-} ~.
E -----7- BH (1)

p I L
-} I P

f y

B ---.-+ BG

Siendo G, grupo de Lie compacto y conexo y H subgrupo cerrado de G. Supongamos
qu e B es un espacio Riem ani an o simé trico y compacto. Probaremos qu e en esta situa­
ción, la sucesión espectral de Eilenberg-Moore asociada, también cumple que E2 = E ce "

Para ello uilizaremos la cohomología de Rh am para varied ades modela das sobre es­
pacios de Hilbert separables (observando que todo esp acio Riem anniano simétrico y com­
pacto es una variedad analítica con métrica Riemannian a ).

(Para la cohomología de Rham ver po r ejem plo «Int roducción To Differ en tiable Ma­
n ífolds», S. Lang, o «Variétés Differentiables», G. de Rham).

Daremos ahora algunos resu ltados conocidos en cohomología de Rham.

Teorema de Hod ge. - Si M es una variedad Riemanniana compacta, cada clase de
cohomología de H* (M, IU contiene una única forma armónica .

Teorema. - (E. Cartan). Si M es espacio Riemanniano simétrico compacto, las for­
mas armónicas; y el producto de dos formas armónicas será de nuevo armónica.

Con esto dicho podemos enunciar el teorema.

Teorema 3.4. - (Baum-Smith). En las condiciones dadas pa ra el diagrama (1), existe
un isomorfismo de álgebras

H* (E) _ Tor R * ( BG) (H* (B), H* (BH» .

(Coeficientes en U).

Demostración : Podemos, en primer lugar, suponer que BH y BG son variedades di­
ferenciables modeladas sobre espacios separables de Hilbert. (Ver [5]); y suponer asi­
mismo que por ap roximación las aplicaciones son diferenci ables.

Por 11.1.5 sabemos que existe E, =? H* (E) == TorR* (BG) (R* (B) , R* (BH» con
E2 = Tor R* (BG) (H* (B), H* (BH » (donde R* (A) expresa el álgebra de cocadenas de Rham).

Entonces el isomorfismo se esta blece mediante ef morfis mo composición siguiente
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(1)

f

-----+) G/H

1
BH

1
BG

G/H

1
E

p 1
B

Donde G es grupo de Lie compact o y con exo y H sub grup o cerrado de G. Entonces
según 3.4. tenemos que

H* (E , Il ) = TorH*(BG, n ) (H * (B . Il). H* (BH, Il)

Tratarem os de estudiar ahora la s situaciones en qu e la cohomología de E nos será
conocida. por saber calcul ar el correspond iente functor Tor, aplicando los cálculos des­
arrollados en el Cap. III de este trabajo.

(En es te apartado trabajaremos con cohomología con coefici entes re ales y escribire­
mos H* (X) po r H* (X. Il » .

Consideremos el m orfismo de álgebras de polin om ios

y sea x., ..., x, un sistema minimal de generadores para Ker p*. Si suponemos que el ideal
(Ker p*) es de Borel, entonces x., .... x, formarán E-sucesión y la subálgebra de H* (BG),
generada por ellos será isomorfa a R [Xl> .. . . xn ] (I II.2.12). Cons ideremo s la restricción de
f* a dicha subálgebra

p* : H* (BG) ---+ H* (BH)

Consideraremos espacios fibrados sobre un espacio Riemanniano sim étri co y com­
pacto, B. y los diagramas del párrafo anterior

§ 4. Fibraciones sobre espacios simétricos.

Tor H*(BG) (H * (B), H* (BH »

1 Tor, (O. 1)
t

TorH*(BG) (R* (B) , H* (BH»1Tor, (1. {3)

TorH*(BG) (R* (B ). R* (BH»1Tora (1 . 1)

Tor R*(BG) (R* (B). R* (BH»

donde a. : H* (BG) ---+ R* (BG) Y
f3 : H* (BH) ---+ R* (BH) a cada gene ra dor del álgebra de cohomología (H * (BG) =

= R [x¿ ..., xn] ; n = rang G). le hacen corresponder un cociclo rep resen tante.
Por otra parte O: H* (B) ---+ R* (B ) a ca da clase de cohomología le hace correspon­

der la ú nica forma armónica contenida en ella. (Teoremas de Hodge y Cartan); y es aquí
donde se necesita la hipótesis de que B sea espacio simétrico.

Tanto 'f1- y f3 como O indu cen isomorfismos en homología luego las aplicaci one s del
diagrama son isomorfismos .
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f* (XI), .., f* (x c) generan u n ideal en H* (B); seleccionamos entre ellos un sistema mini­
mal de generadores f* (XI)• ..., f* (x.) (suponiendo reordenadas las variables) ; R [XI. ...• x.l e
e R [XI. ... , x. I. En estas condiciones, tenemos:

Teorema 4.1. - Con siderando el diagrama. (1) si se cumple

1) que p* (H. G) es sobre
2) que Ker p* es ideal de Borel.

' entonces H* (E) _ E [UI. ... . u ,] ® Tor n [ . ] (H* (B) , R) dond e bigrad . U ¡ =
...\ XII "', X s

= (- 1. grad o XH I ) desde i = 1..... r ; siendo r = n -s.

Demostración: Hechas las consideraciones que preceden al teorem a, basta aplicar
simultáneamente III.4.7 y 304. #

Corolario 4.2. - En las condicione s de 4.1, si además se cumple qu e f* (Ke r p*) gene­
ra un id eal de Borel en H* (B) . J . Entonces

H* (E) == E [u¿ ..., u.] ® H* (B)/J

Demost ración: Basta aplicar al teorema anterio r III.4.5. #
Pro posici ári 4.3. - Si rango G = ra ng o H siendo p* sobre, se cumple que

H* (E) == H* (B)

Demostración: rango G = rango H según un teorema de Borel. (Ver [1] 26.1) implica
que p* es inyectiva Juego Ker p* será el ideal cero y asimismo f* (Ker p*), luego pode­

'mos aplicar 4.2 con J = O Y r = n. #
Considerem os ahora el morfismo

f* : H* (BG) -+ H* (B)

y tomemos un sistema minimal de generadores para Ker f*, que sup ondremos ideal de
Borel, YI. ..., Ym' Sea R [YI. .... Ym] la subálgebra generada por ellos (r lI,2. l2), consideramos
la restricción de p* a dicha subálgebra

p* : R [YI. .... Ym] -+ H* (BH)

y seleccionamos entre los p* (y ¡) u n sistema minimal de gene radores del ideal generado
por ellos :

p* (YI), .... p* (y ,) .

(suponemos reordenadas las variab les). Teniendo en cuenta todo esto, podemos enunciar:

Teorema 4.4. - En las condiciones del diagrama (1), si se cumple

1) f*: H* (BG) ~ H* (B ) es sobre.
2) Ker f* ideal de Borel en H* (BG )

en tonces H* (E) == E [u l , ... , Uq] ® Tor.; [ ] ( R, H* (BH)).
...\ YI1 " ' J Yt

Donde bigra d. U¡ = (- 1, grado Yt+¡) (i = 1, ..., q ) con q = m- t.

Demostración: Basta aplicar sim ultáneamente r1IA.7 y 3.4. #
Corolario 4.5. - En las condiciones de 4.4 si además p* (Ker f*) genera un ideal de

Borel en H* (BH). r. Entonces

H* (E) == E [UI. ..., Uq] ® H* (BH)/ r

Demostración. - Bas ta aplicar a 4.4, r lI.4.5.
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4.6. - Observemos que los cálculos realizados en § 2 sobre TorR* IDG ) (R, H* (BH»;
podrán aplicarse a Tor R. [ ] (R., H* (BH» en el teo rema 4.4.

y" ..., y,
Observemos asimism o que el corol ario 4.2 se cumple sin necesidad de exigir que B

sea espacio simét rico. pu es está en las condiciones de 3.1 y entonces E, = E 00 (luego no
hace falta aplicar 3.4).

y se cumple. cons iderand o el diag rama (1) simplemente como de espacios topológicos.
tomando coeficientes en un cuerpo cualquiera K.

Estudiemos ahora el caso de un fibrado principal sobre un espacio Riemanniano
simétrico y com pacto B, a través de su diagrama clasificante. Donde G es un grupo
de Lie com pacto y conexo. (K = R.).

G ---'" G---1 1
E --7- EG (2)

1 f 19
E --7- BG

como sabemos. si rang G = n, H* (BG) = R [XI. .. .. x.l.

f* : H* (BG) --+ H* (B)

Los f* (x.) " ', f* (xn ) generan un ideal en H* (B), seleccionamos entre los f* (XI) un
sist ema minimal de generadores. y reordenamos los subíndices de modo que éstos sean
f* (x.), .... f* (s.) ,

Teorema 4.7. - En estas condiciones se cumple que

H* (E) :::: E [u" .... u.] @ TorR. [ ] (H* (B) , R.)
x" ... X,

donde bi grad. U ¡ = (-1, grado x.+,). (i = 1. .... r) r = n -s.

Demostración: g*: H* (BG) --+ H* (EG) == R. luego g* cumple las condiciones de

I1I.4.7. Ker g* = H* (BG) = (x., ...•xn ) que es evidentemente de Borel. Por tanto basta
aplicar 3.4 en el caso en que H = {e} para obtener la tesis.

Corolario 4.8. - Si se cumple en (2) que f* (H* (BG» es ideal de Borel I. Entonces

H* (E ) == E [u" .... u,] @ H* (B)/I = E [u" .... u,] @ H* (B) //f* (1)

Demostración: Bast a aplicar al teorema anterior I1I.4.5.

« 1) denotamos por H* (B)//f* a H*(B) /(f* H* (BG». H* (B). notación de [4]).
Sea ahora f* : H* (BG) --+ H* (B) . Supongamos que Ker f* es ideal de Borel, y selec­

cionamos un sist ema minimal de generadores de (Ker f*). y" .... Ym; R [y" ..., Ym] será
la su bálgebra de H* (BG) generada por ellos (es subálgebra por el lema 111.2.12).

Teorema 4.9. - En las condiciones del diagrama (2). si se cumple

1) f* es sobre
2) Ker f* es ideal de Borel

entonces H* (E) == E [u" .... um ] donde bigrad. u, = (-1. grad y,).

Demostración: Puesto que g* (Ker f*) = O podemos aplicar el corolario 4.5.
Observemos que 4.8 se cumple también cuando B no es un espacio simétrico pues

bastará aplicar el teo rema 3.1. en cuyas condiciones est á . en lugar del 3.4 que exige que
B sea simétrico.
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Luego podremos aplicarlo s al cas o de un espacio M localmen te simétrico, algunos
de cuyos fib rados principales tienen verdadero interés .

E j emplo. Consideremos el espacio simétrico B = SU (2n )/SO (2n) con n impa r . Va­
mos a considerar un fibrado sobre B de fibra G/H con G = U (2k), H = Sp (k) con n < 2k,
como en el diagrama (1).

Comenzaremos calculando la cohomología de B utilizando las técnicas de § 2.

p* (SO (2n) , SU (2n» : H* (BSU (2n» -+ H* (BSO (2n»

II Ix., x¿ ..., x'n] -+ II [y" y" ..., Y'n-., y'20]

con

p* (X'I) = Y.I para i = 1, .." n -1, p* (x'n) = Y~

p* (X4i +2) = O para i = 1, ..., n -1 (ver por ejemplo Sem. Cartan 59-60 exp . 17), donde los
subíndices nos expresan el grado de cada elemento. Como la im agen es ideal de Borel
H* (BSO (2n)// H* (BSU (Zn) es E-álgebra y tiene deficiencia cero (111.3.7), luego

J (H* (BSO (2n)//H* (BSU (2n» == II [Y'2n]/(Y'2~)'

Luego según (111.4.6)

H* (B) = E [vs, v., ..., v.n_J] 0 II [y'2n]/(Y~).

Ahora consideremos la aplicación p* (H , G) con H = Sp (k), G = U (2k) ,

p* (H , G): H* (BU (2k» -+ H* (BSp (k »
II [X2' x¿ ..., x..k] ~ II [z, z, ..., Z'k]

dada por

p* (x..I) = Z' I (i = 1, ..., k); p* (x..1-2) = O (i = 1, ..., k)

Luego p* (H, G) es sobre y Ker p* = (X2'x¿ ... , x..k-2) es ideal de Borel y estamos en las
condiciones de 4.1. Bastaría ahora determinar f* en cada fib rado para tener perfectamen­
te determinada la cohomología de E.

Supongamos qu e f* venga definida sobre R [X2' x¿ ..., x..k-2] del siguiente modo:

f* (X2n) = y'20

y los demás generadores a cero (lo que es posible pues n es impar y n < 2k, lo que
implica que X2n esté entre los x..1-2)' Entonces aplicando 4.1 obtenemos

H* (E) == E [u" Us, ..., U2n_S, u2n +J , •••, u,k_J]0Tor II [X2n] (H* (B), R)

pero este functor Tor es la ho mología del complejo

d d
SI (El [U2n_tl) 0 H* (B) -----7- H* (B) -----7- O

con d (b) = O para bE H* (B)

d (U2n-l 0 b) = y'2n b (= O si b E (y'm) en H* (B »

por tanto

TorO¡ÚX2n ] (H* (B), ll) = H* (B )/( y'2n) = E [vs, v., , v.n_J]

Torli [X2n] (H* (B) , ll) = (U2n_1 0 y'2n! 0 E Iv-, , v,n_J] =
= El [W4n_I] 0 E [vs, ..., v'n_J]
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en definitiva tenemos que

y hemos calculado la cohomología del supuesto fibrado E.

§ 5. Otros ejemplos.

Veamos ahora algunas aplicaciones, en el caso que B no sea espacio simétrico.
Según hemos señalado en el párrafo anterior, en los corolarios 4.2 y 4.8 no es necesa­

ria la hipótesis de espacio simétrico. Supongamos que es ' un espacio localmente simé­
trico M; los diagramas (1) y (2) de § 4, se convierten

G/H ----->. G/H G ----->. G--- ---1 1 1 1t
E --+ BH E --+ EG

1 1 1 I
t t
M --+ BG M --+ BG

f f

al primero le podremos aplicar T.3.l y al segundo, la siguiente proposición.

Proposición 5.1. Si en el segundo diagrama, f* (H* (BG» es ideal de Borel 1, en
H* (M). Entonces

Gr (H*) (E» == E [u" ..., u,] 18l H* (M)/l

con grado u , = (-1, grado xH , ) ; r = n -s. Siendo s el número de elementos de un sis­
tema minimal de generadores de 1.

(Coeficientes en un campo K).

Demostración: Basta aplicar 3.1 pues g* es sobre y su núcleo es H* (BG) que es ideal
de Bore!. #

Ahora bien esto tiene interés en las variedades localmente simétricas puesto que en
ellas disponemos del siguiente diagrama

donde X es el recubrimiento universal de M, y es espacio simétrico simplemente conexo
y ""o, ""' son fibrados principalmente de fibra el subgrupo de Líe de G, K; siendo r"-G
espacio compacto. (Ver Matsushima: On betti numbers oi compact, locally symmetric...
Osaka Math. J . 14, 1962, Matsushima and Murakami On certain cohomolgy groups... Osaka
Math. J . 2. 1965, otros trabajos de estos dos autores, que sería prolijo enumerar, y por
ejemplo Borel Compact Clijiord-Klein. forms oi ... Topology Vo!. 2, núm. 2, 1963).

Las técnicas por nosotros desarrolladas aplicadas al fibrado

K --+ r"-G --+ M
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ponen en relación las cohomologías de M y r"-G, lo que está en la dirección de los tra­
bajos precitados.

FIBRADOS CON FIBRA UNA VARIEDAD DE STIEFEL

Terminaremos este trabajo dando una aplicación al caso en que las fibras sean varie­
dades de Stiefel. Sea el diagrama de espacios topológicos (en el sentido de este trabajo)
y K un cuerpo cualquiera

v.: ~ v.,-.;-----

I 1+
E --+ BSO(n-r)

p t, I oI .
'1'

B --+ BSO (n)
f

En este diagrama si ; = (E, p, B) es totalmente no homólogo a cero se cumplen
las hipótesis del teorema de Smith (ver [8] ejemplo 3» y

Gr (H* (E» == E2 = Tor H*B(SO(n).K) (H* (B , K), H* (BSO (n - r), K»

el cálculo de Tor podrá realizarse aplicando el teorema 111.4.7 y los corolarios y propo­
siciones subsiguientes.

Existen cuatro casos posibles en cuanto a las paridades de n y n-r. Siempre que
n - r es impar la aplicación p* es sobre y (Ker p*) es ideal de Borel, por lo que en ese
caso se puede aplicar el teorema 4.1 (con coeficientes en un campo cualquiera). Sin
embargo cuando n-r es par, aparece un gen erador de grado n-r: y'n-r en
H* (BSO (n - r», cuyo cuadrado es imagen de un generador de H* (BSO (nj), por lo que
p" no es sobre y no se puede aplicar el Teor. 4.1; en este caso solamente si f* es sobre
y Ker f* ideal de Borel podrían aplicarse los teroemas de § 4.
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METODOS ANALITICOS DE RESOLUCION DEL PROBLEMA
DE CALCULO DE ORBlTAS DE SATELITES ARTIFICIALES*

POR

R. CID

Departamento de Física de la Tierra y del Cosmos.
Universidad de Zaragoza (España)

Abstract

The rcotion of an artificial satellite in the gravitatory field of the Earth is considered.
A revision of different resolution methods on this problern is made. Special references
to different intermediate orbits are given (Sterne, Garfinkel, Aksnes, Vinti) and also
to the perturbation methods in canonical (Von Zeipel, Hori, Deprit) or non canonical
form (Kamel, Calvo, etc.) employed in the resolution of this problem,

Introducción

Un satélite artificial que se mueve alrededor de la Tierra, está sometido a fuerzas
que provienen de la atracción terrestre, la atracción luni-solar, el roce con la atmósfera
terrestre, la presión de la radiación ' solar, efectos electromagnéticos, choques con meteo­
ritos, etc.

En condiciones ordinarias la fuerza perturbadora más importante se origina por la
forma esferoidal de nuestro planeta, por lo cual es frecuente estudiar el problema de
movimiento de un satélite artificial bajo la acción exclusiva de la atracción terrestre,
como haremos en este artículo.

Consideremos, pues, un sistema de ejes ecuatoriales con origen O en el centro de
gravedad de la Tierra, y sean R, el radio ecuatorial terrestre, M la masa total de la
Tierra, G la constante de gravitación YfL una constante dada por la expresión \L = G M.

Entonces, para un satélite P (XI> X2' x,) , cuyas coordenadas polares esféricas son: Su ra­
dio vector r, su declinación o latitud <I> y su ascensión recta o longitud A, el potencial V
creado por la Tierra sobre P, viene definido por la fórmula

p. [ ex> ( R). . ce • ( R). ]V = -- 1-~ -' I.P.(sen<I» + ~ ~ -' l.kP.k(sen<I» cosk(A-Ank) (1.1)
r "=2 r "=2 k=l r

donde In, l.b se denominan armónicos zonales y tesserales, respectivamente, y son cons­
tantes, al igual que los argumentos A.k'

.. Este trabajo ha sido presentado en las Prírniras Jornadas Matemáticas iLuso-Españolas, cele­
bradas en Lisboa en abril de 1972.
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dz"

(1.9)

(1.8)

(1.6)

(1.5)

( l A )

(1.3)

(1.2)

(LlO)

(i = 1, 2, 3)

(det S X'Ji'j =/= O)

(i = 1, 2, 3)

aH

d t OXi

ax,
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H* = H (~, X ., t) +~
a x. at

as
H* (Xl" Xl" r) = H (X., x., t) + -­

a t

aH

H = J (X,' + X,' + Xl) - U - R o

,¡.t
U= ­

T

dt'

d' X i a (U + R )
--=-----

dtaXi

dx¡

Finalmente, introduciendo la función H (x" X 2' X " X" X 2, X ,)

De acuerdo con esto, si ponemos

'" [O ex> ( R )" ex> "O( R ) " ]R =- - ~ - ' 1" P,,(sen ip) + ~ ~ - ' o 1". r: (sen <I»cos k (",-",,,.)
r n = 1 r 11 =2 k = l r

o bien

los hamiltonianos H y H* , en ambas variables, están relacionadas por la igualdad

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIE NCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

H = H(O ) + ¡¡ HO l + ¡¡' H (') + 0 0 0

De esta forma , puede hablarse de perturbaciones de primer orden, segundo orden, etc.,
en o consonancia con los términos que se con sideran en el hamiltoniano ,

b) Definida una transfo rmación canónica (x" X .) -7- (x "" X>,) , por medio de una
función generatriz S = S (X>" x" t) en la for ma

Varias observaciones deben hacerse:

a) El coeficiente 1
"

es del orden de 10-3
, en tanto que los restantes armónicos son

del orden 10- 6 o inferior, lo que permite considerar el hamiltoniano H desarrollable en
función potencial de un pequeño parámetro s ( = 12 ) , es decir

donde X , = Xi' las ecuaciones (lA) adoptan la forma canónica

las ecuaciones fundamentales del movimiento, son

1 d" 1 m ( n) (2n-2q)! f ;\-n para n par
p"(z) = (zl _l)" = -- ~ (- 1) z",qm =

2" n ! dz" 2" n! '=0 q (n - 2 q)! t ;\- n (n - 1) n impar

dk[p" (z) ]
p". (z) = (1 - Z2)kl' ----

Como se sabe, P; (z) es un polinomio de Legendre de grado n, y p". (z) un polinomio
asociado de grado n y orden k, cuyas expresiones respectivas, son



(1.18)

(1.17)

(1.14)

(1.15)

(1.12)

(1.13)

(1.11)

X 3 = h = an g. nodo

X3 = h

X 3 = H = GcosI

X, = g + f

X, = g = argum. pe rigeo

X, = G = LVI e'

{
O } ( as )H* = + H( PJ - - , Xbt
F (X,,) ax,

X, = r

X, = r'ci>

H = t ( X/ + _ 1_ X,' + 1 Xl) - U- R
r' r' cos ' el>
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. . ¡.t ( - X,' ) ¡.t
H = 1 (r' + r' f) - - - R = 1. XI' + - - - - R

2" r 2 X,' XI

X, = L = y¡;¡;
X, = 1 = anom. media

En este caso, el nuevo hamiltoniano será

y el hamiltoniano correspondiente

para los cuales el hamiltoniano viene dado en la forma

III. Las variables cano mcas de Delaunay (L, G, H , 1, g, h) , solamente válidas en el
caso elíp tico, definidas por

donde a (= semieje mayor), e (= excentricidad) e 1 (= inclinación), son tres elementos
orbitales. En este caso, el hamiltoniano será

y el p roblem a habrá quedado reducido a la in tegración del nu evo sis tema.

e) Entre los sistema s de vari ables canónicas que han sido más u tilizados en el pro­
blema del satélite, citaremo s los siguientes:

I. Las coordenadas cartesianas y las componentes de la velocidad empleadas en los
desarrollos anteriores, cuyo hamiltoniano ha sido definido en (1.5).

II. Las coordenadas polares (r, '1' , A) y sus momentos conjugados

, '¡.t (1 1) ¡.t ¡.t'
H= ! tr- -r- -R= I¡.t -r- -2; --,.-- R = - 2 X,' - R (1.16)

IV. Representando po r f la anomalía verda dera, las variables canónicas de Hill, son

CALCULO DE ORBITAS DE SAT ELITES ARTIFICIALES

X, = G

y qu e conocemos una función S que verifica cualquiera de las relaciones

Entonces, utilizando una función S adecua da, podremos conseguir que el nuevo ha­
milt oniano H* sea lo más sencillo posib le, lo qu e permite formular una equivalen cia
entre la resolución de las ecuaciones can ónicas del mo vimiento y una ecuación en deri-
vad as parciales (m étodo de Jacobi). .

Supongamos, por ejemplo, qu e se pu ede descomponer el hamiltoniano H en la forma



Por otra parte, Garfinkel ha probado que el potencial
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en el que Cl se considera como una variable dinámica.

(2.2)

(2.1)fl. [1' ]= -- 1 +--(1-3sen'ip)
r 2r

iI.L [1' ]VI = --r- 1---;;--p,(senip)

iI.L [ 1, (3 ) 31, JVo =-- 1 +-- 1--sen'j ---(sen'ip--!sen'I)
r 2r' 2 2rp

lo que supone una ligera complicación incluso en la obtención de una teoría de primer
orden. Naturalmente, la dificultad aumenta extraordinariamente al intentar construir
una teoría de segundo orden y el problema ya resulta inabordable al pretender llegar
a órdenes superiores.

Aksnes modifica el esquema de cálculo, eligiendo un potencial intermedio

donde Ch C" C" e, son constantes, es el más general que verifica las siguientes propie­
dades:

1. La ecuación correspondiente de Hamilton-Jacobi es separable.
2. La solución se puede expresar por medio de funciones elípticas.
3. Dicho potencial se aproxima al del problema considerado.
En este caso, el potencial de perturbación V R, será

1-1- 1, [p t;(sen<l» 3c¡(sen'<I>-c,) 3C'J
VR = ---,- + + 3c, + -- + V,

r r 2P, r'

con p (= parámetro), I (= inclinación) constante, la ecuación correspondiente de Hamil­
ton-Jacobi es separable. Y una vez efectuada su integración , en la que intervienen inte­
grales elípticas, el problema queda reducido al estudio de un sistema dinámico con el
potencial residual o de perturbación VR, del tipo

3 'fl. 1, ( 1 1)VR=V-Vo = - - - ----- qsen'I-sen'ip) + V,
2r r p

1-1- po J, CI
VO =-- + ----P,(sen<I»

r r
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p. [ CI (sen' ip - c,) C, C,]
Vo=---+3 'fl. 1, +--+--

r 2r r r'

y la segunda V" que contiene los de los restantes armónicos.
Sterne demuestra que, si el potencial es de la forma

2. Métodos basados en una órbita intermedia distinta
de la kepleriana

Los principales métodos que utilizan como órbita in ter media una solución más ge­
ne ral que la kepleriana, son debidos a Sterne (1958), Garfinkel (1959, 1964), Aksnes (1965)
y Vinti (1963).

Consideremos el potencial V, definido por (1.1), dividido en dos partes: La primera
V.. que incluye los términos de 1"
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r sen o = p l]

+ V1

reos <I> elA = J (p' + c' ) (1- r¡1) eiA

bo ; - b l 11
VD = = b, Re (; + i 11)-1 + b Im (; + i 11)-1

;' + 111
-

donde bo, b , son constantes a determinar.

donde C es una constante a det erminar.
En este sistema, las superficies A = const., son planos que contienen el ej e polar,

las superficies p = const., elipsoides achatados de revolución y las superficies l] = const.,
hiperboloides alabeados de re volución.

Suponiendo que el potencial intermedio VD (p, l]) es de simetría axial, el hamiltonía­
no independiente del tiempo se expresa en la forma

N I = número de integrales elípticas qu e entran en el algoritmo.
N, = número de argumentos independientes en el ha mil to niano.
N = NI + N, = medida de la complejidad total del método.
m' = orden de las perturbaciones seculares incorporad as.
m = orden de la teoría completa que existe.

Veamos fina lmente el proceso seguido por Vinti. Este autor comienza definiendo el
hamiltoniano H en un sistema de coordenadas esfer oida les ( p, l]' A) tales que

El potencial V lb será en tonces

[

pl + C 1 1-l]1 ]
H = ! p 1 + P 1 + P),,' + VD (p, r¡) = consto

p' + c' r¡' P pl + c' r¡1 T} (pl + c') (1 _r¡1)

Introduciendo una nueva variable ; = p/c, Vinti demuestra que la ecuación anterior
es separable, si y sólo si VD es de la forma

f(;)+g(l])
Vo = - - - - ­

;1 + 111

Además, si se imponen las condiciones de que VD satisfaga la ecuación de Laplace
"V' VD= O, Y no sea singular sobre el eje polar, se tiene

y el coefici ente variable C I se determina por la condición de que la parte secular de
VI- VD sea nula. Así, por ser el promedio de l/r, a lo largo de una revolución, igual a
l/p, se elige CI = l /p, al igual qu e en los métodos de Sterne y Garfinkel, si bien ahora
se cons idera CI como un a función del parámetro p. Esta elección tiene la ven taja de
conservar el potencial V R en una forma simple, lo que ha permitido a Aksnes construir
una teoría de segundo orden,

Garfinkel y Aksnes (1970) han hecho un estudio crítico comparativo de los métodos
mencionados, que resumen en el siguiente cuadro:

Autor CI Cl C3 C. NI N, N m' m
-- - - - - -

1
Sterne •• .. u» ·1 sen1] o --P,(cos 1) 4 8 12 1 1

6
P1(cos 1) (1- é )lfl

Garfinkel . • IIp cos1] o 2 8 10 2 1
2¡i'

Aksnes .... l /p 1/3 o o 3 5 8 1 2



J' a +l = (-1)1J, Ja = O

el = R.'J,

J,' = J,

J¡' = J, = O

En"re sume n, el potencial intermedio Vo nos queda reducido al desarrollo

3. . Métodos que utilizan las ecuaciones en forma canónica

Los métodos más importan tes que utilizan la forma canónica de las ecuaciones del
movim ien to, son los de von Zeipel (1916-17), Gen Ichiro Ho ri (1966) y Deprit (1969).

Método de von Zeip el. - Consideremos un sistema canónico del tipo (1.6), en el que
su hamiltoniano H (X.. x. ) no conti ene el ti empo explícitame nte y es de la forma (1.7).

Vo = -~ [1- i (~) "J..' p" (sen IIl)]
r n= 1 r
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Vo =-~[l-i (_1)'+1 (~) ,. J2k Pa (sen <1»]
r '~1 r
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p' p1] p' + el P1] r r
(; + i 1])' = - - - 1]' + 2 i - - = ---- 1]' + 2 i - --l = -- + 2 i - - sen <1> - 1

el e el e el e

e 00 ( ie )"
(;+i1])-I=_~ - - P,,(s en<1»

r "=0 r

Ahora bien , de las igualdades

y la ecuación de Hamilton-Jacob i correspondiente a este potencial es separable, pudiendo
integrarse por medio de integrales elípticas de "primera, segunda y tercera clase.

El proceso concluirá con la integración correspondiente al po tencial

donde

Esc ogiendo las con stantes bo; b. , e, mediante las condiciones

result a

y finalmente

Vo = b: e [ 1 + ~1 (- 1)" (~ ) '" e; (sen <1»] + b; e ~ (-1)" (-;--) ' "+11-" "; 1(sen <JI)

y por tanto, para Iclr I< 1, se tiene la serie ab solutamente convergente

se deduce



(3.6)

(3.7)

(3.5)

(3.3)

(3.4)

(3.1)

H IO) = H *IO)

H IO) = H *IO )

1
W(2) = S (2) - - 23 S(I ) S(I) ,

2 x 'k Xk

[HIO ), W(I )] = H *(I) - H(I )

[HIO), W Cn,] = H *ln)_ H in) _ p ln)

H * (X/, x{) = H (Xk, Xk )

H * = H* IO) + E H *(I) + E2 H *(2 ) + ...

Wll) = SIl)

orden 2:

orden O:

orden 1:

Ahora bien, por existir la integral H = const., tendremos
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X k = --- = X / + E SO) + E2 S(2) + ...,a Xk Xk Xk
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son a su vez inv ariantes, según fue probado por Cid, Calvo y Correas (1971) en-un tra­
bajo inédito.

Escritas las ecuaciones del método de von Zeipel ~n la forma (3.6) cualquiera de ellas
es del tipo

e s
Xk' = --- = X k + E S il ) + E2S (2) + '",a X/ x'k x' k

(3.2)

donde P'r', es calculable po r las anteri ores , y el proceso de von Zeip el consistirá en ir
calculando las fu nci ones H *IO), H *(I), H *(2), ... , W(I), W(2), ... , a par tir de las ecua ciones (3.6),
de manera que ninguna de la s funciones H *(I), contenga una cierta variable x., cuya eli­
minación se persigue.

1
[HIO ), W(2)] = H *(2)_HI2) - [H(ll, W(I)] -- [[HlO), WII)] , W(I)]

2

donde el símbolo [ ] representa un paréntesis de Poisson y las funciones

Cid y Lahulla (1970), ha n demostrado que esta s ecuaci ones (3.5) pueden se r reduci­
das a la forma invariante

y desarrollando ambos miembros en el entorno del punto (X /, x~) , e identificando los
términos de órdenes EO, El, (l, ..., se llega a las siguientes igualdades:

se tendrá un nuevo hamiltoniano H * (Xk' , x / ), que supondremos desarrollable en serie

tal que

Entonce s, definida una transformación canónica (X .. X k) -+ (X/, Xk') por medio de
una función generat riz



(3.9)

(3.8)

(3.12)

ax,
-- =0

dt

JT=[-I=_[
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L,f = [S, f] = S. ' [f.

1=( onlEn)
-En I o-

X. = consto

y de acuerdo con la teoría de transformaciones canónicas (3.11) representa para cada
valor de .. una transformación canónica y --+ x. Su representación explícita puede lograr­
se por medio del operador de Lie

H = - '!1' /2 L' - R (L, G, H , 1, g, -)

x = X (y, ¡¡, ..c> (3 ..11)
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donde On, En son las matrices nula y unidad de orden n, e [T, [ -1 , las matrices trans­
puesta e inversa de I, consideremos la solución del sistema hamiltoniano

La eliminación sucesiva de las variables 1 y g, proporciona las perturbaciones de corto
y largo período, respectivamente, en tanto que las expresiones (3.8) constituyen pertur­
baciones seculares.

Las soluciones obtenidas presentan pequeños divisores en e ~ o, [ ~ 0 °, [~ 1800
,

[ ~ [ e, donde [ e viene dado por la igualdad 1 - 5 cos- [ = O. Para eliminar estos peque­
ños divisores puede efectuarse un cambio canónico de variables, toda vez que las ecua­
ciones (3.6) son invariantes. Recordemos a este respecto los artículos de Izsac (1963),
Lyddane (1963), Cid (1969), Lahulla (1970), Cid y Lahulla (1969), etc.

Método de Hori. - Definida la 2 n-matriz cuadrada I , por la relaciones

dx
-- = - [ S. (3.10)

d .

con las condiciones iniciales x (o) = y, y donde la función escalar S = S (x, ¡¡ ) depende
del 2 n-vector del espacio fásico x == (XI> x" .oo, x'n) y del parámetro s-

Dicha solución vendrá expresada como función del 2 n-vector y == (YI, y" y,.), del
parámetro .¡¡ y de la variable independiente . ,

El método ha sido aplicado por Brouwer (1959) para obtener una teoría de primer
orden y por Kozai (1962) a una teoría de segundo orden, utilizando las variables de
Delaunay, cuyo hamiltoniano (1.16) es del tipo

H*rn} = H/n} + p/ n}

es fácilmente integrable en la forma

servirá para calcular H*rn} en la primera y WCn} en la segunda por integración.
Este proceso deberá repetirse tantas veces como sea necesario, hasta llegar a un ha­

miltoniano H* que sólo contenga las variables X k» Finalmente, el sistema

y las ecuaciones

Esto supone, al menos, que H IO) no contenga x. , por lo cual la primera ecuación (3.6)
se verificará idénticamente. Para cualquiera de las restantes ecuaciones, se efectuará una
descomposición



Entonces, por un desarrollo de Taylor, para cualquier función f (x, e), tendremos

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

= L,f(y)
z = 1

(y (a) = z)

y = y (z, e. t)

(_1)"
f( y) = y , --L:f(x)

ll~O n!

1
f(x) = y ,-L:f(Y)

ll~O n!

dy
-=-1T
d-¡; 1

= L: f (y)
~ = o

= t,> (-1 5z)/ = 5" 1fzl
~ ~ o ~ =1

x - 1

(x(a) = y)

1
x =y + ~ -L:y

1l~1 n!

(_1)"
y=x+ ~--L:x

n~l n!

x = X(Y,e,t)

U (x, e) = 5 (x, e) + T (y, i)

x = Z (z, e, .)

dx
-=-15z
d t

."f(x) = ~ -L:f(y)
n~O n!

't" d r ] If (x, e) = f [X (y, e•.t>. el = ~ ---
n~ O nI d t " ~ - ".-,

r" r"
X = ~ - L: y = y + ~ - L: y

n~O n! n~l n!

Para • = 1. resultará

Se demuestra que la transformación inversa de la anterior. es
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donde

y en general

estando L: definida por aplicación reiterada del operador L,.
Si hacemos el convenio L," f (x) IZ=1 = f (y), la fórmula (3.13) puede escribirse

y en particular

y también que, dadas dos transformaciones

la función generante U de la transformación producto

soluciones respectivas de los sistemas hamiltonianos

verifica

donde T (y, e) ha de ser expresada como función de x, por medio de la transformación
inversa (3.17).



Así se van ob teniendo para los prim eros órdenes
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•

(3.20)

(3.19)

(3.18)

.
HIK} = ~ L HIK- I)

n ':::Q 51+ 1 n-l

H (x, s ) = ?: s· H. (x)
~o

K (y, s> = 2: s· K. (y)
n2:0

L2sn H = Ls" t-; H = ~ S· +2 H.(2)
n2:0

LS 2 Ha = K2- H, - Ls, H, - ! LS 1 L S 1 Ha, ...

s (x, s) = 2: s· S. (y )
n~l

Lf;, H = ~ S·+K HI~)

n2:0

LS 1 Ha = K , - H"

H (x, s ) = K (y, s)

dy
-- = -1 K,

dt

dx
-=-IH,
dt

Ls" H = 2: s· +' H .(I)
n2: 0

Sea, pues

Sobre estas bases, dado un sistema canónico

" 1
2: --- H/ ·-iJ = K.
i=a (n - j)i
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en consonancia con la s expresiones obteni das en el método de von Zeipel.
Hemos de advertir, sin embargo, que el método de Hori , por su construcción inva­

riante, permite pasar fácilmente de. un sis tema canónico a otro y de . éste al primero
invirtiendo el proceso. Otra característica importante es la ut ilización de un solo sistema
de variable (digamos el primitivo), m ientras en el de von Zeip el se utiliza la mitad de
las variables primitivas y la mitad de las nuevas, con la consiguiente di ficultad en los
procesos de cálculo.

Método de Deprit . - Este método presenta ciertas analogías con el anterior. En efec­
to , dado un sistema canónico del tipo (3.18), busquemos una transformación canónica
x -+ y, de modo que el nuevo sistema (3.19) tenga un hamilton iano que satisfaga ciertas
condiciones que faciliten su resolución .

se ob tiene la fórmula recurrente

y en general

y expresando H por medio de la variable y, iremos deduciendo sucesivamente las fu n­
ciones S" de modo que el nuevo hamiltoniano tenga la forma deseada. En efecto, po ­
niendo

la función genera triz de la tran sformación de Líe, que lleva (3.18) a (3.19).

Como la transformación es canónica conservativa

y conocida la solución para s = O, es decir cuando H = Ha (x) , se puede buscar u na trans­
formación canónica x -+ y, que para e = O se reduzca a la identidad y haga más fácil la
solución (como hemos visto en el método de von Zeipel) de l sistem a transformado
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(3.21)

t¡» 1)

(n> 1)

E"
<p [ x (y, E), E] 7'. - <PoI" 1(y)

Tl~O nI

E"

W (x, E) = 2: - W"+I (x)
Tl~O n!

i- : ( i - 1 )
Ni =-Lw;- 2: \ i - l N¡_,Lw¡

,~ 1

dx
-- = -IW.
d E

E"
<p (x , ¡;) = 2: - <p,,(0) (x)

n~O nI

Entonces, elegida una transformación canónica como solución del sistema

Asimismo, se pueden calcular las funciones 1>ol n l por medio de la fórmula

donde los operadores diferenciales Ni están definidos por las relaciones

Con estas expresiones, el método de Deprit nos proporciona los términos K; del
nuevo hamiltoniano por la fórmula recurrente

i •

<pln) = <p(n- ' ) 2: ( l ) L <1>ln- l)
i i + l j =O j n'j+ l i - j

Tanto en este método como en el de Horí, la resolución del problema se concluye
por integración de un cierto número de ecuaciones en derivadas parciales, como vimos
al estudiar el método de von Zeipel.

La relación existente entre los métodos de Von Zeipel y Dep rit ha sido dada por
Shniad (1970), en tanto que la equivalencia entre éstos y el de Hori ha sido comple­
tada po r Mersman (1971).

<POlO )

<1,,(0) - <Po(l )

<P2(0) - <p,(I ) - '<POI2)

<P3(0) -<1>,0) - <p,(2 ) - <PO(3)
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H" + ~ ( ~) Mi H"- i = te.
i-' 1

<p In l = I<p lO) + 2: ( ~) M .<plO) .
o - ·n j = 1 ] J " - 1

donde M; son op eradores diferenciales del tipo

qu e permite ir calculando cada término en función de los que le anteceden en el esque­
ma triangular, y también de los pertenecientes a la primera columna mediante la fórmu­
la recurrente

se demuestra la fórmula

El problema consiste en expresar las funciones (lJor"l (y) en términos de las funcio­
ne s il>/ O) (x) y w, (x ).

Considerando el triángulo

y determinada por las condiciones iniciales x (o) = y, pongamos
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Una generalización del método de Deprit a sistemas no canónicos, ha sido desarro­
llada por Kamel (1970) y una formulación del método de Hori desde un punto de vista
más general ha sido efec tuada por Mersman (1970), del mismo modo que Calvo (1971)
lo ha extendido a sistemas no canónicos.

Mencionemos finalmente que la eliminación de la variable u = g + f, en el sistema
de variables de Hil!, ha sido realizada po r Cid y Lahulla (1971) por los métodos de van
Zeipe l y Deprit. La integración total del problema en dicho sistema de variables fue
efectuada por Calvo (1971) hasta el primer orden y por Caballero (pendiente de publica­
ción) hasta el segundo.

4. Otros métodos de resolución. - Otros métodos, cuya variedad no nos permite ha­
cer su desarrollo, han sido empleados en la resolución del problema de cálc ulo de ór­
bitas de satélites artificiales. Entre ellos podemos citar las solución de primer orden de
Kozai (1959), desarrollada a partir de las ecuaciones de Lagrange y una solución mejo­
rada de primer orden llevada a cabo por Calvo (1970), tomando como base el método
de promedios (Bogoliubov y Mitropolski, 1961), en la que hace un estudio especia l sobre
la inclinación crítica, problema que ya había sido tratado anteriormente por Ho ri (1960),
Garfinkel (1961), Aoki (1963) y otros.

Notemos finalmente, que en general, los desarrollos utilizados son de tipo formal y
que poco puede decirse sobre su convergencia. Acaso el método de promedios presenta
mayores posibilidades en cuanto a la acotación de los errores cometido s al cortar las
series en un cierto orden.
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f(f(x, a), b) = f(x, 0 (a, b»)

1. Grupos continuos de transformaciones

(1.1)

(1.3)

(1.2)x' = f(x, a), aE A

(x, a) -+ x' = f(x, a )

i: Xk (a) of ; (x, a) = O i = 1, 2, oo., Il

.=1 oa.

f: E" x -+E"

V. CAMARENA

Departamento de Fí sica de la Tierra y del Cosmos
Universidad de Zaragoza (España)

POR

INTEGRALES PRIMERAS DEL MOVIMIENTO
OPTIMIZACION DE TRAYECTORIAS*

vx EE", Va EA;

LAS
EN

SOBRE

Abstraet

y supongamos que la matriz jacobiana af/ox sea no nula.
Es claro, que fijada la t, si variamos el parámetro a E A obtenemos un conjunto con­

tinuo G de transformaciones especificadas por:

In th is work an first vector integral of optimal rocket trajectories in a cen tral fo rce
fields is derived, by means of Noether's theorem. Th e connection w ith the well known
first vector integral of angular momentum in Kepler motion is also discussed. One three
parameter infinitesimal transformation group which leaves the corresponding Harnilto­
nian invariant, is found. Finally we ha ve defined and interpreted the concept of oríen­
ta tion-free.

Sea f una aplicación diferenciable del conjunto E x A en E", donde A e E', que viene
dada por:

donde las t. son las componentes de la función f.
Si los elementos de G verifican las propiedades:

(i) Dadas dos transformaciones x' = f(x, a), x" = f(x' , b), a y b E A existe un e E A
tal que e = 0 (a, b) y x" = f( x, e). Es decir se verifica que

* Este trabajo fue pr esen tado en las Primeiras Jornadas Luso-Españolas', celebradas en Lisboa en
abril de 1972.

1.1 Definición. Diremos que los parámetros (a " oo ., a,) componentes de a E A son esen­
ciales; si es imposible encontrar r funciones Al, (a) k = 1, 2, oo. , r , tales que
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x' = f(x, aO) = x

(2.2)

(2.1)

(1.5)

(1.7)

(1.6)

(1.4)

J
l 1

W = F(q, q, t) dt
1,

" 6
X, = ~U;I(X)-

'~I ex,

X, F = O I = 1, ..., r

r

x{ = x; + ~ u;o(x) 6 ao
0-1

Sea W el siguiente funcional

donde q = (q', ..., q") es el n-vector de estado de un sistema dinámico con n grados de

libertad, q= dqldt Y t el parámetro tiempo que varía en el intervalo [t o, t1] . Diremos que
el funcional W es invariante por el grupo de transformacioens infinitesimales

{
t = t + E UI (q, t) = t + E 6 t

q;= q' + E u1z (q, t) = q; + E aq;

2. El teorema de Noether

donde las 6 al denotan pequeñas variaciones en los parámetros al> de manera que
a + 6 a E Q o, y los X , definidos por las relaciones

" oF " oF r
6 F = ~ - dx, =~ - ~ U l/ (x) 6 al

' = 1 ex, ;=1 ex; 1= 1
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designan los llamados operadores o generadores infinitesimales del grupo de transfor­
maciones infinitesimales Y,.

1.4 Consecuencia. Las condiciones que tiene que verificar la función escalar F(x ),
para que sea invariante por el grupo de transformaciones infinitesimales x/ = f(x, a),
son: '

donde u'o (x) son funciones de x definidas y continuas en E".

1.3 Generadores infinitesimales de un grupo de transformaciones. Sea F(x) una fun­
ción n de variables, si denotamos con 6 F la variación que experimenta F(x), cuando
efectuamos una transformación infinitesimal en las x; es claro, que

(ii) Dada una transformación x: = f(x, a) existe un tiEA tal que x = f (x', ti).
(iii) Existe un a o EA, que tomaremos como el cero, tal que la transformación

x' = f(x, a O
) es la transformación idéntica. Es decir,

entonces diremos que G es un grupo continuo de transformaciones de orden r, o grupo
de Líe de transformaciones, Y, .

1.2 Definición. Sea Qo e A un entorno del origen. Llamaremos transformaciones infi­
nitesimales, a los elementos de un subgrupo Y e G tal que x' = f(x, a) es un elemento
de Y. si aE Qo.

Si denotamos con 6 al las componentes de un a EQo resulta: que los elementos de Y
pueden expresarse en la forma
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dependientes de un parámetro e, si se veri fica :

(2.4)

(2.4)

(2.3)

(3.1)

"H = 2; Plq'-F
i= l

ti = f(q, u )

n

2; Pi aql - H a t = cte
1_ 1

F ~ (' . ) 6FU J - L.,¡ U 2 - q' U I -- = ct e
i= 1 Oq'

En resumen, lo que nos asegura el teorema de Noether es: qu e si el fu ncional

ir, JI,
_ F(q, q,t ) dt = F(q , q, t) dt

to l o

donde u es un vector de control tal que u = u (t) E U e E' y f es una n-vectorial fun­
ción de clase e' en el con junto e x U e E n+,.

3.1 Definición. Llamaremos controles admisibl es a to da r-vectorial fun ción u = (t) E U
continua para todo tE [to, ti] salvo en un número finito de instantes 'tI E (to, t ,), dond e
u (t) puede poseer discontinuidad es de 1." especie.

Es claro, que dado un cier to con trol admisible u (t) y unas condicion es iniciales
(qo, to), de acu erdo con el teore ma de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales
existe una trayectoria q = q(t), continua y diferenciable ~ trozos, solución de (3.1).

3. Formulación variacional del problema de optimización
de trayectorias

- 429-

Supongamos un sistema dinámico evolutivo y controlado caracterizado en cada ins ­
tante tE [to, ti] por el n-vector de estado q = (q l, ..., q") E e e E", y que dicho vector
de estado verifica en cada instante t las siguientes ecuaciones diferenciales de estado

es invariante por el grupo de transformaciones (2.2) una integral primera de las ecua­
ciones canónicas del movimi ento del sistema es la (2.4) (ver R-2).

Si introducimos los momentos canónicos 'conjugados de las ql y la función ha milt o­
niana H por las relaciones:

la ecuación (2.3) se convierte en la siguiente

Teorema de No eth er. - Si el funcional W es invariante por el grupo de t ransfor­
maciones infinitesimales (2.2), para to Y ti arbitrarios, entonces a lo largo de toda exrre­

.mal de W (a W = O) se veri fica que
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con lo cual las ecuaciones de las trayectorias optimales se deducen mediante la for­
mulación variacional

(3.8)

(3.7)

(3.6)

(3.3)

(3.5)

(3.4)

(3.2)

i = 0, 1, ..., n

H = ±Piqi
i=O

qO = t"(q, u)

f
t l

J = r (q(t), u(t)) dt
t.

• " ofi (q, u)
Pi =-~ . Pi

i=' a q'

i = 0, 1, ..., n

aH
-- = 0, h = 1, oo., r
au·

qi = fi (q, u)

f
t l

b W = b (i~ Pi q i - H) dt = °
. t.

Es conocido, que el sistema de ecuaciones diferenciales adjunto de (3.4) es

3.2 Definición. Llamaremos función de costo a todo funcional de la forma

a parte de otras condiciones en los extremos, que no reseñamos y que pueden verse en
la (R-7).

Notemos que las condiciones (3.8) son condiciones necesarias de optimalidad y expre­
san el hecho de que la función hamiltoniana H es máxima para los controles optima-

donde los Pi representan los momentos canónicos conjugados de las a'.
Combinando los sistemas (3.4) y (3.5) podemos definir la función hamiltoniana varia­

cional H, por la relación

y las condicones de optimalidad que se obtienen, por el hecho de anular la primera va­
riación del funcional W, son:

entonces, podemos caracterizar el estado del sistema por el (n + l j-vector de estado

q= (qO, q) tal que en cada instante tE [t o, t,] verifica el sistema de ecuaciones diferen­
ciales de estado (3.1) y (3.3), que de una manera conjunta puede ponerse en la forma

donde f" es la clase el en e x U.

Con todo esto podemos formular el siguiente:

.Problema de control óptimo con extremos fijos

Dados dos puntos fijos qo y q, E E", se trata de encontrar entre todos los controles
admisibles u (r), aquel o aquellos que nos proporcionan una trayectoria q (t) que pasa
por qo y q, en los instantes to y t, Y hagan que la función de costo J tome un valor mí­
nimo. A los controles u* y a las trayectorias q* (t) correspondientes, solución del proble­
ma se les llama controles y trayectorias optimales respectivamente.

Si introducimos una variable qO de manera que
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5. La integral primera de Breakwell

4. Obtención de una integral primera para trayectorias optimales

(5.1)

(4.1)

(4.2)

(52)

C = JIY dt
t.

P • &q = ct e.

J
t l

W = (~Piqi_H)dt

t.
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{

-+ -+
r = V

-+ ~ -4-- -+- -+ -+
~ = - ft rlr' + y = gy) + y

C= y

Supongamos un cohet e que se mueve en un campo gravita torio central new toniano, y
qu e dicho cohete está do tado de un sistema de propulsión de los denominados (S,), es
decir con velocida d de eyecci ón de gases const an te, que le proporciona una aceleración

-+
de empuje y, en virtud del prin cipio de acción y reacción . Es claro, que el es tad o del
cohet e, en cada ins tan te t E [ to, t,] , puede caracterizarse por el vector de estado

-+-+ ~ ~

q = (r, V, C), donde r y V re presentan la posición y velocidad del cohete en cada ins -
tante, y C es la llamada velocidad característica, dada por

-+-+ -+
Si g ( r) = - ft r / r' rep resenta la aceleración gravitaciona l nevton iana, entonces las

ecu aciones diferenciales de es tado son

puesto que en el caso de qu e la duración de trayecto t, - to, sobre una trayectoria opti­
mal sea arbitraria, puede verse que H = O (ver R - 1)..

A es te mismo re sultado hemos llegado, en nu estro trab ajo (R - 6), por medio de las
ecuaciones en variaciones de las ecuaciones de estado (3.4) en torno de una t ra yect ori a
nomina l optimal.

es inv ariante por el grupo de transformaciones infinitesimales (2.2), para to Y t, arbitra­
ri os , en to nces a lo largo de toda trayectoria optimal una integral primera del mo vi­
mi ento es

De acuerdo con todo lo expues to en los apartados 2 y 3 po dernos afirmar : que si el
funcional W dado por la fó rmula

les u* (t). Es dec ir , los con t roles corresp ondientes a trayectorias op timales , ha y que ele­

girl os en cada instante de manera que H sea máxima, fijados los vect ores q y p corres­
pondientes.
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(5.4)

(5.5)

(5.3)

-+
Og -+

= --- P.or[
(;:.1) - -+]

3--r-p.
r

-+ ~ -+ -).
1\ q = ( E 1\ r, E 1\ V, O)

oH
Pe = ---

ac

'fL
P,=--­

I.J

- -+P. = -P,

-+
NT - Arco balístico con y = O Y k = IP. I + Pe < O-MT - Arco propulsado con y = ymu Y k = IP. I + Pe> O

-+
IT - Arco singular con y cualquiera y k = IP. I + Pe = O

-+ ~-+ -40- -+ ~ -+-+
P, • (E 1\ r) + P• • (E 1\ V) = - i . B

-+ -+
(iii) En los puntos de unión de arcos distintos, las funciones P., P, Y Pe son contí-

nuas. Asimismo es continuo el hamiltoniano H, y si y es discontinua se verifica que k = O.

Supongamos que T es una trayectoria optimal del movimiento del cohete, entonces,
por lo visto anteriormente una integral primera del movimiento es: p. 1\ q = cte, supues­
to que 1\ q representa la diferencia entre los vectores de estado q' y q de dos trayecto-

-+
rias T y T' simultáneas y equicontroladas (con el mismo control 'Y optimal), que veri-
fican las ecuaciones de estado (5.2). Desde otro punto de vista 1\ q representa un vector
de componentes las 1\ q' que generan un grupo de transformaciones infinitesimales de
orden 3, que deja invariante la función hamiltoniana H.

Si tomamos como 1\ q el vector

-+
donde E es un vector infinitesimal arbitrario y finito de componentes (Eh 82' E3) resulta:
que una integral primera, para trayectorias optimales de cohetes moviéndose en un
campo newtoniano, es:

y el sistema adjunto correspondiente es:

-+
El vector de control, en este caso, es la aceleración de propulsión y, y el funcional

a minimizar la velocidad característica CI en el instante final ti' Así pues, las trayecto-
-+ -rias optimales T serán aquellas que partiendo en el instante to del punto qo (ro, Vo, Co) EE

pasan, en el instante tu por el punto ql (;::: V;, CI) E13 y hacen mínima la velocidad ca­
racterística C.

Puede verse (R - 6), que en este caso, las condiciones necesarias de optimalidad de
las trayectorias de cohetes, moviéndose en un campo central newtoníano, son:

(i) Cuando el motor del cohete actúa y IP. I=1= O la aceleración de propulsión tiene
. -+

la dirección y sentido del vector primer P. (nombre debido a Lawden).

(ii) Una trayectoria optimal solamente puede estar formada por arcos de los tres
tipos siguientes:

y donde el hamiltoniano variacional H viene dado por la expresión:



(5.6)

EXTRE'MALE'5

_FRE NTE DE ONDA

~~-)--~~

Pr /\ r + p; /\ V = B

Es claro, que si consideramos una trayectoria nominal q (t) y otra variada q (t)+1l q (t)
simultáneas, y suponiendo que ambas parten en t, del punto fijo qo, entonces: el vector
Il q (t) es tangente al frente de onda correspondiente, que pasa por el punto q (t) en el
instante t.

5.3 Teorema. De acuerdo con las hipótesis y notaciones de la definición anterior,
-+ -+

resulta: que el vector P = (p" Pv, Pe>, adjunto del vector de estado q, es normal al
frente de onda que pasa por el punto q (t) en el instante t. Es decir, se verifica la re­
lación

01.----------_ q1

Demostración. En efecto, sobre una trayectoria optimal una integral primera del mo­
vimiento es: p. Il q = cte. Ahora bien, esta constante es nula en el supuesto de que las
trayectorias partan de un mismo punto qo en el instante to, ya que Il q (to) = O.

El resultado dado por este teorema justifica rigurosamente el significado de orienta­
ción indiferente dado en la 5.1 Definición.
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P (t) • Il q (t) = O (5.7)

FIG. 5.1

-+
5.1 Definición. Si B = O diremos que la orientación es indiferente. Es decir, que la

-+ -+
optimalidad de una trayectoria no depende de la orientación del par (r, V) en el punto
de salida y de llegada. Así sucede, por ejemplo, en el problema de las transferencias
optimales entre dos órbitas circulares concéntricas (Transferencia de Hohmann).

5.2 Definición. Si q = q (t) son las trayectorias optimales que verifican las condicio­
nes necesarias de optimalidad enumeradas anteriormente, y tales que parten en el ins­
tante t¿ de un punto fijo qoE e e E7; entonces, llamaremos frentes de onda a las cur­
vas de nivel t = t, de la hipersuperficie o de trayectorias optimales q = q (t) con un pun­
to fijo qo (fig. 5.1), suponiendo que la representación se efectúa en el espacio de las
variables (q, r),

-+ -+
donde B es un vector constante. Y teniendo en cuenta la arbitrariedad del vector s. re-
sulta la siguiente expresión de la integral primera
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x = x(x)

s:el = e

(6.1)

(6.2)

(6.4)

(6.3)

(6.5)

I" )
0 "

oH
p, = ---, i = 1, 2, ..., 11

aq'

ó F = E { B, F}
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{

aB
q =q +E ­

Op

fí = P - E~
oq

dF
--= fH, F}

dt

(
0 "e=

<t.

n ( at ee af Og )
{f, s } = ~ ----o ---o - .-

' =1 ,ap, .aq' aq' iOp ,

aH
q' = - ­

op¡

donde H es la función hamiltoniana de l sistema; en tonces dada una función F = F (q, p)
se veri fica :

Si un sistema dinámico, en el formalismo hamilton ian o, verifica las ecua ciones de
Hamilton

Por otra parte, si efectuamos una transfo rmación infinitesimal de contacto de l tipo (6.1),
la variación que subre la F vendrá dada por

Notemos que la transformación infinitesimal de contacto (6.1), es canón ica.

6.3 Definición . Dadas dos funciones f y g de la variable x, llamarem os corchete de
Poisson, y lo denotaremos por {f, s}. a la siguiente función derivada

6. Transformaciones infinitesimales de contac to

donde .T' indica la tran spuesta de I, e es la matri z

y donde 0 " e In representan las matrices nula y unidad de orden n.

6.2 Definición. Diremos que la transformación x = x (x) es una transformación infi­
nitesimal de contacto, enge ndrada por la función B, si dicha transformación es de la
forma:

es canónica, si la matriz jacobiana 1 = Xx es simplé tica. Es decir si 1 verifica la relación

6.1 Trans formaciones canónicas

Para describir el estado de un sistema dinámico, en el formalismo hamilto niano, to­
maremos el vector x = (q, p) donde q es el vector de estado en el formalismo adoptado
hasta ahora. Si x = (q, Ji) es otro vector estado del mismo siste ma, dire mos que la trans­
formación
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Así pues, si tomamos como función F la hamiltoniana H , re sulta:

-+
7. La integral primera B y la teoría de grupos de transformaciones

(7.2)

(7.1)

(7.3)

(7.5) .

(7.4)

i = 1, 2, ..., 6

j = 1, 2, 3

j = 1, 2, 3
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X ¡H = O,

-+ -+ '11 -+ -+
H = P.' V--(Pv' 1')

r3

{

B I -= ]J,z - P3Y + ps~ - P6~

B, = P3X-P,Z + P~-P,Z

B3 = P,Y - p,X + P,Y - PsX

{

_ _ _ aB¡
a', = q'¡ + e¡ - - ­

op,
G¡: aB -

pi; = p ii- ej-_I­

oq'

X¡ = L¡ + M¡ + N¡ + Pi' j = 1, 2, 3,

respecto de los grupos G¡ anteriores , pueden escribirse en la forma

Si tomamos los B¡ como generadores de transformaciones infinitesimales, re sultan los
siguientes grupos de transformaciones infinitesimales de contacto:

dB
aH='e{B, H}=-e­

dt

Si elegimos un sistema de coo rdenadas rectangulares de ori gen el centro atractivo O,
-)o--)-~ -)o- -)- -)0- • ••

entonces las componentes de los vectores 1', V , P. Y Pv serán: r (x , y, z), V (x, y, z).
+ -+
P. (p" P" P3) Y p ; (p" Ps, P6) respectivamente. Con todo ello resultan las siguientes com­

-+
ponentes para la integral primera B:

lo que nos conduce al sigu iente re sultado: Si B es un a fu nción generatriz de una trans­
formación infinite simal de contacto, que deja invariante la función hamil tonian a H del
sis te ma dinámico (a H = O), entonces la fu nci ón B re sulta ser un a in tegral primera del
movimiento del sistema, y recíprocamente.

-+ -+
donde con a', P, denotamos las componentes de los vectores de est ado q (1', V) Y adjun-

to P e: -;'), y el índice j indica cada uno de los grupos de transformaciones infínite­
simales de parámetro !J¡.

De acuerdo con la terminología propia de la teoría de grupos de Lie, las condiciones
de invariancia del hamiltoniano

donde los X¡ son los generadores in fin itesimales de los grupos G¡ definidos por las re­
laciones (1.6), que aplicadas a nuestro caso nos dan las siguientes expresiones



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

- 436 -

(7.7)

(7.8)

(7.6)

Es un hecho conocido, que por ser invariante el hamiltoniano K = VZ/2- f1/r del
movimiento kepleriano, por el grupo de rotaciones infinitesimales, debido a la simetría

-+ -+ -+
central del problema, resulta que el vector momento cinético h = r /\ V es una integral
p rimera del movimiento kepleriano. Siendo los generadores infinitesimales de dicho
grupo de rotaciones in finitesimales, las componentes del operador momento angular L,.
Mientras que la invariante del hamiltoniano variacional H, correspondiente a las t rayec­
torias optimales de un cohete que se mueve en un campo central newtoniano, por-el mis­
m o grupo de rotaciones infinitesimales, implica, según hemos visto, la existencia de

-+
la integral primera B.

Así pues, podemos establecer el siguiente paralelismo entre el movimiento kepleriano
y la op timización de trayectorias en un campo central newtoniano:

-+ -+

8. Paraleli smo entre las integrales h y B

-+
XH = O => existe la in tegral B = cte. (Trayectorias op timales keplerianas)

9. Ecuaciones en variaciones

-+
L,K = O => existe la integral h = cte. (Orbitas ke plerianas)

-+ -+
i ; = V /\ v,

-+ -+
L, = r /\ \1,

-+ -+
\ L,v = P./\ \I,v

Si T representa la trayectoria de un cohete que se mueve en un campo central new-
. -+-+

tomano de acelerac!ón g = - J.L rir', sometido ade~ás a una aceleración de propulsión y,
~ntonces las ecuaciones de estado del coh ete son las (S.2). Así pues, si y = O en un
mstante t E [t., ti] el vehículo describe una órbita kepleriana O (órbita oseulatriz a T

di h ' ) d . -+ -+en le o instante), etermmada por la posición r y la velocidad V en dicho instante t.

L, = L, + L.

L, = L' r + L,v

resulta, que el operador vectorial X de componentes los operadores XI viene dado por
la igualdad

-+ -+ -+ -+
siendo \1" \l., \1, y \1, los respect ivos operadores gradiente, respecto de las varia-
b les que figuran cbmo subíndices.

Si defin imos los operadores m omento angular generalizados L, y L, por las relacio­
nes siguien tes

donde con L¡, MI' NI y PI denotamos las componentes de los operadores momento angu­
lar L" L., Lpr y L,v respectivamente; y que vienen definidos a su vez por las fórmulas
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que combinándolas nos dan la siguiente ecuación diferencial vectorial de segundo
orden:

(9.1)

(9.2)

(9.3)

(9.4)

(9.S)

T

.. -
- 0

0

­I) r = - '"-I) r­lar

~

~ og­
Pv = --Pv

~or

FIG. 9.1
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~ -+ ~ ~ ~

I)h =l) r /\ V + r /\ /l V

-que verifica el vector primer Pv, que coincide con la (9.2)

-que es la misma que verifica el vector Pv, puesto por las ecuaciones (5.3) se deduce la
ecuación diferencial vectorial

Sea O' la órbita kepleri ana oscular tiz a T en el inst an te t + 1) t (fig. 9.1), entonces las- -variacio nes 1) r y 1)V ver ifican las siguien tes ecuacio nes en variaciones:

- - --Así pues, si 1) r y Pv de una parte, y 1)V Y - P, de otra, son inicialmente proporcio-- - - ~nales, es decir existe una constante t.. tal qu e 1) ro = t.. Pvo y 1)V o = - t.. p.¿ (en t = to);
así sucede V tE [to, tI]' Con lo cual se tiene :

f /) ;:= J.-;:
l 1)V = - J.;,

- -Si h es el vector momento cinético correspondiente a la órbita osculatriz 0 , y 1)h- - -denota la vari ación de h cor respondiente a una variación (1)r, 1)V ) en la posición y ve-
locid ad del cohete. Entonces,
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(9.8)

(9.7)

(9.6)

-+
~ B = ct e.

-+ d -+-+ -+
1) 11 = - (1) 11) = 1) r 1\ - :

dt

~ ~ --}o­

h = r /\ y*

I)h = cte.

-+ -+ -4- --}o- -+ -+
1)h = A(p ,./\ V + p, /\ r) = AB

-+
Por otra par te , sabemos que la ecuación de per turbación del vector 11 es:

-+
qu e, como vemos, por la (9.6) resulta ser equivalen te a la integral primera B = cte.

-+
1) 11 = cte.
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-+
debido a que consid eramos trayectorias va riadas equ icontroladas (con 1)y* = O); de esta
ú ltima ecuación se deduce la siguiente integral prim era

-+
donde y* designa la aceleración de propulsión optimal , y que por las condiciones necesa-

-+
ri as de optim alidad , debe tener la dirección y sentido del vector primer Pv. Y como la

-+
ecuación en variaciones de 11 viene dada por

y por tanto,

de donde, te niendo en cuen ta la (9.4), deducimos:



MOVIMIENTO ALREDEDOR DE LOS PUNTOS EQUILATEROS
DE LIBRACION EN EL PROBLEMA RESTRINGIDO ELIPTICO*

POR

M . CAL VO

Departamento de Física de la Tier ra y del Cosmos
Univer sid ad de Zaragoza (España)

Abstract

The differential equa tions that describe the motion around the equilateral points in
the ell iptically restricted p roblem are considered. Taking the eccentr icity of p rimaries
as small parameter and using Deprit 's method a second order solution is obtained. The
possibility to extend the solution to higher orders is also cons ide red.

1. Introducción

Las ecuaciones linearizadas que dan el movimiento alrededor de los puntos equiláte­
ros de libración en el problem a restringido elíptico, formuladas en un sistema rotante y
pulsante, constituyen un sistema canónico lineal de cuarto orden con coeficientes pe­
riódicos cuya solución no ha sido ob tenida hasta el momento en forma cerrada.

Los principales trabajos sobre el problema se refieren a la estabilidad de estas solu­
ciones equiláteras . Danby (1964) y Bennet (1965), han estudiado la estabilidad según los
valores de la razón de masas y la excentricidad de los primarios. Bennet ~1966) dio un
procedimiento para determina r analíticamente los exponentes caracteristicos, pero lo
desarrolló solamente hasta segundo orden. Depri t y Rom (1970) después de efectuar una
transformación canóncia lineal que normaliza el hamiltoniano para e = O, aplicaron el
método asintótico de Deprit (1970) para obten er la solución en potencias de la excentri­
cidad. En el presen te trabajo se aplica di rectamente el método de -Depr it , con alguna
pequeña modificación, y se obtiene la so lución en potencias de la excentricidad de un
modo explícito hasta segundo orden, pudiendo extenderse a órdenes superiores. Nuestro
procedimiento proporciona también los exponentes característicos y tiene la ventaja res­
pecto al de Depri t y Rom que la solución es' obtenida de un modo más directo.

2. Problema restringido elíptico

Supongamos dos masas finitas - p rimarios- que se mueven describiendo una elipse
kepleriana de excentricidad e y consideremos el mo vimiento de una masa infini tesimal
qu e situada en el plano de las dos anteriores est á sometida a las atracciones gravita­
to rias de éstas. Para log rar una descripción más sencilla tomaremos como unidad de
masa la suma de las masas de los primarios. Llamaremos ~ la m asa del menor, por lo

* Este trabajo fue presentado a las Jornadas Mat emátic as Lu so-Esp añolas de Lisb oa en 1972.
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(2-3)

(2-2)

(2-1)

/,
I ,

I ,
I ,

" '/z
/ '

I 'Ji I ,
I

I
I

L = (1/2)(;2 + Y» + (xy-y~) + 4>

4> ~ Q (1 + ecos f)-I

1 1-p. p.
Q = -[(1-i¡.L) p,2 + I!.Lpll +--+-

2 ~ ~

x = X + (1-2'f1)/2, y = y + V3/2

y seguidamente una rotación de ángulo f3 dado por

sen 2 p = (1 - 2 11) V3/5 cos 2 P = l/S

52 = 1 + 3 (1-2¡.L)2
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FIG. 1

El sistema dinámico cuya función lagrangiana es (2-1) tiene cinco soluciones de equi­
librio, tres de ellas situadas sobre el eje Ox corresponden a puntos en los que están
equilibradas las fuerzas gravitatorias y las centrífugas, además de estos están las solu-

ciones de equilibrio L" Ls cuyas coordenadas son «1- 211)/2, ± V3/2). Geométricamente
los triángulos P,P2L, y PIP2Ls son equiláteros. por eso las soluciones L,.s se llaman solucio­
nes equiláteras de libración.

Para estudiar soluciones próximas a la de equilibrio L, (en el caso Ls el problema es
completamente simétrico) hagamos una traslación de ejes de modo que L, coincida con
el nuevo origen de coordenadas

con

Asimismo tomemos la unidad de distancia variable con el tiempo de modo que la
separación entre los primarios PI y P2 sea unidad. entonces dichos puntos tienen por
coordenadas (- 11' O), (1-'f1. O), En estas condiciones si elegimos f como variable inde­
pendiente. la función de Lagrange que describe el movimiento de la partícula infinitesi­
mal P es (Szebehely)

que la del otro será 1-11' Vamos a referir el movimiento a un sistema Oxy con origen en
el centro de masa de los primarios y cuyo eje Ox está situado permanente en la direc­
ción de éstos, por tanto se trata de unos ejes girando con velocidad df/dt, donde f es la
anomalía verdadera del movimiento de los primarios.



(2-9)

(2-8)

(2-6)

(2-S)

<12 = (3/4) (1 + 612)

X 2 = L. = X, + x,
"'.

1
H = "2,- en H; (X, X, f)

n~O n!
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<11 = (3/4) (1- 612)

H , = (_1)1+1 (i!) (<1, Xl' + <12 xl) cos ' f i:::::,.. 1

H = (1/2) (X,2 + X l) - (x, X 2 - X2 X,) + (1/2) (X,2 + xl)

- (1 + ecos f)- ' [(3/4) (1- 612) X,2 + (3/4) (1 + 612) xl]

Para e = O (problema restringido circular) la función de Hamilton se reduce a

H a = (1/2) (Xl + Xl) - (x, X2 - X2X,) - (1/4) (1- 3M2) Xl2- (1/4) (1 + 3M2) xl (2-7)

PUNTOS EQUILATEROS DE LI BR ACION EN EL PROBL EMA RESTRINGIDO ELlPTTcn

!
r,

Los mo mentos con jugados de x, y X2 serán

y'.'j \

I " \
\
\

FIG.2

siendo

y las ecuaciones correspondientes resultan ser un sistema lineal de coeficientes constan­
tes cuya solución ha sido ampliamente estudiada (Szebehely) según los valores de 11'
pero para e =1= O la solución no ha podido obtenerse en forma cerrada. Debido a esto,
tomaremos la excentricidad como pequeño parámetro y aplicando el método de Deprit
obtendremos una solución ap roximada del problema. Desarrollando (1 + ecos f) -' y
sustituyendo en (2-6) se tiene

y la función de Hamilton

Si en la función lagrangiana resultante retenemos solamente los términos cuadráticos
del potencial , es decir, nos limitamos a las ecuaciones Iineal ízadas, el movimiento de la
pa rtícula infintesimal alrededor de la posición de equilibrio L. está dado por
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3. Transformación de las ecuaciones hamiltonianas

(3-4)

(3-1)

(3-3)

(3-5)

(3-6)

(3-2)

(3-7)

(3-8)

(3-9)

In )
o,

dx
-=JW~
dE x

(
o,

y=
-In

En

K (y ; E) = ~-K(y)
n~O n!

1
W = ~ - En W n+1 (X, X; f)

rt~O n!

x'-J H,,¡, = O

y M ¡ son operadores definidos en funció n de los parén tesis de Poisson por

M,=L,

Mn = t; + ~ (~=11 ) Mn _¡ L¡
J~' J

1
g (x, X, f; ¡;) = ~ - En e, (X, X, f)

n~O n!
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~ n ( Og ew. og sw, )
L¡ g (x ,f) = (g; W ¡) = ~ ---~---~---

'~1 OX. oX. oX. OXk

Puede probars e que dad a una unción escalar g (x, X, t: E) cuyo desarrollo en serie
de pot encias del pequeño parámetro es

su expresión en las variables y, Y mediante la transformación generada por W es

1
g (y, Y , f; ¡;) = ~ - En g(n) (y, Y , f)

", ;;::1 n!

no dependa de la variable indep endiente f . Con es te ob jeto pongamo s

en donde la depend encia formal de las funciones gln) está dada por

gl n) (x, X, f) = s; (x, X, f) + ±(~ )M ¡ gn- ¡ (x, X, f)
¡=I J I

Expond rem os seguida mente el mé to do de Depr it con alguna s modificaciones adecua­
das a nue stro problema. Sea el siste ma canónico

de m odo que la nu eva hamiltoniana

donde x= (x, X) es el 2n vector del espacio fás ico y J la 2n matriz simpléctica

y W = W (;: t: E)' La solución de (3-1) con las condiciones iniciales x' (O) = y'= (y, Y)

puede escribirse x= x (y, t. ¡;) y representa una transformación canónica de x'-+y' tal
que para E = O se reduce a la identidad.

Se trata de buscar un a adecuada función W, para que la transformación producida
por ésta, convierta el sis tema canónico
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(3-11 )

(3-13)

(3-10)

(3-15)

(3-14)

(3-12)

En

X = y + ~ - M" Y
n?:l n!

H (x, t. e ) = K (y; ¡;) + R (x, t: E)

~ Jew 1 ew,
R(x,f; E) = --d E = ~ - En

- -

af n?:l n! al

n-I (n ) n_ ,(n- 1) aWn_i
-~ Mi n.; + ~ M¡- -

i=1 i i~ ' j al

aW1 aW1

- (X , - x ,)--- -- = - (a.l x,' + (x, xl) cos f
6x, af

r

ew n-I (n-l)
LnHo - __

n
_ = K co,¡ + q>", = Klnl_Hn- ~ Mn_ i L¡ Ho

af ¡ ~I i-1

ew, 8W1 ew,
[-X, + (1-2 a.,) x,)-- + [X, + (1-2 a.,) x,)--- (X , + x, ) - -

aX1 ex, 8x,

donde R verifica R--; = -J X; Y teniendo en cuenta ' (3-1), (3-4), re sulta

n, + ~ ( n) Mi n.; = K1n) + aw. + 'i (n ~ 1) Mi aWn_i

af i - I J af

si est as fórmulas son aplicadas a g (x) = x ., X¡ obtenemos de un modo explícito la
fó rmulas de la transformación generada por W; en forma vectorial quedan

Teniendo en cuenta la expresión (2-9) de H" K(I) = O. Entonces la ecuación (3-14) de
modo explícito queda
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Hay que obtener una solución completa de esta ecuación en derivadas parciales; para

Al efectuar la transformación canónic a en el sis tema (3-2), las dos funciones hamilt o­
nianas están relacionadas por

Supongamos obtenidas las funciones K (iI, W¡ hast a el orden n - 1, entonces se puede
calcular la función q>n y tomaremos K'»! como la parte secular de <I>n re specto a t. resol­
viendo la ecuación en derivadas parciales qu e qued a se ob tendrá la función Wn • De esta
forma el proceso puede ser conducido ha sta cualquier orden.

Aplicaremos el m étodo asintótico expuesto anteriormente a nu estro problem a. Para
orden cero es evidente que K IO} = H o, Y en primer orden la ecuación (3-13) es

expresando H Y R en las variables y mediante las fórmulas de t ra nsform ación (3-8),
(3-9) e identificando coeficientes de potencias respectivas de E, los de orden n qu ed arán



(3-16)

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIE NCIAS EXACTAS , FlSICO-QUlMICAS y N ATURALES

en donde el superíndice asociado a las letras anteriores indican que son constantes; en
efecto, sustituyendo (3-18) en (3-17), estas vari ables deben verificar el sistema

(3-19)

(3-18)

(3-17)

A = ACI)senf

13 = 13(1) sen f
C = C(I) cos f
F = FCI) senf

G = G(I)cosf

A = ACI)sen f

B = B(I) senf

C .= CCI)cos f
D = D(I)cosf

E = E(I)senf

-ro2G(I)-2

-ro. DC' )
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2C(l)-2DCI) - ACI ) = O

2 C(l) + 2 G(I) + 13(1) = O

-2Ac') + 2BC') -2E(I)-2F(l) + 2C(l) = O

- ro l ACI) + 2Ec,) -2A(l) + 2FcI) + 2DcI) = O
-2FCI)- ro2Bcl) -2E(l)-2B(l ) + 2GC') = O

-2D(I)-ro, CCI) -2CCI) + 2G(I) -2E(I) = O

2 G(I)- ro2C(l) -2C(I)-2DCI) ...:....2FC I) = O

- ro.FCI)- o» E(I) - 2 Al') + 2 B(l) + 2 CCI) = O

+ 2C(I)- A(l ) = -+(1-+(1)

C(I)-Bc,) =-+(1++(1)

Las primas indican derivación respecto a f. El sistema (3-17) admite la solución

- on D + 2 C - A' = - ~I cos f

- ro2 G - 2 C - B' = - ~2 cos f

2 D X. XI + 2 E X2 X2 + 2 F X2 XI + 2 G X, X2

donde cada coeficiente es una función periódica de f . Sustituyendo (3-16) en (3-15), los
coeficientes de (3-16) deben verificar el siguiente sis tema de ecuaciones

2C-2D-A' = O

2e + 2G + E' = O

-2A + 2E-2E-2F-2C' = O

- on A + 2 E - 2 A + 2 F - 2 D' = O

-2F-<.o>B-2E-2B -2G' = O

-2D-m,C-2C + 2G-2E' = O

2G- m2C-2C-2D-2F' = O

- mI F - cm E - 2 A + 2 B - 2 C' = O

ello observemos que el segundo miembro de (3-15) es una forma cuadrática, esto nos
lleva a ensayar para W¡ un a función de la forma

W. = A x.2 + B xl + 2 C XI X2 + A XI2 +7JXl + 2 e X. X2



PUNTOS EQUIL ATEROS DE LlBRACION EN EL PROBLEMA RES TRINGIDO ELIPTICO

y la función Wz se obtiene como solución de la ecu ació n en derivadas parciales
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«3-22)

A(I) = (-9 fl/2 + 33 fl/2 + 7 a -44)/ó

B (I) = (9 aJ /2 + 33 a3/2 - 7 a - 44)/ó

e (l ) = 4Mó

A(1) = (-6 aZ + 14a + 44)/ó

B (1l = (-6aZ-6a + 44)/ó

e (1l = 8 áló
D(I) = (3aZ + a-22)/ó

E(I ) = (6 aZ-10 a)/ó

F(I) = (- 6 az-10 a)/ó

G (I ) = (3aZ - a - 22)/ó

ó = 8(3aZ-11)

r

Para obtener los resultados de segundo orden planteamos la ecuación (3-13) para
n = 2, la cual después de simplificada con ayuda de (3-14) qu eda

ew,
L:Ho- - - = K(Z)-Hz-LIHI

of

cuya solución es

Es necesario calcular H z + L I H I Y posteriormente elegir K (Z) de modo que agote la
parte secular de ésta, operando resulta

K m = (2 D(I)-l) «1 XIZ+ (2 G(I)-l) « zxl + 2 e (l) «1 XI X z + 2 e (l ) llzXzX I (3-23)

6W,
L:Hó - - - = (2D(I )-I) 'll' cos2f x ,z + (2G(I)-1) «zcos2f xl +

iéJf

(2 E (I) Clz + 2 F (1l «.,) sen 2 f XI Xz + 2 A (1l III sen 2 f XI XI (3-24)

+ 2 e (l ) III cos 2 f XI Xz + 2 B (I) «.z sen 2 t Xz X, + 2 e ( l ) llz cos 2 f XzXI

Esta ecuación admite una solución cuya forma es completame nte análoga a (3-21), la
única diferencia es que el argumento f está sustituido por 2 f.

por tan to la transformación obtenida resu lt a regular para todo valor de l1 dis tinto

de !l, '
La función gen eratriz WI dada por (3-16) de acuerdo con (3-18) toma la forma

WI = A(I) sen f x ,Z + B(I ) sen f xz' + 2 e (l ) cos f x, Xz + ;;¡i ll sen f X lz +
]jill sen f X l + 2 e (l ) cos f X I X , + 2 D(I) cos f XI Xz + 2 E (I ) sen f (3-21)

X, X z + 2 F (I ) sen f Xz XI + 2 G(I)cos f Xz X.

Los coeficientes de (3-18) dados por las fórmulas ' (3-20) resultan expresados como
coci entes de polinomios en a y todos ellos tienen ó como denominador común. Este
denominador se anula para az = 11/3 lo qu e correspond e según (2-3 ) al valor de tJ.

VII = -+ (1 - J;)= 0,028595 ....
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(3-27\

(3-26)

<lJ, = -H,-2L,HI-2L,K
(2 )-L,H2

Entonces K I J) debe ser obtenida tomando la parte secular de <1>" ahora bien, como to­
das fu nciones obtenidas son formas cuadráticas en las variables x" x2, X" X 2, <l>, también
lo será y además sus coeficientes estarán formados por términos del tipo sena t . cosf t
con (1. + f3 = 3 por tanto su valor medio es nulo y K (' ) = O.

En resumen, la aplicación en segundo orden del método de Deprit no s permite decir
que al efectuar en el sistema (2-6) la transformación

aw, ef ( aW2 ( aWI ) )x, = y , + e- - + - - --- + --; W,er. 2! ay, ay,

X, = Y ,-e .aWI +..!.... ( _ aW2 + (_aWI ; W, ) )
.ay, 2! ay, ay,

donde las funciones W" W2 están dadas por (3-21 ), (3-25) con el cambio formal de (x, X)
por (y, y), la nueva hamiltoniana hasta tercer orden en potencias de e está dada por

El método expuesto puede extenderse hasta cualquier orden, para ello basta tener
en cuenta las siguientes observaciones:

1.0 De acuerdo con (3-13) los segundos miembros de las ecuaciones que aparecen en
orden sucesivos son formas cuadráticas en las vari ables x" X2' X" X 2, cuyos coeficientes
son expresiones periódicas respecto a f .

1
K = _ _ (Y,2 + Yl ) -(y, Y2-Y2Y¡)-wl Y,' -w2yl

2 .

e' (3-38)

+ -- [(2 D ll) - 1) (1., y.' + (2 Gll) - 1) (1., yl + 2'0 1) \1.1 YIY 2 + 2 '0 1) r1.2Y2 Y I ] + O (e')
2
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Para tercer orden hay que calcular la función ' <I>, dada por (3-13); simplificando me­
diante las ecuaciones (3-14), (3-22) se tiene

W = Al' ) sen 2 t x,' + B l' ) sen 2 t xl + 2 C(2) cos 2 f x, X2 + A(2
) sen 2 f X I2 +

iF" )sen 2 f Xl + 2 C(2) cos 2 f XI X, + 2 D(2)cos 2 t x, X, + 2 E(2) sen 2 f x, X2 +
+ 2 F!2 )sen 2 f X2 XI + 2 G(2) cos 2 f x, X2 (3-25)

En efecto, sustituyendo en la ecuación (3-24), los coefici entes Al2), B(2), o • • aparecen
como soluciones de un sistema de diez ecuaciones con otras tantas incógnitas que puede
resolverse en forma análoga al anterior dando la solución

A (2 ) = (63 04/2-810'/2 -94 02 + 66 0 + 176)/8 0l\

B (2 ) = (45 04/2 + 1350' /2 - 38 02 - 198 O-176)/8 Ol\

C(2) = (- 14 02 + 22)/ Ol\

Ali) = - (3 O' + 17 O' + 66 O+ 176)/4 Ol\

B(2) =-(303 -1702 + 660 + 176)/4 0l\

C(2) = - 2 W + 22)/0 l\

D(2) = 3 W + 3 O + 22)/4l\

E (2 ) = 3 (02 + 3 O- 22)/4 l\

F!2) = 3 (- 02 + 3 O + 22)/4 l\

G(2) = 3 (02
- 3 O + 22)/4l\
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4. Sistema transformado

(4-4)

(4-5)

(4-1)

(4-3)

(4-2)

16

1
O
O

-1- e' COI 'l.,

9 (4- 6')
'1'0 =

9 (4 -6') (9 6' -22)

64(36'-11)

A = Ao + e'Ao + o (e')

A* = Ao*+ e'At+ o (e')
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Ao = (-1 + ) - 8+ 96'/4)/2

Ao" = (-1-)-8 + 96'/4)/2

'1'1 + "'Po Aa 1 (1 + Ao) (7 + 6 Ao)
A, = -- Ao

Ao*- Ao 2 (1 ¿- 2 Ao) (1 + 4 Ao)

1J'1 + <¡Jo Aa* 1 (1 + Ao*) (7 + 6 Ao*)
A,*= = -- Ao*---------

Ao- Ao* 2 (l + 2 Ao*)(1+4Ao*)

'lJi 1 =

33 (4 - 6')
<Po =

16 (3 6' - 11)

i.' + A' (1 + e' <po + e:' <pI) + 1/'0 + e' 1/', + e' 1J" + e6'JI' = O

siendo

y la ecuación característica correspondiente a este sistema lineal

siendo tri' '~i funciones del coeficiente constante 6. Las primeras están dadas por

Las ecuaciones de Hamilton correspondientes a (3-28) pueden escribirse como sistema
lineal de coeficientes constantes en la forma

2.° Los coeficientes de la forma cuadrática <1>" en (3-13) son sumas de términos de
la forma cos ' f sen- f donde j + k = 11, por lo tanto cuando 11 es impar la parte secular
de '1>." respecto a f es nula, lo que implica K I,,¡ = o.

3.° Como la ecuación en derivadas parciales es lineal, se puede descomponer el se­
gundo miembro como suma de las disintas frecuencias y resolver la ecuación (3-13) para
cada una de las frecuencias.

4.° La ecuación para la frecuencia pf puede resolverse ensayando una solución de la
forma (3-16) donde los coeficientes sean expresiones del tipo Al cos pf + A, sen pi,

Con estas observaciones apreciamos que la obtención de la solución se reduce a la
resolución algebraica de los sistemas lineales que van apareciendo sucesivamente, la com­
plejidad crece considerablemente con el orden, por tanto si se quieren extender los
resultados a órdenes superiores parece conveniente establecer una programación del
algoritmo.

Las raíces de (4-2) son los exponentes caracterí sticos, para obtenerlos pongamos
)..' = A, enton ces la ecuación bicu adrada (4-2) tiene dos soluci ones

(
YI) ( O 1+ e'CII)a.,

d y, _ _ 1 + e' CCo a.1 O
-¡;¡ Y, - 2001- e' (2 D O ) - 1) a.¡ O

Y, O 2 00,-e'(2GO) - 1)a."
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e> < -4 (382-11)/12

982-32 3 (4-82)(88-271\2)
---- + e>-------- > O

4 8(31\2-11)

acotaciones son equivalentes a

>0,

27
e> = -4-(~-¡.to)

e> = -2 (31\2-11) (91\2_32)/3 (4 _1\2) (88-271\2)

-72(31\2-11)(11-\.1.0) (p.-1 + }Lo)
e>=--------'---:....:....----'---~

(4-1\2) (88-271\2)

e> > 4 (31\2-11)/12,

(91\2_22)

4(31\2-11)

de 1\1 = Vlií3 estas

1 + e>

y en un entorno

y para I.l. =}LQ queda

Por tanto en un entorno de \.1.1 la curva que separa las regiones de estabilidad eines­
tabilidad tiene un punto cuspidal. Puede verse que los resultados de nuestras investiga­
ciones analíticas están de acuerdo con los obtenidos numéricamente por Danby y
Bennet (1965).

i) D> O.

ti) -(-1 + e><po) +.¡D< O.
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D = 1-4'1j1o + 2e>(q>0-2'1j11)

91\2_32 3 (4-1\2)
D= +e> (88-271\2)

4 8 (31\2-11)

Para e = O, el valor 1\ = V32/9 = 1\0 anula el discriminante D y por tanto separa las
regiones de estabilidad e inestabilidad, sin embargo para e > O puede verse que D > O
aun para valores de 1\< 1\0' lo que significa que la estabilidad se extiende para 11 > ¡¡.to
cuando e > O. En primera aproximación la curva que separa las regiones de estabilidad
e inestabilidad está representada en el plano (,¡.t, e) por D = O, luego

Estudiemos a continuación la naturaleza de las soluciones en un entorno del punto
~ = ¡.tI' e = O. Para que haya estabilidad, es decir que las raíces de (4-2) sean reales y
negativas es necesario y suficiente que se verifiquen las condiciones.

Las expresiones (4-5) presentan dos singularidades. Primeramente cuando Ao* -fu¡ = O
lo que equivale a 1\2 = 32/9 ó '¡.t = '¡.tOI entonces ambas expresiones Al y Al* son singula­
res. Por otro lado para '¡.t = ,¡.t , ó 1 + 4 Ao = O, Al también resulta singular. .

Pasemos seguidamente a ver la naturaleza de los exponentes característicos en un
entorno de los valores \.1. = }Lo' e ~ O Y }L = '¡.t I' e = O. El discriminante de la ecuación
(4-2) de acuerdo con (4-3) hasta primer orden en e> resulta
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Abstract

The light patterns (spot-diagrams) in different optical systems are studied in function
of the height difference (DIF) between the spots of the principal and the marginal
sagital rays on the paraxial plans.

An empirical study is made for different optical systems the baharior well-knoun.
It is observed that, when the height difference is smoll, if the incident ray describes

a circunference on the entrance pupil plane with center on the pupil axis, then the
emergent ray describes another circunference on the image plane with center on the
principal ray impacto That confirms that emergent wave is of revolution around the
principal rayo

Introducción

Al proceso de diseño y corrección de los sistemas ópticos desde un estado inicial,
dado por el anteproyecto, hasta un estado final que, cumpliendo las exigencias de cam­
po, abertura y focal prefijadas de la calidad de imagen deseada, se denomina «Cálculo
de combinaciones ópticas», pudiéndose distinguir a lo largo de su desarrollo y perfeccio­
namiento tres épocas bien diferenciadas.

En la primera de ellas, que cubre aproximadamente el siglo XVIII, las mayores contri­
buciones al cálculo son debidas a Dolland y Fraunhojer, de los que se tienen noticias
que obtenían sistemas corregidos por retoques . en las distintas superficies en el proceso
de fabricación más que por un cálculo previo.

En la segunda etapa, que abarca el siglo XIX y parte del xx, el cálculo de sistemas
sufre un gran impulso con las contribuciones de Seidel y Petzval, que dan fórmulas apro­
ximadas hasta el tercer orden para las expresiones de las aberraciones fundamentales
de un sistema óptico y que constituyen el primer método analítico de corrección de
aberraciones.

El exigir que los sistemas trabajasen con grandes aberturas y campos, siendo impor­
tantes las contribuciones de órdenes superiores al 30, las sumas de Seidel sólo se pu­
dieron utilizar como un método aproximado de cálculo, siendo las adicciones necesarias
a dicho método para conseguir el estado de corrección final del sistema algo propio
de cada autor y en ello consistiría el llamado arte de calcular. Sobre esta metodología
se han producido obras como las de A. E. Conrady!', H. Chretíen", G. G. Sliusarev') y
J; Burcher", -

• Este trabajo constituye parte de la Tesis Doctoral de l Dr. J . Aporta, leída en la Facultad de
Ciencias de Zaragoza, el 14 de diciembre de 1973.
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El desarrollo de las aberraciones de 5. o orden y superiores') supuso una importante
contribución al método del 3." orden, pero en definitiva no se encontró un álgebra que
generalizase toda la experiencia anterior, dando la posibilidad de nuevas predicciones, y
que constituyera un método sistemático de cálculo de sistemas en el que la experiencia
no fuese un factor decisivo.

Con todo, el cálculo de sistemas ha evolucionado cada vez más hacia métodos consis­
tentes en el trazado exacto de rayos, pues corno señala J. M. Palmer", así Se pueden
determinar las aberraciones geométricas exactas siendo éste, corno dice G. Toraldo", el
método msá seguro de cálculo.

No obstante, el cálculo trigonométrico de las marchas de rayos se llevaba a cabo
casi exclusivamente en plano meridiano, pues el trazado de rayos cruzados con el
eje del sistema resultaba tan penoso que muy rara vez se calculaban; y no extraño en­
contrarse con sistemas que, estando bien corregidos en plano meridiano, tenían que ser
desechados después de cuantiosos gastos de cálculo y fabricación del prototipo debido
al mal comportamiento de la luz extrameridiana.

El comportamiento de esa luz extrameridiana ha podido estudiarse gracias a los po­
tentes calculadores electrónicos que marcan con su aparición en el mercado hacia
1950, una nueva etapa en el cálculo de combinaciones ópticas.

A partir de este momento se pueden estudiar un gran número ele rayos que, después
de atravesar el sistema, nos den cuenta del comportamiento de la luz que por él pasa
pudiéndose así establecer criterios sobre la calidad de la imagen a partir de métodos
geométricos o difraccionales que . pueden verse ampliamente en los tratados de M.
Herzbergen'", H. H. Hopkins" y otros"),

El estudio del comportamiento de la luz extrameridiana se comenzó en este labora­
torio con la tesis de C. Oñate'!', Mediante el análisis de esta tesis y de un trabajo pos­
terior'", se obtuvo como conclusión más importante la posibilidad de intentar un mé­
todo de cálculo de sistemas basado en conseguir la esfericidad de la onda emergente
de una forma directa e íntimamente relacionada con el comportamiento de la luz ex­
trameridiana.

Propósito

Como se ha observado en trabajos anteriores que cuando la diferencia de alturas
de impacto en plano paraxial de los rayos principal y sagital (que entraron en el sistema,
a la misma altura, por centro y borde sagital de PE), y que llamamos DIF, era muy
pequeña se mejoraba profundamente la simetría de la mancha imagen, vamos a hacer
un estudio sistemático de este hecho, y otros importantes que aparezcan, sobre unos sis­
temas ópticos bien conocidos para poder sacar conclusiones generalizadas que nos per­
mitan atacar los problemas de cálculo de sistemas ópticos empleando para ello el menor
número de rayos posibles. '

Método de cálculo y desarrollo del trabajo

Para estudiar el comportamiento de la luz que pasa por el sistema procedente de
cualquier punto objeto, se calcula la marcha real de 29 da los rayos que entran en el
sistema por la mitad derecha de PE -ya que la simetría del problema nos ahorra el
considerar la otra mitad- de tal forma que sus puntos de corte se encuentran distri­
buidos sobre cuatro semicircunferencias concéntricas con el punto de impacto del rayo
principal, que es el centro de la PE. Cada una de esas cuatro semicircunferencias, de ra-

R
dios r¡ = n¡- (con n¡ = 1, 2, 3, 4 y R = radio de la PE), une los puntos de corte con

4
pupila -equidistante entre sí- de siete de los rayos.
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Resultados

Modificando los radios de las distintas superficies se ha alcanzado un nuevo estado
caracterizado por unos val ores de los radios

'n, = 1.000
n, = 1.72722
n, = 1.62291
n, = 1. (aire)
n, = 1.62291
n, = 1.72722

1', = 64.49
1', = -145.12
1', = 124.79

d, = 76
d, = 10
d, = 15
d, = 0.2
d, = 15
d, = 10
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TABLA 1

1', = 195.760
1'2 = - 1966.00
1'3 = -313.00

1', = 195.80
1'2 = - 1960.60
r, = - 315.00
1', = 80.00
1', = -145.12
1', = 216.29

El método seguido para obtener la marcha de los ra yos cruzados a t ravés del sistema
puede verse un trabaj o de J . Casas y J . Aporta!" ,

Los sistemas épticos objeto de estudio ha n sido los oculares M-2-III y 2-I1 y los obje­
tiv os Tessar y Triplete de Taylor, t rabaj ando con apertura re lativa 1/4.

Toods ellos son sistemas que aparecen en la litera tura y que aclmiten algún estado de
corrección aceptable para determinados va lores de ols parámetros que lo defin en , por
lo que pueden ser empleados como sistemas test partiendo de un estado inicial des­
comegido.

A cada uno de estos sistemas, se les ha exigido:
i) corrección de aberración esférica longitudinal (AEL) ase gurando qu e la onda emer­

gente en eje sea esférica, cosa que tradicionalmente siempre se ha hecho, sin duda con
la esperanza de que dicha esfericidad se propagase a los haces de campo.

ii) hacer mínima la diferencia de alturas de impacto en plano imagen paraxial de
los rayos principal y sagital para el mayor semicampo con el que va a trabajar el
sistema .

Se analiza n en cada caso los impactos de los rayos, después de atravesar el sistema,
en los planos paraxia l (PP ) y comático (PC) (entendiendo po r plano comático el que
siendo perpendic ular al eje del sistema pasa además por el punto de corte de los rayos
superior e inferior ) para semicampos de 210 , 15° y 10° , uniendo los impactos corres­
pondientes a los rayos que entraron por PE sobre una mis ma semicircunferencia, me­
dian te una línea para poder así visualizar mejor la simetrí a de la mancha imagen y po­
der relacionarla con la forma de la super ficie de on da emergente. Las líneas se marcan
con un 1 si cor responde a los impactos de los rayos que entraron po r PE sobre una
semicircunferencia de radio r = R Y por 2, 3 ó 4 si r = 3 R/4, R/2 o R/4 respectivamente.
Un rayo quedará pues determinado por do s números (a , b) qu e especifican el punto de
incidencia en PE . Todas als referencias que existen en los diagramas de punto tienen
como un idad el milímet ro.

Los criterios adoptados para la valoración de la imagen de un punto han sido la
simetría y la superficie por ella ocupad a' !'.

Tod os los cálcu los se han realizado me diante programas clav orados en lenguaje
Fortran IV .

a) Ocular 2-11.
La forma y características de este primer siste ma óptico objeto de estudio pueden

sacarse de la Tabla 1 donde d, es la distancia de la PE a la primera superficie del sistema;
y el comportamiento de l sistema en este estado original observando la Gráfica 1.
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Los diagramas de impacto de este nuevo estado del sistema se representan en la
Gráfica 3.

En la Tabla 2 pueden apreciarse los valores de las aberraciones reales para las dis­
tintas haces de campo en los tres estados, (original, corregido de AEL y minimizado
de DIF), del ocular 2-II.

O' = 100

0,179
1.236

-.0979
2.881

-1.524
-2.761
-2.233
0.00072

O' = 100

-0.006
1.310

-0.242
1.440

-0.857
-0.615
-1.573
-0.049

O' = 100

0.184
-1.425

0.416
1.898

-1.151
-1.562

2.5512
0.00074

Estado original

0=15 0

0.312
-2.848

0.528
3.487

-2.373
-2.901
-6.302

- 0.075, - 0.033,

Estado corregido de AEL

0=15 '

0.334
1.34i

-2.177
4.761

-3.138
-5.280
-7.93~1

- 0.00084, - 0.00028,

Estado corregido de DIF

o = 150

-0.009
1.200

-0.517
1.041

-1.880
-1.363
-4.141

- 0.454 - 0.202,

r, = -145.11
r4 = 132.51
r6 = -335.40
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.0 = 210

- 0.067
S 1.370
P - 0.891
1 0.221
SA -3.651
TA -2.754

-8.650
0.81,

0= 210

0.887
S 1.842
P 11.522
1 6.445
SA -5.180
TA -7.022

-16.319
0.00032,

0=21"

0.600
S -7.750
P - 0.456
1 4.010
SA -3.950
TA -3.520

-12.730
-0.133,

OCULAR 2-11

r2 = -376.11
r, = 638.50
r, = -223.50

Coma ... oo .... oo . oo . .. .

Astigmatismo .. . .oo

Distorsión oo ' oo. Oo.

Esférica oo. oo • • oo .. . ... . oo oo • • oo

Curvaturas .. . .oo

Curvaturas...

Coma oo • • • • Oo. Oo ,

Astigmatismo .. .

Distorsión ... .oo . oo . oo .. . ... • ..

Esférica oo. oo •• oo .. . oo. oo •• oo .oo

Curvaturas .... .. Oo ,

Distorsión ... Oo' ... ' Oo oo .

Esférica oo •• oo oo •• oo oo . oo . oo ' oo.

Astigmatismo Oo , .. .

Coma .. , oo ..

reduciendo la AEL para el rayo de borde de pupila a un valor 0.00032. En la Gráfica 2
se representan los diagramas de impacto en este nuevo estado para semicampos de 210

,

15o y 10o , y en la parte inferior la curva de AEL que como se ve asegurarla el buen
comportamiento de toda la luz del haz de eje.

Exigiendo al sistema en su comportamiento minimización de D1F para semicampo
de 210 evolucionó hacia un nuevo estado en el que los radios de las distintas superficies
tomaban los valores
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-0.1 0,1

·0.1

P. Comático .

17.soJ

'tI
i

17'OO ~_

,,= 15°. DIF = 0.08

" = 10°. DIF = 0.05
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34.00

P. Paraxial

" = 21 0 . DIF = 0.12

OCULAR 2 ·11 ORIGINAL

(
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Comparando las Gráficas 1, 2 Y 3 Y observando los valores de Tabla 2, podemos ase­
gurar que la corrección de AEL no mejora el comportamiento del sistema para los
distintos haces de campo -sobre todo en lo que a simetría de las manchas imágenes
se refiere-; mientras que la minimización de DIF les confiere una gran . simetría, pues
las líneas que unen los impactos de los rayos, que entraron por PE equidistantes de su
centro, Son prácticamente semicircunferencias concéntricas con el impacto del rayo
principal, lo que asegura que la superficie de onda emergente será de revolución en toro
no al rayo príncipal.



- \

,, = 150 . DIF = 0.07

" = 21" . DIF = 0.12

. ~ \

-. \

,,= 100. DIF =0.04

17,50 17.l'1

17.00 1 11.00

- QOOl 0.001

P. Par axial Curv a de ABL P. Comático

GRÁFICA 2
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.10

'.50

"."

n, = 1.0000
nz = 1.72722
n, = 1.62291
n, = 1. (a ire)
n, = 1.62291
n, = 1.72722

P. Comático

Q" = 10°. DIF = 0.001

Q" = 210 . DIF = 0.022

Q" = 15° . DIF = 0.004

1,"

SI."

d i = 80
d, = 15
d, = 30
d, = 0.2
d, = 30
el. = 15
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TABLA4

P. Paraxíal

GRÁFICA 3

~,.( {y
~

I
I

.:', i ,.':-

/l .(, i

OCULAR 2 - II CORREGIDO DE DIF

r, = 620.10
r z = 110.12
r, = -110.12
r, = 157.31
r, = -157.31
r, = -638.10

ESFERICIDAD DE LA OND A EX TRAXIAL EN UN SISTEMA OPTICO

b) Ocular M-2-III.

Análogo estudio al reali zad o con el ocular 2-1I se ha hecho con el ocular M-2-III,
cuya forma y características pu eden verse en la Tabla 4, llegando también a los mismos
resultados.



00

U,lIl

I 1

Estado original DIF = 0.12

Estado corregido de DIF. DIF = 0.005

.',-
Estado corregido de AEL. DIF = - 0.53

U D.

'1.

n ,50 S.50

· 0,1 0.\ "'D,l ..'
P. Paraxial P. Comátic o

GR.<FJ:CA 4
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Cuando los radios de las distintas superficies tomaban los valores
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ni = 1.000
n, = 1.537
n, = 1. (aire)
no = 1.624
n, = 1. (aire)
n, = 1.493

23.56
499.90

-22.64

r. = 52.74
r, = 46.49
r6 = -104.16

d, = -16
d2 = S
d, = 9.
d. = 1.5
d, = 14.9
~= S.

TABLA S

r, = 30.72
r2 = -141.50
r, = -35.34

r, = 45.16
r, = -119.50
r, = - 52.42

r, = 26.70
r2 = -148.80
r, = -36.80
r, = 23.30
r, = 122.10
r, = -24.50

la AEL para el rayo de borde era 0.0031 y los impactos de los rayos tal como se indican
en la Gráfica 6.

Minimizando DIF para semicampos de 21· se alcanza un nuevo estado, caracterizado
por unos valores de los radios de

En la Gráfica 4 pueden verse los impactos en plano paraxial y plano comático para
semicampos de 21· en los tres estados (Original, comegido de AEL y minimizado de
DIF) del ocular M-2-UI. Se omiten los diagramas de impactos para semicampos de 15·
y lO· por que no aportan nada nuevo.

Al observar la Gráfica 4, vemos que la disminución de la AEL no influye para nada
sobre la simetría de la mancha imagen, mientras que la minimización de DIF lo hace en
un alto grado, reduciéndose la mancha prácticamente a un punto en plano comático.

e) Triplete de Taylor,

Otro de los sistemas estudiados ha sido un objetivo tipo Triplete de Taylor, cuyas
características originales se dan en la Tabla S, con el diafragma de apertura colocado
un milímetro por detrás de la cuarta superficie. Los diagramas de impacto del sistema
en este estado original para semicampos de 21·, 15· y lO· están representados en la
Gráfica S.

represetándose los diagramas de impacto para este nuevo estado del sistema en la Grá­
fica 7.

Los valores que toman las aberraciones reales en los tres estados (original, comegido
de AEL y minimizado de DIF) del objetivo Triplete de Taylor pueden verse en la
Tabla 6.

Comparando las gráficas S, 6 y 7 vemos que la corrección de AEL no mejora la sime­
tría de las manchas imagen y que la minimización de DIF no confiere -tampoco a los
diagramas de impacto la marcada simetría que en los casos anteriormente estudiados,
sobre todo para semicampo de 21·, aumentando sin embargo, dicha simetría al disminuir
los semicampos. Observando la Tabla 6 vemos que para semicampo de 21· el coma toma
el valor 4.26 disminuyendo a 0.45 para 15· lo que indujo a pensar que la falta de simetría
existente en las manchas imágenes en este caso sería debido en gran parte a la disimetría
existente en plano meridiano.



~=100 . DIF =O.OS

a = 15° . DIF = -0.19

o\.

-1 .

~ = 210 . DIF = - 0.41

P. Comático

1
GRÁFICA 5
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TRIPLETE DE TAYLOR ORIGINAL

P. Paraxial
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<1 = 210. DIF = 0.77

<1 = 15° . DIF = 0.44

P. Paraxial

TRIPLETE DE TAYLOR CORREGIDO DE AEL

1
- 1. 1.
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" = 10° . DIF = 0.072
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" = 15°. DIF = 0.049
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P. Comático

1
·
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GAAFICA 7
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l .

TRIPLETE DE TAYLOR CORREGIDO DE DIF

P. Paraxial

-t,

i- 1. 1.
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OBJETIO TRIPLETE DE TAYLOR

TABLA 6

ESFERICIDAD DE LA ONDA EXTRAXIAL EN UN SISTEMA OPTICO '.

(J = 10°
0.387

-18.381
0.382
3.880

-0.291
-0.673

0.398
-0.101

Estado original

(J = 15°
1.48

-16.390
-2.720

62,051
-0.680
-3.400

0.278
? 0.262, - 0.316,

Estado corregido de AEL

(J = 2¡O (J = 15° (J = 10°

-1.400 -1.15 -0.50
S 21.700 16.200 6.950
P 16.590 -8.610 3.930
1 35.150 3.140 0.740
SA -13.130 -6.620 -2.950
TA -29.700 -15.290 -6.880

-3.350 -0.890 -0.018
0.0031, -0.0357, -0.0267, -0.0075

Estado corregido de lJIF

(J = 2¡O (J = 15° (J = 10°

4.296 0.450 0.420
S 37.150 1.321 3.061
P 8.120 -0.970 -1.130
1 389.6 3.542 3.420
SA 1.320 0.960 0.440
TA -6.900 1.930 1.570

0.300 0.040 0.23

-4.930, -2.710 -1.162, -0.240

(J = 21°
2.870

S 55.130
P 14.051
1 99.000
SA -1.920
TA -15.950

-0.410
1.268,
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Con objeto de comprobar la anterior suposición se corrigió un poco el sistema de
coma tangencial a la vez que se hacía mínimo DIF, alcanzándose un nuevo estado en el
que las manchas imágenes tenían de nuevo la simetría de los casos anteriores como
puede verse en la Gráfica 8.

Coma . oO oO ' .. . oO , .. ... .

Distorsión oO . oO. ' oO

Esférica oO . oO . oO, oO , .

Curvaturas ... ...

Astigmatismo ...

Distorsión .., .
Esférica .

Astigmatismo ..,

Curvaturas ... .. ,

Coma ,

Astigmatismo .. .

Curvaturas ... ...

Distorsión .
Esférica .

Coma , ..,
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1
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,,= 15° . DIF = 0.03
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TRIPLETE DE TAYLOR FINAL

" = 21 0 . DIF = 0.07

P. Paraxial

i
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d) Objetivo Tessar,

El último sistema objeto de estudio fue un objetivo Tessar, cuyos resultados vinieron
a corroborar las conclusiones parciales obtenidas de los sistemas anteriores.

En la Gráfia 9 pueden verse los impactos en plano paraxial y comático para semicam­
po de 21° en los tres estados (original, comegido de AEL y minimizado de DIF) del ob­
jetivo Tessar, pudiéndose observar que la corrección de AEL no influye nada sobre la
simetría de las manchas imágenes mientras que la minimización de OIF les confiere
una gran simetría en torno al impacto del rayo principal.



GRÁFIcA 9

Estado original DIF = - 1.70

P. Comáti co

n.
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' 1.

1
-1. l.

Estado corregido de DIF. DIF = 0.02

Estado corregido de AEL. DIF = 0,27

OBJETI VO TES SAR {J = 210

_ J.,
1

l .

' l.

P. Paraxial
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Consideraciones

Se han representado también en cada estado de los sistemas estudiados los diagra­
mas de impacto en planos sagital y tangencial, encontrándose que cuando DIF era pe­
queño en plano paraxial, también lo era en los planos sagital y tangencial, lo que indica
que en la congruencia de rayos emergentes, el principal y el sagital están prácticamente
sobre un mismo plano.



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

La simetría observada en plano paraxial cuando DIF era muy pequeño, existía tam­
bién en los planos sagital y tangencial, omitiéndose su representación por no aportar
nada nuevo al objeto de este trabajo.

Para comprobar hasta qué punto la corrección en eje no influía en campo, se estu­
diaron los diagramas de impacto para semicampos de 8°, 6°, 4° Y 2° en los estados ori­
ginal y comegido de AEL, para cada uno de los sistemas estudiados, no encontrándose
para ninguno de los semicampos influencia sobre la simetría de la mancha imagen en el
segundo estado.

Se ha comprobado también mediante el estudio de los diagramas de algunos estados,
no representados aquí, cuando el resto de las aberraciones eran pequeñas, que la abe­
rración esférica de eje se traslada a campo con el mismo valor, como asegura la teoría
del 3." orden.

Conclusiones

La corrección de aberración esférica, solamente, no afecta para nada a las disime­
trías de la imagen, que se siguen conservando después de corregir la esférica en eje.
En lo único que afecta a los diagramas de campo es en el tamaño de las figuras, sobre
todo para ángulos de campo pequeños en los cuales, prácticamente, la úníca aberración
significativa es la esférica de campo.

Cuando no hay disimetrías en la imagen extraxial, la aberración esférica es respon­
sable del área de la mancha imagen a cualquier ángulo de campo, excepto que se le sume
un efecto de curvatura de imagen.

También se observa, cuando no hay disimetrías que la distancia de plano comático
a plano paraxial es prácticamente igual a la aberración esférica longítudinal en eje para
cualquier ángulo de campo.

Cuando la disimetría en plano meridiano está corregída y la altura de impacto de
rayo sagítal es igual a la del rayo principal, las circunferencias de pupila se transforma
en circunferencias concéntricas en el plano imagen.

Cuando la disimetría es plano meridiano es grande, pero los impactos de rayo sagital
y principal están a la misma altura, a puntos simétricos respecto del plano sagítal en la
pupila de entrada corresponda en la imagen puntos a igual distancia del plano meri­
diano.

Cuando las disimetrías en plano meridiano no son grandes, la igualación de alturas
de impacto de rayo principal y sagital en un plano, se conserva para cualquier plano
imagen. Esta conservación se pierde en casos extremos de aberraciones meridianas - ex-
cesivamente grandes. -

De todo lo anterior parece deducirse que si un sistema está corregído en sección
meridiana y DIF es muy pequeño, la superficie de onda emergente es esférica.
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MEDIDA DE LA VIDA MEDIA DEL ESTADO 7251/"
DEL TALIO POR LA TECNICA DE CRUZAMIENTOS

DE NIVELES A CAMPO NULO*

POR

M. A. REBOLLEDO Y E. BERNABÉU

Departamento de Física Fundamental, Cátedra de Optica.
Universidad de Zaragoza (España)

Abstract

The lifetime of the 7'SI/, state of the TI is determined by the zero-field level-crossíng
(Hanle effect) technique, using a dynamic method with modulation of the exciting sour­
ce. The lifetime obtained is (7.61 ± 0.16) x 10-9 seco

The experimental set-up was designed and constructed by us, and is extensively des­
cribed below. Moreover, it was designed to measure level-crossing in sorne other elements
and for diferent magnetic fields.

Introducción

La espectroscopia de cruzamientos de niveles iniciada por Colegrove, Franken, Lewis
y Sands!' es un excelente método espectroscópico, debido a que proporciona información
sobre la corteza y el núcleo del átomo con gran precisión y a su elegancia y simplicidad
en comparación con otras técnicas espectroscópicas. Por otra parte, la estructura hiper­
fina se ha revelado como el test más fructuoso para el conocimiento detallado de la
función de onda del átomo, debido a la gran precisión alcanzada en la medida de efec­
tos hiperfinos y por lo tanto, en la determinación de constantes de estructura hiperfina
y momentos nucleares.

Por estos motivos hemos diseñado, construido y puesto a punto una instalación para
la detección de cruzamientos entre subniveles magnéticos hiperfinos. La instalación es
lo suficientemente versátil como para permitr la detección de cruzamientos de subnive­
les en un gran número de elementos del sistema periódico.

Una vez construidos y puestos a punto los elementos fundamentales de la instalación,
hemos iniciado el estudio experimental de cruzamientos de niveles con la determinación
de la vida media del nivel 7'SI/' del TI, mediante la medida de los cruzamientos de nive­
les a campo nulo (efecto Hanle) en dicho nivel.

11. Detección de cruzamientos de niveles

Consideremos un átomo sometido a un campo externo .que puede estar constituido
por la suma de campos eléctricos y magnéticos. Cuando dos subniveles de energía pre-

* El trabajo que se reco ge en este artículo forma parte _de la Tesis Docto ral del Dr . M. A. Rebo­
lledo. que se leyó el 14 de diciembre de 1973, en la Facultad de Ciencias de Zaragoza, obteniendo la
calificación de «Sobresalíente Cum 'Laude».
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l = ~ S.. '

(e IU Iy YIFMp) (e' IU' Iy' YIF'M'p )*

(re' + r.)/2 + i(Ee·-Ee)

(re' + re)/2 + i (E e ' - Ee )

(1' le¡.· Q(I) le) (t' IeA' Q(I) Ie/ )*

t = ~ ~ [fe (e le¡.· Q(I) If) (e' IeA • Q(I) If)* X
f,t' e,e'

(yJIFMp I U 1 e) (y' J'IF'M'p 1 U'I e')* x

(y'YIFMpIMI Iy/YI'F'M'p) (y JIFMpIMzl y' J'IF'M'p)
con

siendo

siendo U la matriz de transformación que diagonaliza al hamiltoniano del átomo. Esto
sólo es preciso aplicarlo para los estados excitados, ya que (1) no depende de los coefi­
cientes (yJIFMpl U If), (y' J'IF'M'p ¡U/I f') puesto que ~ 1f) (t I y ~ If') ir I son in-

I t'
variantes bajo cambios de base. Esto nos permite considerar las funciones de onda If)
y It') como estados puros, lo que simplifica considerablemente el cálculo.

Teniendo en cuenta esto (1) se convierte, en el caso de excitación con espectro de
banda amplia para el que todas las intensidades l f, son prácticamente iguales, en"
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y presenta una variación en función del campo, en torno al valor del cruzamiento, lo que
permite detectar el mismo. En (1) f y t' representan a los números cuánticos que ca­
racterizan a los subniveles del estado fundamental y e y e' representan a los estados
excitados, de energías E, Y E e ' y anchuras r eY r e' respectivamente. eA y eA" son los vec­
tores de polarización de los haces excitador y detector respectivamente e I fe es la inten­
sidad emitida por la fuente excitadora luminosa en la transición le) -+ If ). El ' perfil
de la señal de detección, en función del campo, presenta forma de lorentziana, curva de
dispersión o mezcla de ambas.

En el caso de subniveles magnéticos hiperfinos, si se toman como funciones base
las funciones de onda IY JIFMp), puede escribirse una función de onda cualquiera 11jJ),
en el caso de ñ o considerar mezcla de configuraciones ni de términos, en la forma

sentan una degeneración para un valor del campo externo, se dice que dichos subniveles
se cruzan.

Excitemos ópticamente un átomo que presenta un cruzamiento entre dos spbniveles
de estados excitados, de forma que puedan realizarse transiciones dipolares eléctricas
desde un mismo subnivel del estado inicial a los dos subniveles que se cruzan. La ínten­
sidad de fluorescencia emitida espontáneamente por el átomo viene dada por)
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y

{yJI'FMFIMIl y' ]'l P'M 'F} = (- l)1. - I+MF-1 X

(lll Q(l) 11 JI) (1' 11 Q(I ) 11 JI }*[(2 1 + 1)(21' + 1) (2 P + 1) (2 P; + l )]I /Z x

~ (2 v + 1) {JI1 V}{ 1 1 V} ( F F' v ) x
v F pi [ Ji 1 JI - MF M'F MF-M'F

(
1 1 V) IJvMp _Al' p, o(<I>" e" o) (6)
P-P °

siendo

(7)

En (6) el y <1>1 son los án gulos polares del vector de propagación o polarización del
haz excitador, según que la polarización de éste sea circular (P = ± 1) o lineal (P = O)
respectivamente. Pueden obtenerse expres iones análogas a las (5) y (6) para M2 qu e
corresponde al haz detector, en las qu e intervienen ez y <1>2 '

En la tabla se presentan los valores de !1M = IMF- M'F 1, v, e" ez, !1<1> = 1<1>1- <1>21
Y las polarizaciones que es preciso utilizar, para que la señal de cru zamiento sea una
lorentzian a o una curva de dispersión puras , valores que se producen de las expresiones
(4), (5) , (6) Y (7).

TABL A 1

!1<1>

!1M v Polarización el ez Perfil Perfil
lorentziano dispersión

2 2 Circular y lineal r./2 r./2 n r./2 (2 n+ 1) r./4

1 2 Circular y lin eal r./4 r./4 nr. (2 n -]- 1) r./2
.,

1 1 Circular r./2 r./2 n r. l2 n + 1) r./2

En el. caso de que la excitación se haga mediante un conjunto de rayas monocromá­
ticas, no es válida la expresión (4), debido a la intervención de [ /" teniendo que reali­
zarse el cálculo a pa r tir de (1).

IIJ. Método experimental

Para valor nulo del campo magnético externo existen tres cruzamientos de subniveles
en el nive l 7zS

l iz del TI , uno con !1M = 2 entre los subniveles I(F = 1) M F = + 1},
I (F = 1) M F = "':"1} Y dos con !1M = 1 entre los sub niveles I(F = 1) M F = + 1},

I (F = l ) MF=O} Y I (F = l ) MF = - 1}, I(F=l ) MF =O }.

--Para determinar las condiciones en que pueden detectarse est os cruzamientos es pre­
ciso utilizar el desarrollo (6) y su análogo para ( y JIFMFIMzl y' 1'[F'M'F)' Debido a
las propiedades de los símbolos 6 - i. dichos desarrollos se anulan para J = I' = 1/2 Y
v = 2, por lo que queda excluido el cruzamiento con Ó M = 2, pudiendo detectarse los
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f:,. M = 1. Además según las propiedades de los símbolos 3 - i. (y TI'FMFIMI Iy'YfF'M'F)
y (y JIFMFIM,I y' l'IF'M'F) sólo son distintos de cero si P = ± 1, por lo que la excita­
ción y detección de los cruzamientos debe hacerse con luz polarizada circular, dextró­
gira o levógira. La observación de la tabla 1 nos muestra que la excitación y la detec­
ción deben hacerse en direcciones perpendiculares a la del campo magnético, obtenién­
dose una señal de detección en forma de lorentziana si f:,. '<1> = O y en forma de curva
de dispersión si f:,. <I> = ",/2. En nuestra instalación hemos elegido la geometría con
f:,. <I> = O, puesto que para obtener f:,. <I> = ",/2 es preciso que el campo magnético que
produce los cruzamientos sea vertical, disposición que restringe mucho las posibilidades
de la instalación, impidiendo la observación de cruzamientos para los que sean necesa­
rias otras orientaciones de los haces excitador y detector. Esto no ocurre si disponemos
el campo en dirección horizontal y utilizamos la geometría con f:,. <I> = O, con lo cual
se obtienen curvas de detección en forma de lorentziana.

7'S 112 '[I~FF__=01 M"--- _ 12330 e/s

3776A
53SOA

6' P 312+---'-- F=2 530 Me/s
~F=1

F=1
6' P 1/2""'----<

\ 21330 Mc/s
'--F=O

FIG. 1

En un vapor de átomos de talio en equilibrio térmico (distribución de Boltzman) la
población del nivel 6'P 3/ , es despreciable frente a la del nivel fundamental 6'P I/" debido a
la notable diferencia de energía entre dichos niveles (2.337 x 10' MHz). Ello obliga a que
para la excitación del nivel 7'SI/' haya que utilizar la raya (7'SI/' --+ 6'P l !, ) de 3776 A.
La detección puede hacerse midiendo la luz de fluorescencia de 3776 A o la de 5350 A;
sin embargo, con la geometría adoptada por nosotros resulta necesario hacerlo con la
de 5350 A. debido a que con la de 3776 A llegaría al detector la luz de excitación, que
es de la misma longitud de onda y enmascararía la señal de cruzamiento. Por otra parte
la luz de fluorescencia de 3776 A puede ser absorbida por los propios átomos, originando
una considerable despolarización de la misma y disminuyendo por lo tanto la magnitud
de la señal de cruzamiento. Esto no ocurre con la fluorescencia de 5350 A, puesto que el
vapor atómico es ópticamente de lgado para esta longitud de onda.

En este trabajo hemos utilizado un método de modulación del haz excitador, modu­
lando la lámpara excitadora.
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FIG.2

La muestra de talio metálico se encuentra enc errada en el interior de una célula
esférica de 10 mm de radio, fabricada en cuarzo tetrasil, para poder soportar las altas
temperaturas necesarias para producir "vapor de TI y permitir el paso de la radiación
ultravioleta, cerrando la célula con un vacío del orden de 10-6 torro

La célula es calentada mediante un horno eléctrico qu e puede producir temperaturas
de hasta 6000 e y que hemos construido con materiales no magnéticos para evitar per­
turbaciones magnéticas , por lo cu al los elementos calefactores se han construido con
hilo de platino y en arrollamiento doble.

El campo magnético es producido por dos pares de bobinas Helmoltz de gran homo­
gene ida d, unas para la compensación de la componentes vertical del campo magnético
terres tre y otras para la producción del campo magnético de cruzamiento, en la dirección
de la componente ho rizontal del campo magnético terrestre, para poder compensarla.

El anteproyecto de estas bobinas lo hemos realizado suponiendo que los N pares de
espiras están confundidos en uno solo de sección infinitesimal exigiendo:

IV. Descripción de la instalación

La disposición general adop ta da por nosotros para la instalación es la que se muestra
esqu em áticamente en la figura 2. En la realización expe rime ntal del montaje esc ogido
existen una serie de sis temas y compo nentes, muchos de los cuales han sido diseñados
y construidos por nosotros y cuyas técnicas han tenido qu e ser puestas a punto para la
re alización de este trabajo y que se describen a continuación.
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- que para un determinado valor de la intensidad de corriente, produzcan un campo
magnético determinado en el centro,

- que puedan ser alimentadas por fuentes de caracteristicas prefijadas,
- un peso mínimo.
- unas condiciones prefijadas de homogeniedad en el eje Z.

Los cálculos nos proporcionan el valor del radio medio de las espiras, el número de
las mismas y el grosor del hilo que es preciso utilizar para la construcción de las bo­
binas.

E! proyecto definiti vo lo hemos llevado a cabo mediante un programa en lenguaje
FORTRAN con feccionado por nosotros, que utiliza la teoria de M. W. Garrer", realizando
un proceso de minimación que nos proporciona el formato que produce menores inho­
mogeneidades de campo. El formato y dimensiones de las bobinas que producen el cam­
po de cruzamiento (bobinas BH) y de las bobinas de compensación de la componente
vertical del campo magnético terrestre (bobinas BV). se presenta en las figuras 3 y 4
respectivamente. Ambas bobinas han sido construidas en aluminio y latón para no intro­
ducir perturbaciones debidas a materiales magnéticos.
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En la figura 5 presentamos el valor de la inhomogeneidad relativa para las compo­
nentes axial (B,), radial (Bp ) y módulo del vector campo magnético, en función de la
coordenada azimutal e del vector de posición del punto en el que se realiza el cálculo,
para un valor constante de la coordenada radial R. Se observa que la máxima inhomo­
geneidad B se presenta para O= O, que corresponde al eje de simetría de las bobinas.
El valor de B es de 2.2 x 10-5 para las bobinas BH y de 5.7 x 10- 6 par las bobinas BV,
habiendo tomado R = 1. La figura 6 muestra, en unidades arbitrarias, los valores rela­
tivos de la inhomogeneidad B, del módulo del vector campo magnético en función de R.

La alimentación de las bobinas BH se ha realizado mediante una fuente HP-6274B
estabilizada en voltaje y corriente (estabilidad del 0.03 % Y salida de 0-60 V, 0-15 A), utili­
zando para la alimentación de las bobinas BV una fuente estabilizada en voltaje y co­
rriente HP-6209 B (estabilidad del 0.1 % Y salida de 0-320 V, 0-0.1 A). Ambas fuentes pue­
den funcionar manualmente, o mediante programación por resistencia o voltaje externos.

La precisión alcanzada en la medida de cruzamientos de niveles, depende en gran par­
te de la calidad de las fuentes luminosas utilizadas para la excitación de los átomos. Por
tal motivo realizamos un estudio del comportamiento de bulbos de talio fabricados por
nosotros, alimentados inductivamente mediante un oscilador de radiofrecuencia. La lám­
para lucía con considerable intensidad, pero el tiempo de permanencia en funcionamien­
to era del orden de hora y media, precisando de un largo tiempo de reposo para volver
a iniciar la descarga. Los evidentes inconvenientes derivados de un funcionamiento inte­
rrumpido de esta lámpara de TI, junto con el refrendo de la bibliografía' 6) en este tipo
de lámparas nos llevó a rechazar este método. Hemos estudiado también el comporta­
miento de lámparas espectrales de TI Osram y Philips alimentadas mediante corriente
continua y alterna, eligiendo las lámparas Osram que son muy estables. La elección es
debida a que las lámparas Philips alimentadas con corriente continua presentaban una
gran modulación en amplitud y la influencia del campo magnético sobre el flujo lumi­
noso era cuatro veces mayor que para las lámparas Osram. No hemos utilizado lámpa­
ras Osram alimentadas con radiofrecuencia a través de sus electrodos, a pesar de haber
realizado un estudio sobre ellas y de lucir en régimen permanente y estable, debido a
que la radiofrecuencia producía perturbaciones en el instrumental electrónico de control
y medida de nuestra instalación.

La excitación óptica de los átomos se realiza perpendicularmente al campo magnético
de cruzamiento. La componente de 3776 A es seleccionada por el filtro F, (Wratten Ko­
dak 18A + 32) y polarizada 0+ ó 0- mediante un polarizador circular constituido por un
polarizador lineal P, (Polaroid HNP'B) y una lámina cuarto de onda (construida en mica
por la casa Steeg & Reuter). La lente L, (f' = 50 mm., 0 = 50 mm.) focaliza la luz de
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Para realizar la detección de cruzamientos por un método dinámico es preciso realí­
zar barrilos automáticos del campo magnético de cruzamiento, lo que obliga a progra-

excitación sobre la célula. La componente de 5350 A de la fluorescencia emitida en la
misma dirección de excitación es seleccionada mediante el filtro F2 (Schott Depal), mien­
tras que un analizador circular formado 'por un polarizador lineal P2 (Polaroid HN 42) y
dos láminas cuarto de onda (Polaroid, ').../4 = 1400± 200A) que seleccionan la fracción de
fluorescencia polarizada circularmente (1+ Ó <y_.

Hemos utilizado en la preparación de polarizadores circulares, un método análogo al
descrito por R. Corbalán y E. Bernabeu", Asignando la elipticidad residual, al hecho de
que el desfase /l, entre los campos eléctricos (de igual amplitud y perpendiculares entre
sí y a la dirección de propagación), de las dos ondas que constituyen el haz de luz
polarizada circularmente no sea exactamente 90°, hemos obtenidos desfases ó de 89°
para la raya de 3550 A y de 86° para la raya de 3776 A.

b) Sistemas de control.

Para estabilizar la temperatura del horno hemos diseñado y construido un equipo
termostatizador (fig. 7), que consta de un bloque de amplificación diferencial de ganan­
cia 400, de un bloque de potencia y de un sistema de relés y utiliza el voltaje propor­
cionado por un termopar de cobre-constantán que se encuentra en el interior del horno.
Este equipo asegura una variación máxima de la temperatura de, 0.2 % y puede pro­
gramarse mediante una onda cuadrada, de forma que el horno quede alternativamente­
te encendido y apagado en sincronización con el campo magnético producido por las
bobinas, pudiendo medir sin perturbaciones magnéticas en el semiperiodo en que el
horno está apagado.



10K

®

1M

FIG. 8

r-----r-----------~ ... ,0V

ESTADO 72S
1 / 2 DEL TALIO POR LA TECNICA DE CRUZAMIENTOS DE NIVELES A CAMPO NULO

- 475-

e) Cadena de detección.

La lente L, (f' = 170 mm., 0 = 90 mm.) focaliza la luz de fluorescencia sobre el
fotocátodo de un fotomultiplicador de 12 dinodos RCA-8575, apantallado eléctrica y
magnéticamente, refrigerado a -20°C por efecto termoeléctrico Peltier y alimentado por
una fuente estabilizada en tensión Keithley-244. La corriente proporcionada por el foto­
multiplicador se introduce en la etapa de preamplificación de un equipo de detección
en continua (fíg, 9) que hemos construido, con etapas de preamplificación, amplifica­
ción, amplificación diferencial y filtrado, con diversas opciones que lo hacen muy ver­
sátil. Las etapas de filtrado pueden actuar con constantes de tiempo altas o bajas se-

Para tal fin hemos diseñado y construido un equipo de sincronización y programa­
ción (fig, 8), que posee dos salidas de forma de onda triangular con distintos voltajes
de pico (regulable uno de éllos) y dos salidas de forma de onda cuadrada con distintas
potencias, todas ellas sincronizadas.

mar la fuente de alimentación de las bobinas correspondientes mediante un voltaje que
realice un barrido lineal con el tiempo. Como la medida final de la señal de cruzamien­
to debe ser el promedio automático, mediante el analizador multicanal, de varias seña­
les de cruzamiento, es preciso que el barrido del campo magnético se realice de forma
periódica y sincronizable con el analizador de señal multicanal. Por otra parte es pre­
ciso programar el horno sincronizándolo con el barrido del campo magnético y del ana­
lizador multicanal, para realizar la medida cuando el horno está apagado y evitar las
perturbaciones magnéticas.
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d) Calibrado de las bobinas Helmoltz y compensación del campo magnético terrestre.

El calibrado de las bobinas que generan el campo de cruzamiento lo hemos realiza­
do con un gausímetro a efecto Hall RFL-sOs, obteniendo un error relativo del 1 % en
el calibrado. La compensación del campo magnético terrestre no podía realizarse con
los medidores convencionales de que disponíamos, por lo que diseñamos y construimos
un miligausímetro' giratorio (fig. 10), que consta de una bobina de 20000 espiras que
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gún se utilice el equipo para medidas estáticas o dinámicas. En el conector de salida
pueden obtenerse las señales proporcionadas por cada una de las etapas, pudiendo ac­
tuar en particular como preamplificador. Puede obtenerse una ganancia total de hasta
38000, por lo que puede utilizarse en la detección de señales muy débiles, que en nues­
tra experiencia están comprendidas entre 10 y 160 nA. La señal de salida del prearn­
plificador se introduce en un amplificador detector síncromo PAR-12I. La lámpara exci­
tadora está alimentada a corriente alterna de SO cls. La diferencia de potencial entre
los extremos de la fotorresistencia FR, se filtra para eliminar la componente de con­
tinua y se introduce en el amplificador detector síncrono como señal de referencia. La
señal de salida de dicho detector se introduce en la entrada A del analizador de señal
multicanal HP-s480 B. La medida del campo magnético se realiza introduciendo en la
entrada B del analizador la diferencia de potencial que existe entre los extremos de
una resistencia de alta estabilidad, colocada en serie con las bobinas que producen el
campo de cruzamiento, una vez filtrada y amplificada. Este voltaje sirve a su vez de
sincronismo para el analizador multicanal. Una vez que éste ha realizado el procesado
de las señales que se han introdudico por las entradas A y B, puede proporcionar los
resultados en forma analógica mediante una pantalla de oscilógrafo que lleva incorpo­
rada o mediante un registrador X-y HP-7004 B, o en forma digital mediante una im­
presora rápida HP-sOss A.
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señales de cruzamiento obtenidas por nosotros con constantes de tiempo de 3 ms y
100 ms respectivamente. El desplazamiento del máximo y el ensanchamiento de la cur­
va de la figura 12, debido a efectos de constante de tiempo, pueden corregirse mediante
métodos numéricos . La adquisición de datos se ha realizado introduciendo las señales
de cruzamiento y de medida del campo magnético en las dos entradas del analizador de
señal multicanal, que ha sido sincronizado con la señal de medida del campo magné­
tico. Ambas señales se han reciclado 512 veces. quedando multiplicado el cociente señal­
ruido po r un fac tor de 22.6. Hemos realizado diez series de medidas para cada una de
las siete temperaturas citadas anteriormente, utilizando 500 canales para la señal de
cruzamiento y los 500 restantes para la medida del campo magnético, ob teni endo los re ­
sultados en forma numérica mediante la impresora.

Hemos deducido la vida media del nivel 72S
1/ 2 del TI a partir de las medidas experi­

mentales, mediante un pro grama en FORTRAN que hemos elaborado y puesto a punto,
que ajusta una señal teórica a la experimental con un error mínimo y corrige también
los efectos de constante de tiempo.

Si la cadena de detección presenta una constante de tiempo T, el perfil F(t) de la
señal de cruzamiento se rá defo rmado, obteniéndose una señal de detección cuyo perfil
S(1') viene dado por

giran mediante un motor síncromo (2700 r.p.rn.), amplificando el voltaje inducido en la
bobina 160 veces. Con es te miligausímetro hemos compensado el campo magnético te­
rrestre con un campo residual inferior a 3 m G.

Hemos realizado medidas para temperaturas comprendidas entre 350°C y 410· C in­
clu sive , con intervalos de 10°C, haciendo un barrido del campo de cruzamiento de O a
100 Gs y con la componente vertical del campo magnético terrestre compensada. La de­
tección de la señal de cruzamiento se ha realizado alimentando el fotomultiplicador' con
un volt aje de 1400 V Y una constante de t iempo de 100 ms en el amplificador detector
síncrono, que mejora el cociente señal-ruido respecto a constantes de tiempo inferio­
res. como puede observarse comparando las figuras 11 y 12, que corresponden a do s
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(9)

0.056 (0.74 %)
0.048 (0.63 %)
0.035 (0.47%)
0.021 (0.27 %)
0.027 (0.35%)
0.050 (0.66 %)
0.035 (0.44%)

Error probable (ns)

7.73
7.60
7.50
7.66
7.71
7.46
7.89

TABLA 11

Vida media (ns)

G(t, t', T) = exp [(t - t')/T] .

350°C
360°C
370°C
380°C
390°C
400°C
410°C

Temperatura

Método Referencia Vida media (ns)

Efecto Hanle 2 7.6 ± 0.2
» » 8 7.4 ± 0.4
» » 9 7.45 ± 0.2
» » 3 7.55 ± 0.08

" " Este trabajo 7.61 ± 0.16

Doble resonancia 2 7.4 ± 0.3
Variación de fase 10 8.7 ± 0.3

» " 11 7.65 ± 0.2
Absorción de haces

atómicos 12 8.1 ± 0.8
«Hook» 13 8.25 ± 0.6

" 14
~

7.4 ± 0.4

Para realizar la corrección hemos supuesto que

Esta aproximación no corrige totalmente los efectos producidos por la constante de
tiempo; dificultad que hemos superado con un estudio comparativo entre las señalas de
cruzamiento medidas con constantes de tiempo de 100 ms y 3 ms, tratando estas últimas
con la corrección aproximada exclusivamente.

Hemos deducido los valores medios de la vida media del nivel 728 1/2 del TI para las
siete temperaturas, mostrándose los resultados y sus errores estadísticos en la Tabla n.

A 410°C comienza a contribuir la difusión múltiple coherente" en la determinación de la
vida media, por lo que hemos promediado los valores obtenidos para todas las tempera­
turas excepto la de 410° C. El resultado obtenido es de 7.61 x 10-' s con un error esta­
dístico de 0.08 x 10-' s, que corresponde al 1 %. Los errores sistemáticos son desprecia­
bles, a excepción del producido por el calibrado de las bobinas Helmontz que es del 1 %,
obteniéndose así un error total asig nable a nuestra medida de 0.16 x 10-' s, que corres­
ponde al 2 %. Este error se reduciría fácilmente al 1 % correspondiente al error estadís­
tico, empleando para el calibrado de las bobinas Helmontz un gausímetro de precisión
superior al RFL-505 utilizado por nos otros.
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El valor obtenido por nosotros para la vida media del nivel 7'S '/2 del TI concuer­
da satisfactoriamente con los obtenidos por otros autores (tabla 111) con métodos di­
fer entes al nuestro, utilizando la técnica de cruzamientos de niveles. Otras técnicas
(doble resonancia, variación de fase, absorción de haces atómicos y método «hook»)
han sido utilizadas para la determinación de la vida media de este nivel, obteniéndose
resultados con errores comprendidos entre el 3 % Y ellO %, superiores a los obtení­
dos por espectroscopía de cruzamientos de niveles.
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PREPARACION y ESTUDIO DE LOS PENTAFLUOROFENILA­
LANaS y SUS COMPUESTOS DE ADICION CON ETER

ETILICO y TRIMETILAMINA*

POR

R. US6N y F. l RANZO

Depa rt amento de Química In orgán ica. Facultad de Ciencias.
Zaragoza (España)

Abstract

Compounds with the general formula AlH3_ x(C6F')x.nL (where x = 1, 2; n = 1, 2;
L ~ O(C,H,), and N(CH3)3) were .prepared by metathetic reactions of etheric solutions of
chloroalane and pentafluorophenyl-lithíum. Furthermore, the stability of those compounds
and sorne of their characteristics were studied.

Introducción

Los halogenalanos fue ron preparados por Wiberg y Schmidt!', siendo aportados nuevos
métodos de preparación por Wiberg, Moedritzer y Us ón" , quienes estudiaron sus como
puestos de adición con trimetilamina.

El in terés en la preparación de los halogenalanos radicó en la obtención de una gama
variable de agentes reductores, suficientemente estables y solubles en distintos disol­
ventes, que facilitasen y ampliasen su utilización. .

Actualmente sigue patente este interés, así como el de la preparación de compuestos
organoalumínicos, debido a la elevada reacti vidad del enlace AI-C, lo que permite utí­
lizarlos, al igual que los compuestos de Gri gn ard, como reactivos de síntesis, habiéndose
mostrado especialmente útiles en la preparación de organometálicos de galio, índio y
talio.

Así nosotros intentando unir estas dos zonas de interés actual, hemos elegido el gru­
po C6F" como grupo orgánico, para int roducirl o en el hidruro de aluminio.

Discusión de los resultados

l. - Preparación de los eteratos de los pentafluorofenilalanos

Para la preparación de las disoluciones etéreas de los pentafluorofenilalanos, hemos
hecho uso del proceso general:

AlH3_ xClx + x C6F,Li ~ x ClLi + AlH3_ x(C6F,).

(donde x = 1 y 2) que se desplaza a la derecha por la precipitación de ClLi, insoluble
en el medio de reacción.
-----

* Es te trabajo forma parte de la. Tesis Doctoral de F. Iranzo.
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Si después de filtrar el ClLi, se evapora a vacío las disoluciones etéreas, se obtiene en
cada caso los pentafluorofenilalanos con un mol de éter de coordinación.

A1H,C.F,.O(C,H')2

La reacción de obtención de este compuesto se verifica totalmente, y al evaporar la
disolución etérea a sequedad, lo obtenemos acompañado del subproducto AIHBrC,Fs, cuya
presencia se debe a la reacción')

(El BrC,H9 es un subproducto que acompaña al C,FsLi en su preparación').
Una vez comprobada la presencia del derivado bromado, hemos realizado experien­

cias similares a-30° C, para frenar en lo posible la reacción secundaria de reducción
del bromuro de butilo, con objeto de obtener el producto principal lo más puro posi­
ble, y de poder estudiar el desarrollo de la reacción de reducción del halogenuro de
alquilo a temperatura ambiente.

Así hemos tomado disoluciones etéreas originales a-30° C y las hemos mantenido
a temperatura ambiente durante intervalos de tiempos variables, observándose que pro­
gresa la reducción del bromuro de butilo, y que se produce una reacción de descom­
posición caracterizada por la pérdida de hidrógeno hidrolizable.

Cuando al residuo de evaporación a sequedad de la disolución de partida se le añade
benceno o tolueno precipita el derivado bromado, separándose así de la disolución que
contiene el AIH,C,Fs. Si se mantienen agitando estas disolucíones a temperatura ambien­
te, se observa la misma reacción de descomposición que en la disolución etérea.

A1H(C.FJ, .O(C2H')2

La reacción de obtención de este compuesto no es total en éter, alcanzándose reno
dimientos máximos del 80 % en la precipitación de CILi.

Si cambiamos el disolvente éter por benceno, la reacción progresa, llegando a reali­
zarse totalmente.

Con objeto de frenar en lo posible la previsible reducción del bromuro de butilo a
parafina, las reacciones realizadas en éter se han llevado a cabo en las proximidades
de _25° C. Si estas disoluciones las ponemos a agitar a temperatura ambiente, durante
intervalos de tiempos determinados, se observa los mismos resultados que con las diso­
luciones de AIH,C,Fs, es decir, progreso de la reducción del bromuro de butilo y la
reacción de descomposición.

Cuando el residuo de la evaporación a sequedad de la disolución etérea original se
le añade benceno o tolueno, precipita el derivado bromado, separándose del producto
principal. Si se mantienen estas disoluciones agitando a temperatura ambiente se observa
la reacción de descomposición caracterizada por la pérdida de hidrógeno hidrolizable.

Si p reparamos una disolución en tolueno, y la mantenemos agitando a-30° C, se
disminuye la descomposición del producto, y se observan en disolución relaciones H:Al
superiores al valor 1:1.

La interpretación del valor obtenido en esta relación, se justifica por la producción
de la desproporcionación siguiente:

ya que el Al(C,Fs), es insoluble en tolueno a esa temperatura. No se obtiene en solución
la relación teórica H:Al = 2: 1, debido a que el monopentafluorofenilalano es inestable
y se descompone perdiendo hidrógeno hidrolizable.
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11. - Preparación de los trimetilaminatos de los pentafluorofenilaIanos

Hemos preparado los aducto s con trimetilamina de los pentafluorofenil alanos, des­
plazando el éter etílico de los etera tos con una disolución etérea de la base libre, según
el esquema de reacción siguiente":

AIH,C.F,.N(C;H3)3

Cuando trabajamos desplazando el éter con trimetilamina, con relaciones molares
N(CH,),: Al = 1:1, y evaporamos a sequedad el éter, obtenemos este compuesto.

AIH,C.F,.2N(CH3)3

Cuando producimos la reaccion de desplazamiento del éter por trimetilamina, traba­
jando con relaciones molares N(CH,),: Al = 2: 1 ó ~ 3: 1, y evaporamos la disolución a
sequedad, obtenemos siempre el diaminato correspondiente, no consiguiéndose intro­
ducir más de dos moléculas de amina de coordinación por átomo de aluminio.

Este producto ha sido también preparado evaporando la disolución et érea resultante
de la reacción siguiente:

AIH,CI.2N(CH,), + C.F,Li ~ C1Li + AlH,(C,F,) .2N(CH,),

Los dos sólidos obtenidos, así como sus disoluciones et éreas y bencénicas son estables
con el tiempo en ausencia de humedad, consiguiendo así la estabilización del A1H,C,F, en
forma de compuestos de coordinación con trimetílamína",

En las disoluciones bencénicas se han hecho determinaciones de peso molecular, in­
dicándonos los valores ob tenidos que el monoaminato es dímero y que el diaminato es
monómero. En los dos casos el aluminio presenta un índice de coordinación de 5, que
coincide con el máximo valor encontrado para este metal en los compuestos de adición
de los halogenalanos con trimetílamína".

AIH(C.F,) ,.nN(CHJ3

Cuando intentamos preparar los compuestos de coordinación con trimetilamina del
bispentafluorofenilalano, aparece un precipitado blanco y una solución incolora. El pre­
cipitado está compuesto por Al(C,F,), y C1Li, debiéndose la presencia de este último a
que progresa la reacción de preparación del eterato). En la solución encontramos rela­
ciones H: Al superiores al valor 1: 1.

Estos resultados confirman la desproporcionación apuntada en el eterato del
A1H(C,F,), en tolueno a-30° C y que en el caso de los aminatos se produce como
sigue:

2AIH(C,F,), .nN(CH3) , ~ AIH,(C,F,)2N(CH,), + Al(C,F,),.N(CH,),

En este caso deberíamos haber encontrado en solución relaciones H: Al = 2: 1, ya que
el aminato del pentafluorofenilalano es estable. Los valores obtenidos aunque más
próximos a esta relación que los de la solución de tolueno, no llegan a alcanzar. el valor
teórico ya que el Al(C,Fs),.N(CH3) , es ligeramente soluble en éter, rebajándose la relación
H: Al.
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Br: Al = 0,0:1
Br: Al = 0,0: 1

Br: Al = 0,10:1
Br:Al = 0,17:1
Br: Al = 0,31: 1
Br: Al = 0,34: 1

Sol . final
Rel. atómica

H:Al = 1,50:1
H :Al = 0,84:1
H: Al = 0,75:1
H: Al = 0,56:1

Sol. fin al
Rel. atóm ica

H :Al = 1,64: 1
H: Al = 1,34: 1
H :Al = 1,08: 1
H :Al = 0,85: 1
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TABLA 1I

TABLA III

Tiempo
agitación

5 horas
24 horas
96 horas

168 horas

Ti em po

5 horas
20 horas
96 horas

168 horas

Sol. inicial
Rel. atómica

Sol . inicial
Rel. atómica

H:Al = 1,84:1
Br: Al = 0,06:1

H :Al = 1,84: 1
Br :Al = 0,06: 1

t" -c Relaciones atómico % Al

H: Al Br: Al Teórico Encontrado

-30 1,78:1 0,14:1 10,00 9,76
-30 1,73: 1 0,22: 1 9,92
-30 1,80:1 0,22:1 10,10
- 30 1,90: 1 0,09: 1 10,00
-30 1,85:1 0,06:1 9,80

Las disoluciones bencénic as formadas añadiendo benceno al residuo de la evaporación
a sequedad de la disolución etérea, se tuvieron agitando a temperatura ambiente. En la
tabla III reflejamos los resultados obtenidos en sus an álisis. '

Es tas disoluciones se tuvie ron agitando a temperatura ambiente y a intervalos de
tiempo determinados se an alizaron. En la tabla Il se reflejan los re sultados ob tenidos.

Parte experimental

Método general de trabajo

AIH2C.Fs.orCJIs)2

En la tabla I se recogen los resultados obtenidos en el an álisis de las soluciones
etéreas.

Debido a la gran reactividad de los enlaces AI-H y AI-C, todo el trabajo experimental
se ha desarrollado con las precauciones usuales sobre todo en lo referente a la más
completa exclusión de la humedad, utilizando para ello técnicas de trab ajo en caja seca
y de alto vacío.



TABLA VI

TABL A I V

ESTUDIO DE LOS PENTAFLUOROFENILALANOS y SUS COMPUESTOS

H: Al = 1,36: 1
Br:Al=O,O :1
X:Al = 0,0 : 1

H: Al = 1,11: 1
Br :Al = 0,0 :1
X: Al = 0,0 : 1

Sol. de tolueno final
Rel. atómica

T ABLA V

H: Al = 0,83:1
Br :Al = 0,06:1
X: Al = 0,96: 1

H: Al = 0,90: 1
Br: Al = 0,06: 1
X:Al = 0,96:1

Sol. etérea inicial
Rel. atómica

Relaciones atómicas % Al

H: Al X : Al Br : Al Encontrado Teórico
-

0,97:1 0,76:1 0,06:1 5,5 6,19
0,93:1 0,74:1 0,09:1 5,7
0,90:1 0,96: 1 0,06:1 5,7

, J

Sol. eté rea inicial Rel . atómica final Tiempo 6 t PmRel . atómica , gr .tK g.

H:Al = 1,80:1 H: Al = 1,80: 1 1 hora 0,035 616 4,47

Br: Al = 0,22:1 Br:Al = 0,0 : 1
N(CH 3),:Al = 1.18:1

AIH,C,Fs.2N(CH,),

Los resultados de los an álisis referentes a este producto se reflejan en la tabla VII,
junto con la determinación ·del peso molecular obteni do en benceno.
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AIH,C,Fs.N(CH,),

Hemos trabajado con un ligero exceso de trimet ilamina sob re la relación molar
N( CH') 3:Al = 1: 1.

El producto obtenido de la evaporación a sequedad ha . sido analizado y sus resulta­
dos se recogen en la tabla VI, juntamente con los valore s del peso molecular obtenido
en benceno por crioscopía .

Las disoluciones de tolueno a - 30° C fueron an alizadas, encontrándose los resultados
reflejados en la tabla V, en los que justificamos la desproporcionación en este disol­
vente.

AIH(C.Fs),O(C,Hsh.

Al no ser la reacción total en éter, en las disoluciones etéreas tend remos cloru ros
en disolución , como se observa en los resultados recogidos en la Tabla IV referentes al
análisis de estas disoluciones.



TA BLA VII

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUlMICAS y NATURALES

H: Al = 1,10: 1
X: Al = 0,48: 1

H:Al = 1,26:1
X:Al = 0,87: 1

H:Al = 1,70: 1
X:Al = 0,75: 1

Rel. atómica final

H :Al = 0,82: 1
X: Al = 1,04:1

H:Al = 0,83: 1
X:Al = 0,96: 1

H:Al = 1,00: 1

T ABL A V III

Rel. atómica inic ial

AlHC12.2N(CH,),

Producto de partida

El precipitado se identificó como ClLi y Al(C6Fs),.N(CH,),.

Espectros IR

Los espectros IR se realizaron en dos espectrofotómetros, Infracord de Perkin-Elmer
y Beckman 20 A, utilizando técnicas de suspensión en nujol y de pastilla de BrK.

En los compuestos de coordinación con éter etílico se han identificado las bandas
correspondientes a enlaces Al-H 8), grupos C6Fs Ol , enlace C-Q-C 10) y C-H del éter etílico.

También se han determinado los esp ectros IR de los gases desprendidos en el calen­
tamiento a vacío de los sólidos, 10 que nos ha permitido determinar que no hay más li­
gando coordinado que el que se indica.

Uno de nosotros (F. l.) agradece a la Dirección General de Enseñanza e Investigación
la concesión de una beca para la realización de este trabajo.

Agradecimiento
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Sol . etérea inicial Rel. atómica final Tiempo f:, t Pm gr.f kg.
Rel. atómica agitac .

H: Al = 1,70:1 H:Al = 1,67: 1 3 h 0,080 336 5,25
N(CH,), :AI = 2,0:1

H:Al = 1,85: 1 H: Al = 1,87: 1 44h
N(CH,),:Al = 1,98: 1

H:Al = 1,87:1 H:Al = 1,79: 1 24 h
0,40 293 23,0

N(CH,),Al = 2,0: 1 0,18 326 11,5

AlH(C.Fs)2.nN(CH,)

Cuando hemos intentado formar los aductos con trimetilamina del bispentafluorofe­
nilalano, se nos separa un precipitado blanco y una solución incolora.

En la tabla VIII recogemos los resultados obtenidos al analizar las disoluciones eté­
reas obtenidas, indicándose además el producto de partida en la obtención de los trime­
til aminatos.
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