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n-SISTEMAS DE SYLOW DE GRUPOS FINITOS =-RESOLUBLES
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y
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Abstract

The aim of this work is to give a definition of Sylow r-system of a finite msoluble
group, which generalizes the well known concept of Sylow system in the soluble case.
This definition maintains the 1—1 onto correspondence between Sylow z-systems and
Sylow m-complements. In the second part of the paper we study some properties on the
reduction of Sylow #-systems of a group G to its subgroups.

1. Notacion y preliminares

Por = representamos un corijunto de numeros primos. Todos los grupos considerados
se suponen finitos y mresolubles. Por la teoria de Hall en tales grupos existen G, g Hall (G)
y G, € Hall , (G) para todo conjunto ¢ de nimeros primos contenido en =, representando
o’ €l complementario de ¢ dentro del conjunto de todos los primos.

Un r-sistema de complementos de un grupo G (Cf. [3]) es un conjunto (2 de p-comple-
mentos (p-subgrupos de Hall) de G, uno para cada elemento p de ». Lo notaremos

C={S|pEn} (S*€ Hall,, (G))

De la definicién se sigue:
1.> Por ser = no vacio es siempre  no vacio.
2.° Siw={p} entonces S*¢ Hall, (G) = Hall,, (G).
3° peryp|G|, S =G
En ([3]) se demuestra que dos =-sistemas de complementos de un mismo grupo G
son conjugados. Ademds, dado un =sistema de complementos ( de un grupo G,
C = {SF ] PE7} ¥ un subgrupo K normal en G, se verifica que
@G/K:{S*’K/KlpEn—} y
COK={SNK|pEr}

| son m-sistemas de complementos de G/K y K respectivamente.

2. n-sistemas de Sylow

Para cada p en r consideramos el conjunto de nimeros primos g, = p'{) 7.
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(2.1) Definicion

Dado un grupo G, llamaremos =sistema de Sylow de G a un conjunto f de subgru-
pos de G formado por un ='-subgrupo de Hall de G, S_,, y para cada elemento p€ = un
subgrupo S,€ Hall g,” (G) verificado

1) S, =S,V pen
2) §,8,=S,S, VpgeEnr

Notacién: & ={S, S, |p€=}

(2.2) Teorema

Todo grupo G posee m-sistema de Sylow y son conjugados. Més todavia, existe una co-
rrespondencia biyectiva entre el conjunto de n-sistemas de complementos de G y el con-
junto de m-sistemas de Sylow de G dada por

C s Spemian oS S =) 5 S = St (pE )
9Fp 2€T

‘Y:{SP’STJIPEW‘}% €s={s*P=Sn'( *IS‘I)IPEF}

q

entendiendo que si 7« = {p} es S* = 8§

Tt
Demostracion. A) Sea @ = {S° | pEw} un r-sistema de complementos de G.
a) Para todo pgm, S,* es un ¢',-subgrupo de Hall de G.
En efecto: siendo S,* = (O S? se sigue que p es el unico elemento de » que divide a
9Fr s
|S;| por lo que S;* es un g -grupo. Ademds |G: S,*| = | | |G: S%| es un g mtimero por

¢¥p
serlo cada factor.

b) Analogamente S_,* es un r-subgrupo de Hall de G.

Nota: Si = = {p}, entonces S,* =G, y siendo G p-resoluble trivialmente es G un
o,-subgrupo de Hall de G (g,” es en este caso el conjunto de todos los primos) y
S, * = S° es un p’-subgrupo de Hall de G (z"-subgrupo de Hall de G).

c) Por construccion S_* —=S,* Y p € . Finalmente

d) S;*S* = S =S,*S,* En efecto: si p = g es trivial.

r¥p.aq

Sean p, g € m, p=£4q; con la misma consideracién de a) sobre 6rdenes se prueba que
N S’ esun (p Y g U =')subgrupo de G, luego | N &' | < |G| |G| |G, |-

r¥p.q

r¥p.q
A nivel conjuntista se tiene la relacién

n s = S,,* Sq*,

T p.g
y asi
=
"0 S IE ISP Sq | =_I.—LE|GP| |Gq| IGn'I

et !Sp" N S'I“I
De esta forma ¢/, es un rsistema de Sylow de G.
B) S?=S_ (] [ S,) es un p-complemento de G.

Fr

q
Six= {r}, S#=ISLie Hall , (G) Hall, (G). En caso contrario, S*¥ es p’-grupo por
serlo S_, y cada uno de los S, 4d=£p y por otra parte |G: S*?| divide a |G: Sql Va=£p,
que es un g;numero, luego el dnico primo que divide a |G: S*”| es p.

C) Las aplicaciones anteriores son inversas una de la otra.

e
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a) 6(50) = . En efecto:
_si C ={SF|pE 7},

6(501 ={(N Sﬂ)—]—,' (vn SI)IPEW},
y para cada p € = 9€T a#p ,fq

(NsS) [ ] (N =S

€T 9FP j#a

con lo que, siendo ambos p-complementos de G se tiene la igualdad.
b2 - s
' S =1{S, S, |pE™}

Aai= TS, = I ] S), N (S, .]_TS’)}
Gl *a

i 9€T i#a

Se verifica trivialmente S_, = N (S, - | | S;), v siendo ambos #-subgrupos de
9€T i¥+a

Hall de G coinciden. Andlogamente se obtiene S, = () (S, _|—|- S)).
Observacion: En el caso de ser = = {p } Cl= {q;’p= Sﬂ, i}*‘-‘
S.=16=8,5.1 v Cu=1{s. =5
La conjugacién es evidente a partir de la biyectividad.

(2.3) Definicion
Sea M un subgrupo de G y & ={S,, S_, |pE =} un msistema de Sylow de G. Dire-
mos que  reduce en M si
ISNM={S,NMS, NM)| PE T}

es un n-sistema de Sylow de M.

Si @ = { Sr | PEn} es un rsistema de complementos de G, se dice que (@ reduce en
M si <

CNM={S"O\M|pEr)

es un r-sistema de complementos de M.

(24) Teorema

El r-sistema de Sylow & de G reduce en el subgrupo M si y sélo si su =-sistema de
complementos correspondientes reduce el M.

Demostracion. Sean & =1{S, S_, |p€x} v C ={S°|p€E~} y supongamos que
SNAM=4S,NMS,6 N M|per} es un rsistema de Sylow de M. Puesto que por

hipétesis ¥ y @ son asociados, S =S_, | | S, con lo cual para cada p€ = el p-com-

aFp
plemento de M obtenido a partir de los elementos de f (| M verifica

S, NMTT SNM=MAES, - T S)=MNS

a%Fp q +

Se tiene por tanto que M () S es un p’-subgrupo de M que contiene un p’-subgrupo
de Hall de M, luego M) S? es un pcomplemento de M, con lo que queda demostrado
que G () M es un r-sistema de complementos de M.

desggia
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Reciprocamente, si @ M = {S"(M|pEr} es un msistema de complementos de M
se verifica trivialmente

N S AM=(N SHNM =S,NM

aFp aFp
U (STNM)=(N SHYNM=S_NM
9€x 9€T

y razonado de forma analoga a como se ha hecho en la primera parte de esta demostra-
cion, se concluye que & ) M es un r-sistema de Sylow de M.

(2.5) Corolario

Si el subgrupo M es normal en G, todo r-sistema de Sylow de G reduce en M.

Demostracion. Siendo M < G, la. interseccién de M con cualquier p-complemento de
G es un p-complemento de M, con lo cual todo s-sistema de complementos de G reduce
en M. El resultado se sigue ahora de los teoremas (2.2) y (2.4).

(2.6.) Corolario

Dado un subgrupo M de G siempre existe un z-sistema de Sylow de G que reduce
en M.

Demostracion. Basta tener en cuenta (2.4) y el hecho de que para todo p €, cual
quier p-complemento de M esta contenido en un p-complemento de G.
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TEORIA K PARA ESPACIOS LOCALMENTE COMPACTOS*

P OR
M. T. Lozano

Departamento de Geometria y Topologia. Facultad de Ciencias
Universidad de Zaragoza (Espaiia)

Abstract

In this work, we expose the .construction of the functor K for the category @B. of
locally compact spaces and proper maps.

We show that it is a generalized cohomology theory, which is the Atiyah’s functor [1]
for the subcategory of compact spaces.

1. Definicién de K(X), X localmente compacto

Todos los espacios vectoriales considerados seran de dimensién finita y sobre el cuer-
po de los numeros complejos.

Sea @ la categoria cuyos objetos son los espacios localmente compactos (no necesa-
riamente no compactos), y morfismos las aplicaciones propias.

Definicion 1.1

Sea X € B, definimos K (X) como el cociente del semigrupo de triples (E,, Ej,ac)
donde E,, E;, son fibrados vectoriales complejos sobre X y oo E, | X —C—E, | X—C
es un isomorfismo sobre el complementario de un subconjunto relativamente compacto
C de X, por la relacién de equivalencia ~ siguiente:

(Es, Ey, ac) ~ (Fo, Fy, Bp) =

existe un fibrado vectorial L sobre un entorno compacto A de C U D en X, y un iso-
morfismo
9:(E°®F’)|A@L —> (E; @ Fo) |A@L

tal que
6|w='flclw$,8_gllvw®idlw

donde W = A— (CQ) D).
Definicién 1.2

Sea X € @Bc y A un subespacio localmente cerrado en X, definimos K (X, A), como el
cociente del semigrupo de triples (E,, E;; «c), donde E,, E; son fibrados vectoriales sobre
X Y act Eg|X—C — E, | X —C un isomorfismo sobre el complementario de un- subes-

* Este trabajo es parte de la Memoria de Tesis Doctoral.
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pacio C relativamente compacto de X tal que C < X — A por la relacién de equivalen-
cia ~, donde
(Ey, E;; ac) ~ (Fo, Fy; _BD) ="

existe un fibrado L sobre un entorno compacto C’ de C \J D en X, y un isomorfismo

6: (E)@Fx)l G,@Lﬁ' (El@F")iC'@L

tal que
0

W=1c|w@B_Dl|W@id|W
donde

W =C—(Cy D)
Proposicion 1.3

K (X) y K(X,A) son grupos con la operacién inducida por la suma directa de fi-
brados.

Demostracion: La comprobamos en el caso K (X, A), puesto que si A= @ tenemos
K (X, @) = K (X) evidentemente.
La operacion es la siguiente:

@ : ([Ey, Es; acl, [Fo, Fy; Bol) —> [Es D Fo, E; @ Fi; ycubl
donde

veun i (Eo @ Fo) | x-cuvomy —> (Ei @ F1) | x-ccuoy
es el isomorfismo

ac @ Bo | (Eo @ Fo) | x - cuon)

Ademss, si CCX—ANDCX—A = CUDC X—A, luego efectivamente [E, @ F,,
E, @ F;; ycuol es un elemento de K(X, A).
. Por las propiedades de suma directa y la relacion ~ es claro que la operacién es aso-
ciativa y conmutativa.

La clase [E, E; IZ] es el elemento neutro, y si [Ey, E;; acl € K (X, A), [Ey, Eoy; ac']
es su simétrico, en efecto

[Eo, Ei; acl @ LE, Eo; ac']l = [Ey, Ey, E; @ Eo; vl
con
‘YC:EO®E1|X_C_‘_'>‘E1$E0lX_C
Luego
[E, @ E, E: & E,; "{C] =\[ESE; 1@]

Proposicion 1.4

Si X es compacto K (X) coincide con la definicién de grupo de K-teoria bara com-
pactos ([1], pag. 42).

Demostracion: Recordemos que en ([1], pag. 42) se define K (X), cuando X es com-
pacto como el grupo abeliano asociado al semigrupo de las clases de isomorfismo de los
fibrados vectoriales complejos sobre X. Entonces cada elemento deé K (X) tiene por re-
presentante un par (E, E,;) = [E,] —[E;]l, donde E, E,; son fibrados vectoriales sobre
X. K (X) esta definido por la relacién de equivalencia i

(E,E)) ~ (F, F) =
J un fibrado vectorial E y un isomorfismo

E®DF@®E ~E®EQ®E

et
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Con estas consideraciones la demostracion de la proposicion es inmediata, puesto que
en un compacto todo subespacio es relativamente compacto.

Proposicion 1.5

Si X y A son compactos K (X, A) es el grupo de K-teoria relativa para espacios com-
pactos.

Demostracion: Recordemos ([1], pag. 66) que K (X, A) para espacios compactos viene
definido por i

K (X, A) = K (X/4)
siendo X la K-teoria reducida que asocia a un espacio compacto X con punto base x, el
nticleo del homomorfismo
i*; K(X) —> K (%)
siendo i: x, —> X la inclusion del punto base.
X /A es un espacio con punto base identificado con todo el subespacio A.
Entonces K (X, A) puede obtenerse de la siguiente forma: Consideremos el semigrupo

de triples (E,, E;, «) donde E,, E; son fibrados vectoriales sobre X y « : E, ] A —> E, |A
es un isomorfismo de fibrados sobre A. La relacién de equivalencia

(Eoy, Ey, o) ~ (Fo Fi,B) &
3 fibrado vectorial E y un isomorfismo

®E0®F1$EE El@F’@E
tal que:
®|A—=*a}A€BB"‘|A€Bid|A

Las clases de equivalencia forman el grupo K (X, A).
Es evidente entonces que K (X, A) asi obtenido coincide con el de la fefinicién 1.2.

Proposicion 1.6

Si X es un subespacio abierto de un espacio compacto Y, y B = Y — X, se tiene

K (Y, B) —;—E——> K (X)

Demostracion: Sea [E,, E;; ] un elemento de K (Y, B), entonces oy : E, | B ——> E, { B
puede extenderse a un isomorfismo

;:E(,]‘IABJ——>E,!§

sobre un entorno cerrado B de B en Y.

Entonces (E, | X, E, [ X; :[ XN l?) representa un elemento de K (X), y es claro que
este proceso define un homomorfismo

0: K (Y, B) —> K (X)

Inversamente, dado [E,, E;; oc] € K (X), escojamos un entorno compacto A de C en X
y un fibrado complementario F para E;/A.

Sea

~

Yy : E; i i LATE Y

S
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Entonces ((E, ) U Mx(Y—C)), M; identidad) define un elemento de K (Y, B).

IA F
V¥ ala-C 2 .
Esta construccién es claro que da un homomorfismo inverso de p. :ﬁ:
Corolario 1.7

K (X) = K (X*, punto) = K (X+), donde X+ es la compactificacion con un punto de X.

Este ultimo resultado nos va a permitr estudiar una serie de propiedades del functor
K que hemos definido.

Es inmediato comprobar que es un functor de la categoria de los espacios localmetne
compactos y aplicaciones propias, a la categoria de los grupos.

Proposicion 1.8

K (X), X € B tiene ademas estructura de anillo, donde el producto estd inducido por
el producto tensorial de fibrados.

Demostracién: Por el corolario 1.7 K (X) = (X*) y sabemos que

R (X*) = Ker (i* : K(X*) ——> K (+))
donde i* es un homomorfismo de anillos.

Por tanto k'(X) sera un ideal del anillo K (X*), es decir, en particular, en general, sin
unidad. £

2. Definicién de
K"X),neN, X € Be
Definicion 2.1

Si X, Y son espacios compactos con punto base, se llama «producto amalgamado»
smasch product) al espacio

XE/N Y =X Y XNV
donde
XvY=Xx{+}l U]+ xY

Proposicion 2.2

Si X, Y son dos objetos de la categoria @B, entonces X x Y€ B y X+ AV+ =~
(XYt

Demostracion: Se comprueba sin dificultad.
Es bien conocido el

Lema 2.3
D*/S*! —~ (R")* ~ S"
Entonces
S":/\ Sm = (Rn)+ /\ (Rm)+ = (Rn X Rm)+ = (Rn+m)+ = Sr+m,
Consecuencia:

(n
S"=S'AS'A ... AS!
Definicion 2.4

Si X es un espacio compacto con punto base, definimos la suspensién de X, SX
como el espacio XA S

Sy
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(n <
La n-ésima suspensién iterada SS ... SX (n veces) es naturalmente homeomorfa a
X A S*, y se representa por S"X.

Proposicion 2.5
Demostracion:
S (XH) = X+ A Sy = X+ A (RY)* = (X x Rr)*

donde las dos ultimas identificaciones son ciertas por el lema 2.3 y la proposicién 2.2
respectivamente.

Estos resultados nos permiten dar la
Definicion 2.6
Para n>~0y X€ Bc
K- (X) = K" (X*) = K (S"X*) ~ K(X x R")
Proposicion 2.7

Si X,A€ B./A\AC X existe una sucesién exacta natural (infinita a izquierda):

—H K2 (A) ——» K1 (X,4) —> K- (X) —> K1 (4A) —
——» K (X, 4) —> K*(X) —> K°(4)

Demostracion: En efecto: (X*, A*) es un objeto de la categoria de pares de espacios
compactos y A* es un compacto con punto base, entonces la sucesion
— > K-1(A*) —— K-} (X*+, A*) —> K-1(X*) —> K-1(A*) —>
——> K (X*,A%) —> K (X)) —> K (4

es exacta. ([1], pag. 7).

Teniendo en cuenta la definicién 2.6 y el hecho de que X*/A* — X/A, se sigue que
la sucesién del enunciado es exacta.

3. El isomorfismo de Bott y el functor K"(.),n€ Z sobre B

Daremos en primer lugar la descripcién del isomorfismo de Bott, que constituye el
punto cen‘tral de la teoria K.

Sea n €l fibrado lineal complejo sobre S?, cuya primera clase de Chern es igual al
generador canénico de H?(S?, Z). Entonces [y]iE K (8?) y [yl —1 es un generador de
K (8*) = K%2(+) que designaremos por g. :

Teorema 3.1
Si AN X(C A, X compactos, la aplicacién
B: K"(X,A) —> K- (X, A)

que envia a en ag (donde el producto estid inducido por el producto tensorial de fibrados)
es un isomorfismo.

Demostracion: Ver ([4], Cap. 10).

e uae
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Corolario 3.2
Si X es un espacio compacto, la aplicacion
B: K (X) —> K-+ (X)
dada por B (a) = ag es un isomorfismo.

Demostracion: Es consecuencia inmediata del teorema 3.1 tomando A = @.
Corolario 3.3

Si X € B la aplicaciéon
B: K" (X) ——> K- (X)
tal que B (a) = ag es un isomorfismo.

Demostracion: Es suficiente aplicar el teroema 3.1 al par (X*, +)'y recordar que

K- (X) = R (X%) = Bor (X+/+) = K= (X*, +). 3
Corolario 3.4
Si A XAA X e B, la aplicacion
B: K~ (X, A) —> K-9(X, 4)
es un isomorfismo, : :

Demostracion: Es aplicable el teorema 3.1 al par (X*, A*) y por ser Xt/At =X/A
se tiene la tesis. 4t

Si X € @B puede identificarse K=" (X) con K°(X) y K-“* (X) con K~!(X) por el iso-
morfismo de Bott : ;

B KN (X) ——> K*(X)
Br: K1 (X) ——> K@ (X)

Andlogamente
K= (X,4) = K°(X,A)
K—(Zn-H) (X, A) = K—l (Xl A)

Esto nos permite definir K"(.) VY n € Z.

Definicion 3.5
SiX e Re
: K*(X) = K*(X) si n par
K* (X) = K-'(X) sin-impar
Si AC XA Xe Re
K*(X,A) = K" (X, A) si n par
K*(X,A) =K' (X,A) sin impar
Teorema 3.6

Los functores K" (.) sobre @B, satisfacen los axiomas usuales de una teoria de coho-
mologia generalizada.

Demostracion: Se cumplen:
a) Axioma de homotopfa. Si

fof1: X, A) —— (¥, B)

=
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son hométopas, entonces
fo* = fi*: K* (Y, B) —> K* (X, A) Vnel

Este axioma es consecuencia del corolario 1.7, definiciones 2.6 y 3.5, y del hecho de
ser el functor K" (.) para los espacios compactos un functor homotépico ([1], pag. 44).

b) Axima de exactitud. Para cualquier par (X, A) con las aplicaciones inclusién
i:A—> X, j: X ——> (X, A)
se tiene la sucesién exacta

B LR () Kasiyy e
——> KMl (X, A) Kt (4) ——=
——> K" (X, A) —+> ... (—oo<n< o)

Para n <0 esta sucesién es la dada en la proposicién 2.7 y para n > 0 se sigue de que
B, por conmutar con los homomorfismos inducidos por aplicaciones entre espacios da un
homomorfismo de sucesiones exactas.

3
K- (A) —> K% (X, 4) ——> K*(X) ——— K-*(4)

LB 1B 1B 18
K—(n+2) (A) ——> K-(n+l) (X, A) > K-(n+1) (X) S0 K-(n+1) (A)

c) Axioma de escisién. Para cualquier par (X, A) si U es un abierto de X tal que
U ( int A, entonces la aplicacion escision
j:(X—UA—U) —— (X, A)
induce un isomorfismo

j*: K*(X,A) ——> K"(X—U, A—U) YneZ
En efecto:

K# (X, A) = K*(X/A)
KEe—1U, A—1) = K= (X~ U A— 1)

En las condiciones anteriores X/A es homomorfo a X — U/A— U, luego ambos grupos
son isomorfos: K*(X,4) ~ K*"(X—U, A—DU).

No se cumple el axima de la dimensién, puesto que K" (+ ) =~ Z para n par. o

Ya que los grupos de teoria K son periédicos conviene dar la

Definicion 3.7

Para X € QBe
K*(X) = K°(X) & K'(X)

Para AC X, A, X € Bc
K*(X,4) = K°(X,A) @ K (X, A)

Como § respeta la periodicidad, tenemos el tridngulo exacto

)
K* (A) K* (X, A)

K*(X)

S
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que determina el exadgono exacto
K' (X, A) ————— > K' (X)
)
K’ (A) K (4)

/s

K (X)) —— > K'(X, 4)

y que tiene la sucesién exacta larga del par (X,A) como recubrimiento universal.
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Abstract

A systematic process to obtain, in vector form, the perturbation formulas for every
orbital element (constant or not in the keplerian motion) is developped. This work is
completed with a set of universal equations, that generalize Gauss perturbation formulas.

1. Introduccion

La aplicacion del método de variacién de las constantes arbitrarias, para llegar a la
obtencion de un formulario de la teoria de perturbaciones en el movimiento kepleriano
de un punto, ha sido desarrollado desde diferentes puntos de vista con gran detalle
(Transformaciones candnicas, Cilculo de paréntesis de Lagrange o Poisson, etc.)). No
obstante, desconocemos la existencia de un desarrollo paralelo en la obtencidén directa
de férmulas de pertubacion.

Deducciones directas de la teoria de perturbaciones, exclusivamente dedicadas al caso
del movimiento eliptico y en forma mas o menos ingeniosa, figuran por ejemplo en las
obras de D. Brouwer y G. M. Clemence (1961), D. King-Hele (1964), etc. Sin embargo di-
chas deducciones no implican un tratamiento sistematico que permita entrever un mé-
todo de calculo utilizable en otros casos.

Tratamientos més generales y ordenados, aunque también referidos al caso eliptico,
han sido dados por G. E. Cook (1961) y P. Musen (1954). Concretamente este tltimo deriva
un nuevo sistema de ecuaciones de perturbacion basado en la definicién previa de ciertos
elementos vectoriales.

En el presente articulo, desarrollando las ideas expuestas por V. Camarena (1972) en
un trabajo anterior, hemos abordado el citado problema, dando un proceso sistematico
de calculo de férmulas de perturbacién para cualquier elemento orbital, que sea o no
constante del movimiento kepleriano. ;

Nuestro trabajo se completa con un formulario de la teori» -e perturbaciones, andlo-
go al de Gauss, que resulta valido para cualquier tipo de movimiento (eliptico, parabé-
lico, hiperbdlico, etc.). Para ello se hace uso de las funciones de Stumpff (1959) y de las
expresiones consignadas en una memoria de J. M. Correas (1973).

La derivacién de férmulas de perturbacién para algunos elementos orbitales del movi-
miento kepleriano y el método seguido en su obtencion, permitiria, como se comprende
facilmente, establecer otros formularios analogos.

—

* Este trabajo fue presentado en las terceras Jornadas Matematicas Hispano-Lusas, 1974, celebra-
das en Sevilla, abril 1974.
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2. Cdlculo directc de formulas de perturbacion

Consideremos el movimiento kepleriano de un punto P, con respecto a un centro
atractivo O y sea r = OP el vector que define la posicion relativa de ambos. Supongamos
que dicho movimiento se encuentra perturbado, ya sea por la accién de otros cuerpos, la
forma no esférica de los mismos, etc. En este caso, las ecuaciones del movimiento, son

e
r+—=9 2.1)
»

donde & (&, P, &P;) representa la aceleracién perturbadora.

Cuando se prescinde de la accién perturbadora, las ecuaciones del movimiento keple-
riano correspondiente, que denotaremos con el subindice k, seran

o0 r
(rk+ (—:—] =0 2.2)
k

y por consiguiente, si
(x) = r (@, 1) () = r(a, 1) (23)

son las soluciones del sistema (2.2), donde a;, a,, ..., a;, son constantes de integracién, el
método de variacién de las constantes consiste en suponer que la solucién del sistema
(2.1) es funcionalmente idéntica a (2.3), si bien ahora las cantidades a;, @, ..., as, se con-
sideran variables.

Como vemos, tal hipétesis equivale a suponer que las soluciones del sistema (2.1) son
de la forma

r =rla(t),1] r = r[a,(2), 1]

de manera que, para cada instante #, tendremos unos valores g;(Z), que definen una 6r-
bita kepleriana u drbita osculatriz, y se cumpliran las condiciones

r(t) =[r®l r (t) = [r ()l (24)

Es decir que la orbita osculatriz representa el movimiento kepleriano que seguiria
el punto P, si en el instante ¢ cesara la accién perturbadora.

De acuerdo, pues, con las hipétesis del método de variacién de las constantes, pode-
plantear el mismo problema con criterio sistematico. En efecto, si elegimos como para-
metros independientes las componentes de los vectores de posiciéon y velocidad, esto es

r(x, %, %) v r(x, %, x:), las perturbaciones correspondientes a una funcién escalar

F. (4, r, ¥), serdn
dF,; oF; oF, o F,
= + 5‘5,' + X (2‘5)
dt ot 0% 2 %

y por tanto, sustituyendo en esta igualdad las expresiones (2.1), (2.2), (2.4), resulta

( dF; dF, 3F, 3F, W%
e e e
dt k ot E Bs'L‘,k S:i‘;k 7 k
dF, dF, dF, 3F, e

e
dt ot E axi 3 ai'jk 7 k

e
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Restando ambas expresiones, se obtiene la férmula fundamental

d F; dF; o F,;
el i __) P (2.8)
dt dt ) 9% )&
En particular, si la funcién F; es una constante del movimiento kepleriano, se veri-
ficara
dF; o F;
= ( ) (2.9)
dt 0% )a

Evidentemente, cuando la funcién F; también depende de las citadas variables a tra-

vés de ciertas funciones f (¢, r,r), es decir F; = F, [t, 1, T, TG r)l, las férmulas funda-
mentales (2.6), (2.8), siguen siendo validas, aun cuando ahora han de tenerse en cuenta
las funciones f, en el momento de calcular las derivadas parciales correspondientes.

3. Foérmulas de perturbacion de algunos elementos orbitales
En principio, las igualdades anteriores permiten deducir las férmulas de perturbacién
de cualquier funcién escalar o vectorial, siempre que las expresemos como funciones de

las variables (#, r, r). Sin embargo, es conveniente dar algunas reglas que sirvan para
simplificar su obtencién.

a) Si tenemos una funcién escalar o vectorial A; = A; (¢, r), resulta

dA; dA;
SREE [ ] 3.1)

dt dt

b) Siendo A = A (£, r), las formulas de perturbacién de los productos escalar y vecto-
rial, f = A .7 F = A A 1, resulta

dF df df dF
__=( ]+A-g’ =( )+A/\9’ 32)
dt dt ). dt a ).

Por ejemplo, para la integral de la energia E y el vector momento angular C, ambos
constantes en el movimiento kepleriano, se tendra

fles i dE dE !
E=—y—— =( ] P=r P (3.3)
2 r dt 9 Z;
SR dC
C=rAr - =rAP (34)
t

Del mismo modo podemos escribir las férmulas de perturbacién para el vector peri-
centro e y el parametro p, es decir

1 r de 1 s
e=—(@AC)—— —=—I[2AC + rA@A P)] (3.5)
w 7 dt i
C dp 7)
D= —=——0C:(ri\ 2) (3.6)
w dt

= o
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c) Dado un vector B, la formula de perturbacién de su moddulo se obtiene por la
igualdad

dB d(B:B)” B dB
St SRR e R BT (3.7)

dB d(B.B)? B dB

Aplicando esta formula a la excentricidad e y al médulo C del momento angular,

sera
de e

c=(c-cnp s S BUNG A A D) (3.8)
dl lu@
dc C

C=(C. 0" —=—— (AP (3.9)
dt @

Dado un vector unitario k = q/g, la perturbacién de este elemento, sera
dk d q 1 : : 1 5
— ——] =—(@q—qq)=——IlgA(@Ad] (3.10)
dt dt q q* q?

Asi, las férmulas de perturbacién para los vectores unitarios u, = C/C, u, = e/e, seran

du, 1
= —wA{TAP) Aul} (3.11)
dt C
du, 1 :
7 =——up»/\[{,ﬂ/\C+r‘/\(r/\g’)}‘/\up] (3.12)
t y,e

El proceso puede ser aplicado a cualquier otro elemento orbital, por ejemplo al se-
mieje mayor a en el movimiento eliptico, en cuyo caso tendremos

2 pat e At e e (3.13)

Nos falta, pues, deducir una ecuacién andloga a la de Kepler, valida en cualquier tipo
de movimiento, para poder consignar un formulario completo de la teoria.
4. Ecuacion de Kepler generalizada

Recordemos que en el formulario dado por J. Correas (1974), se ha llegado a determi-

nadas expresiones validas para todo tipo de movimiento, y entre dichas expresiones figu-
ra una ecuacién de Kepler generalizada del tipo

t—fh=7vi —T+*Fv:+uvwvs

donde v (s, E), v2 (s, E), vs(s, E), son funciones de Stumpff (1959), que dependen de la
energia E y del parametro s, definido por la igualdad

8
t——la=f r ds
0

e
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Ahora bien, para obtener la férmula de perturbacién correspondiente, hagamos coinci-
dir ¢, con la época T de paso por el periastro, es decir
T=t—1rv 2 SO ST HATE (4.1)
pero como T’ es una constante del movimiento kepleriano, tendremos

dT 8T 3T dT BE
P = + - P
dt 3 r dr 8E 9dr

puesto que s = s (¢, 7) no depende de 7.
Calculando las derivadas anteriores, resulta

oT BN
=TV e et

dr dr

oT 0 v . 0w D vs

e — G LT =W

oE dE dE 3E

y teniendo en cuenta las propiedades de las funciones de Stumpff, tenemos

oT 1
SRS [s(—rvo+1'w T L i) + rv—27" v + 3\114 vsl
0E 215,

o bien finalmente

dar (r-2) :
—=wu:P) +——[—T—sto—7riv:+ 2l (4.2)
dt 2.5

que es la férmula general de perturbacién de la época T, para cualquier tipo de movi-
miento.

5. Genleralizacion del sistema de ecuaciones de Gauss

En el movimento de un punto A, con respecto a un centro atractivo O, podemos Su-
poner referido el plano de la 6rbita a un sistema de ejes O x, x, x3,, por medio del dngulo
Q (del nodo) y del angulo ¢ (argumento del periastro), en la forma habitual.

Podemos, por tanto, definir dos sistemas de vectores unitarios ortogonales dextrogiros,
del siguiente modo:

a) Sistema de versores (u, u, u,), que tienen respectivamente las direcciones radial,
transversal y perpendicular al plano de la érbita, esto es

SaaR (6
r=u, r=ru +—u; C=Cu,
=

b) Sistema (u,, u,, u,), para el cual los versores u, u, determinan respectivamente
la direccién del periastro y la perpendicular a la anterior en el plano orbital, es decir,

e=cu, p=ru,

e s
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Como es sabido, si f designa la anomalia verdadera de A, los cosenos directores de
los versores u,, u., U,, en el sistema O x; x, x;, son

u! = cos Q cos (p + ) —senQ sen (w + f)cosI
u? = sen Q cos (@ + f) + cosQ sen (o + f)cos I
u’ = sen (o + f) senl

u! = —cosQsen(w + f) —senQcos (o + f)cos I
u? = —sen Q sen (w + f) + cos Qcos (o + f) cos

ul = cos (@ + f)senl
u,'= sen Q sen I

u,} = —cos Qsenl
u, = cos L

y anilogamente se obtienen los correspondientes a u,, U, sin mas que poner en las fér-
mulas respectivas de u,, u,, €l argumento ¢ en lugar de (w + f).

Por otra parte, son evidentes las relaciones

u,-u, =u, - u = cosf U, U, =—1u,*u, =—senf
u, - u,cos f —u, sen f u, = u,senf + u,cosf

Entonces, si (R, S, W) son las componentes de la perturbaciéon en el primer sistema,

#=Ru, + Su, + Wu,
de donde

rA® =r(—Wu, + Su,) P =AC=C(Su—Ru,)
rA(rAP)=CSu,—ri(Su, + Wu,) C-@ApP)=rCS
PAC+TA@CAP)=2CSu,—(r#S + CRYu, —r7Wu,
Con esto, las expresiones (3.6), (3.11), (3.12), nos daran

dp 2 2

D
—=—2C-rAP)=—1rCS=2rS [—
dte= w w
de 1
—— =—[2CScosf+ (r7S + CR)senf]
du,, 1 rW
— =—[[WA{rAZ) Au,}] =——u,
dt C C
du, 1
= —[Ksenfu, + Kcosfu,—rrWu,l
dt ep_

siendo K la funcién
K =2CSsenf—(rrS + CR)cosf

3 Dell 'IHISI.T'IO modo, por derivacién de las componentes u',, u?,, u’,, 4}, y subsiguiente
simplificacién, se obtiene

dl du’, W W

sen] — =————=—u), = ——cos(p + f)sen T
dt dt (& (¢

R e
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d@  Ydut, du?, rW rW
sen] — = ——cosQ+——senQ = ———(ul, cos Q+u? sen Q) = —sen (m +71)
dt dt dt C C
d w 1 dusp dl K rW
coSgp—— = ————— —Sen g ctg ] — = ——cos oy — —— ctgl[senf+senwcos(m+1)]
dt sen] dt dt e

dp

—=2rS |—

dt ®

de P cosf + e
R —_— Rsenf+S(cosf+——— ]
dt u 14+ ecosf

dI W

— =——cos (o + f)

dt \/up

dQ W sen (o + f)

dt Yup  senl

da) 1 v r re
_— ——[—Rcosf+S (1+—J senf—W———sen(m+f)cth:|
dt e w P p

dT (r - 2) ]
—=w@: P+ ——[—T—sro—rrv+2pwvl
dt 2 E

Este sistema, valido para cualquier tipo de movimiento, constituye una generalizacién
del sistema de ecuaciones de perturbaciéon de Gauss.
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PARENTESIS DE LAGRANGE Y ECUACIONES
DE PERTURBACION DE UN MOVIMIENTO KLEPERIANO*
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Abstract

The motion of a point under perturbations in a gravitational central fields is conside-
red. By means of Lagrange parenthesis, the equations of motion in different systems of
variables are obtained. These equations are valid whatever the motion may be; in par-
ticular different systems for elliptic motion are given.

1. Introduccion

El estudio del movimiento de un punto, sometido a un campo de atraccién central,
puede efectuarse en diferentes sistemas de variables que hacen mas o menos viable su
integracion. Cuando el sistema dinamico correspondiente estd sometido a perturbaciones,
la eleccion de un sistema adecuado de variables adquiere todavia mas importancia.

Son bien conocidos los sistemas de variables utilizados por Lagrange, Hill, Delaunay,
Levi-Civita, etc., que dan lugar a sistemas dinamicos en forma candnica o no canédnica.
Sin embargo, la obtencién de dichos sistemas a través del calculo de paréntesis de La-
grange, so6lo ha sido utilizada de forma esporadica.

En el presente trabajo, las ecuaciones del movimiento derivadas del método de varia-
cién de las constantes, son planteadas a base del calculo de paréntesis de Lagrange y los
sistemas de variables utilizados son en unos casos validos para todo tipo de movimiento
y en otros especialmente dedicados al movimiento eliptico.

Para ello, se ha hecho uso de formulas generales, consignadas en un trabajo inédito
de J. Correas (1974), donde son aplicadas las propiedades de las funciones de Stumpff
(1959). Se ha llegado asi a diversas expresiones de los paréntesis de Lagrange, tanto en el
caso general como en el eliptico, del que se obtienen facilmente algunos sistemas de
ecuaciones que pueden ser utilizados en el estudio del movimiento orbital.

2. Método de variacion de las constantes

Como sabemos, un movimiento kepleriano, sometido a una perturbacion &2, responde
a la formulacion general

. ru
r+ =2 [2.1]

7 I

Este trabajo fue presentado en las Terceras Jornadas Hispano-Lusas, celebradas en Sevilla en
abril de 1974.
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o canodnica
d 3 (F — P) dr o (5 — #)
_r. = Core e [2.2]
dt al.' dt or
donde
137 i
H=—r—— [2.3]
2 r

Por otra parte, si x representa un 6-vector del espacio fasico, cuyas componentes son

(%1, %2, %3, X1, %3, X3), ¥ J es la matriz

_LJ_I_’)
J_(_le [24]

para la cual 0%, I denotan la matriz nula y la matriz unidad de orden 3, las ecuaciones
[2.2] se pueden escribir en la forma

x+1(H—p) =0 [2.5]

En general, puede suponerse que ¢ y £ son funciones del tipo F = x 1), ? =
& (x, t), aun cuando en los casos mas frecuentes (problema de un satélite artificial,
problema de n cuerpos, etc.) el tiempo no figura de modo explicito en ninguna de estas

funciones y la funcién perturbadora ¢ no contiene los momentos (X, X, X3).
Para darnos una idea del método de variaciéon de las constantes, consideremos, de un
modo general, un cambio de variables

x =x(a,t) [2.6]

tal que ' = X, (matriz jacobiana de la transformacion) es de clase C¥ ydet I = 0, sien-
do a un 6-vector de componentes o parametros (a;, @, as;, @, as, Gg)-
Derivando [2.6] con respecto al tiempo, tendremos

).(=X,+I‘2‘1 )&—x:l“é
de donde
ITJTa=T"7(x—x)

siendo T'T la matriz transpuesta de T'.
Si aplicamos esta igualdad a las ecuaciones [2.5], resultard

T IT) a=T"TI—1(H—2P)—x] =T" (F—2), —T"Ix
o bien ;
C’J Da=F—2), —T"x

Esta féormula general de cambio de variables presenta tres casos particulares intere-
santes:

1.° Si la transformacién es completamente candnica, existe una funcién R tal que
] x, = Rx’ y ademds (I'" J T') = J, por consiguiente [2.7] se convertird en

Ja=(#—92),~T"'R =(F—2—R),

e
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O sea
é+](§€—g—R)a=0 [2.8]

que es la nueva forma hamiltoniana del sistema.

2.° Si la transformacién es del tipo x = x (a), las ecuaciones del movimiento en el
nuevo sistema de variables seran

@2y Dia —(Fe =) Sl a = AT () [2.9]

3.° 8i las ecuaciones de transformcién, x = x (a, ), constituyen un sistema de inte-
grales de las ecuaciones del movimiento no perturbado y los parametros a representan
ahora un conjunto de constantes de integracion, la ecuacién [2.7], con a = const., & = 0,
se reduce a la siguiente

Fo=Thlix, [2.10]

Por tanto, si admitimos que las integrales del sistema [2.5] son de la misma forma

que las del sistema no perturbado x il ’%)x = 0, la ecuacién [2.7] quedara en la forma

@A R a— P [2.11]
o lo que es igual
da; g o g da; °P
— =23 {aa} , D lapal = [2.12]
dit s 0 ay i=1 dt da,

Las igualdades [2.11] 6 [2.12] son las ecuaciones fundamentales del método de variacién
de las constantes arbitrarias.

3. Nota sobre los paréntesis de Lagrange

Definiremos los paréntesis de Lagrange en el espacio definido por las variables (x;, x,

X3, X1, X, X3) por la expresion

3 ax; 8.723; axi a;ci
[a, Bl = = ] [3.1]
1 Oa oB o8 oa
donde ¢, B son dos parametros cualesquiera.
Las principales propiedades de estos paréntesis son
a) [a, f1=0 [3.2]
b) [, Bl =—I[B, «l [3.3]
6]
c) —I[a, Bl1=0 [3.4]
ot
2(6,C*)
d) [«,B] = [a,B]* + ——— [3.5]
0 («, B)

Las propiedades a), b) no necesitan aclaracién. La propiedad c) indica que dichos pa-
réntesis pueden ser calculados en cualquier instante, puesto que no sufren variacién con el
tiempo. Finalmente, la propiedad d) expresa la transformacién de un paréntesis cuando se
pasa de un sistema O x, x,x; a otro O x,*x,*x;*, por medio de un giro de dngulo § respecto al

S ] e
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eje Ox; siendo C* = x;* x'k*—xk"‘..x',’*" el doble de la proyeccién de la constante de las

areas sobre el eje O x; en el nuevo sistema. Asi por ejemplo,
dedor del eje O x;, de matriz

cosg—senfh 0
A= senp cosf O
0 0 1

sera
C3* = xls'.- xZ:': S5 xz* xlza

4. Paréntesis de Lagrange en un movimiento central

si efectuamos un giro alre-

Recordemos que todo movimiento originado por una fuerza central es plano y verifica
la ley de las 4reas. Por consiguiente, si referimos el movimiento de un punto P a un
cierto sistema de coordenadas ortogonales O x;y;, y son (r,f) sus coordenadas polares

planas, tendremos

X, = rcosf y, = rsenf rdf=Udt [4.1]
donde U representa el doble de la constante de las areas.
Derivando las expresiones anteriores, resultara
. 5 U % s U
X =rcosf———senf y=rsenf + —cosf [4.2]
r r
por lo cual, si 4 designa un parametrc cualquiera, se tendra
2 x or of 2y or of
= ——cosf—r sen f —— = ——senf + r——cosf
0o OCua 2a 0o Ca 0a
3% - .Or U e il U U dr
—— = —cosf—(rsenf + —cosf) — ———senf + sen f —
0 oL 0 o r e} o r 0 o r? 0 o*L
3y, or : U dfiil U U or
— — senf + (rcosf———senf) — + ——cos f — cos f
e) o ° o 1 o oL r 1G] o 7 0 o
Para dos parametros («, ), se obtiene
3x,8x 09y dm 9drdr U [2ar 8f 0of oar .3f af @f auU
3 i ~ i 3 "\___ =R i = e i e
da 0B 0Qa OB da0fB r 3+ 0B dqa 08 da0f dq OB
dx 8% Oy 0m 9rdr U [ar of of or .of af Oof aU
e —_— —_———
P === —_—p — | 477 _
oB 28 oBoeR oB cp r OB %a op 81] 0B 0« 0B 0ua
y

sistema O x, y,
3(r, 7

['1: B]l = —
0(x, B) 0 (x P

a(f, U)

por diferencia de estas dos expresiones, resulta el paréntesis [y, 8]; de Lagrange en el

[4.3]
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donde @ (p, 9)/@ (o, B) denota el jacobiano de las formulas (p, g) con respecto a las
variables («, ).

Por otra parte, si O x y z representa un sistema fijo ortogonal cualquiera, el paso del
sistema O xyz al O x,y, se puede efctuar por medio de tres giros, como sabemos: Uno,
de amplitud Q alrededor de Oz, que nos llevara a los ejes O x’ vy’ z, otro de amplitud I
alrededor de O x’, que conducird a unos ejes O x’ y’’ z;, y finalmente un nuevo giro de
amplitud ¢ alrededor de Oz, que llevara dicho sistema a la posicién O x, y,z, para el
cual Ox, y, es el plano orbital.

Segtin esto, al efectuar los tres giros mencionados, el paréntesis [«, 8], se transfor-
mara de acuerdo con la férmula [3.5].

De ahi que, si es
U =x 3.'1 A }.v'x
H :xfr—y;c = U cos I
o }’”2[—2.3"' S
obtendremos el paréntesis [«, B8] en el sistema fijo O xy z, es decir
2(Q, H) a (I, F) 2 (w, U)
+ +
0 (a, B) 2 (x, B) 2 (o, B)

[a, 8] = Lo, B1: +

o bien
2 (r, R) 2 (u, U) 2 (h, H)
[z, 8] = + - [4.4]
9 (o, B) 0 (a, B) 0 (x, B)

donde se han utilizado las notaciones

Ri— b u—=qo + f y h = (9] [45]

Ahora bien, si hacemos coincidir 4, 8 con alguna de la variables (R, U, H, r, u, h) de
Hill, tendremos los paréntesis

[ RIE=5u1 [usU]l =6 1 [h, Hl = 1
[R, 7] = —1 [U, ul] =—1 [H, h] = —1

siendo nulos los que resultan de las restantes combinaciones.
Asi, segun [2.9], llegaremos a las iguladades

dr (K —P) du  o(F—2) dt (S —P)

dt 3R dt U dh oH
dR 3(F—p) dU 3(F—p) dH 3(F — P
at or dt du dt ah

que constituyen un sistema candnico en las variables de Hill.

Do
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5. Ecuaciones y paréniesis en una formulacién regularizada y universal

Para calcular los paréntesis de Lagrange en un sistema de coordenadas t—7T, w, h ¥
momentos E, U, H haremos uso de algunas de las férmulas consignadas en el articulo

de J. M. Correas (1974). Asi, haciendo #, = T, en cuyo caso €s ;D — 0, tendremos

rr=QEn+wm PR+ =27 (Er +p)
1
c=t—T="rvi+pv t=t—T =——rrysenf + pvs

Derivando estas igualdades con respecto a un parametro cualquiera g, resultard

or 61’- °oE a?’u aw 0s avl 2E
’;’——+T’——=270V1_‘+2E\'x'—‘+(257'o+p.) —‘—“+——'-—‘)
‘aa aa, a(‘j. 'aa, 0s aa, oE faa_
o KR o7 ouU or 0E
rr—— it prr— 4+ U— =QREr+u)— +t7—
0 o Oa °a 0o 0a
Ot GR0) o w Ovs 0s R O v 2E
—— S i (fo——-l-p.-—' === i‘o—‘+,p,-—')——
Oa 0o s 0s 0a o E 2E) Oa
Ot a0 oU 7o or r o1y
e senf— + —senf— +
i0a U 0a U Oa oU o1
o of Ovs O0S Oov; OFE
+—cosf— 4+ ——-—-—+—--—)
U 2q 9s O 2E D

y si calculamos estas derivadas en el periastro, esto es para s =0,

T —=2T0; 'I‘=7‘o=0, \'o———l, \'1=vz=\'3=0; f=0

aw a\'z av; a\'o aw avz av; 5v1
_ SEE TS PR e S e L
obtendremos
or 0s
o =(2Ero+y.) [—')
T @/

(=]
ey
Q)lw Q)l
R | o =
e N N L LA
~

or 9E
—QEnt __] +,oz(__)
Oda/r Oa )71
(as) o or
= 1o _— = ———- —_
Oa /1 (2E7’o+p,) [81]7

e
Oa/r

3=

~

Q
a

|

e LN Y TS
Q (o))
=] «

(e
R
N
(=
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de donde, con respecto a los pardmetros ¢, B se obtiene

3(r, ) Ud(r,U) 8( E) 3(f,U) 3 E)
Rl i = i [5.1]
3 (a, B) 70 (@B 3w P) 3, B 3 B

y finalmente, segtin [4.4], queda

0 (g, E) 0 (w, U) o (h, H)
[a, Bl = 2 + [5.2]
0 (a, B) 0 (o, B) 2 (o B)

En resumen, por aplicaciéon de las ecuaciones [2.9], resulta

ds o (F — ) d o 0 (F — P) dh o (F — )

dt BRI AU dt oH

[5.31
dE o (F—2) du 2(FK —P) dH o (H — )

_— ’ =

dt B e oo dt oh

que como vemos es también un sistema candnico.

6. Ecuaciones y paréntesis en otros sistemas de variables universales

Si elegimos como variables las cantidades (U, e, f, w, I, h) y expresamos las deriva-
das de r, r H en funcién de las nuevas en el periastro, tenemos

(ar) 2U BUJ U [aeJ
Qa T_rp.(l'f‘e)(aa T p@+ef \da/r

67. T U a(l. T
0H 02U eI
—— =——cos/—Usen] —

da Qa da

de donde, por aplicacién de la férmula [4.4], se deduce facilmente

1—e 0(f U) Ue 9 (e, f) 9 (kh, U)
[a, B = — + co8§ | ——— — —
1+e 9(a, B) (I +ef 0(a B 2 (a, B)
o (h, I) 2 (w, U)
—UsenI + [6.1]

i0 (a., B a('l: B)

En este caso, los tinicos paréntesis distintos de cero son

[h, Ul =cosI , [h I1=—Usenl . [ Ul=1
1—e Ue
[f, Ul = [f, el =
1+e (1 + ep

y sus contrarios.

=ioqqeas
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Por tanto, las ecuaciones de perturbacion seran

au : P

dt o a(l)

de @+ e) o2 2P
s ([ AE ) —(1—e) il
dt Ue of S w

df W@ +ep (Q+ep 0F 1Q+e? [ 1 0@
dt U? Ue de U [ U2 5 A :l
[6.2]

dh 1 0P

dt Usenl ¢©I

dl “ctgl 3 1 N7
Gi% g Ba Usenlioh
d o P 1—e* 0 ctel O
e A g +
dt oU Ue e U oI

De modo analogo podrian haberse obtenido otros sistemas de ecuaciones de perturba-
cién para otros sistemas de variables, por ejemplo, el compuesto por las variables (p, e,
f, », I, h). Bastaria para ello tener en cuenta la relacién

U'z

D=
1w

entre el parametro y la constante de las areas.

7. Ecuaciones del movimiento eliptico en las variables de Delaunay

Para expresar las ecuaciones del movimiento eliptico en las variables de Delaunay
l=n(t—T), g=0, h=Q, L= na?, G = U, H = GcosI), consideramos. las ecuaciones

l=t—eseng , =1 ;. rsenj = bsentg [7.1]

donde { designa la anomalia excéntrica y b el semieje menor.
Derivando con respecto a un parametro y y haciendo ¢ = T, resultara

al at De G (8G G (oL
Ca/r 0 g T 61 T L’e Qo /71 Le 61 T

(6)‘) 1+e Ad 1+e 01
B, e
61 T 1—e Vaa, T \ 1—e 61 T

g

W
B
|

I
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Por consiguiente, en las ecuaciones

B
| I? pesent
I r=——(1—ecost) S — [7.4]
w L(l—ecosY)
se deduce
dr 2L oL I} e L(l—e)? r03L G oG
B ) )
Qo /r w Qo /r w Qo /r we Oa/r pe\Qa/r

Ll—e) \ 9q IE (=) A6

(aa 5 [—) 5 —) Ui (a—m]

de donde
o(r,r) 2( L) o (f, G)

D ol e )

Finalmente, teniendo en cuenta la igualdad [2.9], obtenemos

3 L) 8(g, G) a3 (h, H)
[7.5]

+
3 (a, B) o (a, B)

[o, B] =
2 (o, B)

Las ecuaciones candnicas correspondientes seran

dl o(F — ) dg o (F — ) dh o(F — )
G oL dr 3G e dH
[7.6]
dL 3 (FH — P dG 3(F— ) dH 2 (H — P)
qb al o dg a ah
siendo ahora
1 e g w W w
e el s R e S DR e s [7.71
2 r 2 r a r 2a 212

8. Ecuaciones del Movimiento en las variables de Levi-Civita

Para llegar a las ecuaciones del movimiento en las variables (L, G, H, ¢, g, %), hemos
de tener presente que este autor considera una érbita osculatriz en la que su energia E

(negativa) se mantiene constante.
Expresando r y 7 en estas variables, tenemos

L Le
— (1—ecost) r=——+—2Esenf [8.1]
v—2E G

R i e
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y para t = T, las derivadas correspondientes, de acuerdo con [7.2] y [7.3], adoptan la
forma

or 1—e oL L de 1—e oL JITBT oG
Sy = - ]
dr LeW=2E ( 0f e V=2E ( Bf e /=0F [0t

() -2 (8 =), e (B,

—_—

lam

0o

0 a 1—e
de donde
o (r, 1) o(t, ) o (f, G)

B D NGB

y finalmente
0 (g, L) 9 (m, G) 9 (h, H)
[a, B] = + + [8.2]
9 (o, B) 0 (a, B) 0 (a, B)

Estas ecuaciones dan lugar al sistema candnico

9%t 3 (F—2) 2o o (K — 2) dh 2 (F — )

dt oL dt 2G dt oH
s i
e o,
siendo ahora
=— o =E [8.4]
217

Anilogamente podrian obtenerse otros muchos sistemas de ecuaciones de perturbacién,
como el clasico de Lagrange, utilizables especialmente en el movimiento eliptico.
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POLARIZACION DE TRANSISTORES DE EFECTO
DE CAMPO: METODOS GRAFICOS

POR
P. MARTINEZ y J. BARQUILLAS

Departamento de Electricidad y Electrénica
Facultad de Ciencias de Zaragoza (Espaiia)

Abstract

In the present work a generalization of the graphic methods of bias is achieved what
is useful for all kinds of field effect transistors, and a analytic method is reported for
the determination of the bias network (and the values of its components) asociated to
given extreme characteristics and required operating point precision of a device.

I. FET de unién (JFET)

El transistor viene caracterizado por los valores extremos del voltaje de pinch-off, Vp,
y de la intensidad de saturacién maxima, Idss. El punto de operacién, siempre dentro de la
regién de saturacion, estd determinado por (Ids, Vds),, con un error permitido A Ids alre-
dedor de dicho punto.

En regién de saturacién es valida la siguiente relacién experimental [17:

IVgSIJ2
| Vp |

Esta expresién, para las dos caracteristicas extremas del dispositivo, se representa
graficamente en la figura 1.

Ids = Idss [1— (1)

Ids
(Idss}mox N

(idse}min. 1
HAL

Alds
R 1

R El I )
0 IVal IVbl [Vplmin IVplmox Vgl

Fic. 1

La relacién (1) nos da los valores limites del intervalo de variacién de la tensién puer-
ta-fuente Vgs, que denominaremos Va y Vb

Il

| Vb | = [1 —\/(Ids + AIds)/(Idss) méx.] - | Vp | méx

| Va | = 11—/ (Ids — A Ids)/(Idss) min.] - | Vp | min.

Il

e
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Las redes tipicas de polarizacién de un FET [2] se muestran en la figura 2 y nuestro
problema es seleccionar la adecuada para asegurar una variacién del punto de operacién
menor o igual que la impuesta por las condiciones de disefio, calculando asimismo el

valor de sus componentes.

__—Vdd‘ ot —Vdd — Vdd

Rd Rl Rd
Rg Rs [‘{J R2 Rs
e = =
{a) (b) Gk
F1G. 2

Normalmente se cumple 1 Vb | > l Va [ pero si el incremento permitido A Ids es muy
grande puede suceder lo contrario, determinando la relacion entre |Va1 y |Vb | la red
de polarizaciéon a utilizar.

Sea K = ] Vb ] /| Va : r = A Ids/Ids y estudiemos las diversas posibilidades:

ILl. K=1

Esta situacién se ve en la figura 3, siendo evidente que basta utilizar la red de polari-
zacion de la figura 2 (a) con una bateria de cualquier valor comprendido entre |Va| vy
| Vb ‘ El interés de este caso es puramente académico, ya que en la practica no se utili-
za nunca una fuente de alimentacién adicional por ser compleja y costosa su cons-
truccion.

Ids Ids

[ER 2
Vsl [} 1Val Vbl Vsl

F1c. 3 FiG. 4

1=
12. 1<K <=

1—r
Esta situacién se muestra en la figura 4, siendo posible trazar rectas que pasen por
el origen, por encima del punto A y por debajo del punto B; asi la precision deseada

se consigue mediante la red de autopolarizacién de la figura 2(b), obteniéndose los va-

— 3 —
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lores extremos de la resistencia Rs a partir de las pendientes maxima y minima de las
rectas que pasan entre A y B. Los valores extremos de Rs resultan ser

| Va| | Vb |
(Rs)max,. = ——— y (Rs) min. = —8M8—
Ids — A Ids Ids + A Ids

1+r
13. K>

1—r

En la figura 5 se puede ver que no es posible ahora trazar rectas que pasen por el
origen y queden entre los puntos A y B como en el caso anterior, sino que todas cortan
al eje Vgs en puntos situados a la izquierda del origen. La precision exigida al punto de
operacion es elevada y por tanto es necesario utilizar la red completa de polarizacidon de
la figura 2 (c).

Ids

Vgl Vglmin  [Val Vbl Vgs!

F1G. 5

La tension de puerta Vg es suministrada por el divisor de tension R;— R, y su valor
minimo se obtiene igualando los valores extremos de la resistencia Rs. Estos valores
extremos son:

| Vg | + | Va| |Ve| + | Vb |
(Rs)méx, = ——— y (Rs)min.= ——
Ids — A Ids Ids + A Ids

y la tension de puerta minima resulta:

| Vb | 1 | Va | 1
2 7 2 7

La resistencia de fuente Rs correspondiente a este valor { Vg | min. vale:

| Vb | —|Va | 1
me
2(Ids—AIds) \ r

| Vg | min. =:

Escogida la tension Vg, el céalculo de las resistencias R; y R, es analogo al utilizado
en la polarizacion de transistores bipolares. La resistencia de sumidero Rd se calcula,
asimismo, de modo inmediato:

| Vdd | — | Vds |

Ri=———  __Rs
Ids
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II. MOSFET de acumulaciéon

La operacién del MOSFET de acumulacién en su regién de saturacién viene expresa-
da por la siguiente ecuacién [3]:

@

Vgs \2
Ids = It (1——

vt

siendo Vt la tensién umbral e It una intensidad caracteristica del dispositivo. Esta ecua-
cién, aunque formalmente andloga a la del JFET, presenta la particularidad de que
| Vs | > | Vi | para toda la regiéon de funcionamiento.

Ademas, el signo de la tensién Vgs es el mismo de la tension de alimentaciéon Vdd
y por tanto no es vilida la red de autopolarizacién de la figura 2 (b).

Las dos situaciones extremas para la polarizaciéon de un determinado MOSFET de
acumulacién se pueden ver en la figura 6

{ = v
0 Vtimin Vtlmox Vbl Val Vgsl- 0 Vel Vbl Vsl

FIG. 6 Fic. 7

Los valores de |Va| vy | Vb | se deducen de la expresion (2)

| Va|

Il

| Vt | max. [1 + \/ (Ids — A Ids)/(I?) min.]

| Vb | = | Vt | min. [1 + \/(Tds + A Ids)/(It) max.]

Andlogamente al JFET, pueden ocurrir varias posibilidades:

IL.1. |Va|<|Vb|

En la figura 7 se puede ver esta situacién, y la polarizaciéon se logra, como en el caso
1.1 del JFET mediante una bateria adicional. Su interés es puramente académico.
II2. |Va|>|Vb |

La situacién de los puntos A y B corresponde a la figura 6, siendo preciso por tanto

utilizar la red completa de polarizacién. Las expresiones para el calculo de sus resis-
tencias son las mismas del caso 1.3 de la polarizacién del JFET.
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III. MOSFET de vaciamiento

El MOSFET de vaciamiento tiene un canal creado previamente y presenta asi una in-
tensidad de sumidero no nula para una tension puerta-fuente igual a cero [2].

La tensiéon Vgs puede tomar valores positivos o negativos y dependiendo de su signo
el MOSFET trabajara en modo de acumulacién o vaciamiento.

En modo de acumulacién se comportard como un MOSFET de acumulacién y en modo
de vaciamiento como un JFET, siendo su polarizacién la estudiada ya para ambos tipos
de transistores.

Estos métodos graficos, o los analiticos de ellos deducidos, permiten polarizar un dis-
positivo en un punto de operacién determinado, con un cierto error alrededor de dicho
punto, pero no son validos para redes de polarizaciéon con otra topologia o varios tran-
sistores, siendo precisa una nueva elaboracién para cada caso particular.

BIBLIOGRAFIA

1. L. Sevin: Field-Effect Transistors. Mc Graw-Hill (1965).
2. J. MiuimaN, C. Haikias: Integrated Electronics. Mc Graw-Hill (1972).
3. S. Sze: Physics of Semiconductor Devies. John Wiley & Sons (1969).

= gge




POLARIZACION DE TRANSISTORES DE EFECTO DE CAMPO:
MODELOS INCREMENTALES

POR
P. MaRTINEZ y J. BARQUILLAS

Departamento de Electricidad y Electr6iica
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Abstract

In this work an equivalent circuit of field-effect transistor for variations of their
parameters is obtained [his model is applied to the design of bias network such that
maintaining the transistor’s operation point between given limits. Validicy of this method
has been proved by comparison of the bias network so obtained and the one associated
to the usual graphical methods.

Introduccion

Aparte de los procedimientos graficos ya conocidos otra forma de abordar el proble-
ma de polarizacién de los transistores de efecto de campo teniendo en cuenta la disper-
siébn de sus caracteristicas es obtener un circuito equivalente para variaciones de sus
parametros y proceder de modo andlogo al utilizado normalmente en la polarizacion de
transistores bipolares.

I. Transistor de efecto de campo de unién (JFET)

Una expresiéon bastante aproximada de la curva caracteristica del JFET es la si-
guiente [1]:

(1)

Vgs + ®o2
Ids = Idss 1—————]

Vp + ®do

donde @ o representa el potencial de difusién.

La intensidad Idss se puede expresar en la forma Idss = A .y (1), siendo A una cons-
tante que depende unicamente de las caracteristicas fisicas del dispositivo (concentracio-
nes, dimensiones, etc.) y ,, la movilidad de los portadores mayoritarios del canal. La
magnitud V' p = Vp + @ o depende, asimismo, de las caracteristicas fisicas del dispositi-
vo, pero no de la temperatura.

Definiendo V'gs = Vgs + ® o la expresion (1) se reduce a

V’g.§' E
Ids = Idss | 1 — :l
V'p

donde Idss, V'gs y V’p son los parametros que pueden experimentar variaciones.

e
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Si suponemos variaciones lo suficientemente pequenas para aceptar un modelo lineal
el cambio producido en la intensidad Ids, A Ids, vendra dado por:

o Ids 0 Ids 9 Ids
Alds=——— | Aldss + ——— | AVgs+ ——| AVp
O Idss |q oVgs |q Vo |o
Definiendo Ai, Go y GI mediante las siguientes expresiones:
0 Ids Vgs \2 Ids
0 Idss |q Vo o Idss |q
0 Ids 2 Idss V'gs 2 Idss
Go = = [ 1— J = ‘m - —_
oV'gs |o V'p Vp ) o Vip |a
0 Ids V'gs V'gs Vgs
Gl = —— = 2 Idss (1— — | =Go
0 V’p Q V’p V’p” Q V’p Q

el modelo equivalente del JFET para variaciones de sus parametros, despreciando la
corriente de puerta, es el mostrado en la figura 1.

G D

AVgs T ! Alds

Fic. 1

Es conveniente observar que V'p y V'gs tienen signo distinto para transistores canal
P y canal N, y por lo tanto lo mismo ocurre con sus incrementos. Las magnitudes Go y
G1 tienen también distinto signo para transistores de distintas polaridades. Como aplica-
cién de este modelo incremental hallaremos el punto de deriva nula con la temperatura
[2], supuesto que no existe realimentacién en la red de polarizacién. Veamos, en primer
lugar, las variaciones de los parametros con la temperatura:

0 Idss Op n T \ -n
=A =—A——uy, porser y(T) =y (To) [—)

oT oT T To
oV'p
gl ol

8T

o V'gs odo

8T  OT

Por ser el punto de deriva nula se debe verificar A Ids = 0, es decir:

0 Idss o Vgs
Ai e ——— AT + Go———AT =0
oT oT

= A



POLARIZACION DE TRANSISTORES DE EFECTO DE CAMPO: MODELOS INCREMENTALES

Sustituyendo en esta expresion las derivadas y las magnitudes Ai y Go por sus res-
pectivos valores obtenemos el valor de la intensidad de fuente correspondiente al punto
de deriva nula:

472 o®do 2
Ids (deriva nula) = Idss ( J
n? (V'p) T

Teniendo en cuenta que n~ 2 [3] y que la temperatura del dispositivo estara siempre
alrededor de 300° K esta expresién se reduce a

T Bdo)? 0,6 )2
Ids =~ Idss ( =~ Idss (
Vp OT V'p

o®do

donde hemos hecho uso de la aproximaciéon T ~ 0.6 volts. Este resultado coincide

oT
con el obtenido normalmente en la bibliografia revisada, siempre mediante un calculo
mucho méas complejo.

Otra aplicaciéon de este modelo incremental es su empleo en el disefio de redes de
polarizacién de circuitos con uno o varios transistores de efecto de campo.

Si consideramos, en particular, la red de polarizaciéon tipica para un solo transistor,
el circuito equivalente para variaciones de los parametros del transistor se puede ver
en la figura 2, siendo A Vgs = Rs - A Ids.

Alds

G =D
Rg Rs y" AVgs Rd
g L ]

F1G. 2

Supondremos despreciable el potencial ® o frente a los valores normales del potencial
Vgs y Vp; asi resulta:

Alds = Ai « Aldss + GL - AV'p + Go - AV'gs =~
~ Ai - Aldss + GIAVp + Go - AVgs =
=Ai«Aldss + GIAVp + Rs « Go + A Ids

y de aqui se deduce el valor de Rs:

Ai - Aldss + GIAVp —AIds
Rs =

Go - A Ids
Dicho valor coincide con el minimo hallado por los métodos graficos, confirmando

este resultado la validez del modelo; los médulos se han introducido para obtener expre-
siones validas para transistores de ambas polaridades.

S Tt
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II. Transistor MOSFET de acumulacion

La intensidad de drenaje de un MOSFET de acumulacion canal N en su regién de sa
turacién se puede expresar de la siguiente forma [4]:

Ids = Ay (Vgs—Vi)} =B (Vgs — Vi)
Considerando valida la aproximacién de banda plana el potencial umbral V¢ se reduce

at Ll
2k T Na KT Na*
Vi~2do = l}’l( ): ln(
q ni q 2

nt

y la dependencia de 8 con la temperatura es analoga a la de la intensidad Idss, aunque
la constante de proporcionalidad sea dimensionalmente distinta.

Procediendo analogamente al caso del JFET y definiendo las magnitudes AB Go y GI
del siguiente modo:

0 Ids Ids
A= = (Vgs—Vity} | =
; OB o a a
0 Ids
Go = —— _—.ZB(Vgs—Vt)‘Q:\/AB-ZJB“
oVgs |o
0 Ids
Gl =—— =—‘23(V35—Vf)1o=—23\/-4“o
oVt |o

obtenemos para el incremento A Ids la expresion
Alds = A(3 *AB + Go(AVgs—AVH)

que nos permite construir el modelo equivalente para variaciones de los parametros de

la figura 3.
G e D El modelo del MOSFET canal P es el misSmo, pero con
el sentido del generador de intensidad invertido.
AVes T ‘Alds La utilizacién de estos modelos incrementales para va-
riaciones de los parametros de los transistores de efecto
S de campo, junto con los correspondientes modelos de
los transistores bipolares, permite disefiar redes de pola-
FiG. 3 rizacién y calcular factores de estabilidad en cualquier
circuito con varios transistores de ambos tipos.
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GENERADOR DE VARIABLES DIGITALES ALEATORIAS
DE PROBABILIDAD CONTROLABLE

P O R

P. MARTINEZ, J. A. FERNANDEZ y R. ARDANUY
Departamento de Electricidad y Electrénica

Facultad de Ciencias de Zaragoza (Espana)

Abstract

Generation of random variables is currently relevant in a variety of applications:
system identification, non periodic signal measure methods (1), processes symulation, etc.
In the last mentioned field, and for the case of markovian processes (automata, sequential
circuits, ...) the need arises of having generators able to produce random digital variables
with controlled probability (2). For this kind of applications the use of the existing
general-purpose generators is not advisable by economical reasons: because they are ex-
pensive, and quite a high number of units are needed.

The purpose of the present work is to report the design, construction and verification
of a generator capable to produce this kind of variables with a reasonable compromise
between low-cost and reliability.

I. Realizaciéon electrénica

Ya que .a propiedad fundamental de la sefial a obtener es su caracter aleatorio, es
preciso utilizar fuentes primarias que proporcionen sefnales con esa misma caracteristica.
Dentro de ellas, una de las conocidas es la constituida por un diodo Zener polarizado en
el codo de su curva estatica (3). Esta fuente proporciona un ruido analdgico de pequena
amplitud. lo que no resulta adecuado para las transformaciones a realizar y hace necesa-
ria su amplificacién. Su posterior conversion a digital se realiza mediante un discrimina-
dor cuyo umbral puede ser controlado exteriormente. El sincronismo de la sefial digital,
necesario para muchas de sus aplicaciones, puede conseguirse mediante técnicas de mues-
treo.

Todo este proceso se representa esquematicamente mediante el diagrama de bloques
de la figura 1.

Egente Amplifi- Ré?\g;r B i\ vestreo "—X
Ruido acion O=Ve)
IVq lk

Fic. 1

En la realizacién practica se ha utilizado como fuente primaria de ruido un diodo
Zener BZY83C11. Al polarizarlo de forma adecuada mediante un potenciémetro en serie,

= PG
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se consigue, sobre una tensién continua de 0.8 voltios, una sefial de ruido cuya amplitud
pico a pico es del orden de milivoltios (50 a 100), dependiendo dicho valor del diodo es-
pecifico que se utilice. Esta amplitud puede aumentarse adecuadamente mediante un
amplificador acoplado por emisor LM371 que permite obtener a la salida una sefial de
aproximadamente un voltio de tensién de pico.

La conversién analdgico-digital se realiza mediante el descriminador integrado SN72710.
Este circuito incorpora un amplificador diferencial seguido de un circuito Schmitt cuyo
umbral se controla mediante una tensién continua. Si la sefial de ruido supera al um-
bral, la salida es de + 3 voltios y en caso contrario de — 0.5 voltios, valores compati-
bles con la mayoria de los circuitos integrados digitales TTL.

El sincronismo de las ristras aleatorias se realiza mediante un flip-flop D. Esta téc-
nica presenta indudables ventajas frente a las utilizadas por otros autores que emplean
muestreo analégico (4), lo que exige intervalos extremadamente pequefios (<< 0.5 w seg.)
para que la sefial no varie apreciablemente y por tanto el uso de dispositivos especificos
que encarecen considerablemente el generador.

El flip-flop utilizado es el circuito integrado SN7474, cuya. entrada es la salida del dis-
criminador. En dicho circuito la sefial presente en la entrada es transferida a la salida
cuando tiene lugar la transicién 0—1 en los pulsos de reloj. Mediante dicho flip-flop y
una puerta ¥, ambos controlados por una sefial digital R, se consigue que la salida final
esté sincronizada con dicha senal.

En la figura 2 se muestra las formas de onda correspondientes a los puntos indicados
en el diagrama de bloques.

>

R Q

Bl sl

r

El sistema total disefiado se representa en la figura 3, donde se especifican los blo-
ques integrados utilizados.

BZY6R
cu

39K

20K

SIN7400

Fic. 3
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II. Resultados y comentarios

Una vez descrito el sistema desde el punto de vista electrénico, vamos a estudiar esta-
disticamente sus peculiaridades mdas importantes.

Las caracteristicas fundamentales del ruido analégico son su distribucién de amplitu-
des y su espectro en frecuencia.

Este ultimo ha sido proporcionado por un Analizador de Espectros Hewlett-Packard
de la serie 8550, cuyo resultado se representa en la figura 4. Se observa que el espectro
de la sefial proporcionada por la fuente bésica es aproximadamente plano en un amplio
rango de frecuencias, por lo que puede considerarse como ruido blanco. Con el fin de
no limitar esta caracteristica es preciso utilizar un amplificador con una amplia anchura
de banda, condicién que es verificada por el LM 371.

i e
10 dBaydiv. -
s
| i =
|
! B
200 ke 200 kHz/diva =
Fi1c. 4 =2

La distribucién de amplitud se ha obtenido mediante un multicanal Intertechnique
CT102. Puede comprobarse (fig. 5) que dicha distribucién es gaussiana.

Estas propiedades del ruido analégico utilizado determinan las caracteristicas espe-
cificas del generador.

Teéricamente se ha obtenido (5) que para un ruido gaussiano, la densidad de proba-
bilidad de cruces por umbral y, es también gaussiana. En la figura 6 se observan los re-

sultados experimentales en la salida del discriminador, aprecidndose su concordancia con
la teoria.

(A lcrucesfuseg,)

25
o
Q0
20°
L)

4 -8 -6-4 .2 0 2 % 6 18 1 Ve

F1G. 6
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La caracteristica fundamental de un generador de variables digitales aleatorias es la }
dependencia de la probabilidad de salida con el voltaje de control. De acuerdo con los
resultados obtenidos en el Apéndice, con § = Ve y T> > To, esta dependencia vendra

5

i

4
;
i
A
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dada por la expresion del valor medio de la distribucién normal

T
m=——(1—®(wn)

0

En la figura 7 se muestran las medidas experimentales realizadas sobre el generador
propuesto, observandose igualmente su concordancia con la expresiéon anterior.

FiG. 7 \ h

El trabajo descrito forma parte del estudio de la generacién de variables digitales
aleatorias mediante la técnica denominada «Transformadores de Probabilidad», método |8
que requiere la utilizacién de una variable auxiliar de probabilidad fija. Este generador |
resulta muy adecuado en dicho caso, aunque su campo de aplicaciéon no se restringe a
esta unica finalidad.

Apéndice

Sea A, el valor medio y ¢* la varianza de la sefial y gaussiana A () proporcionada por
la fuente fisica de ruido. Como se ha comprobado experimentalmente (fig. 4), el espectro
de frecuencias de dicha senal es practicamente constante, por lo que las amplitudes en
instantes distintos se pueden considerar incorreladas y, dado su caracter gaussiano, seran

independientes.
La probabilidad de que en su instante 7 la sefial A (f) sea superior a un valor ( viene
dado por
PIAM)>0}=1—0 ()
donde ;
s
U —= — ]
g ]
1 7 _
W =— | evrd i
2.7

&

Si To es el periodo de la sefial de sincronismo, el niimero de pruebas que se realizan

o =

4
g
3
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durante un intervalo T serd la parte entera de T/To. La probabilidad de que en dichas
pruebas se supere K veces el umbral § serd

P(K) = ( T/Igo ) {1——(D (u)}"' @ (w)[To-K

es decir, se sigue una distribucién binominal de parametros n = T/To, p = 1 —® (u).
En los casos en que T >> To, la distribucién bincmial anterior puede aproximarse

por una distribucién normal de media m = np = — (1 — @ (u)) y desviacién tipica
To

T
s =\/npq = ‘/T—-(l——@(u)) @ (u)
o)
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THE INTERMOLECULAR POTENTIAL OF n-ALKANE + Ar
SYSTEMS ACCORDING TO THE KIHARA MODEL
WITH SPHERICAL CORES

P O R
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Departamento de Quimica-Fisica. Facultad de Ciencias
Universidad de Zaragoza (Spain)

Absiract

The potential parameters according to the Kihara model (with spherical core) for Ar,
CH,, C,H,, C,;H;, n-C;H,,, n-C;H,, and n-C;H,, were determined from second virial coefficients
and viscosity data. With the same sets of parameters it is possible for each substance to
reproduce both sets of data with reasonably good agreement. On the other hand, when
only SVC data are used to calculate the parameters, the differences between theoretical
and experimental viscosity values are fairly large.

With the parameters obtained for the pure gases the mixed parameters &,, and (p.,)12 for
n-alkanes + Ar mixtures were calculated, and from them the theoretical By, and y;, values.
Using the Hudson-McCoubrey’s modified rule for calculating €, with &;; and (Po)ﬁ values
obtained from both SVC and viscosity data, it was shown that the agreement between
calculated and experimental B, and 4, is quite satisfactory.

The Kihara model has been used by various authors to describe both the second
virial (SVC) and the viscosity coefficients by hydrocarbons'” and inert gascs'?®’%? and
those of some mixtures of these substances with others?*¢%°",

It was shown that SVC, viscosity and other macroscopic properties are rather insen-
sitive to details of intermolecular forces, and concretely, the minimum value of the
standard deviation of experimental results for a certain macroscopic property from the
theoretical ones obtained frem a Kihara's model, does not seem to be affected by the
shape of the core (but it does by the size for a given shape). For an univocal determina-
tion of all the intermolecular parameters, and also for judging about the reliability of the
model we had to asses sufficient number of macroscopic properties together'*!®), Unfor-
tunately, so far calculations base upon Kihara’s model are not developed enough in the
case of non-spherical cores.

In addition to this, the peculiarities of the model itself and the innacuracy of experi-
mental measures justify that one can select the spehical core model even for molecules
whose geometry clearly differs from the spherical as is the general case by n-alkanes.

In spite of its limitations, Kihara’s model has proved to be much better than L-J
(12, 6) and other equally simple potentital for obtaining SVC and viscosity coefficients
of many gases, and our objective in this paper is to examine its usefulness for reproducing
these properties in the case of the n-alkanes (as far as hexane), argon and n-alkane Ar
mixtures.

According to the Kihara model, the potential between two molecules is given by:

12 6
comef (2" - (2]
P 14
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were:
€

minimum potential energy
o — minimum distance between the cores
0= distance between the cores for which U (9) =0

In the case of spherical cores:
c—2a)\l2 c—2a 6
u(lr)=4c¢ (———-] — (———] ] (2)
r—2a r—2a il

o = distance between the centres of the molecules for which u (r) = 0
a = radius of the core

where, in addition,

r = distance between the centers of the molecules

Pure Gases

Making use of this calculated potential, and following the methods of Lennard-Jones,
Kihara himself deduced for SVC of a pure gas the expression:

o

2 My M, S,
BNy — ——mip,> s (T + Mo 2 E, (T 1 (Sq + ———) 0o Fi(T*) + (VD + ) )
3

—
n

V, and S, are respectively the volume and the surface area of the core, and M, the mean
curvature over the whole surface of this.

4
Vo=—aa , Sy=4na® and M=4ra (4)
3

F,, F, and F; are, given by the equation:

S 2o 2i 6j—s
Fs e E e I\ ) T:'.-—(éi+6)l/2
12 i U ( 12
(si=1,2,3) (5)
where:

Tk

T* =
€

The viscosity coefficient for a pure gas is in general given by:

v MT
e 0P =S 5 ] (6)
02 Q(Z,Z)v‘: (T-‘-) n

with ;) in g cm™! s7! and ¢ in A
M stands for the molecular weight of the gas, and:

3 Q@3 (T*) 7 2
fn=1+——[4——- -—] (7)
49 | qeur(Tv) 2

=L ootia
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THE INTERMOLECULAR POTENTIAL OF n-ALKANE + Ar

Q@2* (T*) y Q@»* (T*) are named «collision integrals» and are characteristic of the form

2a
of the potential. For Kihara model these integrals vary with 7* and with y* = — and

o
they have been tabulated by Barker et al®, and by O’Connell & Prausnitz!,

Mixtures

For a binary system of components i and j, the second virial coefficient for interac-
tions of i and j is given, following Kihara, by:

2w M,; + Mo,' )
Br/Nj = e (O (R e (o RN (TR
3. 2

(Sm' + So,' My; My;

Vo + Vo; My; Soi + My; Soi ) (
8)

S5 (pg)is Fr (T*) + ar
2 b )P" ( 2 8

where now:
T* = Tk/e;;

The parameters (Po)"i and ¢;;, characteristic of the potential function between i—j
pairs, can be obtained in an aproximate form from those of pure components using the
well known Lorenz-Berthelot rules:

oy = (s + 02 )
ij (g; - Ei)l/2 (9b)

€

or other more sophisticated combination rules.
The SVC for a binary mixture, B,, depends on its composition across the equation:
B, =x?B, +2x(1—x) By, + (1—x,) By (10)

where By, and B, designate the SVC for pure components 1 and 2, x, and (1 —x,) their
mole fractions, and B,, is the cross-term SVC which expresses the deviation from ideal
behaviour due to interactions between a molecule 1 and a molecule 2.

For the viscosity is also defined, in the case of binary mixtures, a coefficient mM;; X
pressed by:

V2 M, M, T/(M; + M)
n + 10° = 26,693 (1)
oift Qi 2% (T%)

1; can be considered, therefore, as the viscosity coefficient of a hipothetical pure subs-
tance whose molecular weight is 2 M; M;/(M; + M,), €;; and ¢; being the interaction pa-
rameters.

Corresponding to (9, a) we can include for g;; the combination rule:
oi; = (o: + 01)/2 ! - (12)+=

Similarly as in the case of SVCs, 1), can be calculated from n,, (the viscosity coefficient
for a mixture of composition x; in the component 7), 1, n;;, %, and M; and M;, too.
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Experimental data and determination of intermolecular parameters

The references used for our experimental data appear in Table I. SVC data for the
hydrocarbons and argon has been exhaustively summarised, as far as the year 1967, by
Dymond and Smith'®. To these, we have added other data which appeared since then.
Although they are less numerous, there also exist recent measures performed on mixtures
of n-alkanes and argon. For the viscosity of the pure components the used data where
for the most part those set out by Landolt-Bornstein'6’, Unfortunately, only experimental
viscosity data for CH, + Ar were found.

Calculation of the parameters of molecular potential has been done for pure gases
looking for the a, 0 and & values which minimized the sum:

E(Bexp_Bca x'z I/A,B)iz 2( exp — cnc)iz (I/AI )iz
e 194" ( " Ul Meal n (13)

115 n,

In this way, we have weigted the squares of the differences between experimental and
calculated B and  values using the squares of the inverse of the inaccuracy, A;,, of each
measurement, and in order to give the same importance to the B and y values indepen-
dently of the number of determination of either of these quantities, we put #n; and n,
respectively, in the denominator inside each of the square root symbols.

The calculation starts from initial, more or less arbitrary, values of a and &, varying
that of 2o until, by succesive approximations, a minimum value of § is obtained, which
we call 5, Then we vary &€ until we find a value of it which corresponds, with the required
precision, to a minimum value of the § found for each value of €; let this value be Bp;'
Later on, we vary g, and with every value of this parameter, carry on in the same way
as before, until we find the value which gives the minimum By We have obtained a good
convergence using this method, and an adequate programme for a fast-working «UNIVAC
1108» has allowed us to carry out the automatic calculation of the aforementioned para-
meters, with accuracy, in some 20 minutes or less for each gas.

The calculation of B, is done by means of the equations (3) (4) and (5). For Tleaio
we used expression ‘(6), finding each value of fn/Q‘“)* (T*) by interpolation with the
tabulated data; to this end we made use of an expression of the following type:

£,/Q%* (T*) = exp {3 S Cy v [In (1/TH]*D} (14)
k1 2

Figures 1-14 show the discrepancies between the theoretical and experimental values
of SVC and viscosity for pure gases as A B=B., — B..;. and An=100 (1, —Moal )/ﬂ s

In Table II we set out the values obtained for the parameters of intgrmolcggulaﬁmi)o-
tential for the pure species, and also the results obtained for d, for the weighted root
mean square deviations on B,

% (AB/A')?

S (/A

and for the weighted r.m.s.d. on mn (as percentage),

| = (An/AL)2

6"1 R T ”
S (/A2
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THE INTERMOLECULAR POTENTIAL OF n-ALKANE + Ar

where (A,’W ); ist the uncertainly associated with measure i, as percentage.

Finally,pTable III shows the deviations for the mixtures calculated with the parameters

obtained by employing the combination rules; (Bj). and (y 12)cale Were derivated from
equations (8) and (11).

Discussion

As the considered temperatures extends as far as the region of low temperatures, it
is necessary to assess the effect of quantum corrections in the calculated values.

These quantum corrections ‘in the calculation of B were examined by making use of
the Wigner-Kirkwood expansion:

B = Bu.. + (/2 w) Bi + #/12u) B, + ... + Bpet (15)
with
m NA o9
B; = -——f e /¥ (u') r*dr
6 (KT) Jg
and

NG (i )y (u'y w’)? ()
Bpotaa s e [ + 3 = ] 7 dr
6 (kT)* Jo 10 5/  9KkTr T2(KT)

The calculation of these integrals was done numerically in the case of methane, ethane,
propane, butane and argon, and of mixtures of the latter with the other four. For this
purpose, we used a Mie (n —6) model for which we had the necessary parameter®#) for
each gas. In Table IV we set out the results obtained at different temperatures, including
for each system the lowest temperature used. In the aforementioned Table also appears
the inaccuracy of the most exact of the measures for that temperature, in the same way
as the inaccuracy estimated by Dymond and Smith! (without doubt more significant)
by means of a graphic analysis of the data in their tables.

In keeping with those results, the corrections to be carried out are much less im-
portant than the instrumental inaccuracies and so we have disregarded the former.

We have also calculated these corrections by means of Weir’s tabulations*’, using the
Kihara’s parameters obtained from B and 7 data. The found values do not differ greatly
from those given in Table IV.

In Table II we set out for the gases as far as butane, the discrepancies between the
theoretical and experimental viscosity values when used for the calculation of the mole-
cular parameters found with SVC data only. These differences become greater from
argon to butane, a fact which can be attributed, on the one hand, to the inexactness
— edch time more drastic — of accepting a model for a spherical core, and, on the other,
to a greater imprecision (not only in absolute, but also in relative value) in the values of
B. Nevertheless, when they are calculated making use of the two types of data, the para-
meters found allowed us to reproduce the values of viscosity well while hardly afecting
the mean deviations of the SVCs.

In doing so, it appears a slight systematic trend of B, — B and of MNexp — Neale With
increasing temperatures (figs. 1-14) due to the above mentioned limitations. These syste-
matic trends keep in with the fact that the obtained parameters depend noticeably on the
nature of the used data (either SVC, viscosity, or both) and on the temperature range
they are referred to.

For methane 4+ Ar mixture, the only one we have viscosity data, the results (Table III)
are aqually conclusive with respect to the greater significance of the parameters calcu-
lated with SVC and viscosity data even in the calculation of B, too, and though for
ethane + Ar and propane +Ar the results are less clear, in the case of butane- Ar the
above mentioned circunstance shows itself again.

s S
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The core radius- found for #-pentan by fitting of ‘the experimental data in the:-way
before indicated, is too low when compared with that of the other alkanes where a
shows a practically linear variation againts the number of carbon atoms. Therefore, we
have used for m-pentane, too, a value obtained by interpolation in the plot of a as
function of the number of C atoms.

With respect to the combination rules, it is necessary to point out that SVC (B,)
calculated theoretically, are little sensitive to variations in the parameter (Po)lz’ ._but,. on-
the other hand, may vary noticeably with &,. These values can really deviate from the
geometric mean of those corresponding to the pure gases, &, and &, and, in fact, this
happens when differences due to the size, or the ionization potential of the molecules
forming the mixture exist. :

Beginning from the expression of the coefficient of the limit on 776 in London’s
formula relative to the forces of dispersion, and being based on Hudson and McCoubrey’s
expression*”) for the parameter &y, in a potential of Lennard-Jones, Danzler et al'? have
utilised the expression:

2(I, L)' (o211 (po)s
€p = (gy €)' : e (16)
(I, + L) (90)612 e

for the Kihara model. The B,, values found using those .of &;,, as they were calculated
from equations (16) with the ¢,; and &, obtained from measures of SVC and viscosity,
resulted in our case in being generally nearer to those obtained experimentally than those
found by means of (9, b). However, in both cases the diferences for some mixtures are
not much greater than the experimental inaccuracy. The fact that in the case of butane
the opposite occurs can: be explained by the limitations of the model itself and of the
arithmetic rule for (90)12, or by a greater experimental inaccuracy. The large differences
which still appear by pentane+ Ar could have the same origen, especially when one
consider the experimental techniques used in the determination of Bj,.

Figures 1521 show the differences A B and A between the experimental and theore-
tical values of SVC and viscosity for the various mixtures when the Hudson-McCoubrey’s
modified rule (16) is used.

Conclusions

Within certain limitations, SVC-and viscosity data for pure gases can be satisfactorily
reproduced with the same series of parameters.

With these parameters obtained from the two groups of data put together, it can be
reproduce the B, values for mixtures and those of 1,, for methane+Ar also well, parti-
cularly when the modified Hudson-McCoubrey rule is used. Of the four former listed
mixtures, methane+Ar and butane+ Ar show deviations of B,, less than those obtained
using only B data in the calculation of the molecular parameters for the pure gases.
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TABLE 1. — Literature Data

SCV Data Viscosity Data Ioniz. Pot.

System Tem. Tent. |
3 : Refe-
range N;‘; tzf Reference range N;a tzf Reference I/eV r;sze

K K

1550175185519 16, 24, 25, 26,

} , 17, 18, 19,| » 2 1575 | 39
argon 80-873 | 167 2, 21, 22) 60-1868 | 157 27, 28, 29, 30) )
methane 108623 148 |13 18 19, 20,] 75503| g9 |6 16, 24, 30,1 4346 | 4p)

21, 31) 32)
155 417, 18,519, i 6, 16, 24, 33,
ethane 192-523| 116 21 23) 250-523 73 34) 11.65 40)

; 5] 173,181 H9 -0
propane 211-570 87 51, 23, 35) 273-549 37 6, 16) 11.65 40)
n-butane 24573 80 |15 1753;3, 19,1 203403 27 | 6 16,36) | 1063 | 40
n-pentane 273573 31 15) 293578 | 56 6, 16) 1055 | 40)
n-hexane 203413| 36 15) 288580 | 36 6, 16) 1043 | 41)
methane + Ar | 108-550 41 s a2 238-308 4 30) — =

21, 37)
ethane + Ar 199-510 22 |18, 19, 21, 23) — — = = =
propane+Ar |211-512| 21 |18, 19, 21, 23) — = o == ==
n-butane+Ar | 296-511 16 18, 19, 23) — — — — —
n-pentane + Ar 298 1 38) = — — Ay =
n-hexane + Ar | 293-338 5 38) — — —
TABLE II

Spherical core potential parameters for pure gases and deviation between experimental
and calculated B and 4.

Gas Used data a/A o /A | (e/K)/K dy dn d
i B 0.268 2837 | 15287 | 093 328 5.86
= B+ 0.212 2.914 148.87 1.23 1.23 3.46
& B 0.578 2674 | 22849 | 075 1408 | 22.00
S B+ 0.138 3419 | 17153 | 148 2.70 6.94
e B 0.704 3.081 36172 | 358 1590 | 29.89
B+ 0.539 2927 | 40159 | 5.09 1.24 5.87
B 1.106 3024 | 49761 523 | 2143 | 4534
opane B+ 0.776 2922 550.02 7.86 2.07 7.83
Sl B 1.593 283 | 66345 | 1095 | 2519 | 5823
B+ 1.201 2650 | 75262 | 1257 2.58 9.48
: B +q 0.537 4065 | 607.04 | 48.89 1.82 731
fipentane B +q (1.556)* | 2.498 912.15 | 13.98 491 10.33
n-exane B+ 1.929 2262 | 110450 | 37.10 3.02 9.58

* Interpolated a value in the plot of a as function of the number of C atoms for the other
alkanes.




TABLE III. — Potential parameters for unlike molecules and deviation of experimental values from the teoretical ones.

Combination
rules

Pure gases data (pg )2/ A (ep/k)/K £2/(E1y * £22)'/? os

Mixture

(9a) (9b) B 2.756 186.90 1.0000
methane + Ar (9a) (16) B 2.756 185.64 0.9933
(9a) (9b) 3.166 159.80 1.0000
(9a) (16) 3.166 156.13 0.9771

(%9a) (9b) 2.959 235.15 1.0000
ethane +Ar (9a) (16) 2.959 23132 0.9837
(9a) (9b) 2.920 244,51 1.0000
(9a) (16) 2.920 24174 0.9887

(9a) (9b) 2.931 257.81 1.0000
propane+ Ar (9a) (16) 2.931 270.76 0.9817
(9a) (9b) 2918 286.15 1.0000
(9a) (16) 2.918 281.76 0.9847

(9a) (9b) 2.836 318.47 1.0000
n-butane + Ar (9a) (16) 2.836 312.40
(9a} (9b) 2.782 334.72
(9a) (16) + 7 2.782 326.12

(9a) (9b) 3.490 300.61
n-pentane + Ar (9a) (16) 3.490 271.25 /
(9a) (9b)* 2.106 368.49 1.0000
(92) (16)* 2.706 354.83 0.9629

2 . (9a) (9b) 2.588 405.49 1.0000
Delexane s o (9a) (16) 2.588 378.42 0.9332

SHIVINIVN X SVIIWINO-0JISI4d ‘SYIOVXH SVIONHID dd VIWAAVOV V1 Hd V.ISIATY

* Interpolated a value in the plot of a, as function of the number of C atoms for the otheralkanes.

Pentan
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THE INTERMOLECULAR POTENTIAL OF n-ALKANE + Ar

TABLE IV

Mie (n—6) quantum corrections and experimental inaccuracy

Gas T, T (#%/2 1) B, (#%/2 uf B, Am.em dp-s
0.6667 80. 2.0839 —0.0266 +10. +
argon b 120. 0.7127 —0.0049 e A
2.008 241. 0.1702 —0.0004 + 1. + 1.
0.4744 108.5 12.9309 —0.8060 +36. +10.
methane 1. 228.7 1.5502 —0.0315 + 1. + 2.
1.3118 300.0 0.8632 —0.0120 + 02 + 1.
0.4556 191.9 6.2951 —0.1666 +50. +10.
ethane 0.7122 300.¢ 1.5731 —0.0216 + 05 + 5.
il 421.2 0.6816 —0.0058 + 0.6 + 2.
0.3808 211.3 8.6092 —(.1885 + 42 +20.)
propane 0.5407 300.0 2.4889 —0.0327 + 05 +15.
1. 554.8 0.4914 —0.0028 +15. + 5
0.5259 244.0 3.4655 —0.0218 +123. +20.
n-butane 0.6465 300.0 1.8614 —0.0087 + 0.6 +20.
il 464.0 0.6261 —0.0016 + 0.6 +12.
0.6256 108.6 3.8853 —0.1070 +24.
methane + Ar 1% 173.6 1.1247 —0.0152 +15.
1.1555 200.6 0,8121 —0.0089 + 2.
0.8707 199.4 1.0638 —0.0111 + 2
ethane + Ar 1. 229.0 0.7648 —0.0065 + 2
1.3100 300.0 0.4270 —0.0025 + 2
0.7550 211.4 1.2543 —0.0135 + 25
propane + Ar 1. 280.0 0.6304 —0.0045 + 25
1.071 300.0 0.5402 —0.0035 + 1.5
0.8821 296.4 0.6081 —0.0041 + 1.60
n-butane + Ar 1. 336.0 0.4530 —0.0025 + 1.50
1.1905 400.0 0.3099 —0.0014 + 7.

iioge
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INTERMOLECULAR POTENTIAL OF n-ALKANE + Ar
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SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DE GASES PUROS
(Ar, Kr y F,S) A PARTIR DE MEDIDAS DE COMPRESIBILIDAD
Y CALCULO DE PARAMETROS MOLECULARES

P OR

J. SANTAFE, J. S. URIietA y C. GUTIERREZ LosA

Departamento de Quimica-Fisica. Universidad de Zaragoza (Espana)

Abstract

Second virial coefficients (SVC) of argon, krypton and sulphur hexafluoride have been
determined by compresibility measurements in the temperature range 0-50°C. These data
were combined with other viral coefficiens and viscosity data taken from the literature,
in order to calculate the molecular potentials parameters for de Mie (m, 6) and exp-6
models.

In the case of argon and krypton, € and ¢ parameters for both models corresponding to
the same n and ¢ values are very similar. For FS the results are less conclusive, but the
observed differences may be due to the fact of having used only SVC data in calculating
the molecular parameters of the exp-6 model.

Introduccién

En los ultimos afios y como consecuencia de estudios independientes de diversa natu-
raleza, ha tenido lugar un avance considerable en el conocimiento de las fuerzas intermo-
leculares para gases sencillos, hasta el punto de poder definir con alguna exactitud fun-
ciones de energia potencial entre pares de atomos de gases inertes. Existen fundadas razo-
nes para esperar que en el futuro tales refinamientos podran extenderse a sistemas de
mayor interés quimico que los gases nobles, pero hasta que ello sea posible (y precisa-
mente como método a la solucién del problema) el progreso en el estudio de las fuerzas
intermoleculares estda, de momento, supeditado a la obtenciéon del mayor nimero de datos
experimentales o «cuasiexperimentales» sobre sistemas convenientemente elegidos. En este
trabajo, se han estudiado los gases puros argon, kripton (moléculas esféricas) y hexafluo-
ruro de azufre (molécula «cuasiesférica») que responden a los condicionamientos necesa-
rios para que puedan ser aplicadas las predicciones tedricas de un modelo bastante rigu-
rosa.

En un trabajo posterior se estudiaran las mezclas argon-hexafluoruro de azufre y
kripton-hexafluoruro de azufre.

Admitiendo que la energia potencial de un sistema integrado por N, particulas puede
considerarse como suma de las interacciones entre todos los pares de moléculas, esto es:

1

U(r)=—3 Su(r;) [1]
2 i

63 e
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y suponiendo que las fuerzas son centrales, se puede demostrar por métodos de mecéanica
estadistica que el segundo coeficiente del virial (SCV) viene expresado por:

co Ui
B(T)ZZWNlJ‘ [1_3—_1’—7“]7,.2dr [2]
0

donde el integrando se ha extendido formalmente para valores grandes de r.

A temperaturas muy bajas, en las que la mecanica clasica ya no es valida, ha de hacer-
se uso de las expresiones cuanticas para calcular B (7T), pero a temperaturas moderada-
mente bajas puede emplearse la mecanica clasica afectada de pequenas correcciones.

La determinacién de U (r) a partir de B (T'), mediante la inversién de una transforma-
da de Laplace, exigiria conocer no sélo B (T'), sino todas sus derivadas con respecto a la
temperatura, cosa practicamente imposible. Es por ello por lo que para relacionar U (r)
con B (T) se procede por un camino indirecto proponiendo un modelo, esto es, una ex-
presion matematica para la energia potencial con algunos parametros ajustables que per-
mita reproducir, tras las integraciones correspondientes, los valores experimentales de
B (T). Naturalmente, el modelo debe ser capaz de reproducir esos datos experimentales
de B (T) con exactitud aceptable; pero esto sélo, no es definitivo porque hay seguramen-
te muchos otros modelos, muy diferentes entre si que, sin embargo, reproducen igual-
mente los datos. En nuestro caso, los modelos de potencial ensayados, Mie (n, 6) y exp.6
de Buckinhan modificado, cuyos parametros se calcularon a partir del conocimiento de
SCV, se han contrastado —cuando ha sido posible— comparando con datos conocidos los
valores de viscosidad que de ellos se obtienen.

El coeficiente de viscosidad de un gas depende de la naturaleza del mismo y esti rela-
cionado con las fuerzas existentes entre sus moléculas a través de la expresion:

N MT
n 100 =26,693 ———f [3]
? QR (T*) 1

con yen g cm s'y g en A, donde M representa el peso molecular del gas, T* es la
temperatura reducida‘ y fn, el factor usado para obtener la segunda aproximacién de
Kihara, viene dado por:

[41

fn =14+ — B
VB

3 Q (2,3)% (T‘:) 7 2
[4
49

siendo Q @* (T*) y Q @»* (T*) las integrales de colisién caracteristicas de la forma de
la funcién potencial y 7* la temperatura reducida por T* = T k/e.

Potencial de Mie (n,6)

Consta de dos contribuciones: una atractiva proporcional a 7% y otra repulsiva pro-
porcional a 7%, con n> 6, y puede expresarse, haciendo explicitos los parametros mole-

culares, como:

nE 6 A T )6
- - (4]
n—=6 n 7 r
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donde & = profundidad del pozo de potencial.
7. = distancia para la cual U (r) es minimo.
¢ = distancia para la cual U (#) es cero.

El valor 6 del exponente correspondiente al término atractivo se adopta de la teoria
de London acerca de las fuerzas de dispersion, mientras que el valor de n, determina el
cambio mas o menos abrupto en la regiéon repulsiva de la curva del potencial como fun-
ciéon de la distancia, depende probablemente del tipo de molécula.

Potencial exp-6

Este modelo de potencial es muy parecido al de Mie (n, 6) pero hace uso de término
exponencial en lugar de una potencia, para representar la repulsién.

o € j 6 7 o 6]
U(r) = ———{——exp [ o (1—-—] ]—(—-) > para 7 s foa
a—6 l o Tm r J

U(r) =0 para 7 = Tma

[7

donde 7, y € tienen el mismo significado que en el modelo anterior y x determina (de
igual modo que antes n) el cambio abrupto de la energia repulsiva con la separacion.

El potencial exp-6 parece adecuarse mejor a los requerimientos tedricos, pero ello a
costa de un ligero aumento en la dificultad matematica de su manejo y de la necesidad
de introducir una discontinuidad para r = 7,.. (el valor de r para el cual U(r) en (1) se
hace maximo) y que sin ella el valor de la funcién tenderia a — oo para »—>-0.

Parte experimental

El dispositivo experimental utilizado y el método operativo ya han sido descritos en
otro lugar. En esencia, el aparato consta de un sistema de nueve ampollas de vidrio uni-
das sucesivamente por tubos capilares que por un extremo comunica con el equipo de
vacio o con la fuente de gas objeto de estudio, y por el otro, con un manémetro baréme-
tro. Los voliimenes de las ampollas son tales que al ser llenadas con mercurio, las varia-
ciones de presion del gas encerrado son aproximadamente iguales; de este modo los corres-
pondientes puntos de la representacion p — pV (a temperatura constante) aparecen igual-
mente espaciados. Por otra parte, el recinto se acondicioné de manera que pudiese ser
termostatizado con agua a temperatura aproximadamente igual a la de las ampollas; con
ello, se eliminan practicamente las correcciones a intreducir (por la diferencia de tempe-
ratura) sobre el gas contenido en el espacio perjudicial.

Tanto las ampollas como el espacio perjudicial (o espacio comprendido entre el ultimo
enrase del sistema de ampollas y el menisco de mercurio en la rama corta del manéme-
tro) fueron calibrados con mercurio bidestilado a las temperaturas de —5, 20 y 50°C, rea-
lizaindose en total mas de 80 medidas. Ello ha permitido calcular el coeficiente de dilata-
ci6n medio de las ampollas entre —5 y 50°C (1,00; - 10> cm?® grado~!), necesario para ha-
llar el volumen corregido de éstas.

Las presiones leidas fueron reducidas a 0°C y a la gravedad standard haciendo uso de
la expresion

= 1+« t) g

p(mm)=AH———— [8]
@8 tn)igs

Lip5 e
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siendo:

A H = diferencia de alturas entre ambos meniscos mercuriales en el manometro.
«. = coeficiente de dilatacién de la escala catetométrica (1,22 - 10-°)
B. = coeficiente de dilatacién del mercurio (1,818 . 10-¢).
t. = temperatura del catetémetro
t, = temperatura del manémetro
g = aceleracién de la gravedad en el lugar de experiencia (980,243)
g. = gravedad standard (980,665)

La temperatura de las ampollas se estabilizé en + 0,01° (en el caso mds desfavorable)
y la del bafio que contenia el manémetro, en + 0,2°. El catetémetro utilizado fue un mo-
delo Wild KM-305 que aproxima hasta + 0,015 mm. Todas las llaves de vidrio fueron ri-
gurosamente comprobadas y engrasadas con grasa Apiezon-L.

Los gases cbjeto de estudio fueron suministrados por la firma SEOSA, a saber: hexa-
fluoruro de azufre (99,5 %); argon (99,95 %) y kripton (99,99; %). El hexafluoruro de azu-
fre fue condensado y destilado repetidas veces con aire liquido antes de ser introducido
en las ampollas.

Al final de cada serie de medidas se dispone de 8 valores del producto pV a otras tan-
tas presiones, p, que ajustados por minimos cuadrados en la ecuacién del virial truncada
tras el segundo coeficiente, f3,

pV =n[RT + Bpl

nos conduce al valor del numero de moles, n, y del segundo coeficiente del virial S.

En las tablas siguientes se consignan, los resultados que, a partir de los datos expe-
rimentales se obtienen para p en atmésferas y los productos pV, en atmésferas - ml, asi
como el numero de moles (n) y segundos coeficientes del virial, 8, en ml.

Hexafluoruro de azufre Hexafluoruro de azufre
Temperatura 0.00 °C Temperatura 0.00 °C
D 24 P oV
.13505 20.455, 13475 20.415;
.19092 20.421; .19081 20.422,
.28835 20.396, .28818 20.396,
.37484 20.371, .37461 20.365,
.52959 20.312, .52894 20.312,
.66333 20.2805 .66343 20.276;
.78290 20.253, .78078 20.237,
.89669 20.213, .89261 20.191,
n = .00091378 n = .00091333

B =—33%
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Hexafluoruro de azufre

Temperatura 10.00 °C

p oV
.13983 21.181,
.19780 21.165,
.29891 21.143,
.38806 21.100,
.54791 21.056,
.68650 21.026,
.81055 20.985;
92541 20.957,

n = .00091317
B =—316

Hexafluoruro de azufre

Temperatura 20.00 °C

p nV
14466 21.935;
.20458 g 21.922,
.30910 21.904;
40174 21.854
.56746 21.821,
.71089 21.778;
.83971 21.755,
95741 21.718;

n = .00091338
B = —295

Hexafluoruro de azufre

Temperatura 20.00 °C

j2 j %4
.14970 22.684
21168 22.674;
31976 22.628,
41557 22.598,
58639 22.548,
73536 22.516,
86648 22483,
99222 22.493,

n = .00091286
B =—274

SieTas

Hexafluoruro de azufre

Temperatura 10.00 °C

P oV
13511 20.4645
.19098 20.438,
28847 20.416,
37457 20.390,
53036 20.345,
66333 20.213,
78344 20.283,
89654 20.244,

n = .00088198
B =—315

Hexafluoruro de azufre

Temperatura 20.00 °C

D oV
.14450 21.901,
20468 21.921,
.30932 21.893,
40161 21.850,
.56882 21.812,
70904 21.767,
.83726 21.728,
95831 21.706,

n = .00091286
B =—297

Hexafluoruro de azufre

Temperatura 30.00 °C

p oV
14465 21918,
20477 21.921,
30941 21.888,
40134 21.841,
56829 21.822
71063 21.782,
.83857 21.741,
96235 21.733,

n = 00088255
Bi— =278




Hexafluoruro de azufre

Temperatura 40.00 °C

D oV
15457 23.432,
21851 23.424,
33006 23.390,
42883 23.355,
60593 23.320,
776109 23.288,
89535 23.258,

1.02091 23.235;
n = .00091307
B =—254

Hexafluoruro de azufre

Temperatura 50.00 °C

=D oV
15941 24.161;
22543 24157,
.34023 24137,
44226 24115,
62644 24.079;
18275 24.052,
92759 24.025,
1.04007 23.953,
n = .00091276
B =—236
Argon
Temperatura 0.00 °C
D vV

,12749 19.313;
.18067 19.343;
27308 19.325,
.35571 19.335,
.50393 19.321,
63077 19.327,
74673 19.320,
.85414 19.310,

n = .00086239

B==0i
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Hexafluoruro de azufre

Temperatura 40.00 °C

j2 oV

.14957 22.671,
21143 22.633,
31915 22.596,
41469 22.578;
.58666 22.566,
.73501 22.518;
.86746 22.492,
99012 22.468

n = .00088259

B = — 249

Hexafluoruro de azufre

Temperatura 50.00 °C

b4 124
15429 23.391;
.21809 23.364,
329047 23.336,
42776 23.314,
.60707 23.291;
75796 23.247,
.89616 23.225,;

1.02595 23.201,
n = .00088276
B =—131
Argon
Temperatura 0.00 °C

D pV
12767 19.334,
.18056 19.321,
.27293 19.314,
.35532 19.325,
.50406 19.3164
63204 19.324,
74616 19.319,
.85554 19.305,

n = .00086221

B
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Argon

Temperatura 10.00 °C

p vV
13212 20.024;
18725 20.048;
28323 > 20.045,
.36826 20.044,
.52174 20.049,
.65423 20.031,
17119 20.025,
.88429 20.028,

n = .00086256
=—18
Argon

Temperatura 20.00 °C

D oV
13702 20.767,
.19382 20.759,
29322 20.761,
38121 20.758;
54014 20.750;
67734 20.7555
.80000 20.765;
91623 20.745,

n = .00086307
Argon

Temperatura 30.00 °C

j2 pV
14159 21.458,
.20090 21.509,
30374 21.507,
39468 21.477,
55962 21.481;
70229 21.481,
.82848 21.477,
94495 21.478,
n = .00086374
B=—14

a0

Argon

Temperatura 10.00 °C

p oV
13237 20.0664
18726 20.057,
.28297 20.032,
36772 20.031,
.52128 20.044;
.65420 20.0525
71259 20.044,
.88706 20.038,

n = .00086293
= —18
Argon

Temperatura 20.00 °C

p 2%
13696 20.757,
.19381 20.751,
.29323 20.752
.38097 20.747,
.54076 20.752,
67817 20.770,4
.80012 20.738,
91274 20.737,

n = .00086276
B=—16
Argon

Temperatura 30.00 °C

2 pV
14160 21.478;
.20036 21.466,
30332 21.470,
.39487 21.475;
55770 21.474,
70034 21.458;
.82610 21.465;
.94929 21.468;

n = .00086315
B=—13




Argon
Temperatura 40.00 °C

D oV
14642 22.196,
20738 22.200,
.31356 22.203;
40733 22.190,
57707 22.196,
12321 22.185,
.85503 22.192
.98090 22.192,

n = .00086380
Argon

Temperatura 50.00 °C

p oV
15119 22.932,
21381 22.908;
.32335 22.921,
42076 22918,
.59663 22.919;
.74908 22917,
.88414 22917,

1.01094 22911,
n = .00086432
B =—10
Kripton
Temperatura 0.00 °C

4 pV
.13183 19.967,
18644 19.949,
.28204 19.945,
36707 19.941,
.51982 19.942,
.65133 19.935,
76828 19.920,
.88021 19.917;

n = .00089060

B =—60

Argon

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Temperatura 40.00 °C

p

14651
20736
31386
40782
57183
12479
85472
97813

n = .00086389
B=—12

Argon

pV

22.211,
22.195,
22.2055
22.192,
22.195;
22.178,
22.196,
22.203,

Temperatura 50.00 G. C.

p

.15100
21382
.32333
42099
.59542
74657
.88430
1.01034

n = 00086393
g2

Kripton

pV

22.905,
22.8964
22.908,
22.929,
22916
22913,
22.889,
22.898;

Temperatura 10.00 °C

p

.13676
.19353
.29294
.38073
.53955
67624
79839
91491

n = .00089181
B=—51

oV

20.7205
20.713,
20.712,
20.699,
20.7014
20.686;
20.682
20.681,
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Kripton Kripton
Temperatura 20.00 G. C. Temperatura 30.00 °C

P vV D oV
14175 21.492, 14648 22.199,
.20028 21.456, .20729 22.190,
.30290 21.450, 31357 22.182,
.39401 21.444, 40776 22.176,
.55853 21.448; .57768 22.182,
70021 21.429, 12224 22.168,
.82572 21.448, .85343 22.170,
.94306 21.433, 98128 22.153,

n = .00089253 n = .00089230

B =—51 = —48

Kripton Kripton
Temperatura 40.00 °C Temperatura 50.00 G. C.

D 124 D j2%
15130 22.938, .15596 23.655,
.21403 22.936, .22081 23.668,
.32390 22.925; 33425 23.668;
42128 22.934, 43457 23.664,
.59682 22.923, .61444 23.662;
74846 22917, 77233 23.646,
.88126 22.904, 91291 23.641,

1.01147 22.905, 1.04002 23.628;
n = 00089276 e n — .00089268
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En las figuras 1, 2 y 3 se representan los valores de los SCV obtenidos (valores me-
dios), para las distintas temperaturas de experiencia, y se comparan con otros de la biblio-

grafia en el mismo rango de temperaturas, extraidos de las tabulaciones de Dymond y

Smith?.

Las curvas medias se han obtenido por ajuste de minimos cuadrados de nuestros valo-
res de B frente a 1/7, segin una ecuacién del tipo:

B e O T

i=0

e




SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DE GASES PUROS

Discusion

En la determinacién de los parametros relativos a un determinado modelo de poten-
cial se buscan aquellos valores de €, g ¥ 7 (5) que hagan minima la desviaciéon entre los
valores tedricos y experimentales de una propiedad macroscépica.

En nuestro caso, se han calculado los valores de los pardmetros que minimizan la des-
viacién § dada por la expresion:

tz (Bap Fi Bcalc)iz (I/AIE) il 12 (T]exp o= 'ncnlc)iz (I/Al.n) .2

S = + [9]
Ng n

!l

De este modo se han ponderado los cuadrados de las diferencias entre valores experi-
mentales y tedricos de B y v mediante los cuadrados de las inversas de las imprecisiones
correspondientes, A's, A’n % y con objeto de dar la misma imporotancia a los valores de
B y 1 independientemente del ntimero de medidas de esas magnitudes, se incluyen
np y n, (ntuimero de datos de B y n) en los denominadores en las raices cuadradas respec-
tivas.

El método operatorio seguido en el calculo de los parametros ha sido el siguiente: Se
parte de unos valores mas o menos arbitrarios de n y €, variando ¢ hasta que, mediante
aproximaciones sucesivas se obtiene un valor minimo de §, que designaremos por
Sy A continuaciéon se hace variar € hasta encontrar un valor para el mismo que corres-
ponda, con la precisién requerida a un valor minimo de las §_ halladas para cada valor
de €; sea d ¢ este valor. Por ultimo, se varia 7 (g) y, con valor de este parametro, se
opera como antes hasta encontrar el valor que minimiza las 6:76'

Como el numero de datos experimentales de SCV es insuficiente para obtener un po-
tencial intermolecular significativo, se ha hecho uso de otros resultados tanto de SCV
como de viscosidades. En el caso del Ar, los datos utilizados han sido recogidos extensa-
mente por Urieta y Gutiérrez? mientras que para los otros gases, los datos utilizados han
sido los recopilados por Dymond y Smith® (segundos coeficientes del virial) y por Landolt
y Bornstein® (viscosidades).

Los valores tedricos de SCV y viscosidades se obtienen, respectivamente, a partir de
los datos de SCV reducidos, B*, que se calculan previamente, y mediante la utilizacién de
las integrales de colision encontradas en la bibliografia.

a) Modelo de Mie (n, 6)

Para cada valor de n se calculan los de B* haciendo uso del desarrollo de Lennard-
Jones®:
j(n—6)+3

B (T) = 1 2
B* = —— = 3 B;(n,6) | — [10]
by IR JE
donde:
JET
T*.': =
€
3
2 GEaY e o2
Doi=l——"m! NG (—* «——a Ny,
3 n 3
3 j(n—-6)+3

o= (R )7 ()
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Se han obtenido 171 pares de valores de B* —T* para un intervalo de T* desde 0,3
hasta 10, siendo mayor la densidad de puntos en la zona de bajas temperaturas ya que
la curva B* — T* varia mas rapidamente para valores bajos de T*. Para los valores de T*
necesarios, el de B* se obtiene por interpolaciéon, tomando el polinomio de segundo grado
determinado por los tres puntos correspondientes a las tres temperaturas 7 mas pro-
ximas a la dada.

Por su parte, las viscosidades tedricas se calcularon utilizando las integrales de coli-
sién tabuladas por Klein®. A tal fin se hace uso de la ecuacién:

f,/Q* (T*) = exp { 3 Al (l/T*)]‘} [11]

i=0

que representa satisfactoriamente la dependencia de las integrales de colision Q2% (T*)
con la temperatura T* y en la que A; son los coeficientes del mejor polinomio, de grado
n, en el ajuste de: In [fn/gz,m (T*)] frente a In (1/T*) por minimos cuadrados, para cada
valor de n.

b) Modelo exp-6

En el calculo de SCV se ha seguido el mismo método que antes pero hallando B* me-
diante integracién numéric asegin el método de Sherwood y Prusnitz”. Asimismo, las
viscosidades se evaluaron en forma analoga a la ya descrita, si bien utilizando las tablas
de Mason® y Mason y William?.

En la Tabla I aparecen seiialados los pardmetros moleculares de los modelos utilizados
que minimizan las diferencias entre valores experimentales y tedricos de las propiedades
indicadas, asi como los valores obtenidos para §, para la raiz cuadrada de la media de
los cuadrados de las desviaciones en B pesadas con el factor correspondiente a la impre-
cision

TABLA I

Pardmetros moleculares y desviaciones

Gas 5 tlz;?zt:z)jos Modelo | n(a) G e/k s 3, d
Ar B Mie 18 3,156 147,01 0,9 — —
Ar B + 1 Mie 12 3,440 121,41 1,9 1,5 47
(Ar B+ Mie i{5% 3,381 131,95 215 1,0 4.8)
Ar B +q exp 15 3,384 133,81 1,6 1,0 3,6
(Kr B Mie 5% 3,548 188,79 1.2 = —)
Kr B Mie 18 3,386 205,50 0,7 = —
Kr B +q Mie 15 3,620 183,78 2,0 1,8 39
Kr B +n exp 15 3,620 183,13 22 1,7 47
F.S B Mie 84 4,909 279,77 2,4 At
(ES B Mie 75% 4,902 279,78 34 R =y
FS B+ Mie 75 5,167 264,39 6,7 0,6 35
F.S B exp 75 5,045 435,42 33 — —

* Valores tomados para comparacion.

= (A B/A')?

= (1/A'5)?

e S
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y para la r. d. m. c. d. ponderada para n (como tanto por ciento):

3 (/&' )2

= (1/A",%)?

donde (A’,1 %); es la imprecision asociada a la medida i, como tanto por ciento.

En el calculo se ha hecho uso sélo de datos de SCV, o bien de SCV y viscosidad con-
juntamente. En el caso de SF; se han utilizado, con el modelo exp-6, inicamente datos de
SCV, puesto que no se dispone de tablas de integrales de colision para valores de g ma-
yores que 17.

La detenida observacion de la tabla I permite establecer las siguientes conclusiones:

l.a En el caso de los dos gases nobles, tanto los segundos coeficientes del virial como
las viscosidades son representados aceptablemente con ambos modelos de potencial. Ade-
mas, los parametros g de una parte y & de otra calculados a partir de uno y otro mo-
delo con el mismo valor para m y 4 son aproximadamente iguales, como, en cierto modo
habian observado Calvin y Reed®.

2a Con el hexafluoruro de azufre, la concordancia entre valores tedricos y experi-
mentales de B y n) es asimismo satisfactoria, pero los resultados son poco concluyentes en
lo que se refiere a la observacion de Calvin y Reed anterior. La discordancia entre los
valores de e/k hallados por uno y otro modelo puede, sin embargo, atribuirse en buena
parte al hecho de que con el modelo exp-6 se han empleado tnicamente datos de segun-
dos coeficientes del virial.
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PENTAFLUOROFENILCOMPLE]JOS DE ORO (I) Y ORO (IlI)
CON DIFOSFINAS

PO R
R. Us6N, A. LacuNa, J. VICENTE y J. GaRcia

Departamento de Quimica Inorgénica. Facultad de Ciencias
Zaragoza (Espana)

Abstract

In the present paper we describe the preparation, structure and properties of organo-
gold (I) and (III) complexes of the type (L—L) |Au(Fs)|,, (L—L) |Au(C6F5)2X[2 and
(L—L) |Au(C5F5)Xz ,, with (L —L)= (dpb) or (dpm) and X = CI, Br, I.

Introduccion

Recientemente (1), hemos preparado los primeros pentafluorofenil derivados de oro (I)
con un ligando bidentado fésforo donor 1,2 bis (difenilfosfino) etano (dpe, en lo que si-
gue). El estudio de las reacciones de adicién oxidativa de halégenos y de BrT1(CFs), nos ha
permitido preparar (dpe) |Au(C¢Fs)X,|, (X = Cl, Br) y (dpe) |Au(CﬁF5)3C1|z del que pueden
obtenerse bromo e iododerivados por reacciones de sustitucién. La accién directa de I,
sobre (dpe) [Au(Cst)Iz provoca, sin embargo, la rutpura del enlace Au—C.

En lo que sigue informamos sobre los resultados obtenidos al extender estos estudios,
con el empleo de las difosfinas 1,4 bis (difenilfosfino) butano y bis (difenilfosfino) metano
(en lo que sigue, (dpb) y (dpm), respectivamente).

Discusion de resultados

Complejos de oro (I)

Los clorocomplejos han sido preparados partiendo de otros clorocomplejos con un li-
gando neutro facilmente desplazable, segiin

2CIAuL + (L—L) —+—> (L—L)|AuCl|, + 2L
(L—L) = (dpb), (dpm); L = AsPh,, SC.H;

El empleo de tetrahidrotiofeno SC,H; (2) presenta sobre AsPh; la ventaja de su menor
precio y su mas facil eliminacién, por ser liquido a temperatura ambiente y la desventaja
de su olor desagradable y penetrante.

Los pentafluorofenilcomplejos de oro (I) se han preparado por reaccién del correspon-
diente clorocomplejo con el magnesiano (3) BrMgCF;, segiin

éter
(L—L) |AuCl|; + 2 BrMgCF; —— (L—L) |Au(C/Fs)|, + 2 CIBrMg
(L—L) = (dpb), (dpm)

——
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Complejos de oro (III)

a) Reacciones de adicion oxidativa con BrTI(CFs),

Cuando se calienta a reflujo una disoluciéon bencénica de (dpb) |AuC1|2 y BrTI1(CFs), (4)
tiene lugar la precipitacién de BrTl y la transferencia de dos grupos C.F; a cada atomo
de oro, comportamiento observado repetidas veces con anterioridad (1, 5, 6).

(dpb) |AuCl|, + 2 BrTI(C.F;), — 2BrTl + (dpb) |Au(C6F5)zC1|2

Con (dpm) ]AuCl|2 la reaccién conduce a una mezcla de productos, como expresa la
siguiente ecuacion

(dpm) |AuC1]z+ 2 BrT1(C¢F;), —> CITl 4 BrTl + cis-(dpm) ]Au(Cer)Clzlz
+ cis-(dpm) IAU(CBFS)BT2|2 + (dpm) IAu(CeFS)Iz

Si se opera‘a temperatura ambiente, se obtienen los mismos resultados y si se prolon-
ga el tiempo de reflujo se produce, ademas, oro metalico.

b) Adicion oxidativa de halogenos

La Tabla 1 recoge los resultados de la adicién oxidativa de halégenos a los complejos
de oro (I) (L—L) \Au(CéFs)lz. Con (L—L) = (dpb) el resultado es siempre la adicién del
halégeno para formar el correspondiente dihalocomplejo de oro (III) (dpb) |Au(C(,F5)X2|2
(X = CI, Br, I), aunque con cloro en exceso se puede producir la ruptura del enlace Au—C
y la formacién de (dpb) ]AuC13|2.

Cuando (L—L) = (dpm) se produce la adicién oxidativa de Cl, y Br;, pero la accién
de I, conduce a (dpm) ]AuI[z.

La estructura cis 6 trans propuesta en cada caso se deduce de los espectros infrarro-
jos (ver mas adelante). Por otra parte, si se calientan a reflujo disoluciones en cloroformo
de los trans-(L—L) |Au(C(,F5)Br2]2 se obtienen los correspondientes derivados cis, aunque
con (L—L) = (dpm) se produce también alrededor de 10 % de (dpm) jAu(Cst)jz.

Es probable, por analogia, que (dpb) |Au(C‘5F5)Iz|2 sea el derivado trams, pero la fre-
cuencia yu,.1, queda fuera del rango de nuestro aparato (4.000-200 cm-!) y esta suposicién
no ha podido ser confirmada.

TABLA 1
Reacciones de oxidacién de (L — L) |Au(C6F5)|2 con X,
Complejo Halogeno rIr:ill‘zlz ilcj(z) Producto final
Esteq. No hay reaccién
ClL, exc. (—5°) trans-(dpb) [Au(CﬁFs)Clzl2
(dpb) |Au(CFs)|, exc. trans-(dpb) |Au(C6F5)Clz|2+
(dpb) |AuClL|,
Br, 1:1 trans-(dpb) Au(Can)BI‘zIz
T 11 (dpb) ]Au(C6F5)12|2
cl, exc. (—5°) cis-(dpm) |Au(C,F;)CL|,
(dpm) |Au(C/F;)|; exc. trans-(dpm) !Au(C6F5)Clz|2
Br, 1 trans-(dpm) [Au(C,st)Brz]z
1, jigi (dpm) |AuI|2

a) Cuando no se indica lo contrario la reaccién se realiza a temperatura ambiente.
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c) Reacciones de sustitucion

Es posible sustituir los atomos de cloro en el complejo (dpb) |.»’&1.1(C6F5)3Cl!2 segun

2+ 2XK — (dpb) |Au(C6F5)2X|2 + CIK

(dpb) |Au(CF;),Cl

X = Br, I.
en disolucidon acetdnica.
TABLA 2
Datos analiticos
Au Andlisis encontrado (calc) %
: (ohm=! cm? Complejo
Complejo S 5
tona) (€ H Au | p. mol
s 37,70 | 3,00 | 43,97
I (dpb) |Au Cl, == 259°C(d) G7113)| Gae) | @h0y| —
: 3535 | 261 ;
I (dpm) |Au Cl|, 0,18 267°C(d) Fea e (ifgl;i) i
‘ 5 41,51 54 | 32,88
III  (dpb) |Au(CFy)|, nula 190:€. s A (344) (34?2) L
o ) 2, 8 5
IV (dpm) |Au(CFy)|, 1,00 209°C éggi) (1;9) (32321) g
V  cis(dpb) |Au(CF,).Cl|; 497 165°C (igé?;) (11’%11) éi_g‘é) 3
VI  cis-(dpb) |Au(C/F;),Br|, 8,01 167°C(d) é;i‘;) (}% é‘;é‘é) ézg)
7 ° ) ) 2 ) 1 .
VII cis-(dpb) |Au(C,Fy).I|, 13,48 158°C (gg‘;) (11 37) é?;??) d%)
5 3770 | 2,19 | 30,18 | 1.251
VIII trans{(dpb) |Au(CiF:)CL|; 1,00 125G L=y i 1) iti039) Qe
2,15 : d
IX  trans(dpb) |Au(C,F:)Br, 114 Ol el e
; 5 2,59 | 221 23
X cis{(dpb) [Au(C/F;)Br,|; —  |200210°C(a) éz Sl é?s |l =
5 2940 | 1,69 | 2417 | 1744
XI  (dpb) [Au(CFs)L|, 4,17 104°C@)| o0y | (1'e9) | (1370)| (1662)
198 | 29,98
XII  trans-(dpm) |Au(CeFs)CL|, 8,47 177°C(d) (3355%) i
XIII cis-(dpm) |Au(C.F;)CL|, 130 170°C(d) é‘;ig) (41'2737) (33‘1331) i
0
XIV  trans{dpm) |Au(C;Fo)Br|; 151,98 184°C(d) (2,113?5) (11'25) é?/(s)(;) sk
: : 74 = 556
XV cis-(dpm) |Au(CiFy)Br:; 91,10 |123-130°C(d) é?%g) (11'55) (i.igz)
2949 | 206 | 3813
XVI (dpm) |Aul|, 551 |250252°C@| 90y | (58 | Geany|  —
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

La Tabla 2 recoge los datos analiticos, puntos de fusidn, conductividades y pesos mo-
leculares de todos los complejos de oro (I) y de oro (III), preparados, por uno u otro de
los procedimientos que acabamos de discutir.

Se puede observar que la conductividad de los complejos preparados aumenta confor-
me disminuye la longitud de la cadena alifatica, llegando incluso en el caso del
z‘rans-[Au(CéFS)BrZ]2 a valores correspondientes a los de un electrolito 2:1. Para una misma
difosfina, el aumento del tamafio del halégeno supone asi mismo un aumento de la con-
ductividad. Pensamos que este comportamiento puede ser debido a que al aumentar el
tamafio de los grupos coordinados al oro o al aproximar los dos centros metalicos (con
una difosfina mas corta), aumentan las repulsiones entre los distintos grupos y por lo
tanto su grado de disociacion.

Todos los complejos preparados son muy estables térmicamente, no muestran Signos
de descomposicién a la luz o a la humedad atmosférica. Sus disoluciones son asi mismo
estables.

Espectro LR.

Todos los complejos preparados presentan las absorciones caracteristicas a los ligan-
dos y al grupo pentafluorofenilo (7) cuando éste se encuentra presente.

Son varios los trabajos que han aparecido sobre el estudio del espectro I.R. de diver-
sos dihalocomplejos de oro (2, 8, 9, 10, 11); dado que nuestro espectrofotometro llega has-
ta 200 cm?, s6lo consideraremos las bandas que se encuentran a frecuencias superiores.

Para los tranms-dihalocomplejos de férmula (L—L) |Au(C5F5)X2 ,, de las dos bandas
que aparecen, se asigna la mds intensa a la vibracién stretching asimétrico vx_au_x) (b1),
dicha banda suele aparecer alrededor de 360 6 255 cm~! segiin que el halégeno sea cloro
o bromo. Sucede en ocasiones que la otra banda stretching simétrico yx_s._x, (a;) dada su
proximidad y debilidad aparece sélo insinuada como un hombro de la primera, y en este
caso la asignacién se hace dudosa.

En los cis-complejos de férmula (L —L) [Au(Can)Xziz, de las dos bandas que aparecen
la mas intensa se asigna al stretching Au-X frams al grupo arilo y aperece siempre a me-
nores frecuencias que la banda correspondiente al stretching Au-X trams al ligando. Sin
embargo en algunos cis complejos se hace dificil la asignacién de esta ultima banda como
consecuencia de un solapamiento con la mas intensa.

En la tabla 3 se recogen las vibraciones Au-X en nuestros complejos y su isomeria
de acuerdo con lo que acabamos de exponer.

TABLA 3
Vibraciones y,.x) en complejos de oro (I) y oro (III)
5 VAu—-X VAu—X VAu—-X VAu—X
Corgplejo it transa L |transal R | b,asim. | a; sim.
(dpb) |AuCl|, 325 s — — — —
(dpm) |AuCl|, 312 m — — — —
cis-(dpb) |Au(CiF:).Cl|, 328 m — — = —
cis-(dpb) |Au(C,Fs)Br;), s 40m | 25m = =
cis-(dpm) |Au(CFs)Br;, |, — 250 sh | 230 m = —
cis-(dpm) |Au(C.F5)CL|, — — 335 br, m — —
trans-(dpb) |Au(C.F;)CL|, — — — 375 m 381 m
trans-(dpm) |Au(CiFs)ClL|, — — — 250 m 255 m
trans-(dpb) |Au(C.Fs)Br;|, — — — 262 m 255 sh
trans-(dpm) |Au(CsFs)Br,|, — — — 265 m 255 sh
(dpb) |Au(CF)L,|, S e o 220w | 255 sh




PENTAFLUOROFENILCOMPLEJIOS DE ORO (I) Y ORO (III) CON DIFOSFINAS

Parte experimental

Los espectros infrarrojos se han realizado en un espectrofotémetro Perkin-Elmer 577
(que cubre el rango comprendido entre 4000 y 200 cm™!) utilizando una suspensién del
producto en Nujol entre laminas de polietileno.

Las conductividades se han medido con un conductimetro Philips PW 9501/01 en aceto-
na en el rango comprendido entre 4 —5x 10-* M, los pesos moleculares se han realizado
con un osmometro Hitachi-Perkin-Elmer en disoluciones bencénicas del 0,68-0,95 %. Los
puntos de fusién y descomposicion se han determinado con un aparato Reichert, los ana-
lisis de C y H se han hecho con un microanalizador Perkin-Elmer 240.

I. — (dpb) |AuCl|,

A una disolucién que contiene 1,60 grs. (5 m.mol) de CIAuSC,H; en 40 mls. de dicloro-
metano se adicionan 1,06 grs. (2,5 m.mol) de (dpb).

Inmediatamente aparece un precipitado blanco, pero con objeto de favorecer la preci-
pitacién total se mantiene la disolucion durante 4 horas a temperatura ambiente, Al cabo
de ese tiempo se filtra. el precipitado blanco. Si a las aguas madres se les adiciona hexano
se produce la precipitacién de nuevas cantidades de producto. El producto blanco se
lava repetidas veces con alcohol y hexano.

Se obtienen 2,22 grs. (2,48 m.mol) de (I) lo que supone un rendimiento del 99 %. (I) es
poco soluble en benceno y en acetona e insoluble en diclorometano, n-hexano, etanol y

nitrometano.

II. — (dpm) |AuCl|,

Trabajando en las mismas condiciones que en (I) 3,37 grs. (10,51 m.mol) de ClAuSC,H;
y 2,02 grs. (5,26 m.mol) de (dpm) reaccionan para dar 4,07 grs. (4,79 m.mol) de (II) lo que
supone un rendimento del 95 %. (II) es soluble en acetona e insoluble en hexano, diclo-
rometano, éter, benceno y etanol.

ITI. — (dpb) |Au(CeFs)|,

A una disolucién de C.F;MgBr (3), obtenida a partir de 0,45 grs. (18,56 atm-gr) de Mg
virutas y 2,41 mls. (18,56 m.mol) de bromopentafluorobenceno en 50 mls. de éter anhidro,
a temperatura ambiente, se anaden 4,13 grs. (4,64 m.mol) de (I) formandose inmediata-
mente una suspension, se anaden 100 mls. de THF anhidro con objeto de disolver el sé-
lido en suspensién, y a continuacion se calienta a reflujo durante 1 hora y posteriormente
se le deja alcanzar la temperatura ambiente.

Se hidroliza el magnesiano y se separa la fase organica, lavandose repetidas veces con
éter, posteriormente se afiade carbon activo y SO;Mg anhidro dejando la disolucién en
reposo durante una noche.

Después de filtrar, la disolucién se evapora hasta 40 mls. afiadiéndose posteriormente
20 mls. de etanol y se vuelve a evaporar. Se obtienen 4,00 grs. (3,46 m.mol) de (III) lo que
representa un rendimiento del 75 %. (III) es soluble en tetracloruro de carbono, THF, di-
clorometano, benceno y éter, poco soluble en nitrometano e insoluble en metanol, etanol

y n-hexano.

A

IV. — (dpm) |Au(CFs)

Operando de forma analoga a (III) una disolucién de 11,92 m.mol de C,;F;MgBr y 2,53 grs.
(2.98 m.mol) de (IT) reaccionan para dar 2,51 grs. (2,26 m.mol) de (IV) lo que supone un
rendimiento del 76 %.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

En este caso no es necesario anadir a la disolucién etérea THF pues el reflujo de éter
es suficiente para solubilizar la suspensién que se forma. (IV) es soluble en diclorometa-
no, THF, éter y acetona, e insoluble en etanol, benceno y hexano.

V. — (dpb) |Au(CF:),Cl|,

A una disolucién de 0,89 grs. (Im-.mol) de (dpb) |AuCl|, en 80 mls. de benceno se le
adicionan 1,23 grs. (2 m.mol) de BrTI(C.F:),, inmediatamente se produce un precipitado
de bromuro talioso y la disolucién se mantiene a reflujo durante 4 horas. Después de se-
parar el bromuro talioso de la disolucién ésta se lleva a sequedad. El sdlido se recrista-
liza posteriormente de diclorometano-etanol.

Se obtienen 0,83 grs. (0,53 m.mol) de (V) lo que supone un rendimiento del 53 %.
(V) es soluble en diclorometano, benceno, acetona y éter e insoluble en etanol y n-hexano.

VI. — (dpb) |Au(C,Fs),Br|,

0,35 grs. (0,22 m. mol) de (V) y 0,12 grs. (1 m.mol) de KBr se disuelven en la minima
cantidad necesaria de acetona y la disolucién se calienta a reflujo durante 3 horas y me-
dia. El precipitado, que resulta ser KCl se filtra y la disoluciéon se evapora a sequedad.

El producto blanco resultante se recristaliza de diclorometano-etanol.

Se obtienen 0,20 grs. (0,12 m. mol) de (VI) lo que supone un rendimiento del 58 %. (VI)
es soluble en acetona, benceno, diclorometano y éter e insoluble en n-hexano y etanol.

VIL. — (dpb) |Au(C,Fs),I},

A una disolucion de 0,31 grs. (0,20 m. mol) de (V) en 50 mls. de acetona, se le anaden
0,13 grs. (0,78 m.mol) de KI. La disolucién de color amarillo se mantiene en agitacion
magnética durante 14 horas a temperatura ambiente. Al cabo de ese tiempo se filtra
el precipitado, que se identifica como KCl y a la disolucién se le afiaden 30 mls. de etanol
y se evapora a vacio. Cuando quedan 15 mls. se gotea muy lentamente y con fuerte agita-
cién magnética 5 mls. de hexano, apareciendo un precipitado amarille.

Se obtienen 0,19 grs. (0,11 m.mol) de (VII) lo que supone un rendimiento del 55 %.
(VII) es soluble.en diclorometano, acetona, benceno y cloroformo e insoluble en etanol,
hexano y metanol.

VIIL. — trans-(dpb) |Au(CF;)CL|,

Una muestra de 0,900 grs. (0,70 m. mol) de (III) se adiciona sobre 60 mls. de una diso-
lucién de Cl, en diclorometano (0,84 N) y se mantiene a —5°C durante 30 minutos.

Transcurrido éste, la disolucién se lleva a sequedad en vacio. Se obtienen 0,85 grs.
(0,55 m.mol) de (VIII) lo que supone un rendimiento del 93 %. (VIII) es soluble en di-
clorometano, acetona, benceno y cloroformo e insoluble en etanol, hexano y éter.

IX. — trans-(dpb) |Au(C.Fs)Br,|,

A una disolucién formada por 0,50 grs. (0,43 m.mol) de (III) en 30 mls. de diclorome-
tano se anaden 4 mls. (2 m. mol) de una disolucién de Br, en diclorometano.

La disolucién de color naranja, después de tres horas se evapora en vacio hasta 10 mls.,
afladiéndose a continuacion 30 mls. de etanol, volviéndose a evaporar hasta 10 mls. a
vacio.

Se obtienen 0,475 grs. (0,32 m.mol) de (IX) lo que representa un rendimiento del 75 %.
(IX) es soluble en acetona, diclorometano, cloroformo, y benceno, poco soluble en éter,
y nitrometano e insoluble en etanol, metanol y n-hexano.
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PENTAFLUOROFENILCOMPLEJOS DE ORO (I) Y ORO (III) CON DIFOSFINAS

X. — cis-(dpb) |Au(C6F5)Br2|2

Una disolucién formada por 0,20 grs. (0,13 m.mol) de (IX) en 20 mls. de cloroformo
se calienta a reflujo durante una hora y media. Durante ese tiempo la disolucién se trans-
forma de color naranja en amarillo. Al cabo de este tiempo se afaden 20 mls. de etanol
y se evapora a vacio hasta 10 mls. obteniéndose un producto amarillo.

Se obtienen 0,168 grs. (0,11 m.mol) de (X) lo que supone un rendimiento del 80 %.
(X) es soluble en tetracloruro de carbono y cloroformo, poco soluble en diclorometano y
benceno e insoluble en acetona, éter, nitrometano, etanol y hexano.

XI. — (dpb) |Aw(CFo)L|,

A una disolucién formada por 0,56 grs. (0,43 m.mol) de (III) en 30 mls. de diclorome-
tano, se afiaden 0,218 grs. (0,86 m.mol) de I,, la disolucién se torna inmediatamente de
color rojo intenso y se deja en agitaciébn magnética a temperatura ambiente durante
14 horas.

Al cabo de ese tiempo la disolucién se lleva a sequedad en vacio, el precipitado rojo
resultante se recristaliza de diclorometano-etanol.

Se obtienen 0,5039 grs. (0,30 m. mol) de (XI) lo que representa un rendimiento del 71 %.
(XI) es soluble en acetona, diclorometano, nitrometano, benceno y éter e insoluble en
etanol, metanol y n-hexano.

XII. — trans-(dpm) |Au(C¢Fs)CL|,

A una disolucién formada por 0,30 grs. (0,27 m.mol) de (IV) en 40 mls. de diclorome-
tano se le pasa durante una hora una corriente de gas cloro, seco.

Transcurrido éste la disolucién se lleva a sequedad en vacio. El sélido amarillo resul-
tante se recristaliza de diclorometano-etanol. Se obtienen 0,170 grs. (0,13 m. mol) de (XII)
lo que supone un rendimiento del 50 %. (XII) es soluble en acetona, diclorometano, ni-
trometano, benceno y éter e insoluble en etanol, metanol y n-hexano.

XIII. — cis-(dpm) ]Au(Cst)Clzlz

A una muestra de 0,40 grs. (0,32 m. mol) de (IV) se adiciona sobre 80 mls. de una diso-
lucién de Cl, en diclorometano (0,84 N) y se mantiene a —5°C durante 30 minutos.

A continuacién se le permite alcanzar la temperatura ambiente y se lleva a sequedad.
El sélido blanco resultante se recristaliza de diclorometano-etanol.

Se obtienen 0,31 grs. (0,25 m.mol) de (XIII) lo que supone un rendimiento del 78 %.
(XIII) es soluble en diclorometano y acetona, poco soluble en éter, benceno, cloroformo
y tetracloruro de carbono e insoluble en etanol y n-hexano.

XIV. — trans{dpm) ]Au(CﬁFr,)Brzlz

A una disolucién formada por 0,50 grs. (0,45 m.mol) de (IV) en 30 mls. de diclorome-
tano se le adicionan 4 mls. (2 m.mol) de una disolucién de bromo en diclorometano.
Inmediatamente se forma una disolucidon roja que se deja en agitacién magnética a tem-
peratura ambiente durante dos horas.

Transcurrido ese tiempo se le afiaden 20 mls. de etanol y se evapora a vacio hasta
un volumen de 10 mls., apareciendo un precipitado naranja que se filtra.

Se obtienen 0,50 grs. (0,35 m.mol) de (XIV) lo gque representa un rendimiento del
78 %. (XIV) es soluble en diclorometano, acetona y cloroformo, poco soluble en benceno
en etanol, n-hexano y éter.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

XV. — cis-(dpm) |Au(C,F;5)Br,|,

Una disolucién formada por 0,200 grs. de (IV) en 70 mls. de cloroformo se calienta
a reflujo durante dos horas.

Finalizado dicho tiempo se afiaden 20 mls. de etanol y se evaporan a vacio hasta 2 mls.
y a continuacién se gotean lentamente 5 mls. de hexano, apareciendo un precipitado ama-
rillo que se identifica como (XV). La disolucién llevada a sequedad produce nuevas canti-
dades de XV y aproximadamente un 10 % de (dpm) |AL1(C6F5)}2, (XV) es soluble en diclo-
rometano, benceno, cloroformo y acetona, poco soluble en etanol e insoluble en n-hexano.

XVI. — (dpm) |AuI]z

A una disolucién formada por 0,50 grs. (0,45 m. mol) de (IV) en 30 mls. de diclorometa-
no se afiaden 0,23 grs. (0,90 m. mol) de I,, la disolucién se torna inmediatamente de color
rojo intenso y se deja en agitacién magnética a temperatura ambiente. Al cabo de una
hora se obtiene un precipitado de color rojo intenso, que se filtra y cuyos analisis y es-
pectro infrarrojo indican que se trata de una mezcla de (dpm) |Au(C6F5)12|Z y (dpm) |Au13;2
que posteriormente no se separa. A la disolucién al cabo de una hora se le afiaden 20 mls.
de etanol y se evapora a vacio hasta 15 mls. obteniéndose un precipitado blanco que se
filtra y se seca por succion.

Se obtienen 0,154 grs. (0,15 m.mol) de (XVI) lo que representa un rendimiento del
38 %. (XVI) es soluble en diclorometano y acetona e insoluble en n-hexano, etanol, éter
y benceno.
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PENTAFLUOROFENIL ORGANO COMPLE]JOS
DE COBALTO (IlI) CON 7,7 - DIMETILSALEN
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Abstract

We describe the preparation of the pentacoordinate complex (C.F;)Co (mesalen) by the
Grignard reaction with ICo (mesalen). The addition of bases to the solutions of this
substance permit the isolation of the neutral octahedral complexes (C¢Fs)Co (mesalen)L,
(L=H,0, NH;, pyridine, piperidine) and the anionic complex [(C:Fs)Co(mesalen (CN)]K.H,O.

The structural study of the new isolated complexes is carried out by means of IR
and visible-UV spectroscopy.

Introduccion

Continuando el trabajo que se dedica en nuestro Departamento al estudio de comple-
jos organometéalicos de cobalto (III) con bases de Schiff, conteniendo el radical pentafluo-
rofenilo, habiamos descrito recientemente diversos derivados de «acacen» (1).

En esta publicacién describimos la preparacién y el estudio estructural de analogos
preparados derivados conteniendo como ligando tetradentado el N,N’-etileno bis (7,7’-di-
metil saliciliden-iminato) que designaremos abreviadamente «mesalen». De este modo, es
posible obtener informacion sobre el efecto que produce la diferente naturaleza de la
base de Schiff sobre la estabilidad del enlace Co-C/F; y la diferente tendencia a la hexa-
coordinacion que exhiben dichas especies.

Discusion de los resultados

Preparacion de los complejos

Mediante la reaccion de Grignard
ICo (mesalen) + C,FsMgBr + H,0 — IBrMg + (C:F;)Co (mesalen) (H,0)

y una vez eliminado el exceso de reactivo por hidrdlisis 4cida se obtiene el acuocom-
plejo (II).

Esta sustancia libera H,O por tratamiento en presencia de P,0s y posterior calenta-
miento a 110°C en vacio para dar el complejo pentacoordinado (I).
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES
Este ultimo reacciona con diferentes bases de Lewis
(C¢Fs) Co (mesalen) + L —> (C.F;) Co (mesalen) L

para dar los correspondientes 6rganos complejos octaédricos, cuya formulacion se realiza
sobre la base de los datos analiticos recogidos en la Tabla 1.

TABLA 1

Resultados analiticos de los complejos (C4Fs)Co (mesalen) L

Andlisis encontrado (calculado) %
Complejo
N C H Co

I. (C.F;) Co (mesalen) 4,82 54,96 3,86 11,22
(5,38) (55,40) (3,49) (11,33)

II. (C/Fs) Co (mesalen) (H,0) 5,31 53,45 3,80 10,90
(5,20) (53,54) (3,74 (10,95)

III. (CF;) Co (mesalen) (NH;) 6,98 52,82 423 10,85
(7,82) (53,64) (3,94) (1¢,97)

IV. (CF;) Co (mesalen) (py) 7,12 58,31 328 9,98
(7,01) (58,11) (3,87) (9,83)

V. (CFs) Co (mesalen (pip) 6,71 57,57 5,61 9,85
(6,94) (57,53) (4,83) (9,73)

VI. [(C(F;) Co (mesalen) (CN)]1 K . H,0O 5,58 48,25 2,87 9,68
(6,96) (49,76) (3,34) (9,77)

Asi, pasando una corriente de gas NH; seco a través de una disolucién de (I) en DMF
se obtiene por enfriamiento el complejo (III). Del mismo modo, cuando se afade piridi-
na o piperidina a una disolucién del complejo (I) en metanol, se obtienen precipitados
cristalinos de (IV) y (V) respectivamente.

Asi también, el tratamiento del complejo (I) disuelto en DMF-etanol con un exceso
de CNK produce un precipitado cristalino identificado como el complejo (VI).

Este comportamiento es sustancialmente distinto del observado en el tratamiento con
CNK del d6rgano analogo de cobalto (III) con acacen (1). Mientras que en el complejo
con acacen, la presencia de un exceso de CNK producia la ruptura del enlace Co-C(Fs,
en este caso dicho enlace permanece inalterado. De otro lado, con una proporcién mo-
lar complejo (I)/CN- de 1/1, el complejo con acacen daba lugar a la formacién de una
mezcla del complejo mononuclear [(C/Fs) Co (acacen) (CN)] K y del complejo binu-
clear {[CGFS) Co (acacen)], (CN)}K. Por el contrario, cualquiera que sea la propor-
cién molar complejo (I)/CN-, el complejo con mesalen da lugar a la formacién unica-
mente del complejo mononuclear, atn en el caso de utilizar un defecto de CNK.

La diferencia de comportamiento observada entre los complejos con acacen y me-
salen revela una menor tendencia a la hexacoordinacién en el complejo con mesalen,
puesto que el complejo puente binuclear no puede obtenerse y ademis una mayor re-
sistencia por parte de este ultimo a la ruptura del enlace C;Fs—Co.

Espectros infrarrojos

Todos los espectros infrarrojos de las sustancias aisladas exhiben las bandas de ab-
sorcién caracteristicas del grupo C/Fs en 1600-1630s, 1495-1500 vs, 1050-1070vs, y 950 vs
cm™! (2).
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PENTAFLUOROFENIL ORGANO COMPLEJOS DE COBALTO (III) CON 7,7' - DIMETILSALEN

Asi mismo, presentan las bandas de absorcién caracteristicas del ligando tetraden-
tado en 1580-1600 vs, 1530-1540 vs, y 750-760 vs cm~! entre otras (3). Ademadas se observan
en cada caso las vibraciones caracteristics de la base axial en los complejos octaédricos.

Como consecuencia de la superposicion de las bandas mencionadas, todos los espec-
tros presentan las siguientes caracteristicas:

1. Una banda de absorcién muy ancha que se extiende entre 1570 y 1640 cm-!, que
a veces presenta dos picos de absorciéon en 1590 y 1620 cm-!. Esta banda debe ser el
resultado de la superposicion de las absorciones debidas a las vibraciones de tensién
del sistema conjugado — C = C— del grupo CF; y del anillo bencénico del ligando
mesalen.

2. Una banda estrecha con un pico de absorcién situado entre 1530-1540 cm-!, que
debe asignarse a la vibracion de tensién yc_y del grupo imino del ligando tetradentado.

3. Una banda muy estrecha con un pico invariablemente localizado en 1495 cm-!,
que debe asignarse a la vibracién de tensién del anillo aromatico del grupo CiFs. Como
hemos observado para analogos complejos del ligando mesalen, la absorcién debida a
la vibracion de tension del sistema conjugado del quelato, que estd presente en esta
regién del espectro en el ligando libre, no se puede observar en ninguno de sus comple-
jos, puesto que su intensidad flucttia ampliamente y es posible que en los complejos
estudiados sea tan poco intensa que no pueda ser identificada (4).

4. Un sistema de bandas de absorcién caracteristicas del grupo C(F; con picos de
absorcién  en 1050-1060 y 950-960 cm-!,

5. Un sistema de bandas menos intensas con picos de absorcién en 620w, 600 m,
580w, 565w, 465w, 442w, y 398w cm~! caracteristicas del anillo Co-quelato y cuya asig-
nacién es insegura (3).

Este comportamiento espectral permite establecer varias diferencias respecto del ob-
servado en los complejos con acacen.

En efecto, se observa que la vibracién de tensién yc.n Se encuentra desplazada a
numeros de onda mayores, lo que supone que el ligando tetradentado es ahora menos
aceptor = y por tanto la densidad electrénica sobre el atomo metalico debera ser mayor
en los complejos con mesalen. La diferencia debe ser pequefia y de hecho no se mani-
fiesta en la vibracion de tension v ., del ciano complejo, cuya banda de absorcién se
presenta sensiblemente localizada a la misma frecuencia (2120 cm~') que en el comple-
jo con acacen. Sin embargo, dicha diferencia se pone de manifiesto en la interaccién
de enlace Co—CF; que resulta ser mas estable que en los complejos con acacen, como
se deduce del comportamiento observado en las reacciones con CNK y del estudio ter-
mogravimétrico realizado sobre los complejos aislados (5). Dicha estabilizacién puede
ser interpretada sobre la base de la mayor interacciéon r metal —~ C,F; que debe pro-
ceder del aumento de densidad electrénica sobre el adtomo metalico.

Ademas, el complejo pentacoordinado (I) con mesalen presenta, por la misma razon,
menos tendencia a la incorporacién de una base axial para completar la hexacoordi-
nacién y los complejos octaédricos de mesalen son comparativamente menos estables
que los de acacen, como se ha comprobado en su estudio termogravimétrico (5).

La presencia de agua de cristalizaciéon en el ciano complejo se pone de manifiesto
por la aparicién en el espectro IR de esta sustancia de una absorcion localizada en
3500 cm~! (6).

Espectros visible-UV

Los espectros de los complejos aislados presentan tres bandas 'de absorcién que se
pueden asignar a transiciones d-d, aunque también ahora, posiblemente, la primera ban-
da que es asimétrica podria estar constituida por dos componentes, como sucede en el
complejo de acacen con piridina (1). En la Tabla 2 se recogen las bandas de absorcién
observadas y su asignacion.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

TABLA 2

Frecuencias (kK) e intensidades de absorcion (log e,.. entre paréntesis) en los espectros
visible-UV de complejos (CsFs)Co (mesalen) L.

Corples Frecuencias (kK) y log e,,.. (entre paréntesis)
L Disolvent :
e vis (A, —>{ 'E?) via (A, —>1A;) | yu('A—>'B,, EY)
I —cloroformo 17,6 (2,74) 24,1 sh.® 27,0 sh.
III NH; metanol® 20,0 (2,38) 24 4 sh. 26,7 sh.
IV py metanol 19,6 (2,47) 24 4 sh. 214 sh.
VI CN metanol 18,2 (2,61) 244 (3,48) 26,3 sh.

a) Las frecuencias de las bandas de absorcién citadas como hombros (sh) son estima-
ciones que deben considerarse como valores aproximados.

b) Todos los espectros de los complejos octaédricos se tomaron en presencia de un
exceso de la base L.

Es importante destacar que el complejo pentacoordinado presenta la primera banda
de absorciéon desplazada a nuimeros de onda mucho mayores que los que usualmente
se encuentran en este tipo de sustancias y no es fécil interpretar este comporta-
miento (8).

El valor sefalado para dicha banda (17,6 kK) resulta ser intermedio entre el valor
que caracteriza a las especies pentacoordinadas (~ 15 kK) y el de las especies hexacoor-
dinadas (~20 kK).

Puesto que la segunda banda de absorcién se mantiene practicamente inalterada, este
desplazamiento supone que se hace mas pequefia la diferencia de energia entre los es-
tados 'E* y 'A,, producidos por desdoblamiento del !T,, a través del descenso de sime-
tria O, a C,, (7). Ello significa que el campo presente en la direccion del eje axial es
menos intenso que en el plano ecuatorial, pero mas préximo a €l que en los complejos
con acacen. Es decir, este comportamiento podria explicarse suponiendo que el grupo
C:Fs crea un campo mas intenso en los complejos con mesalen que en los complejos
con acacen. Aunque esto estd de acuerdo con los datos anotados antes, no parece razo-
nable aducir que la diferencia de capacidad » aceptora del grupo CFs; sea responsable
de una variacién tan importante.

Todos los complejos octaédricos presentan un comportamiento paralelo al que es co-
nocido para sustancias similares (8).

{Conductividad

Todos los complejos neutros (I) a (IV) son no conductores en metanol.

El ciano complejo (VI) presenta una conductividad molar de 112 ohm—! cm? mol-!,
que es casi el doble que la encontrada en otros complejos aniénicos similares (9).

Este comportamiento es una prueba concluyente de que en disolucion tiene lugar
la disociacién

[ (C¢Fs) Co (mesalen) CN)| K — (C/Fs) Co (mesalen) + CN- + K+

para dar la especie pentacoordinada. De acuerdo con ello las disoluciones en metanol
del ciano complejo de color rojo presentan una coloracidon verdosa que corresponde a
la presencia de dicha especie pentacoordinada.

De este modo, la conductividad medida estd de acuerdo con la presencia de CNK
libre en disolucién (10).
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PENTAFLUOROFENIL ORGANO COMPLEJOS DE COBALTO (III) CON 7,7° - DIMETILSALEN

Experimental

ICo mesalen) y C/F;MgBr se prepararon siguiendo los métodos descritos en la bi-
bliografia (11) (12).

Los espectros IR se tomaron en pastilla de BrK en un espectrofotémetro Perkin-
Elmer 457.

Los espectros visible-UV se tomaron en disolucién en metanol en presencia de un
exceso de base usando un aparato Perkin-Elmer 124. El espectro del complejo penta-
coordinado se realizé en cloroformo.

Los analisis de C, H, N se hicieron en un microanalizador Perkin-Elmer 240. Cobalto
fue valorado con EDTA utilizando murexida como indicador.

Todas las reacciones con el reactivo de Grignard se llevaron a cabo en atmdsfera
de nitrégeno seco.

(C4F5) Co (mesalen) (I)

Una muestra del complejo (II) previamente desecada en presencia de P,0; se calentd
a vacio a 110 °C durante 2 h., obteniendo asi un residuo cristalino de color verde con
rendimiento cuantitativo.

(C4Fs) Co (mesalen) (H,0) (II)

A una suspensién de ICo (mesalen) (2, 12 gr. 5 mmol) en THF (200 ml.) se anade a
—60°C una disolucién de C,FsMgBr (8 mmol) en THF. Después de 2 h. se lleva a tempe-
ratura ambiente y se agita durante 4 h. Después de hidrolizar a 0°C para eliminar el ex-
ceso de magnesiano y neutralizar con CIH 0,1 M, se obtiene por evaporacién un sélido
que se purifica precipitando con agua su disolucién en metanol-DMF y se seca por
succion.

Color marrén. Rendimiento, 85 %.

(CeFs) Co (mesalen) (NH5) (III)

Se pasa una corriente de NH; gas seco por una disolucién de (I) (2 mmol) en DMF
(50 ml.). Por enfriamiento se obtiene un sélido cristalino que se lava con éter etilico
y se seca a vacio. Color rojo anaranjado. Rendimiento, 55 %.

(C4Fs) Co (mesalen) (py) (IV)

Se afiaden piridina en exceso (5 mmol) a una suspensiéon de (I) en etanol caliente
(0,46 gr. 1 mmol) y se mantiene en agitacién durante media hora. Al enfriar a tempera-
tura ambiente se obtiene un sélido cristalino en forma de agujas de color naranja.
Rendimiento, 75 %.

(C4Fs) Co (mesalen) (pip) (V)

Utilizando el mismo método anterior y con las mismas proporciones de reactivos se
obtiene un sélido cristalino de color naranja. Rendimiento, 75 %.

[(C¢Fs) Co (mesalen) (CN)1 K . H,O (VI)

Se afiade CNK (0,066 gr. 1 mmol) a una disolucién de (I) (0,463 gr. 1 mmol) en 150 ml.
de DMF y se mantiene en agitacién a temperatura ambiente durante 10 h. Se obtiene un
precipitado cristalino de color amarillo anaranjado. Rendimiento, 85 %.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

La reaccién transcurre del mismo modo cuando se afiade CNK en defecto (complejo
(I)/CNK = 1/ 1/2), si bien en este caso es necesario recristalizar el producto obtenido
para eliminar el complejo inicial no transformado. Asi mismo, cuando se utiliza un exce-
so de CNK, se obtiene inalterado y con el mismo rendimiento el mismo producto final.
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ESTUDIO DE LA DIMETIL-TRICETON-TRIOXIMA
Y DE SUS APLICACIONES ANALITICAS
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J. L. AznAREZ ALDUAN, J. R. CastirLo SuAREz y J. F. CacHo PALOMAR

Departamento de Quimica Analitica de la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Zaragoza (Espaiia)

Abstract

The synthesis, purification and analytical assays of the new reactive Dimethyl-tricetone-
trioxime (D. T. T.) been studied. Its dissociation constants and have applications to
the determination of ferrous ions have been calculated. The Fe II: DTT molar ratio in
the complex formed is 1:1.

The sensitivity as Sandell’s definition is 0,004 microgrs Fe II/cm® for this new reagent.

Introduccién

Como continuacion del trabajo realizado en este Departamento sobre la isonitroso
acetil acetona (1) hemos abordado el estudio de la dioxima de dicho producto, reactivo
capaz de formar complejos polidentados.

La agrupacién atémica — C (= NOH) — CH (—N = 0) — C (= NOH) — es interesante
porque debido a la tautomerizacién nos aparecen tres grupos oxima en posicién conti-
gua. Debido a que los distintos grupos funcionales organicos unidos a los carbonos que
poseen grupos oxima en posicién 1,2, modifican el comportamiento de esta agrupacién
en su reaccion con el niquel (2), hemos sintetizado y estudiado este reactivo para ver la
modificacion debida a un tercer grupo oxima y la posibilidad de que dicho reactivo actue
como ligando tridentado.

En una primera parte hemos investigado sus propiedades quimicas y su reaccién y
aplicacién a la determinacién de los iones ferrosos, y en una segunda que estamos reali-
zando en la actualidad, la aplicacién a la determinacién de Niquel y Paladio.

Dimetil-triceton-trioxima (D.D.T.)
Obtencion

Se colocan en un vaso de precipitados de 1.000 mls. 36 gr. de isonitroso-acetil-acetona,
50 gr. de clorhidrato de hidroxilamina y 142 gr. de acetato sédico con 3 moléculas de
agua y se disuelven con 400 mls. de agua destilada. A continuacién se calienta a 70-80°C.
durante dos horas (3).

Una vez fria la disolucién se neutraliza hasta pH 7 con NaOH y se extrae tres veces
con éter sulftirico. Evaporando a sequedad los extractos etéreos se obtiene una masa de
color blanco.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Solubilidades

Es muy soluble en agua, etanol, dioxano, éter y acetato de etilo. Menos soluble, aun-
que bastante, en metanol.
El producto se recristaliza relativamente bien a partir del metanol caliente.

Pureza

Analizando en el Instituto Nacional del Combustible dio los siuientes valores
C=3715% H =578 % 0 =13023 % N = 26,39 %
siendo los tedricos:

C=37714 % H = 5,66 % O = 30,16 % N = 26,41 %

Comprobacion cromatografica de homogeneidad

Realizando cromatografias en cromatofolios PL de Silica gel F., (Merck) de este pro-
ducto y de la isonitroso acetil acetona, obtuvimos siempre una sola mancha. El revelador
empleado fue solucién acuosa de sal de Mohr y vapores de amoniaco. El liquido de arras-
tre usado fue una mezcla de acetato de estilo y benceno (83:17), con un recorrido de
15 cm.

Los Rf x 100 y las coloraciones obtenidas fueron:

Isonitroso acetil acetona ... ... ... ... ... ... 87,3 azul
Dimetil: tricetona trioxima &..- .. i e e ooe . = i1953 rojo

Punto de fusidn.

Es indefinido, pues funde con descomposicién a una temperatura superior a 100°C.

Espectros de la absorcion de la D.T.T.

Se han realizado los espectros de absorcion del reactivo en soluciones acuosas, tam-
ponados a diferentes pH, a la temperatura ambiente, utilizando un espectrofotéometro
Hitachi-Perkin-Elmer, modelo 124, y cubetas calibradas T. S. L. de 1,000 + 0,005 cm.

Para tamponar las soluciones se emplearon los siguientes sistemas: Acetato sédico - Aci-
do acético; Fosfato monosddico - Fosfato disodico; Cloruro aménico / amoniaco y Cloru-
ro potasico - Hidréxido sédico (4).

Las soluciones de acidez mayor de pH 0,5 y de la alcalinidad mayor de pH 14 se pre-
pararon por adicién de acido clorhidrico e hidréxido sdédico respectivamente, al objeto
de utilizar la funcién de acidez de Hammet.

A continuacién se midié el pH de las soluciones con un pHmetro Beckman-Research
empleando electrodo de fibra de calomelanos saturado y electrodo de vidrio, como elec-
trodo indicador. El pHmetro se calibré previamente segtin el intervalo de medida, frente
a soluciones tamponadas de pH 6,86, 9,18 y 1245 de la firma Beckman.

En las figuras 1, 2 y 3 se dan los espectros de absorcién del reactivo y en la Tabla I
los valores de la absorbancia y pH de los espectros no representados, para no recargar
las figuras.
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Abs.

350 Nm
Ll
. en funcion del pH.

FIG. 1.- Variacién de la absorboncio de lo D.T.T
Cuzvas: | pH 8,40; 2 pH 8,68; 3 pH 9; 4 pH 9,25; 5 pH 9,47;
6 pH 9,7; 7 pH 9,92;8 pH 10,61; 9 pH 10,24 y 10 pH 11,81.
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FIG. 2.~ Variacién de la absorbancia de 1
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Variacién de la absorcién en funcién del pH

De los valores de la Absorbancia de las soluciones de D. T. T. a diferentes pH, se ha
obtenido la gréfica ntm. 4. Se han empleado las longitudes de onda de 230 y 270 nm por
ser en ellas donde se presentan las mayores variaciones, como se ha visto en los espec-
tros anteriores.

De estos valores puede deducirse de una forma bastante aproximada, el valor de las
constantes de acidez y basicidad de la D. T. T., de la forma expuesta por Charlot y
Guagin (5) resultando unos valores de pK,; = 9,5, pK, = 13,7.

El valor pK; no aparece por ser demasiado débil.

De las constantes de basicidad sélo se aprecia la primera con un valor de pK = 0,1.
De ello se deduce que la D. T. T. es un compuesto con un comportamiento de &cido
muy débil, como corresponde al grupo oxima y de base también muy débil.
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FIG. 3.- Variacién de lo absorbancia de la D.T.T. en funcién del

pH.
Curvas 1 pH 13,71; 2 pH 13,64; 3 pH 13,50; 4 pH 13,30; 5 pH
12,99
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FIG. 4.~ Absorbancia de la D.T.T. en funcién del pH @ 270 nm. y 230 na.
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Estudio cualitativo de la D.T.T.

Hemos realizado un estudio cualitativo de este reactivo con los cationes mas frecuen-
tes. En la Tabla II se resumen los resultados obtenidos.

TABLA II
pH =425 Acético-Acetato pH = 10,5 Amoniaco-Amonio
Color
Cation + Reactivo Catidn Cation + Reactivo Cation

Iones

Co Amarillo-verdoso Rosa Amarillo-rojizo Amarillo

Ni Amarillo limo6n Verdoso Anaranjado Verde azulado

Cu Marrén-rojizo Azul Verde Azul-Violeta
Fe (II) Incoloro Incoloro Rojo Incoloro

Pd Ppdo. amarillo Rojizo Amarillo intenso Incoloro

Estudio de la reaccion de los iones ferrosos con la D.T.T.

Los iones ferrosos reaccionan con la D. T. T. para dar una intensa coloracién roja,
solamente en medio alcalino. Por otra parte, los iones férricos no reaccionan, precipi-
tando hidréxido férrico cuando se eleva suficientemente el pH de la disolucién.

Surge, por tanto, la necesidad de mantener el hierro de la solucién en forma ferrosa,
impidiendo su oxidacién por el aire, y su reduccion previa para garantizar que Se en-
cuentra totalmente en forma de Fe**.

De los diferentes agentes que se pueden emplear con tal fin: acido ascorbico, bisul-
fito sédico, acido: sulfuroso, sulfato de hidracina, clorhidrato de hidroxilamina, etc. he-
mos preferido el uso de este ultimo para no interferir con el reactivo. Por ello, en todas
las determinaciones se han afnadido 5 ml. de solucion reciente de este reactivo.

Las soluciones patrones de hierro se preparan por pesada, a partir de sal de Mohr R.A.
diluyendo a continuacién convenientemente.

Seguidamente se efctud el estudio espectrofotométrico de la reaccion Fe (II) - D. T. T.
comprobando los distintos factores que podian influir sobre la misma.

En todos los casos se ha seguido el mismo procedimiento: Se toma el volumen ade-
cuado de solucién patrén de Fet*, se vierte en un matraz aforado de 100 ml. Se agregan
5 ml. de solucién de NH,OH. HCI al 5 %, 10 ml. de solucién de reactivo al 1 %, 10 ml. de
solucién tampén conveniente, diluyendo finalmente con agua destilada a 100 ml.

Efecto del pH

Con objeto de encontrar el intervalo de pH mads conveniente para la citada reaccién,
se prepararon una serie de soluciones de la forma indicada anteriormente, empleando
las soluciones tampoén ya citadas. Inmediatamente después se midié la absorbancia de
las soluciones.

En la Tabla III se dan los resultados encontrados para la absorbancia a 550 nm. en
funcién del pH; se ha elegido esta ), por corresponder al méiximo de absorbancia del
espectro del complejo, como se vera posteriormente.
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TABLA III

pH Absorbancia
6,20 0,097
6,32 0,146
6,61 0,324
7,30 0,331
8,85 0,484
9,00 0,505
9,75 0,519
10,00 0,510
10,12 : 0,496
10,33 0,492
10,49 0,470
10,85 (0,448
11,55 0,360

En la tabla se observa que el maximo corresponde al intervalo de pH de 9 — 10, por
consiguiente, la solucién tampén para las determinaciones posteriores es la de amcnia-
co-cloruro amdnico.

Efecto del tiempo

El color se desarrolla desde el momento de poner aicalina la disolucién. Por medida
de la absorbancia de las soluciones en intervalos determinados de tiempo (Tabla IV) se
observé que se tardan 25 minutos en alcanzar el valor maximo y que la absorbancia per-
manece constante durante unos 10 minutos aproximadamente. Posteriormente la absor-
bancia decrece quedando la solucién finalmente incolora.

Tiempo minutos Absorbancia
0 0,520
10 0,822
25 : : 0,900
30 T 0,908
40 ‘ f 0,905
45 0,900
55 0,886
65 { : 0,850

Espectro de absorcién del ¢0mplejo con Fe (II)

Se ha determinado el espectro de absorcién‘ del complejo Fe II-DTT de forma analoga
a como se expuso en el estudio del reactivo‘(Fig. 5). Las soluciones se prepararon to-
mando un volumen adecuado de solucién patrén de hierro, afiadiendo 5 ml. de solucién
de clorhidrato de hidroxil-amina al 5 %, 10 ml. de solucién de reactivo al 1 % y diluyen-
do con solucién tampén de pH 10 hasta 100 ml.
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Del estudio de las curvas espectrales encontradas para el complejo Fe-DTT, podemos
deducir la existencia de un maximo de absorbancia para una longitud de onda de 550 mm.
El reactivo solo a la concentracién usada y en las mismas condiciones es totalmente

transparente.

El paso siguiente de la investigacién fue comprobar el comportamiento de la solucién
del complejo ferroso en cuanto al cumplimiento de la ley de Beer-Lambert se refiere. i

FIG. 5.- Espectro de Absorcién del complejo Hierro (II)-DTT.

Ley de Beer-Lambert

A partir de una solucién patrén, de contenido en hierro perfectamente conocido y si-
guiendo el procedimento indicado anteriormente, se prepararon una serie de soluciones
conteniendo 0,75, 1, 1, 1,25, etc. microgrs. de Fe por ml. en las que se desarrollé el color
rojo del complejo hierro (II)-DTT y se midi6 su absorbancia en el espectrofotémetro
Hitachi-Perkin Elmer 124 para la longitud de onda de 550 nm.

En la Tabla V puede observarse que la ley de Beer-Lambert se cumple hasta una
concentracién de 2,5 microgramos de Fe/ml. para una longitud de onda de 550 nm.
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TABLA V

Microgrs. de Fe Absorbancia £
0,75 0,168 12.451
1,00 0,218 12.174
1,25 0,272 12.152
1,50 0,326 12.137
1,75 0,385 12.286
2,00 0,430 12.007
2,25 0,491 12.187
2,50 0,540 12.062
2,75 0,584 11.859
3,00 0,622 11.578
375 0,768 11.437
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Si utilizamos el término de sensibilidad, definido como el nimero de microgramos de
sustancia por cm. de seccién que produce una absorbancia de 0,001 podemos relacionar
la DTT con otros reactivos espectrofotométricos del hierro; en nuestro caso encontramos
una sensibilidad de 0,004 microgrs. Fe/cm?, sensiblidad elevada, superior a la del Alfa,
Alfa’, dipiridilo y la del 2, 2/, 2’’ terpiridina, como puede verse en la Tabla VI que re-
sume alguno de los reactivos empleados en la determinacién espectrofotométrica del
hierro, segiin Sandell (6).

TABLA VI
R euTiin Sensibilidad
Microgrs. Fe/cm.?
2-2’-dipiridilo 0,007 (522 nm)
2-2'-2""-terpiridina 0,005 (522 nm)
1-10 Fenantrolina 0,0005 (508 nm)
Ferron 0,015 (610 nm)
Nitroso-R-sal 0,0023 (720 nm)
Ac. Mercaptoacético 0,014 (540 nm)

Naturaleza del complejo Fe-D.T.T.

Se ha utilizado el método de la relacion molar (7,8) para el estudio de la naturaleza
del complejo que se forma en la reaccién entre los iones ferrosos y el reactivo.

Para ello, se prepararon una serie de soluciones, siguiendo el citado método de la
relacién molar, procediendo en las medidas espectrofotométricas de la forma como se ha
indicado en el estudio de la ley de Beer-Lambert.

Los resultados obtenidos se ilustran en la Fig. 6. A partir de ellos se deduce que la
férmula del complejo es (1:1).

Abs,
06

)

05 .

04

031

0,2

0,1

0 2 4 6 8 10 R/Fe

Fig. 6.~ Férmula del complejo Fe (II) - DTT
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ELEMENTOS TRAZA EN AGUAS DE ESTACIONES
TERMALES DEL NORTE DE ESPANA

POR
A. MarTiN y I. GRACIA

Departamento de «Quimica II» de la Escuela Superior
de Ingenieros Industriales de Bilbao (Espafa)

Abstract

This study alows dates of geochemical interest about concentration of Arsenic, Cadmiun,
Zinc, Cobalt, Copper, exavalent Chromium, Iron, Manganese, Silver, Lead and Selenium
in twenty-eighth Springs of thermal water of the provinces of Alava, Barcelona, Gerona,
Guiptizcoa, Huesca, Lérida, Navarra, Santander, Teruel, Vizcaya and Zaragoza.

By other way some considerations to know the concentration intervals of small quan-
tities of toxics in these waters are made, all of the used of drink waters.

1. Introduccién

Este trabajo incluye algunos datos de una investigacion sistematica amplia de tipo
fisicoquimico, quimico y geoquimico sobre la distribucién de elementos traza cn aguas
continentales y marinas de Espana.

En el mismo se consideran 28 manantiales de aguas termales, correspondientes a di-
ferentes balnearios de las provincias de Alava, Barcelona, Gerona, Guiptzcoa, Huesca,
Lérida, Navarra, Santander, Teruel, Vizcaya y Zaragoza. Los microelementos investigados
en estas aguas han sido los siguientes: arsénico, cadmio, cinc, cobalto, cobre, cromo he-
xavalente, hierro, manganeso, plata, plomo y selenio.

Para la calificacion de aguas termales se han seguido los criterios de Castany y
Schoeller, en los cuales se consideran aguas termales «aquellas cuya temperatura es su-
perior en 4 6 6°C a la media del aire ambiente, o0 mayor que la mas frecuente en las
aguas subterrdneas de la misma regién climatica». Para la clasificacién de las aguas ter-
males se han adoptado las normas establecidas en las disposiciones generales que apare-
cen en el Boletin Oficial del Estado Espafiol del 23 de septiembre de 1967.

La mayor parte de los trabajos realizados en Espafia (1-7) sobre la distribucién de
elementos traza en aguas termales datan de hace bastantes afios y, en general, se trata
de analisis espectrograficos cualitativos y semicuantitativos. Una de las razones que nos
han Ilevado a la realizacién del presente trabajo es precisamente el aportar nuevos datos
analiticos sobre este tipo de aguas, a fin de investigar los procesos de enriquecimiento
de esos elementos en las aguas por factores fisicoquimicos y antropogénicos. La concen-
tracién de los elementos traza en aguas estd influida por diferentes factores y procesos
fisicoguimicos y quimicos, especialmente por la solubilidad de los compuestos metalicos
y sus productos de hidrolisis, asi como por las acciones de intercambio con sustancias
naturales o artificiales de las aguas, por ejemplo, la formacién de quelatos; también jue-
gan un papel importante los procesos de intercambio iénico y de adsorcién. La interven-
cién mas o menos directa del hombre de la era industrial ha adquirido gran importan-
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cia en los tultimos afios, de modo que la concentracion de muchos elementos traza se
incrementa en ocasiones apreciablemente en relaciéon a su concentracién «naturals,

Todas las aguas que se incluyen en este estudio se beben en los correspondientes bal-
nearios y, la mitad de ellas, se envasan y comercializan como aguas de mesa. Aungue
s6lo en algunos casos aislados, y generalmente de manera cualitativa, se han podido acla-
rar los mecanismos de las reacciones bioquimicas en las que intervienen los elementos
traza, es sabido que numerosos elementos en concentraciones muy pequefias son nece-
sarios para la vida. En concentraciones superiores a ciertos limites establecidos por di-
versos organismos internacionales, que velan por la salud publica, algunos microelemen-
tos ejercen una accién téxica e incluso pueden provocar la muerte de las células. El me-
canismo mas importante de la accién tdxica es el envenenamiento de los sistemas enzi-
maticos, por formacién de complejos internos o quelatos entre los iones metalicos y
determinadas agrupaciones atoémicas de las moléculas orgéanicas de los enzimas. De aqui,
el gran interés en establecer intervalos de concentraciones Optimos para el organismo
humano de muchos elementos traza. Ello, no es facil, sin embargo, puesto que los pro-
pios compuestos organometalicos formados pueden aumentar o disminuir la toxicidad
de los iones metalicos y, por otra parte, se ha observado (8) que la combinacién de cier-
tos metales (Ni+Zn, Cu+Zn, Cu+Cd) no sdélo tienen una accién téxica aditiva sino hasta
cinco veces dicho valor. Lo anteriormente indicado justifica la necesidad de conocer el
contenido de elementos traza en aguas que se beben, tanto si son reconocidas como aguas
de mesa, como aquellas consideradas como aguas minero-medicinales. Es de interés con-
siderar ademas, de un modo especial en el caso de estas ultimas, qué elementos toxicos
tienen efectos acumulativos y cuales no.

A efectos informativos, en la Tabla I, se indican los efectos conocidos de los microele-
mentos, que se consideran en este estudio, sobre el organismo humano; asi como la
concentracién maxima admitida por el Organismo Mundial de la Salud para aguas de
bebida.

TABLA 1

Efectos conocidos de los elementos traza sobre el organismo humano.

e S A T s e a e Sra e

oo benstiniotopars Efecto toxico Concentraciones maxz

Elemento |la salud en pequefias N i nlms (p.p.l gz‘)Madgutz-

concentraciones [ 0= Aamalativo i o e e bl

| acumulativo ’ aguas potables
Arsénico + 4t + + 0,05
Cadmio + + + + 0,01
Cinc + (+) (+) =15

Cobalto g =
Cobre + 1,5
Cromo hexav. + + 0,05
Hierro + (+) 1,0
Manganeso + 0,5
Plata (+) 3t i
Plomo (+) + + 0,10
Selenio = i 0,01

(+) muy débil, + débil, + + fuerte.
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2. Parte experimental

La mayor parte de las muestras fueron tomadas directamente en los balnearios por
personal del Departamento desplazado expresamente a los mismos.

En general, los elementos estudiados se presentan en concentraciones tan bajas que
fue necesario utilizar técnicas de preconcentracién, antes de someter las muestras a su
analisis. Para tal fin, se han utilizado resinas cambiadoras de iones (9 y 10).

Los elementos plata, cadmio, cinc, cobre y manganeso se han determinado mediante
espectrofotometria de absorcién atémica. La determinaciéon de plata se ha realizado por
un método de gran sensibilidad establecido por los autores (11).

Para el andalisis de los restantes elementos, se han aplicado diversos métodos de es-
pectrofotometria visible y ultravioleta, previamente adaptados a las exigencias del pre-
sente trabajo: o-fenantrolina para el hierro (12), 3-3’ diaminobencidina para el selenio
(13), difenilcarbazida para el cromo hexavalente (14), sal nitroso-R para el cobalto (15)
y ditizona para el plomo (16).

3. Consideracion de los resultados

En las Tablas 2 y 3 se incluyen los resultados, expresados en ug/l, correspondientes
a aguas de las fuentes termales estudiadas, sefalandose con una sigla la provincia de
procedencia y con un numero el orden dentro de la misma. Los valores de la Tabla 2,
corresponden a fuentes cuyas aguas se envasan y venden al publico en esta forma, y los
de la Tabla 3, a aquellos obtenidos en aguas que se beben directamente en los balnearios.
A algunas de las aguas aqui consideradas, se atribuyen propiedades medicinales y se re-
comiendan para distintos usos, ademas de para su bebida.

El estudio de los resultados obtenidos permite hacer una serie de consideraciones:

1. En general, la concentracion media de los elementos traza en las aguas termales
aqui estudiadas, es del mismo orden que el correspondiente a aguas termales y, en ge-
neral, a aguas subterraneas de otros paises (Tabla 4). Cabe suponer, en funcién de algu-
nos datos parciales encontrados en la bibliografia, que la concentracién media de dichos
elementos en estas aguas es inferior a aquélla en aguas superficiales, sin contaminar
«artificialmente», de las mismas regiones geoldgicas.

2. No parecen existir diferencias apreciables en la concentracién de los elementos
traza en aguas de la misma region geoldgica, en funcién de la temperatura del agua. In-
cluso, no se han observado tendencias generalizads en la distribucién de dichos elemen-
tos en aguas termales, en relaciéon con otras no termales de iguales regiones, estudiadas
con anterioridad (21-22).

3. Es indudable que existen ciertos esquemas sistematicos en la distribucién de ele-
mentos traza en aguas de igual procedencia o regiéon geoldgica. A este respecto, baste
considerar los resultados obtenidos para la concentracién de elementos traza en aguas
de los manantiales B-1 y B-2, aquellos correspondientes a H-1, H2 y H-3, o los de todos
los manantiales designados con la sigla Z; por el contrario, hay diferencias apreciables
entre las muestras G-1 y G-2, de igual provincia geogréfica, pero pertenecientes a regiones
geologicamente diferentes.

Debe senalarse, que las diferencias de concentracién son mas significativas en unos ele-
mentos que en otros, tal es el caso del arsénico o del cadmio. Debe tenerse en cuenta, sin
embargo, a la hora de considerar estas diferencias, el orden de concentracién de p g/l de
dichos elementos, en algunos casos préximo al limite de sensibilidad de los métodos ana-
liticos, y también las posibles contaminaciones durante la toma, almacenamiento o ana-
lisis de la muestra.
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TABLA 2. — Concentracion de elementos traza y g/l, en aguas de fuentes termales que se envasan para consumo piblico.

)
S

Muestra Clastficacion cd Zn Co Cu Cr. Mn Se

termal hexav.

A-1 Hipotermal 1,0 23 <05
GE-2 Hipertermal 0,9 4 < 0,5
GE-3 Hipertermal 0,6 7 <05

G-1 Mesotermal 0,5 <05

G-2 Mesotermal 0,7 15 < 0,5

L-1 Hipotermal 0,8 6 0,5

N-1 Hipotermal <05 < 0,5

N-2 Hipotermal 1,0 < 0,5

S-1 Hipotermal 2,0 < 0,5

S-2 Mesotermal 1,0 < 0,5 <05

V-1 Hipotermal 0,8 50 <0,5

Z-4 Mesotermal 155; 0,7 < 0,5

Z-5 Mesotermal 5,0 0,6 <0,5

Z-6 Mesotermal 2,5 2,6 0,6
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TABLA 3. — Concentracion de elementos traza, en y g/l, en aguas de fuentes termales que se beben directamente en los balneario

Muestra Qlasieacion As cd Co ‘ Cu i Mn Ag Pb Se

termal hexav.

0,7
0,3
0,8
0,6
0,5

Hipertermal 14
Hipertermal 0,8 1,5
Mesotermal 0,7 <05
Hipotermal 35 0,5
Hipotermal 3,5 1,3
Hipertermal 4.0 1,1
Hipertermal 2:5
Hipertermal <05
Mesotermal 1,5
Hipotermal <05
Hipotermal 1,5
Mesotermal 1,0
Mesotermal
Mesotermal 1,5
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0,8
0,5
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TABLA 4

Concentracion media, en w g/l, de elementos traza en diversos tipos de aguas.

Referencia l Ag As Ccd Co Cr Cu ) Fe | Mn ; Pb In
| | | | (R [
Aguas superficiales
| 1
S-1(17) | 26 64 9,5 17 9,7 15 52 SEllIEEE 58 ' 23 64
S-2 (18) : 03 — i SR 5SS 6 Syiicogt SRENED SR8
| l l | l
Aguas profundas o subterrdneas
SU-1 (18) | 6.2 — <5 <05 2 I 6 29 \ 42 3 125
SU-2 (18) 0,2 == — 7 ’ 22 03] =188 125 ) 33
Aguas termales
| | | |
TE1 (19) | 1 101 ¢ < 0,1 0,1 35 9l =59 42 6,6
TE-2 (20) I — 0,4 l — — <3 74 94 | 13 4,6 109
i i ]

Aguas termales del Norte de Esparna

l i ? E !
|= O5=1 RS i s USH e IR B i el s e )
| | { |

19,6

(*) Se ha determinado el cromo hexavalente.

Parece, pues, claro el valor potencial de algunos elementos traza como indicadores
geolégicos naturales y de la procedencia de las aguas. Algunos constituyentes minorita-
rios de las aguas muestran diferencias apreciables en su concentracién en funcién de los
diferentes tipos de rocas por las que atraviesan, en muchos casos cuando no se aprecia
ninguna variacion significativa en los constituyentes mayores.

Naturalmente, para poder contrastar bien la funcién indicadora de los elementos tra-
za, seria necesario un conocimiento profundo de la geologia de las regiones de proceden-
cia de las muestras y, por supuesto, efectuar un mayor numero de tomas de muestra
de las aguas subterraneas aqui estudiadas, asi como de otras de iguales regiones pero de
distintas caracteristicas quimicas, a efectos comparativos. Consideramos que una aplica-
cién de interés seria en estudios regionales donde existan aguas con una composicion
en componentes mayoritarios homogénea. Seria posible, en funcion de criterios de ele-
mentos traza, sefnalar la existencia de masas de agua con velocidades de flujo y direccio-
nes diferentes, la presencia de estratificaciones hidrogeolégicas y otros factores de inte-
rés para aclarar la problematica de las aguas subterraneas.

4. En todos los manantiales aqui estudiados, la concentracion de los elementos traza
esta por debajo de los limites establecidos por los organismos internacionales y por la
legislacion espafiola (B. O. E. del 23 de octubre de 1967 y del 8 de noviembre de 1972),
para el contenido de sustancias que puedan afectar a la salud.

Conviene, sin embargo, recordar a las empresas explotadoras de balnearios el peligro
potencial que existe de que se excedan dichos limites en algunos elementos, durante los
procesos de captacién, conduccion, depésito, lavado de envases y envasado de las aguas
empleadas como aguas de mesa, como se puso de manifiesto en un estudio anterior reali-
zado por nuestro Departamento (21).
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