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Abstraet

The aim of this work is to give a definition of Sylow i-system of a finite ,,-soluble
group, which generalizes the well known concept of Sylow system in - the soluble case.
This definition maintains the 1 - 1 onto correspondence between Sylow rr-systems and
Sylow rr-complements. In the second part of the paper we study sorne properties on the
reduction of Sylow ,,-systems of a group G to its subgroups.

1. Notación y preliminares

Por " representamos un conjunto de números primos. Todos los grupos considerados
se suponen finitos y rr-resolubles. Por la teoría de Hall en tales grupos existen GO' E HallO'(G)
y GO'. E Hall, (G) para todo conjunto o de números primos contenido en n, representando
o' el complementario de o dentro del conjunto de todos los primos.

Un :r-sistema de complementos de un grupo G (Cf. [3]) es un conjunto e de p-comple­
mentos (p'-subgrupos de Hall) de G, uno para cada elemento p de n, Lo notaremos

(SP E Hallp, (G»)

De la definición se sigue:
1.° Por ser ,:r no vacío es siempre e no vacío.
2.° Si:r = {p} entonces SPEHall". (G) = Hall ., (G) .
3.° PE:rypIGI,SP=G. ,
En ([3]) se demuestra que dos '¡'-sistemas de complementos de un mismo grupo G

son conjugados. Además, dado un rr-sistema de complementos e de un grupo G,
e = {s· IpE :r} y un subgrupo K normal en G, se verifica que

eG/K={S'K/K lpE:r} y

enK={SpnKlpE:r}

son :r-sistemas de complementos de G/K y K respectivamente.

2. ,i·sistemas de Sylow

Para cada p en .« consideramos el conjunto de números primos (J. = p' n ".
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(2.1) Definición

Dado un grupo G: llamaremos r.·sistema de Sylow de G a un conjunto iI de" subgru­
pos de G formado por un r.'-subgrupo de Hall de G, S"., y para cada elemento pE r. un
subgrupo S pE Hall a/ (G) verificado

1) S",L.Sp'i/PEr.
2) s, s, = s, s, 'i/ P, q ~ rr

Notación: iI = {Sp , S" ' IpE r.}.

(2.2) Teorema

Todo grupo G posee r.-sistema de Sylow y son conjugados. Más todavía, existe una co­
rrespondencia biyectiva entre el conjunto de r.·sistemas de complementos de G y el con­
junto de r.·sistemas de Sylow de G dada por

e =:{ SP I pE~} --+ il c = {S/ =n s -, S",* =,n s q 1 PEr.}
.,/=p q E "

entendiendo que si ro = {p} es S*p = S".'

Demostración. A) Sea e = { SP 1 pE r.} un "...sistema de complementos de G.
a) Para todo pE tr , Sp* es un a 'p·subgrupo de Hall de G.
En efecto: siendo S/ = n s q se sigue que p es el único elemento de r. que divide a

q'l=P
ISp\ por lo que S/ es un a1;-grupo. Además IG : S/ \ ·= 11 jG : sq l es un av-número por

< 'I= P
serlo cada factor.

b) Análogamente S". * es un r.'-subgrupo de Hall de G.

Nota: Si r. ~ {p} . entonces S ;* = G, Y siendo G p·resoluble trivialmente es G l;ln
a;-subgrupo de Hall de G (o; es en este caso el conjunto de todos los primos) y
S", * = SP es un p'-sub&rupo de Hall de G (r.'-subgrupo de Hall de G).

e) Por construcción S", *L.SP*'r/ PE rr. Finalmente
d) S;* S ;* =1n S' = S,* Sp*. En efecto: si p = q es trivial.

r:/=p,q

Sean p, q E n, p =/= q; con la misma consideración de a) sobre órdenes se prueba que
n S' es un (p U q U r.·)-subgrupo de G, luego I n S' IL.IGp I IGq l [G". I. '

r*",q ',*",q

A nivel conjuntista se tiene la relación

n S' ;2 S/ s.*,
r '* J'I.q

y así

De esta forma iI e es un r.-sistema de Sylow de G. '

B) s» = S" . (-1-1 Sq) es un p-complemento de G.
q '1= p

Si tt = {p}, sv = S". E Hall", (G) Hall., (G). En caso contrario, S*p es p'-grupo por
serlo S". y cada uno de los S, q=/=p y por otra parte IG: S*pl divide a IG: Sql 'i/q=j=p, ­
que es un a.-número, luego el único primo que divide a IG : S*p\ , es p .

C) Las aplicaciones anteriores son inversas una de la otra.
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y para cada P E rr

es un r.·sistema de complementos de M.

La conjugación es evidente a pa rtir de la biyectividad.

.' ,
i '

n (S". . T] SI)}
q E" 1'* q

21 = {Sp, S". IpE rr}

21cos) = { n (S".' rr SI) ,
q ,* P i,*q

,,-SISTEMAS DE SYLOW DE GRUPOS FINITOS r.-RESOLUB LES

eCsal = e· En efecto:

si e = { SPIp E rr},
1 1 ·. : ~ i '._ _ : "e(Sr. l = {( n sq) , I ( n SI) IpE rr}.

q E " q ,*p I * q

b) 21ca, l = 21· Si

. a)

es un .rr-sistema de Sylow de M.
Si e = { SP, P E 'Ir} es un rr-sistema de complementos de G, se dice qu e e re duce en

M si
e n M = ,{ S pn MIPErr}

(Sr.' n M) n (SqnM)~ Mn(Sr. ' '-'-1 S q) = M n S p
q ,* p q ,*p

(2.4), Teorema

El rr-sistema de Sylow 21 de G reduce en el subgrupo M si y sólo si su ro-sistema de
complementos correspondientes reduce el M.

Demostración. Sean 21 = [s, S"' IP E ro f y e = {So IpE tr f y supongamos que
21 n M = {Sp n M, S" ' n M' pE 1r f es un ,,-sistema de Sylow de M. Puesto qu e po r

hip ótesis 21 y e son asociados, SP = S". -1-1 Sq, con lo cua l para cada pE s: el p-com­
q ,*p

plemento de M obtenido a partir de los elementos de 21 n M verifica

21 n M = { s, n M, S". n M , P E rr}

Se tiene por tanto qu e M n SP es un p '-subgrupo de M qu e con tiene un p'-subgrupo
de Hall de M, luego M n SP es un p-complemento de M, con lo qu e qu eda demost rado
que e n M es un rr-sistem a de complementos de M.

-7

Se verifica trivialmente S". ;¿ n (S "" -1-1 S i), Y siendo ambos rr'-subgrupos de
q E" i '* q \

Hall de G coinciden . Análogamente se obtiene Sp = n (S". 1 l. Si)'
q,* p 1 * .

Observación: En el caso ·de ser rr = {p f , e = {Sp = S". f

21c = {G = Sp, S", f y eCsl = ' {S". = Spf : ·
e

(n sq) n cn S i) ;¿. SP
q E " q,*P I of,-q

con lo que, siendo ambos p-complementos de 'G se tiene la igualdad ,

(2.3) Definición

Sea M un subgrupo de G y 21 = {Sp, S". ' P E rr} un ,,-sistema de Sylow de G. Dire-
mos que 21 reduce en M si .
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Recíprocamente, si e (l M ·= { s-n M IpE rr} es un ...-sisterna de complementos de M
se verifica trivialmente

n (SqnM)~( n Sq)(lM = S,(lM
q =l=P q,*f1

n(sq(lM)~¿(n Sq)(lM=S",(lM
q E " q E"

Y razonado de forma análoga a como se ha hecho en la-primera parte de esta demostra-
ción , se concluye que ¿¡ n M es un rr-sistema de Sylow de M. , .

(2.5) Corolario

Si el subgrupo M es normal en G, todo tt -sistema de Sylow de G reduce en M.

Demostración. Siendo M :5! G, la intersecci ón de M con cualquier p-complemento de
G es un p-complemento de M, con lo cual todo rr-sistema de complementos de G reduce
en M. El resultado se sigue ahora deIos teoremas (2.2) y (2.4).

.' .,
(2.6.) Corolario

Dado un subgrupo M .de G siempre existe un rr-sistema de Sylow de G que reduce
en M.

Demostración. Basta tener en cuenta (2.4) y el hecho de que para todo pE"', cual.
quier p-complemento de -M está 'contenido en un p-complemento de G.
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TEORIA K PARA ESPACIOS LOCALMENTE COMPACTOS*

POR
s ,

M. T. LO ZANO

Departamento de Geometría y Topología. Facultad de Ciencias
Universidad de Zaragoza (España)

Abstraet

In this work, we expose th e .cons truct íon of the functor K for the category $e of
locally compact spaces and proper maps,

We show that it is a generalized .cohornology theory , which is the Atíyah's functor [1]
for the subcategory of compact ·spac~s . . ,

1. Definición de K(X), X localmente compacto

Todos los espacios vectoriales conside rados serán de dimensión finita ' y sobre el cuer-
po de los números complejos. .

Sea $c la ca tegoría cuyos objetos son los espacios localmente compactos (no necesa­
riamente no compactos), y morfismos las aplicaciones propias.

Definición 1.1

Sea X E $ e, definimos K (X). como el cociente del semigrupo de tríples (E., Eh (le)
donde E.. Eh son fibrados vectoriales ' complejos sobre X y (le: E. IX - e~ El I X - C
es un isomorfismo sobre el complementario de un subconjunto relativamente compacto
C de X, por la relación de equivalencia ~ siguiente:

existe un fibrado vectorial L sobre un entorno compacto A de e u D en X" y un, iso­
morfismo

tal que
elw = '(le Iw ¡:p, f3-~ ¡w '$ id ¡w

dondeW = A_ (CUD).

Definición 1.2

Sea X E $e y A un subespacio localmente cerrado en X, definimos K (X, A), como el
cociente del semigrupo de triples (E ., E l; a.C>. donde E., El son fibrados vectoriales sobre
X y «e : E. IX - e ---?>- E l IX - C un isomorfismo sobre el complementario de un ' subes-

* Este trabajo es parte de la Memoria de Tesis ' Doctoral.
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donde

fJ Iw = occ Iw E9 ,B~ IIr E9 id Iw

. W = C' - (C U D)

i'a: Ea E9 E , IX - C ....-.+ E, E9 e, IX - C

[Eo E9 Eh E
'
.E9 ~Eo ; i'0] = [E, E; 10 ]

Luego

con

Proposición 1.4

Si X es compacto K (X ) coincide con la definición de grupo de K-teoría para com­
pactos ([1] , pág. 42).

Demostración: Recordemos que en ([1], pág. 42) se define K (X), cuando X es com­
pacto como el grupo abeliano asociado 'al semigrupo de las clases de isomorfismo de los
fibrados vectori a les complej os sobre X. Entonces cada eleme nto de K (X) tiene por re­
presentante un par (Ea, E,) = [E a] - [El] ' donde Ea, E, son fib rados vectori ales sobre
X. K (X) está defin ido por la re lación de equivalencia

Ea E9 F, E9 E == E, E9 e, E9 E

(E, E ,) ~ (F, F,) ~

3'un ' fibrado vect or ial E y un isomorfismo

-10 -

Proposici án 1.3

K (X) Y K (X , A ) son grupos con la operación inducida por la suma directa de fi­
brados.

Demostración: La comprobamos en el cas o K (X , A), puesto que si A '= 0 tenemos
K (X, 0 ) = K (X) evid entemente.

La operación es la siguiente:

OCc E9 f3D I« Ea E9 Fa) I (X - (e UD»)

Además, si Ce X - A n De X - A '=} C U D e X - A, luego efectivamente [E. E9 Fo,

E, E9 F,; i'c u D1 es un eleme?to de K (X, A).
- _ Por las propiedad es de suma directa y la relación ~ es claro que la operación es aso­
ciativa y conmutativa .

La clase [E , E; 1
0

] es el elemento neutro, y si [E a, E, ; occl E K (X, A), [E l> Eo; OCc- 1]

es su simét rico, en efefto

[Ea, E ,; ·a.cl E9 [E " Eo; 't1 C-
I
] = [Eo, El> El E9 Eo; i'cl

i' eU D: (Eo E9 F a) I (X- (C u D» ---+ (E¡ E9 FI ) I (X - (C U DH

es el isomorfi sm o

RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCI AS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

tal que

donde

pacio C relativament e compacto de X tal que C .c;: X - A por la relación de equivalen-
cia ~, donde .

existe un fib rado L sobre un entorno compacto C' de eu 15 en X, y un isomorfismo

6 : (Eo E9 F,) I e; Ell L ---+ (E, E9 Fo) le' Ell L
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..Con .estas .consideraciones la demostración .de la proposici ón .es inmediata, pu esto que
en un compacto todo subespacio es relativamente compacto.

Proposición 1.5

Si X Y A son compactos K (X, A) es el grupo de K-teoría rel ativa para espacios com­
pactos.

Demostración: Recordemos ([1] , pág . 66) que K (X, A) para espacios compactos viene
definido por

K (X, A) = K (X/A) ,

siendo K la K-teoría reducida qu e as ocia a un espaci o compacto X con punto base Xg" el
núcleo del homomorfismo

i*; K (X) --+ K (xo)

siendo i : Xo --+ X la inclusión del punto base.
X/A es un espacio con punto base identificado con todo el subespacio A.
Enton ces K (X, A) puede obtenerse de la siguien te forma: Consideremos el semigrupo

de triples (Eo, Eh a.) donde Eo, E l son fibrados vectoriales sobre X y «. : B«IA --+ El IA
es un isomorfismo de fibrados sobre A. La re lación de equivalencia

3 fib rado vectorial E y un isomorfismo

tal qu e:
el A-=' ,I'J. IA ~ (3-1 l A EB id IA

Las clases de equival encia forman el grupo K (X, A) .
Es eviden te entonces qu e K (X, A) así ob tenido coincide con el de la fefinición 1.2.

Proposición 1.6

Si X ,es un subespacio abierto de un espacio compacto Y, y B = Y - X, se ti ene

K (Y, B ) --=---+ K (X)

Demo stración: Sea [Eo,E l; a.] un elemento de K (Y, B ), entonces a.o : e; IB --+ El IB
pu ede extenderse a un isomorfismo .

sobre un entorno cerrado 11 de B en Y.

Entonces (Eo IX , El IX ; ; , X n B) re presenta un eleme nto de K (X), Y es claro qu e
este proceso define un homomorfismo

p : K (Y, B ) --+ K (X)

Inversamente, dado [Eo, El; I'J.c ] E K (X ), escojamos un entorno compacto A de e en X
y un fibrado complementario F para El/A.

Sea

-11-



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX ACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Entonces «EolAlB p) U (M x (Y - C», M; identidad) define un elemento de K (Y, B) .
1/1 aIA- C

Esta con strucción es claro que da un homomorfismo inverso de p. #

Corolario 1.7

K (X) = K (X+ , punto) = K (X+), donde X+ es la compactificación con un punto de X.
Este úl timo resultado nos va a pe rmit r es tudiar una serie de propiedades del func tor

K que hemos definido.
Es inmediato comprobar que es un functor de la categoría de los espacios localmetne

compactos y aplicaciones propias, a la categoría de los grupos.

Proposición 1.8

K (X ), X E $c tiene además estructura de anillo, donde el producto está inducido por
el producto tensorial de fibrados.

Demostración: Por el corolario 1.7 K (X) '= (X+ ) y sabemos que

K(X+) = Ker (i *: K(X+) ----+ K (+})

donde i" es un homomorfismo de anillos .

Por tanto K(X) será un ideal del anillo K (X +), es decir, en particular, en gen eral, sin
unidad. #

2. Definición de

s -» (X ), 11 E N, X E $c

Definición 2.1

Si X, Y son espacios compactos con punto base, se llama «producto amalgamado»
smasch pro du ct ) al espacio

X/\ Y = X x Y/X v Y
donde

X V Y = X x: j + f U j + f x Y

Proposición 2.2

Si X, 'Y son dos ob jetos de la categoría $c, entonces X x Y E $ c y X+ /\ Y+ ==
(X x Y)+.

Demostración: Se comprueba sin dificultad.
Es bien conocido el

Lema 2.3

Entonces

Consecuencia:
! "

S" :=i SI /\ SI/\ . . . ;f\ S '
Definición 2.4

Si X es un espacio com pacto con punto base, definimos la .suspensi ón de X, sx
com o el espacio X 1/\ SI.

12
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Demostración: Ver ( [4] , Cap. 10).

la proposición 2.2

r

Teorema 3.1

Si A i/\ X e A, X compactos, la aplica ción

f3 : K - u(X , A) -.---7- K - (n+2) (X, A )

que envía a en ag (donde el producto está inducido por el producto tenso rial de fibrados)
es un isomorfismo.

Daremos en primer lugar la descripción del isomorfismo de Bott, que constituye el
punto central de la teoría K.

Sea 1) ~l fibrado lineal complejo sóbre 52, cuya primera clase de Chern es igual al
generador canónico de H2(S'; Z). Entonces [r)E K(52) y [11] -1 es un generador de
K (S') = K-' ( + ) que designaremos por g.

..--..--¡o. K-1 (A+ ) ----.-.-+ K-I (X+, A+) -+ [(-1 (X+) -+ [(-1(A +) ---+

----.-.-+ K-o (X+, ;1+) ---+ ~ (X +) -.---7- KO(A+)

Demostración: En efecto: (X +, A+) es un objet o de la ca tegoría de pares de espacios
compactos y A+ es un compacto con punto bas e, entonces la sucesión

Proposición 2.7

Si X, A E $c ;f\ Ae X exis te una sucesión exacta natural (infinita a izquierda):

~ K - ' (A) -.-,)o K -l (X , A) -+ [(-1(X) --.--,)- K - I (A) ---+
-.-,)o K-~ (X, A) -+ K-~ (X ) -.---7- K - o(A)

es exacta. ( [1 ] , pág. 7).

Teniendo en cuenta la definición 2.6 y el hecho de que X +/A+ == X/A, se sigue qu e
la sucesión del enunciado es exacta.

3. El isomorfismo de Bott y el functor K" (.) , n E Z sobre $c

Demostraci án:

Definición 2.6

Para n:::::". O y X E $c

K-u (X ) = K-" (X+)== Kes- x +) == K(X x R")

Proposición 2.5

Su(X+) == X+ 1\ Sn == x-v; (Rn)+ == (X x Rn)+

donde las dos últimas identificaciones son ciertas po r el lema 2.3 y
respectivamente.

Estos resultados nos permiten dar la

en . .
La n- ésima suspension iterada SS ... SX (n veces) es naturalmente homeomorfa a

X ,/\ 8", Y se representa por SnX.
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Corolario 3.3.

-14 -

si n par
si n impar

si n par,
si n-impar ·

K' (X) = KO (X)

K " (X) = K -' (X)

K" (X , A) = KO(X , A)

K' (X, A) = K - ' (X, A)

Si Ae X A, X E $ c

f3 : K-' (X) ---+ K - l u+2) (X)

Teorema 3.6

Los functores K' ( . ) sobre $ c satisfacen los axio mas usuales de una teoría de coho­
mología generalizada.

Demostración: Se cum plen:
a ) Axioma de hom otop ía, Si

fo, t.. (X, A) ---.---+ (Y, B )

Si X E $c la aplicación

Análogamente -.

ta l qu e f3 (a) = ag es un isomorfismo.

Demostración: Es suficiente aplicar el teroema 3.1 al par (X+; -l-) y recordar que

K - ' (X ) = 'K-' (X+ ) = ' 'K-.~ (X+/ +) = K - ' (X+, + ). #

K- l. (X , A ) == KO(X, A )

K - (M I ) (X , A) == x-:(X, A)

Esto nos permite defin~r :re"( . ),"t n E Z.

Definición 3.5

Si X E $c

es un isomorfismo :

Demostración: Es aplicable el teorema 3.1 al par (X+, A+) y por ser X +/A+ = :X/A
se tiene la tesis. #

Si X E $ c pu ede identificarse K~2. (X) con KO(X) Y K - (7n+ l ) (X) con K-' (X) por el iso-
morfismo de Bott .' . .

P : K o(X) -¿ K- 2n..(X) ,
f3" : K: ' (X ) ---.---+ K- l2n +l )(X )

Corolario 3.4

Si A e X i/\ A, X E $ c, la aplicación

f3 : K - ' (X, A) ---+ K - (' +2) (X , A)

f3 : K-u(X ) ---+ K - l u+2) (X)

dada po r f3 ,(a) = ag es un isomor fismo.

Demostración: Es consecuencia inme~iata del !eorema 3.1 tomando A = 0. #

e;orolario 3.2

Si X es un espacio com pacto, la aplicación
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son hom ótopas, entonces

j: X ---+ (X, A)

K" (X, A) = Ka (X/A)

K" (X - U, A - U) = K" (X - U, A - U)

i: A ---+ X,

j*: K n(X, A) ---+ K" (X - U, A - U)
En efecto:

se tiene la sucesión .exacta
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Para A e X, A, X E $c

K* (X, A) = K· (X , A) EB K' (X, A )

Como Il resp eta la periodicidad, tenemos el triángulo exacto

K* (X) = KO(X) EB K' (X )

s
K - (· + I ) (A ) ---+ K -a (X, A) ~~ K -:' (X ) ~ K :» (A )

1/3 1 ~ 1fJ 1/3
K-C"+2) (A ) ---+ K - Cn+ l) (X, A)~ z -v- » (X) ----;¡. K-Cn+1) (A )

a
K* (A) -+ K* (X, A)

~/
K*(X)

... ----;¡. K " (A) ----;¡. Kn+1 (X) ----;¡.

---+ Kn+l (X, A) Kn+l (A) --+
---+ Kn+1(X;A)~ .. . . (-oo< n<oo)

j : (X - U, A - U) ----;¡. (X, A)

fo* = fl* : K n (Y, B ) ----;¡. K» (X, A) .

Este axioma es consecuencia del corol ario 1.7, definiciones 2.6 y 3.5, Y del hecho de
ser el functor K " ( . ) para los espacios compactos un functor homotópico ([1], pág. 44).

b ) Axima de exactitud . Para cu alquier par (X, A) con las aplicaci ones inclusión

Para n < O esta sucesión es la dada en la proposición 2.7 y para n > O se sigue de que
/3, por conmutar con los homomorfismos inducidos 'por aplicaciones entre espacios 'da un
homomorfismo de sucesiones exactas.

induce un isomorfismo

En las condiciones anteriores X /A es homomorfo a X - U/A - U, luego ambos grupos
son isomorfos: K" (X, A) =:: K" (X - U, A - U).

No se cumple el axima de la dimensión, puesto qu e K" ( +) =:: Z para n par. #
Ya que los grupos de teoría K son periódicos conviene dar la

Deiiniai án 3.7

Para X E $c

e) Axioma de escisión. Pa ra cualquier par - (X, A) si U es un abierto de X tal qu e

U~ int A,- entonces la aplicación escisión
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que determina el exágono exacto

K ' (X ; A)-~--7-) K ' (X)

Y ~
K' (A) KI (A )

~ K' (X) -+ K' (X,~
y que tiene la sucesión exacta larga del par (X , A) como recubrimiento universal.

J."
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Abstraet

R. C ID Y v...-C AMARENA

A systernatic process to obtain , in vector forrn , the perturb ation .formulas for every
orbital element (constant or not in th e keplerian motion ) is dev elopped, Thi s work is
cornpleted with a set of universal equa tions, that generalize Gau ss perturbation formulas.

FORMULACION SISTEMATICA DE LA TEORIA
DE PERTURBACIONES EN EL MOVIMIENTO ORBITAL*

* Este trabajo fu e p resent ad o en las terceras Jornadas Matemát icas Hisp ano-Lusas, ,197( celeb ra ­
das en Sevilla, abril 1974.

La aplicación del méto do de variaci ón de las constantes arbitrarias, para llegar a la
obtención de un formulario de la teoría de perturbaciones en el mo vimiento kepl eriano
de un punto, ha sido desarrollad o desde diferentes puntos de vista con gran detalle
(Transformaciones canónicas , Cálcul o de paréntesis . de Lagran ge o Po ísson, etc.) . No
obstante, desconocemos la existencia de un desarrollo paralelo en la obtención directa
de fórmulas de pertubación.

Deducciones directas de la teoría de perturbaciones , exclus ivamente dedicadas al caso
del movimiento elíptico y en forma más o menos ingeniosa, figuran por ejemplo en las
obras de D. Brouwer y G. M. Clemence (1961 ), D. King -Hele (1964), etc. Sin embargo di­
chas deducciones no implican un tratamiento sist em ático que permita entrever un m é­
todo de cálculo utilizable en otros casos .

Tratamientos más generales y ordenados, aunque también referidos al caso elíptico,
han sido dados por G. E . Cook (1961) y P. Musen (1954). Concretamente este último deriva
un nuevo sistema de ecuaciones de perturbación basado en la definiciÓn previa de ' ciertos
elementos vectoriales. '

En el presente ' artículo, desarrollando las ideas expuesta s ' por V. .Camarena (1972) en
un trabajo anterior, hemos abordado el citado problema, dando un proceso sistemático
de cálculo de fórmulas de perturbación para cu alquier elemen to orbital, que sea o no
constante del movimiento kepleriano. '. ~ , ~ " . ,

Nuestro trabajo se completa con mi formulario de la teorí» 'le perturbaciones ; an álo­
go al de Gauss, que resulta válido para cualquier tipo de movimiento (elíptico, parabó­
lico , hiperbólico, etc.). Para ello se hac e uso de las funciones de Stumpff (1959) y de las
expresiones consignadas en una memoriade J. M. Correas (1973).

La derivación de fórmulas de perturb ación para algunos elementos orbitales del movi­
miento kepleriano y el método seguido en su ob tención , permitiría" como se comprende
fácilm ente, establecer ot ros formulario s análogos.
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(2.7)

(2.4)

(2.3)

(2.5)

; = ; [a ¡,(t) , t]

(r), = r (a;, t)

r = r [al (t), t]

rCt) = [r (t)h -

-18 -

(~) +,(~) (X¡)k + (~) [(-~) + f/ I]at .t aX I k aXI k rJ k

(
d F¡ ) ( Or, ) (aPi ) ( aPi) ( ¡.t. XI )-- -- + --.- (XI) . + --.- - -- (2.6)
dt k a t k aX I k aX I k rJ k

dt

at,

d F¡ aF¡ ae, ae,
-- = -- +-- XI + -.-- xl

dt a t aXI ax;
y por tanto, sus tituyendo en esta igualdad las expresiones .(2.1), (2.2), (2.4), resulta

Es decir que la órbita osculatriz representa el movimiento kepleriano que seguiría
el punto P, si en el instante t cesara la acción perturbadora.

De -acuerdo, pues, con las hipótesis del método de variación de las constantes, pode­
plantear el mismo problema con criterio sistemático. En efecto, si elegimos como pará­
metros independientes las componentes de los vectores de posición y velocidad, esto es

r (x" x" X3) y ' r (x,, 'x" ;;3), las perturbaciones correspondientes a una función escalar

E, (t, r , r) , serán

!1r
r .+ - = f/ (2.1)

rJ.

de manera que, para cada instante t, tendremos unos valores a¡ (r), que definen un a ór­
bita kepleri ana u órbita osculatriz; y se cumplirán las condiciones

son las soluciones del sistema (2.2), donde a" a" ..., (4, son constantes de integración, el
método de variación de las constantes consiste en suponer que la solución del sis tema
(2.1) es funcionalmente idéntica a (2.3), si bien ahora las cantidades a" a" oo., (4, se con­
sid eran variables.

Como vemos, tal hipótesis equivale a suponer que las soluciones del sistema (2.1) son
de la forma

y por consiguiente, si

2. Cálculo directo de fórmulas de perturbación

donde f/ (f/" f/" f/3 ) representa la aceleración perturbadora.
Cuando se prescinde de la acción perturbadora, las ecuaciones del movimiento keple­

riano correspondiente, que denotaremos con el subíndice k, serán

Consideremos el movimiento kepleriano de un punto P, con respecto a un centro
atractivo O y sea r = OP el vector que define la posición relativa de ambos. Supongamos
que dicho mo vimi ento se encuentra perturbado, ya sea por la acción de otros cu erpos, la
forma no esférica de los mismos, etc. En este caso, las ecuaciones del mo vimiento, son
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(3.6)

(3.S)

(3 .4)

(3.2)

(3.1)

(3.3)

(2 .9)

(2.8)

que sirvan para

{/}J¡ = r· {/}J

df (dF) .
--= .- - +A'/\{/}J

dt dt k

dC
--=rl/\{/}J

dt

dt

dE

del .
- = - [{/}J 1\ C + r ,/\ (r '/\ {/}J}]
d t IL .

d p 2
- = -C' (r il\{/}J)
d t '/1

- 19

dA i
( dA i

)
--= --

dt dt k

C=r/\r

1. ¡.t.
E=-r--

2 r

1 r
e = - (r /\ C)--

¡.L r

C'
p=-

/1

~= (~) +A'{/}J
dt dt k

b) Siendo A = A (r, r ), las fórmulas de per turbación de los productos escalar y vecto­
rial, f = A .,¡. F = A /\ r, resulta

dt

En principio, las igualdades anteriores permiten deducir las fórmulas de perturbación
de cualquier función escalar o vectorial, siempre qu e las expresemos como funciones de

Por ejemplo, para la integral de la energía E y .el vector momento angular C, ambos
constantes en el movimiento kepl eriano, se tendrá

Del mismo modo podemos escribir las fórmulas de perturbación para el vector per í­
centro e y el parámetro p, es decir

Restando ambas expresiones, se obtiene la fórmula fundamental

las variables (t, r , r). Sin embargo, es conven iente dar algunas reglas
simplificar su obtención.

a) Si tenemos una función escalar o vectorial A, = A i (r, r ), resulta

d F i
( d F i

) (a F, )--= -- + -- {/}J,
dt dt i aX¡ i

En particular, si la función F, es una const ante del movim ien to kepleriano, se veri­
ficará

Evidentemente, cuando la función F, también depend e de las citadas variables a tra­

vés de ciertas funciones f (t, r , r), es decir F, = F i [t , r , r, fa. (t, r , r)], las fórmulas funda­
mentales (2.6), (2.8), siguen siendo válidas, aun cua ndo ahora han de tenerse en cuenta
las funciones f a. en el momento de calcular la s derivadas parciale s correspondientes.

3. Fórmulas de perturbación de algunos elementos orbitales
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4. Ecuación de Kepler generalizada

(3 .9)

(3.8)

(3.7)

(3.13)

(3.12)

(3.11)

(3.10)

dBB

B d B

de e .
- = -. [,q)'i/\ C + r /\ (rJ\ &/,)]
dt fA- e

de C
- = - . (r l/\ &/,)
dt e

da fA- dE ]lo
- =- - =- r · &/'

dt 2 E dt 2 E

d (B . B )I /'
-----'--- = - - . --

dB

d B d CE . B)I/'

d u p 1 •
-- = -upA [ { &/',/\ C + r l \ (r A &/')} ;f\ u p]

dt fA- e

d u ... 1
-- = - [uw /\ {(rA &/,) /\ u wI ]

dl e

~.a = o

2 E

e = (C , C)'!'

e = (e • c )l /'

dk d (.q) i . . i .
_=_ - = - (qq-q q)=-[q./\ (q Aq)]
di dt q . q2 . "q3

Así, las f órmulas de per tu rb ación para los vect ores unit arios u ... = C/C , u , = ele, serán

Dado un vector unitari o k = q/q , la perturbación de este elemento, será

l - lo = r VI - r . r vz + fA- V3

l -lo = i 8

r ds

d ónde VI (s, E ), v, (s, E ), \'3 (s, E), Son funciones de Stumpff (1959), que depe nden de la
energía E y del parámetro s, definido por la igualdad

Reco rdemos qu e en el formulario dado por J . Correas (1974), se ha llegado a determi­
nadas expresiones válidas para todo tipo de m ovimi ent o, y entre dichas expresiones figu­
ra una ecu ación de Kepler generalizada del tipo

Nos falta , pues, deducir un a ecua ción análoga a la de Kepler, vá lida en cualquier tipo
de movimiento, para poder consignar un formulario complet o de la teoría.

El proceso puede se r aplicado a cualquier otro elemento orbital, po r ' ejemplo al se­
mieje m ayor a en el movimiento elípti co, en cuyo caso tendremos

Aplicand o esta fórmula a la excentricidad e y al mó dulo e del momento angular,

será

c) Dado un vector B , la fórmula de perturbación de su módulo se obtiene por la

igualdad
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5. Generalización del sistema de ecuaciones de Gauss

(4.2)

(4 .1)

c = Cu,.,

BE
-- = r

él r

P = p u,

- 21-

e
r = r u, + --u,

r

e = e u p

r = u,

dT (i: . 9) ,
-- = vz (r · 9) + --- [t - T - s ro - t: ¡. v, + 2 LI v,]

dt 2E ' .

BT B"1 B ", B V,
--=-r-- +r·r--- fL--
BE BE BE et:

T = t - r VI +- r ' · i: vir; fL v,

!!- =~ . 9 = [(~) +~ B~ ] • 9
dt B r él r aE él r

B T 1
--- = - - -[s (- ' 1' ''0 + 1" VI - [l. V, ) + I'vl -2r' v, + 3 .fL ", ]

B E 2E

En el mo vimento de un punto A, con respecto a un centro atractivo O, podemo s su­
poner referi do el plano de la órbita a un sistema de ejes O XI X, x,,, por medi o del ánguloº (del nodo) y de l ángulo O) (argumento . del periastro), en la fo rma habitual.

Pod em os, por tanto, definir dos sis temas de vectores u nitar ios ortogona les dextrógiros,
del siguiente m od o:

a) Sistem a de versares (u" u" u.). que tienen respectivamente las direcciones radial,
transversal y perpendicul ar al plano de la órbita, esto es

b) Sistema (u¿ Uq, u .) , para el cual los versores u p, Uq, determinan respectivamente
la dirección del periastro y la perpendicular a la anterior en el plano orbital, es decir,

y teniendo en cuenta las propiedades de las funciones de Stumpff', tenemos

que es la fórmula general de perturbación de la época T, para cu alqu ier tipo de mov í­
mi ento.

o bien finalmente

puesto qu e s = s (t, 1') no depende de '¡',
Calculando las derivadas anteriores, resulta

pero como T es una constante del movimiento kepleriano, tendremos

Ahora bi en , para obtener la fórmula de perturbación correspondiente, ha gamos coincí­
dir t, con la ép oca T de paso por el periastro, es decir
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gJ = ,/\ C = C (S u, - R u .)

C· (r ¡/\gJ) = r CS

u.' u , = -Uq' u, '= -senf

u. = u , sen f + u, cos f
u r " u , = u. . u, = cos f
u•. u , cos f - u , sen f

r ¡/\ gJ = r (- Wu, + S u.)

rA( r ,/\ gJ) = C S u ,-r j· (S u, + WU.,)

gJ = Ru, + Su, + Wu..

dI du'... rW rW
sen 1-- = - -- = -- u', = -- cos (ro + f) sen 1

dt dt C C

du. 1
- = -- [K sen fu, + K cos f u , - r r W U.,]

d t e ¡t

K = 2CSsenf- (r rS + CR)cosf

gJ/\C + ~ /\ (r,f\ gJ) = 2CSu,- (rrS + CR)u, -rrWu"

u,t = cos Q cos (ro + f) - sen Q sen (ro + f) cos 1
u,z = sen Q cos (ro + f) + cos Q sen (ro +:f) cos 1

ut' = sen (ro + f) sen 1
u,' = - cos Q sen (ro + f) - sen Q cos (ro + f) cos 1
u,z = - sen Q sen (ro + f) + cos Q cos (ro +. f) cos 1

us' = cos (ro + f) sen 1
u,,'= sen Q sen 1

u.,' = - cos Q sen 1
u,.' = cos 1

Con esto, las expresion es (3.6), (3.11), (3.12), nos da rán

«dp 2 2 ~
- = - C . (rA gJ) = - r C S = 2 r S -

dt ¡t !J. ¡t

de 1
- = - [2 C S cos f + (r j. S + C R ) sen f]
dt 1L

du.. 1 rW
- = - [uw 1/\ {r :/\ gJ) ./\ U.,}] =--u,
& C C

Entonces , si (R, S, W) son las componentes de la perturbación en el primer sistema,

Del mismo modo, po r derivac ión de las componentes u',.., u2,.., u',., u'., y subsiguiente
simplificación, se ob tiene

de donde

y análogamente se obtienen los correspondientes a u., u. ' sin más que poner en las fór­
mulas respectivas de u " u " el argumento ro en lugar de (ro + f) ,

Por otra parte, son evid entes las relaciones

Como es sabido , si f designa la anomalía verdadera de A, los cosenos di rectores de
los versores u " u " u . , en el sistema O Xl X2 X" son
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d Q dur; duz" rW rW
senI- = --cos Q + - - senQ = ---(ul , cos Q + uz,sen Q) = --sen (ro+ f)

dt dt dt C C

d ro du'; dI K rW
cos ro -- = ---- - sen ro ctg I-- = --cos ro--o- ctgI[sen f +sen rocos (ro+ f)J

dt sen I dt dt ¡.Le C

y finalmente

~='2rS ¡;
dt ~-;;

~ = JP [R sen f + S(cos f + cos f + e )]
dt ¡.L 1 + e cosf

dI rW
- = --cos(ro + f)
dt .¡11 P

d Q rW sen (ro + f)
-=-------
dt .¡;J1 senI

dd>~J: [-ROO'/+S (1 + --;1''''/-w >n (oo+fl "g1]
dT (r .~)
-- = \'2(r '~) + ---[t-T- sr. -r 7-\'2+ 2 ¡.LVJJ

dt 2E

Es te sistema, válido para cu alquier tipo de movimiento, constituye una generalización
del sistema de ecuaciones de perturbación de Gauss.
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2. Método de variación de las constantes

1. Introducción

[2.1]
r ¡.t

r + -= {l}J,.3 r

* Este trabajo fu e presentado en las Terceras Jornadas Hispano-Lusas , celebradas en Sevilla en
ab ril de 1974.
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Como . sabemos, un movimiento kepleriano, so metido a una perturbación {l}J, . re sponde
a la formulación general

Depart am ento de Física de la Tierra y del Cosm os
Universi dad de Zaragoza

Abstraet

El estudio del movimiento de un punto, sometido a un campo de atracción centra l,
puede efectuarse en diferen tes sistemas de va riables que hacen más o menos viable su
integración. Cuando el sis te ma dinámico correspondiente está so met ido a perturbaciones,
la elección de un sis te ma adecuado de va riables adquiere todavía más im po r tancia .

Son bien conocidos los sistemas de va ri ables u ti lizados por Lagr an ge, Hill , Delaunay,
Leví-Civita, etc., que dan lugar a sistemas dinámicos en forma canón ica o no canónica .
Sin embargo, la obtención de dichos sistemas a través del cálculo de paréntesis de La­
grange, sólo ha sido utilizada de for ma esporád ica .

En el presente trabajo, la s ecuaciones del movimiento de rivadas de l método de varia­
ción de las constantes, so n pl anteadas a base del cálculo de paréntesis de Lag ran ge y los
sistemas de variables u tilizados son en unos casos vá lidos para todo tipo de movimi en to
y en otros especia lmente dedicados a l movimiento elípt ico .

Para ello, se ha hecho uso de fórmulas gene ra les, consignad as en un trabajo inédit o
de J. Correas (1974), donde son aplicadas la s propiedades de las funciones de Stumpff
(1959). Se ha llegado así a div ersas expresiones de los paréntesis de Lagrange, tanto en el
caso general como en el elíptico, del que se obtiene n fácilmente algunos sistemas de
ecuaciones que pueden ser u tili zados en el es tud io del movimiento orbital.

Th e motion of a poin t under perturbations in a gravi ta tional central fie lds is con side­
red. By means of Lagrange parenthesis, the equations of motion in differen t syst ern s of
variables are obtained. Thes e equations are valid whatever the motion may be; .. in par­
ticular different systems for elli p tic motion are given .

PARENTESIS DE LAGRANGE Y ECUACIONES
DE PERTURBACION DE UN MOVIMIENTO KLEPERIANO*



[2.6]

[2.5]

[2.4]

[2.2]

[2.3]

Sr

. .
x-x=ra

--=-------

x = x Ia, t )

(~)J = _1' 103

d t

1. ¡t
$é=-r'--

2 r

X+ J (ClL' - !ji) = O. en x

Sr

. .
x = x,+ r a

s ($é -!ji)

dt

dr

de donde
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<rTJr )a=($é-f!jJ ) -rTJx,
a

Esta fórmula general de cambio de variables presen ta tres casos particulares intere­
santes:

1.o Si la transformación es comple ta mente canónica, existe una función R tal qu e
] x, = R x ' y además (rT

] I' ) = J, por consiguiente [2.7] se convertirá en

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , F/SICO-QUIMICAS y NATURALES

Ja=(9é-f!jJ) - r TR =(CII'_ /17J_R)a x en u a

tal que T = x
a

(matriz jacobiana de la transformación ) es de clase C O l y det r =F O, sien­

do a un 6-vector de componentes o parámetros (al> a" a" a•• as, a. ).

Derivando [2.6] con respecto al tiempo, tendremos

o bien

siendo r T la matriz transpuesta de I' .
Si aplicamos esta igualdad a las ecuaciones [2.5], re sultará

En general. puede suponerse que se y !ji son funciones del tipo 9C = $é (x, t), !ji =
!ji (x, t), aun cuando en los casos más frecuentes (p roblema de un satélite artificial ,
problema de n cuerpos, etc.) el tiempo no figura de modo explícito en ninguna de estas

funciones y la función perturbadora f!jJ no contiene los momentos (x'" .x" x,).
Para darnos una idea del método de variación de las constante s, consideremos, de un

modo general, un cambio de vari ables

para la cual 0 3, P denotan la matriz nula y la matriz unidad de orden 3, las ecuaciones
[2.2] se pueden escribir en la forma

Por otra parte, si x representa un 6-vector del espacio fásico, cuyas componentes son

(x¿ x" X" XI> X" x,), y J es la matriz

donde

o canónica
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[3 .4]

[3.5]

[3.1]

[3.2]

[3.3]

[2.8]

[2.9]

[2.11]

[2.10]

[2.12]
§ d al oPJl
~ [akJ a¡] --'= --

1 -1 dt d ak

gea = r T J x,

(rT J r) a= - PJla

a (a, C¡*)
d) [oc , {3] = [oc,{3]* + --­

a (oc, p>

a) [oc, {3] = O

b) [oc, {3] = - [P, oc ]

a
e) - [oc, {3] = O

at

a+ J (9C - PJl- R) = oa

d a¡ § oPJl
- ='~ {a¡,ak}--
dt 1 -1 oak

(rT J r ) a= (9C-PJl)
II

donde oc, {3 son dos parámetros cualesquiera.
Las principales propiedades de estos paréntesis son

Por tanto, si admitimos que las integrales del sistema [2.5] son de la misma forma

que las del sistema no perturbado x+ J 9C = O, la ecuación [2.7] quedará en la forma
x

3. Nota sobre los paréntesis de Lagrange
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Las propiedades a), b) no necesitan aclaración. La propiedad e) indica que dichos pa­
réntesis pueden ser calculados en cualquier instante, puesto qu e no sufren variación con el
tiempo. Finalmente, la propiedad d) expresa la transformación de un paréntesis cuando se
pasa de un sist ema O XI x,x, a otro O x¡*x,*x,*, por medio de un giro de ángulo a respecto al

o lo que es igual

Definiremos los paréntesis de Lagrange en el espacio definido por las variables (x" x"

x" x; , x" x,) por la expresión

Las igualdades [2.11] ó [2.12] son las ecuaciones fundamentales del método de va riación
de las constantes arbitrarias.

que es la nueva forma hamiltoniana del sistema.
2. o Si la transformación es del tipo x = x (a ), las ecuaciones del movimiento en el

nuevo sistema de variables serán

3. o Si . las ecuaciones de transforrnción, x = x (a, r), constituyen un sistema de inte­
grales de las ecuaciones del movimiento no perturbado y los parámetros a representan
ahora un conjunto de constantes de integración , la ecuación [2.7], con a = const., PJl = O,
se reduce a la siguiente

o sea



[4.3]

[4.2]

[4.1]

. of o r oroU
+ r r - - - - + ----

o a. of3 Ox ee

oy ¡ or of
- - = -- sen f + r - - cos f
0 2 Oa. oa.

•. U
y , = r sen f + -- cos f

, l'

[~!2 + ~. ~] or »¡ ot e u+ r r - - - - + - - --
of3 oa. o f3 oa. é3f3.oa. o f3 oa.

y¡ = r sen f

o(r, ;) a (f, U)
[a. , f3 ], = --- + - -­

o(a., f3) o (a., f3)

- 28---.:.

x, = r cos f

., U
x, = r cos f - - - sen f

r

ox , or of
- - = -- cos f - r -- sen f
02 ox ou

oX, o;. U of l oU U o r
- = - ,cos f - ( r sen f + - cos l) ---sen f - + -- sen f­
ox Da. r o a. r oa r' Ox

oy, o r . U of l oU U or
-- = -- sen f + ( r cos f -= -- sen 1) -- + - - cos f -- - -- cos r-­
Oc[ oa. r o a. r or¡. r' oa.

Para dos parámetros (a., f3) , se obtiene

ox, oX, oy , oJ, oro ;' U
--+-- =----
0/30/3 0/30/3 0/3 0 /3 l'

por lo cual, si a. designa un parámetro cualquiera, se tendr á

y po r diferencia de estas dos expresiones, resulta el pa rén tesis [a., f3 ], de Lagrange en el
sistema O x, y,
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(

COS e _ Sen e

A = sen e cos e
o o

donde U r epresenta el doble de la const an te de las áre as .

Derivando las expre sione s an terior es , resultará

4. Paréntesis de Lagrange en un movimiento central

será

eje O x., siendo C;'* = x¡* Xl * - Xl * x¡* el doble de la proyección de la constan te de las
áreas sobre el eje O x i en el nuev o sistem a , Así por ejem plo, si efectu amos un giro alre­
dedor del eje O X), de matriz

Recordemos que todo movimiento origin ado po r una fuerza central es plano y verifica
la ley de la s áre as . Por consiguiente, si refe r imos el movimien to de un punto P a un
cierto sis tema de coorden adas ortogonales O x, y" y son ( r, f) sus coordenadas polar es

. planas, tendremos
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[4 .4]

[4.5]

ah

a(fJe - 9)

aH

a(,9{ - 9 )

dt
- - = '- - --- -

a(h, H )

a(a., {3)

[h , .H] = 1

[H, h] = -1

+

'ou

a(u, U)

a (::l, {3)
+

u =o)+f

a(fJe - 9) dt

aU dh

a (fJe - 9 ) dH

[u, U] = 1

[U,u] -=-1
~ ,

dt
-- - ------
dU

dt

du

0(1", R )

a(a., {3)
[:x, {3] =

[1", R] = 1

[R, 1" ] = - 1

ar

o(fJe - 9)

S R

a (fJe - 9)

dt

dI"

dt

dR

donde se han utilizado las no taciones
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o bien

a (oc , f3) a (::l, {3) a (::l, {3)

Ahora bien, si hacemos coincidir a, {3 con alguna de la variables (R, U, H , 1", u, /1) de
Hill, tendremos los ' paréntesis

a(Q , H ) 0(1, F) a( O) , U)

que constituyen un sistema canónico en las variables de H íll.

siendo nulos los que resultan de las restantes combinaciones.

Así, según [2.9], llegaremos a las iguladades

obtendremos el paréntesis [ ::l, {3] en el sistem a fij o O X Y z, es decir

H = x y- y;; = U cos 1

donde a (p, q )/a (oc, {3) denota el jacobiano de las fórmulas (p, q ) con respecto a las
variables (::l. {3).

Por ot ra parte, si O x y Z rep resen ta un sistem a fij o or togonal cualquiera, el paso del
sistema O x y z al O XI y, se puede efctuar por medio de tres gir os , como sabemo s: Uno,
de amplitud Q alrededor de O z, que no s llevará a los ejes O X ' y ' z. ot ro de amplitud 1
alre de dor de O x' , que conducirá a un os eje s O x' y" Zb Y fina lmente un nuevo giro de
amplit ud 'O) alrededor de O z., que llevará dicho sis tema a la posición O XI YI ZI para el
cual O Xl YI es el plano orbi tal.

Según esto, al efectuar los tres giros mencion ados, el paréntesis [ ::l, {3]1 se transfor­
mará de acuerdo con la fó rmula [3.5].

De ahí que, si es



r = ro. r = ro = O. ve = 1, vi = V1 = V3 = 0, f = °
aVI
-=1.
os

r 1-' + U1 = 2 r (E r + ¡.t.)

1
't = t - T = -- rrosenf + ;¡.t. V3

U

- 30 -

. ( 01' )= (2 E ro + .}l) -
oa. T

( or ) . ( OS)ro - = (2 E ro + ¡.t) -
oa. T oa. T

r ¡. = (2 E ro + ¡.t.) "1

't = t - T = rov, + p. V3

ayO OV1 OV3 ayO O YI OY1 OY3
_ = -- = -- = -- = - = -- = -- = 0,
os os as oE oE raE oE
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o"t oro ( oVI . oV3) oS ( .a VI 0\'3 ) oE
-- = v, - - + 1'0- + [1 - - + 1'0- + '}l -
oa. . oa. os os oa. aE oE aa.
o't 1'1'0 aU ro a r r o1'0

- = -- sen f - + - sen f - + - sen f - +
íooc U ooc U o a. oU aro

ror of ( oV3 os aV3 'oE)
+ - cosf - - + I[1 --+---

U aa. os Oa. et: va.

or oi· a E oro ( oVI oS oVI oE )
r:»: + 1' - = 2 1'0 \'1- + 2 E vl - + (2 E ro +[1) - - + ---

,oa. e a. 00. '0 a. os oa. oE :o a.
. :01' or oU 01' oE

rr - + rr - + U - = (2 Er + .,...) - + r -
\00. oa. oa. oa. oa.

Derivando estas igualdades con respecto a un parámet ro cua lquiera oc. resultará

obtendremos

y si calculamos estas derivadas en el periastro, esto es para s = 0,
o

Para calcular los paréntesis de Lagrange en un sistema de coordenadas t - T, úl. h Y
momentos E, U, H haremos uso de algunas de las fórmulas consignadas en el artículo

de J. M. Correas (1974). Así, haciendo to = T, en cuyo caso es ro = 0, tendremos

5. E cuacion es y pa réntesis en una form ulación regularizada y univer sal



Si elegimos como variables las cantidades (U , e, t, W, I, 11) Y expresamos las deriva­
das de r,¡' H en función de las nu evas en el periastro , ten emos

[5 .2]

[5.1 ]

[5 .3]

[6.1]

ah

a(fj( - rJ')

aH

a(9C - rJ' )

[00 , U] = 1

dt

dH

dt

dh

- = - ----

Ue
[f, e] =--­

(l + eY

a(fj( - rJ')
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Eh, l] = - U sen 1

dt

dU

d ro

.dt

-=-- - --

l-e
[f,U] =-­

1 + e

a(9C - rJ')

Eh, U] = cos I

dt

PARENTESIS DE LAGRANGE Y ECUACIO NE S DE PER TURBACION

en au al
- =-cosl -Usenl-
a oc aoc aa

(
ar) 2U (au) U (ae)a: T iL (l -i- e) a: T - iL (l + e)1 a: T

(or) l1 e(af)a: T =[i a: T

dt

dE

l- e a (t, U) Ue a (e, f) a (h, U)
[ oc , f3] =-- + cos l

1 + e a (oc. (3) (1 + e)1 a (oc. f3 a(oc, (3)

a (h , l) 6 (ro. U)
- U senl +

fa (oc. f3 a(a.. (3)

-=-----

En este caso, los únicos paréntesis distintos de cero son

En resumen. por aplicación de las ecuaciones [2.9], resulta

de donde, con respecto a los parámetros oc . {3 se ob tiene

y su s contrarios.

6. Ecuaciones y paréntesis en otros sistemas de variables universales

de donde, por aplicación de la fórmula [4.4], se deduce fácilmente

que como vem os es también un sistema canónico.

a ( r, i') u a (r, U) a ("t, E ) a (t, U) a ("t, E )
+ +

a (oc. {3) roa (oc. (3) a ( oc, (3) a (oc . (3) a (oc, (3)

y finalmente. según [4.4]. queda

a ("t, E) a (00, 'U) a(h, H )
[ oc . f3 ] = + +a (oc , (3) '-0 (oc, (3) a (oc, (3)



[7.3]

[7.2]

[7 :1]

[6.2]

r sent = b sen 1:,
G'

e' = 1- --,
, L'

l ' á'fJ'

U sen J ah
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JT+"'e ( a 1:, )

1- e ea. T

U

( e f )

la; T

fC' (1 +'e)' (l +.e)' a {JJJ (l + e)' [ ¡t' 1 a {JJJ ]
- - - - --=-- - - - - - - - - -

U' U e ' ae U U' , e ae

1 = ,1:, - e 'sen .1:, "

dt

dt U sen J aJ

dJ

dt

di

dh

d (1) a {JJJ l - e' a{JJJ ct g J a{JJJ
- =---+--'---+-- - -

dt aU Ue 'o e U aJ

- - = ----------

de (1 + e) [ e {JJJ a {JJJ ]
- = --- (1 + e) - - - (l -e) - -

d t Ue aI alJ)

' Uf

p= - ­

¡t

REVISTA DE LA ACA DEM I A DE CI ENCIA S E X ACTAS, FISICO-QUIMICAS y N ATURALES

dU a fJJ

Por tanto, las ecua ciones de per turbación serán

dt alJ)

(
al ) (6t) (ce) C (OC) C' (OL)- = (l -e) - - = - --, - + - - - -
a a. r a Jo r 6 Jo T ' L' e ' a Jo T . L' e C Jo T

donde 1:, designa la anomalía excéntrica y b el semieje menor.

Derivando con respecto a un parámetro Jo y haciendo t = T, resultará

Para expresar las ecuaciones del movimiento elíptico en las variables de Delaunay
(1 = n (t - T) , g = 0), h = Q , L = na', C = U, H = C cos 1) , consideramos las ecuaciones

ent re el parámetro y la cons ta nte de las áreas.

7. Ecuaciones del m ovimiento elíptico en las variables de Delaunay

De modo análogo podrían haberse ob tenido otros sis temas de ecuaciones de perturb a­
ción para otros sistemas de variables, por ejemplo, el compuesto por las var iables ( p, e,
1, lJ) , J, h ). Bastaría para ello tener en cuenta la relación



(~) =~(l- e)(!!.) ~!!.... (~) =_LO-e)2(!!.) +~(6 G)
,o ex. r '¡.t. Oex. r fL Oex. r ¡.t. e O ex.r ¡.t. e o ct. r

[8.1]

[7 .7]

[7.4]

[7.5]
a (h, H )

6 (ex.. (3)
+

fL e sen 1;,

L (1 - e cos S)

a('1. , (3)

0 (1, C)

Le
r= - v- 2 E sen f

G

r = - - - - - -

a(g, C)

a(::L, (3)

L 0- e)

+

o (l, L)
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o(1, L)

a (ct., (3)

o(:r..(3)0 ( '1.. (3)

o(r, r)

(
a t, )

a ex. r

[:r.. f3] =

¡.t. e

U
r = - O - e cos t)

¡.t.

L 0- e)

L
r = ---O- e cos S)

v - 2E

1 [L ¡.t. (2 1 ) ¡.t. ¡.t. ¡.t.2
9( =-v'--=- -- - --=_._=--

2 r 2 r a r 2a 2U

(~ )
aex. r

Finalmente. teniendo en cuenta la igualdad [2.9], obtenemos

PAR ENTES IS DE LAGR ANGE Y EC UACIO N ES DE PE RTUR B ACION

Las ecuaciones canónicas correspondientes serán

Por consiguiente, en las ecua ciones

Para llegar a las ecuaciones del movimiento en las variables (L , G, H, 1;,. g, h), hemos
de tener presente que este autor considera una órbita osculatriz en la que su energía E
(negativa) se mantiene constante.

Expresando r y i· en estas variables, tenemos

dI 0 (9(- & ) dg a (9( - &) dh a(f}{- & )

dt aL dt a c dt a H
[7 .6]

dL a C9( - &) dG 0(9( -&) dH 0(9( - &)
-= - ---- -- - -
dL al dt ag dt ah

siendo ahora

8. Ecuaciones del Movimiento en las variables de Levi-Civita

de donde

se deduce
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[8.4]

l -e

e V-2E(a1;,)

a::T

(
a L ) JI=F (aG)a: T + e v - 2 G a:

l- e

¡Jo'
f!t=---=E

2U

1-e (a L) L ({3 e)
= v-2E oa. T - v-2E . a:- T =
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Análogamente podrían obtenerse otros muchos sis te mas de ecuaciones de perturbación.
como el clásico de Lagran ge, utilizables esp ecialmente en el movimiento elíptico.

a1;, a Cff( - {J/) aro a (9( - {J/) dh a(f!t - {J/)

dt aL dt aG dt aH
[8.3]

dL ,a (.ffe - {J/) dG a (9( - {J/) dH aC9( -{J/)

dt . a 1;, dt aro dt ,a h

siendo ahora

de donde
a (r, . r) a (1;" L) a(f , G)

a(a., (3) a «(l, (3) a (a.. (3)

y .finalmente
a (1;" L) a (ro, G) a(h , H)

[a., {3] = + + [8.2]
a(a., (3) a (a., (3) a (a., (3)

Estas ecuaciones dan lu gar al sistema canónico

(:] r
. (~)

a a. r

y para t = T, las derivada s correspondientes, de acuerdo con [7.2] y [7.3] , adoptan la
forma
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FIG. 1

1 1>---
IVol IVbI IVp lm;n I Vph,~x IV"do

(
IVgs I )2

Ids = Idss 1 - - - -
IVp!

(ld .. ""in

La relación (1) nos da los valores límites del intervalo de variación de la tensión puer­
ta-fuente Ves, que denominaremos Va y Vb

IVb I = [1-y (Ids + /1Ids)/ (Idss) máx.] • IVp Imáx

IVa I = fl-V (Ids ~ /1 Ids)/(Idss ) mín.] • IVp Imm.

(ld.. }nox

POLARIZACION DE TRANSISTORES DE EFECTO
DE CAMPO: METODOS GRAFICOS

P. MARTÍNEZ Y J . BARQUILLAS

-35 -

Departamento de Electricidad y Elect rónica
Facultad de Cienci as de Zaragoza (España)

El transistor viene caracterizado por los valores ext re mos del voltaje de pinch-off, Vp,
y de la intensidad de sa turación máxim a, Idss. El punto de operación , siempre dentro de la
región de saturación, est á det erminado por (Ids, Vds)Q' con un error permitido /1 Ids alre­
dedor de dicho punto.

En región de saturación es válida la siguien te relación experimental [1] :

Esta expresion, para las dos características extremas del dispositivo, se representa
gráficamente en la figura 1.

Abstraet

In the present work a gene ralizat ion of the graphic methods of bias is achieved what
is useful for all kinds of field effect transistors, and a an alytic method is reported for
the determinatíon of the bias network (and the values of its components) asociated to
given extreme characteristics and re qui red operating point precision of a device.

I. FET de unión (JFET)
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FIG. 3
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1 + r
L2. · 1 < K ,L. - ­
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Esta situación se muestra en la figura 4, siendo posible trazar rectas que pasen por
el origen, por encima del punto A y por debajo del punto B ; así la precisión deseada
se cons igue mediante la red de autopolarización de la figura 2 (b), obteniéndose los va-

Esta situación se ve en la figura 3, siendo evid ente que basta utilizar la re d de pol ari­
zación de la figura 2 (a) con una baterí a de cualquier valor comprendido entre 1 Va I y
1V b l. El in terés de este caso es puramen te académico, ya que en la prác tica no se u tili­
za nunca una fue nte de alimentación adicional por ser compleja y costosa su cons-
trucción.

Normalmente se cumple IV b I> 1V a 1, pero si el incremen to permitido 11 Ids es muy
grande puede suceder lo con trari o, determinando la relación entre IV a I y IVb I la red
de polarización a u tilizar.

Sea K = IVb I / IVa 1, r = 11 uuna» y es tudiemos las diversas po sib ilidad es:

U, K ,L. 1

Las red es típicas de po larización de un FET [2] se muestran en la figura 2 y nu est ro
problema es seleccionar la adecuada para asegurar una variación de l punto de operación
menor o igual que la impuesta po r la s condiciones de diseño, calculando asimismo el
valor de sus componen tes .
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IVb I

IV",I

Ids + ~ Id s

IV g 1+ IVb I
y (R s) m ín. = --- - - -

Ids + ~Ids

y (Rs) m ín. = ---- -

FI G. 5

rvgl min lVol IVbl

.Id,

Ids- ~ Ids

1Vg 1+ IVa I

IVgl

(Rs) máx. = ------

y la tensión de puerta mínima resulta:

Escogida la tensión Vg, el cá lculo de I~s resis tencias R , y R, es análogo al utilizado
en la polarización de tra ns istores bipolares. La resistencia de sumide ro Rd se calcula,
asim ismo, de modo inmediato:

IV dd 1-1 Vds 1
Rd = -Rs

Ids

La resistencia de fuente Rs correspondiente a este valor 1 Vg I m ín , vale:

La tensión de puerta Vg es suministrada por el divisor de tensión R , - R, Y su valor
mínimo se obtiene igualando los valores ext remos de la resistencia R s. Estos valores
extremos son:

IVb 1- 1Va I (1 )
Rs = --1

2 (Ids - ~ Ids) r

37 -

lores extremos de la re sistencia Rs a par ti r de las pe ndien tes máxima y mínima de las
rectas que pasan en tre A y B. Los valores extremos de Rs resu lt an ser

(Rs) m áx. = -----
Ids - ~ Id s

IVa I

· 1 + r
1.3. K> - ­

l -r

En la figura 5 se puede ver que no es posible ahora trazar rectas que pasen por el
origen y queden entre los puntos A y B como en el caso anterior, sino que todas cortan
al eje Vgs en puntos situados a la izquierda del ori gen . La precisión exigida al punto de
operación es elevada y por tanto es necesario utilizar la red completa de polarización de

. la figura 2 (c).
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Análogamente al JFET, pueden ocurrir varias posibilidades:

(2)

IVol IVbl IV;s1

FIG.7

-------- --- ---~/'----""-::::.._~---
o

Id.

(
Vgs )2

Ids = It 1-----v;-

FIG. 6

Los valores de IVa I y IV b I se deducen de la expresión (2)

IVa 1= IVt Imáx, [1 + J (JdS- I:!.Ids)/Ut) mín.]

iV b I = IV t Imino [1 + J Uds + I:!. Ids )/(It) m áx.]

IU. I Va I> IVb I
La situación de los puntos A y B corresponde a la figura 6, siendo preciso po r tanto

utilizar la red completa de polarización. Las expresiones para el cálculo de su s re sis­
tencias son las m ism as de l caso 1.3 de la polarización del JFET.

IU. I Va I< IVb I
En la figura 7 se puede ver esta situación , y la pol arización se logra, como en el cas o

1.1 del JFET mediante una batería ad icional. Su interés es puramente académico.
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siendo V t la tensión umbral e I t una intensidad característica del dispositivo. Esta ecua­
ción, aunque formalmente análoga a la del JFET, presenta la particularidad de que
1 Vgs I ::::,.. 1Vt I para toda la región de funcionamiento. .

Además, el signo de la tensión V gs es el mismo de la tensión de alimentación Vdd
Y por tanto no es válida la red de autopolarización de la figu ra 2 (b).

Las dos situaciones extremas para la polarización de un determinado MDSFET de
acumulación se pueden ver en la figura 6

La operación del MDSFET de acumulación en su región de saturación viene expresa­
da por la siguiente ecuación [3] :

11. MOSFET de acumulación
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El MOSFET de vaciamiento tiene un canal creado previamente y presenta así una in­
tensidad de sumidero no nula para una tensión puerta-fuente igual a cero [2] .

La te nsión Vgs puede tomar valores positivos o negativos y dependiendo de su signo
el MOSFET trabajará en modo de acumulación o vaciamiento.

En mo do de acumulación se comportará como un MOSFET de acumulación y en modo
de vaciamiento como un JFET, siendo su polarización la estudiada ya para ambos tipos
de transistores.

Estos métodos gráficos, o los analíticos de ellos deducidos, permiten po larizar un dis ­
positivo en un punto de operación determinado, con un cierto error alrededor de dicho
punto, pero no son válidos para re des de po larización con otra to pología o varios tran­
sistores, siendo precisa una nueva elaboración pa ra cada caso par ticular .

1. L. SEVIN: Field-E ffect Transistors. Mc Graw-Hill (1965).
2. J . MILLMAN, C. H ALKIAS: Integrated Electronics. Mc Graw-Hill (1972).
3. S. SZE: Physics of Semiconductor Devies. John Wiley & Sons (1969). .

nI. MOSFET de vaciamiento
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donde Id ss, V 'gs y V 'p son los parámetros que pueden exper imentar variaciones.
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(1)
[

V gs + ']J O]2
1ds = 1ds s 1- .

Vp + ']J o

[
V'gS ] 2

Id s =·Idss 1 - - -
V 'p

donde tI> o re presenta el potencial de difusión.

La intensidad 1ds s se pu ede expresar en la forma 1dss = A . 'fL (1) , siendo A una cons­
tante que depende únicamente de las ca racterísticas físicas del dispositivo (concentracio­
nes, dimensiones, etc.) y lL la movilidad de los port ad ores mayorita rios del canal. La
magnitud V' p = Vp + tI> o depende, as imismo, de las características físicas del dispositi­
vo , pero no de la temperatura.

Definiendo V 'gs = V gs + tI> o la expresión (1) se re duce a

Una expresión bastante aproximada de la cu rva ca racte rís tica del JFET es la si­
guiente [1 ] :

Aparte de los procedimientos gráficos ya conocidos otra forma de abordar el proble­
ma de polarización de los transistores de efecto de cam po ten iendo en cuenta la disper­
sión de sus caract erí sticas es obten er un circuito equiva lente para var iaciones de su s
parámetros y p ro ceder de mo do aná logo al utilizado normalm en te en la pol ari zac ión de
tran sistores b ipolares.

P. MA RTfNEZ y J . B ARQUI LLAS

Dep artament o de Elect ricid ad y El ectr ót ica

. Facultad de Ciencias de Zaragoza (Es paña)

In this wo rk an equiva len t circuit of field-effect transis to r for varia tions of th eir
parameters is obtained This model is appli ed to th e design of bias network such th at
maintaining the transistor's op eration point between given limits . Validr.y of this method
ha s been proved by comparison of th e bias netw ork so ob ta ined and th e one associated
to th e usual graphical meth od s .

l. Transi stor de efecto de campo de unión (JFET)

Abstract

Introducción

POLARIZACION DE TRANSISTORES DE EFECTO DE CAMPO :
MODELOS INCREMENTALES
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FIG. 1

a T 6 T

( 1 _~) 2 1 =~I
V'p o Idss o

(
V,gS ) V'gs I V' gs I

= 2 ldss 1--/-- --- = Co--
V'p V 'p2 o V 'p o

a lds I
Ai = a l dss o

a Ids I
Cl=--

av'p o

6V'gs

av'p
--=0

a T

6 1dss a ¡.t. n ( T )-n
---= A--=-A-p., por ser }t(T) = ¡A. (To) -To '

aT 6T T

Por ser el punto de deriva nula se debe verificar tilds = O, es decir :

G;- rD
.v~~~

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, F/ SICO-QUIM ICAS y NATURALES

6 Idss 6 V'gs
Ai . --- tiT + Co--- tiT = O

6 T a T

(;0 = a l ds I = 2Idss (1- V,gS ) I = '.[ifl. 2Idss I
aV'gs o V'p V' p o V 'p o

a Ids' I eta» I a l ds I
f::,. l ds = --- ti Idss + --- ti V'gs + --- ti V 'p

a Id ss o a V'gs o aV 'p o

Definiendo Ai, Ca y .Cl mediante las siguientes expresiones :

Es conveniente observar que V'p y V' gs tienen signo distinto para transistores canal
P y canal N, y por lo, tanto lo mismo ocurre con sus incrementos. Las magnitudes Co y
Gl t ienen también distinto signo para t ransisto res de distintas polaridades . Como aplica­
ción de este modelo incremental hallaremos el punto de deriva nu la con la temperatura
[2], supuesto que no existe realimentación en la red de polarización . Veamos , en primer
lugar, las variaciones de los parámet ros con la temperatu ra :

el modelo equivalen te de l IFET para variaciones de sus parámetros, despreciando la
corriente de puer ta, es el mostrado en la figura 1.

Si suponemos vari aciones lo suficientemente pequeñas para aceptar un m odelo lineal
el cambio producido en la intensidad lds, f::,. l ds, vendrá da do por:
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Alds

(
O 6 )2=Idss _0_
V'p
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(

T (3q>a)2
Ids = Idss ---­

V'p e r

y de aquí se deduce el valor de Rs:

/',. Ids = Ai • /',. Idss + Gl • /',. V'p + Go • /',. V'gs =
=Ai • /',. Idss + Gl /',. Vp + Go • /',. Vgs =

= Ai • /',. Idss + Gl /',. Vp + Rs • Go • /',. Id s

Supondremos despreciable el potencial q> a frente a los valores normales del potencial
Vgs y Vp; así resulta:

FIG.2

47'1 (oq>a)2
Ids (deriva nula) = Idss --

11' (V'p}2 aT

Teniendo en cuenta que n~ 2 [3] y que la temperatura del dispositivo estará siempre
alrededor de 3000 K esta expresión se reduce a .

I
Ai./',.Idss + Gl/',.Vp-/',.Ids

Rs =
c«. /',.Ids

Rg

Dicho valor coincide con el mínimo hallado por los métodos gráficos, confirmando
este resultado la validez del modelo; los módulos se han introducido para obtener expre­
siones válidas para transistores de ambas polaridades .

Sustituyendo en esta expresión las derivadas y las ma gnitudes Ai y Go por sus res­
pectivos valores obtenemos el valor de la intensidad de fue nte correspondiente al punto
de deriva nula:

oq>a
donde hemos hecho uso de la aproximación T -- = 0.6 volts. Este resultado coincide

aT
con el obtenido normalmente en la bibliografía revisada, siempre mediante un cálcul o
mucho más complejo.

Otra aplicación de este modelo incremental es su empleo en el diseño de redes ele
polarización de circuitos con uno o varios transistores de efecto de campo.

Si cons ideramos, en particular, la red de polarización típica para un solo transistor,
el circuito equivalente para variaciones de los parámetros del transistor se pu ede ver
en la figura 2, siendo /',. V gs = Rs . /',. Ids.



obtenemos para el incremento 6. Ids la expresión
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=-2 f3 (Vgs- V t ) j o =- 2f3J"A; lo

=2 f3 (V gs- V t ) l o = ~. 2 f3 l o

modelo equivalente para variaciones de los paráme tros de
la figura 3.

El modelo de l MOSFET canal P es el mism o, pero con
el sentido del generador de intensida d invertido .

La utilización de estos mo delos increm en tales para va­
riac iones de los parámetros de los transis tores de efecto
de campo , junto con los correspondientes modelos de
los trans istore s bipolares, permit e diseñar redes de pola­
r izació n y calcular factores de es ta bilidad en cualquier
circuito con varios ' transis tores de ambos tipos .

BIBL IO GR AF IA

eta» I
Co = aVgs o

aIds I
Cl = - -

aVt o

G_ CO
•V~~~'~

FIG.3

6. Ids = Aa . 6. f3 + Co (6. Vgs - 6.Vt)

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX ACTAS, F/S /CO-QUIM/ CAS y NATURA LES

2kT (Na) KT ( Na')
Vt =2<1>o = - - ln --.- =-- ln --.,-

q nI q nt-

1. S. SZE: Physics of Semiconductor Devices. John Wiley & Sons (1969).
2. L. SEVIN: Field-E ffect Transistors. Mc Graw-Hill (1965).
3. L. VADASZ, A. S. GRDVE: IE EE Trans. El ect ron Devices. 13, 863 (1966).
4. W. N. CARR, J . P. MICE: MOSjLSI Desing and Application. Me 'Graw-Hill (1972).

A _ a lds I = (VgS -Vt)' 1 ..».I
a - ::> {.J. f3

u~ o o o

Id s = A1dVgs - Vt)' = f3 (V gs - Vt)2

que nos permite construir el

y la dependencia de f3 con la te mperatura es análoga a la de la intensidad Ids s, aunque
la constante de proporcionalidad sea dimen sionalment e dis tinta.

Procediendo aná loga mente al caso del I FET y definiendo las magnitudes Aa Co y Cl
del siguiente modo:

La intensidad de drenaj e de un MOSFET de acumulación canal N en su región de sa
tu ración se pue de expresar de la siguie nte forma [4] :

Considerando válida la aproximación de b anda plana el potencial umb ral Vt se re duce

a [1] :

11. Transistor MOSFET de acumulación



GENERADOR DE VARIABLES DIGITALES ALEATORIAS
DE PROBABILIDAD CONTROLABLE

POR

P. M ARTÍNEZ, J. A . FERN,{NDEZ y R. ARDANUY

Dep artamento de Electricidad y Electrónica

Fac ultad de Ciencias de Zaragoza (España)

Abstraet

Gen eration of random variables is currently re levant in a variety of applications:
system identification, non periodic signal measure methods (1), processes symulation, etc.
In the last mentioned field, and for the case of markovian processes (automata, sequential
circuits, ...) the need arises of having generators able to produce random digit a l variables
with controlled probability (2). For th is kind of applications the use of the existing
general-purpose generators is not advisable by economical reasons: because they are ex­
pensive, and quite a h igh n umber of units are needed.

The purpose of the present work is to report the design, construction and verification
of a generator capable to produce this kind of variables with a reasona ble compromise
between low-cost and reliab ility.

l. Realización electrónica

Ya que Hl p ropi ed ad fundamental de la seña l a obtener es su carácter alea torio, es
preciso utilizar fue ntes primarias que prop orc ionen señales COn esa misma característica.
Dentro de ellas , una de las conocidas es la constit uida por un diodo Zener polarizado en
el codo de su cu rva estática (3). Esta fuente proporcio na un ruido ana lógico de pequeña
amplitud . lo que no resulta adec ua do para las transformaciones a realizar y hace necesa­
ria su amplificación . Su posterior conversión a digital se realiza me diante un discrim ina­
dor cuyo umbral puede ser cont ro lado exter iormente. El sin..:ronis m o de la seña l digital ,
necesario para muchas de sus aplicaciones, puede conseguirse me diante té cnicas de mu es­
treo.

Todo este proceso se represen ta esquemáticamente me diante el diagrama de bloques
de la figura 1.

FIG.

En la real ización prác tica se ha utiliza do como fuente primaria de ruido un dio do
Zener BZY88Cl1. Al polariza rl o de forma adecuada me diante un potenciómetro en serie,
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FIG.2

.El sistema total diseñado se representa en la figura 3, donde se especifican los blo­
ques integrados utilizados.

REVISTA DE LA ACADEMI A DE CIENCI AS EXACTAS, FISICO-QUIMIC AS y NATURALES

se consigue, sobre una tensión continua de 0.8 voltios, una señal de ruido cuya amplitud
pico a pico es del orden de milivoltios (SO a 100), dependiendo dicho valor del diodo es­
pecífico que se utilice. Esta amplitud puede aumentarse adecuadamente medi ante un
amplificador acoplado por emisor LM371 que permite obtener a la salida un a señal de
aproximadamente un voltio de tensión de pico.

La conversión analógico-digital se realiza mediante el descriminador integrado SN72710.
Este circuito incorpora Un amplificador diferencial seguido de un circuito Schmitt cuyo
umbral se controla mediante una tensión continua. Si la señal de ruido supera al um­
bral, la salida es de + 3 volt ios y en caso contrario de - 0.5 voltios, valores compati­
bles con la mayoría de los circuitos integrados digitales TTL.

El sincronismo de las ristras aleatorias se realiza mediante un flip-flop D. Esta téc­
nica presenta ind udables ventajas frente a las utilizadas por otros autores qu e emplean
muestreo analógico (4), lo qu e exige intervalos extremadame nte pequeños « 0.5 i¡.t seg .)
para que la señal no varíe apreciablemente y por tanto el uso de dispositivos específicos
que encarece n considerablemente el gene rador.

El flip-flop utilizado es el circuito integrado SN7474 , cuya . entrada es la salida del dis­
criminador. En dicho circuito la señ al presente en la entrada es transferida a la salida
cuando tiene lugar la transición 0- 1 en los pulsos de reloj. Mediante dicho flip-flop y
un a puerta Y, ambos cont rolados por una señal digital R, se consigue que la salida fina l
esté sin cronizad a con dicha señal. .

En la figura 2 se muestra las formas de onda correspondientes a los puntos indicados
en el diagrama de bloques.
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FIG. 6

10

H. Resultados y comentarios

GENERADOR DE VA RIABLES DIGI TALES ALEATORIAS DE PROBABILIDAD CONTRO LAB LE

Una vez descrito el sis tema desde el punto de vista electrón ico, vamos a estudiar esta­
dísticamente sus peculiaridad es más importantes.

Las características fundamentales del ruido analógico son su distr ibución de amplitu­
des y su esp ectro en frecuencia.

Este último ha sido proporcionado por un Analizado r de Espectros Hewlett-Packard ,
de la seri e 8550, cuyo resultado se representa en la figura 4. Se obs erva qu e el espectro
de la señal proporcionada por la fuente básica es aproximad am ente plano en un amplio
rango de frecuencias, por lo qu e puede considerarse como ruido blanco. Con el fin de
no lim itar esta característica es preciso utilizar un amplificador con una amplia anchura
de banda, condición que. es verificada por el LM 371.

La dis tribución de amplitud se ha obtenido mediante un multicanal Intertechnique
CTl02. Puede comprobarse (fig. 5) qu e dicha distribución es gaussiana.

Es tas propiedades del ruido analógico utilizado determinan las características espe­
cíficas del generador.

Teóricamente se ha obtenido (5) qu e para un ruido gaussiano, la densidad de proba­
bilidad de cruces por umbral II-t es también gaussiana. En la figura 6 se observan los re­
sultados experimentales en la salida del discriminador, apreciándose su concordancia con
la teoría.
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La característica fundamental de un generador de variables digitales alea torias es la
depend encia de la probabilidad de salida con el voltaje de con tro l. De acuerdo con los
re sultados obtenidos en el Apéndice, con O = Ve y T> > To, esta dependencia vendrá
dada por la expresión del valor medio de la dist ribución normal

T
111 = - (1 - '1' (u »

r,
En la figura 7 se muest ra n las medidas experime nta les realizada s sobre el generador

propuesto, observ ándose igu almen te su conco rda ncia con la expresión an terior ......'.•••••••• •••••••• ••••••.. ..~.•••••••••••••••••......~.........._~. ..... _.-~ .
• _ iiiiiil

FIG.7

El trabajo descrito forma par te del es tudio de la generacron .de vari ables digit ales
aleatori as mediante la técnica denominada «Transform adores de Probabilidad», método
que requiere la utilización de un a vari able auxiliar de probabilidad fija. Este generador
re sult a muy adecuado en dich o caso, aunque su campo de aplicación no se res tringe a
es ta única finalida d .

Apéndice

Sea A", el valor medio y 0 2 la varianza de la seña l y gaussiana A (r) proporcionada por
la fu ente física de ruido. Como se ha comprobado experimentalmente (fig . 4). el espectro
de frecuencias de dicha señal es prácticam ente constante, por lo qu e las amplitudes en
instantes distintos se pueden considerar incorrelad as y, dado su carácter gaussiano, se rán
independientes.

La probabilidad de que en su ins tante t la señal A (t ) sea superior a un valor O viene
dado por

P { A ( t) > O} = 1- '1> (u)

donde
. O-A,;

u == o

o

1 fU'1> (u) = - - e- z' ¡Zdz.
2 ". _~

Si To es el pe ríodo de la señal de sincronismo, el número de pruebas que se realizan
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durante un intervalo T será la parte entera de TITo. La prob abilidad de que en dichas
pruebas se supere K veces el umbral e será

P (K) = ( Tr¡o ) {1 - i1i (U)}K i1i (UY, To- K

es decir, se sigue una distribución binominal de parámetros n = T ITo, p = 1- i1i (u).

En los casos en que T » To, la distribución binom ial an terior puede ap ro ximarse
T

por una distribución normal de m edia m = np = -- (1- <I> (u» y desviación típica
To

s = Vnpq = J!...- (1 - <I> (u» i1i (u)
To
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SYSTEMS ACCORDING TO THE KIHARA

WITH SPHERICAL CORES

- 51

Abstract

Departamento de Química-Física. Facultad de Ciencias
Univers idad de Zaragoza (Spain)

J . S. URIETA and C. GUTIÉRREz LOSA

P OR

The po tenti al parameters according to the Kihara model (with spherica l core) for Ar ,
CH" C,H" C3H" n·C,H IO, n-CSH '2 and n-C,H1, were determ ined fr om second viri al coefficients
and viscosi ty data . With the same sets of paramet ers it is possible for each substance to
reproduce both sets of data with re asonably goo d agreement. On the other hand, when
only SVC data are used to calculate th e parameters, th e differences between theoretical
and experimental viscosity values aré fa irly large.
- With the parameters obtained for the pure gases the m ixed parameters 1:12 and (po)u for
n-alkanes.+Ar mixtures w ere calculated , and from them the theoret ical Bu and Y)12 values.
Using the Hudson-McCoubrey's modified rule for ~lculating 1:12 with 1:1, and (po)a values
obtained from both SVC and viscosity data, it was shown that the agreement between
calculated and experimental Bu and Y)12 is quite satisfactory, -

"I'he Kihara model has been used b y various authors to describe both the second
viria l (SVC) and the viscosit y coefficients by hydrocarbons':" and inert gascs',5,7,',9) and
those of sorne mixtures of these substances with others2.' .',IO," J.

It was shown that SVC, viscosity and other macroscopíc properties are rather insen­
sitive to details of inte rmolecular fo rces, and concretely , the minimum value of the
standard deviation of experimen tal results for a cer tain macroscopic property from the
theoretical ones obtained fr em a Kihara's model , does not seem to be affected by the
shape of the core (but it does by the size for a given shape). For an un ivocal determina­
tion of all the intermolecular parameters, and also for judging about the reliability of the
model we had to asses sufficient number of macroscopic p roperties together" -?' , Unfor­
tunately, so far calculations base upon Kihara's model are not developed enough in the
case of non-spherical eores.

In addition to this, the peculiarities of the mod el it self and the innacuracy of experi­
mental measures justify that one can select the spehical core model even for molecules
whose geometry clearly differs fr om the spherical as is the general case by n-alkanes.

In spite of its limitations, Kihara's model has proved to be much better than L-J
(12, 6) and other equally simple potentital for obtaining SVC and viscosity coefficients
of many gases, and our objective in this paper is to examine its usefulness for reproducing
these properties in the case of the n-alkanes (as far as hexane), argon and n-alkane + Ar
mixtures. I

According to the Kihara model, the potent ial betw een two molecules is given by :



were:

(7)

(6)

(5)

(4)

(2)

(
6 j1-Z S) T* -16' +611 /'

So = 4 tt a' and M = 4 1l' a

ri:
T*=-­

e--

(s = 1, 2, 3)
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V MT
1] • lO' = 26,693 t TI

o' Q(' .'l* (T*)

- _ 3 [ Q (2.3)* (T* )
f =1 -+ - 4-...:.----

TI . 49 Ql"'l* (T * )

s 2" 6 ~ 2'
F,=- - - ~ - - r

12 l > o j!

4
Vo = --rr a3

3

u ( r) = 4 !: [ (~) 12 (~) 6]
r - 2 a r-2 a

o = distanee between the centres of th e mol eeul es for which u ( r) = O

a = radius of the eore

r = distanee between the eenters of the moleeules

The viscosity coefficient for a pure gas is in general given by:

Fh F, and F3 are, given by the equa tion:

with 11 in g cm - I S- I and o in A;
M-stands for the molecular we ight of the gas, and:

-,. ",
where :
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e = minimum potentia l energy
P = minimu m distanee between th e eores
Po= distan ce between the eores for which U (p) = O

Making us e of thi s calculated potential , and following the methods of Lennard-Jones,
Kihara himself dedueed for SVC of a pure gas the express ion :

Pure Gases

2 ( M
o'

) (MOSo )B(T)/NA = - 1l' P03 Fa (T *) + Mo P02 F"2 (T*) + So + ---: Po F, (T*)_+ v, + --_- (3)
.3 4 .. 4 ..

V~ and So are respeetively the volurne . an d the surfaee area of the eore, and Mo the mean
curvature over the whole surfaee of this.

where, in ad dition,

In the cas e of spherieal eores:



(8)

(10)

(11)

(9a)

(9b)

. ' . . ( Í2Y:;Oi¡ = (Oi + 0 ¡)/2

Pi; = ( Pi + p;)/ 2

.,12 Mi M¡T / (M, + M¡)
'l1¡j • 106 = 26,693---------

B., = X I
2 B ;, + 2 X I (1 - X I ) B 12 + (1- X I )' B"

The SVC for a binary mixture, B"" depends on its composition ac ross th e equation:

or other more sophisticated combination rules .

,11;; can be considered, therefore, as the viscosity coefficient of a hipothetical pure subs­
tance whose molecular weight is 2 Mi M¡/(M , + M¡), Ci¡ and Oi¡ being the interaction pa­
rameters.

Corresponding to (9, a) we can .include for Oi¡ the combination rule:

The parameters ( PO) i¡ and E. ,¡, characteristic of the potential function between i - i .
pairs, can be obtained in an aproximate form from those of pure components using the
welI known Lorenz-Berthelot rules :

T* = Tk/E.,¡

where B ll and B" designate the SVC for pure components 1 and 2, XI and (1 -.x .) their
mole fractions , and B 12 is th e cross-term SVC which expresses th e deviation from ide al
behaviour due to interactions between a molecule 1 and a molecule 2.

For the viscosity is als~ defined, in the case of binary mixtures, a coefficient '11;1 ex­
pressed by:

Similarly as in the case of SVCs, 'lu .can be calculated from '1", (the viscosity coeffici ent
for a mixture of composition x, in th e component i ), l'\ü' '1ii ' X ;, and Mi and Mj • to o.

where now:

THE INTERMOLECULAR POT ENTIAL OF Il-ALKANE + Ar

For a binary system of components i and j, th e second virial coefficient fo r interac­
tions of i and j is given, folIowing Kihara, by :

Mixtures

they have been tabulated by Barker et al", and b y O'ConnelI & Prausnitz'",

Q (2" l* (T*) Y Q(2.31* (T*) are named «collision integrals» and are characteristic of the form
. 2a

of the potential, For Kihara model these integrals vary with T * and with y* = -- and
o



(13)---------+/l=
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Experimental data and determination of intermolecular parameters

flj/Q (' ,'l * (T*) = exp {~ ~ c« v"?" [In (1/T*)] (k-11} (14)
k I •

Figures 1·14 show the discrepancies be tween the theoretical and experimental va lues
of SVC and viscosity for pure gases as f)" B =B~p - Bea le and f)" '1) =100 (-n - -n )/1)

- , ' Iex p '¡cale exp "
In Table II we set out the values obtained for the paramet er s of intermolecular po-

tential for the pure species , and also the result s ob tained for /l, for the we íghte d root
mean square deviations on B,

The references used for our experimental data appear in Table 1. SVC data for the
hydrocarbons and argon has been exhaustively summarised, as fa r as the year 1967, by
Dymond and Smith'" . To these, we have added ot her data which appeared since then.
Although they are less numerous, there also exist rec ent measures perfo rmed on mixtures
of n-al kanes and argon. For the viscosity of the pure components the used data where
for the most part those set out by Landolt-Bornstein's'. Un fortunately, only expe rimental
viscosity data for CH, + Ar were found .

Calculation of the parameters of molecular potential has been done for pure gas es
looking for the a, p and E values which rninimized th e sum:

54

In this way, we have weigted the squares of the di fferences between experimental and
calculated B and'l] values using the squares of the inverse of the inaccuracy, f),, /, of each
measurement, and in order to give the same importan ce to the B and 1) values indepen­
dently of the number of determination of either of these quantities, we put n» and nlj'
respect ívely, in the denominator inside each of the square root symbols.

The calculation starts from initial , more or les s arbitrary, va lue s of a an d E, varying
that of o until , by succesive approxim ations, a mi ni mum value of /l is obtaíned, which, o
we call /lp' Then we vary E until we find a value of it which corresp onds, with the requir ed
precisi ón, to a minimurn value of the /lp found for each value of E; let this value be /lp,
Later on , we vary a, and with every value of this parameter, carry on in the sa me way
as before, until we find the value which gives the mi nim um /lPE' We have obtaine d a good
convergence using this method, and an adequate programme for a fast-working «UNIVAC
1108» has allowed us to carry out the automatic calculation of the aforementioned para­
meters, with accuracy, in sorne 20 minute s or less for each gas .

The calculation of B ea!e is done by means of the equations (3) (4) and (5). Fo r 1) I

we used expression ' (6), finding each value of flj/Q(Z,, >* (T*) by interpolation with th~
tabulated data; to this end we made use of an expression of the following typ e:

and for the we ighted r . m . S. d. on 'l] (as percentage),



THE INTERMOLECULAR POTENTIAL OF It-ALKANE + Ar

where (A:/%), ist the uncertainly. associated with measure i, as percentage.
Finally, Table III shows the deviations for the mixtures calculated with the parameters

obtained by employing the combination rules; (BIt)'.I' and ('lJ12)oalo were derivated from
equations (8) and (11).

Discussion

As the considered temperatures extends as far as the region of low temperatures, it
is necessary to assess the effect of quantum corrections in the calculated values.

These quantum corrections 'in the calculation of B were examined by making use of
the Wigner-Kírkwood expansión:

(15)
with

11' NA. 100
B , = --- e-u/" (u')t r'-dr
. 6 (kT)3 o

and

7!' NA 1"" [(U")1 (U')2 (U')3 (U')']
B - e- u

/ .
r --- + --- + --- - --- r dr

t - - 6 (kD' . o 10 5 1.1 9 kTr 72 (kT)t

The calculation of these integrals was done numerically in the case of methane, ethane,
propane, butane and argon, and of mixtures of the latter with the other four. For this
purpose, we used a Mie (n - 6) model for which we had the necessary parameter":?' for
each gas. In Table IV we set out the results obtained at different temperatures, including
for each system the lowest temperature used. In the aforementioned Table also appears
the inaccuracy of the most exact of the measures for that ternperature, in the same way
as the inaccuracy estimated by Dyrnond and Smith'" (without doubt more significant)
by .means of a graphic analysis of the data in their tables.

In keeping with those results, the corrections to be carried out are much less ím­
portant than the instrumental inaccuracies and S9 we have disregarded the former.

We have also calculated these corrections by means of Weir's tabulations'", using the
Kihara's parameters obtained from B and 'IJ data. The found values do not differ greatly
from those given in Table IV.

In Table II we set out for the gases as far as butane, the discrepancies -between the
theoretical and experimental viscosity values when used for the calculation of the mole­
cular parameters found with SVC data only, These differences become greater from
argon to butane, a fact which can be attributed, on the one hand, to the inexactness
- e ách time more drastic - of accepting a model for a spherical core, and, on the other,
to agreater imprecision (not only in absolute, but also in relative value) in the values of
B. Nevertheless, when they are calculated making use of the two types of data, the para­
meters found allowed us to reproduce the values of viscosity well while hardly afecting
the mean deviations of the SVCs.

In doing so , it appears a slight systematic trend of Bexp - Boal, and of 'lJexp- 'lJeal. with
inereasing temperatures (figs, 1-14) due to the aboye mentioned limitations. These syste­
matic trends keep in wíth the fact that the obtained parameters depend noticeably on the
nature of the used data (either SVC, víscosíty, or both) and on the temperature range
they are referred too

For methane-í-Ar mixture, the only one we have viseosity data, the results (Table III)
are aqually conclusive with respect to the greater significanee of the parameters calcu­
lated with SVC and viscosity data even in the calculation of B,t' too, and though for
ethane-t-Ar and propane +Ar the results are les s clear, in the case of butane-j-Ar the
aboye mentioned circunstance shows itself again.

- 55-
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Conclusions

(16)
(pO)31l (pof22

(po)612

2 (11 l 2)lf2

(l1 + l~)

for the Kihara modelo The B" .values found using those .of e12. as they were ealculated
from equations (16) with the. e" and ell obtained from measures of SVC and viscosity,
resulted in our case in being generally nearer to those obtained experimentally than those
found b y means of (9, b ). However, in both cases the diferen ees for sorne mixtures are
no t much greater than the experimental inaccuracy. The fac t that in the case of butane
the opposite oecurs · can-be explained by, the limit ations of the model itself and of the
arithmetic rule for ' (PiJ )12' or by a greater experimental inaecuracy. The large differenees
which still appear by pentane +Ar could have the same origen, especially when one
consider the experimental ·techniques used in the det ermination of Bu.

Figures 15-21 show the differenees Ó. B and Ó. TI between the experimental and theore­
tical values of SVC and viscosity for the various m ixtures when the Hudson-Mcüoubrey's
mod ified rule (16) is used.

Within certain limitations, 'SVC· and viseosity data for pure gases can be satisfactorily
reproduced with the sarne .seri es of parameters.

With these parameters ob tained from the two groups of data put together, it can be
reproduce the Bl2 values .for mixtures and those of 1h 2 for methane +Ar also well, par t i­
cula rly when the .modífied Hudson -MeCoubrey rule is used . Of t he four forrner listed
m ixt ures, methane -j- Ar an d butane j Ar show deviations of Bl2 less than those obtained
using on ly B data in the calculation of the molecular parameters for the pure gases.

- 56 -

The core radius - found .for rr-pentan by fitting ' of -the experimental data in the-way
before indicated, . is -too .low when compared with that of the other alkanes where a
shows a practically linear variation againts the number of earbon atoms. Th erefore, we
have used for n-pentane, too, a va lue ob tained by interpolation in the plot of a as
function of the number of e atoms.

With respect to the combination rules, it is necessary to point out that SVC (B,,)
calculated th eoretica lly, are lit tle sens itive lo variations in the parameter (PO )12' ..hut, ono .
the other hand, m ay vary notieeably with e". These values can really deviate from th e
geometric mean of those corresponding to the pure gases , e" and ell, and, in fact, this
happens when differences due to the size, or 'the ionization potentíalof the molecules
for mi ng the mixture existo ' . .

Beg inning from the expression of the coefficient of the limit on r~6 in London's
formul a relative to the forces of dis persion, and being based on Hudson and Mcüoubrey's
express íon'? for the parameter e12, in a potential of Lennard-Jones, Danzler et al" ) have
utilised the expression:



TABLE I. - Literature Data

SCV Data V iscos ity Data 1011 iz. Pot o
~

System Tein.
,

Tem. 1

No.of
Relerence

No . of
Reierence I l eV

Ref e-
-. range data

range
data renee

K K
- - -- - - - - --

argon 80-873 167 15, 17, 18, 19, 60-1868 157 16, 24, 25, 26, 15.75 39)
20, 21, 22) 27, 28, 29, 30)

-: l'" . . - .
methan e . 108-623 -148 15,18, 19, 20, . 78-523 90 . 6, 16, 24, 30, 13.16 40)

21, 31) 32)

ethan e 192-523 116 15, 17, 18, 19, 250-523 73 6, 16, 24, 33,
11.65 40)

21, 23) 34)

propane .211-570 87 15, 17, 18, 19, ,273-549 37 6, 16) 11.65 40)
21, '23: 35)

15, 17, 18, 19, .
n-butane 244-573 80

23)
293-403 27 6, 16, 36) 10.63 40)

n-pentane 273-573 31 15) 293-578 56 6, 16) 10.55 40)
n-hexane 298-413 36 15) 288-580 36 6, 16) 1M3 41)

methane j Ar
o" 17, 18, 19, 20,

108-550 41 21 ,37) 238-308 4 30) - -
ethane -j-Ar 199-510 22 18, 19, 21, 23) - - - - -
propane j.Ar 211-512 21 18, 19, 21, 23) - - - - -
n-butane-í-Ar 296-511 16 18, 19, 23) - - - - -
n-pentane +Ar 298 1 38) - - - - -
n-hexane +Ar . 293-338 S. 38) - - -

TABL E 11

Spherical eore pot ential parameters io r pu re gases and. deviation. between. experimental
and calculated B and 17 '

Gas Used data alA ¡¡¡ olA (elk)IK 61J 6'1 6

B 0.268 2.837 152.87 0.93 3.28 5.86argon
B +r¡ 0.212 2.914 148.87 1.23 1.23 3.46

me tha ne
B 0.578 2.674 228.49 0.75 14.08 22.00

B + 11 0.138 3.419 171.53 1.48 2.70 6.94
.. B 0.704 -3.081 361.72 3.58 15.90 29.89

ethane
B + 11 0.539 2.927 401.59 5.09 1.24 5.87

B 1.106 3.024 497.61 5.23 21.43 45.34propane
B + 11 0.776 2.922 550.02 7.86 2.07 7.83

n-butane
B 1.593 2.834 663.45 10.95 25.19 58.23

B + r¡ 1.201 2.650 752.62 12.57 2.58 9.48

n-pentane B + 11 0.537 4.065 607.04 48.89 1.82 7.31
B + r¡ (1.556)* 2.498 912.15 13.98 4.91 10.33

n-exane B + r¡ 1.929 2.262 1104.50 37.10 3.02 9.58

* Interpolated va value in the plot of a as function of the number of e atoms for the other
alkanes.
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TABLE TH, - Potential parameters for unlike molecul es and deviation of experim ental values [rom the teoretical ones.

Mixtu re
Combination Pure gases data (Po)llI A (E12/ k )/K EI2/( Eu • 6;)' /'

rules
1\. 1\1]

(9a ) (9b ) B 2.756 186.90 1.0000 4.85 11.68

methane -i- Ar (9a) (16) B 2.756 185.64 0.9933 5.06 11.46
(9a) (9b) B + 11 - 3.166 159.80 1.0000 3.90 3.41
(9a) (16) B + '] 3.166 156.13 0.9771 3.05 2.62

(9a) (9b) B 2.959 235.15 1.0000 2.31 -
ethane-í- Ar (9a) (16) B 2.959 231.32 0.9837 2.31 -

(9a) (9b) B + ' ] 2.920 244.51 1.0000 7.16 -
(9a) (16) B + 1] 2.920 241.74 0.9887 5.67 -
(9a) (9b) B 2.931 257.81 1.0000 4.21 -

propane -j-Ar (9a) (16) B 2.931 270.76 0.9817 5.04 -
(9a) (9b) B + 11 2.918 286.15 1.0000 8.14 -
(9a) (16) B +'T] 2.918 281.76 , 0.9847 5.74 -

. (9a) (9b) B 2.836 318.47 1.0000 11.46 -
n-butane + Ar (9a) (16) B 2.836 312.40 0.9809 15.38 -

(9a) (9b) B + 1] 2.782 334.72 1.0000 5.06 -
(9a) (16) B + 1] 2.782 326.12 0.9743 7.73 -
(9a) (9b) B + 1] 3.490 300.61 1.0000 61.49 -

n-pentane + Ar (9a) (16) B + 11 3.490 271.25 · 0.9023 30.71 -
(9a } (9b)* B + 11 2.706 368.49 1.0000 42.32 -
(9a) (16)* B + 11 2.706 354.83 0.9629 29.52 -

n-hexane + Ar
(9a) (9b) B+'l1 2.588 405.49 1.0000 36.05 -
(9a ) (16) B + 11 2.588 378.42 0.9332 12.04 -

* Interpolated ap,. 'a. valu e in the plot of al/ as function of the number of e atoms for the otheralkanes.
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TABLE IV

Mie (n - 6) quant um corre ctions and experim ental inaccllracy

Gas T* T (:/í2/2fl) B I (ñ2/2 pYB2 Am.t: .m. LlD- S

0.6667 80. 2.0839 -0.0266 ±10. ± 5.
argon 1. 120. 0.7127 -0.0049 ± 1. ± 1.

2.008 241. 0.1702 -0.0004 ± 1. ± 1.

0.4744 108.5 12.9309 -0.8060 ±36. ±1O.
methane 1. 228.7 1.5502 -0.0315 ± 1. ± 2.

1.3118 300.0 0.8632 - 0.0120 ± 0.2 ± 1.

0.4556 191.9 6.2951 -0.1666 ±50. ± 10:
ethane 0.7122 300.0 1.5731 -0.0216 ± 0.5 ± 5.

1. 421.2 0.6816 -0.0058 ± 0.6 ± 2.

0.3808 211.3 8.6092 - 0.1885 ± 4.2 ( ± 20.)
propan e 0.5407 300.0 2.4889 -0.0327 ± 0.5 ±15.

1. 554.8 0.4914 -0.0028 ±15 . ± 5.

0.5259 244.0 3.4655 --0.0218 ±123. ± 20.
n-butane 0.6465 300.0 1.8614 -0.0087 ± 0.6 ± 20.

1. 464.0 0.6261 -0.0016 ± 0.6 ± 12.

- - .. 0.6256 108.6 3.8853 -0.1070 ± 24.
methane + Ar 1. 173.6 1.1247 -0.0152 ±15.

1.1555 200.6 0,8121 -0.0089 ± 2.

0.8707 199.4 1.0638 -0.0111 ± 2.
etha ne + Ar 1. 229.0 0.7648 -0.0065 ± 2.

1.3100 300.0 0.4270 -0.0025 ± 2.

0.7550 211.4 1.2543 - 0.0135 • ± 2.5
propane + Ar 1. 280.0 0.6304 -0.0045 ± 2.5

1.071 300.0 0.5402 -0.0035 ± 1.5

0.8821 296.4 0.6081 -0.0041 ± 1.60
n-butane + Ar . 1. 336.0 0.4530 -0.0025 ± 1.50

1.1905 400.0 0.3099 -0.0014 ± 7.

- 59 -



Fig. 5 . - Deviat ions of experiment a l SVC~ Fig. 7. - Deviations of exp e r i ~e n t a l SVC s
from theoretical values for ethane . fro m the oretica l values for pro pane .
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1
U (r) = - L L z¡ (r¡¡)

2 I 'Id

Second vir ia l coefficients (SVC) of argon, krypton and sulphur hexafluo ride have been
det ermined by compres ibility measureme nts in the temperature ra nge O-50°C. These data
were combined wi th other viral · coefficiens and viscosity da ta taken from the literature,
in ord er to calc ulate the molecu la r po tentials parameters for de Mie (m, 6) and exp-é
models.

In the case of argon and krypton, e and O' parameters for both m odels corresponding to
the same n and 'oc value s are very similar . For F.S the re sults are less con clu sive, but the
observed differences may be du e to the fact of havi ng used only SVC da ta in calculating
the molecular paramete rs of th e exp-6 model.

SEGUNDOS COEFICIENTES DEL VIRIAL DE GASES PUROS
(Ar, Kr y F"S) A PARTIR DE MEDIDAS DE COMPRESIBILIDAD

Y CALCULO DE PARAMETROS MOLECULARES

Abstraet

Introducción

En los últimos años y como consecuencia de estudios independien te s de divers a natu­
raleza, ha tenido lugar un avance considerable en el conocimiento de las fuerzas in termo­
leculares para gases sencillos, hasta el punto de poder definir con alguna exactitud fun­
ciones de energía potencial entre pares de .átomos de gases inertes. Existen fundadas razo­
nes para esperar que en el futuro tales refinamientos podrán extenders e a sistemas de
mayor interés químico que los gases nobles, pero ha sta que ello sea posible (y precisa­
mente como método a la solución del prob lema) el progreso en el estudio de las fu erzas
intermoleculares está, de momento, supeditado a la obtención del mayor número de datos
experimentales o «cuasiexperi m entales» sobre sistemas convenientem ente elegidos. En este
trabajo, se han estudiado los gases puros argon, kripton (moléculas esfé ricas) y hexafluo­
ruro de azufre (molécula «cuasiesféri ca ») que . responden a los condicionamientos necesa­
rio s para que puedan ser aplicadas las predicciones te óricas de un modelo ba stante rigu­
roso.

En un trabajo post erior se estudiarán las mezclas argon-hexafluoruro de azufre y
kripton-hexafluoruro de azufre.

Admitiendo que la energ ía potencial de un sistema integrado por NA partícul as pued e
considerarse como suma de las interaccione s entre todos los pares de moléculas, es to es:



REVISTA DE LA ACAD EMIA DE CIENCIAS EXACTA S , FISICO·QUIMICAS y NATURALES

Pot encial de M ie (n,6)

[6]

[2]

[4]

[5]

[3]
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.;Mi'
11 • 10' = 26,693 f

elQ ( 2,2 )* (T*) r¡

U ( 1') = ~~ 6 [~(':f- (: r]

3[ Q (2 .3) * (T*) __7_] 2.
f =1+- 4----
n 49 Q (2 ,2>* (T*) 2

1'" U" }
B(T) =2rrNA [1_e-J('[ ] r'-dr

o

donde el in tegrando se ha ext endido formalmente para valores grandes de r.
A temperaturas muy bajas, en las que la mecánica clásica ya no es válida, ha de hacer­

se uso de las expresiones cuánticas para calcular B (T) , pero a temperaturas moderada­
mente bajas puede emplearse la mecánica clásica afectada de pequeñas correcciones.

La determinación de U (1') a partir de B (T), mediante la inversión de una transforma­
da de Laplace, exigiría conocer no sólo B (T ), sino todas sus derivadas con respecto a la
temperatura, cosa prácticamente imposible, Es por ello por lo que para relacionar U (1')
con B (T) se procede por un camino indirecto proponiendo un modelo, esto es , una ex­
presión matemática para la energía potencial con algunos parámetros ajustables que per­
mita reproducir, tras las inte gr aciones correspondientes, los valores exper im entales ' de
B (T). Naturalmente, el modelo debe ser capaz de reproducir esos datos experi men tales
de B (T) con exactitud aceptable; pero esto sólo, no es definitivo porque hay seguramen­
te muchos otros modelos, muy diferentes entre sí que, sin embargo, reproducen igual­
mente los datos. En nuestro caso, los modelos de potencial ensayados, Mie (n, 6) y exp.6
de Buckinhan modificado, cuyos parámetros se calcularon a partir del conocimiento de
SCV, se han contrastado -cuando ha sido posible- comparando con datos conocidos los
valores de viscosidad que de ellos se obtienen.

El coeficiente de viscosidad de un gas depende de la naturaleza del mi smo y está rela­
cionado con las fuerzas existentes en tre sus moléculas a través de la expresión:

y suponiendo que las fue rzas son centra les, se puede demostrar por métodos de mecánica
estadística que el segundo coeficiente del virial (SCV) viene exp re sado por:

Consta de dos contribuciones: una atractiva proporciona l a 1'-' y otra re pulsiva pro­
porcional a r:», con n> 6, y puede expre sarse, haciendo explícitos los parámetro s mole­
culares, como:

siendo Q (2 .2 )* (T*) y Q ( 2. 3) * (T*) las integrales de colisión características de la forma de
la función potencial y T* la temperatura reducida por T* = T k/c.

con 11 en g cm-I
S-I y (J en A, donde M rep resenta el peso molecular del gas, T* es la

temperatura reducida · y fr¡' el fact or usado para obtene r la segunda ap roximación de
Kihara, viene dado 'por :



[7]

[8]

para r::::". r roax

p(mm) = 'ÓH-- - - ­
(1 + 13mtm)e.
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•

U (r) = 00

Este 'modelo de potencial es m uy parecido a l de Mie (n, 6) pero hace uso de término
exponencial en lugar de una p otencia , para representar la repulsión .

El valor 6 del expone nte correspondiente al térmi no atractivo se adop ta de la te oría
de London ac erca de las fuerzas de dispersión , mientras que el va lor de n, determ ina el
cambio más o menos abrupto en la región repulsiva de la curv a del potenc ia l como fun­
ción de la distancia , dep ende probab lem ente de l tipo de molécula.

Potencial exp-é

SEGUNDOS COE FI CIENTES DEL VIRIAL DE GASES PUROS

donde E: = profundidad del p ozo de potencial.
r m = distancia pa ra la cual U (r) es mínimo.

(J = distancia para la cual U (r) es cero .

donde rm y E: t ien en el mi smo sig nificado que en el m odelo anterior y el det ermina (de
igual modo que antes n) el cambio abrup to de la energía repulsiva con la sep aración.

El potencial exp-6 parece adec uarse mejor a los requerimientos teóri cos, pero ello a
cos ta de un liger o aumento en la dificultad matemática de su manejo y de la necesidad
de introducir una discontinuidad para r = r ro a x (el va lor de r pa ra el cual U (r) en (1) se
hac e máximo) y que sin ella el valor de la función tendería a - 00 pa ra r;......r O.

El dispositivo experimental u til izado y el método operativo ya h an sido descritos en
otro lu gar' ). En esencia , el aparato cons ta de un sistema de nueve ampollas 'de vidrio uni ­
das sucesivamente por tubos capila res que p or un extremo comun ica con el equipo de
vacío o con la fu ente de ga s ob jeto de estudio, y por el otro, con un m anómetro baróm e­
tro. Los volúmenes de la s am poll as son t al es que al se r llenadas con m ercurio, las varia­
ciones de presión de l gas en cer rado son aproximadamente igual es ; de este modo los corre s.
pondientes puntos de la representación p - pV (a temperatura cons tan te ) aparecen igual­
mente espaciados. Por otra parte, el recinto se aco n dicionó de m anera que pudiese se r
termost at izado con ag ua a temperatura aproxi madamente igual a la de las ampollas; con
ello, se eliminan prácticamente las corr ecciones a in troducir (por la diferencia de tempe­
ratura) sob re el gas contenido en el espacio p erjudicial.

Tanto la s ampollas como el espacio perjudicial (o espacio comprendido en tre el último
enrase del sistema de am po llas y el m enisco de mercurio en la rama corta del manóme­
tro) fuer on calibrados con mer curi o b idestilado a las temperaturas de - 5, 20 Y so·e, r ea­
lizándose en total más de 80 m edid as . Ello h a permit id o ca lcular el coeficiente de dilata­
ció n medio de las ampollas entre -5 y so·e (1,00, . 10- 5 cm' grado:"), necesario para ha­
llar el volumen corregido de éstas .

Las presiones leídas fueron re ducidas a o·e y a la gravedad standard h aci endo uso de
la expresión

Parte experimental
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pV

20.415•
20.4222

20.396"
20.3657

20.312,
20.276¡
20.237•
2~.191,

0.00 -c

H exafluoruro de azufre

n = .00091333

f3 = -336

P

.13475
.19081
.28818
.37461
.52894
.66343
.78078
.89261

Temperatura
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n = .00091378

f3 = -334

j¡exafluoruro de azufre

Temperatura 0.00 -c

p pV

.13505 20.455,
.19092 20.421,
.28835 20.396,
.37484 20.3711

.52959 20.312,

.66333 20.2803

.78290 20.253,

.89669 20.2132

La temperatura de las ampollas se estabilizó en ± 0,01 0 (en el caso más desfavorable)
y la del baño que contenía el manómetro, en ± 0,20

• El catetómetro utilizado fue un mo­
delo Wild KM-305 que aproxima hasta ± 0,015 mm. Todas las llaves devidrio fueron ri ­
gurosamente comprobadas y engrasadas con grasa Apiezon-L,

Los gases objeto de estudio fueron suministrados por la firma SEOSA, a saber: hexa­
fluoruro de azufre (99,S .%) ; argon (99,95 %) Y kripton (99,997 %). El hexafluoruro de azu­
fre fue condensado y destilado repetidas veces con aire líquido antes de ser introducido
en las ampollas. .

Al final de cada serie de medidas se dispone de 8 valores del producto pV a otras tan­
tas presiones, p, que ajustados por mínimos cuadrados en la ecuación del virial truncada
tras el segundo coeficiente, /3,

¡'t,. H = diferencia de alturas entre ambos meniscos mercuriales en el manómetro.
« e= coeficiente de dilatación de la escala catetométrica (1,22 . lO-S)

/3e= coeficiente de dilatación del mercurio (1,818 • 10-').

te = temperatura del catetómetro
t; '= temperatura del manómetro
g = aceleración de la gravedad en el lugar de experiencia (980,243)
g, = gravedad standard (980,665)

nos conduce al valor del número de moles, n, y del segundo coeficiente del virial /3.
En las tablas siguientes se consignan, los resultados que.. a partir de los datos expe­

rimentales se obtienen para p en atmósferas y los productos pV, en atmósferas . ml, así
como el número de moles (n) y segundos coeficientes del víríal, /3, en mI.

pV = n [RT + /3 p]
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H exailuoruro de azufre

H exaf luoruro de azufre

20.00 -c
pV

21.901,
21.921,
21.8937

21.850•
21.812,
21.767.
21.7280
21.706,

30.00 -c

pV

21.9184

21.921.
21.888•
21.841,
21.822
21.7820
21.7417

21.7337

10.00 oC

pV

20.464s
20.4384

20.416.
20.390•

. 20.345.
20.213.
20.283,
20.244z

P

.14450

.20468

.30932

.40161

.56882

.70904

.83726

.95831

n = .00088255

(3 = - 278

H exaf luoruro de azufre

H exai l uoruro de azuf r e

n = .00088198

(3=-315

H exafluoruro de azufre

n = .00091286

(3 = - 297

-" , p

.13511

.19098

.28847

.37457

.53036

.66333

.78344

.89654

Temperatu ra

Temperatura

Temperatura

p

.14465
. .20477

.30941

.40134

.56829

.71063

.83857

.96235
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pV

21.935,
21.922,
21.904.
21.854,
21.8217

21.778.
21.755,
21.718.

20.00 oC

20.00 -c

pV

22.684s
22.674,
22.628,
22.598,
22.548.
22.516,
22.483,
22.493.

10.00 oC

pV

21.1817

21.165.
21.143.
21.1001

21.05~

21.0261

20.985•
20.957,

. p

.14970

.21168

.31976

.41557

.58639

.73536

.86648

.99222

H exafluoruro de azufre

n = .00091317

(3= - 316

n = .00091338

(3 = - 295

p

.14466

.20458

.30910

.40174

.56746

.71089

.83971

.95747

n = .00091286

(3 = - 274

Temperatura

p

.13983

.19780

.29891

.38806

.54791

.68650

.81055

.92541

Temperatura

.Temperatura
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H exafluoruro de azufre

Hexajl uoruro de azufre

pV

19.334_
19.3211

19.314,
19.325,
19.316,
19.324_
19.319,
19.305,

0.00 OC

50.00 oC

pV

23.391,
23.364,
23.336,
23.314,
23.2915

23.247,
23.2251

23.201.

4().00 -c
pV

22.6711

22.633,
22.596,
22.578,
22.56~

22.518,
22.492_
22.4685

Argon

p

:12767
.18056
.27293
.35532
.50406
.63204
.74616
.85554

Temperatura

Hexafluoruro de azufre

Hexai luoruro de azufre

n = .00086221

f3 = -23

n = .00088259

f3 = -249

n = .00088276

f3=-137

P

.14957

.21143

.31915

.41469

.58666

.73501

.86746
.99012

Temperatura

Temperatura

p

. .15429
.21809
.32947
.42776
.60707
.75796
.89616

1.02595

- 68-

pV

24.161,
24.157,
24.1371

24.115,
24:079,
24.052,
24.025,
23.953_

0.00 -c

pV

19.313,
19.343,
19.325,
19.3351

19.321,
19.3271

19.320,
19.310,

50.00 oC

40.00 oC

pV

23.431.
23.424,
23.390,
23.355,
23.320,
23.288,
23.258,
2Ú35,

Argon

p

,12749
.18067
.27308
.35577
.50393
.63077
.74673
.854i4

Temperatura

n ::: .00091276

f3 = -236

Temperatura

n = .00091307

f3 = -254

n = .00086239

f3 = -21

p

.15941

.22543

.34023

.44226

.62644
:78275
.92759

1.04007

p

.15457

.21851

.33006

.42883

.60593

.76109

.89535
Ü2091

Temperatura
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n = .00086256

(3 = -18

TI .= .00086374

(3 = -14

30.00 -c

pV

21.478•
21.466,
21.470,
21.475;
21.474.
21.458;
21.465;
21.468;

20.00 oC

pV

20.757.
20.751,
20.752,
20.7471

20.7520
20.770•
20.738,
2iJ.737•

10.00 -c

pV

20.066,
20.057,
20.032,
20.0317

20.044,
20.052,
20.044,
20.038.

n = .00086315

(3.= - 13

Argon

n = .00086293

(3 = - 18

n = .00086276

(3 = - 16

Temperatura

p

.14160

.20036

.30332

.39487

.55770

.70034

.82610

.94929

Argon

P

.13696

.19381

.29323

.38097

.54076

.67817

.80012

.91274

Tem peratura

P

.13237

.18726

.28297

.36772

.52128

.65420

.77259

.88706

Argon

Tem peratura
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pV

20.767,
20.759•

· 20.7617

20.758•
20.7501

20.755; .
20.765.
20.745,

30.00 -c

pV

21.458;
21.509•
21.507,
21.4770
21.481;
21.48b
21.477,
21.478,

20.00 -c

10.00 -c

pV

20.024;
· 20.048,
· 20.045,

20.044;
20.049.
20.031,
20.025.
20.028,

Argon

n = .00086307

(3 = - 16

Temperatura

p.

.14159

.20090

.30374

.39468

.55962
.70229
.82848
.94495

Tem peratura

Argon

P

.13702

.19382

.29322

.38121

.54014

.67734

.80000

.91623

Argon

Temperatura

P

.13212

.18725

.28323
'.36826
.52174
.65423
.77119
.88429
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Argon

n = .00086380

f3=-13

pV

22.9057

22.896_
22.908,
22.929•
22.916,
22.913,
22.889,
22.898,

10.00 -c

pV

20.720s
.20.713_
20.7121

20.6997

20.701_
20.686,
20.682_
20.681,

40.00 -c

'pV

22.2117

22.195,
22.205,
22.1920
22.195,
22.178,

. 22.196,
22203,

Kripton

n = .00086393

f3 = -12

P

.14651

.20736

.31386

.40782

.57783

.72479

.85472

.97813

ArgoH

Temperatura

Argon

Temperatura SO.OO G. C.

n = .00089181

f3=-57 .

".n = .00086389

f3 = -12

Temperatura

p

.13676

.19353

.29294

.38073

.53955

.67624

.79839
·.91491

P

.15100

.21382

.32333

.42099
.59542
.74657
.88430

1.01034
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0.00 -c

pV

19.967,
19.949,
19.945.
19.941,
19.942,
19.935.
19.920,
19.917_

50.00 -c

pV

22.9327

22.908_
22.921,
22.9181

22.919,
22.9171

22.917,
22.911,

.. 40.00 "C

pV

22.196,
22.200,
22.2031

22.190,
22.1960
22.185,
22.192,
22.192,

Kripton

P

.13183

.18644

.28204

.36707

.51982

.65133

.76828

.88021

Temperatura

n = .00089060

f3=-60

n = :00086432

f3=-1O

. P

.14642

.20738

.31356

.40733

.57707

.72321

.85503

.98090

Temperatura

Argon

Temperatura

P

.15119

.21381

.32335

.42076

.59663

.74908

.88414
1.01094
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pV

23.655,
23.668,
23.668•
23.664,
23.6623
23.646y
23.641,
~.628.

pV

22.199,
22.190,
22.182,
22.176,
22.182,
22.168,
22.170,
22.153•

30.00 -c
Kripton

n = .00089268

{3 = - 41

n = .00089230

{3 .= -48

Temperatura

Kripton

Temperatura SO.OO G. C.

p

.14648

.20729

.31357

.40776

.57768

.72224

.85343

.98128

p

.15596

.22081

.33425

.43457

.61444

.77233

.91291
1.04002

50

Hexañorurc de Azuf re

t ·C~

lO10

pV

22.938,
22.936y
22.925,
22.934,
22.923.
22.917,
22.904,
22.905,

pV

21.492"
21.456"
21.450,
21.444 ~

21.448,
21.429,
21.448t
21.433,

40.00 -c
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Kripton

Temperatura 20.00 G. C.

n = .00089276

{3= -44

Kriptori

A Hamonn
e Dymond
O Mee Cormcck

-230 t O Este trabajo
B «-lineo mediaJ

-250

FIG. 1. - Representación de los SCV del F,S frente a la
temperatura.

- 270

- 31.

P

.14175

.20028

.30290

.39401

.55853

.70021

.82572

.94306 I

in = .00089253

{3= - 51.

Temperatura

P

.15130

.21403

.32390

.42128

.59682

.74846

.88126
1.01147
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FIG.· 2. - Rep resentación de los SCV del Al' frente a la
temperatura.
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En las figuras 1, 2 Y 3 se representan los valores ele los SCV obtenidos (valores me­
dios), para las distintas temperaturas ele experiencia, y se comparan con otros de la biblia.
grafia en el m ismo rango de temperatu ras, ext ra ído s de las tabulaciones de Dyrnond y
Smith",

Las cu rvas medias se han obtenido po r ajuste de mínimos cuadrados de nuestros valo­
res de B frente a l /T, según una ecuación del tipo:
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Discusión

[9]

[10]

E
3

(
6 )- 2I! - 6
-; ·-3- ll'N... r3

m
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T k
t» ----

j (It-6 )+3

B (T) _ ( 1 )--B" = _ _ = ~ 8¡(n., 6) _ "
bo ¡- O T*

2
b, = -- t: N" 0

3 =
3

e, (11, 6) = - ( -¡-)-. (~)(+-)(-¡-)¡ (n~ 6 ) ¡ (":6J+3 r ( 6 j l~ 3 )

donde:

En la determinación de los parámet ros relativos a un det erm inado model o de poten­
cial se buscan aquellos valores de 1:, a y 11 (c,J qu e hagan mínima la desviación entre los
valores te óricos y exp erimentales de un a propied ad m acroscóp ica .

En nuestro caso, se han ca lcul ado los valores de los parám etros que minimizan la des­
viación <l dada po r la expresión :

a) Modelo de Mie (n , 6)

Para ca da valor de 11 se calculan los de B" haciendo uso del desa r rollo de Len nard­
Jones":

De este modo se han ponderado los cuadrados de las di ferencias en tre valores experi ­
mentales y teóricos de B y TI mediante los cuadrados de las inversas de las imprecisione s
correspondientes, /:<" /B' /:<"/11 % Y con objeto de dar la Ínisma imporotancia a los valores de
B y TI independientemente del número de medidas de esas magnitudes, se incluyen
I1B y I1n (número de datos de B y 11 ) en los denominad ores en las raíces cuadradas respec­
tivas.

El m étodo operatorio seguido en el cálculo de los parám etros ha sido el siguien te : Se
parte de unos valores m ás o menos arbitrarios de 11 y 1:, variando o has ta que, medi ante
aproxim aciones sucesivas se ob tiene un valor míni mo de <l, qu e designaremo s por
<la' A continuación se hace variar 1: hasta encontrar un valor para el mismo qu e corres­
ponda , con la precis ión re que rida a un valor mínimo de las /la hall ad as para cad a valor
de E; sea /1 aE este valor. Por últ imo, se varía n (aJ y, con valor de este parámet ro , se
opera como antes ha sta encontrar el valor que minimiz a las /la E'

Como el número de datos exper imen ta les de SCV es insu fici ente para obten er un po­
te ncia l intermolecul ar significa tivo , se ha hecho uso de otros resultados tanto de SCV
com o de vis cosida des. En el caso de l Ar, los datos utilizados han sido r ecogidos extensa­

° mente por Urieta y Gutiérrez" mientras qu e para los otros gases, los da tos utilizados ha n
sido los recopilados por Dyrnond y Smi th!' (segun dos coeficientes del virial) y por Landolt
y Bornstein? (viscosidades).

Los valores teóricos de SCV y vis cosida des se ob tienen, respectivamente, a partir de
los datos de SCV re ducidos, B*, que se calcu lan previamente, y me diante la utilización de
las integrales de colisión en con tradas en la bibliografia . .



TABLA 1

[11]f./Q(2 ,2>* (T *) = exp { ~ o A, [In (l/T* )]' }

Gas - Datos ' Modelo n (a) e/k
utili zados a &8 117J &

Ar B Mie 18 3,156 147,01 0,9 - -
Ar B + 11 Mie 12 3,440 121,41 1,9 1,5 4,7

(Ar B + '1 Mie 15* 3,381 131,95 2,5 1,0 4,8)
Ar B +11 exp 15 3,384 133,81 1,6 1,0 3,6

(Kr B Mie 15* 3,548 188,79 1,2 - -)
Kr B Mie 18 -3,386 205,50 0,7 - -
Kr B + 11 Míe 15 3,620 183,78 2,0 1,8 3,9
Kr B +11 exp 15 3,620 183,13 2,2 1,7 4,7
F,S B Míe 84 4,909 279,77 2,4 - -

(F,S B Míe 75* 4,902 279,78 3,4 - - )
P,S B + 11 Mie 75 5,167 264,39 6,7 0,6 3,5
F,S B exp 75 5,045 435,42 3,3 - -

* Valo res tomados para comparación.

Parámetros moleculares y desviaciones
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b ) 'Modelo exp-6

En el cálculo de SCV se ha seguido el mismo método que antes pero hallando B* me­
dian te integración numéric asegún el método de Sherwood y Prusnitz" . Asimismo, las
viscosidades se evaluaron en forma análoga a la ya descrita , si b ien utilizando las tablas
de Masen" y Mason y William",

En la Tabla 1 aparecen señala dos los parámetros moleculares de los modelos utilizados ­
que minimizan las di ferencias entre valores experimentales y teóricos de las propiedades
indica das, as í como los valores ob tenidos para ~, para la raíz cuadrada de la media de
los cuadrados de las desviaciones en B pesadas con el facto r correspondiente a la impre­
cisión

que representa satisfactoriamente la dependencia de las integrales de colisión Q (2,2>* (T*)
con la temperatura T* y en la que A i son los coeficientes del mejor polinomio, de grado
n, en el ajuste de : In [fi Q(2,2)* (T*)] frente a In (l/T*) por mínimos cuadrados , para cada
valor de n.

Se han obtenido 171 pares de valores de B * - T* para un intervalo de T* desde 0,3
hasta lO, siendo mayor la densida d de puntos en la zona de bajas temperaturas ya que
la curva B * - T * varía más rápidamente para valores bajos de T *. Para los valores de T *
nec esar ios, el de B * se obtiene por in terpolación, tomando el polinomio de segundo grado
determinado por los t res puntos correspondientes a las tres temperaturas T* más pró­
ximas a la dada.

Por su parte, las viscosidades teóric as se calcularon utilizando las integrales de coli­
sión tab uladas por Kleins'. A tal fin se hace us o de la ecua ción :
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y para la r . d . m . c . d. ponderada para '1] (com o tan to po r cien to):

B =1)

~ O/Ó' %)?
¡ 1)

donde (ó'1) % ), es la imprecisión asociada a la m edida i, como tanto po r cien to .
En el cálculo se ha hecho uso sólo de datos de SCV, o bien de SCV y viscosid ad con­

juntamente. En el caso de SF. se han utilizado, con el modelo exp-6 , únicamente datos de
SCV , puesto que no se dispone de tablas de integral es de colisión para va lores de a. ma­
yores que 17.

La de tenida observación de la tab la I : permite establecer las sig uientes conclusiones:

1.. En el cas o de los dos gases nobles, tanto los segundos coeficientes del viri al como
las viscosidades son' representados aceptablemente con ambos modelos de potencial. Ade­
más, los parámetros (J de una parte y e de otra calculados a partir. de uno y otro mo­
delo con el mismo va lor para m y a. son aproximadamente iguales , como, en cierto modo
habían ob servado Calvín y Reed' !".

2.· Con el hexafluoruro de azufre, la concordancia en tr e valores teóricos y experi ­
mentales de B y '1] es asimismo satisfactoria, pero los r esultados son p oco concluyentes en
lo que se refiere a la observación de Calvin y Reed anterior. La discordancia en tre los
va lor es de e/k hallados por uno y otro modelo puede, sin embar go, atribuirs e en buen a
parte al hecho de que con el modelo exp -ó se han em pleado únicamente datos de seg un­
dos coeficientes del virial.
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PENTAFLUOROFENILCOMPLEJOS DE ORO (1) Y ORO (IlI)
CON DIFOSFINAS

POR

R. US6N, A. LAGUNA, J. V I CENTE Y J. GARCf,\

Depar tam ento de Química In orgánica . Facult ad de Ciencias
Zaragoza (España)

Abstract

In the present paper we de scribe th e preparation, structure and prop erties of organo­
gold (1) and (III) complexes of th e type (L- L) /Au(,Fs)!" (L - L) jAu(C,Fs),X I, and
(L-L) IAu(C,Fs)X, \" with (L - L) = (dpb ) or (dpm) and X = Cl,Br,I.

Introducción

Recientemente (1) , hemos preparado los primero s pen tafluorofenil deri vados de oro (1)
con un ligando bidentado fós foro donor 1,2 b is (difenilfo sfi no) eta no (dpe, en lo que si­
gue). El estudio de las reacciones de adic ión oxidativa de halóge nos y de BrTl(C,Fs), nos ha
permitido preparar (dpe) IAu (C,Fs)X, !, (X = Cl, Br ) y (dpe) IAu(C,Fs),ClI, del que pueden
obtenerse bromo e iododerivados por reacciones de sus tit ución . La acción directa de 1,
sobre (dpe) IAu(C,Fs)!, provoca, sin embargo, la rutpu ra del enl ace Au - C.

En lo que sigue informamos sobre los resultados obtenidos al extender estos estud ios,
con el empleo de las difosfinas 1,4 bi s (difen ilfosf ino) butano y bis (difenilfosfino ) met ano
(en lo que sigue, (dpb) y (dpm), respectivamente).

Discusión de resultados

Complejos de oro (1)

Los clorocomplejos han sido preparados partiendo de otros clorocomplejos con un li­
gando neutro fácilmente desplazable, según

2 ClAuL + (L - L) -----+ (L - L) IAuCl l, + 2L

(L - L) = (dpb ), (dpm); L = Asf'h, SC,H,

El empleo de tetrahidrotiofeno SC,H , (2) presenta sobre AsPh, la ven ta ja de su menor
precio y su más fácil eliminación , po r ser líquido a tem peratu ra ambien te y la desventaja
de su olor desagradable y penet rante.

Los pentafluorofenilcomplejos de oro (1 ) se han preparado por reacción del correspon­
diente clorocomplejo con el magnesiano (3) BrMgC,Fs, según

éter
(L-L) IAuCll , + 2 BrMgC,Fs -----+ (L-L) IAu(C,Fs)!, + 2CIBrMg

(L - L) = (dpb) , (dp m)

-77-
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Complejos de oro (111)

a) Reacciones de adición oxidativa con B rTl(C"F, ),

Cuando se calienta a reflujo un a disolución bencénica de (dpb) IAuCq z y BrTl(C6F,h (4)
tiene lugar la precipitación de BrTI y la tran sferencia de dos grupos C6F, a cad a átomo
de oro, compor tamien to observado repetidas veces con anterioridad (1, 5, 6).

(dpb) IAuCl lz + 2 BrTI(C6F,h -+ 2 BrTl + (dpb) IAu(C6F,)zCI!z

Con (dpm) IAuCl jz la reacción conduce a una mezcla de productos, como expresa la
siguiente ecuación

(dpm) IAuCII, + 2 BrTl(C6F'h -+ CITl + BrTl + cis-(dpm) IAu(C6F,)CI,lz
+ cis-(dpm ) IAu(C6F,)Brz!z + !(dpm) IAu(C6F,)!z

Si se opera ,a temperatura ambiente, se obtienen los mi smos resultados y si se prolon­
ga el t iempo de reflujo se produce, además, oro metálico.

b ) _ Adición oxidativa de halógenos ,

La Tabla 1 recoge los result ados de la adición oxidativa de halógenos a los complejos
de oro (1) (L - L) IAu(C6F,) lz. Con (L -L) = (dpb ) el resultado es siempre la adición del
halógeno para formar el correspondiente dihalocomplejo de oro (IlI) (dpb ) IAu(C6F,)XzI z
(X = CI, Br , 1) , aunque con cloro en exceso se puede producir la ruptura del enlace Au - C
y la formación de (dpb) IAuCIJlz.

Cuando (L - L) = (dpm) se produ ce la adición oxida tiva de Cl, y Br, pero la acción
de l z conduce a (dpm) JAU r ],

La estructura cis ó trans propuesta en ca da caso se deduce de los espectros inf rarro­
jos (ver más adelante). Por otra parte, si se calien tan a reflujo disoluciones en cloroformo
de los t rans-(L - L) IAu(C6F,)Brzlz se obtienen los correspondientes derivados cis, aunque
con (L - L) = (dpm ) se produce ta mbién alrededor de 10 % de (dpm) IAu(C6F,) lz. .

Es probable, por analogía, que (dpb ) IAu(C6F,)lzlz sea el derivado trans, pero la fre­
cuencia 1' IAu- l ) queda fu era del rango de nues tro apara to (4.()()()..200 cm- I) y esta su posición
no ha podido ser confirmada,

TABLA

Reacciones de oxidación de (L - L) IAu (C6F,) Iz con X ,

Complejo Halógeno
Relación

Producto finalmolar (a)

Esteq. No hay reacción
ci, exc. (_5 0} trans-(dpb) IAu(C6F,)Clz!z

(dpb ) IAu(C6F,)!z exc. trans-(dpb) IAu(C6F,)Clzlz+

Brz 1: 1
(dpb) IAUClt
trans-(dpb) Au(C6F,)Brzlz

1, 1: 1 (dpb) IAu(C6F, )lzl,

ci, exc. (_ 5°) cis-(dpm ) .IAu(C6F,)Clzlz
(dprn) IAu(C6F,)lz ' exc. t rans-(dpm ) IAU(C6F,)Clz!z

Brz 1: 1 . t rans-(dpm ) Au(C6F,)B r' lz
Tz 1:1 (dpm) IAul lz

a) Cuando no se indica lo con trari o la 'r eacción se realiza a temperatura ambiente.

- 78 -



c) Reacciones de sustitución

Es posible sustituir los á tom os de cloro en el complej o (dpb) IAu (C,Fs),CII, según

(dpb) IAu(C,Fs),C!f, + 2 XK -+ (dpb ) IAu (C,Fs),XI, + CIK
X = Br, 1.

en disolución acetónica.
T A B L A 2

Da tos anal í t icos

iÍM I Análisis encont rado (cale) %
(ohm: ' cm'

p. f . Complej oComplej o m ol:' ace-
tona) C H Au p. mol

--------
259°C(d ) 37,70 3,00 43,97 -I (dpb) IAu CII, - (37,73) (3,16) (44,20)

0,18 267°C(d) 35,35 2,61 46,39 -II (dpm) IAu CII,
(35,51) (2,64) (46,54)

(dpb )"IAu( C,Fs) I, nula 190°C 41,51 2,54 32,88 -III
(41,61) (2,44) (34,12)

(dpm) IAu(C,Fs)I' 1,00 209°C 39,65 2,18 36,62 -IV
(39,94) (1,99) (35,41)

cis-(dpb) IAu(C,Fs),Cl!' 4,97 165°C 39,16 1,81 25,84 -V
(40,04) (1,81) (25,26)

167°C(d) I 37,20 1,77 24,34 1.726VI cis-(dpb) IAu(C,Fs),Br l, 8,01
(37,88) (1,71) (23,90) (1.648)

1580C 35,84 1,62 22,61 1.737VII cis-(dpb) IAu(C ,FshI 1, 13,48
(35,21) (1,87) (23,17) (1.742)

152°C(d ) 37,70 2,19 30,18 1.251VIII trans·(dpb ) IAu(C,Fs)CI, I, 1,00
(37,06) (2,17) (30.39) (1.296)

144°C(d ) 32,18 2,15 27,43 1.518IX trans·(dpb) IAu(C,Fs)Br ' I' 1,14
(32,59) (1,91) (2,í,72) (1.474)

cis-(dpb) IAu (C,Fs)Br,I, 200-210°C(d)
32,59 2,21 27,23

-X - (32,59) (1,91) (26,72)

29,40 1,69 .. 24,17 1.744 .XI (dpb) /Au(C,Fs)I,I, 4,17 104°C(d)
(28,90) (1,69) (23,70) (1.662)

177°C(d) 35,21 1,98 29,98 -XII trans-(dpm) IAu(C,Fs)CI' I, 8,47
(35,43) (1,77) (31,41)

17Q °C (d) 36,38 2J23 30,93
-XIII cis-(dpm) IAu(C,Fs)CI' I, 13,0

(35,43) (1 ,77) (31,41)

trans-(dpm) IAu(C,Fs)Br ' I, 151,98 1WC(d) 31,52 1,50 27,06 -XIV
(31,03) (1,55) (27,51)

123-130°C (d) 30,39 1,74 , - 1.556XV cis-(dpm ) IAu(C,Fs)Br, !, 91,10
(31,03) (1,55) (1.432)

5,51 250-252 o C(d) 29,49 2,06 38,13 -XVI (dpm) ¡AuI I,
(29,09) (2,15) (38,17)
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La Tabla 2 recoge los datos analíticos, puntos de fusión , conductividades y pesos mo ­
leculares de todos los complejos de oro (1) y de oro (111), preparados, por uno u otro de
los p rocedimien tos que acabamos de discutir.

Se puede observar que la conductividad de los complejo s preparados aumenta confor­
me disminuye la longitud de la cadena alifática, llegando incluso en el caso del
t rans-IAu(C.F,)Br, I, a valo res correspondientes a los de un electrolito 2: 1. Para una misma
difosfina, el aumento del tamaño del halógeno supone así mi smo un aumento de la con­
ductividad. Pensamos que es te comportamiento puede ser debido a que al aumentar el
tamaño de los grupos coordinados al oro o al aproximar los dos centros metálicos (con
una difosfina más corta), aumentan las repulsiones ent re los dis tintos grupos y por lo
tanto su grado de disociación .

Todos los complejos preparados son muy es tables té rm icamen te , no muestran signos
de descomposición a la luz o a la humedad atmosférica. Sus disoluciones son así mi smo
estables.

Espec tro I.R.

Todos los complejos preparados presentan las ab so rciones características a los ligan­
dos y al grupo pentafluorofenilo (7) cuando éste se encuentra presente.

Son varios los trabajos que han aparecido sobre el estudio del espectro I.R. de diver­
sos dihalocomplejos de oro (2, 8, 9, 10, 11); dado qu e nu estro espectrófotómetro llega has­
ta 200 crrr", sólo consideraremos las bandas que se encuentran a fr ecuencias superiores.

Para los trans-dihalocomplejos de fó rmula (L - L) IAu(C.F, )X, I" de las dos bandas
que ap arecen, se asigna la más intensa a la vibración st retching asimétrico V (X -Au- X) (b!),
dicha banda suele aparecer alrededor de 360 ó 255 cm - I según que .el halógeno sea cloro
o bromo. Sucede en ocasiones que la ot ra banda stretching simétrico V (X - Au _ X ) (al) dada su
proximidad y debilidad aparece sólo insinuada como un hombro de la primera, y en este
cas o la asignación se hace dudosa.

En los cis -complejos de fórmula (L - L) IAu( C.F,)X, I" de las dos bandas que aparecen
la más intensa se asigna al stretching Au-X trans al grupo arilo y aperece siempre a me­
nores frecuencias que la banda correspondien te al stretching Au-X trans al ligando . Sin
embargo en algunos cis complejos se hace difícil la asignación de esta última banda como
consecuencia de un solapamiento con la más intensa .

En la tabla 3 se recogen las vibraciones Au-X en nuestros complejos y su isomería
de acue rdo con lo que acabamos de exponer.

TABLA 3

V ibraciones " (Au - X J en complej os de oro (1) y oroUl I )

Com plej o 'J'Au- X . 'J'Au-X VAu- X 'V'Au- X
1'Afl - X trans aL trans al R bi asim, al sim.

(dpb) jAuC1I, 325 s - - - -
(dpm) IAuC1I, 312 m - - - -
cis-(dpb) IAu(C,F,)2C1I, 328 m - - - -
cis-(dpb ) IAu( C.F, )Br, !, - 240 m 225 m - -
cis-(dpm) IAU(C.F,)Br,12 - 250 sh 230 m - -
cis-(dpm) Au(C.F, )C12I, - - 335 br , m - -
trans-(dpb) IAu( C.F,)Cl, I, - - - 375 m 381 ro
trans-(dpm) IAu(C.F,)Cl, !, - - - 250 m 255 ro
t rans-(dpb) IAu(C.F, )Br, 12 - - - 262 ro 255 sh
trans-(d pro) IAu (C.F,)Br, I, - - - 265 ro 255 sh

. (dpb) IAu(C.F,)I,I , - - - 230 w 255 sh

- 80 -



PENTAFLUOROFEN IL COMPLEJO S DE ORO (/) Y ORO (Uf) CON DI FOSF/NAS

Parte experimental

Los espectros in frarrojos se han re alizado en un espectro fotómetro Perkin-Elmer 577
(que cubre el rango comprendido entre 4000 y 200 cm-') u tilizand o una sus pensión del
producto en Nujol ent re láminas de polietileno.

Las conductividades se han medido con un conductímetro Ph ilips PW 9501/01 en aceto­
na en el rango comprendido entre 4 - 5 X 10-4 M, los peso s mo leculares se han re alizado
con un osmómetro Hitachi-Perkin-Elmer en disoluciones bencénicas del 0,68-0,95 % . Los
puntos de fusión y descomposición se han determinado con un apa rato Reicher t , los aná­
lisis de C y H se han hecho con un mic roanalizador Perkin -Elm er 240.

1. - (dpb) jAuCII,

A una disolución que contiene 1,60 grs. (5 m.mol) de CIAuSC.H. en 40 mIs. de dicIoro­
metano se adicionan 1,06 grs. (2,5 m.mol) de (dpb ).

Inmediatamente aparece un precipitado bl an co, pe ro con obj eto de favorecer la preci­
pitación total se mantiene la disolución duran te 4 horas a temperatura ambiente. Al cabo
de ese tiempo se filtra. el precipitado blanco. Si a las aguas madres se les adiciona hexano
se produce la precipitación de nuevas cantidades de producto. El producto blanco se
lava repetidas. veces con alcohol y hexano.

Se obtienen 2,22 grs. (2,48 m.mol) de (1) lo qu e supone un rendimien to del 99 % . (1) es
poco soluble en benceno y en acetona e insoluble en dicIo rometan o, n-hexano, etanol y
nitrometano.

II. - (dpm) IAuCII,

Trabajando en las mismas condiciones que en (1) 3,37 grs . (10,51 m.mol) de CIAuSC.H.
y 2,02 grs. (5,26 m.mol) de (dpm) reaccionan para dar 4,07 grs . (4,79 m .mol) de (II ) lo que
supone un rendimento del 95 % . (II) es solub le en acetona e insolu ble en hex ano, dicIo­
rornetano, éter, benceno y eta nol.

III. - (dpb) IAu(C.Fs)l,
A una disolución de C.FsMgBr (3), ob tenida a ·par tir de 0,45 gr s. (18,56 atm-gr ) de Mg

virutas y 2,41 mls. (18,56 m.mol) de bromopentafluorobenceno en 50 mis. de éter anhidro,
a temperatura ambiente , se añaden 4,13 grs. (4,64 m .mol) de (1) formándose inmed iata­
me nte una suspe nsión, se añaden 100 mIs. de THF anhidro con objeto de disolver el só­
lido en suspensión, y a continuación se calienta a reflujo durante 1 hora y po steriormente
se le deja alcanzar la temperatura ambiente.

Se hidroliza el magnesiano y se separa la fas e orgánica, lavándose repetidas veces con
éter, posteriormente se añade carbón act ivo y SO.Mg an hidro dejando la disolución en
reposo durante una noche.

Después de fil trar, la disolución se evapora hasta 40 mIs . añadiéndose posteriormente
20 mls, de etanol y se vuelve a evaporar. Se obtienen 4,00 grs . (3,46 m.mol) de (I II ) lo que
representa un rendimiento del 75 % . (III) es soluble en te tra cIoruro de carbono , THF, di­
clorometano, benceno y éter , poco soluble en nitrometano e insoluble en metanol, etanol
y n-hexano.

IV. - (dpm) IAu(C.Fs) 12

Operando de forma aná loga a (III ) una disolución de 11,92 m.mol de C.FsMgBr y 2,53 grs.
(2.98 m .mol) de (II) re acci onan para dar 2,51 grs . (2,26 m .mol) de (IV ) lo qu e supone un
rendimiento del 76 %.
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En este caso no es necesario añadir a la disolución eté rea THF pues el re flujo de éter
es suficiente para sol ubilizar la suspensión qu e se forma. (IV) es soluble en diclorometa­
no , THF, éter y acetona, e insoluble en etano l, benc eno y hexano . .

V. - (dpb) IAu(CóFs),CII,

. A una disolución de 0,89 grs. (lm-rnol) de (dpb) IAuCIl, en 80 mls , de benceno se le
adicionan 1,23 grs. (2 m . mol) de BrTl(CóF,h , inmediatamente se produce un precipitado
de bromuro talioso y la disolución se m anti ene a reflujo durante 4 horas . Después de se­
parar el bromuro talioso de la disolución és ta se lleva a sequedad. El só lido se recrista­
liza posteriormente de diclorometano-etano l.

Se obtienen 0,83 grs. (0,53' m . m ol) de (V) lo qu e supone un rendimiento del 53 %.
(V) es soluble en diclo rometano, benceno, acetona y éter e insoluble en et anol y n-hexano.

VI. - (dpb) IAu(CóFs),Brl,

0,35 grs . (0,22 m . mol) de (V) y 0,12 grs. (1 m. mol) de KB r se disuelven en la mirnma
cantidad necesaria de acet ona y la disolución se calien ta a reflujo durante 3 horas y me­
dia. El precipit ado, que resulta ser KCI se filtra y la dis olución se evapora a se que da d.

El producto blanco resultante se recristal iza de diclorometano-etanol.
Se obtienen 0,20 grs, (0,12 m . mol) de (VI) lo que supone un r endimien to del 58 %. (VI)

es soluble en acetona, benceno, diclorom et ano y éter e insoluble en n-h exano y etanol.

VII. - (dpb) IAu(CóFs), II,

A una disolución de 0,31 grs. (0,20 m . mol) de (V) en 50 mls. de acetona, se le añaden
0,13 grs. (0,78 m . mo l) de KI. La disolución de color amarill o se mantiene en agi tación
magnética duran te 14 horas a temperatura ambiente. Al cabo de ese tiempo se filtra
el precipitado, que se id en ti fic a como KCI y a la disolución se le añaden 30 mIs. de et anol
y se evapora a vacío. Cuando quedan 15 mIs. se gote a muy lentamen te y con fue r te agita­
ción magnética 5 mls, de hexano, apareciendo un precipitado amarillo.

Se obtien en 0,19 grs . (0,11 m .mol) de (VII) lo que supone un rendim iento del 55 %.
(VII) es soluble .en diclorometano, acetona, benceno y cloroformo e in soluble en etanol,
h exano y metanol,

VIII. - trans-(dpb) IAu(CóFs)CI, 12

Una muestra de 0,900 grs, (0,70 m . mol) de (III) se adiciona sobre 60 mIs. de una diso­
lución de Cl2 en diclorometano (0,84 N) Y se mantiene a - 5°C durante 30 minutos.

Transcurrido éste, la disolución se lleva a sequedad en vacío. Se obtien en 0,85 grs .
(0,55 m.mol) de (VIII) lo .cÍue supone un rendimiento del 93 %. (VIII) es soluble en di­
clorornetano, acetona, benceno y cloroformo e insoluble en etanol, hexano y éter.

IX . - t rans -(dpb) I Au(C~s)Br2I,

A una disolución fo rmada por 0,50 grs. (0,43 m. m ol) de (I II ) en 30 mls, de diclo rome­
tano se añaden 4 mls, (2 m. mol) de una disolución de Br2 en dicloromet ano.

La disolución de color naranja, después de t res horas se evapora en vacío hasta 10 mls.,
añadiéndose a continuación 30 mIs. de etanol, volvi éndose a evaporar hasta 10 mIs. a
vacío.

Se obtienen 0,475 grs. (0,32 m . mol) de (IX) lo que representa un rendimiento del 75 % .
(IX) es soluble en aceton a, diclorometano, cloroformo, y benceno, poco soluble en éter,
y nitrometano e insoluble en etanol, metanol y n-hexano.
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X. - cis-(dpb) IAu (C6Fs)Br,I ,

Una disolución formada por 0,20 grs. (0,13 m. mol) de (IX) en 20 mIs. de cloroformo
se calienta a reflujo durante una hora y m ed ia . Durante ese tiempo la disolución se t rans­
forma de color naranja en amarillo. Al cabo de este tiempo se añaden 20 mIs. de etanol
y se evapora a vacío hasta 10 mIs. obteniéndose un producto amarillo. .

Se obtienen 0,168 grs. (0,11 m . mol) de (X) lo que supone un rendimien to del 80 % .
(X) es soluble en tetracloruro de carbono y clo roformo, poco soluble en diclorometano y
benceno e insoluble en acetona, éter, nitrometano, et anol y hexano.

. XI. - (dpb) jAu(C6Fs)I, I,

A una disolución formada por 0,56 grs. (0,43 m. mol) de (I II) en 30 mls, de diclo rome­
tano, se añaden 0,218 grs. (0,86 m . mol) de 1" la disolución se torna inmediatamente de
color rojo intenso y se deja en agitación magnética a temperatura ambiente du rante
14 horas.

Al cabo de ese tiempo la disolución se lleva a seque da d en vacío, el precipitado rojo
resultante se recristaliza de diclorometano-etanol.

Se ob tienen 0,5039 grs, (0,30 m. mol) de (XI) lo que representa un rendimiento del 71 %.
(XI) es soluble en acetona, diclorometano, nitrometano, 'benceno y éter e in soluble en
etanol, metanol y n-hexano.

XII. - trans- (dpm) IAu(C6Fs)Cl,I,

A una disolución formada por 0,30 grs. (0,27 m. mol) de (IV) en 40 mIs. de d íclororne­
tano se le . pasa durante una ho ra una corriente de gas clo ro, seco.

Transcurrido éste la disolución se lleva a sequedad en vacío. El sólido amarillo resul­
tante se recrístalíza de diclorometano-etanol. Se ob tienen 0,170 grs. (0,13 m. mol) de (XII)
lo que supone un rendimiento del 50 % . (XII) es soluble en acetona, diclorome tano, ni­
trometano, benceno y éter e insoluble en etan ol, metanol y n-hexano.

XIII. - cis-(dpm ) IAu(C.Fs)Cl, I,

A una muestra de 0,40 grs. (0,32 m . mol) de (IV) se adiciona sobre 80 mIs . de una diso­
lución de CI, en diclorometano (0,84 N) Y se mantiene a - 5°C durante 30 minutos.

A continuación se le permite alcanzar la temperatura ambiente y se lleva a sequedad.
El sólido blanco result an te se recristaliza de diclorometano-etanol.

Se ob tiene n 0,31 grs. (0,25 m .mol) de (XIII) lo que supone un rendimien to del 78 % .
(XIII) es soluble en diclorometano y acetona, poco soluble en éter, benceno, cloroformo
y tetracloruro de carbono e insoluble en etanol y n-hexano.

XIV. - trans-{dpm) IAu(C.Fs)Br,I,

A una disolución formada por 0,50 grs. (0,45 m. mol) de (IV) en 30 mls, de diclorome­
tano se le adicionan 4 mIs . (2 m. mol) de una disolución de bromo en diclorometano.
Inmediatamente se forma una disolució n roja qu e se dej a en agitació n magnética a te m­
per atura ambiente durante dos horas.

Transcurrido ese tiempo se le añaden 20 mIs . de et anol y se evapora a vacío hasta
un volumen de 10 rnls ., apareciendo un precipitado naranja que s~ filtra.

Se obtienen 0,50 grs. (0,35 m.mol) de (XIV) lo que representa un rendimiento del
78 %. (XIV) es soluble en diclorometano, acetona y clo roformo, poco soluble en benceno
en etanol, n-hexano y éter.
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xv.- cis-(d pm) IAu (C.Fs)Br212

Una disolución formada po r 0,200 grs. de (IV) en 70 mIs. de cloroformo se ca lien ta
a re flujo durante dos horas.

Finaliz ado dic ho t iempo se añaden 20 mIs. de etanol y se evaporan a vacío hasta 2 mIs.
y a continuació n se gotean lentamente 5 mIs. de hexano, apareciendo un precipitado ama­
ri llo que se identifica como (XV). La disolución llevada a seque dad produce nuevas canti­
dades de XV y ap ro ximadamen te un 10 % de (dpm) IAu(C.Fs)1 2. (XV) es so luble en diclo­
rometa no, benceno, cloroformo y acetona, poco soluble en etanol e in soluble en n-hexano.

XVI. - (d pm) JAuI I2

A un a disolución formada por 0,50 gr s. (0,45 m. mol) de (IV) en 30 mIs. de diclorometa­
no se añaden 0,23 grs. (0,90 m. m ol) de 12, la dis olu ción se torna inmediatamente de color
rojo intenso y se deja en agitació n magnét ica a temperatura ambien te . Al cabo de una
hora se obtiene un precipitado de color rojo inten so, qu e se filt ra y cuyos análisis y es­
pectro infrarrojo indican que se trata de una m ezcla de (dpm ) [Au (C.Fs)I212 y (dpm) [AuI312
que posteriormente no se sep ara. A la disolución al cab o de un a hora se le añaden 20 mIs.
de eta nol y se evapora a vacío hasta 15 mls . obt eniéndose un precipitado blanco que se
filt ra y se seca por succión.

Se obtienen 0,154 grs. (0,15 m.mol) de (XVI) lo qu e representa un re ndimiento del
38 % . (XVI) es so luble en dicloromet ano y acetona e insoluble en n-hexano , et anol, éter
y benceno.
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Abstraer

We describe the prepara tion of the pen tacoordin ate complex (C,Fs)Co (m esalen ) by the
Gri gnard reaction w ith ICo (mesalen ). Th e addition of bases to the solution s of this
substance permit the isolat ion of the neutral octahedral com plexes (C,Fs)Co (mesalen) L,
(L = H,O, NH" pyridine, p iperidine) and the anionic complex [ (C,Fs)Co (mesalen (CN) ]K.H,O.

The structural study of the new isola ted complexes is ca r ried ou t by me an s of IR
and visible-UV spectroscopy.

Introducción

Continuando el trabajo que se dedica en nu estro Departamento al es tudio de comple­
jos organometálicos de cobalto (U I) con bases de Schiff , conteniendo el radical pentafluo­
rofenilo, habíamos descrito recien tem ente diversos derivados de «acacen» (1).

En esta publicación describ imos la preparación y el es tu dio estructural de an álogos
preparados de riv ados conteniendo como ligando te tra den ta do el N,N'-etileno "bis (7,7' -di­
metil saliciliden-iminato) que designaremos abreviadamente «rnesalen». De este modo, es
posible obtener información sob re el efecto que produce la diferente naturaleza de la
base de Schiff sobre la estabilidad del enlace Co-C,Fs y la diferente tendencia a la hexa­
coordinación que exhiben dichas especies .

Discusión de los resultados

Preparación de los complejos

Mediante la reacción de Gr ignard

ICo (m esal en) + C,FsMgBr + H,O --+ IBrMg + (C,Fs)Co (mesalen) (H,O)

y una vez eliminado el exceso de reactivo po r hid rólisis ácida se ob tie ne el acuocom­
plejo (U).

Esta sustancia lib era H,O por tratamiento en presencia de P,Os y po ster ior calenta­
miento a llO °C en vacío para dar el complejo pentacoordinado (1).
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Este último re acciona con diferentes bases de Lewi s

(C,F,) Co (mesalen ) + L ~ (C,F,) Co (mesalen) L

para dar los correspondientes órganos complejos octaéd ricos, cuya formulación se realiza
sobre la bas e de los datos analíticos recogidos en la Tabla 1.

TABLA

Resultados analít icos de los comp lejos (C,F,) Co (m esal en} L

An álisis encontr ado (calculado) %
Complejo

N C H - Ca

1. (C,F,) Co (mesalen) 4,82 54,96 3,86 11,22
(5,38) (55,40) (3,49) (11,33)

U . (C,F,) Co (mesalen) (H,O) 5,31 53,45 3,80 10,90
(5,20) (53,54) (3,74) (10,95)

IU. (C,F, ) Co (m esalen ) (NH,) 6,98 52,82- 4,23 10,85
(7,82) (53,64) (3,94) (10,97)

IV. (C,F,) Co (mesalen) (py) 7,12 58,31 3,28 9,98
(7,01) (58,11) .(3,87) (9,83)

V. (C,P,) Co (mesa1en (pip) 6,71 57,57 5,61 9,85
(6,94) (57,53) (4,83) (9,73)

VI. [(C,F,) Co (mesalen) (CN)] K . H,O 5,58 48,25 2,87 9,68
(6,96) (49,76) (3,34) (9,77)

Así, pasando una corriente de gas NH, sec o a través de una dis olución de (1) en DMP
se obtiene por enfriamiento el -complejo (IU). Del mismo modo, cuando se añade piridí­
na o piperidina a una diso lución del complejo (1) en metanol, se ob tienen p recipit ados
cristalinos de (IV) y (V) respectivamente.

Así también , el tratamiento del complejo (1) disuelto en DMF-etanol con un exces o
de CNK produce un precipitado cristalino identificado como el complejo (VI).

Este comportamiento es sustancialmente distinto del observado en el tratamiento con
CNK del órgano análogo de cobalto (IU) con acacen (1). Mientras que en el complejo
con acacen, la presencia de un exceso de CNK producía la ruptura del enlace Co-C,F"
en este caso dicho enlace permanece inalterado. De otro lado, con un a proporción mo ­
lar complejo (I)/CN- de 1/1, el complejo con acacen daba lu gar a la formación de u na
mezcla del complejo mononuclear [(C,F,) Co (acacen) (CN)] K y de l complejo binu­
clear {[C.F,) Co (acacen)], (CN)} K. Por el contrario, cualquiera que sea la propor­
ción molar complejo (I )/ CN-, el complejo con mesalen da lugar a la fo rmación única­
mente del complejo mononuclear, aún en el caso de utilizar un defecto de CNK.

La diferencia de comportamiento observada entre los complejos con acacen y me­
salen revela una menor tendencia a la hexacoordinación en el complejo con mesalen,
puesto que el com plejo puente binuclear no puede obtenerse y además una mayor re ­
sistencia por parte de este úl timo a la ruptura del enlace C,F,-Co.

Espectros infrarrojos

Todos los espectros infrarrojos de las sustancias aisladas exhiben las bandas de ab ­
sorción características 'del grupo C,F, en 1600-1630 s, 1495-1500 vs, 1050-1070 vs, y 950vs
cm' (2).
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Espectros vísíble-Uv

Los espectros de los complejos aislados presentan tres bandas ·de absorción que se
pueden asignar a transiciones d-d, aunque también ahora, posiblemente, la primera ban­
da que es asimétrica podría estar constituida por dos componentes, cómo sucede en el
complejo de acacen con piridina (1). En la Tabla 2 se recogen las bandas de absorción
observadas y su asignación.

Así mi smo, presentan las bandas de absorción característic as del ligando tetraden­
tado en 1580-1600 vs, 1530-1540vs, y 750-760vs cm " ,entre otras (3). Adem ás se observan
en cada caso las vibraciones característics de la base axial en los complej os octaédricos.

Como consecuencia de la superposición de las bandas mencionadas , todos los espe c-
tros presentan las siguientes características: '

1. Una banda de absorción muy ancha que se extiende ent re 1570 y 1640 cm- I , que
a veces presenta dos picos de absorción en 1590 y 1620 cm -'. Esta banda debe ser el
resultado de la superposición de las absorciones debidas a las vibraciones de tensión
del sistema conjugado - C = C - del grupo C,F, y del anillo bencénico del ligando
mesalen.

2. Una banda estrecha con un pico de ab sorción situado entre 1530-1540 cm- I , qu e
debe asi gnarse a la vibración de tensión V C= N del grupo imino del ligando tetradentado.

3. Una. banda muy estrecha con un pico invariablemente localizado en 1495 crrr-' ,
que debe asignarse a la vibración de tensión del anillo aromático del grupo C,F,. Como
hemos ' observado para análogos complejos del ligando mesalen, la absorción debida a
la vibración de tensión del sistema conjugado del quelato, que está presente en esta
región del espectro en el ligando libre, no se puede observar en ninguno de sus comple­
jos, puesto que su intensidad fluctúa ampliamente y es posible que en los complejos
estudiados sea tan poco intensa que no pueda ser id entificada (4) . '

4. Un sistema de bandas de absorción características de l grupo C,F, con picos de
absorción ' en 1050-1060 y 950-960 cm- l.

5. Un sistema de bandas menos intensas con picos de absorción en 620 W , 600 m,
580w, 565w, 465w, 442w, y 398w cm-' , características del anillo Co-quelato y cuya asig-
nación es insegura (3). '

Este comportamiento espectral ' permite establecer varias di ferencias respecto del 'ob­
servado en los complejos con acacen. -

En efecto, se ob serva que la vibración de tensión VC~N se encuentra desplazada a
números de onda mayores, lo que supone que el ligando tetradentado es ahora menos
aceptor ro y por tanto la densidad electrónica sobre el átomo metálico deberá ser mayor
en los complejos con mesalen. La diferencia debe ser pequeña y de hecho , no se mani­
fiesta en la vibración de tensión v ca< del ciano complejo, cuya banda de absorción se
presenta sensiblemente localizada a la misma frecuencia (2120 cm":') que en el comple­
jo con acacen. Sin 'embargo, dicha diferencia se pone de manifiesto en la interacción
de enlace Co-C,F, que resulta ser más estable que en los complejos con acacen, como
se deduce del comportamiento observado en las reacciones con CNK y del estudio ter­
mogravimétrico realizado sobre los complejos ais lados (5). Dicha estabilización puede
ser interpretada sobre la base de la mayor interacción ro metal -+ C,F, que debe pro­
ceder del aumento de densidad electrónica sobre el átomo metálico.

Además, el complejo pentacoordinado (1) con rnesalen presenta, por la mi sma razón,
menos tendencia a la incorporación de una base axial para completar la hexacoordi­
nación y los complejos octaédricos de mesalen son comparativamente menos estables
que los de acacen, como se ha comprobado en su estudio termogravimétrico (5).

La presencia de agua de cristalización en el ciano complejo se pone de manifiesto
por la aparición en el espectro IR de esta sustancia de una absorción localizada en
3500 cm - 1 (6).
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TABL A 2

Frecuencias (kK) e intens idades de absorción (lag e","" ent re parén tes is) en los espectros
visible-UV de complejos (C,F,) Ca (mes alen} L.

Complejo
Frecuencias (kK) y lag em ,,", (entre parén tesis)

L Disolvente
VIE (lAI ---?f lE") VJ,\ (IAI ---+ 'A2) VIl(IAI ---+ lB" lE')

1 -cloroformo 17,6 (2,74) 24,1 sh." 27,0 sh.
III NH3 m et an 01') 20,0 (2,38) 24,4 sh . 26,7 sh.
IV py metanol 19,6 (2,47) 24,4 sh . 27,4 sh.
VI CN metan 01 18,2 (2,61) 24,4 (3,48) 26,3 sh.

a) Las frecuenci as de las bandas de absorci ón citadas como hombros (sh) Son estima­
ciones qu e deb en considerarse como valores ap roximados.

b) Todos lo s espectros de los complejos octaédri cos se to m aron en presencia de un
exceso de la base L.

Es importan te destacar que el complejo pentacoordinado presenta la pri mera banda
de absorción desp lazada a números de onda mucho mayores qu e los que usu almente
se encuentran en este tipo de sustancias y no es fá cil in terpretar este com por ta­
miento (8) .

El valor señalado para dicha banda (17,6 kK) resulta ser intermedio en tre el valor
que caracteriza a las especies pentacoordinadas ( ~15 kK) Y el de la s es pecies hexacoor­
dinadas (~20 kK).

Puesto qu e la segun da banda de ab so rción se mantien e prácticamente inalterada, este
desplazamiento supone que se hace más pequeñ a la dif erencia de energía entre los es­
tados lEa y IA2, producidos por desdoblamiento del 'T " a través del descen so de sime­
t rí a Oh a C¿ (7). Ello significa que el campo presente en la dirección de l eje axia l es
menos intenso que en el pl ano ecuatorial, pero más p róximo a él que en los comp lejos
con acacen. Es decir, es te comportamiento podr ía exp licarse suponien do que el grupo
C6F, crea un campo m ás intenso en los compl ejos con m esalen qu e en los complejos
con acacen. Aun que es to está de acuerdo con los datos ano tados ante s , no pa rece razo­
nable aducir que la di ferencia de capacida d ,.. aceptara del grupo C6F, sea responsable
de una variaci ón tan importante.

Todos los complejos octaéd ricos presentan un compor tamien to paralelo a l que es co­
nocido p ara sustancias simila res (8).

fConductividad

Todos los complej os neutros (1) a (I V) son no con ductores en metano!.
El dano complej o (VI ) prese nta una conduc tivida d molar de 112 oh m- l cm- mol- l,

que es casi el doble que la en contrada en otros complejos aniónicos sim ila res (9).
Este compor tamien to es una prueb a concluyente de qu e en diso lu ción tiene lugar

la disociación

[ (C6F,) Ca (mesalen) CN)] K ~ (C6F,) Co (mesalen) + CN- + K+

para dar la especie pe n tacoordinada. De acuerdo con ello las disoluciones en met anol
del ciano complejo de color rojo presentan una coloración verdosa que corresponde a
la presencia de dicha especie pentacoordinada.

De este modo, la conductivid ad medida está de acuerdo con la presen cia de CNK
libre en disolución (10).
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Experimental

ICo mesalen) y C,F5MgB r se pr ep arar on sig uiendo los métodos descri tos en la bi­
bliografía (11) (12).

Los espectros IR se tomaron en pas tilla de BrK en un espectrofotómetro Per kin­
Elmer 457.

Los espectros visib le-UV se tomaron en di solución en metanol .en presencia de u n
exceso de base usando un aparato Perkin-Elmer 124. El espectro del complej o penta­
coordinado se realizó en cloroformo.

Los análisis de C, H , N se hicieron en un microan alizador Per kin-Elmer 240. Cob al to
fue valorado con EDTA utilizando murexida como indicador .

Todas las reacciones con el re act ivo de Grigna rd se lleva ro n a ca bo en atmósfera
de nitrógeno seco.

(C,F j ) Co (mesa/en) (1)

Una muestra del com plejo (II) pr eviamente desecada en pr esencia de P20 5 se ca lentó
a vacío a 110 "C du rante 2 h ., obteniendo así un residuo cristalino de color ver de con
rendimiento cuantitativo.

(C,F5) Co (m esa/en ) (H,D) (1I)

A una suspensión de ICo (mesalen) (2, 12 gr. 5 mmol) en THF (200 ml .) se añade a
- 60°C una disolució n de C,F5MgBr (8 mmol ) en THF. Después de 2 h . se lleva a tempe­
r atura ambiente y se agita dur ante 4 h . Después de hidro lizar a O°C para eliminar el ex­
ceso de magnesiano y neutralizar con CIH 0,1 M, se ob tiene por evaporación un sólido
que se p urifica p recipit an do con agua su disolución en metanol-DMF y se seca por
su cción.

Colo r marrón. Rendimien to , 85 %. .

(C.F5) Co (mesa/en) (N H ,) (111)

Se pasa una corriente de NH, gas seco por un a disolución de (1) (2 mmol) en DMF
(50 ml.) . Por enfriamiento se obtiene un só lido cristalino que se lav a con éter etílico
y se sec~ a vacío. Color rojo anar anj ado. Rendimiento , 55 % .

(C,F,) Co (mesa/en) (p y) (IV)

Se añaden piridina en exceso (5 mmol) a un a suspensi ón de (1) en etanol caliente
(0,46 gr. 1 mmol) y se mantien e en agitación durante media hora. Al enfria r a tempera­
tura ambiente se obtiene un sólido cri stalino en for ma de agujas de color na ran ja .
Rendimiento, 75 %.

(C,F,) Co (mesa /en) (p ip) (V)

Utilizando el mi smo método anter ior y con las m ismas proporc ion es de reactivos se
obtiene un sólido crista lino de color naran j a. Rendimi en to, 75 %.

[(C,F,) Co (mesa/en) (CN)] K . H 20 (V I)

Se añade CNK (0,066 gr. 1 mmol) a un a disolución de (1) (0,463 gr. 1 mmol) en 150 mI.
de DMF y se mantiene en agitación a temper atura ambiente durante 10 h . Se ob tiene un
precipitado cri stalino de color amar illo anaranjado. Rendimien to , 85 % .
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.' La reacción transcurre del mismo modo cuando se añade CNK en defecto (complejo
(I)/CNK = 1/ 1/2 ), si bien en este caso es necesario recristalizar el producto obtenido
para eliminar el complejo inicial no transformado. Así mismo, cuando se utiliza un exce­
so de CNK, se obtiene inalterado y con el mismo rendimiento el mismo pr oducto final.
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ESTUDIO DE LA DIMETIL- TRICETON -TRIOXIMA
y DE SUS APLICACIONES ANALITICAS
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Depa rt amento de Química Analítica de la Facul tad de Ciencias
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Abstract

The synthesis, purification and analytical assays of the new reactive Dimethyl-tricetone­
trioxime (D. T. T.) been studied. Its dissociation constants and have applications to
the determination of ferrous ions have been calculated. The Fe I1: DTT molar ra tio in
the complex formed is 1: 1.

The sensitivity as Sandell 's definition is 0,004 microgrs Fe H/cm' for this new reagen t.

Introducción '

Como continuación del ' trabajo realizado en este Departamento sobre la isonitroso
acetil acetona (1) hemos abordado el estudio de la dioxima de dicho producto, reactivo
capaz de formar complejos polidentados.

La agrupación atómica - C (= NOH) - CH (- N = O) - C ( = NOH) - es interesante
porque debido a la tautomerización nos aparecen tres grupos oxima en posición conti­
gua.. Debido a que los distintos grupos funcionales orgánicos unidos a los carbonos que
poseen grupos oxima en posición 1,2, modifican el comportamiento de esta agrupación
en su reacción con el níquel (2), hemos sintetizado y estudiado este reactivo para ver la
modificación debida a un tercer grupo oxima y la posibilidad de que dicho reactivo actúe
como ligando tridentado.

En una primera parte hemos investigado sus propiedades químicas y su reacción y
aplicación a la determinación de los iones ferrosos , y en una segunda que estamos reali­
zando en la actualidad, la aplicación a la determinación de Níquel y Paladio.

Dimetil-triceton-trioxima (D.D.T.)

Obtención

Se colocan en un vaso de precipitados de 1.000 mIs . 36 gr. de isonitroso-acetil-acetona,
SO gr. de clorhidrato de hidroxilamina y 142 gro de acetato sódico con 3 mol éculas de
agua y se disuelven con 400 mIs. de agua destilada. A continuación 'se calienta a 70-80°C.
durante dos horas (3).

Una vez fría la disolución se neutraliza hasta pH 7 con NaOH y se ext ra e tres veces
con éter sulfúrico. Evaporando a sequedad los extracto s et éreos se obtiene una masa de
color blanco.
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Analizando en el Instituto Nacional del Combustible dio los siuientes valores

Solubllidades

Pureza

azul
rojo

N = 26,41 %

N = 26,39 %

87,3
75,3

0=30,23 %

0=30,16 %

H = 5,78 %

H = 5,66 %

Isonitroso ace til acetona ... ... ...
Dimetil triceto na trioxima .. . .. . ...

C = 37,74 %

C = 37,75 %

Los Rf x 100 y las colora ciones obtenidas fueron :

Punto de fusión.

Es indefinido, pu es funde con descomposición a una temperatura superior a 100°C.

Espectros de la absorción de la D.T.T.

Se han realizado los espectro s de abs orción del reactivo en soluciones acuosas, tam­
ponados a diferentes pH, a la temperatura ambiente, utilizando un espectrofotómetro
Hi tachi-Perkin-Elmer , modelo 124, y cubetas calibradas T. S. L. de 1,000 ± 0,005 cm.

Para tamponar las soluciones se emplearon los siguientes sis te ma s: Acetato sódico - Aci­
do acético; Fosfa to monosódico - Fos fa to disódico; Cloruro amónico / amon íaco y Cloru­
ro potás ico - Hidróxido só dico (4).

Las soluciones de acidez mayor de pH 0,5 Y de la alca linidad mayor de pH 14 se pre­
pararon por adición de ác ido clorhídrico e hidróxido sódico respectivam ente, al objeto
de utilizar la función de aci dez de Hammet.

A continuaci ón se mi dió el pH de las soluciones con un ' pHmetro Beckman-Research
empleando electrodo de fibra de cal omelanos saturado y electrodo de vidr io, como elec­
trodo indicador. El pH met ro se cal ib ró previament e según el in tervalo de medida, frente
a soluciones tamponadas de pH 6,86, 9,18 y 12,45 de la firma Beckman .

En las figuras 1, 2 y 3 se dan los espec tros de absorción del reactivo y en la Tabla I
los valores de la absorb an cia y pH de los esp ect ros no representados, para no recargar
las figu ras.
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Comprobación cromatográfica de homogeneidad

siendo los teóricos:

Es muy soluble en agua , etanol, dioxano, éter y acet ato de etilo. Menos soluble, aun­
que bas tante, en m etanol,

El producto se re cr ista liza re la ti vame nte bi en a par tir del metanol caliente.

Realizando cromatografías en cromatofolios PL de Silica gel F254 (Merck) de este pro­
ducto y de la isonitroso acetil acetona, obtuvimos siempre una sola mancha. El revelador
empleado fu e solución acuosa de sa l de Moh r y vapores de amoníaco. El líquido de arras­
t re usado fu e un a m ezcla de acetato de estilo y be nceno (83: 17), con un re cor ri do de
15 cm.



ES TUDIO DE LA DIMETIL -TRICETON-TR IOXIMA

Ab s.
0,8

3 50 n m

Fl G. 1. - Vari ación de l a -abso rbenc i a de l o O. T.T. en f unc i on del pH.
Curvos : 1 pH 8,4 0 ; 2 pH 8 , 68; 3 pH 9; 4 pH 9,25; 5 pH 9, 47;
6 pH 9, 7; 7 pH 9, 92;8 pH 10, 61; ~ pH 10, 24 Y 10 pH 11, 81.

TABLA 1

H- Abs270 Abs2JO

14,02 1,120 0,488
14,20 1,172 0,468
14,32 1,176 0,463
14,62 1,200 0,455
14,83 1,204 0,448
15,61 1,213 0,440
16,13 1,213 0,440
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350 nm300250

Variación de l a absorboncia de l o O. T. T. en función del pH
Eurv cs l pH 4 , 48 ; 2 pH 2, 33 ; 3 pH 1, 04 ; 4 pH 0, 58; 5 pH 0,3 1
tlHo~,~~~/ Ha 0,6 1; 8 Ha 0, 84, 9 Ha 1, 05; 10 Ha 2,12 Y

200

H G. 2. -

0 ,4

0,6

0,8
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De los valores de la Absorbancia de las soluciones de D. T. T. a diferentes pH, se ha
obtenido la gráfica núm. 4. Se han empleado las longitudes de onda de 230 y 270 nm por
ser en ell as donde se presentan las mayores variaciones, como se ha visto en los espec­
tros anteriores.

De estos valores puede deducirse de una forma bastante aproximada, el valor de las
constantes de acidez y basicidad de la D. T. T., de la forma expuesta por Charlot y
Guagin (5) resultando unos valores de pK, .= 9,5, pK 2 = 13,7.

El valor pK, no aparece por ser demasiado débil.
De las constantes de basicidad sólo se aprecia la primera con un valor de pK = 0,1.

De ello se deduce qu e la D. T. T. es un compuesto con un comportamiento de ácido
muy débil, como corresponde al grupo oxima y de base también muy débil.

Variación de la absorción en función del pH
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ESTUDIO DE LA DI METIL-TRICETO N-TRIOXIMA

FIG. 3 .- Vari ación de lo absor boncia de lo 0 . 1. T. en f unción del pH.
~~:99 ~ 1 pH 13,71 ; 2 pH 13,64; 3 pH 13, 50; 4 pH 13,30; 5 pH
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Estudio cualitativo de la D.T.'E.

Hemos realizado un estudio cualitativo de este reactivo con los cationes más f recuen­
tes. En la Tabla H se resumen los resultados obtenidos.

TABLA II

pH .= ,4,25 Acético-Acetato y H = ,10,5 Amoníaco-Amonio
Color

Catián + Reactivo Catión Catión + Reactivo Catión

Iones

Ca Amarillo-verdoso Rosa Amarillo-rojizo Amarillo
Ni Amarillo limón Verdoso Anaranjado Verde azulado
Cu Marrón-rojizo Azul Verde Azul-Violeta

Fe (H ) Incoloro Incoloro Rojo Incoloro
Pd Ppdo. amarillo Rojizo Amarillo intenso Incoloro

Estudio de la reacción de los iones ferrosos con la D.T.T .

Los iones ferrosos reaccionan con la D. T. T. para dar una intensa coloración roja,
solamente en medio alcalino. Por otra parte, los iones férricos no reaccionan, precipi­
tando hidróxido férrico cuando se eleva suficientemente el pH de la disolución.

Surge, por tanto, la necesidad de mantener el hierro de la solución en forma ferrosa,
impidiendo su oxidación por el aire, y su reducción previa para garantizar que se en­
cuentra totalmente en fo rma de Fe ' " .

De los diferentes agentes que se pueden emplear con tal fin: ácido asc órbico, bisul­
fito s ódico ,' ácido -sulfuroso, sulfato de hidracina , clorhidrato de hidroxilamina, etc. lie­
mos preferido el uso de este último para no interferir con el reactivo. Por ello, en todas
las determinaciones se han añadido 5 mI. de solución reciente de este reactivo.

Las soluciones patrones de hi erro se preparan por pesada, a partir de sal de Mohr R.A.
diluyendo a continuación convenientemente.

Seguidamente se efctuó el estudio espectrofotométrico de la reacción Fe (H) - D. T. T.
comprobando los distintos factores que podían influir sobre la misma.

En todos los casos se ha seguido el mismo procedimiento: Se toma el volumen ade­
cuado de solución patrón de Fe ++, se vierte en un matraz aforado de 100 mI. Se agregan
5 mI. de solución de NH20H. HC l al 5 % , 10 mI. de solución de reactivo al 1 % , 10 mI. de
solución tampón conveniente, diluyendo finalmente con agua destilada a 100 ml.

Efecto del pH

Con objeto de encontrar el intervalo de pH más conveniente 'par a la citada reacción,
se prepararon una serie de soluciones de la forma indicada anteriormente, empleando
las soluciones tampón ya citadas. Inmediatamente -después se midió la absorbancia de
las soluciones.

En la Tabla HI se dan los resultados encontrados para la absorbancia a 550 nm. en
funcióri del pH; se ha elegido esta i. por corresponder al máximo de absorbancia de l
espectro del complejo, como se verá posteriormente.
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éSTUDlO DE LA 'm METlL-TRICETON-TRlO XI MA
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0,520
0,822
0,900
0,908
0,905 '.'.
0,900
0,886
0,850 \

Absorbencia

°10
25
30
40
45
SS
65

pH Absorbancia . '

6,20 0,097 ! .:

6,32 0,146
6,61 0,324
7,30 0,331
8,85 0,484
9,00 0,505
9,75 0,519

10,00 0,510
10,12 0,496
10,33 0,492
10,49 0,470
10,85 0,448
11,55 0,360

Tiempo minutos

Efecto del tiempo

,
Espectro de absorción del complejo con Fe (11)

Se ha determinado el espectro de absorción ' del complejo ' Fe II-DTT de forma aná loga
a como se expus o en el estudio del re activo ; (Fig, S). Las .soluciones se prepararon to­
mando un volumen adecuado ' de solución patrón de hierro, ' añadiendo S mI. de solución
de clorhidrato de hidroxil-amína al S %, 10 ml. de solución de reac tivo al 1 % Y diluyen­
do con solución tampón de pH 10 hasta 100 ml.

: :t ' ,. } ,

El color se desarrolla desde el momento de poner alcalina la disolución. Por medida
de la absorbancia de las soluciones en intervalos determinados de t iem po (Tabla IV) se
observó que se tardan 2S minutos en alcanzar el valor máximo y que la absorbancia per­
manece constante durante unos 10 minutos aproximad am en te. Pos teriormente la absor-
bancia decrece quedando la solución finalmente incolora. .

En la tabla se observa que el máximo. corresponde al intervalo de pH de 9 - 10, po r
consiguiente, la solución tampón para las determinaciones posteriores es la de amcn ía­
co-cloruro amónico.
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Del estudio de las curvas espectrales encontradas para el complejo Fe-DTT, podemos
deducir la existencia de un máximo de absorbancia para una longitud de onda de 550 mm.
El reactivo solo a la concentración usada y en las mismas condiciones es totalmente
transparente.

El paso siguiente de la investigación fue comprobar el comportamiento de la solución
del complejo ferroso en cuanto al cumplimiento de la ley de Beer-Lambert se refiere.

A s.

1,2

0,8

nG. 5.- Es pectro de Absorci6n del cOlllplejo Hier·ro (II)-OTT.

Ley de Beer-Lanibert

A partir de una solución patrón, de contenido en hierro perfectamente conocido y si­
guiendo el procedimento indicado anteriormente, se prepararon una serie de soluciones
conteniendo 0,75, 1/ 1, 1,25, etc. microgrs. de Fe por mI. en las que se desarrolló el color
rojo del complejo hierro (Il}-DTT y se midió su absorbancia en el espectrofotómetro
Hítachí-Perkin Elmer 124 para la longitud de onda de 550 nm.

En la Tabla V puede observarse que la ley de Beer-Lambert se cumple hasta tma
concentración de 2,5 microgramos de Fe/rnl, para una longitud de onda de 550 nm.

TABLA V

Microgrs. de Fe Absorb'ancia E;

0,75 0,1~8 12.451
1,00 0,218 12.174
1,25 0,272 12.152
1,50 0,326 12.137
1,75 0,385 12.286
2,00 0,430 12.007
2,25 0,491 12.187
2,50 0,540 12.062
2,75 0,584 11.859
3,00 0,622 11.578
3,75 0,768 11.437
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Se ha utilizado el método de la relación molar (7,8) para el estudio de la naturaleza
del complejo que se forma en la reacción entre los iones ferrosos y el reactivo.

Para ello, se prepararon una serie de soluciones, .siguiendo el citado método de la
relación molar, procediendo en las medidas espectrofotométricas de la forma como se ha
indicado en el estudio de la ley de Beer-Lambert.

Los resultados obtenidos se ilustran en la Fig. 6. A partir de ellos se deduce que la
fórmula del complejo es (1: 1).

Si utilizamos el término de sensibilidad, definido como el número de microgramos de
sustancia por cm. ' de sección qu e produce un a absorbancia de 0,001 podemos relacionar
la DTT con otros reactivos espectrofotométricos del hierro; en nuestro caso encontramos
una sensibilidad de 0,004 m icrogrs. Fe/cm.', sensiblidad elevada, superior a la del Alfa,
Alfa', dipiridilo y la del 2, 2', 2" terpiridina, como puede verse en la Tabla VI que re­
sume alguno de los reactivos empleados en la determinación espectrofotométrica del
hierro, según Sandell (6).

0,007 (522 nm)
0,005 (522 nm)
0,0005 (508 nm)
0,015 (610 nm)
0,0023 (720 nm)
0,014 (540 nm)

10 RIFe

Sensibilidad
Microgrs. Fe/cm.'

8

VI

64

TABLA
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Fig . 6.- F6rmula del co mple jo Fa (r r) _ DH

°

Abs.
0,6

0,5 ..
0,4

0,3

0,2

0,1

Reactivo

2-2'-dipiridilo
2-2' -2" -terpiridína
1-10 Fenantrolina
Ferron
Nitroso-R-sal
Ac. Mercaptoacético

Naturaleza del complejo Fe-D.T.T.
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ELEMENTOS TRAZA EN AGUAS DE ESTACIONES
TERMALES DEL NORTE DE ESPAÑA

POR

A. MARTÍN Y 1. GRACIA

Departamento de «Ou írnica 11» de la Esc uela Superior
de In genieros Industriales de Bilbao (Españ a)

Abstraet

This study alows dates of geochemical interest about concentration of Arsenic, Cadmiun,
Zinc, Cobalt, Copper , exavalent Chromium, Iron, Manganese, Silver, Lead and Selenium
in twenty-eighth Sp rings of thermal water of the provinces of Alava , Barcelona, Gerona,
Guip úzcoa, Huesca, Lérida, Navarra , Santander, Teruel, Vizcaya and Zaragoza.

By other wa y sorn e con siderations to know the concentration intervals of small quan­
tities of toxics in th ese waters are made, all of the used of drink waters.

1. Introducción

Este trabajo incluye algunos datos de una investigación sistemática amplia de tipo
fisicoquímico, químico y geoquímico sobre la distribución de elementos traza en aguas
continentales y marinas de España.

En el mismo se consideran 28 manantiales de aguas termales, correspondientes a di­
ferentes balnearios de las provincias de Alava, Barcelona, Gerona, Guipúzcoa, Huesca,
Lérida, Navarra, Santander, Teruel, Vizcaya y Zaragoza. Los microelementos investigados
en estas aguas han sido los siguientes: arsénico, cadmio, cinc, cobalto, cobre, cromo he­
xavalente, hierro, manganeso, plata, plomo y selenio.

Para la calificación de aguas termales se han seguido los criterios de Castany y
Schóeller, en los cuales se consideran aguas termales «aquellas cuya temperatura es su­
perior en 4 ó 6°C a la media del aire ambiente, o mayor que la más frecuente en las
aguas subterráneas de la misma región climática». Para la clasificación de las aguas ter­
males se han adoptado las normas establecidas en las disposiciones generales que apare­
cen en el Boletín Oficial del Estado Español del 23 de septiembre de 1967.

La mayor parte de los trabajos realizados en España (1-7) sobre la distribución de
elementos traza en aguas termales datan de hace bastantes años y, en general, se trata
de análisis espectrográficos cualitativos y semicuantitativos. Una de las razones que nos
han llevado a la realización del presente trabajo es precisamente el aportar nuevos datos
analíticos sob re es te tipo de aguas, a fin de investigar los procesos de enriquecimiento
de esos elementos en las aguas por factores fisicoquímicos y antropogénicos. La concen­
tración de los elementos traza en aguas está influida por diferentes factores y procesos
fisicoquímicos y químicos, especialmente por la solubilidad de los compuestos metálicos
y sus productos de hidrolisis , así como por las acciones de intercambio con sustancias
naturales o artificiales de las aguas , por ejemplo, la formación de quelatos; también jue­
gan un papel importante los procesos de intercambio iónico y de adsorción. La interven­
ción más o menos directa del hombre de la era industrial ha adquirido gran importan-
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cia en los últimos años, de modo que la concentración de muchos elementos traza se
incrementa en ocasiones apreciablemente en relación a su concentración «na tur al».

Todas las aguas que se incluyen en este estudio se beben en los correspondientes bal­
nearios y, la mitad de ellas, se envasan y comercializan como aguas de mesa. Aunque
sólo en algunos casos aislados, y generalmen te de manera cualitativa, se han podido acla­
rar los mecanismos de las reacciones bioquímicas en las que intervienen los elementos
traza, es sabido que numerosos elementos en concentraciones muy pequeñas son nece­
sarios para la vida. En concentraciones superiores a ciertos límites establecidos por di­
versos organismos internacionales , que velan por la salud pública, algunos microelemen­
tos ejercen una acción tóxica e incluso pueden provocar la muerte de las células. El me­
canismo más importante de la acción tóxica es el envenenamiento de los sistemas enzi­
máticos, por formación de complejos internos o quelatos entre los iones metálicos y
determinadas agrupaciones atómicas de las moléculas orgánicas de los enzimas. De aquí,
el gran interés en es tablecer intervalos de concentraciones óptimos para el organismo
humano de muchos elementos traza. ·Ello, no es fácil , sin embargo, puesto que los pro­
pios compuestos organometálicos formados p ued en aumentar o disminuir la toxicidad
de los iones metálicos y, por otra parte, se ha observado (8) que la combinación de cier­
tos metales (Ni + Zn, Cu + Zn , Cu + Cd) no sólo tienen una acción tóxica aditiva sino hasta
cinco veces dicho valor. Lo anteriormente indicado justifica la necesidad de conocer el
contenido de elementos traza en aguas que se beben, tanto si son reconocidas como aguas
de mesa, como aquellas consideradas como aguas minero-medicinales. Es de interés con­
siderar además, de un modo especial en el caso de estas últimas , qué elementos tóxicos
tienen efectos acumulativos y cuales no.

A efectos informativos, en la Tabla 1, se indican los efectos conocidos de los microele­
mentas, que se consideran en este estudio , sobre el organismo humano; así como la
concentración máxima admitida por el Organismo Mundial de la Salud para aguas de
bebida

TABLA

Efectos conocidos de los elem entos traza sobre el organismo humano.

.
Efecto tóxico

Efecto beneficioso para IConcentraciones m áxi-

Elemento la salud en peque ñas mas (p.p. m.) admiti-

concentraciones No A 1 ti , das por el O. M. S. en
acumulativo cum u a rvo aguas potables

Arsénico + + + + + 0,05
Cadmio + + + + 0,01
Cinc + ( + ) (+ ) 15
Cobalto + -
Cobre + 1,5
Cromo hexav. + + 0,05
Hierro + (+ ) 1,0
Manganeso + 0,5
Plata ( + ) + -
Plomo ( +) + + 0,10
Selenio + + + 0,01

( +) muy débil, + débil , + + fu erte.
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2. Parte experimental

La mayor parte de las muestras fueron tomadas directamente en los balnearios po r
pe rsonal del Departamento desp lazad o expresamente a los mismos.

En genera l, los elementos es tudiados se presentan en concent raciones tan ba jas qu e
fu e necesario utilizar técnicas de preconcen traci ón , antes de some ter las muestras a su
análisis. Para tal fin, se han utilizado resinas cambiad oras de iones (9 y 10).

Los elementos plata, cadmio, cinc, cobre y manganeso se han determinado me diante
espectrofotometría de absorción atómica . La det erminación de plata se ha realiza do por
un método de gran sensibilidad establecido po r los aut ores (11).

Para el análisis de los restantes ele mentos , se han aplicado diver sos mét odos de es­
pectrofotometría visible y ultravioleta, previamente ada ptados a las exigencias del pre­
sente trabajo : o-fenantrolina para el hierro (12), 3-3' diaminoben cidina para el se lenio
(13), difenilcarbazida para el cromo hex aval ente (14), sa l nitroso-R para el cobalto (15)
y ditizona para el plomo (16).

3. Consideración de los resultados

En las Tablas 2 y 3 se incl uyen los resultados, expresados en V. gil , corresp ondien tes
a aguas de las fu entes termales es tudiadas, señalándose con una sigl a la provincia de
procedencia y con un número el orden dentro de la misma. Los valore s de la Tab la 2,
corresponden a fuentes cuyas aguas se envas an y venden al público en esta forma, y los
de la Tabla 3, a aquellos ob tenidos en aguas que se beben directamente en los balnearios.
A algunas de la s aguas aq uí consid eradas, se atribuye n prop iedades medi cinales y se re ­
comiendan para distintos usos , además de para su bebi da .

El estudio de los resultados obtenidos permit e hacer un a serie de consideracion es :

1. En gen eral , la concentración media de los elementos traza en las aguas te rmale s
aquí estudiadas, es del mi sm o orden que el corresp ondiente a aguas termales y, en ge­
neral, a aguas subterráneas de otros pa íses (Tabla 4). Cab e suponer, en función de algu­
nos datos parciales encontrados en la bibliografía , que la concentración media de dichos
elementos en estas aguas es inferior a aqué lla en aguas supe rf iciales, sin contaminar
«ar tificialmen te», de las mismas regiones geológicas.

2. No parecen existir difere ncias apreciables en la concentración de los elemen tos
traza en aguas de la misma re gión geológica , en función de la temperatura del agua . In­
cluso, no se han observado tendencias generalizad s en la distribución de dichos eleme n­
tos en aguas termales, en relación con otras no termales de iguales re giones, estudiadas
con anterioridad (21-22).

3. Es indudable que existen ciertos esquemas sis temáticos en la dist ribución de ele­
mentos traza en aguas de igual procedencia o región geológica. A este respecto, ba st e
considerar los resultados obtenidos para la concentración de elem entos traza en aguas
de los manantiales B-1 y B-2, aquellos correspondientes a H-l , H-2 y H-3, o los de todos
los manantiales designados con l a sigla Z; por el contrario, hay diferencias apreciables
entre las muestras G-l y G-2, de igual provincia geográfica, pero pertenecien tes a regi ones
geológicam ente dife rentes .

Debe señalarse, que las di ferencias de conce n tración son más significa tivas en un os ele­
mentos qu e en otros, tal es el caso del arsénico o del ca dmio. Debe te nerse en cuenta, sin
embargo, a la hora de considerar estas diferencias, el orden de concentración de [.t gil de
dichos elementos, en algunos casos próximo al límite de sensibilidad de los mé todos an a­
líticos, y también las po sibles contam inaciones durante la toma, alm acenamiento o aná­
lisis de la muestra.
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TABLA 2. - Concentración de eleme ntos traz a ,/1. gi l, en aguas de fu ent es termales qu e se envasan para consum o público.

Muestra
Clasificación As Cd Zn Ca Cu Cr. Fe Mn Ag Pb Seterma l hexav,

- - -- - - -
A-1 Hipoterma1 1,0 1,0 23 < 0,5 4 < 5 8 2 0,5 2 < 1

GE-2 HipertermaI 1,5 0,9 4 < 0,5 4 < 5 18 5 0,8 5 < 1
GE-3 Hiperterma1 3,0 0,6 7 < 0,5 < 1 < 5 12 8 0,5 6 <1

G-1 Mesoterrnal 0,8 0,5 786 < 0,5 9 < 5 64 41 O,S 3 < 1
G-2 Mesotermal 1,0 0,7 15 < O,S 5 < 5 4 1 0,4 6 1
L-1 Hipoterma1 2,5 0,8 -6 0,5 3 < 5 10 1 0,5 20 < 1
N-1 Hipo terma1 0,8 < 0,5 10 < 0,5 5 < 5 10 3 0,5 4 < 1
N-2 HipotermaI ' < 0,5 1,0 9 < 0,5 9 < 5 14 1 0,4 2 < 1
S-l Hipotermal < 0,5 2,0 5 < 0,5 6 < 5 4 2 0,6 7 < 1
S-2 Mesoterma1 1,0 < 0,5 S < 0,5 6 <S 4 1 O,S 3 2
V-1 Hipoterma1 0,8 S,lI 26 < 0,5 4 < 5 12 1 0,4 S 1
Z-4 Mesote rma1 1,5 0,7 32 < 0,5 4 < 5 24 2 0,3 < 1 <1
Z-S Mesotermal S,O 0,6 36 <0,5 3 < 5 92 < 1 0,3 <1 3
Z-6 Mesotermal 2,5 2,6 33 0,6 8 < 5 28 2 0,7 < 1 1

TABLA 3. - Concentración de elementos traza, en p, gi l, en aguas de fuentes termales que se beb en directam ente en los balneario

Muestra Clasificación As I Cd Zn Ca I Cu Cr. Fe Mn Ag Pb Seterma l hexav,
_ _ _ o --- ---

B-1 Hipe r termal < 0,5 1,1 15 < 0,5 3 < 5 84 3 0,7 7 < 1
B-2 Hiperte rma 1 0,8 1,5 18 <0,5 10 < 5 60 3 0,3 8 < 1

GE-1 Mesoterma1 0,7 < 0,5 12 < 0,5 3 < 5 15 4 0,8 6 1
H-1 Hip oter ma1 3,S 0,5 8 < 0,5 2 <5 16 1 0,6 6 <1
H-2 Hipote rma1 3,5 1,3 36 < 0,5 4 < 5 24 2 O,S 6 < 1
H-3 Hiper te rma1 4,0 1,1 12 <0,5 2 < 5 32 3 < 0,2 4 < 1
L-2 Hiper te rma1 2,5 < 0,5 75 < 0,5 6 < 5 34 2 0,8 18 < 1
N·3 Hipertermal < 0,5 < 0,5 5 < 0,5 4 < 5 160 4 0,5 5 < 1
S-3 Mesoterma1 1,5 < 0,5 15 <O,S 6 < 5 4 2 1,5 10 < 1
8-4 Hipoterma1 < 0,5 < O,S 3 <0,5 4 < 5 12 6 0,5 10 <1

. TE·1 Hipoterma1 1,5 < 0,5 12 0,8 3 <5 76 2 0,6 2 < 1
Z-l Mesote rmal 1,0 < 0,5 21 < 0,5 4 < 5 20 < 1 < 0,2 <1 < 1
Z-2 Mesoterma1 < 0,5 < 0,5 19 < 0,5 9 < 5 34 10 < 0,2 < 1 < 1
Z-3 Mesote rma1 1,5 < 0,5 68 < (',5 6 <S 44 < 1 0,5 23 2
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TABLA 4

ELEMENTOS TRAZA EN AGUAS DE ESTACIONES TERMALES DEL NORTE DE ESPARA

Aguas superficiales

19,66,04,032,84,80,8 < 0,5 < 5(*)I

cromo hex avalente.

Aguas termales del Nort e de España

0,5 I 1,5
I

Se ha determinado el(*)

I

IS-l (17) 2,6 64 9,5 17

I
9,7 15 52 58 23 64

S-2 (l 8) 0,3 - < 5 < 0,5 5 6 57 28 2 18
¡

TE-1 (19) 1 10 0,1 < 0,1 0,1 3,5 9 59 4,2 6,6
TE -2 (20) - 0,4 - - <3 7,4 9,4 13 4,6 ]09

1

SU-1 (18) I 0,2 I < 5 <0,5 2 6 I 29 42 3 125

I
-

ISU-2 (18) 0,2 -
I

< 5 - 7 22 63 25 2 33
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Aguas terma les

Aguas profund as o subterráneas

Referencia

Concentración m edia, en ." gi l, de elementos traza en diversos tipos de aguas.

Parece, pues, claro el valor potenci al de algunos elementos traza como indicado res
geológicos natu rales y de la procedencia de las aguas. Algunos constituyentes minorita­
rios de las aguas muestran diferencias apreciables en su concentración en función de los
dif erentes ti pos de rocas por las que atraviesan , en muchos cas os cua nd o no se aprecia
ninguna variación significativa en los constituyentes mayores.

Na turalmente, para po der contrastar bien la fun ción indicadora de los elementos tra­
za, sería necesari o un conocimie nto profundo de la geología de las region es de proceden­
cia de las muest ras y, por supuesto, efectuar un mayor número de tomas de muestra
de las aguas subter rán eas aq uí estudiadas, así como de otras de iguales reg iones pero de
dis tintas caracterí stic as químicas, a efectos comparativos. Consid eramos qu e un a aplica­
ción de interés sería en estudios regi on ales donde existan aguas con un a com pos ición
en compone ntes mayorit ari os homogénea . Sería posible, en función de criterios de ele­
mentos traza, señalar la existencia de masas de agua con velocidades de flujo y direccio­
nes diferentes, la presencia de estratificaciones hidro geológicas y otros factores de inte ­
rés para aclarar la p roblemática de las aguas subterránea s.

4. En todos los manantiales aquí estudiados, la concentración de los elementos traza
está por debajo de los límites establecidos por los organismos in ternacionales y por la
legislación española (B. O. E . del 23 de octubre de 1967 y del 8 de noviembre de 1972),
para el contenido de sustancias que puedan afectar a la salud.

Conviene, sin embargo, recordar a las empresas exp lotadoras d~ ba lnearios el peligro
potencial que existe de qu e se excedan dichos límites en algunos elementos, durante los
procesos de captación, conducción, depósito, lavado de envases y envasado de las aguas
empleadas como aguas de mesa, como se puso de manifiesto en un estudio anterior reali­
zado por nuestro Departamento (21).
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