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Abstraet

In this paper it is defined an ordinary geometríc homology theory with coefficients in
2 (22) on the topological category. This theory is a singular bo rdism of oriented ps eudo­
manifolds (any pseudomanifols, resp.) It is shown th at such theory satisfy the axioms
of Eilemberg-Steenrod and th erefore, on the cornpact polyhedral , it is the same as the
singular homology, In a future paper it will be shown that this two theories are coi nci­
dent on the topological Category,

Introducción

El objeto de este trabajo consiste en definir una toería de bordisrno, tomando corno
modelos geométricos las seudovariedades, y demostrar que constituye una teoría de ho­
mología ordinaria sobre la categoría de los pares de espa cios topol ógicos. De este m odo,
por el teorema de unicidad de teorías de homología ordinaria sobre la categoría de pares
poliedrales, dicha teoría nos produce una interpretación geométrica de la homología sin­
gular sobre los pares de poliedros.

Usaremos las técnicas de la topología combinatorial o pi-categoría ([2] y [3]). Los po­
liedros siempre serán euclídeos; es decir, el conjunto de puntos euclídeos que son reu­
nión de los símplices de un complejo simplicial geométrico (localmente finito) . Llama­
remos triangulación de un poliedro P a un complejo simplicial K que lo recubra; lo
representaremos por IKI = P. Las bolas y variedades siempre serán poliedrales, También
supondremos que los poliedros se encuentran en un esp acio euclídeo de dimensión lo
suficientemente grande, para que todas las operaciones geométricas tengan su realización
en dicho espacio. Un n-símplice (o un n-poliedro) será un símplice (poliedro, respectiva­
mente) de dimensión n. Si A es un símplice, representaremos por A su interior y por

A su frontera.

I. - Algunas propiedades de las seudovariedades

1. Nota

Consideramos las seudovariedades en un sentido más amplio que el clásico: " es
decir:



3. Teorema
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si existe un..~ ..:1

Demo stración

Un n-poliedro compacto P es una n-seudovariedad cer rada si y sólo
(n - 2)-subpoliedro SP cumpliendo las siguien tes condiciones:

1) Cl (P - SP) = P, donde Cl ( ) representa la clausu ra topológica.

2) P - 'SP es una n-variedad sin borde. .

2. Teorema

1) Supongamos qu e P admite un a triangulación K cumpli endo la s condiciones 1 y 2
de la nota anterior. Sea L el (n -2)-esque leto sim plicial de K . Dado xE ILI, sea A l el
umco i-símplice de K t al que x E Ai . Dicho símplice ti ene qu e tener la dimensión menor
o igual que n - 2; por lo tanto existe un n-s ímplice A" de K , del qu e es una cara propia.
De donde se deduce qu e todo en torno de x .en IKI tiene que cortar a A" e IKI - jLI.

Sea xEIKI- ILI, entonces xEAi con i ee n. ó i =n - \. Si i = n, A" es un entorno
abie rto de x en jKI - jLI que es una n-bol a abi er ta. Si i =-= n - 1, existen exactamente dos
Il-símplices Ai' y A," de los qu e A"- I es una cara; entonces A," U A," U An-1 es una n-bola
abierta qu e es entorno de x en IKI - ILI. Así pues, IKI - ILI es una n-variedad sin borde.

II) Recíprocamente, sean L y K t riangulaciones de SP y P respectivamente de forma
que L sea un subcomplejo de K . Puesto que SP es un (n - 2)-subpoliedro, L es un com­
plejo de dimensión ( n - 2). Sea A' un símplice principal de K , entonces Ai es un abierto
en JKJ. Por lo tanto Ai e IKI- ILI, pues Cl (IKI-ILI) = IKI. De donde se deduce que
i = n. .

Dado A"-I E K, sea {A,", ..., A,"} el conjunto de n-símplices de K que contienen a
A"':' como cara. Sea x E JI"- I, entonces la estrella simplicial abierta

Un n-poliedro compacto P es un a n-seudovarieda d con bo rde Q si y sólo si existe un
(n - 2)-subpolied ro SP cumpliendo:

1) P = CI (P-SP).

2) P - SP es una n-variedad con borde Q - SP.

3) (Q, Qn SP ) es una (n - 1)-seudova r ieda d cerra da.

st tx, JKP= A"-l U Ai' U ... U A,"

es un entorno abierto de x en IKI- ILI. Por lo tanto ti ene que ser una n-bola abierta;
de donde se deduce qu e r = 2.

Una n-seudovari edad cerrada es un poliedro comp acto P qu e admite una triangulación
K, cumpliendo las siguientes condiciones:

1) K es n-pri ncipa l. Es decir , todo s ímplice de K es cara de un n-sím plice.

2) Todo (n - l )-símplice de K es ca ra de dos n-símplices exacta me nte.

Una n-seudov ariedad con borde es un polied ro compacto P qu e admit e una tri angula-
ción K, cumpliendo:

a ) K es n-pri ncipal. ' . .
b) Todo (n-1)-símplice de K es ca ra dedos n-símplices como maximo.

e) El conjunto de los (n -l)-símplices' que son ' cara de un solo n-símplice, constitu­
yen una (n - l)-seudovari edad cerrada . Dicho complejo lo denotaremos por oK y a
.o P = 16KI lo llamaremos el borde de P. . .
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Demostración

1) Supongamos que P admite un a triangulación K cumpliendo las condiciones a, b y e
de la nota 1. Sea L el (n - 2)-esqueleto simplicial de K y M el subcomplejo de K formado
po r todos los (n -1)-símplices de K qu e son ca ra de un n-símplice exactamen te . Enton­
ces , tomando Q = IMI .y SP = ILI, la demostración se realiza de form a an álo ga a la del
teorema anterior.

II) Recíprocamente se consideran triangulaciones K, M Y L de P, Q y SP respectiva­
mente de forma que L y M sean subcomplejos de K. Igualmente, en este caso, la demos­
tración se realiza fá cilmen te como en el teorem a anterio r.

4. Corolario

Sea P un a n-seudovariedad cerrada (o con borde), en tonces cualquier triangulación de
P cumple las condiciones 1 y 2 (a, b y e respectivamente) de la nota 1.

Observ em os que la definición de seudovariedad cer ra da es un caso particular de la
seudovariedad con borde. Por ello, y cuando no exista posibilidad de confusión, conside­
rarernos una seudovariedad con borde posiblemen te vacío.

5. Nota

Un símplice orientado lo denotaremos por A = <va, ..., v,,> Y por - A representare­
mos a dicho símplice con la orientación opuesta. La orientación inducida sobre cada
cara de A la representaremos por

(") . . /\
A ' = (- 1)' <va' oo ., V i' oo ., V ,,>

Recordemos que (ver [1]) una ori entación sob re R" qu eda biunívocamen te determina­
da por una orientación sobre un n-símplice cualquiera de R". Además las ori entaciones
sobre dos n-símplices, qu e se cortan en un a (n -l)-cara , están determinadas por una
orien tación sobre R" si y só lo si las orientaciones que inducen sobre su cara com ún son
opuestas.

Consideramos el concepto de ori entación sobre las seudovar iedades en el sentido or­
dinario; es decir: Una n-seud ovai'iedad con bord e es orientable si existe una triangula­
ción y una orien tación sobre cada n-símplice de forma qu e, cuando dos de ellos se COl"
tan en un (n - l )-símplice, las orientaciones qu e inducen sobre él son opuestas. A un con­
junto de tales ori entaciones lo llamaremos un a orientación com pat ible. Una n-seudovarie­
dad con borde orientada será 'el par formado po r un a n-seudovariedad con borde orienta­
b le y una orientación compatible sobre ella. De lo expuesto en el párrafo anterior se de­
duce ' que la def in ición de orientabilidad es independiente de la triangulación . Igualmente,
como con la definición ordinaria (ver [1 ] , § 3), se obtienen el siguiente re sultado: Si K
es una triangulación de una n-seudovariedad con borde no vacío, sobre los (n -l)-símpli­
ces de iO K consideramos la orientación inducida po r la de l único n-símplice que los
contiene como cara. Entonces, dichas orientacion es , define n una orie n ta ció n compatible
sobre a K.

Si P es una n-seudovari edad ori entada COn borde, por - P representaremos la seudo­
variedad con la orientación opuesta. Es decir, sobre los n-símplices de una t rian gulaci ón
K de P consideramos las orientaciones opuestas a las dadas.

6. Proposición

Sean P, Y P, n-seudovariedades ori entadas con borde O, U T, Y O, U T, respec tivame n­
te, de forma que:

-=. 7
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Demostración

i = 1, ..., n

j = i + 1, ..., n
i = O, ..., n - 1

para h = 1, .... n

para h = 1, ..., n + 1

para i = O...., n

j = O, ..., n - 1;

para i = n - h + 1, ..., n( X't1 _h+1J .• ., x/, Xii ... , xn )

Eh = (X'I_ It+b , x,) x 1

.Ah = B; U (X"_I,, X,,)

(x'o, ..., «: Xi' . ." x,J

8

(x'OJ ..., X¡', Xi, .. ., ~jJ • • , ' Xn)

CA) == (xo', o • • , x~ ' , ..., x/ , Xi, . . ., X n )

Consideremos

y los n-s ímpl íces

entonces A x l = B ,,+, Y B h +1 = x ,,'_ l. Ah para h = 1, ..., n . La su bdivisión simplicial se Tea­
liza por inducción sobre los Bi; Entonces, según las definiciones, es fácil observar rque
los h-símpli ces de B; Son de la forma

A x l es una (n + l j-variedad, de donde se deduc e que es una (n + l)-seudovariedad.
Así pues, sólo hay que demostrar la existencia de una orientación cumpliendo las condi­
ciones. Para ello. encontraremos una triangulación conveniente de A x l . Seg ún [3] . la
célula A x l admite una triangulación sin introducir nuevos vértices. Vamos a especificar
dicha triangulación. Sea

A = A x O = (x.,. .. ., x,,)

A x 1 = (x.,', ..., x~') con x/ = (x¿ 1)

Así pues, en la triangulación in du cida sobre A x L, los (n + l )-símplices son, de l a
forma

con una orientación canónica de forma que las orientaciones inducida s sobre A x O y
A x 1 son respectivamente A y -A.

Sea A un n-símplice orientado. Ento nces A x l es 'una (n + l )-seudovariedad orienta­
ble con borde

7. Proposición

Ji x ·x l U A x O U A x 1

Demostración

Según el teo rema 2-15 de [2]. podemos considerar triangulaciones K; , t; Y Mi de Pi,
O, y Ti respectivamente de forma que: a) L, y Mi son su bcomplejos de K" b ) Mi · y ' M 2

son isomorfas simplificialmente. Enton ces la dem ostr ación es fácil.

1) Qi Y Ti son (n -1)-seudovariedades con borde tales que aQi = aTi'

2) TI y T, ·son pi-isomorfas.

3) La orientación que induce PI sobre TI transformada por el pi-isomorfismo anterior.
es opuesta a la que induce P2 sobre T2• .

Entonces el pergamiento de PI y P2 mediante el pi-isomorfismo indicado. es una n-seu­
dovariedad con borde Q, U Q, que admite una orientación canónica inducida por las
dadas.
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Demostracián

8. Corolario

i = O, , 11 - 1

i = 1, ,11

(B) == (x.', , X ;' , X¡+h •.•, X,,)

( X/o, , X /i_II Xi' o • • , X,J

'- 9 -

Dad a una aplicación simplicial f : K -----7- L, sean K' y L' subdivisione s derivad as de for­
ma que f: K' -----7- U siga siendo simplicial. Supongamos que K es una l1-seudovariedad con
borde, entonces definimos

10. Nota

D« (1. ,f) = {b(o) bCt:); (1.<f(o ),o< "'<TEK}

D «(1., f) = {Ha) b (T); (1. < f (o), (1.=I= f (a ), 0< '" < TE K}

D «(1., f IaK ) = {b (a) b (T); oc < f (a). a < ... < TE a K}

siendo (1. un i-símplice de L {b (a) , , b (T) } los .puntos asociados a {a, ..., T} para realizar
la subdivisión K' y b (a) ... b (T) el símplice de K' qu e determinan .

A x O = <x., ..., x,,>

Q x I U P xOUP x1

Los de la forma (A) constit uyen la subdivisión simplical de A x FU A x OU A x 1.

Sobre A x O conside ra mos la orien tación in ducida por la de A; es deci r

(_l) i <Xo' , o • • , x¡', Xi, oo" x,,>

De las proposiciones 6 y 7 se deduce

(_1)''' +1 <x.', ..., X,,'> = - A

En ambos casos, la demostración es fácil. Bast a obs ervar qu e si (K, L) es una trian­
gulación de (P, Q), entonces (cK, eL) "es una trian gulación de (eP, eQ). Adem ás si sob re
los (11 + l)-símplices eA de eK consideramos las orientaciones inducidas por A, obtene-
mos una orientación compatible sob re eK con las condiciones requeridas. .

9. Proposición

1) El cono desde un punto e sobre una n-seudovarieda d P ori en tad a cerrad a con
n> O, es una (11 + l)-seudovaried ad orientable con bo rd e P.

2) El cono desde un punto e sobre un a n-seudovaried ad ori entada P con bo rd e Q y
11 > 1, es una (11 + l )-seudovariedad orientable con bord e P U e Q.

Además, en ambos casos, e P admite una or ientación canó nica de forma qu e la qu e
induce sobre P es la dada.

Además, admite un a orientación canónica de forma que las ind ucidas sobre P x O y
P x 1 coinciden re sp ectivamen te con las de P y - P.

Sea Puna n-seudovari edad orientada con borde Q, en tonces P x 1 es una (11 + l)-seu­
dovariedad orientable con borde

Es fácil observar que definen un a orientación compatible sobre la trian gulación dada.
Además, la orientación inducida sobre 14. x 1 es

y sobre cada (11 + l)-símplice, la orientación
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11. Teorema

Sea f : K -+ L un a aplicación simplicial y IKI una Il-seudovariedad con borde. Si a. es
un i-símplice de ,L, se cumple:

1) ID(a.. f)1 es un a (n - i)-seudovariedad con borde

c D «(J. ,f) = D (ff., f) UD (a..flcK)

2) iD (a., f)1es vacío o un a (n- i -l)-seudovariedad con borde. ID (a.. f !es:I es una

(n - i - l)-seudovariedad con borde si a.'E t (a K)' y vacío en el re sto de los casos. Además

Demostración

1) Sea A = b (a) oo . b (,r;)E D (a.. f ), entonces ':J. <] (a ) y a < oo ' < tE K. Sea rol {,¡mi mí­
nima cara de a tal qu e f (mi) = a. Y

w i < ro i +1< oo. < a < .oo < t < oo. < m"

un refina mient o de la cadena dada. Entonces

A"-' = b (mi) b (<o i+l) oo . b (a) oo . b (t) oo. b (m")

pertenece "a D «(l", f) y conti ene al símplice A como cara.

Dado A,,- i- I E D (a.. t). pu ede tom ar un a de las siguient es formas:

a) b (0/+1)
oo ' b (ro") con a: < f (mi+' ), a. =F f ({))'+I)

b) b «Oi+l) . oo b (ro") con a. = f (00 1+1)

A
c) b (ro' ) oo. b ((I)i) oo. b «(J)") con j =F n, i; f « 0') = a.

d) b (mi) oo . b «(J)" - ' ) con f (rol) = s , m"-I f/: aK

e) b (mi) . oo b (00,,- 1) son f (mi) = oc. (J)"-I EaK

Sean Ak" - I E D (a.. f) el conjunto de símplices que contienen a A,,- i- I como cara . Si
A,,- i - I es del tipo a )

Pero si k> 1. se deduciria que f (0)i+1) = «. Supon gamos qu e A"- ó-I es del tipo b)

Ak,,- i = b (roki) b ({()i+1) ' oo b (m") con f (~))/) = f ({() '+I) = (J.

entonces existen exac tam en te dos caras (J)k
'

de mi +1 tales qu e f «(1)/) = a.. Si es del tipo e)

Ak"- I = b (mi) oo . b (m ki ) .oo b ( w")

Pero mi- I E ¿'¡i +i. po r lo tan to k = 2 (pues o; i- I es una j-seudovariedad cer rada). En el
cas o d ) ~xisten dos Ak"- i. p~es K es una ,Il-seudovarieda d con borde y ro"- I f/: aK. Por an á­
loga ra zon, en el caso e) existe un solo A" -' . Observemos que la reunión de los (n - i -1)­
símplices de D (oc, f) qu e per tenecen a un ún ico (n - i)-símplice es

D(a., f ) U D ( a. , f!c K)

-=_19 ::-
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Por último, veamos que dicho complejo es la trian gulación de una (11- i -l)-seudo­
variedad cerrada. El razonamiento de la demost ración es aná logo a l caso anterior, teni en­
do en cuenta la si gui en te ca racteri zaci ón de sus (n - i-« 2)-símplices

• I ¡

r-.
a') b (001+1) ... b (oo') ... b (00") con r]. < t (001+1) , r]. =1= t (00

1+1)

r-.
b ') b (OO I ~ ... b (ro') ... b (Ú/'-I ) con t (Új l ) = r]. 0)"- ' E oK

2) Obs ervemos que

b (r].,t) n D (r].,t laK) = b (r]. , f) n D ( r]., f) n aK' =

= b (r]., f) n aK' = b (r]., tlaK )
. ' .

Por hipótesis de inducción sobre n podemos suponer que ID(a., tiaK)1. el ....la

(n - i -l)-seudovariedad con borde lb (a.,tioK )[. Entonces de la igualdad , anterior, se

seduce que ID(r]., f)1 es el cierre del complem en tar io de una (n - i -l)-seudovariedad
ID (a. : tioK ) j con borde, en una (n':'" i -l)-seudovariedad cerrada la D (a., n! . Por lo tan-

to , se deduce inmediatamente que ID ( r]. , ti es una (n - i -1)-seu dovariedad con borde

D«(J., tl oK)'

12. Nota

Consideramos la definición de entorno regu lar dad a en [2] . Es decir; sean X e ,[ po­
liedros compactos y (K, L) trian gul aciones de (Y, X) de forma que L sea un subcornplejo
lleno de K . Sea K' un a subdivisión derivada de K cerca de L, entonces el poliedro qu e
determina el entorno simplicial N (L , K' ) lo llamaremos en to rno regular de X en Y.

13. corohirio '

Sea X un subpoliedro de un a n-seudovariedad P orientada con borde. Entonces, todo

entorno regular N de X en P es una n-seudovariedad orientable con borde NU (N n 6 P) ,
que admite una orientación canónica inducida por la de P.

Demostración

Sean (K, L) triangulaciones de (P, X) de for ma que L sea un subcornplejo lleno de
K. Sea t

T
.: K -+ I, donde l es el complejo simplicial determinado por el intervalo unidad,

la aplicación simplicial que transforma todo vértice de L en el O y los restantes en el 1.
Dado p E (O, 1), escogemos una subdivisión derivada K' de K cerca de L tomando los nue­
vos vértices en t L-1(p). Entonces te K' -+ 1', sien do I ' la subdivisión de l que resulta al
añadir el nuevo vértice p, sigue siendo sim plicia l.

De este modo r esulta que

N (L, K') = {A E K' ; A < B, B n X =1= <}>} = D (O, tIJ

Ñ (L, K') = { A E N (L, K'); A n X =1= <I> } = b (O, tL)

N (L, K') n a K' = D (O, tLI oK )

. 11
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Por lo tanto, del te orema anterior, se deduce que IN(L, K')I es una n-seudovarieda d
con borde

IN(L, K') I U (N n 6 K')

Si sobre los n-símplices de N consideramos las orientaciones correspondientes a una
orientación compatible sobre K', es obvio que obtenemos una orientación compatible so­
bre N.

Además de la unicidad, salvo pI-isomorfismos, de los entornos regulares (teorema 3.8
de [2], se deduce finalmente lo propuesto.

¡ :

11.- Grupos de Seudobordismo orientado

En todo el apartado, y au nque no lo especifiquemos, las seudovari edades estarán
ori entadas.

1. Definición

Dos n-seudovariedades cerradas P, y P, son seudobordantes si existe una (n + l l-seu­
dovariedad Q con borde la reunión disjunta de P, y - P, (lo denotaremos por P, U -P,).

2. Nota

a) La relación de seudobordismo, anteriormente definida, es de equivalencia; pues
la propiedad reflexiva se deduce del corolario 1 - 8, la transitiva de la proposición 1 - 6
Y la simétrica es obvia.

b) El conjunto de las clases de n-seudovariedades cerradas, bajo la relación de seu­
dobordismo, lo denotaremos por S Qu- Si sobre él definimos la operación

[P,] + [P,] = [P, U P,]

obviamente constituye un grupo conmutativo . A S Q.. lo llamaremos el n-grupo de seudo­
bordismo orientado.

3. Proposlcí ón

a) S Q .. = O para n ;» O.

b ) S Qo = Z.

Dem ostración

a) Se deduce de la proposicion A - 9.
b) Observemos que dos puntos con orientaci ón positiva (o con orientación negativa)

siempre son seudobordantes por el intervalo unidad.

4. Definición

Una n-seudovariedad sin gular sobre un par de espacios topológicos (X, A) es un par
(P, i ), siendo Puna n-seudovariedad con borde y f: (P, 6 P) ---+ (X, A) una ap licación
continua. ".

.:- 12
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Dos n-seud ovariedad es sing ulares (P" t i) y (P" t,) sob re (X, A ) son seudobordantes sin ­
gularme nte si exis te un par (Q, F) tal qu e:

1) Q es una (n + l )-seudovar iedad con borde (P, U -P,) U Qo.

2) F: (Q, Qo) --+ (X , A) es una aplicación continua de forma qu e FI' j = t i para i = 1, 2.
\

5. Nota

a) La relación de seudobordismo sin gular es de equivalencia.
b ) El con junto S Q" (X, A) , de las clas es de n-seudova riedades singulares sobre (X, A),

admite estructura de gru po conmutativo con la op eración

[P I' t I] + [P" t,] = [PI U P" i, U t,]

Tengamos en cuenta qu e el elemento neutro será la clase de los pares (P, f) tales qu e
existe (Q, F) , siendo Q una (n + l )-seudovariedad con bord e P U Qo Y' F una aplicaci ón
continua entre los pares (Q, Qo) y (X, A) de form a que FI, = t. A S Q" (X, A) lo llamare­
mos el n-gru po de seudobordismo singular orientado sobre (X , A) .

e) Dada una aplicación continua <1>: (X, A) --+ (Y, B) defin imos un mo rfism o
<1> * : S e, (X, A) -r-s- S Q" (Y, B ) por la fórmula i ,

<1> * [P, f] = [ P, <lJf]

Por lo tanto se tiene fácilmente

6. Proposición

S 0 *( ; ) define un fun ctor covariante de la categoría de los pares de espacios top oló­

gicos en la de los grupos abelianos.

7. Teorema. De la dimensión

a) S Qn (pto) = O para n > O.

b) SO. (pto) = Z.

Demostración

Se deduce de la proposición 3, teniendo en cuenta qu e S º"(pto) = S Q ".

8. Definición. Morfismo de conexión

o: S o, (X, A ) --+ S On- I (A )

es el morfismo definido por

donde sobre aP con sideramos la orientació n inducida .

13.----:
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9. Teorema. De exactitud

La .sucesi ón

1* t, a
. .. -+ S O" (A ) ----+ S 0 " (X) ----+ S Q" (X, A ) ----+ S 0 "-1 (A ) --+ .. .

donde {i: A --+ X, j: X -+ (X, A) 1 son las inclusiones canón icas, es exacta .

Demostración

1) Exactitud en S 0 " (X ). Sea [P , f] E S Q " (A ), ento nces [P,jif] = O. Bastq _considerar
el par (P x l, F) , siendo

- - -

F : (P x i ,-p x 1) ----+ (X, A)

: definida .por F (z. t) = jif (z).
Sea - [P, f] E S ;Q " (X) tal que - [P, j.f] = O. Entonces existe un P~~ :-(Q, F) jal - que

aQ = P U o; F (Qo) <;;. A Y F lr = f . Puesto que 10 Q y P son n-seudovariedades cerradas,
podemos considerar fácilmente qu e Qo es una n-seudovariedad cerrada tal que
dím (P n Qo)Lo n - 2. Finalmente, pegando conveni en temente el cilindro Qo x L, podemos
considerar que 6 Q = P U Qo. Por lo tanto, (Q, F) determina la igualdad

Pero el segundo miembro pertenece a la im agen de i*

2) Exactitud en S 0 " (X, A) . Si [P , f] E S O..(X), P es una n-seudovariedad cerrada y
por lo tanto a [P, i is = O.

Sea [P , f] ES Q" (X , A) tal que a [P, f] = [a P, f l 6P ] = O. En tonces existe (Q, F) de for-

-ma que aQ =a P y .F: Q-+ A con F I 6Q = f lap: Por lo tanto, el pegamiento

(A ) == [P '---/ -Q, f U F]
ap

define una n-seud~variedad singular sobre X. De este modo, el pagmiento

[P x 1 '----" -Q x t. f x 1 U F x Ü
e r x l

demuestra que la imagen de (A) por i , es [P, f].

3) Exactitu~ en SQ" (A) . Si [P, f] E S 0 "+1 (X, A) , obviamente [a P, i fl 1 = O..- - _.' . - - - - ·ap . .
Sea [P, f] ES O..(A) tal que [P , i f] = O. 'Entonces existe un (Q, F) tal "que 6 Q ;", P y

F: Q-+ X con F lr = i f. Por lo tanto (Q, F) representa una (n + 1)-seudovariedad singu­
lar sob re (X, A) , cuya imagen por a es [P, f].

') " . :... .

10. Teorema. De homotopía

Si <I>, 1jJ: (X, A) -+ (Y, B) son aplicaciones hornot ópicas, entonces <I> * = 1jJ *'

Demostración

Sea H: (X, A) x 1 -+ (Y , B) una homotopía entre <I> y '\l. Dado [P, f] ES Q,,'-(X, A),
(P x t, H (f x 1» define un seudobordismo singular entre [P, <I> f] y [P, '!' f].

- 14'-
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11. Teorema. De esclsión

Sea (X, A) un par topológico y U un abierto en X tal que su clausura V esté conteni­
da en el interior A de A. Entonces la inclusión canónica

i: (X - U, A - U) -+ (X, A)

induce un isomo rfismo S Q.. (X - ·U, A - U) . ~ S ó:tx,;4).

Dem ostración

Sea [P , f] E S e, (X, A) , A' = t:' (X - A) y u' = f - I ( Ü). Puesto que A' y U' son sub­
conjuntos compactos de P, existirá un a distancia positiva entre ellos y, por ·10 tanto, dada
un a trian gulación K de P, podernos encontrar una subd ivisión derivad a K( I¡ de forma
que el entorno ¿irrlplicial M ·de .A' -en·K il i n-o cort~· a V'. Si N es el 'entórno reg ular tri an ­
gulado por M, entonces N n U' = 0 . Así pu es, por el corolario A -13, N es una n-seudo-

varie da d con borde Ñ U (N n 6 P) Y(Nrf l ~) representa un elemen to de S Qu(X - U, A - U).
Entonces (P x J, F ) con F (z, t) = f (z ) define un seudobordismo entre [P, f] y [N, f iN]'
sobre el espacio (X; A ). Es decir , i* es · un epimorfismo. . . . . '

;. _ Supongamos : que [P, f] E S Q.. (X - U, A - U) es tal que [P,·.i f] .= O. En tonces existe
(Q, F) de forma qu e 6 Q = P U Qo, siendo F: (Q , Qo) -+ (X, A) con F lp = i f. ! omando

U' = F- I (V) y A' = F-! (X - A), se demuestra como en el caso an terior qu e exis te un
entorno reg ular N de A' tal que N n U' = 0. Además N será una (n + l )-seudovariedad
con borde

.De las condiciones dadas, se deduce fácilmente que F (Qo') e A - U. Por lo tanto,
(N, F IN) define un seudobordismo de (P, f) al vacío sobre el espacio (X - U, A - U). Así
pues, i * es inye ctiva.

12. Corolario

S Q *( ; ) es una teoría de homología ordinaria con coeficiente en Z.

III. - Grupos de Seudobordismo no orientado

En este apartado consideraremos scudovariedades cualesquiera, independientes de si
son orientables o no.

1. Definición

Dos n-seudovariedades cerradas PI y P2 SO/1 seudobordes si existe una (n + l )-seudova­
rie da d Q con borde PI U P2•

2. Nota

a) Como en el apartado anterior, resulta que la relación anterior es de equivalencia.
Sob re el conjunto S 11" de las clases de n-seudovariedades cer rad as , bajo dicha relación
definim os la operación

[P I] + [P2] = [ P, U P2]

- ·15--
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Entonces S 11" es un grupo conmutativo, llamado el n-grupo de seudobordismo Ita orien­
tado. Obviamente cumple que SI)" = O para n ;» O, S 110 = Z, .

b) De forma análoga se definen las nociones de seudovariedad y seudobordismo sin­
gular en el caso no orientado obteniéndose un grupo conmutativo S 11" (X, A), llamado. el
n-grupo de seudobordismo singular ItO orientado sobre (X , A). También es un functot
covariante de la categoría de los pares de espacios topológicos en la de los grupos abelia­
nos . y si en las demostraciones del apartado anterior prescindimos de las orientaciones
obtenemos el siguiente resultado:

3. Teorema

. S r¡ .~ ( ; ) es una teoría de homol ogía ordinaria con coeficientes en Z,.
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Ya es conocido (véas e [5]) que una matriz infinita hermitiana definida positiva de
Toeplitz

es una sucesión de polinomios ortogonales relativos a la circunferencia unidad .
En este artículo expone mos un as notas con las qu e pret endemos iniciar el estudio de

algunas de las cuestiones que qu edab an abiertas en [2]; nos proponemos precisam ente:

def ine un producto escalar o en el espacio vectorial n de los po linomios sobre e, res­
pecto del cual la sucesión de polinomios { Pu (z)}, cuyo término n-ésimo viene dado por

Departamento de Teoría .de Funciones . Universidad de Zar agoza (España)

C_ rr+l ,c- 1I +2 " o • • • el
z ...... Z"

This article contains sorne rem arks related to sorne of th e open problems presented
in [2] .

In Remark 1, we extend the inner product defined by means of an infinite Toeplitz
hermitian positive definite matrix, to the so-ca lled pseudopolyno mials .

In 2., we enlarge the *n-operators family, 1t e N, ([4] and [2]) to th e one of the
*n-operators, 1t e Z, generalizing their properties.

Finally in 3., we obtain the series expansion of a pseudopolynomial.

Pseudopolinomios en la teoría de polinomios ortogonales sobre la . cir­
cunferencia unidad

Abstract

PSEUDOPOLINOMIOS EN
ORTOGONALES SOBRE
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NOTA 1. Extensión del producto escalar a pseudopolinomios

zpp ( z) o zPQ (z) = p (z) o Q (e)

válida 'V p E N Y 'V P, Q E n.
Generalizando a exponentes enteros, surge de manera natural, la forma de extender

o a 21. Así pues, defin imos

(1)

'V p, q E Z

Qm+" (z)
~ ap _ ln zP = --­

zm

m + n

18-

P (z) Q (z)
--0-- = z'-' P (z) o Q (z)

z' :z'

zPo zq = zp-q o 1 = cp_q
En general,

"La po sibilidad de escribir un pseudopolinomio ~ ap zP en la forma
p- -m

nos permite aplicar la ext ensión deseada.

i) Extend er a los ha bitualmente llamados ps eu dopolinomios, el producto escalar de­
finido por m en n.

ii ) Ampliar la familia de los operadores *n (n E N) (véanse [4] y [2]), a la de los op e­
radores *n (n E Z), generalizando las pro pi edades de los p ri meros, es tudia da s en [2].

iii ) Como aplicación de i) y ii) , obtener el desarrollo de un pseudopolinomio en algu­
no de los sistemas ortono rmales ya conocidos y, pos teriormente, su desarrollo en serie.

siendo r. s naturales y P, Q polinomios cualesquiera.

n
Reco rdemos que suele llamarse pseudopolinomio a toda expresión del tipo ~ a, z', con

- m
a, E e, siendo por 10 general n, m E N. (La res tricción de la teoría clásica de considerar
únicamente pseudopolinomios simétricos es decir, con n = m (véase p. ej. [1]), es inne­
cesaria como se comprueba a lo la rgo del artículo).

"Conviene hacer notar que si en ~ a, z' admit imos qu e m, n sean enteros (n::::'"- m),
-m

los polinomios en z o en Z- l pueden considerarse cas os particulares de pseudopolinomios,
en los que - m ::::". O ó n ;.¿ O, respectivamente. Ten iendo presente esto, enunciamos la

n
Definición. - «Dado un ps eudopolinomio S (z) = ~ a, z', diremos que es de orden

-m
(m, n) si a" a_m,*, O Y n, m E N; que es ' de orden (O, n ) si a" '*' O Y - m :»: O y que es
de orden (m, O) si a_m,*, O Y n Lo O",

De acuerdo con esta definición el grado de un pol ino m io y su orden como pseudopoli­
DOmiO coinciden.

Es evidente que
a) El conjunto 21 de los ps eudopolino mios sobre e es un álgebra conmutativa con

elemento unidad.
b) Si designamos con 21m" el conjunto de todos los ps eudopolinomios cuyo orden

(m', n') sea tal que m zs: m' y n ::::'" n', 21m" es un subespacío vectori al de 21. .
(Con esta notación 210" es el subespacio vectoria l de n formado por los polinomios en

e de grado m enor o igual que n, qu e habitualmente designa mos con n J .
En nuestra memo ri a [2] demostrábamos qu e el producto escalar o queda caracterizado

por la propiedad •
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entonces,

- 19 -

m+ n _

~ a.: .; z "I+P -1

i =o

'V p, q E Z,

m +n _ 1
= zpzm ~ al_m-- =

i "'" o z'

zPo z' = cp_.

S *p(z ) = (.± a¡Zi) *P = (_1_ "±, al_", zl) *P
I =-m Zlll l = o

Según los valores de p y el orden del ps eudopolinomio sobre el que opere "p, podemos
poner de forma más precisa:

Consideraremos ahora las propiedades más importantes del operador *p (p E Z) aplica­
do a ps eudopolinornios.

i) El op erador *p es un a biyección de ¿j sobre ¿j. Por consiguiente

S (z ) = T (z) =} S (z)* p== T (z)*P 'V PEZ, siendo S (z), T (z) E ¿j

" T' (z)
S' (z )= :8. ap tr =--

p = - "l zm

Sean S' (Z) Y S" (z) los p seudopclinomíos

1 (:1)S (z )*(- p) = - S - .
zP Z

,,' T" (z )
S" (z) = ~ b , z' = - -

q=-m' ZlU1

(si fu era m < m', evidentemente, S' (z) o S" (z) = zm'- '" T' (z) o T" (z».

Se podía ta mbién haber introducido di rec tamente el producto escalar anterior en
¿j , dando una matriz de Toeplitz doblemente indefinida y con el convenio

T' (z) T" (z)
S' (z) o S" (z) = - - o --- = T' (z) o z",-m' T" (z) si m ~ m'

zm zm l

NOTA 2. Operadores ~:n.

En [2] ~ntroducíamos el llam ado operador *n de n"sobre rt, tal que P( z) *"= z·"ji (~ )

(véase también [4]), te nien do así una familia numerable de operadores, de la que se es­
tudiaban sus p ropiedades . Se hacía notar que cada operador *n no se podía aplicar a
ningún polinomio de gr ado superior a n. .

El op erador *n (n E N) se aplica igu almente a pseudopolinomios con su propia defí­
nición :

En el caso en que sea p ~ n, S (z) *p es un polinomio, pero si p < n S (z) *p es un
m+n _

ps eudopolinomio, precisamen te ~ a..-i Zp- u+i.
i ~ o

Con esto a partir de ahora, desaparece la restric ción impuesta en [2] de no aplicar el
operador *n a un polinomio de grado mayor qu e n.

También se puede extender el operador *n para n E Z con la definición usual. Así, si
- p es un en tero negativo,
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$ (z) o T (z) = O=}$ (z)*Po T (z)*p = O.

(2)

(3)

p, q E Zcon

Si p~ n *p : 21::1 ---+ n .,
Si p < n *p : iI:, ---+ ¿j'm+p

"-P
Sip~m -c- p) : ¿¡:" ---+ iI ~ +p

Si p< m * (- p): s: ---+ ilm - p

II + P

zqs (z)"p = zPs (z)*q

11 s (z)*p 11 = 11 $ ( z) 11

$ (z)*Po T (z) = T (z)*po $ (z)

Corolario 2. - «Se verifica :

y para to do par de pseudopolinornios».

viii) Propiedad de isometria

Si en (3) ponemos S (z) = T (z) queda

s (z) *p¿ s (z) *P = s (z) o s (z)

$ (z)*po T (z)"P = T (z) o S (z)

Corolario 1. - «Se, cumple

S (z)*Po T (z)*q = zp-q T (z) o S (z)

vi) El endomorfismo de conjugaci ón es conmutable con el operador *p. Esta propie­
dad se comprueba aplicando el operador "p a $('Z) de la mi sma forma que a S (z).

vii) Propiedad del producto escalar .

Dados dos pseudopolinomios S (z). T (z) Y dos número s enteros p , a. se verifica

luego *p es un operador isométrico.

ix) También se sigue de (3) que si dos pseudopolinomios son or togonales, asimismo
lo son sus respectivos transformados po r el operador *p, es decir

es decir

donde se ha supuesto p, In, n E N.

En los casos segundo y cuarto, el operador es una biyecci ón entre los respectivos es­
pacios, así como en el primero si p = n y en el tercero si p = In. Si p > n en el primero
caso y p < m en el tercero, el operador no es suprayectivo.

ii) Sea S (z) E ¿¡m" Y p E N. Si p ;» n, S (z)*P tiene en el origen un cero de orden p-n;
si p = n, el origen es un punto ordinario y si p < n, el origen es un polo de orden n -p.
Además, S (Z)*I- p) t iene en el origen un po lo de orden p + n.

iii ) El operador *n es involutivo y semilineal, como se prueba fác ilmente .

iv) Pr opiedad del producto ordinario.

Si S (z) , T (z ) E ¿¿ y p, a. l' E Z se comprueba que

zqH ts ( z) . T (z»)" P = zP$ (z)*qT (z)*'

20 .;

v) Relación ent re op eradores *p y * q.

Como corolario de la propiedad anterior se obtiene, haciendo simplemente T (z) = 1
en (2), la relación

'r/ PE Z y para todo par de pseudopo linornios .»
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Casos particulares interesan tes son:

NOTA 3. Desarrollo en serie de un pseudopolinomio

(5)

(4)
r R (z) R (z)

. S (z) = ~ a, Z' + - - = Q (z) + - -
o zm zm

"-m
~ hin Z"' Pi (Z) + b"_m+., ,, Zm- ' P*,,-m+l (Z) + oo . + b",. Pn * (Z)

j = O
R (z) =

{ zmPo(z) . zm PI (z). oo ., zm P,,-m(z), zm-l P*,,-m+l(z). oo., Pn* (z)}

(n:' E N arbitrario con la condición n ~ m ), y resulta

Consideraremos primeramente el desarrollo de un pseudopolinomio según uno de los
sistemas ortogonales (bases ortogonales de n ,,) introducidos en [2] (cap ítulo IV , aparta­
do Ir), para obtener después su desarrollo en serie.

Sea S (z) '= ± a, z' un pseudopolinomio de orden (m , r) ; evidentemente, se puede
- m

descomponer en la forma:

don de Q (z) E n. y R (z) E nm-l> precisamente R (z) = a. ¿ + a_m+, Z + oo. + a,_ zm- l.

Habiendo sido ya estudiado el desarrollo de un polinomio en [3] , bastará considera r
R (z)

el de --o
zm

Como' R (z) es unpolínomío de grado menor que m, podemos descomponerlo según la
base de n n llarp.ada B/ m:

S (z) o 1 = zPo S (z)* p

S (z) o T (z) = zPo S (z)*P• T (z)

S (z) o S (z) = zPo S (z) *P. S (z)

S (z)*pT (z) o U (z) = zPT (z) o S (z) U (z)

S (z) S (z) o zP= zPS (z) o S (z)*PzP = S (z) o S (z)*p =

= zPo S (z)*p S (z)*P.

Como era de esperar, las propiedades del operador *p (p E Z) actuando sobre pseudo­
polinomios mantienen , generalmente, un gran paralelismo con las del operador * n, (n E N),
actuando sobre polinomios.

x) Según ix) y por su carácter biyectivo y semilineal, *p t ran sforma bases or togona­
les de ¿¡ en bases ortogonales de ¿¡. En general, las b ases ortogonales de ¿¡mn no se
convierten en bases del subespacio imagen; sin embargo algunas veces sí ocurre, así po r
ejemplo, en [2] se citaba el caso de la llamada base B,,(Oen n n: {Po(z), P, (z ). ..., Pn (z) }
y su *n-transformada, B,i n == { z' Po* (z), Z"- l P,* (z ), .." Z P*n-l (z). Pn* (z) } que también es
base de n ,,; donde P, (z) y P/ (z) (i = 0,1, oo ., n) son los normalizados respectivos de
P, (z) y P/ (z) .

xi) Se demu estra pa ra ps eudopolinomios S (z) , T (z ) Y U (z) y V p EZ que

S (z) T (z) o U (z) = zP T (z) o S (z)*PU (z)

• - 21-



(6)

(7)

j = 0,1, ..., n -m

h = n -m + 1, ..., n.

z

(desigual dad de Bessel )

para

- 22 -

n-m

II R(z)l1' = ~ la¡l' + Ib"_"'+l."I' + oo. + Ib.."I ';
í = O

1\

R (z) 11' -- - ¿ ~ la;!'zm ¡ ~ o

11
R (z) 11 ' ,,-m-- < ~ la;!'

zm j = o

. . R (z) .
Ib""J' no pueden anularse simultáneamente ya que entonces __o sería

zm

\1 Rz~: ) 11'

R (z)
b¡" = R (Z) " z" P, (Z) = - - "p¡ (z). para

zm

por tanto

pues

R (z)

un polinomio en contra de lo supuesto.

Si pasamos al límite en n, en (7), se ti ene

R (z)
a,' = --" P,, (z) = R (z) " zmp,, (z)

zm

donde el lím ite del seg un do miembro existe, evide ntemente.
Asi pues

{

P *"_"'+I (z) , ..., p. "* (z) }
Po (z), oo ., P"_,,,( z) ,-----

z . z'"

R (z)

Por otra par te, si en (6) to mamos normas, po r. (1) y la ortonormalida d del sistema em­
pleado tenemos

~ a" P" (z)
o
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donde los coeficien tes a" vienen dados por

Esta fórmula y el hecho de qu e los coeficient es a¡ sean independientes de n, nos per­
miten afirmar qu e R (z) /zm posee un desarrollo en serie resp ecto del sistema ortonormal
{P" (z) }o-;

R (z)
expresión que con stituye el desarrollo de -- según el sistema ortonormal

zm

Se obs erva qu e los coeficientes b¡" (j = O, ..., n -m) son independien tes de n por lo
qu e, en lo sucesivo, ,los designaremos ajo

Pod emos entonces escribir (5) en la forma

sie ndo



(9)

(8)

(OL 111L n)

j = n - 111 + 1, oo ., n

n

P(z) l'" = ~ d¡ zl
111 + 1

para

n

R (Z) = ~ bi" Z"-i P¡* (Z) 1"
j =II - ", +1

1

[ ]
1

"' - ,n -m n

~,a¡P i (z)= ---' ~ bi" zn- ¡p¡*(Z)
¡ => O Zm /=11-111 +1

m

P (Z) 1m = ~ d i z':
j = .0

R (z) = [b"_m+I,,, zm-I P*,,- m+l , (z) + oo. + bu" Pn* (z) ] "

n- m

O = ~ b¡" zm p ¡ (z) + [b."_m+I,,,zm- I P*,,-m+l (z) + oo . + b"n P,,* (z) ] 1"

ii)

Si, dado un polinomio P (z) = 1 ~ d i z', llamamos
i ~ o

siendo { b¡" }o", lo s coefici entes del desarrollo de R (z) en la base n,i m».

Además, por iden tificación de los coef icientes de z', para j = 0,1, oo ., n, en (8) y (9), se
obtiene un sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incógnitas { bi" }o", de det erminante evi­
dentemente no nulo, del cual no vamos a ocupa rn os sino para concluir la

Proposición 2. - «Los coeficientes del desarroll o en serie respecto del sis te ma orto­
normal {P,,} de un pseudop ol in omio pued en obte nerse medi an te ope racio nes lineal es'».

Como se ha podido ap reciar la descompos ición (4) nos ha perm itido reducir el estudi o
del desarrollo de un pseudopolinomio cu alquiera, al caso pa rticular de un pseudopolino­
mio de orden (m, O).

Análogamente, en la primer a nota podíamos hab ernos limit ado a cons iderar pseu dop o­
linomios de orden' (m, O), extendiendo los resultados obtenidos a to do y, con ay uda de
la ci tada descomposición. Así, una vez introducida la fórmula (1) se generaliza el produc­
to escalar de la forma siguien te:

PSEUDOPOLINO MIOS EN LA TEORIA DE POLINOM IOS OR TOGONALES

y utilizamos esta notación en (5), como grad R (z) = 11 'L 111- 1, será

Así pues podemos enunciar :

Proposición 1. - «Dado u n polinomio R (z) de grado 11 y dos números nat urales In, n
tal es que 11 < m:¿ n, se t iene :

i) El seg mento h ast a el términ o 'n - m del desarrollo en serie de l ps eudop olinomio
R (z)
-- respecto del sis te ma {P" (z) } viene dado por

z'"

o, lo que es equivalente , sí y sólo si

sí y sólo si

verificándose la igualdad de Pars eval
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M (z)
T(z) = L (z) + - -

zP

R (z)
s (z) = Q (z) +--,

Si

, '

BIBLIOGRAFIA

REVI STA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMI CAS y NATURALES

M (z) R (z) R (z) M (z)
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donde los produ ctos escalares del últ imo miembro están todos defi nidos .
Es evidente qu e esta fórmula es meno s man ejable qu e la obteni da en la no ta 1 y que

no pone de mani fiesto la propiedad característica del producto escalar, por lo que este
procedimiento no mejora el antes utilizado.

con p > m, esc rib imos, por linealidad,



TOPOLOGIAS ENGENDRADAS EN UN ESPACIO VECTORIAL
POR FAMILIAS DE FUNCIONES HOMOGENEAS RESPECTO

DE UN SUBGRUPO DE R'

POR

M. SOL ER

Depar tamento Teoría de Func iones. Facultad de Ciencias, Zarago za (España)

Abstract

The conditions in which a S-homogeneous map defines a topology compatible with an
algebraic structure of a vector space are studied in this papel'. The idea of convexity and
gauge are generalized, and its properties are studied. The definition of norme is genera­
lized, and it s relation with the concepts above are obtained.

Introducción

En la teoría de los espacios vectoriales topológicos po see -gran importancia el estudio
de los métodos utilizados para construir tales espacios, esto es, para unir una estructura
topológica a una algebraica logrando que ambas sean compatibles. Entre los ' procedi­
mientos em pleados para ello, uno de gran in terés es aquel que, partiendo de una familia
de funcio nes definidas en el espacio vectorial permite obtener una topología para la que
se satisfagan ciertas condiciones de continuidad. En este sentido, las funciones que origi­
nan espacios vectoriales topológicos más ' ricos en propiedade!> son las normas. Se han
estudiado distintas generalizaciones de éstas, tendiéndose en casi todas ellas a suavizar
la condició n de subaditividad . Así, en (4) Cuartero prescinde de la subaditividad y es tudia
to pologías engendradas por funciones absolutamente homogéneas, encontrando in teresan­
tes resultados. En (7) Garay prescinde de la homogeneidad absolu ta y se limita a cons i­
derar fu nciones positivamente ho mogéneas ob teniendo condiciones necesarias y suf icien­
tes para qu e una función de este tipo engendre una topología compatible con la es truc­
tura algeb raica. En esta memoria debilitamos aún más la condición de homogeneid ad,
estudiando las condiciones que debe verificar una aplicación homogénea con respecto a
los elementos de un subgrupo S de R+* (S-homogénea), para que induzca una to pología
compatib le con la estructu ra de espacio vectorial. Para obtener estas condiciones no s
apoyamos en los resultados obtenidos por Garay en (7); en particular utilizamos con
frecuencia las dos condiciones siguientes:

(PH.l) Existe k> O tal que p (x + y) L k [p (x) + p (x)] para todo x, y E E.

(PH. 2) p (- Up*) es tá acot ado.

,* Resumen de la Tesis Doctoral, dirigida po r el Dr . Garay de Pabl o y leíd a el día 18 de dicie mbre
de 1974 'ante el t ribu nal formado por ' los Doctores Rodríguez Vidal, Vigíl y Vázquez, Garay de Pablo,
Carp int ero Organero y ' Torres .Iglesias ., Fue" calificada con sobresaliente «cum laude».
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si

si

in f{ e, I x E Up } > O
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{

q (x ) = O

q (x) = f3.,-1

(SH.6)

y si im pon em os la condición

Esta aplicación es po sit ivamente homo gén ea y si ver ifica, com o tal ap lica ción, las con­
diciones PH . 1 Y PH. 2, induce una topo logía compa tible con la es tructura de espa cio
vectorial. Se ' satisface el contenido

u, = { x I q (x ) < 1} ~ u,

Representamos po r f3. el ínf imo de Ax Y definimos

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CI ENCI AS EXACTAS, FfSICO-QUIMI CAS y NA T URA LE S

(SH. 1) U; es absorbente .

(SH . 2) Para to do .x E Up* existe 7.. E R +* tal que

obtenemos el siguiente re sult ado:

Proposici ón . - Son equivalentes:

u, = { x Ip (x) < 1 }

U/ = { x Ip (x) = 1}

que ser án de utilidad en lo que sigue, y estudia mos sus propied ad es .
Definiendo

A. = { t > OIp (t x) = 1}

Una vez definida así la ap licación S-homogénea , se prueb a que también es homogén ea,
para los eleme ntos del mínimo subgrupo multi plicativo que contiene a S, por lo qu e se
puede suponer, sin per der gene ralidad, qu e S es un subgrupo de R +" ,

Se introducen los conjuntos .

li¡.tI L 7.. =? P (fL x ) < 1

(SH. 3) inf A. =F O para todo x E E*.
Como neces itarem os que los U, sean absorbentes, tenemos qu e imponer la condición

SH.3.

En el primer capítulo es tudiamos las condiciones para qu e una fu nción S-homogénea
gene re una topo logía compatible con la estructura algebraica .

D efinición. - Sea E un espacio vectorial , S un subconjunto de R +* Y P una aplicación
de E en R +. Decimos qu e p es un a aplicación S-homogén ea si veri fica

i ) p (OE) = O.

ii) p O. x) = J, p (x ) pa ra todo J. E S Y para todo x E E ..

iii) p (E) ~ S U {Ol-

En lo que sigue, suponemos que el subg rupo S no es trivial. Si es di screto, tomamos
como generador el mínimo eleme nto mayor que 1. Supon em os también , qu e los espacios
vectoriales son reales y u tili zamos la notación usu al.

I. Aplicaciones S-homogéneas
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111. Sfunctonal de Minkowski

11. S-convexidad

'V x, y E E.

'V x, YE E

{ f3__'. Ie, = 1} es tá acota do.(SH. 5)

Pus (x + y) L. k [Pus (x ) + Pus (y)]

Existe k> O tal que f3-'~y ~ k (/3;' + f3~I)(SH .4)

conviniendo que inf 0 = + eo, Este funcional es fin ito sí, y sólo si, SU = E. Imponiendo
restricciones al conjunto U va mos ob te niendo dis t in tas propied ades de es ta aplicación,
entre las que destaca la siguien te :

Proposición . - Sea U es trella do. Enton ces U es pseu doconvexo (en el sen tido de
Rol ewicz) sí, y sólo si , existe k > O tal que

- 27-

Una vez obten idos estos r esultados pensamos en la posibilidad de obten er un a gene ­
ralización del concepto de norma en el sentido an teri or . Como la convexidad aparece
relacionada de forma m uy di r ecta con las normas , damos, en el segundo cap ít ulo, un as
definiciones de conjunto convexo y absolutamente convexo dep endientes del subgrupo S.
Las definiciones son sim ilares a las clásicas, pero restringiéndon os a consider ar elemen­
tos del subgrupo en el caso de S-convexo, y eleme ntos cu yo módulo está en el subgrupo ,
en el caso de S-equilibrado y absolu tamente S-convexo . Estudi amos las relacion es entre
ellos y la exis tencia de envolventes, det erminando la forma de éstas en unos casos parti­
culares. Consideramos después que el espacio está provisto de una topol ogía, y estud ia­
mos la s propied ad es topológicas de los conjuntos que acaba mos de defini r . . resultando
su invaria ncia por paso a la clausura. Se obtien e también que la clausura de un conj unto
S-convexo es siempre un conjunto convexo, mi en tras que en el caso de lo s S-equi lib rados
y absolutamente S-con vexos , es preci so exigir que el sub grupo sea denso.

Se obtiene t ambi én que 'si U es S-est rellado y Pus verifica SH. 1 (o eq ui va lentemente
SH. 2 ó SH. 3), U es absorben te y que si U es absorbente, Pus verifica SH. 1, SR. 2
Y SH. 3.

Dedicamos el capítulo tercero al estudio del S-funcional de Minkowsk i, generalizació n
del conocido funcional de Minkowski. Ahora, lo definimos como

Pus (x) = inf{ a E S Ix E a U}

Se obtiene ahora el resultado que buscáb amos.

Te orema: Sea P una aplicación S-homogénea definida en un espacio vectorial E . P in­
duce en E una topología compatibl e y localmente acota da sí , y sólo si, verifica SH. 4,
SH. 5 y SH. 6.

Dedicamos el resto del ca pítu lo al estu dio de la s condiciones para que un a familia de
aplicaciones S-homogéneas engendr e una topología , al es tudio de la equiva lencia de ap li­
caciones S-homogén eas (en el sen t ido de que induzcan la m isma topología) , y a la sepa ­
r abilidad y m etrizabilidad de dicha topología .

es cierto el contenido U; e /, U; para algú n l, > O, comprobándose la equivalencia en tre
este último hecho y la condición SH. 6. Va a resultar su ficien te imponer esta última con­
dición SH. 6, debido a que su cumplimiento implica el de SH. 3.

Las condiciones PH. 1 Y PH . 2 referidas a la aplicac ión q toman la forma
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II xll =O <-=7 x=o

II x+ YIIL ll xll + II YII
II t x ll=l t l ' lI xll

II EII ~ S U{O}

(SN. 1)

(SN. 2)

(SN. 3)

(SN . 4)

que verifica

para todo x, y E E Y para todo t tal qu e I t lES.
Defin imos de forma simil ar S-seminorma, S-cuasinorma y S-cuasiseminorma.

Ahora no s bast a imponer la condición SH. 6 a una S-cuasiseminorma para que ésta
induzca una topología en el espacio vectorial, topología qu e es localmente acotada . La
topología que induce u na S-semino rma es loc almen te S-convexa y si 2 es un eleme nto de
S, esta topología es localmente convexa. En el re cíproco hay que distinguir dos casos, tal
y como se pru eba en :

Proposición. - Sea E un espa cio localmente S-convexo y localmente acota do. Se
veri fica:

{
lI f (X) II T }

i ) A = I x =i= O está acotado.
11 x li s

B = { 11 f (x) li TI 11 x li s = 1}

e = {11 f ( x ) liT I 11 x li s< 1}

- 28-
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i ) Si S es disc reto , exis te una S-cuasiseminorma que genera la topología .

ii ) Si S es denso , existe un a cuasiseminorma qu e genera la topología .

En el caso de qu e el espacio topológico sea Hau sdorff, se sustituyen las funciones
anteriores por S-cuasinorma y por cuasinorma re sp ectivam ente. .

Se obtienen resultados similares para el caso de familias de funciones S-homogéneas,
eliminándose la condición de localmente acotado en el recíproco.

En el segundo parágrafo de est e cuarto capítulo se estudia el espacio Lea (E, F) de las
aplicac iones aditivas, S-hom ogéneas y continuas ent re dos espacios vec toriales E y F
S-normado, T·normado, respectivam ente.

ii) f es continua.

Existen equivalencias similares con los conjuntos

Proposición. - Sea f E La (E, F). Son equivalentes

Definimos acotación en una di rección y es tudiamos su re la ción con el hecho de que el
S-funcional de Minkowski se anule, terminado el capítulo con el estudio de las «bolas
ab ier ta s y cerradas» de es ta aplicación , as í como su re lación con la con tinuidad superior
e inferior.

Habíamos definido espacio localmente S-convexo como aquél que admite una base de
entornos del origen absolutame nte S-convexos , resultando ej emplos suyos los espacios
1p, 0< P < 1. Pasamos ahora al estudio de los espacios localmente S-convexos y de las
S-normas, dedicando a ésto nu estro cu arto capítulo.

Def inición. - Sea E un espa cio vectori al y S un subgrupo de R+*. Llamamos S-norma
a una aplicación

IV. S-normas
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coincidiendo los supremos de todos ello s si S es den so. Si S es discr et o, con eleme nt o
generador a, se veri fica que

N ,¿M ¿Na

. donde N = sup e y M = sup A. En todo caso, sup A = sup B.

Para definir la norma en LCG (E, F ) u tiliz am os el conjun to A, y definimos la aplicación

11 • 11 : LCG (E, F) -,.. R

11 f 11 = sup A.

resultando que si T es discreto, la apli cación anteriormente definida es una T-norm a, y si
T es denso, es una norma. Si la definic ión la diésemos utilizando el conjunto B, no ha­
bría modificación. Si utilizamos el conjunto e, la norma cambia, pero la topología en­
gendrada será la misma debido a la s desigualdad es que hem os reseñado anteriormen te .
Además, esta aplicación engendra siempre una topología compatible con la es tructura de
espacio vectorial. Por lo tanto, si T es discreto la topología es localmen te T-convexa, y
si T es denso, es localmente convexa.

Se define el S-dual topológico como el espacio Lcs (E, R) , que es, po r tanto, espacio
normado. En el caso de que F sea completo, LCG (E, F ) es complet o, por lo qu e el S-dual
topológico es también completo.
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P OR

(1)

(2)

Alp) - Alp.) = E [IX IP - IX IPl a;" ]n+ l n n+ 1 " (J' "

donde e es finito , distinto de cero y depende sólo de p.

Si p~ 2, se verifica:

e' II AI~ lb ¿ II B~) 1I ~1/2 + Ii BI: 11 1~ c" II A(~ 11 1.

TEOREMA 1.- Si p ~ 1, se verifica:

I. - El teo rema siguiente, basado en una desigualdad de Bu rkholder, generaliza no­
tablemente un resultado de Neve u que liga ambo s procesos crecientes (véase [2] , pági­
nas 159-160):

que coincide con el {A./p)} n E N en el caso en qu e p = 2.

y llamemos {B ./P;} n E N al p ro ceso creciente:

Depar tamento de Estadística Matemát ica y Cálculo de Prob alida des
Univers idad de Zaragoza (Españ a)

DOS OBSERVACIONES SOBRE UNA DESIGUALDAD
DE RURKHOLDER

M . SAN MIGUEL

Sob re (Q , 2f, P) sea {X,,} n E N una martin gala con resp ecto a la familia cr eciente
{ 2f.. } n E N de sub-tribus de 2f, tal que X¿ = O Y de potencia p-ésima integrable (p ~ 1).
Designemos con {A..lp) } ?tE N el proceso creciente de la descomposición de Doob de la
sub mar tingala { IX"lp} n EN:

In this note , we give two applications of a in equali ty of Burkholder [1] whic h make
more general a result of Neveu [2] about the increasing process associated to the Doob 's
decomposition of a sub-martínga le { IX"lp} n E N (p~ 1) and 3 inequality of Rosén [3]
for sums of independen t r . v: s.

donde e/ y. e" son finitos, dis tin tos de cero y dependen so lamen te de p.

DEMOSTRACIÓN. - Sea { ( X, X )..} n E N el proceso de varianzas asociado a la mart ín­
ga la { X.. } n E N:

(X, X)o = E [X0
2!2f o] , (X, X ).. = E [Xo212f o] + ... + E [(X" - X.._,)212f.._,] .

-31-
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es válida entonces la sigui ente desigualdad (véase [1] , te orema 21.1):

(3' )

(3")

" ,

E [B(~J L. C3 su p E [ IX"lp).

c211.v(X,X )00Il PpL. II Q:'II ~ ,s;cl sup IIX"II ~( = c3E [A~]).

j B.IP)} n EN para deducir (1).
Por otra parte, si { [X, X) ,,} n E N es:

[X, X). = Xl, [X, X)" = X .' + .. + (X" - X"_I)'

Si <I> es una función continua y no decreciente sobre [O, 00] , qu e verifica:

<I> (O) = O, <I> (2 A) L. CI <I> (A) 0, > O),

<I> (sup IX,,+, - X"J) L. ~ <I> <IX"+l - X,,!>'
n " ""0

32, -

E [4>(sup ¡X"J)]~ c E [<I> (J (X, X) (0 )] + cE [ <I> (sup lX"+, - X,,J)l, (3).

y de (3') y (3" ) se deduce en definitiva la desigualdad (2). =1:1=

COROLARIO 1. - Sea p > 1. La martingala j Xn } nE N converge en L, (y por consiguien­
te [c. s.]) si E [(B~)Pf2) < 00 y E [B~~n < oc.

Cuando p zs, 2, la martingala {X.} n E N está acotada en L, (y por cons iguiente con­
verge en Lp) sí y sólo si B(~ ELpjk (k = 2, p).

DEMOSTRACIÓN. - Si p ;» 1 y E [A,/ p)) < 00, la martingala converge en L, y [ c. s.) a una
v. a . integrable X oo ' Aplicando la desigualdad (1) del teorem a ob ten emos por cons iguien­
te la primera parte del corolario.

Si p:::::'" 2 Y {X.} n EN está acotada en L, bas ta tener en cuenta la segunda parte de
la desigualdad (2) para deducir qu e B(~/ E LpJk (k = 2, p ). =1:1=

OBSERVACIÓN 1. - Si T es un ti empo de parada con respecto a j fT.} n E N, la mar­
tingala {XTAn } n E N converge en L , y [c . s.] si E [(B / ' I)pf2) < 00 y E [BT,pI) < 00, se­
gún el t eorema y corolario anteriores .

En [2) pueden recogerse además algunas aplicaciones del teorema para el caso en que
j X,,} n E N es un recorrido aleatorio , =1:1=

(véase [1) , lema 16.1 y teorema 3.2), donde C2 Y C3 dependen exclusivamente de p .

Como ~ IX.+!- X"lp L. (Q;")p si p :::::'" 2, resulta de aquí:
"=0

y j Q"X} n E N es el proceso de variación cuadrática, definido como Q"x = J [X, Xl .
(n E N), se tienen las desigualdades :

se obtiene:

E [(s~p IX,, !>p] :L. cE [ ( J (X, X ) oo)P] + c ~ E [ E [ !X"+l-X,,lplc7,,]J,
donde c sólo depende de p .

Basta tener en cu enta qu e E [AI~) = su p E [j Xplp) y la definición de los pro cesos

don de c dep ende sólo de CI'

Tomando <I> (A) = 'J..! (p:::::,.. 1) Y advirtiendo que



OBSERVACIÓN 3. - Si se toma

DEMOSTRACIÓN.- Como

(6)

(5)

(4)

- 33 -;-

n

sup IIX"II: L «: E {( ::E (E [ IX"+I- X"j2plc'T ,,])I/ p
)p}

n=O

00 00

sup IIX"II;; ~ e'" máx. {(~ 1..2"+1P ,,+1)2, ~ A2~+, P,,+I }
11 =0 "=0

ex> 00

sup II Xn ll'ipL. e'" máx {[E ( ::E U2"+1 Vn+1 )P], E [ ::E U2~+1 V n+) }
n= O n=O

se obtiene en particular:

dond e c/" es un núm ero qu e sólo depende de p.

DEMOSTRACIÓN. - Es inmediata teniendo en cuenta (2) y . que B OO K ) = O. #

OBSERVACIÓN 2. - Si {X,,} n E N es una suma de v . a. independien tes y centradas y
U"+1 y V"+I son números reales 1."+1 y P"+I (n E N), respectivamente, se ob tiene:

para todo p~ 1. (Rosén derriuestra esta desi gualdad cu ando : p es un número na­
tural). #

lím sup X, = + 00 y lím in f X, = ..,.- 00
n

U"+I = (E [ IX,,+I- X"J2pl c'T ,,])If'P, V"+1 = 1 (n E N),

DOS OBS ER V ACIONES SOB RE UNA DES IGUALDAD DE B URKHOLDER

E [sup IX"+I - X" lp] L.e" sup ·E [ IX"lp] <00
n n

La continuación de la demostración es análoga a la hecha en [2] , págs. 156-158. #

JI. - Med iante la misma des igu aldad (3) se pued e generalizar también un res ult ado
de Ros én (véa se [3] ), del modo si gui ente:

TEOREMA 2. - Si {X
n

} n E N es una martingala y existen v. a. Un Y Vn (n E N) ta­
les que

ex>

sup IX,,+l - X ,,\p L. ::E IX,,+1- X ,,\p,
"=0

E [sup IX,,+l- X"lp] L. E [ ~ IX"+I - X"lp] = E [BI:: ]
,1=0

resulta:

sobre {A<t; = 00 }.

Sab emos que si E [sup ¡X"+l - X ,Ip] < 00 (p~ 1), los suceso s {{ X" f 11E N es conver­
gen te } y {A~:/ < oo ] son igual es [c . s .] (véase [2] , p ágs. 156-158). Sin embargo, el cora­

lario siguient e p ermit e prescindir de tal: hi pót esis cu ando p ~ 2:

COROLARIO 2. - Si la martingala {Xn } n E N es de potencia p-ésima integrable (p ~ 2),
se ver ifica

se verif ica:

y basta aplicar la . desigualdad (2) para deducir .
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o bien , si {Xn ~ n E N es tá formada por sumas de v. a. indepe ndiente s y centradas:

su p II X" II/L c"' { ( ~ (E [ IX"+l-Xnl,p])l IP)P}
n = O

(desigualdad de Whittle).

Para

la desigualdad (4) se convierte en :

sup IIX"II'fpL c'" máx. { E [( ~ V n+1)P], E [ ~ V " +l] J. #
"= 0 n=O
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(8)
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(0.3)

(0.1)

(0.4)

(0.2)

p (x, y) = sup Ix (t ) - y (t) I
O~tS; l

1 t - (i - 1)[n 1
Y,,(t,w) = -- Si_' (W) +-------X ¡ (w )

o .,In l /n ·o ,¡n

converge en distribución al movimiento browniano W, (w) :
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. M. SAN MIGUEL

We pretend to settle in this work a Donsker 's invariance principIe for exchangeable
random variables, with an application to sampling without replacement.

SOBRE EL PRINCIPIO DE INVARIANCIA
PARA PROCESOS INTERCAMBIABLES

Del mismo modo, si D es el espacio de las funciones sobre [0,1] que son continuas a

.. i]si t E - n-' ----;; ; o bien, puesto que i - 1 es la parte entera de n t, i - 1 = [n t ], si

t E [(i - 1)/n, iln), abreviadamente:

1 1
Y,,(t, w) = --S r ] (w) + (n t - [n t]) -- X [ ]+l(w)

- nt - nt
o ';n o .,In

Si XI> ..., X"' ... es una sucesión de variables aleatorias reales definidas sobre un espacio
probabilístico (Q , cff. , P), independientes e idénticamente distrib uidas, con media cero y

varianza ¿., y llamamos So = O, S" = ±X, a la correspondiente sucesión de sumas par­
;=1

ciales, el prinicipio de invariancia de Donsker asegura que el elemento e definido en
la forma:

Sea e = e [0,1] el espacio de las funciones continuas reales sobre el intervalo cerrado
[0,1], metrizado mediante la definición de distancia entre dos funciones x = x (t),
y = y (t) como:

o

Summary
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1X"f --+ 1x p("l f

(0.5 )

(0.6)

(0.8)

(0.7) -

o
Y" --------+ W

1
Y ,,(t, w) = --5 r ] (w)

- 11/
a .,In

P 1B f ,; f PF (B) fL (d F )
- fT

kn P 1m P P
~ X ,,¡~ O, ~ XZ,,¡ - -+ 1, máx . IX"d --------+ O

i= l i = l JS;;iS;;kn
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son intercambiables y verifican :

para todo BE $RN, donde P (B) es la probabilidad del suceso B y PF(B) es la probabili­
dad construida del modo habitual sobre (U N' $RN) a partir de la hipótesis de -que las va­
ri ables aleatorias 1X; f son independientes y con la mi sma función de distribución F.

Los resultados de ca rá cter gene ra l sobre vari abl es aleatorias intercambiables pueden
encontrarse en los textos de Loeve [4] y Meyer [6] y en es te último, en particular, se hace
referencia a trabajos de Hewitt y Savage sobre el terna .

Billí ngsley demuest ra qu e si, para cada 11, las variabl es alea torias

fT(X,y) = 1F E fT j F (X) L y f

y si U es la a-álgebra engendrada por la clase { fT (x , y) }, exis te un a medida de probab ili­
dad r¡t. sobre el esp acio medible (fT , U) ta l qu e:

de re cha y ti enen límites a izquierda , con una métrica conveni ente (véase [2] , pp. 109-123),
la función aleatoria de D:

preserva la estructura medible de R' (véase [6], p . 189) . Si P es un a medida de probabi­
lidad sob re ( UN, $RN) tal que su im agen me diante tal b iyección coincide con P para todo
p se dirá que P es una probabilidad simétrica o intercam biable. (Es eviden te además
que si P es un producto de medidas de p robabil idad, P*, iguales 'entre sí, P es intercam­
biable).

Si desi gnamos con 1X; f las va riable s alea torias coordenadas y P es inter cambiab le,
la dis tribución conjunta de Xi" ..., X ik para cualesquiera i., ..., ik distintos dep end e sol a­
mente de k y es indep end iente de i h oo ., i k • En este caso, el p roceso 1X; f se lla~a inter­
camb iable. Un teorem a de De Finetti asegura entonces qu e si fT es la clase de las fu n­
cion es de distribución sobre (U, $R), si para cada par de números reales x, y, se
define

Es grande el número de trabajos re lat ivos al principio de invari ancia o teor ema del
lím ite cent ral fun cional para diversas funciones aleatorias de e o D. Adem ás de los de
Billingsley [2] (1968), exis ten, entre otros, los de Lyones [5] (1969) para martingalas inver­
sa s, Brown (1971) para martingalas, MiIler y Sen (1972) y Sen (1974) para U-estadísticos,
Sen (1973) y Raghavachari (1973) para estadís ticos de Kolrnogorof-Sm irnof, Sen y Ghosh
(1974) para estadísticos de orden-rango, etc.

Consideremos por otra parte el espacio (U, $R ), donde U es el conjunto de los real es
y $R la familia de los conjuntos de Borel de H, y formemos el espacio producto
(U N, $RN), donde N es el conjunto de los natural es . Si P es el grupo de las permutacio­
nes de N que sólo intercambian un número finito de na turales, para cada pE !R la bi­
yección:

veri fica:
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1

(1.2)

(1.3)

(1.1)

g)
(S", S ,,+m-:- S,,) -~--+ (S'. S")

g)
S,,--+S'.

1 1
Y,,(t, 'w) = --$ (w) + (nt - [nt]) -= X (w)

.¡n [ n t ] .; n [ n t] + 1

si y sólo si:

DEMOSTRACIÓN. - Evid entem ente (1.3) implica (1.1) au n sin hacer la hipótesis de qu e
1X; f es intercambiable. Para demost rar el recíproco, basta com probar (véase [2); p. 27)
que si

lím P 1S" E A' f = P ~ S ' E A' f
'"

[knt]
Y" (t, w) = ~ x; (w)

i =!

lím P 1S,,+m - s.E A" f = P ~ S" E A" f
1>
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Pu es to que utilizaremos la convergencia débil de las distribuciones fini to-dime ns iona ­
les de las medidas de probab ilid ad P", en (C, e) (e es la a-álgebra de los con ju nto s de
Borel de C). corresp ondientes a las Y", y el tensamiento (<<tightness») de la sucesión ~ Y" f,
qu e es equivalente (véase [2]. p . 54), puesto que C es completo y separable. a la com ­
pacidad relativa de la familia P" de me didas sobre (C, e ), te nemos necesid ad de es ta ble­
cer dos lemas:

L EMA '1. - Sea m un ~ntero positivo y ~ S" f la suces ión de sumas parciales del proce- :
so intercambiable ~ X" f. Si S' Y S" m n variables aleatorias definidas en (RN, $RN) y con
valores en (R. $ ). se verifica:

B. B, Bhattacharyya demuestra en [1] qu e si ~ X" f es un a sucesion intercambiable y
M""L M"" iL ... L M",,, son los estadís ticos ordenados. correspondiente s a la n-tupla

X" X ,• .... X "' la su cesión (M",,, - M I , ,, ) / ( ;) es una submartingala inversa si E (Xi) < 00

y la sucesión M",,,/n es así mi smo una submartingala inversa si las X I son no negativas. Po­
demos añadir entonces. teniendo en cuenta los resultados de Loyn es, qu e para ambas
sucesiones es válido un principio de invarian cia , cuando sea n martingalas ,

Aprovechando un trabajo de Blum, Chernoff, Rosenblatt y Teicher [3] , en el qu e se
dan condiciones necesarias y suficientes para que un proceso intercambiable sa tisfaga
el teorema del límite central . pretendemos demostrar en lo que sigue la conve rgencia al
movim iento b rowniano de las Y" correspondientes .

conve rge en dis tribución al puente b rowniano (véase [2]. pp. 208-214):

sa tisfacen un principio de invariancia, en el sentido de qu e la fun ció n aleator ia de D:

Dada una prob ab ilid ad P interc ambiable sobre (nN, !13/'), consid eremos el proceso
coordenado intercambiable definido en 0, {X,, }, para el que suponemos. sin merma de ge­
neralida d, que to das las variab les aleatorias X " tienen medi a cero y varianza uno. Sea

.además n el element o de C: r



(1.5)

(l.4)

E [( X/ - I ) (X;'-l)] = O

P pnáx· IS;1:::::,. ¡, i n) ¿ 2 P { IS"I :::::,. O. - v'Z) v'n }.
I :S;n

LEMA 2. - Si {X.} es intercambiable se verifica:

E [X;X¡] = O,

para i =1= j (véase [3]). Entonces :

¿2 Jif e, {I S"I :::::" 0.- v'2 ) v'n} ifL (d F) =

= 2P { IS"I:::::" 0,- v'Z) v'n }. #
El proceso intercambiabl e {X,,} con medi a cero y varianza uno satisface el teorema

del límite central si y sólo si:

DEMOSTRACIÓN. - La des igual dad es cier ta para var iables aleator ias ind ependien tes (véa­
se [4] , p . 247). Por consiguiente:
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TEOREMA 1. - Si el proceso intercambiable, con m edia cero y varianza uno, satisface las
condiciones (1.5), las funciones aleato rias definidas en (1.1) ve rifican :

= J e, ~ S' E A'} . r. ~ S" E A" } lfL (d F ) = JPp { S' E A', S" E A" } rfd d F) =
if if .

= P {S' E A', S" EA" },

ya que también {w : S' (w )EA' , S" (w)EA" f E :BRN
• #

RE VISTA DE LA ACADEM IA DE CIENCIAS EXACTAS, FIS ICQ·QUIMICAS y NATURALES

lím P ~ S"E A', S,,+m- S" E A"} =

"

lím P ~ S" E A', S,,+m- S" E A"} = P ~ S' E A', S" E A" f·
"

teniendo en cuenta (0.7) y la independencia de S" y S,,+m- S" bajo Pp.

Aplicando el teorema de la convergencia acotada de Leb esgu e-

P {S"E A' , S,,+m~S"E A"} = Jif e, {S"EA', S"+m-S,,E A"} ~L (d F) =

= Jif Pp { S"EA'} . e, ~ S"+m-S,,E A"} 'fL (d F),

Pu es to que {w: S; (w) E A' , Sn+m(w) - S" (w ) E A" f es un elemento de :BRN
, se pu e­

de poner :

para todo par de conjuntos A' y A" de S' -continuidad y S"- continuida d, re spec tiva­
mente, entonces:
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(1.6)
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q)
Y" ----+ W,

1
Y" (t, w) = ---= 5 (w)

';11 [ ni ]

si { X,,} es intercambiable con me dia cero y varianza uno y sa tisface (1.5). =1=1=

conve rge en distribución a W,:

lím supo P {máx . 15;j~ i. o/n }
JI i s: n

OBSERVACIÓN 1. - Del mismo modo pu ede demo strarse qu e la función en D defi­
nida por

g)
(Y" (s), Y" (t» ) - --+ (W" W ,)

1 16
= 2 P { 1cAP 1~ - 1, } < - E [ 1e/V) 1

3
],

2 1,3

DEMOSTRACIÓN. - Pro cediendo com o en [2] , pp , 68 Y 69, se demuestra qu e:

q)
(Y" (s), Y" (t) - Y" (s) - -7- (W" W, - W,)

g)
---= S ----+ W,

.; n [n s ]

( .;1
n

S[n s] ; .;1
n

(S [n t] -5[n s]») .s: (W" W , -W,)

si aplicamos el lema 2 con A> 2 ';2 .
Tomando A suficientemente grande se deduce de [2] , p. 59, qu e la sucesión {Y,,} es

tensa (et íght»).

Ambas conclusiones implican la tesis del teorem a (véase [2] , p. 40). =1=1=

(cAP es la variable aleat oria correspondiente a una dist ribución normal de medi a cero
y vari anza uno). as í qu e:

Basta repetir el razon amiento con un conj unto de tres o más pun tos para deducir
que las distribuciones fini to-dime ns iona les de las Y" convergen a las de W.

Por otra parte, pu esto qu e { X,, } satisface el teorema del lím ite central:

lo cual implica ([2], p . 31):

y, por consiguie nte, qu e Y" (s) ---.,...-..J>- W, para to do s, si se t iene en cuenta que {X,,}
sat isface el teorema del límite central y además que [n s]/n ---.,...-..J>- s.

Del lema 1 se deduce enton ces qu e para s < t:

y por consiguiente:



(1.9)

(1.8)

(1.7)

(1.10)

k"

- - -=1,

lím E" [X' ''l • X'",] = 1

E" [X"l • X",] = O (~ )

- 40 '-

k"

k "

~ X"i
t = 1
--- - =0,

DEMOSTRACIÓN. - Basta tener en cuenta la demostración del teorem a 1, el lema 2, y el
corol ario al teorema 8.3 de [2] en pp. 56-57. #

Como aplicac ión , Billingsley generaliza un resultad o de Ros én , considerando, para
cada n, un a población finit a:

REVIST A DE LA ACADEMIA DE CI ENCIAS EX ACTAS, FIS ICO-QUIM ICAS y NA T URALES

(cada una de la k,,! permutaciones posibles tiene una probabilidad l /k,,!), que es, desde
luego, un proceso intercambiab le. La función aleatoria de D:

y una permutación aleatoria de ella:

e Y" (t, w) = 'O para O.L. t < 1 k" desc ribe el curso de un muestreo sin reemplazamiento
sob re la población fini ta (1.8) y se demuestra, baj o las condiciones (0.8) ya citada s (v éanse
[2] y [7] , [8] Y [9]), que Y" converge en distribución al puente browniano W".

Del mis mo modo, si suponemos que para todo n las k ,,-tuplas (1.8) satisfacen:

[k"t]
Y " (r, w) = ~ X ,,¡ (w)

i = 1

TEOREMA 2. - Si las variables aleatorias int ercamb iables X"" X"" .oo , XnkJl con media
cero, varian za uno ' y mom ento absoluto de tercer orden finito satisf acen las condicion es
(1.7), la función Y" ver ifica:

1X"¡f satisface el teorema del límite central. Si denotamos S,,¡ = X "I + oo. + X ,,¡ e Y" ,a
la función aleatoria sobre e que, como en el parágrafo 1, es lineal sobre cada intervalo
[(i -l )/n, i/n] y toma los valores Y" (i/n) = S"Jn en los pu ntos de subdivisión, puede

q]
demostrarse, lo mismo qu e antes , la convergencia Y" --+ W:

Para cada ent ero positivo n, sean X "" X "" ..., X" K" variables aleatorias intercambia­
bl es con me dia cero , var ian za uno y momento absoluto de tercer ord en fin ito. Si designa­
mo s con E" la espe ra nza con respecto a la distr ibución de l n- ésimo proceso , en [3] se
demuestra qu e si:

2
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se ob tien e mediante cálculos conocidos:

(1.12)

(1.11)

k

1':11

:¿; Ix,,;j3
;=1

»;
k,?- ~ )..~lI j

i = 1

k"

k" (k " -1)

7,

i IX,,;13
i = 1

E" [ [X,, ;j3] = ---

1
E" [ X", . X", ] = - --­

k ,, - l

E" [.K'", • X'",] = ---- - -

n
Iím --- = O, l ím - - -- = O, --- - < OC' ,

n k,,- l n k,,(k,, - l)

COROLARIO 1. - Si las poblaciones (1.8) satisfacen (1.10) para cada n y adem ás:
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la función aleato ria Y ; definida sobre C a partir de los procesos (1.9) converge en dis­
tribución al movimiento brow niano.

DEMOSTRACIÓN. - Basta tener presente que los procesos (1.9) poseen, en este caso, me­
dia cero, varianza uno y momento absoluto de tercer orden finito y, según (1.11) y (1.12),
satisfacen las condiciones (1.7). #

para los procesos (1.9). Puede enuncia rs e entonces el siguiente coro lario del teorem a 2:



SISTEMAS CANONICOS EN MECANICA CELESTE*

POR

R AFAEL CID Y M ANUEL CALVO

Departamen to de Física de la Tier ra y del Cosmos
Universidad de Zaragoza

Abstract

In this paper a deeper revrsion of th e Soudan work, on the canonica l syst ems, is
ma de. We ha ve departed from Hill's canonical syste m and by means of an adequate
gene ra ti ng function , we ob ta in all of Soudari's canonical systems valua ble for elliptical
mo tion an d other general or elliptica l systems not containe d in that work.

1. Introducción

En el estudio de muchos prob lem as de Mecánica Celeste, es bas tant e usu al com enz ar
escribiend o las ecuacion es correspondie ntes en fo rma canónic a, no sólo porque así se
dispone de un sistema de ecuaciones di ferenciales todas de primer orden , sino porque
para es tos sistem as existen técnicas muy definidas que permit en abordar su resoluci ón
de una manera sistemátic a . Por otra parte, la integración de un sis tem a canónico depen­
de esencia lmen te de la forma del ha milt oniano correspondiente o, lo qu e es igual, del
conjunto de va riables elegida s; de ahí la importancia de esta elecc ión y por tanto del
es tudio de los diferentes sis te mas canónicos que pueden ser utilizad os .

Reco rd emos a este respecto que muchos problemas de ca rácter orbital (movimiento
de un sa télite artifici al , mo vim iento pl an et ario, etc .) se reducen al de dos cuerpos, con
un potencial que, adem ás del término principal - ',1/ 1', contiene otros términos denomina­
dos perturbaciones. Para est e tipo de problemas es fr ecuente el uso de las variables ca­
nónicas de Delaunay (o combinacion es de éstas), basadas en los elementos osculadores
instantáneos; pero existen ot ros sis te mas de variables can óni cas que, en ciertas condicio­
nes , pueden sustituir ventajosam ente al de Delaunay. Así, por ejemplo, Levi-Civita (1913),
considerando fija la energía kep leri ana, est ableció ot ro siste ma qu e lleva su nombre y
en el cual las órbitas osculatrices son iso energéti cas en todo instante. Del mismo modo,
Hill (1913), de Sitter (1913) y Jekhowsk y (1916), apoyándose en esta idea definieron siste­
mas canónicos en los qu e las órbita s osculatrices tienen fijos otros eleme ntos orbit ales.

Fin almente, Soudan (1955) id eó un procedimento sistemático para obtener es tos cinco
sis te ma s canónicos de variables juntamente con un nu evo sistem a. Para ello, expresa las
ecuaciones del movimento por medio de las coordenads pol ares y sus momentos can óní­
cos conjugados y llega a la obtención de una función generatriz dep endiente de varios
parámetros. Según el modo alt ernativo de fijar dich os parámetros, obtiene los di feren tes
siste mas canónicos. .

* Este t rabajo fue present ado en las II Jornadas Mat em átic as Hispano-Lusas (Madr id , abril de 1973).
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(2.S)

(2 .4)

(2.2)

(2.1)

(2.3)

H = UcosI

'¡.t ¡.t'
Ver) =----

r ,.;2

1 ( U' )
H = - 2- R' + -;;- + V (1')

i r J 2 f~ 2 1~'- G'
s s. 2 E +- + a r s c u

~ l' r

R = l' = dr l dt

+[(::r++(::r]--;-_¡.t;, = E

admite una solución de la forma

dond e I designa la incl inación de la órbita, consti tuye el sistema (R, U, H, 1', ti , h) de
variables can ónicas de HilI.

En dicho sistema de variables , el hamil toniano que define el movimeinto de l punto
P, en un campo de potencial V (1'), viene dado po r la expresión

donde J\ y J\" son dos parámet ro s.

Entonces, si E representa la energía de la solución, la ecuación de Hamilton-Jacobi

donde G es un a constante in troducida en la in tegración de (2.S) y ro es un cierto valo r
de r, que más adelante definiremo s.

Es evidente que en el caso del problema de los dos cuerpos, los parámetro s (G, E, ,ft ¡t ')
son cons tantes, pues G es el mó dulo de l momento angular, E la in tegral de la energía
fL' = O Y ti. = k' (mo + m) una cons tante absoluta. Sin em bargo, dicha constan cia se verá
modificad a, en los tres primeros cuando se trate de un movimiento perturbado e incluso
no hay in conveniente en considerar el par ámetro j, como variable (como sucede en el
problema de ' movimiento de un cuerpo con masa variable).

---.44 '-

Ahora bien, con objeto de obtener una función generatr iz de la cual se puedan dedu­
cir los distintos sistemas de variables, considerem os el caso en que la función potencia l
V (1') es del tipo

En el mo vimi ento orb it al de un punto P, con respec to a un cierto siste ma de coorde­

nad as de origen O, se puede definir la posición de P por medi o de la distancia r = Ir[ = OP
y los áng ulos h (ángulo del nodo) y ti = g + t. siendo g el argumento del peri astro y f
la anoma lía verda de ra . Estas tres coordenad as (1', ti , h ), junto con las vari ables

El presente trab ajo intenta una rev isión más profunda del mi smo probl ema , presen­
ta ndo los sistemas de variables incluidos en el trab ajo de Soudan y algunos otros nuevos .
Para ello, se ha partido del sistem a de variables de Hill y mediante una ad ecuada función
generatriz dependiente de ciertos parámetro s, qu e pueden considerarse como con stantes
o variables, se establecen algu no s sis tem as canónicos váli dos para cua lquier movimien to
orbit al (elíptico, parab ólico o hiperbólico) y otros que so lamente pueden se r empleados
en un mov imiento elíptico. En tre éstos se encuentran los sis tem as mencion ados po r
Soudan.

2. Función generatriz
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3. Sistemas canónicos válidos para cualquier tipo de movimiento or­
bital

Veamos, en primer lugar , un conjunto de sistemas canónicos que pueden ser utilizados
indistintamente en m ovimi entos de tipo elíptico, parabólico o hiperbólico.

Para ello, en lugar de 11" int roduzcamos un nuevo parámetro '1' dado po r

(2.9)

(2,6)

(2.8)

(2.7)

(3.1)

(2.10)

(i = 1, 2, oo ., 11)

'TI
2 ,¡.t' =-- G'

1 + 1]

as .aS e 11et
Q¡ = - -+ - - - -

aP, e1]et aPi

45 -r-r-

as
Q = - ­

er,

(J1

2.f1' -G' = - -­
1 +'1

w = R d t -Q¡ d P¡ -Pi dq¡

as
p, = - ­

a q ,

aS as 011et
p¡ = - - + - - - -

aq¡ 011et a q¡

S = S (q, P, t : 11),
que verifica la condición

. a' s )det ( ::;b0
aq¡aPk·

definen implícitamente una transformación canónica (p , q) ---+ (P, Q).

En efec to , sus tituyendo (2.8) en la forma diferencial

y tomando R = - S,, resulta una diferencial exac ta, lo cual, como sab emos es condición
necesaria y suficiente para qu e la transformación anterior sea completamen te canónica.

Supongamos ahora que la función (2.6) contenga parámetros dependientes de las va­
riables (q, P ), es dec ir 'lk = 'h (q , P) . En este caso, las ecu aciones

y dond e il = (11" '1" oo. , 11k) son un conj unto de pa rámetros.
Entonces, si dichos parámetros son constantes (independientes de las coordenadas q ,

y los momentos Pi), las ecuaciones. .

nos proporcionarán una transformación can ónica , siempre qu e las nuevas var iab les sean
independientes. En efecto sustituyendo (2.10) en (2.9) con R = - S" queda

w = - S, dt - SP; dP; - Sl]et (1]et)p; dPj - Sq; dq , - S 11et (11et)qj dq , = - dS
i

que es un a diferencia exacta, luego la transformación definida por (2.10) es completa­
me nte canónic a .

Concret am ente, en el problema que no s ocupa, tenemos una función S qu e depende
de q¡ = r, q, = u, y de cuatro parámetros 1]1' Ú2' '13' '1., ' Bas ta rá , pues, tomar dos de ellos
como momentos P, = l1e P, = 1];, para te ner un a función del tipo (2.6), a . Ia qu e ap lica re­
mo s la transformación (2.8) o (2.10), según que los rest antes parámetros sean constantes
o dependan de las coordenad as y momentos (q" q" PI, P,).

Por eso es preferible considerar la función generatriz S como un a función S = S ( r, 11,

E, G, p" 1f1' ) que depende de las variables (r, u) y de un cierto número de parámetro s,
que pueden ser los mencionados u ot ros equivalentes.

De un modo más general, sea p = (PI. P" ..., P.), q = (q" q" .oo , q.) , P = (PI, P" .oo , P.,),
Q = (Q" Q" oo ., Q. ) y consideremos una función escalar



(3.6)

(3.5)

(3 .4)

(3.a)

(3.3)

(3 .2)

. (3.b ) ..

u = S" = G

11

H

11

H

G dt

(1 + '11 ) r

G2

(1 + ,,) 1'2

G

r¡
g + - -f

1 + "

1'2 df = G dt
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G

"g + - - - f
1 + '11

5

E

Gdr JI
(1 +,,) rí' = u - T ----

t -T

., -. 'Jrdr JIdt
QI1 =SI1~ - . = - = 5

r l' r T l'
O .

J
2 ,flo

2E + - 1'-R = r = Sr =

QG= 'S G =u - Jr
,. . "o

Jr dr JI
Q E = S E = T = dt = t - T

rO T

b) Análogamente, para E, '11' con stantes, res u ltará

Tendremos así la función generat r iz

. (E , r¡ constantes)

siendo 5 una variabl e regularizadora definida por la última integral.

De este modo ob tendremos el sis tem a de variables canónicas

(R, U, H, 1', U, 11) ~ (E, G, H, Q E' Q G' 11)

Explícitamente, si T es el valor de t correspondiente al ext re mo ro de 1', tend remos

y el nuevo sistema canónico vendrá definido por las variab les
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juntamente con las (3.3) nos proporcion a un a transformación canónica

de ta l manera que a ro corresponda el valor t , = O.
a)' Supongamos, pu es, que tomamos 11 ' 'fL, como constantes absolutas. En este cas o,

las ecuaciones

Por similitud con el problema de los dos cuerpos, definiremos una variable análoga a
la anomalía verd adera t. por la relación

I r J 2 ,flo G2
S = 2 E + - - dr + Gu

ro r (1 + ,,) r

y por tanto, las primeras ecua ciones (2.8) Pi = a Sic q, nos dan
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.c) Cuando se consider an const ant es los parámetros G, '] ' llegaremos al sistema

(3.c)

(3. f)

(3.e)

(3.d )

(3.a')

(3.aD )

H

h

H

h

H

dl = (t - T) dn + n d (t - T)

s

g

G

G

1] u

~I
'dí

J¡

2 o (l + 11)2

1] u

G r dI
h

2 • o (1 + 1]) 2

1] u

+J'
G df

J¡

o (1 + ,] )2

']
g +--- f li

1 + l]

E

t - T

E

E

s

l'

G

df

t -T

t -T

L
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3
dn = - - . - ~1J2 a S!, da

. 2 .

J
I

u -
o 1 + 1]

(G, l] constantes )

Finalmente, en los casos en qu e '] no es un a constante absoluta , tendremos

(G, ,~ con stantes)

(G , E constantes )

CE, ,~ constan tes )

QG = u - JI df

1 + ']o

Q~ = Jr Gdr JI G dt
= JI c at

2¡.2(l +,] )2j. 2,.2 (1 + ,] )2 2 (1 + ,]) '
ro

y resultarán los siguientes sistemas

Señalemos finalmente que los sis te mas (3.a), (3.b), (3.c), pueden resulta r particular­
mente útiles y en especial el sis tem a (3.a) paraj¡ = 0, esto es

Como ahora veremos es éste un a variante del sistem a de 'var iables de Delaunay, si bi en
el (3.aD ) es válido para cualquier tipo d~ movimiento en tanto qu e el de Delaunay sólo
puede aplicarse en los casos de movimiento elíptico.

En efecto, el sistema (3.a) puede transformarse fácilmente al siguiente

donde I = n (t - T) es la anomalía media.

Para demostrarlo, basta ver qu e, para ~ = const., se tiene



es una diferencial exacta, como p ret endíamos.

(4.5)

(4.7)

(4.6)

(4.4 )

(4.1)

(4.3)

(4.Z)

r'j.

Z¡L' =Z G F - F-

(G - .F ) dr p
----= g+--- f

1 + p

r'

G = (l + p) n a' ";1 - e'

,H = na

P
F= - --G

1 + P

~L = M L

L = It a'

S* = Jr J -lvP + ZM L _ _(_G_- _F_)_' dr + Gu

ro r

F = p n a' ";1-'-- e'

ZE =-M'

48 -

r'df = (G -F)dt

QG = S G* + S F*"FG = u + ( - 1 +~) r
, r o

y se supone que es i, = O para r = ro.

donde la variable f es ahora definida por la expresión diferencial
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y las nuevas coordenadas QL' QG correspondientes a los momentos L, G, en virtud de las
fórmulas (Z.10), ser án

[
3 i!L ]

.. ;Ld 1- E d (t --:.. T) = (Ln - E) d (t - n + L (t - T ) dn = d - Z- -;; (t - T)

donde p es un nuevo parámetro.
Como en los cas os anteriore s siguen siendo vá lida s las re laciones (3.3) y hab remos

de calcular las nuevas vari ables QL' Q' h QF' QG' u otras que nos conven ga ob tener .

A) Tomemos L~ G, como nuevos momentos, M, p, como constantes y expresem os F
en función de G, por medio 'de (4.3). Tendremos así

Por otra parte, cua ndo sea nec esario, def iniremos estos parámetros por expre siones .
análogas a las hab ituales , esto es

con lo cual la función gener atriz es escr ibirá

En este caso, pa ra el cual es E < O, es preferible sustituir los parámet ro s E, )1, '[t ' , por
otros M, L, F, dados po r las relaciones

de donde se deduce que la expresión

4. Sis temas canónicos en el caso elíptico
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(4.8)

(4.C)

(4.E)

(4.11)

(n )

H

h

(Ol"v)

=f

H

h

h

H

(G-F)d t

r

g

G

G

P
g + - - -f

1 + P

(G - F) dr
---- = u- f = g

JI M dt f 1; ~
--= d I,

T r o

L

(G -F) dr = JI
rr T

2 1;-1

- lt a' 'l/1- e' (l + ip)na' 'l/ 1-e'

f g + f

M~r + _1_Jr
r a ro

establecido el sistema can ónico

L G H
(4.A)

P
1; g + - - - f h

1 + P

Este sistema se reduce fácilmente al siguiente

f

F
(E, ¡t constantes)

y el sistema canónico será

(a, p constantes)

......, 49 .,.-

que para p = 0, coincide con el sistem a propuesto por de Sitter.

de donde se deduce el sistema canónico

que fue propuesto por Hill.

C) , Eligiendo los momentos L, G, Y tomando a,p como consta ntes, haremos M = Lf a,
de donde

(M, P constantes)

Análogamente se define la variab le 1;. pa ra la órbita osc ulatriz instantánea . por la
fórmula

y su significado, en el caso del problem a de los dos cuerpos, es idén tico al de la an oma­
lía excén trica.

Con esto qu edará

JI' M~r__1 JI'
rl' aro '0

que para p = 0, se reduce al de Levi-Civita,

E ) Considerando F, G, como momentos y E, ¡t, como constantes (ahora p es variable) •
. tendremos
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(4.D

(4.E)

h

H

H

h

1;

(l + p) ~1 - el

1;3 = 31; - 1

1 f G df

t , = - 2- o (l + r¡)'

G = (1 + p) U

p
gp = g +--- f

1 + P

G

p
g+ - - -f

1 + p

Cuadro de sistemas canónicos

U H t - T gr¡ h
U H

"
S gr¡ h

II H t -T s h
r¡ H t--'-T f, h
11 H s f2 h
11 H u -f f, h

U H l gr¡ h
G H 1; gp h
G H f g h
G H 1;2 e, h
G H l g, h
G H ~ 1;3 g¡ h
G H 1;-f, u h

50
" . ~

r¡
gr¡=g+-- -f

1 + 1]

· G

p 2(1; -1)
g + - - - f + ------

1 +p (1 -í-' p) ~1 - el

L

1
- (3 1;- 1)

2

L

a) 11' 11 E
b) E, r¡ ·11
c) U,r¡ . E
d) U, II E
e) U, E 11

f) E. 11 U

a') ~,r¡ L
A) M. P L
B ) E . '11 F
C) a, p L
D) p, P L
E) n, P L
F) M, e L

(P, p constantes)

(n , P constantes)

2 (1;, -1)
g, = gp + ------­

(1 + p) ~1- e'

~ l ~ 1; - l 1;2 = 21; - l

f,=f~ f J' df, = o~

U = momento angular F = P U

Constantes elegidas

D) Análogamente, con los mismos momentos y tomando como constantes el parárne­
tro p = a (1 - el) Y p, resulta el sistema

El mismo procedimiento seguido hasta ahora permite obtener nuevos sistemas cané .
nicos, según los momentos y parámetros constantes elegidos. Ahora bien, dado que el
proceso ha sido suficientemente desarrollado en las páginas anteriores, nos limitaremos
a incluir un cuadro de los sistemas ' obtenidos, con arreglo a las notaciones que figuran
a continuación y todas aquellas que han sido expuestas a 19 largo de este artículo:

. que para p = O se reduce al sistema de Jekhowsky.

E) Finalmente, haciendo constantes n y p, para idénticos momentos, se obtiene el sis ­
tema propuesto por Soudan
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G) 9' e M G H a 1;1 g¡ h

H) L, e M G H a 1;¡ ti h

1) !L' e E G H (l-f.}/n ti h

J) a, e E G H (1+ f,)/11 ti h

K) 11, e M G H a(S3-2f.} ti 1t

Los seis primeros son válidos para un movimiento elíptico, pa rabólico o hipe rbólico y
los restantes sólo para un movimiento elíptico.

Aun podrían obtenerse otros sistemas, pero en realidad resultarían equivalentes a al­
guno de los anteriores.
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(1)

(1')

6x

aKdy

dt

6K

d t

K (x , y; E) = B (x) + 2 E A (x) sen- y

dx
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SOBRE EL PROBLEMA DE RESONANCIA IDEAL*

The Ideal Resonance Prob lem in the sense of Garfinkel is considered givmg an an aly­
tical sol ution in the libration r egion, The probl em is described by new dependent and
independent variables and th en Ho ri ' theory of perturbations is applied to ob tain a
solution expanded in powers of th e squared root of th e sma ll param eter.

1. Introducción

Summary

En algunos problemas de Mecánica Celeste, cuando se dan cier tas condicion es particu ­
lares, aparece el fenómeno de re sonacia. En est os casos no son vá lidas las técni cas hab í­
utales para resolver an alíticamente las ecu aciones diferencia les del problem a deb ido a la
aparición de pequeños divisores y es nec esario hacer un est udio especia l en las condicio­
nes de resonancia .

Gar fin kel (1966) ha visto que buen número de es tos problemas (inclinación crítica, sa­
té lite de 24 h .) se pueden reducir a la resolución de un sis tema canónico de u n gra do de
lib er tad da do por las ecuaciones

donde E es un p equeño parámetro positivo y A (x ) es una funci ón positiva. El problema
de resonancia aperece asociado con la anulación de la derivada prim era de la función B
para algún valor par ticu lar de x . Entonces si tra tam os de resolver el sistema (1) elimi­
nand o la variable angular y de l hamiltoniano (l') us ando cua lquier teorí a habitual de per­
turbaciones (V. Zeipel, Dep r it , Hori) los generadores y las ecuaciones de transform ación
tienen BI (x) como denominador, por lo tanto la solución no resulta váli da para x pró ­
ximo a x;,.

cuya función hamiltoniana K (x, y; E) es de la forma
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(6)

(7)

(5)

(2)

(3)

(4)

del t érmino constante de la

x = Xo - v x, y = y, v t = 't, V = .,le

y =n" x =xo

y =(n + ~h, x =x, ta l que B (x ,) +2E A(x ,)=0

K = ,.- ' K (xo +1vX,y) = B (Xo + vx) - 2 v' A (x, + v x)sen' y

desarrollando en po tencias del parámetro v .; p rescindiendo
hamiltoni an a, tendremos

(

K = 2: v" [ (_B_O"_'+_' !_) x"+2 + ( 2 AnO,!") ) x" serly ~
,, ~o (n + 2)1 J

hay soluciones de .dos tipos

con n entero. Las soluciones del tipo (3) son cen tros de libración, mi entras qu e (4) son
pun tos de ensilladura. En el espacio fás ico (x, y) las trayect ori as solución al rededor del
cen tro de libración son curvas cerradas cuya ecuación es K (x, y) = consto Es tas trayec­
to ri as cerradas tie nen como límit e la qu e pasa por el punto de ens illadura y separa las
re giones de circu lación y libración . Por el momento nos limitaremos a órbitas de libración
en la región qu e conti ene al punto (Xo, O). Haciendo los cambios de variable

la ecua ciones diferenciales en las nu evas variables ti enen forma ecanónica con la hamil­
toniana

2 Problema normal

Consideremos el probl ema de resonan cia no rmal (Garfí nkel 1966) que está caracteriza-
do por las siguientes condiciones:

i) Exi ste un valor constante Xo tal qu e B' (xo) = o.
ii ) B it (Xo) > O.

iii) Los posibl es ceros de B it (x) y A (x) están suficientemente alejados de Xo de modo
qu e puedan ser ignorados .

Las soluci ones de equilibrio del sis tema (1) son los valores de x, y qu e verifica n

Se han propuesto distintos procedi mi en tos para ob tener la soluc ión en las proximida­
des de resonacia, cuya característica común es el proporcionar la solución en potencias
de la raíz cua dra da del pequeño parámetro. Garfinkel (1966, 71) aplicó el m étodo de Von
Zeipel utilizando un a función generatriz desarrollab le en serie de potencias de la raíz
cu adrada de l pequeño parámetro. A. Jupp (1969, 70, 71) usando un siste ma de variables
propuesto por Poincare para un problema seme jante ha visto qu e el problem a es regula r
al formularlo en dichas variables pudiendo aplicar entonces cua lquier teoría de pertur­
bacion es para ob tener la so luci ón del problem a .

Nuestro trab ajo p ret ende obtener una so lución analít ica del problema de re sona ncia
en la región de lib ración. Con este ob jeto fo rmulamos el , probl em a en unas vari ables
no can ónicas que eliminan la singularidad de resonancia y seguidame nte emplea ndo una
adecuada variable ind ep endien te se consigue la forma can óni ca de las ecua cione s. En
es tas condiciones aplicamos el m étodo de Hori y se ob ti ene así un a so lución del proble­
m a; los re sultados se desarrollan explícitamente ha st a p ri mer orden mo strando la posi­
bilidad de extenderlos a órdenes superiores.
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(

(9)

(10)

(8)
ol<.

ox

d&
~

a'Kcos y
-- --

d-¡; }. a oljl
(11)

da cos y al<.
--=-----
d, /. a oljl

-55~-

da dy 1 dx
- - =,sen '1' cos y - _- + cos ljI - - - -
d -c d-¡; /. d-c

d"ljl dy 1 dx
a- - = cosl\Jcosy - - -sen 1\, - ---

d r d 1: / . d-¡;

d x aK cos y [ e K aK]
-- = - - = -- asen 1jI - - + cos'v -- -
d -¡; ay a ea O'ljJ

d Y = _ aK .:__1 [ 3 cos 'IjJ oK_ sen 'IjJ el<. ]
d-¡; ox Aa ,- aa ¿hv

sen y= asen 'V

d-c

al<.

Sean a, 1jJ nuevas variables definidas por las ecuaciones

pero

La fun ción 'K se supone expresada en función de a, 1jJ mediante (9). Sustituyendo estas
expresiones en (l O) y simplificando se tiene

Fácilmente se aprecian las características geométricas de la transformación: en el plano

(x, sen "y) las curvas a = constante son elipses y las 1jJ = constantes rectas pasando por
el origen.

En primer lugar calcularemos las ecuaciones diferenciales en las nuevas variables a, '\j"

Derivando las expresiones -(9) y despejando -

,-v

x = Aacos 'V

siendo ). constante po sitiva cuyo valor se fijará más adelante. Desde (9) se obtiene para a

3. Nuevas variables

con la función hamiltoniana K dada por (7)

po r tanto en las variables x, y el sistema tiene por ecuaciones



!

(18)

(14)

(16)

(15)

(13)

(12)

d s

.4o(nl "),.n

/311 = - - ­
n !

JI - II' se n' 'iJ

2 A.
),' =-- > 0

B.(' )

d s cos y
-= - -=-- ---

ds

dll aK

(n + 2)!
et. n = - - - - -

y' -

11 = 11; + ~ _ L/ nl ll
n ~ O n!

donde la función generatriz S = S (s. ~; y) se expresa como una serie de potencias en el
pequeño parámetro

- 56. -
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(17)
yn

'!J = 'iJ + ~ - L/ nI 'iJ
n ~ O n!

En este método se em plean transformaciones de la forma

con lo cual Ko = .40 112
• Al sistema (13) con el h amiltoniano (14) le aplicaremos el método

de Hori para elimi nar la variable 'lJ.

4. Aplicación del método de Hori

Elegiremos j, de modo que el término de orden cero del hamiltoniano dependa exclusi­
vamente de 11

K. = 11' (et.. cos' 'iJ + /3. sen' 'iJ) = 11' [ B~') ',' cos- 'iJ + .40 sen- '!J ]

lu ego deberemos tomar

donde :1:., fin son const antes dadas por

Para obtener la función h amiltoniana en las va riables 11. 'lJ basta sustituir (9) en (7)
y así tendremos

con la condición s = O para t' = O. Entonces las ecuacione s (11) quedan

A la vista de estas ecuacione s parece natural in t roduci r una nueva va riable in depe n­
diente s media nte



(23)

(22)

(21)

(20)

(19)

(24)

4
1"]2 = - - --
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4

3 exl -i-. /31

a SI

2 Ao O-- = o' [' h ' cOS 'l\J + 1"]2 COS 3 'l\J ]
o'l\J

KI* = ' [o' cos 'l\J' (lJ.1cos' 'l\J + /31sen' ,p)] " , = O

Tl¡ =----

v"
f (o, 1jJ) = f ('6,~) + ~ - L s("1f (o, 1jJ) = f (o. 1jJ) + v (f; SI) +

" 2:: 0 11. !

Ko = .40 02

K" = 1)"+2cos" 1jJ (ex" cos- '1' + /3" sen/ '1,)

.....' "....*
Orden O: K¿ = K,

Orden 1: (Ko; SI) + Kl = K,*.
Orden 2: (Ko; S2) + (KI; SI) + ~ «z, SI) ; SI) + K2 = K *2'

En nuestro problema las funciones K¡ de acuerd o con (14) y (16) es tá n dadas po r

Supuesto un sistema canónico cuya función hamiltoniana está dada por

f{* = ""'-J* - -
~ v" K" (o. 'l\J)

n2: 0

Y 51 debe ser obtenida 'como solución de la ecuación en derivad as parciales

a f a s af a s
Ls f (o, 1jJ) = L s(l ) f = (f; S) = -_- --_- - -_- --_-

ao a,~ a '1' ao
L p l f = i , (Lslk- II f)

SOBRE EL PROBLEMA DE RESONANCIA IDEAL

o bien

Para pri mer orden elegiremos KI de modo que agote los términos seculares de Kl • por
tanto

las funciones K¡, K¡*, S¡ en los primeros órdenes es tá n re lac ionados por las ecuaciones :

al efectuar la transformación (17) se convierte en otro. cuya función correspondiente

j{* = K será de la forma

La transformada de un a funció n esca lar f (1), ,~) por (18) puede obtenerse mediante la
fórmula

y Ls es el operador de Lie definido por

_en orden cero se tiene

I



(30)

(29)

(27)

(25)
_ _ 1)' [ - 110 -]

S, (l). '1,) = -- lh sen 'i' + - -- sen 3 '"
2A. 3

í. /)

Jl - 1)' sen' '"

La ecu ación de segundo orden puede ser simplificada mediante (23) quedando

d't

.~a función ?el segundo miembro puede s~~ expresada en las variables ca norncas 1). '"

u tilizando la formula (19) de la transformaci ón de una función escalar. y .asi tendremos. .

Por otra parte

,d T d x d ~ d,
--=---- = Il lm --

d s d;¡; ds d ;¡;

58 -

con 6. ~ dadas por (29) . Las ecuaciones (9) . (29) Y (30) nos dan de un m odo explícito
la solución del problem a en función de la nueva variable independiente s. Nos falta por
último establecer la relaci ón integral entre las variab les s y 't ( = V t) o 10 que es más -

conveniente entre ;¡; y T, ya que (30) aparece dada de un modo exp lícito en función de 11"
Desde (12)

d't Al)

d s JI - '6' sen' '"

Las dos constantes de integración son 6." ~. Por la s fór mulas (17) la solución en las
variables 1). '" resulta

_ a S, _ 1)' _ _

/) = Il + ,. - -_- + 0(\,) = ! Il +:" - - [11, 'COS I!, + lb cos 3 '!J] + 0(\,)

a '1' 2 A.

REVISTA DE LA ACADEMI A DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

K* = K.* + ,,'K,* + O(,~) (28)

con las funciones K.*, K,* dadas por (21) (27) . La resolución del sistema ca nó nico corres­
pondiente a la hamiltoniana (~8) es inmediata. siendo

6 = constante

;j, = ~ (- 4 A. - v'6' e,) s + ;j,o = &(1] s + ~o

las ecuaciones en las nuevas variables tienen la hamilt onian a

I'"W ....... I"V"""'*
(K. ; S,) = - [?, (K,; S,) + K,] + K, (26)

~*
deb iendo elegir K, de modo que an ule los términos seculares del segundo mi embro; con
este criterio hechas las oportunas operaciones

luego



(34)

(32)

(31)

(Ko; S,,) +

----;======== + v Q (~, &) d ~ + o ('v)

V1- 11' sen' 'J'

11 cos '!' [ _ - 4 '10 - -]
_ _ Ctl - (4'12 + 112 Ct,) sen" '!' + - --- 112 sen' '\j'

Aa (1 _112 sen" 'IjJ )' /~ 3

en donde los puntos suspensivos indican combinaciones de paréntesis de Poisson cuya
suma de subíndices es 11. Puede verse qu e si t, es una expresión como máximo de gra do
p en sen '1' cos 'J' y t2 es de gr ado q el paréntesis de Poisson <t,; t2) lo es de gra do p + q .
Mediante esta propiedad se evidencia que los paréntesis de Poisson om itidos en (34) son
de gr ado 311 Y como K" es de grado 11 + 2 (3 11) al integrar (34 ) y obtener S" re sulta de
grado 312.

c) S" es una función impar de '!" es decir S" ('\j' ) = - S" (-\j')' La demostración pu e­
de hacerse también por inducción. La propiedad es satisfecha pa ra 12 = 1, y supuesta cier­
ta hasta 11 - 1, si cambiamos '\j' por - '!' en (34) se deduce

de donde resulta la propiedad.

Entonces partiendo del valor aproximado 'l'a dado por

,...- 59 -
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y susti tuyendo éste en el segundo miembro de (33) se llega rápidam en te a una solución
sufi ciente mente aproximada.

Para lib raciones de pequeñ a amplitud, la constan te a resulta pequeña, en ton ces para
evi ta r el manejo de la función amplitud resulta conve niente desa rrollar el segundo m iem-

bro de (31) en potencias de'& y re tener términos hasta el orden qu e interese.
La aplicación del método puede extenderse a órdenes superiores, da remos algunas ca­

racterís ticas generales de los resultados de órdenes supe riores :

a) De acuerdo con (14) K,.(n:::"" 1) es una expresión en cos 'J' que tiene las pot encias
12 + 2 y n exclusivamente, por tanto para n impar su valor medio es nulo y para 12 par

es no nulo, además K" es siempre un a función par K" ('11) = K" (- '1' ). La función Ko sólo
depende de 11.

b) S" es una función de grado 311 en sen '1' o cos '1' indistintamen te. La dem ost ración
puede hacerse por inducción: es cierta para 11 = 1; supongámosla cierta pa ra 11- 1, la
ecuación que sirve para determinar S" es

Las condiciones iniciales son para, = O, 'J' = '1'0' La ecuación (31) pu ede ser integrada
completamente, pero en la práctica re sult a más conveni ente proceder iterativamente de
manera parecida al caso de la ecuación de Kepl er; para ello ob serv emos que (31) puede
escribir se en forma integra l

- - ( ro J'!' )'/' - '1'0 = am --;:-, -v ;0 Q d ,!" 11 (33)

d [7 ']
donde

de ambas se deduce
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De acuerdo con estos resultados podemos asegurar qu e las funciones S" tendrán la
forma

SI = al sen", + a3sen 3 '"

S2 = b, sen 2 '" + b, sen 4 '" + b, sen 6 '1'

en general cualquier S" tendrá las frecuencias 3 n, 3 n - 2, '" Por otra par te las funciones

K,,* que se obtienen al tomar los valores medios de los p rimero s miembros serán nulas
para n impar y no nu las en el caso contrario, luego

de esta maner a puede asegurarse la forma de la so lució n al exten der el método a órdenes
superiores.
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(1.3)

(1.2 )

(1.1)

j = 1, .oo , p

{

Q = Q (q, p, t)

P = P (q , p , t )

{

q = q (Q, P, t)

p = p (Q, P,t )

{D. (Q, P, t) = 0,

-61-

Sean q y p n-vectores del esp acio euclídeo n-dimensional En asociados con ia función
hamiltoniana H = H (q , ». i), y sea t el parámetro tiempo. Supongamos que Q y P son
m-vectores del espacio Em(m> n) , ta les que

TRANSf ORMACIONES CANONICAS EN OPTIMIZACION
DE TRAYECTORIAS*

On defin e sorne special canonica l tra nsforrn at íons increasing the number of variable s,
giving explici t conditions to retain the hamiltoni an form of a system of differcntial
equa tions. Th is condi ti ons are applied to obtain the pr imer vector of Lawden in terms
of a special set of orbita l elements .

Key-words: Canonical transformations-Op timal t rajectories .

Departam ento de Física de la Tierra y del Cosmos
Universidad de Zaragoza (España)

1. Transformaciones canónicas

define una transformación de cordenadas y momen tos de 'clase e2; y que además veri fica
las condiciones del teorema de las fu nciones im plícitas, de forma qu e la tran sfo rm ación
(1.1) sea invers ible. Es decir ,

Lo cual equivale a suponer que la t ransform ación (1.1) es inversib le para los (P, Q)
pertenecien tes a la variedad V20 , engendrada por las funciones {I'¡ (Q, P, t) = 0, j = 1, oo ., p.

Precisem os un poco más estas hipótesis.

y donde las Q y P verifican p re laciones de ligadura

Abstraet



1.1. Definición

y = y (x, t)

(1.7)

(1.6)

(1.4)

(1.5),

i = 1, 2, ..., n

. aK
P= - - -

aQ

aH
P= - - ­

aq

(identidad en X)

- 62 --

6f 6g
{f, g} = 2'. G ik - - - -

i.k 6X i ex,

i , k = 1,2, ..., 2 n

(gof) = Ix

. aK
Q= - ­

ap

aH
q= - ­

op

{

. en
q' = {H, qi} = __

¡yPi

. aH
P, = { H, Pi } = ---

. aqi

donde {H, q'} y { H, Pi } son los paréntesis de Poisson de los argume ntos que figuran en

su interior.
. Recordemo s que el paréntesis de Poisson { f, s} de un par de funciones f y g, dep en­

dientes de x, viene da do por la expresión:

Consideremos la' transformación x = x (y, t) dada por (1.2), y supongamos que el jaco­
biano 11 de dicha transformación sea de rango máximo 2 n. Si H = H (q, P, t) es el ha­
miltoniano del sistema en las variables x, las ecuaciones ca nónicas del ci tado sistema di­
námico son:

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Ento nces, si suponemos que f es inyectiva existe una aplicación g: Y -r-s- X tal que

se transforme en este otro

Diremos que la transformación (1.1) es canónica si conserva la forma h ami lt oniana de
las ecu aciones del movimiento. Es decir , si para toda función hamiltoniana H (q , P, t)
existe u na función escalar K (Q, P, t) tal que el sistema canónico

y recíprocamente . Si además suponemos que tanto f como g son fu nc iones diferenciables,
pod em os apli car el teorema de derivación de las funciones compuestas y obtenemos

donde 1,,, es la matriz unidad en E''', 1 = ay/a x = Y., e 11 = 6 x/e y = xy son las respecti­
vas m at rices jacobian as de las transformaciones asocia das a f y g,

Sea x = (q, p) un elemento del conjunto X e El", e y = (Q, P ) E yc E'''' (m> n) su
imagen por la aplicación f : X ~ Y definida por la relación



resulta
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(1.8)

(1.9)

OJO)

j = 1, .... rn

I" )

O"
(

O"
Gil =

-I"

{

. ex
Qi = {K, Qi} = _

er,
. a K
p¡ = { K, p¡} = --­

'OQi

donde las G¡k son los elem entos de la matr iz G" dada por la fór mu la

1.2. Teorema

En efecto, se tiene

e t og
{f, g} p,Q= ~ G¡¡, - - - - = {f, s},.•

t , » e x ; O X"

{a'. qk} (t) = {p" Pk} (t ) = O

{p; , qk} (t ) = Il/

las funciones q (t) y p (t) obtenidas de (1.2), teniendo en cuenta las solucion es de (1.9),
verifican el sistema canónico antiguo (1.6).

Dem.: Puede comprobarse fácilmente que las condiciones (1.10) equivalen a qu e la
matriz jacobiana verifique la relación:

i) t ;a g at aX ; ag aX"

{f, gk Q= ~ G¡k--- - = ~ G¡k---- - - - -
¡. k · ,a y¡ aYk ¡.k ex¡ a y¡ ay" OYk

'O t ag
- ~ (J /);i G¡k (J /)kl, - - --

t , k e x, e x ¡,

JI G",1/ = G" (1.11)

siendo O" e I" las matrices nu la y un idad en E".
Nuestro ob jetivo es encontrar las condiciones bajo las cuales la transform ación (1.2)

transforma el sistema hamiltoni ano (1.6) en el

donde (') indica la traspuesta de una matriz.
A una matriz que verifique la (1.11) le llamaremos g-sim pl éti ca ,

Comprobemos, por otra pa rte, qu e los paréntesis de Pois son son invariantes; es decir,
que para dos funciones t y g diferenciables se verifica

Si Q (t), P (t) es una. solución del sis tema canomco (1.9), que per tenece a la vari ed ad
V"" engendrada por las p re laciones de ligadura <I>i (Q, P, t) = O, j = 1, ..., p, entonces su­
puesto qu e se verifican, sobre dicha variedad , las siguientes condiciones

De esta igualdad, y del hecho de que K (Q (q, ». t) , P (q, p, t ) t) = H (q, p , t ) para los
y = (Q, P) pertenecientes a la variedad V"" se deducen las conclusiones del teorema.

y como por la (1.11) se verifica que

(JI );¡ G¡k (J/)k" = G;¡,



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FIS ICO-QUIMICAS y NATURA LES

1.3. Teorema

1.2. Teorema-bis

(1.13)

(1.17)

(1.15)

(1.16)

(1.14)

i = 1, ..., n

¡"" I

1 G"l' = G",
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{Q ', Qk} (t) = {P " Pk} (t) = O

{r; Qk} (t) = 6/

¡
q i =~

ap,

aH
p , = - - ­

aql

i = 1

"
~ p , dq ' - H dt = ~ P, dQ i - K dt + dS

s = S (q, Q, t)

as
K = H (q (Q, P, t ), p (Q, P, t), r) +.~ )"k <Jlk + -

k ~ I at
es la nueva fun ción harniltoniana

donde

es la denominada función generatriz de la transfo rm ación , y los )"k son multiplicadores
a determinar.

D em .: Es bien conocido, que las trayectorias q' (t ), Pi (t); i = 1, ..., 11 solución del siso
tema canónico

Una condición suficiente para que la transforma ción y = y (x, t) de X e E'" en la va­
riedad V", ~ E'''' (enge ndrada po r las funciones <J,¡ (y, t) = O, j = 1, ..., p) sea canónica,
es que

{f, g }p,q = {f, g }p, Q

cualesquiera que sean las funciones dife renciables f y g.

Teniendo en cuen ta este hecho, y la forma del sistema canónico (1.6) se deducen las
conclus iones de este teorema,

Resumi endo to do cuanto llevamos dicho en es te párrafo, podemos afirmar: que la
t ransformación y = y (x, t) de E'" en la varieda d V,,, es canónica, si la matriz jacobiana 1
es f-simplética; mi entras que la transformación x = x (y, t ) de V,,, en El" es canónica, si
la matriz 11 es g-simplética . Vemos pues, qu e las condiciones clásicas de transformación
canónica se generaliza al caso de transformaciones y = y (x, t ) de E'" en E'''' (m> n) con
relaciones de ligadura en tre las y, exigiendo que las matrices jacobianas 1 y 11 sean f y
g-simpléticas respectivamente.

lo cua l equivale a decir , según la nomenclatura utilizada antes , que la matriz 1 es f-sim·
plética. Y proced ien do de forma simi.ar a la del teorema anterior, se demuestra la inva­
riancia de los paréntesis de Poisson; en el sentido de que

Si q (t) , p (t) es una solución del sistema canónico (1.6); entonces, si se verifican las
condiciones

las Q (t) y P (t) obtenidas de (1.1), qu e verifican las relaciones de liga dura (1.3), son solu­
ciones del sistema canónico (1.9).

D em. : En efecto, las condicones (1.13) son equivalentes a que la matriz jacob iana J
verifique la relación
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y com o esta condición se debe verificar para variaciones /l P¡ y /l Qi arbitrarias , que
cumplan las relaciones de ligadura <Pk(Q, P, t) = O; k = 1, oo., P; tendremos

(1.23)

(1.22)

(1.20)

(1.21)

(1.19)

(1.18)

111 •

~ Pi 6Qi
i = 1

k = 1, .... P = 2 r

i = 1, 0' 0' In

k = 1, ' 00' P

n •

[ ~ Pi q i - H ( p , a, t)] dt = O
i .,. 1

a s ( OS )
K = a; + H = H si -¡; = o

11 In

6 S = ' ~ Pi 6 q' - ~ P i 6 o
í = J i = I

.¡Pi = Pi (q, P, t)

o = Qi (q , p , t)

O = 'h (Q, P, t)

6 JI,i~ 1 Pi dQ i-K (P, Q, 1) d i = O

ro

[ ( . ' OK ) ( . i3K ) ]/l P i Qi - -- - 1)Qi Pi + -- di = O
sr, o Q¡

J' l' J'1 lit • '" 1 1

i~ I Pi l) Qi = i~l Pi6 Qi -
to 'n 'n
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m ( a<Pk a<I>k )
~ -- /l Pj +-- I) Qj = O;

j= I aP i O Qj

Luego n os queda

Ahora bien, si integramos por partes, el término

= - Jr, i~1 P i 1)Qi (por ser los extremos fijos)

'n

JI, ", . JI, "' ( . .. e K aK )
6 (~PjQi-K) d l = ~ 6Pi Qi+Pi6 Qi _ _ - 6Qi _ _ - 6 P¡ dt

rn j = I In j ~ I OQi aPi

es equivalente al (1.18). Lo cual significa que las ecuacione s que verifican (1.21) son las
mi smas que verifican (1.18). ·

En efecto,

(r esul tan tes de la (1.15), tomando t como variable independiente), dicha transformación
es canónica. Es decir, el problema variacional

Entonces, si esta transformación es tal que se verifica la (1.15), o bi en el siguiente par
de relaciones equivalentes

Supongamos ahora qu e se efectúa la correspondiente transform ación y = y (x, t) , explici­
t ada por las relaciones siguientes :

son aquellas que verifican
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j = 1, oo., nI

(2.1)

(1.24)

k = 1, .oo , r'1>. (Q) = O,

{

. aK p a1Jl.
Qi =-- + ~ A.--

aPi k ~ 1 aPi j = 1, oo., m

. aK p 8(h m=n+r
Pi = ---- ~ A.--aQi . • -, aQi

(2.2) . .' .

Si (Q', oo ., Q"'), m > n, es otro sistema de coordenadas válido en A, donde suponemos
que entre las Qi existen .;. r elaciones de ligadura de la forma

~ " o q' , .
PJ = ~ p /--

1 _1 OQi

En un punto A E U, un vector covari ante p es una l-forma oc en A, dado por sus como
ponentes p = (PI> .oo , Pn) de forma que

q = (ql , .oo, qn)

Espacios de estad os y de las fases

Supongamos un sistema dinámico holón om o con un nú me ro fini to de grados de lib ero
tad. El espacio de posición es una variedad n-dim¡:nsional M supuesto qu e n es el núme­
ro de grados de lib ertad del sistema.

Cons ideremos 'las ca r tas locales (U, q ) de M, cuyas coordenadas son

El propósito de este párrafo es dar otra demos traci ón de 1.3-Teorema tomando como
base el cálculo exterior y la teoría de invariantes integrales de E. Cartan; si bien en
nuestro estudio nos hemos ap oyado , má s bien , en el libro de H . Flanders (Differential
Forms, Academic Pr ess, 1963).

Entonces, las componentes del mismo vector. covariante resp ecto del sistema coordenado
(Q i) son:

a. := ~ P, dq '
i = 1

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXA CTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

2. Transformaciones canónicas' e invariantes integrales

Así pues, elegimos las variaciones ts Q', .. ., (') Q", (') P" ..., (') P,,) como independien tes, las
(') Q"+/, (') P,,+/; i = 1, ..., p/2 quedan determinadas por las .relaciones (1.23). Con todo ello
podemos escribir

J"~ [(') Pi (Qi - ~ - f A. a 1Jl. ) _ (') Qi (Pi + a~ + ~ 1.. a 1Jl. ) ] dt = o
'. i - 1 aPi • =, api aQ' k ~ , aQ'

Si elegimos los 1•• (k = 1, ..., p) de forma qu e los coeficientes de (') P,,+/ Y (') Q"+l
(i = 1, ..., r ) sean nulos, entonces también los coefici entes de las (') Pi Y (') Qi (j = 1, ..., n)
son nulos. Con lo cu al resulta el siguiente sistema can ón ico, en las nu evas variables
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rr

d x = ~ dp¡ 1\ d q' (2.3)
i = 1

"Así pues, la l-forma rJ. = ~ Pi d q ' sobre P es independ ient e de las coo rdenad as. Adem ás
1_ 1

(2.6)

(2 .S)

(2.4)i = 1,2 , ..., n

i';' 1, .." n

i = 1, ..., n

i = 1, ..., 11(qi, p ;),

(q l, PI> t) ,

"dw = ~ dp , dq ' - dH dt
t = 1

{
ql = ti (q, p, t)

Pi = g l (q, p, t)

{

. eu
ql = _

o p¡

Pi = _ a H
a qi

En estas condiciones, puede verse, que dw representa un invariante integral asociado
al sistema canónico 'en las coordenadas (q, p) . Adem ás , dicho invariante integral dw de­
termina completamente las ecuaciones del mo vimi ento, en la forma siguiente:

Si

y que representan, como sabemos, las ecuaciones características de la 2-forma diferencial
exterior dw, da da por la expresión

{

q' = q i (x" , xP' t)

'" PI = Pi (x" , x., t)

Ij! * ( rJ.) es una s-forma diferencial sobre el espacio de las x = (x¿ ..., xp) tan sólo. Y donde
con 1jJ*(a.) denotamos la imagen de la s-f or m a diferencial rJ. por la aplicación '1" qu e se
denomina imagen traspuesta de a. por "' . Sea H = H (q' , ..., q"; p" ..., P", t ) una función de­
finida en el esp acio de estados E, y que no es m ás qu e la llamada hamiltoniana del mo­
vimiento. Las ecuaciones canónicas del movimiento de nuestro sistema holónomo son

Una s-forma diferencial rJ. sobre el espacio de estados E, se dice que es un invariante
integral; si para cada familia de trayectorias p-paramétricas dadas por una aplicación

2.1. Definición

donde d indica la diferencial exterior de la l -forma rJ..

Llamaremos espacio de estados al conjunto E = P X El. Es decir , un (211 + l j-dimen­
sional espacio , cuyas coordenadas locales son:

El conjunto de todos esos vectores covariantes, en todo M, const itu ye el Zn-dimensio­
nal espacio fás ico P, de forma qu e a cada U e M, con coordenadas locales (q i), le corres­
ponde el entorno coordenado U x R" con coordenad as locales
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3. Aplicación al caso de Optimización de Trayectorias

(3.1)

(2.9)

(2.8)

(2.7)

. ;

-: 68

n

H = 2: Pi ti (q , U, t)
i = 1

j
. . e« r a 'h e«

Qi = -- + 2: J••-- = --
aP¡ • - 1 oPi a P,

/

. a K r a,}>.
P¡ = ---- 2: J.k--

a Qi • ~ 1 aQi

j = 1. .... m (m = n + r)

W- w = (.± Pi dQi_ Kdt)-( ±V; dqi - Hdt ) = dS
/.,, 1 1 ... 1

Con todo esto, ya podemos da r el siguiente

2.2. Teorema

En el caso particular de un probl ema de Optimización de Trayectorias (R -1) el ha­
miltoniano H, en las coordena das (q, p ). viene da do por la relación:

donde K viene dado por la misma expresión (1.16) de (1.3)-Teorema.

Dem.: Se basa en el hecho de que el invariante integral dw no depende del sistema
de coordenadas locales utilizado. con lo cual: de la relación dW = dw y aplicando el ín­
verso del Teorema de Po íncar é, se concluye la existencia de la S tal que

Una condici ón -sufici en te para qu e la transformación (1.19) sea canomca es , que dada
una función hamiltoniana H en las coordenadas (q, V), existan : una función escalar
K = K (Q, P, t) en las coordenadas (Q. P), y una función S = S (q, Q, t) tales que

{
t¡ =~

oV;

s. =_.!..!!-
oq;

Supongamos ahora qu e en lugar de utilizar el sis tema coordenado (q, V) utilizamos el
sistema (Q, P), donde las Q y P vienen re lac iona da s con las (q , V) anteriores mediante

m

una transformación del tipo (1.19). Y supo nga mos además qu e dW = 2: dl' ¡ dQi - d.Kdt,
j = 1

donde K = H en virtud de las ecuaciones de tran sformación. Procediendo de forma si­
milar, al caso anterior. obtenemos como ecuaciones canónicas asociadas al invariante
integral dW las siguientes:

es un sis tema de ecuaciones sobre una región del espacio de es ta dos E, y es te sistema
posee el invarian te in tegral dW, dado por la (2.S), ent onces
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Determ inación del vector pr imer de Lawden

donde F¡ (Q, u, t) = Qi son las nu evas ecua cio nes diferenciales de estado, y Pi los nu evos
momentos conjugados, relacionados con los Pi median te las re laciones de tran sformación :

(3.6)

(3.4)

(3.3)

(3.S)

(3.2)

i = 1, ..., n

69 -'-

-+
-+ r-+
V = - }I'-- + y

r'
C= y

n + 2 a Qi
Pi = 2; p¡-­

¡~ I a q/

Qi = Qi (q )

j = 1, ..., m = n + 2

<h (Q) = 0, k = 1,2

n + 2

K = 2; Pi F¡ (Q , u, t)
i = 1

De acuerdo con todo es to, las ecuaci ones de estado del cohete son:

Supongamos que nu est ro sis tema evo lutivo controlado sea un cohete que se mueve en
~ -+

un campo gravitatorio central newtoniano g = - '11 rl r' , y que dicho cohet e está do tado
de un sis tem a de propulsión de los denornina dos 'SI> es decir con velocidad de eyección

-+ .
con st ante. Dicho sistema le proporciona un a aceleració n de em puje y, en virtud del prin-
cipio de acción y re acci ón . Eviden temente, el es ta do del cohe te puede caracterizarse en

. ...... ~-)- ~ ~

cada instante tE [to, ti] por el vector de es tado q (e , r, V) donde r y V re prese nta n la
posición y la velocidad del vehículo, y e es la llam ad a velociclad ca ra cterís tica, dad a po r
la rel ación

e = Jt y dt
t o

Si sustitui mos (3.1) y (3.4) en la condición suficiente de transformación canónica (2.9),
2

obtenemos que la función S = 2; /.1 <1>1 define la función generatriz de la transformación
k = 1

de coorden ad as y momentos da da por las re laciones (3.2) y (3.S) con las re laciones de li-
gadura (3.3).

el nuevo hamiltoniano K, en las coordenadas (Q , P), es

donde u es el r-vector control y ti(q, u, r) = qi, i = 1, ..., n; representa el sistema de ecua­
cion es diferenciales de estado de nuestro sistema controlado.

Si Q = (Qi ), j = 1, ..., m (m > n) es el nuevo vector de es tado, defin ido por la transfor­
mación

con las relaciones de ligadura
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(3.8)

(3.7)

a H
= --------=+"

or

oH

aH
Pe=----

oC

P. = - P, = -----::;:-
av

'¡t
P, =---

r'

-+ -+ ;f~ -+ -+ -+-+
H = (p,' V) - -' - (P." 1') + (P.' y) + Pey

r'

El vector de control, en este caso, es la aceleración de propulsión, y el funcional a
minimizar C, (velocidad característica en el instante t,) ,

Así pues, las trayectorias óptimas serán aquellas, que partiendo en el instante to del
~~~ ~~~

punto q¿(ro, Vo, Co) de E' pasan, en el instante t., por el punto q, (1'" V" CI ) E E' Y hacen
mínima la CI'

Puede verse en la (R - 1), que en este caso, las condiciones necesarias de optimalidad
son:

-+
(i) Cuando el motor del cohete actúa y IP. I=1= O, la aceleración de propulsión tiene

-+
la dirección y sentido del vector «pr imen> P. (nombre propuesto por Lawden).

(ii) Una trayectoria óptima sólo puede estar formada por arcos de los tres tipos si­
guientes:

-+
NT - Arco balístico con '{ = O y k = I p" I + Pe< O.

MT - Arco propulsado con '{ = '{mu Y k > O.

IT - Arco singular con '{ cualquiera y k = O.
-+ -+

(iii) En los puntos de unión de arcos distintos Pvo P, Y Pe son funciones continuas.
Asimismo es continuo el hamiltoniano H; y si '( es discontinua se verifica que k = O.

-+
Notemos, que la determinación explícita del vector primer p" es de importancia capi-

tal, ya que dicho vector da la orientación de la aceleración de propulsión sobre una
trayectoria óptima.

-+-
Nosotros vamos a tratar de determinar P" sin necesidad de integrar el sistema adjunto

(3.7). Para ello, formularemos el mismo problema de optimización de las trayectorias de
un cohete, pero con un número superabundante de variables relacionadas entre sí por
condiciones de ligadura. Realizaremos una transformación canónica en la forma expresa-

-+
da por las relaciones (3.2) y (3.5), y con ello determinaremos la expresión general de p .,

,-v -)- -)o- ..... . -)o- -+-
Si en lugar del vector de estado q (r, V, C) consideramos el Q (E, h, e, lo, C) donde es

E = V2/2 - ltir la energía de la órbita osculatriz a la trayectoria en cada instante.
-+- -+ -+-
h = (r /\ V) el momento cinético.
-+ -+ -+
e = (V /\ h)/',1- rlr el vector perigeo, de módulo la excentricidad e y dirección la del

periastro P.
lo = - lIT = 1- nt anomalía media de la época .

donde el hamiltoniano variacional H está dotado por la expresión:

y el sistema adjunto correspondiente
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siendo constantes en el caso de t rayectori as impulsivas.

(3.9)

(3.10)

p = I p I

-+ oK
p" = -----:::;­

a h

a K
pi. = --­

B lo

~ -+
~ (h /\ e)
p =p - - ­

he

-+ aK
p; = ------::;­

ae

oK
PE = - - -

BE

. -+ ~
E = (V ,'{ )

-+ 1 ~-+ -+ -+ -+

e = - ['Y /\ h + V /\ (1' /\ 'Y)]
~

.1 -+ -+ -+ b -+ -+
l. = - (- 2 r + 3 t V) . 'Y - -- (p , e)

na' ape

~ ~ ~

cI>, (Q) = li • e = O

-+
donde p re presenta el vector periastro , dado por la relación :

y donde los momentos nu evos verifica n el sis tema de ecua ciones difere nciales

.. -+- ~ -+ -+ . .
K .= PEE + (PI, ' h) + (p , ' e ) + Pio lo + p,C + )'1'1" + A, 'p,

y b es el semiej e menor de la órbita osculatriz.

Si formamos el nuevo hamilt oni ano, según lo que hemos vis to en los párrafos anterio­
res, és te será:

6 K
P, = - - -

B C

7f -

'" '" E h'
<I>,(Q) = e' - 1- 2 - - = O

. \1'

que reducen a 6 el número de elementos orb itales independientes .

Las ecua ciones de est ado en esta s nuevas variab les son :

11, a, 1 y T denotan las magnit udes movimiento medio, semieje mayor, anomalías media y
el instante de paso por el peri ast ro , respectivamente.

Notemos que todos es tos eleme ntos orbitales se refieren a la órbita kepleriana oscu la­
t riz a la trayectoria en cada instante. Adem ás, to dos ellos son int egrales del movimiento
kepleriano osculador , de ahí que en el cas o de trayectorias qu e consten exclus ivamente
de arcos balísticos unido s po r pun tos de impulsión (trayectorias impulsivas ) el vecto r es-

tado Q es constante. .
Entre las och o componentes del vector de esta do Z! existen las relaciones de depen-

dencia
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'.= - - -
-+
Pe-a P

-+ -+ ~ -+ -+ ~ ~ -,.. ~ Pl
o

-+ . -+
p; = PEV + P,. A r + hA" + r A (11 A,.) + - - (- 2 r + 3 t V) (4.11)
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-+
Notemos, que el vector primer P" depende, en el caso de trayectorias impulsivas, de

-+ -+ -+
ocho parámetros (PE' Ph, P" Plo ) ' y como sabemos tan sólo deberían figurar 6, por ser p"
solución de una ecuación diferencial vectorial de segundo orden. No obstante, puede
verse (R - 1) que entre los 8 parámetros existen dos relaciones de ligadura, COITeS·

pondientes a las (3.9), que nos reducen a 6 el número de los parámetros independientes .

-+ -+
donde hemos puesto Q = (E, h, e, lo), excluyendo la e ya que ésta no se modifica en el
cambio de coordenadas.

-+
Efectuando los cálculos correspondientes, obtenemos para el vector primer P" la ex-

presión:

. -+
Para determinar la expresión del primer P" aplicamos la (3.5), que en nuestro caso se

escribe en la siguiente forma matricial:
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Abstract

We present a method of obtaining simple ana lyt ica l expressions of the ene rgies and
wave functions which intervene in the calculation of experime n ta l signa ls of detection of
hyperfine magnetic sublevel-cross ings. Th ese analyt ical expressions are polynomials whose
variable is the applied magneti c field and th ey are ob tain ed by app lying th e theory of
sta tionary perturbations. The nu mb er of per tu rbation s necessary to make the calculations
with defini t e accuracy is obtained systematically and simply.

Thi s method is applied to th e leve!. crossings of th e state 6'P,/, of Cs'", pol ynomials
of a very low degre e for the energies and the wave functions of th e sublevels which cross
being obtained and it is show n that th e prop osed me thod considerably reduces th e
calculation time of level-cro ssing signa ls .

1. - Introduction

In atomic level-crossing sp ect roscopy the intensity of resonant flu orescence which the
atoms studied emit is det ect ed , in function of the m agn etic or electri e fie ld to which
these atoms are submitted . To ob tain information fro m these experimental resul ts it is
nec essary to adjust them to the theoretical signals , which is usually done by means of
a least-squares methocl. In this way values of lifet imes of th e levels which cro ss, stru cture
constants , Landé fac tors etc . are obtained.

To ca lcula te th e theoretical signals it is nec essary to know th e energies, wave func­
tions and transition probability amplitudes for the magne tic or electric sublevels which
intervene in th e experim ent, in function of the applied ext ernal fie ld . Th is is generally
done by means of a diagonalization method an d it is necessary to repeat the calculat ions
for al l the values of the external field which intervene in th e adjustment.

As the diagonal ization is realiscd b y means of it erative p rocesses and adjustment by
a least-squares me thod should be . real ised in numerical and th erefore iterative fo rm, th e
time necessary for the rea lisation of the adjustment could be excessive.

For this reason, we have though t of the possibility of ob tai ning simple analytica l
expre ssions of the energies ancl wave functions which wouId shorten the necessary ealcu­
lation time on being used in th e adjustment.

The object of this paper is th e presentation of a me tho d of obtaining, syst ematically
and with established precision, simple ana lytical exp ression s of th e energ ies and wave
functions of hyperfin e m agnetíc suhlevels , which would permit th e re cl uc tion of the cal-
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(7)

(8 )

(6)

(9)

(10)

+

, (n' =1= n),

, (1' =1= 1),

E (ol ) < nI' 1 111> .,\+ 1 (K- l.)
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H = H/ + H"/ + Hr» (B).

< ni' IVI n"!" > < n "l" 1111 > K

< n'l' I VI n"l " > < n"[" I ni > I K- t )

K - 1

< 111' I 111> K = ~
A = 1

< 11 'l' 1111> . = /) (n 'l' , 11l),

K-I E l.(nl ) < n 'l' Ini> (K- ),)

< 11 'l' I In > K = ~ +
..\= 1 B oln') _ Eo( r1)

11' .1 * 11

;t- ~
11/1/

1 K _ 1

< 111 1ni > K '= ~-~ ~¡ ~ < n'l / 1111> l. < 11'1' \ 111> (K-l.l'
2 Ji. = 1 111/'

3. - Method of obtaining analytical expresions. Preclslorr equatlons

Let a set of atoms be under the influence of an external magnetic fie ld B. We sh all
consider only the case in which the couplíngs LS and JI are not bro ken for B = O and
these is appreciable interaction between the hype r fine magnetic su b levels of a term for
B =1= o. If we take the ener gy of this term as zero, the hamiltonian of the system will be
the sum of the fine and hyp erfine structure hamiltonians, H' and H"', and of the hami l­
tonian of interaction of the atoms with the external magnetic field, Hm, (B),

11' =/=" K-2
E K(n/) = ~ < 111 ¡V I n' l'><n'l' i n l>(K_') - ~ El.l nll < n i I nl ;» (K- ·l.) (5)

11 '11 A. =2

E lnl) = ~ E l n/), (1)
K = o

E .l nl ) = E/n" (3 )

Et'/) = < n1 1V 1111». (4)

Ini> = ~ Ini > K = ~ I«r > ~ < wr Ini > K, (2 )
K ... o ,,'1' K = o

Let Ha be the hamiltonian of a system of which we know the energies and wave
functions and let us represent n as the set of quantum numbers which define a sta te.
If this system is subjected to a pe rturbation, so that th e new hamiltonian is H = Ha + V ,
the energies and wave functions can be obtained by means of the sta tionary per turbation
theory. If we call the set of quantum numbers which define a state of the perturbe d
sys tem nl , we can write!',

culation time of theoretical signals of hyperfine magn etic subleve1-crossings . For this
we have used the stationary perturbation theory. At the end we present various examples
which show the improvemen ts obtained with th e proposed method.

2. - Summary of the stationary perturbation theory
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in wbicb aK(K = O, 1, oo.) are coefficients independent of B. Analagously , as tbe K order
perturbation of any component of a wave fu nction is a polynomial in whose terms in ter­
vene sorne products of K elements of the V matrix eleme nts div ided by K products of
the energy differenc es of tbe unperturbed states, we can wri te

Les us suppose tha t we have detected experime nta lIy level-crossings for B = O (Ha nle
effect) corresponding to an element of the periodica l system, To evaluate the signal
theoretica lIy, in function of the app lied magnetic field , we ca n use the expressions given by
Frankerr' , in which the energies and wave functions of th e magnetic sub levels of the
a tom interven e. The calc ula tion of the en ergies and wave fu nctions can be mad e b y
means of the stationary perturbation the ory (expressions (1) to (9)). Taking

(18)

(17)

(15)

(16)

(14)

(11)

(13)

(12)v = Hm. (B )

H, = H' + Hh'

E'"! = a¿ + ~ aKBK,
X -l

u, = H' + e» + Hm. (B o) ,

V = Hm. (B-B.) .
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Bl ol ) = b¿ +! ~ bK (B - Bo)\
K = 1

1111> = 11(1. >0 + ~ l a. > x BX,
11: - \

1 1n > = Ip' >o' +¡ ~ 1f3 > x (B - B. )x
K = 1

as unperturbed hamiltonian and

as perturbation.

As observed in § 2, the K order perturbation for tbe ene rgy is a pol ynomial in whose
terms intervene sorne products of K elements of tbe V matrix divided by K - 1 products
of tbe energy differences of tbe unperturbed states. Therefore, if we realise the calcula­
tions on tbe base of eigen st ates of H; { fy JIFMp > }, as on tbis base tbe matrix elements
of H; do not depend on B and the V matrix elements are directly proportional to B,
tbe expression (1) takes tbe form

In order to realize tbe calculations on a base in whicb H; is diagonal it is necessary
to calculate its eigenvalues and eigen vectors by means of a diagonalization method. It
mi ght appear a priori tbat we bave the same inconvenienc e we are tryí ng to avoid, whicb
is tbe use of a diagonalization me tbod. This is not th e case, since that wbicb considerably
lengtbens tbe calculation t im e is realizing a diagonali za tio n process for each value of
B and in tbe case we are dealing with it is only necessa ry to diagonalize for B = Be­
Reasoning as in tbe first case, we find that the erierg ies and compone nts of the wave
funct ion s can be obtained, as polynomials wbose variable is B - B. in tbe fo rm

in wbicb l a. > K (K = O, 1, oo .) do not depend on B. In tbis way tbe energies and the
components of tbe wave functions are expressed as pol ynomials wbose vari ab le is B.

If tbe level-crossings wbose signals we w ish to calculate take pl ace for a value Bs =/= O
of tbe external magnetic field, tbe previous method can also be used to obtain analytical
expressions of tbe energies and wave functions. However, it could bappen tbat if B¿
is strong, -for tbe dominion of val ues of B necessary in tbe expe riment , many te rm s in
(13) and (14) could be necessary, if we wisb to make tbe calculation accurately or even
the sums could bappen to be non-convergent.

In tbese ca ses tbe bamiltonian H can be obtained as the sum of an unperturbed
bamiltonian H , and a perturbation V , in tbe form
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(22)

(21)

(20)

(195e.; = ¿; f:.K X K,
K = 1

e"'( X) = - - - -

m

Em +1 X ,,·- e 23 E: K XK- I = O,
lC ~ 1

I~' > (p) = 1 ¿; I'1' > K X K.
K = I

it is ne cessary to find the roots of th e equation

The calculation of the va lues of f:.K and I 'i.I> K can be realized by means of a com­
puter using the formulae (1) to (9) and the expressions of the matrix elernents" of H o

and V, but the most important problem which arises is knowing how many terms are
necessary in (19) an d (20), when B covers a difinite interval an d the calculations are
to be made with an es tablishe d accuracy, As there is no reason to believe that the
number In of per turbations necessary grows w ith X, in which case it wou1d de enough
to calculate m for th e hi ghest value of X, we ca n ch oose from two solu tions: calculate
which number of perturba tions is necessa r y for eac h of the values of X which intervene
in the adjustme nt betw een the theoret ical an d the expe r ime n ta l signa l, or realize a
theoretical study of the proble m whi ch would m to be ob tained sys tematically. It is
ob vious that the first solu tion con tradic ts the idea of saving calculation time, therefore
we shaIl use th e second solut ion .

It would be ideal to be able to calcula te systematical!y for what interval s of va lues
of X the perturbations of an order greater than m (wi th 11l variable) can be disregarded,
if the calculations of E ( p ) and I ~I > ( pJ with error les s than on e given are to be realized.
I n th is w ay it would be enough to find a value of 11l for which these in terval s con tain
the va riation interval of X in the experimento Th e solution of this problem is in príncipl e
cornplicated, so we shaIl us e another much simpler method the usage of wh ích wiII be
exp la ine d latero We are going to tackle the problem, in the cas e of the energies , b y
calcula ti ng the interval of val ues of X for which , when he per turbat ion of order In + 1
is disregarded , relative error is m ade, e", ( X) , whose absolute va lue is less than or the
sa me as [ e l. For this, bearing in mi nd that

The expressions (13) and (17) are ana logo us , as a re (14) and (18). Therefore w e can
wr ite the m in a unified ma nner defining the variable X , as B for the expressions (13)
an d (14) as B - B¿ for (17) an d (18). In this wa y the energies and wave funct ions of H
can be written, adding to the corresponding energies and wave function of H o, the per­
turbations E (p ) and I ~I > (pJ ' being

wit h e = ± Iel, th e values of X which we are lookin g for being those which make the
first m ember of this eq uation (precision eq uation) negative or nuIl .

Th e gener al study of th e num ber of real roots which precision equations ca n have
is a very complex p robl em if it is realized analytically, but it can be easily solved using
a quali ta tive analysis. As al! th e perturbations of any order ca n be disregarded , for
X = O, it is evident that , by continuity, a t least in t he neighborhood of this point the
pe r turbation of the order 11l + 1 can be disregarded , com mitting a rela tive error less
than e. As the numerator of (21) is a monomial of In degrade and when X grows bi gger
it grows in absolute val ue quicker than the absolute va lue of th e denominator (which
is a polynomial of degree m -1) , these wil! always be at least tw o va lues of X different
from zero (one positive an d the other negative) bel ongíng to the interval (- 00, + 00, for
which I e", (x) 1= 1e 1, so that the eq uations (22) w íth e = ± l e I always give a t least
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4. - Practical application of the method

(23)

(25)

(24)
m

E", (X) = ~ El' X::-',
K = 1

r ; (X) = I Em +. x -¡« ¡

vI' v I'
E K(nl) ~ , < n'l' I nl > K~---

(1). E )K- ' (1). E )K

and

is ded uced , from whieh, bearin g in mind (1) and (2), it follows that if in the developmen ts
of the energies and wave funetions we disregard the per turbations of the order m + 1,
the relative error eommitted is of the same order for both . However , preeision equations
can also be obtained for the eompo nents of the wave funetions, in the same way as for
the energies and with th e same eonclusions fo r the roots.

two real roots, on e po si tive and the other negative. The real roots of (22) eorrespond
to the in tersee tion poin ts of th e curves ± P", (X) and E¿ (X), being

so that as E m (O) = O there is always a root fo r X = O. The number of positive real
roots depends on whether of no t E¿ (X) euts the X axis for X> O. If it does no t cut
it (fig. l-a) there will always be one point of intersee tion between E", (X) and P", (X) or
- P", (X) as we have shown, and on ly one beeau se P", (X) is growing an d grows mo re
quiekly than IE ¿ (X) l. Let us now suppose that E ", (X) eut s the X axis for X = X ,
(Fig. l -b, l-e and l-d) . For positive values of X very close to zero I e", (X ) I should be le; s
than I e I and therefore Pon (X) < IE ", (X) 1, so that as P", (X) grows more quickly than
IE ", (X) 1, there will be one point of inte rseetion between E", (X ) and P",(X) or - P",(X)
for X < Xm, and onl y one for this reason.

For X> K; there m ay not be po ints of in terseetion (fig. l-b ), but if th ere are th ere
will be two of them (fig, l-e), also owing to the fae t th a t F; (X) grows more quickly
than IE m (X) 1, or one when the curves are ta ngents (f ig. l-d).

We then see that (22) can have a positi ve root for one sign of e and none , one or
two for the other signo These eonclus ions are also valid for the negative roots. Therefore,
a lthough the preeision equations are of an elevated degree, it is very easy to ob tain their
re al roots.

If we eall v a numbe r of the order of magnit ude of the matrix elements of V and 1). E
a number of the order of magnit ude of the differenee betw een the energies of two eon­
ti guous states of the unp er tu rb ed hamiltonian from (5), (6), (7), (8) an d (9)

As we have seen in the previou s paragraph, once we know the number of perturb ati óns
necessary for the suff iciently aeeu rate ea lcula tion of th e energies and wave fune tion, it
is neeessary to determineE; and 1'1' > K , the ealculat ion of wh ieh can be made by mean s
of a eomputer, simply and with no nee d to resort to it erative m eth od s. The most
eomplieated problem is th e obtaining of the roots of the precision equations . For m = 1
and m = 2 the solutions from (22) are in mediate. For l1l > 2 it is neeessary to obtain the
roots by mueh lengthier methods, for w hieh, despite the small number of real roots, the
ealculation time of the number of necessary per turba tions eould lengthen eonsiderably.
However, thanks to the kno wledge we have aequired in the previous seetion of precisi ón
equa tion ro ots , we can avo id their ea lculation and the method of determination of the
number of neeessary perturb ation remains systematic.

For this let us bear in mind tha t if, in the experiment of level-cro ssings, X takes
values greated than X m (fig. l-b , l-e and l-d ) polynomial expressions for the energies
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It is not necessary to find the root X I, (also including case loa), as if e",(X ) < e for a
definite value of X < X, it is also certain for al! th e values of X less than this as we
have previously seen. Th en , if th e greatest valu e tha t X takes in the experiment is
XA/ « X.. in the cas es whe re E", (X) cuts the axis ), it is enough to demand that the
program of calculation of the analytical exp ressio ns, a t th e same time th at it calculates
the values of E.. and I~~ > '" in the process of adjust ment between the theoretical and
experimental signals, calculate the relative error which would be made when the
perturbation of that order, for X = X M , is disregarded. In principie one mi ght think
of limiting the degre e of the polynomial expression to th e smal!est value of m which
fulfils the condition e., (X M ) < e, but this would not be correct as it is necessary to verify
also whát happens on disregarding the perturbations of an order superior to m + 1. For
this, and owing to the general descending tendency of the values of the perturbations
as m increases, it is enough to calculate sorn e perturbations of an order superior to
m + 1 and demand that the program fix the degree of th e polynomial expression on one
value of K so th at the sum of the perturbations inmediately superior to K divided by
the value of the pol ynomial for X = X.u to be inferio r to e. We sha11 illustrate this later
with sorne examples. To fin d out if X M < X m , in th e case of Em (X ) cutting the X axis,
it is enough to calculate the value of E m (X) for X very close to zero and see if it has
the same sign as E.. (XM ) .

Final!y we wish to re -state tha t , in a level-crossin g experiment, it is necessary to
realize measurements of the crossin g signal for di fferen t values of the density of atoms

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIA S EXACTAS, FISICO-QUIM I CAS y NATURA LES

and components of the wave functi ons canno t be obtained , so that a relative error less
tha n e in al! th e variation interval of X is cornm ited . In fact, in the cases l-b and l-d
e., (X) > e for X> X, (we do not take the point X2 of case I-d into acc ount as i t is an
isol ated point) and X, is always less than X.. no matter ho w big m is. In cas e l-e e",(X ) > e
in the in terval (X" X 2) and for X > X ). From al! this it is evident that there is no point
in finding the roots X2 and X ), so that th e prob lem is made simpler.
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studied, later extrapolating the res ults for null density, and for each density it is necessary
to make the su fficient number of series of measurements in order to calcula te the
probable error of the results. As, in the calculatíons, the values of th e energies and wave
functions are considered to be indepcndent of the density of atoms (for the values of th e
density which are normall y used in th ese experiments), it is only necessary to ver ify the
number of .necessary perturbations on adj us ting th e firs t series of measu rernents, as th e
results obtained can be used for th e other series. Aó: th e nurnber of series of measuremen ts
nec essary is considerab le and the verificat ion process ror the number of perturbations
necessary is very simple, the time sp en t on th is process is unimportant compared wi th
the adjustment time.

In the event of not being able to obtain pol yno mial expressions of a finite degree,
for the energies and components of the wa ve functions , in all the interval of variation
of X, or if they can be obtained but they are of an excess ively high degree, tbis interval
can be divided into various subintervals and th e method of perturbations with dif fer ent
values for B¿ be applied in each of them.

To show the advantage of our method over a dia gon alization method, we present th e
results we have obtained applying it to the hyperfine magnetic sublevel-crossings of the
level 6'P,/z of Cs"'. We have cbosen tbis example as the crossings between the hyperfine
magnetic sublevels of this level are measured exp erimentally and because we consider
that the level 6'P,/z of Cs'" is on e of those which could present most difficulties to the
application of a perturbation method, owing to the curvatu re of i ts sublevels in function
of the external magnetic field (fig. 2). We have used the values a =50.45 MHz, b=O.42 MHz
for byperfine structure con stants? and g, = 1.3341, g, = O for th e Landé factors" ,

Fig. 2

Using the experimental signals obtained by R. W. Schmieder et a1.6l for the Hanle
effect and the crossings A, B and e (fig . 2) of th e level 6'Ps/z of Cs"', it can easily be seen
that all the information that can be obtained from th e crossings is found in the case of
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the Hanle effect , in the signa l zone obtain ed when B varíes betwcen O and 25 Gauss.
It is also found that for th e crossin gs A and for th e se t of crossings B and C (which are
see n to gether) all the information is obtained if one zone of the signal, corresponding
to a variation of the magnetic field of 18 Gau ss, is taken. Tak ing this into account, we
have ob tained ana1yt ical expressions of the energies and wave functions of all the
sublevels which intervene in the crossings st ated earlier, so tha t the relative error made
in the calculation of E IP) is less tha n 0.1 %, when th e magne tic field covers the intervals
stated earl ier.

TA BLE 1
---- - -

m 14 1 > 13 1 > m 1 4 1 > 1 3 1 >---
1 51.3 8 0.0003 0.069
2 2.5 54.1 9 0.19
3 03 6 16.5 10 0.046
4 0.0062 23.1 11 0.023
5 0.0059 2.5 12 0.016
6 0.0056 2.1 13 0.005
7 0.0011 1 14 0.003

' ~'-" '.....

Before presen ting the results we want to show two examples of how the number of
necessary perturbations is determined. In table 1 th e values of 1 e.; (X) I are shown in %,
with X = 25 Gauss and B. = O Gau ss (Hanle effect) for the sublevels IF = 4, MF = 1 >
and IF = 3, MF ,= 1 > , which indica te whe n th e per turbation of order In + 1 can be
dis regarded . For th e sublevel 14,1 > it can be see n that 1 en< (25) I begins to be less that
0.1 % for m = 4 and that the sum of I e., (25) I for In = 4, 5, 6, 7 and 8 is less than
0.1 %; it is not necessary to foll ow the sum owing to the rapid decrease of I e.; (25) / when
m grows. In this case it happens that the first perturbation that can be disregarded,
that of order 5, is tha t of the least order for which 1e., (25) I< 0.1 %. On the other hand,
for the sublevel I3, 1 > the first per tu rb ation for which Ie.; (25) I< 0.1 % is that of order
9, while analysing table 1 it is see n that th e fi rs t perturbation that can be disregarded
ís that of order 11.

TA B LE II

Crossi ng S tate In State m S tate In S tat e In-- --

15 + 3> 3 14 + 3> 4 13 + 3> 6
15 + 2> 3 14 + 2 > 3 J3 + 2> 11 12 + 2 > 6

Hanle 15 + 1 > 3 14 + 1> 4 13 + 1 > 10 12 + 1 > 7
(B . = O) 15 O> 4

1 4 O> 4 13 O> 8
1 2 O> 8

15 -1 > 4 14 - 1 > 4 13 -1 > 9 12 - 1 > 8
15 - 2 > 3 14 - 2 > 3 1 3 - 2 > 10 1 2 - 2 > 7
1 5 - 3 > 3 14 - 3 > 4 J3 -3 > 5

- - --
A

1 4 - 4 > n I 3 - 2 > 13 - 2 > 4
- - --

B
I s - 4 > n I 4 - 2 >

and 1 4 - 2 > 3 14 - 3 > 3
C

I s - 5 > nI 4 - 3 >

- 80-
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22.5 %
10 %
7 %

20 po ints

42 %
18.5 %
11.5 %

10 points

TABLE 111

Hanle
A

Ay C

Crossings

In table III we present, in %, the quotient betw een th e calculation time w íth ou r
me tho d and with th e Jacobi diagon alization me thod . For the Hanle effect Bo = O has
been used and for th e other crossings the mean po int of the variation intervaIs of B.
Using B¿ centred in the vari ation in terval of B in the case of the Hanle effect
(Eo = 12.5 Gauss) the calcula tion tim e by ou r me tho d is re duce d by 15 %. It can be seen
th at the advantages of th e proposed me th od are evident .
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In table II we present the number m of perturb ations necessary to ca lcula te E IP1 with
an error less than 0.1 %, for th e levels pereviou sly s tated, which are obtained fro m re pre- ­
sentations of the hamiltonian of dimension greater tha n 2 x 2. As can be see n, this
number is low and th e analytica l expressions of th e energ ies are very easy. We have
not thou ght it nec essary to present th e results corresponding to I '11> (p) as havin g th e
wav e functions p resented 3 or 4 compone nts the ta b le would be excessively complica ted
and besid es , these results show no thing new, since we hace already seen that m is of
the same order for energies and wave functions.

To show th e advantages of the me thod of analytical expressions we have compared
the t imes necessary fo r calcul a tion of the energies an d wave functi on s of the sub leve1s
which cross, for Hanle effect an d the cro ssings A, B and C, by means of a diagonaliza tion
m ethod of Jacobi and ou r method of ana lytical functions. For this we have required,
in both cas es, the re lative error made in the extremes of th e variation in terval of B to
th e less than 0.1 % and we have mad e calcula tion s for the cases where on de tecting
the crossings signal m easurements are made for lOor 20 different values of th e magnetic
field.



FORMULACION y ESTUDIO DE UN METODO
OPTIMIZACION PARA PROBLEMAS DE DISEÑO

DE COlVÍBINACIONES OPTICAS

POR

S. MAR ' Y M. QUINTANILLA

Departamento de Optica , Facultad de Ciencias
Univer sida d de Valladolid

Abstract

The characteristics of mathematical methods of minim iza tion are s tu died as applied
to the problem of design ing optica l combinatio ns. It is derived an an alytical expression
which allows the .calculation of the optimal step in numerical deriva t ion and several
formula t ions are ana lysed for the calculation of partial crossed deriva tives and th eir
errors. It is studied the most suitable way of using the methods of optimized gradient,
acceleration of convergence and mi nimization parameter by parame ter in order to solve
the problem of optical combination . Criteria are given for the mo st effective combinat ion
of these three methods . Finall y the results are included of a typica l example: the corree­
tion of a Taylo r t riplet ,

Introducción

Casi todos los problemas de dis eño de sis temas ópticos acaban más pronto o más
tarde en uno de minimización, para hacer óp timo el comportamiento del sistema en con­
diciones espe cíf icas. Por ello analiz amo s este problema para poner a punto un método
de optimización especialmente construido para el diseño de sistemas ópticos.

Es conocido (1) que, si bi en exis te desde el punto de vista matemático una axiom ática
única para minimizar funciones, los procedimientos prácticos varían enormemente , de
modo que cada problema concreto ti ene su método más adecua do, obtenido en la m ayoría
de los casos por experiencia, llegando a dars e el cas o de que procedimientos de gran
eficacia y convergencia para un problema se muestran ine ficaces para otros.

El método aquí propuesto, por es ta r espe cialme nte cons truido para dis eño de sistem as
ópticos, debe tener en cuenta las peculiaridades propias de es te p roblema, así como las
generales de los métodos de optimización. Entre ellas destacamos:

a) Como peculiaridad común a casi todos los métodos de optimización es tá el pro­
blema del «estacamiento», en el que la convergencia hacia el m ínimo llega a ser .de ex­
tremada lentitud, al cabo de cierto número de it eraciones .

b) Otra peculiaridad bastante común es la ob tención de mínimos locales qu e .imposi­
bilitan el encuentro del mínimo absoluto.

* Este .trabajo se ha realizado con la ayud a de un a Beca de In iciación a la Investigació n y Form a­
ción del Profesorado concedida a S . Mar .
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Como ya hemos indicado, la valoración de estas funciones requiere un tiempo de
cálculo relativamente largo, por ello se ha procurado emplear un procedimiento que ex­
traiga la máxima información con el menor número de evaluaciones de la función, y por
lo tanto que seleccione los puntos que «a priori» pueden suminstrar dicha información.
El método será tanto más eficaz, en tiempo de cálculo, cuantas menos veces evalúe la
función, aunque luego realice un análisis más largo de los puntos calculados para obte­
ner la máxima información; por muy largo que sea este análisis siempre será preferible
a calcular la función un mayor número de veces.

El método, que basado en estas premisas y que a continuación se detalla, ha sido
programado en FORTRAN para un IBM 1130, se ha empleado en todos los problemas de
optimización que se nos han presentado, mostrándose siempre de gran eficacia. Su puesta
a punto la realizamos con un ejemplo típico, para poder analizar cada uno de los puntos
del procedimiento. '

Este caso concreto fue la optimización de un Ta ylor (triplete Cooke) cuyos datos del
anteproyecto están dados en la Tabla I , asimismo se dan los parámetros del sistema
corregido.

Como función de mérito se utiliza una estudiada por nosotros (2) dada por:

f
f: R" --+ R

e) En el caso concreto que nos ocupa, las funciones por estar basadas en la marcha
de varios rayos a través del sistema, requieren un tiempo de cálculo relativamente alto.

d) Otro problema es que la dependencia, de la función a optimizar, con los paráme­
tros lib res no es en la mayoría de los casos explícita y ello obliga al cálculo de las deri­
vadas por el procedimiento de incrementos finitos. En este caso un problema de gran
importancia es la determinación de un incremento apropiado para la obtención de las
derivadas con suficiente precisión numérica.

Nuestro método tiene en cuenta cada una de estas peculiaridades.
Las funciones a optimizar en el problema del diseño de sistemas ópticos son las lla­

madas genéricamente funciones 'de mérito.
Prescindiendo del criterio que se siga para su definición, llamaremos función de m é­

rito a una relación que para cada conjunto de valores de los parámetros libres del diseño
(radio, espesores, distancias, focales, pupila, etc.), asigna un valor único relacionado con
la calidad del sistema y que se pretende que sea mínimo. Si n es el número de par áme­
tros libres, la función de mérito f será una aplicación de un espacio de n dimensiones
(espacio de los parámetros), a la recta real.

Se toman como parámetros libres '1, '2, 'J, '., ' 5, dI" d2' , sP' manteniendo fijas las de­
más y dando a r, el valor adecuado para obtener focal 10.

donde las aberraciones se calculan a través de las Sumas de Seidel.

Para evitar valores excesivamente pequeños de esta función de mérito, se multiplicó
por 10'
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TABLA

Volviendo al método de mini mización nos enfrentamos en primer lu gar con el -cá lculo
de las derivadas. En dicho cá lculo, por el procedimien to de incre mentos fin it os con ca l­
culadoras, se encuentra el siguiente compromiso .:

a) Para obtener un buen valor de la derivad a, matem áticamente interesa qu e el in­
cremento tienda a cero. Siempre que éste "sea fini to la der ivada obtenida por coci ente
de incrementos diferirá del valor real en una magnitud E r, qu e es conocida como error
de truncación. Como se verá, es te error tiene aproximada mente una dependencia cuadrá-

-+
tica con el valor del incremento de la variable (~ x).

-+ -+
b) Sin embargo, al tender a cero b. x , los valores de la función en el punto X¿ y

-+ -+
Xo + ~ x llegan a ser muy simila res , teniendo gran número de cifras significativas igua-
les , po r lo que la evaluación nu mérica de su diferencia pierde signi ficado y aumenta fuer­
temente el error en la derivad a. Téngase en cuen ta el limitado número de digitos que re­
se rva una calculadora pa ra el almacenamiento de una magni tud (de 8 a 9, y en algunos
casos 16). Este es el er ror de redondeo, E" y en el valor de la derivad a primera influ ye

-+ -+
como 1 / ! ~ xl y como l / lb. xl2 para las deri vad as segundas.

En la gráf ica 1 se re presen tan ambos errore s en función de inc rement o de la varia­
bl e, as í como su suma qu e da el error total de la derivad a.

La expresión analítica del m ínim o error tota l se ob tiene po r de rivación de la su ma de
redondeo y truncación.
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FIG. 1. - Variación de los errores de trunca­
ción (E T ) , redondeo (E R ) y totales (E T + E R )

con el incremento de derivación , e, para deri­
vadas primeras (sub. 1) y segundas (sub . 2).
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De modo similar puede procederse con las derivadas segundas;

derivada primera num érica calcul ad a con incremen to e

donde e¡ es el increm ento para variab le i ,

-+ -+
Desar rollando en serie de Lagran ge la fu nción en el punto X; + e respecto al paráme-

t ro i, y operando se obtiene

El error de t runcación viene dada por la diferencia entre el valor numérico de la
derivada (DP) y el valo r exacto.,

Expresión del error de truncación



(DSJ = -----

1
= - Er ror Abs. (f+-f-) =

2e

1 7r
= -(rf+ + rf_)'0L-

2e e

E, = Error Abs.

Donde aparece la dependencia con l/e y l /e' en el error de redondeo de las derivadas
primera y segunda respectivamente.

donde f es el valor medio de f + Y f_; y de modo similar, se obtien e que el error para la
derivada segunda está expresado aproximadamnte por
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4
DCR¡ = - [(DSJ

2
, - (DSJ ,l

r:. ?

Este error nace de la limitación en los digitos almacena dos por la calculadora. En
el cálculo de la función se obtiene como resultado una cantidad con un número de
cifras limitado. Sin embargo, ni siquiera todas estas cifras son correc tas, ya qu e en
las sucesi vas operaciones hasta la obtención de la funció n se ha ido incrementando
poco a poco el error en las últimas cifras; llegando éstas, en la mayoría de los caso s ,
a ser totalmente aleatori as . La es t imació n del núme ro de cifras correctas de un re­
sultado numérico de modo riguroso resulta un problema muy complejo, en el que
intervienen factores tales como: el número de op eraciones realizada s, la propia orga­
nización de la calculadora, su C. P. U. (Central Processin g Unity) , las subrutinas propias
del sistema, y de modo muy importante la programación del problema, et c. Po r todo
ello, la estimación de este número de cifras correctas suele es tar basado en la experien­
cia, dando como error relativo en tanto por uno r = 0.5 x 10-"+', donde n es el número
de cifras correctas en la evaluación de la m agni tud determinada. La calculadora con la
que hemos trabajado reserv aba aproximadamente 9 cifras decimales para cada número
y hemos estimado entre 5 ó 6 el número de cifras correctas, por ello tomamos r = 10- ' .

En general, el error de redondeo absoluto en el cálculo de la derivada primera pued e
estimarse como

derivada se gunda numenca calculada con increm ento c.,

Puede apreciar se la depedencia cuadrática con el increme nto tanto pa ra las derivad as
primeras como segundas.

donde

Expresión del error de redondeo

y
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Estimación del incremento óptimo

(~) 1/4

DCR _
. t opt =

(~) 113
t ap t =

DTR

3
cap t = - - e1

0pt + -- e2
0pt

4 4

Como ya he mos indicad o en la evaluación de Eop, es necesario estimar DT R o DCR, y
para ello deben calcularse las de rivadas primeras y segundas que a su vez necesit an de

como valore s óptim os de los increme ntos .

Ante es tas expresiones de los Eop, hay qu e cons iderar las siguientes cuestiones :

1) Precisión con la que deben calcularse estos valores, es decir, los interv alos de E ,

en torno al valor óptimo, en los que el error de las derivad as no excede a una magnitud
razonable.

2) Como se dispone de dos val ores de Eo' p, uno para derivadas primeras y otro -para
segundas, ésto obligaria a calcular la función en puntos distintos para la obtención de
las derivadas primeras y para las segundas, con el con siguien te aumento de cálculo .

Para analizar el pri mer punto se estudió el comportamiento de los errores de redon­
deo, t ru ncación y tota l, tanto para de rivadas primeras como segundas, frente al incre­
men to de la variable.

En la gráfica 1 se representa n estos errores para el primer parám et ro lib re del sis­
tem a elegido .

Tom ando como cotas máximas de error para la derivada p ri mera 1 % Y para la deri­
vada segunda 2 ,%, puede apreciarse que cualquier .valor de E comprendido entre 0.008
y 0.07 nos daria valores de las der ivadas dentro de los errores exigi dos . Puede observarse
que estos valores difieren en un orden de magnitud y, análogamente, sucede para los 'de­
más parámetros; lo que nos permite afirmar que el valor de E no es muy crítico y sola ­
mente su orden de magnitud es significativo.

Normalmente dentro de este intervalo, en el que las derivadas tienen errores tolera­
bles, se encuentran ambos Eop" Y esta circunstancia nos permite resolver el segundo p ro­
blema definien do un ú nico Eop, combinación de los anteriores. Por lo tanto sólo se rá nece­
sario calcula r la función en dos puntos y a partir de ellos pueden obtenerse las der iva­
das ta nt o primeras como segun das, po r lo qu e se re duce a la mitad el número de puntos
donde hay qu e evaluar la función.

Noso tro s hemos tomado como-combi nación el 75 % de E'op, de de rivadas primeras más
el 25 % de segundas, basados en la -idea de que las derivadas pri meras juegan un papel
más importante en la minimización que las segundas. Se han prob ado también
(50 % E ,op, + 50 % E'o p,) Y (25 % elop, + 75 % E'op,) así como llevar por separado ¡;' opt y
E' op, ; las diferencias que se encuentran en cada caso para las derivadas primeras y se­
gundas no eran muy' significativas, pero sí en las derivadas cruzadas que, como veremos
más adelante, mejoran con el primer criterio; por todo ello definimos:

y para la s segundas

El incremento óptimo se obtiene por derivación de la suma de los errores de re don­
- deo y truncación, lo implica un error míni mo en la valoración numérica de la derivada.

Al derivar y despejar se obtiene, para derivadas primeras:
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un va lor de e. Por esto se comienza el cálculo con un e arb itrario y se realizan las si.
guientes evaluaciones:

e --+ 1+,1-,12+,12- --+ (DP ), (DS) --+ (DTR ), (DCR ) --+ eop,

repitiéndose el cálculo con el nu evo eop" si las deri vaciones no tienen la precisión sufi ­
ciente. Normalmente dos pasadas suelen ser su ficien tes, como se mues tra en la tabl a n.

TA BLA 11

e

I
DP DS DTR DCR eopt

l." paso 0.3787 - 0.07918 0.3807 -1.093 - 3.049 0.02731
2. o paso 0.02731 -- 0.06008 0.3532 -0.748 -2.225 0.01842
3." paso 0.01842 -0.06003 0.3531 -0.749 -2.420 0.01814
4.o paso 0.01814 - 0.06003 0.3531 - 0.748 - 2.457 0.01811
5. o paso 0.01811 -0.06003 0.3531 - 0.747 -2.286 0.01829

Con el valor de eop" obtenido en el primer cálculo, se pueden ya evaluar deri vadas
con precisión superior a la des eada, sólo en algunos casos se rán necesarias dos pasadas
para obtener la exa ctitud deseada en las derivadas.

Para iniciar el cálculo debe tomarse un e cualquiera, preferentemente grande, ya qu e
el error de truncación es menos perjudicial que el de redondeo, debido a la aleatorieda d
de este último. Nosotros hemos tomado e, = x ;/lO. En los demás pasos ya no es necesa­
ria est a elección arbitraria, pues se tomó como e el eva luado anteriormente.

Dado que el cálculo de los eop, exige la eva lua ción de la función en cuatro puntos po r
parámetro (con el consiguiente aumento en el tiempo le cálculo) es conveniente realí­
zarlo el menor número de veces en el camino hacia el mí nimo.

La estimación de eop, es de gran importancia en el caso de diseño de sist emas óp ticos.
Cuando la función de mérito dep ende fu ertemente de un parámetro, el eop, asociado
será pequeño (3).

La dificultad de las distintas dependencias de la función con las variables se sa lva
utilizando en la derivación un e op , para cada va riable.

Algunos autores suelen utilizar un e común para radios, otro para distancias, otro
para espesores, etc. En los cálculos realizados por no sotros est a hipótesis llevaría fu ertes
errores en la evaluación de las derivadas, pues como muest ra la tabl a III los eop, para
distintos radios son de orden muy diferente. No obstante, las diferencias entre los eop,

de una variable, en las distintas iteraciones, no se hacen muy significativas si el número
de éstas no es muy elevado. Esto unido a no ser muy crítico el valor de eop, y a lo
costoso de su obtención , aconseja no recalcularlo sino de un modo muy esporádico. No­
sotros hemos tomado como criterio recalcular los eop, cuando la función de mérito se ha

TA BLA 111

Iteración Fun ción eop , (r,) eop , (r2) eop, (r,) eop, (dI') eop, ( s p)

v

1 0.014277 0.0183 2.18 0.0349 0.0291 0.0833
2 0.00740 0.0171 1.83 0.0276 0.0209 0.0764
3 0.00699 0.0173 1.79 0.0289 0.0246 0.0773

.. ... .. . .... . .. . .. ... .. ... . .. . .. . . .. . .... . ... ... ... ... ... .. .... .... ... ... .. .. .. ... .. ...... . ... . . .... ... ... .. ... .. ..................
6 0.00182 0.0174 2.02 0.0197 0.0117 0.0957

. ... ... .. .. .. . ... .... .. ..... . .. .. . .. .. ... . .. ... .. .... .. ... . ... . .... .. ... ... . ................. .. .. ... ... ... .. . .. .. ..... .. .. ... .. ..
15 0.00032 0.0065 0.34 0.0107 0.0056 0.1785
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OX,OX¡
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Conocid os estos valores de la función, son varias las expresiones que permiten el
cá lculo numéri co de las derivadas cruzadas . Como más significativas damos las siguien­
tesfi indican do los errores de truncaci ón para cada un a de ellas :

1)

FIG.2

Derivadas cruzadas
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Para el cálculo de las derivadas cr uzadas es preciso conocer la fun ció n en algunos
puntos de u n rectángulo con centro el punto x. y de lados 2 e" 2 ej. Los punt os, además
de los ya definidos , le llamaremos i .«. ¡+' f ,+, ¡. , f " , i +' i .: ¡. .

La figura 2 representa la situación relativa de estos puntos y la fu nció n asociada a
ello s.

reducido en un orden de magnitud; para tales variaciones (como puede aprecia rse en
la tabla IIl, iteración 6 y 15) la nu eva po sición en el espacio de los parámetros está tan
alejada de la ante rior qu e las modificciones en el valor de eop, son significativas, y por
lo tanto deben re ca lcularse .

Todo lo anterio r nos lleva a la conclu sión siguiente: los va lores de los e ópt imos de­
pe nden fu ertemente de la Relación Implícita entre la Función y la Variab le, pero dichos
valores para cad a variable se mantienen significativos en un ampilo margen de varia­
ción de la función.

El empleo de eop , como aquí se ha descrito nos ha permitido obtener valores de la s
derivadas p ri meras y segundas con er ro res siempre inferiores al 1 %, u tilizando exclus iva ­
mente dos puntos po r parámetro (f- y f +). Sólo en las iteraciones que se recalcularon el
eop, se precisan cuatro puntos (f+, ,-, f,+, f,.) . Si se tiene en cuenta que es tos mi sm os va­
lores de f+ Y f_ deben u tilzarse pa ra el cálculo de ambas der ivadas (pr imeras y seg un ­
das), y que el f. es común para todas las variab les, se ded uce qu e sola mente son p reci­
sos 2 11 + 1 valoraciones de la función para ob tener las derivadas primeras y segundas .



ción; hay que tener en cuenta que existe n - --- derivad as cruzadas distint as . La se-
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2

2'

2 n + 1

n (n - 1) n' 3
2 12 + 1'+:- - --= -- + - - n + 1

2 2

4 12 + 1

Número de evaluacio nes de la función

n(n - 1) n' 7
4 12 :+ 1+(- - - - = -- + ' - -12 + 1

2 2

TABLA IV

12: número de paráme t ros
Cálculo de

3)
02f f ,+. 1+ - f i+ - f l+ +. f.

+ (E ,),
OXiOXI e, el

1 o'f fj' f
(E ,), = (E')2 + - e¡ + - - el

2 ox/o XI 2 OX,oxl

Derivad as primeras y e óp timos oo. oo . oo .

Derivad as primeras segundas, cruzadas )
e óptimo s oo. oo • • oo oo . oo • • oo .oo oo •• • • ' oo

Derivadas primeras, segundas y cruzadas.

Derivad as primeras oo . oo. oo .

E st a utilización de un eop, común para todas las derivad as ha permitido hacer uso
de los mismos valores de la función para obtener todas las derivadas.

La tabla IV da el núm ero de eva lua ciones de la función para los distintos cálculos .

3' 1
copt = - -- e1

0p t + - - e2
0pt

4 4

2
gunda es la . más indicad a para casos en los qu e se requiere gran precisión; ya que sin
ser excesivo el número de eva lua ciones de la fun ción, su error , al igual que en el primer
caso, es de orden dos en e y por lo tanto muy pequeño.

La tercera presenta errores de orden uno en e y por ello más fu er tes qu e en los cas os
anteriores. En nuestro problema he mos prob ado estas dos últi mas, ob teniéndose dife­
rencias de 2 ó 3 % en los va lores de las derivad as cruzadas, y po r ello elegimos la ter­
cera expresión a causa de la mayor rapidez en su eva luación.

El eop, para las derivadas cr uza das, como puede observarse de las expresiones del
error de truncación, tie ne un a depe ndencia cruzad a en los e lo que dificu lta la obtención
de un eop, sin excesiva s eva lua ciones de la fu nc ión. Como indicába mos en el aparta do
anterior, he mos probado con los eop, de las derivadas primeras, con los de las segundas
y ' con los defin idos por comb inación de ellos, dando los me jores res ul ta dos para la re­
lació n:

Como puede ap reci arse los errores van aume ntando desde la 1) hasta la 3); sin em­
bargo, recordando qu e las funciones t.; f ¡- , f i+, f ¡- ya han sido evaluadas para el cálculo
de las derivadas primeras y segundas, se pu ede observar que la primera fórmula requie­
re el cálculo de la función en cua tro nuevos puntos, la segunda en dos y la tercera en
uno. Este compromiso entre precisión y tiempo de cálculo requi ere una solución distinta
según los problemas concretos.

En el caso de optimización de funciones de mérito para sistemas ópticos, la primera
fórmula queda normalmente descartad a por el ' elevado número de cálculos de la fun-

n(n-1) .
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i~OP t = -----

Goo = (D S)o E
- ont

GI ' = (D P) EoPt

16 1
G,' = -- GI' - -- G,o

15 15

Goo = (D P)~ E o bien
- ont

GI
O = (D P),oPt o bien

...... 2 ......

G ·G

...... ......
do nde D es la matriz de las de ri vadas segu ndas. Dado que Ii x = - j , G, pued e sust itu ir se

......
[) x en la expre sión an te r ior y derivando r esp ecto a i. se ob tiene
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Resuel to el problema de cá lculo de las derivadas con precisión analizaremos el método'
de optim ízac i ón ., _

Prác t icamente, todos los criterios de minimización están basados en increm en tar la s
......

variables en la direcció n contraria a] gradien te G en cantidades definidas po r un coe­
ficie n te :

La ob tención de J.. diferencia .unos métodos de ot ros .

En el caso del gradien te optimizado se calcula un 1, tal que la di sminución del valor
......

de la función sea máximo, es decir que Ii f (Ii x) sea máxima.
Ex isten varios procedimientos para el cálculo de 1.. de modo que f sea un extrem a!.

Los más usuales suelen se r:

1. - Desarrollando Ii f hasta orden 2.o se obtien e:

...... ......
/ix = -i, G

Los valor es de G Il ti enen normalmente errores in feriores al 0.1 % . En los pasos en los
que se calcula el EOP I ' aprovechando los 5 va lores de la función, se pueden obtener unos
buenos va lore s de la s derivad as .

En el cá lculo inicial de los Eop, el valor de G ,I pue de se rv ir para calibrar la calidad
del EOp l obtenido; G il puede tomarse aproximadamente como va lor exacto de la derivada,
si Gl' difiere en más del 1 % de GIl deberá r ecalcularse EOP I ' de este modo se t iene una
gr an segu ridad de dispone r de un buen va lor de EOP I inicial.

...... 2 - )- 1 ......2 ......

/if = G ,/)x+ -/ix . D ·/ix
2

y con ello

Hay casos en los que se precisan val ores más exactos de la s derivad as y esto puede
cons egui rse po r el métod o de extrapolación de RI CHARDSON (4). Este p roced imiento eleva
el número de cálculos de la función, y só lo deb erá emplearse en zonas de conver gencia
dificil, o también cu ando se calculan los E op, que obligan a cuatro evaluaciones de la fun­
ción y permite apro vech ar estos va lores para obten er mayor precisión en las derivadas.

Cuando se di sp on e de 5 puntos (fo, f+. f, +, f _, f2-) neces arios pa ra el cálculo de los E opl>

puede obtenerse:

Extrapolación de Richardson

Método del gradiente optimizado



En nuestro cas o:

f +}, + f _},-2f.

(d J,)2

2d í"

f " -'l. -

Iter. f f},' f }," Ll J. J.. fllu~va.

1 0.007397 --{).541x 10- ' 0.435 x 10-5 12.42 12.42 0.007008
2 0.007008 --{).111 x 10-' 0.293 x 10-5 3.78 16.20 0.00698684
3 0.00698684 --{).OO44 x 10- ' 0.270 x 10-5 0.16 16.36 0.00698680

TABL A V

-+"'""* -+-~
f [x,, - G. {J,,+dJJ ] - f [x.-G. (J, -dí,,) ]

f,.'= ------ --------

-+ f},'
~x = ---

f {

-+ -+
f(x) = f (x" + ~x) = f (x,,- G. JJ

Este procedimien to en el caso óptico tie ne el inconvenien te del cálc ulo de D, obligando
a ob tener la funció n un número elevado de veces . Además, este procedimiento no tiene
en cuenta órdenes superiores que pueden ser de gran impor tancia.

-+T -+
2. - También puede ob ten erse sabiendo qu e J,opt es aquel qu e verifica G (J.op,) . G (O)=0,

es te método es con ocido por el nombre de gradientes conj ugados .

Para el caso óptimo este sistema es más perjudicial incluso que el anterior, pues en
-+

los sucesivos pasos de aproximación para el cálculo de J~pl es preciso calcular G con el
consigu ien te nú mero de cálculos de la función .

3. - Hemo s encontrado qu e el método menos costoso y más seguro es la obtención
directa del mín imo de la función f (JJ respecto a J••
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donde la única var iable es J,.
Este problema se re duce al cálculo del mimmo de una función de una vari able cuya

solución puede encon trarse rápidamente por el método del St eepens-Descendt.
En este algoritmo el paso hacia el mínimo viene dado po r

d J, también deberá ser el ópti mo para la deri vación , por eso en cada paso se calculan
inici almente 5 puntos con el d J~pt del paso anterior, y se eva lúa de nuevo d J~Pt para el
paso presente.

Dada la fuerte convergencia de este método en una variable y forma de dependencia
de f OJ frente a í", sól o son p recisos 2 ó 3 pasos para enc ontrar el mínimo deseado, lo
que exige un reducido número de cálculos de la función .

La tabla V muestra un a de las obtenciones del m ínimo de f 0-> respecto a J, para el
sistema que estudiamos .

Como puede apreciarse, la te rcera iteración da el valor de AaPt, esto ha exigido 11
cálculos de la función (5 para la primera it eración y 3 para cad a una de las sig uientes)
muy in ferio r al exig ido po r el cálculo de la matri z de las derivad as (28 para un cas o
como el nuestro de 8 parámetros). Para tener segurida d de hab er calc ul ado el mínimo
se obtuvo una tabla de f (í,,) frente a í", observ ándose un mínimo en el punto solución,
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este resultado era previsible dado el va lor de la deri vada primera (dos órde nes de mag­
nitud inferi or al inicial) lo qu e in dicaba la existen cia de un mínimo.

El método de l gradien te optimizad o, así form ula do , es de una gran convergencia en
los primeros pasos; sin embargo, en segui da se entra en una zona de «es tancam ien tos» (5)
donde es conven iente r ecurrir a pr ocedi mien to s más sofistica dos par a salv ar este perju­
dicial fenómeno. La causa de los «es tancamien tos» es in t rí nseca al propio método del
grad ien te , siendo inevitable desd e el principio de su utilizaci ón . Efectivamente, en el es­
pacio de las variables los puntos de igual valor de la func ión suelen ser hiperelipsoides
con los semiejes muy diferentes , el m étod o del gra dien te conduce rápidame nte a los ex­
tremos de los elipsoides cor respondien tes a los se mie je s mayores, produci éndose en eso s
momentos el «estancamiento» al intentar ir ha cia el mínimo en la di rección de dichos
semiejes, cambiando constantemente su dirección como muestra la figura 3.

FIG.3

Aceleración de convergencia

Par a salvar el estanca mien to definido en el apa rtad o anter ior, se utilizan métodos de
aceleración:

1. - Algunos de ellos es tán basados en la obtención por ex tr apolac ión de la di rección
hacia el mínimo. Sin embargo, este p roced imi ento su ele presentar grandes di ficultades
por no coincidir los semiejes de los elipsoides con los ejes de coorden adas de nuestras
variables y las rotaciones oportunas pa ra conseguir dicha coincidencia suponen una ex­
tremada complicación.

2. - Por ello resultan más efi caces los métodos que di rectamente tienen en cuenta
estas circunstancias.

El usado por nosotros se ha mostrado de gran ef icacia y es tá basado en : la defo rma­
ción de la m étrica en el espacio de la s va riables hast a convertir los hiper-elipsoides en
hiper-esferas, téngase en cuenta que si es to se con sigue exa ctamente en un solo paso de
gradiente optimizado, se encontra ría el mínimo. Sin embargo pa ra simplificar el 'm étodo
se hac en aproximaciones no siempre exactas que si bien producen pasos de gran efica­
cia no dan exactamente el mínimo.

Si hacemos la hipótesis que las derivadas -no van a variar m ucho del punto donde nos
encontramos al mínimo podemos poner

ti ; = D
-+ - - -- - _. ~ _.-

(¡j X)ace1m do = ')..' D- ! G

')..' op, = 1

Sin embargo, est a est imación de í: al igual que ocurrí a en el método del gradien te no
es muy pr ecisa y resulta m ás eficaz calcular di rectamente el mín imo de f O: ), pero ahora
siguiendo la dirección acelerada.

-+ -+
i' (a x) = f (Xo - í: Do- ! Go)

-+ -+
donde Go y Do son las derivadas en el punto Xo en el que nos encontr amos, -y f pasa 'a se r
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Función de mér ito x 10
3

. _. -- Gradiente
- - Acelerado
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\
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FIG. 4. - Variación de la función de mé­
rito con la s sucesivas iteraciones para el "
m étodo del gradiente optimizado y una
conjunció n de gradiente y aceleración.

En la tabla VI se muestran las aberraci ones en ambos puntos de la iteración 15.
En las gráfica s S pueden apreciarse las man chas abe rrantes para el sistema antes de

corregir y después , respectivamen te.

una función de un solo parámetro donde aplicaremos el mismo procedimiento que el
expues to para el gradien te.

El método de aceleración requiere más cálculos que el del gradiente, pero evita el
estancamiento por su fuerte convergencia. Debido a que no se tienen en cuenta deriva­
das sI~ orden superior al segundo no da directamente sobre el mínimo, pero al descolocar
del extremo del hiperelipsoide vuelve a ser muy eficaz el método de l gradiente; por ello
una combinación adecuada de ambos métodos resulta de llHa [uert e convergencia y
~W~ . "

En principio, los pas os ace lerados deben emplearse el mínimo número de veces dado
qu e son m ás laboriosos de reali zar qu e los de gradiente, sin em bargo, como su dirección
apunta más di rectamente hacia el mínimo, qu e la dirección del "gradiente, permite en
algunos ca sos «saltar por "encima » de algunos mínimos loca les no muy fuertes como
ocurre en el ejemplo aquí exp uesto. Si se deja al método realizar 15 iteraciones de gra­
diente antes de "una acelerada, como muestra la gráfica 4, entra en un: mínimo local del
cua l resulta imposible sa lir, aunque se utilicen pasos acelerados u otros mé to dos.

Normalmente, realizadas la s cua tro primeras it eraciones de aproximación al mín imo,
- se "ha-Oempleado un paso acelera do por cad a paso de gra dien te, ob teniéndose el mí nimo

«absoluto» con un reducido número de it eraciones .
En la gráfica 4 puede obs ervars e la ef icacia de los pasos acelerados fre n te a los de

gradiente, cuando aquéllos dej an de ser eficaces es por haber alcanzado el mínimo y
el método debe pararse. Es conveni ente hacer notar que la diferencia de los valores de
la función alcanzad a con "el méto do del gradiente y el acelerado parece poco significativa,
en la iteración 15. Sin em bargo, en valores tan pe queños de la función de mérito, redu ­
cir 3 veces su valor rep resenta una importante disminución en sus aberraciones.



GRADIENTE ACELERADO

TA B LA V I

FI G. 5. - Las curvas repres entan
los impactos, calculados en ter­
cer orden, en plano imagen de
los rayos que inciden en la pu­
pil a a o = 1; 0,75; 0,5 y 0,25,

respectivamente.

f = 0.31581 X 10-3

ESF = 0.050
COMA = 0.00037

AST = - 0.144
e.s. = - 0.186
e.T. = - 0.043

DI ST % = 0.011
CR. L = 0.014
CRT = 0.000070

FOCAL = lC.OO

--é-
I

MEDIO CAMP0-J--C!J I
-@~

1o.05cm

FMT=O.1l,3xl0-
f

FMT=0.316xl0·3

C MPO TOTAL

f = 1.07848 X 10- 3

ESF = - 0.054
COMA = 0.010

AST = - 0.269
C.S. = - 0.201
C.T. = 0.068

DIST % = 0.18
eR . L = - 0.027

CRT = 0.0012
FOCAL = 10.00

t /
Xi =- - -

f¡"

It eración 15 It eración 15
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El método consiste en obtener el mínimo de la función para el primer parámetro;
desde este mínimo calcular el del segundo y así sucesivamente .

Es siempre más lento que los an te ri ores por el elevado número de cálculos de la
fu nción que se ha de realizar; no obstante, puede ser empleado cuando se entra en zonas
de convergencia muy difícil, donde los métodos anteriores encuentran grandes problemas.
Es siempre más seguro y permite salvar zonas con derivadas de órdenes superiores al
segundo muy fuertes . Como es lógico, deben emplearse en casos muy extremos, procuran­
do volver rápidamente a los métodos anteriores.

En el cálculo de este mínimo parcial es conveniente utilizar el procedimiento de
Steepens Descen t para cada parámetro por ser el más rápido: .

Minimización parámetro a parámetro
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Hemos expuesto un conjunto de algoritmos para conducir una función a sus valores
óptimos, especialmente aplicados a sistem as ópticos mostrando su ventajas e inconve­
nientes. Por ello hemos realizado un programa que utiliza dichos algoritmos en diferen­
tes etapas de la aproximación al mínimo, haciendo automático el paso de un método a
otro según las características o dificultades en qu e se encuentra.

FORMULACION Y ESTUDIO DE UN METODO OPTIMIZACION PAR A PRO BLEMAS DE DISEÑO

En la aplicación de este método, lógicamente, se asi gna un a tolerancia al encuentro del
mínimo parcial. Conviene tomar el valor absoluto de la derivada segunda, pues si estuvié­
semos muy alejados ésta podría ser negativa y conducirnos en contra del mínimo.

Debido a la rapidez en acercarse al mínimo parcial, puede dar pasos demasiados lar­
gos y llegar a «saltarlo» por eso es conveniente comprobar qu e el nuevo punto es mejor
que el anterior; si no ocurre así, parti r el paso a la mitad y repetir la comprobación .
Esto únicamente suele suceder en el primer paso de modo que una o dos particiones del
incremento son bastantes para encontrarse en un punto mejor; téngase en cuenta que a
medida que se acerca al mínimo parcial , el algoritmo es más eficaz y se reduce la po si­
bilidad de pasos demasiado largos. Como indicábamos antes, tres 'pasos suelen ser sufi ­
cientes para localizar el mínim o.

Normalmente una minimización para ca da parám etro suele ser suficiente pa ra salvar
una zon a difícil, sien do conveniente volver a los anteriores recalculando los Eap l Y obte­
ni end o las derivad~s con más precisió n po r ext rapolación .

El algori tmo se utiliza siempre en la pr im era iteración; su fina lida d es situar el sis­
tema en una zon a de mínimo, es decir , deri vadas segundas positivas . El empleo de los
otros m étodos en el pun to inicial puede ser in eficaz por encontrarse en un a zona difíci l,
con posibl es pendientes muy fuertes y derivadas segundas negativas.

Para el 'cálculo de f/ y f / ' utilizaremos los Eap l definidos ante riormen te.

Consideraciones finales y organigrama
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Un ejemplo de ello aparece en la gráfica 4. El organigrama general es el que a con­
tinuación se detalla.

NOTA. - Bajo petición se puede suministrar el listado del programa en' FORTRAN
para 1. B. M. 1130 que hemos puesto a punto para la ejecución de este método de optí­
mización.

Agradecemos al Ledo. Migu el Angel García Quintas su desinteresada colaboración en
los problemas de análisis numérico.
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COMPLEJOS
TRANSICION

ESTUDIO DE ALGUNOS «OXI NATOSn
DE IONES DE LOS METALES DE

F. G ÓMEZ B ELTRÁN, L. A. O RO, M. P. P UEBLA Y R. DE V AL

lB. - Espectroscopía infrarroja de algunos 8-hi droxiquinoleinatos

de Ni(Il ) y Co(Il)

Abstraet

PO R

En tr ab ajos an teriores hemos estudiado las propiedades magneto químicas en el ran go
65-300K (1) y espectroscópicas en la zona del visible-ultraviol et a (2) de los com plejos de
Ni ++ y Co++ que forman la oxina y a lgunos de sus derivados sustit u idos en po siciones
5 y 7, siendo todos los complejos ob tenidos en el caso del ión Co++, octa édricos de este­
quiometría Co(oxina)2(H 20)2' mientras que con el ión Ni ++ pudimos establecer una clas í­
ficación en tres categorías:

a) Complejos paramagnéticos octaédricos en los que las dos moléculas de agua no
se van fác ilmente ni por tratamiento en va cío ni por calefacción .

b) Comp lejos par amagnét icos octaédricos en los que las dos moléculas de agua se
pierden espontáneamente o po r medios suaves transformándose en diamagnéti cos plano­
cuadrados.

y e ) Complej os que al pr ecipitar de la diso lución acuosa aparecen ya como diamag­
néticos y plano cuadrados.

Estos resultados parecen indicar que los sustituyen tes en la oxina son cap aces de
modificar su tendencia h aci a la formació n de un enlace tt en anillo suficientemen te ro ­
bust o para ser cap az de proporci onar complej os planocu ad rad os y, por tanto, creemos
que esta influen cia debiera de m anifestarse también en los espectro s infrar rojos de los
complej os . Por -este motivo hem os re aliza do este trabajo que ha estado precedido de un
es tudio pr evio de todas las oxinas libres formadoras de los complejos aquí estud iados (3).

The niain fea tures of the infrared spectra of thí rty-one nickel( lI ) and cobalt(lI)
«oxinates» are rep orte d.

Thes e compounds display several character ist ic bands, which a llow us to order the
chelating agents in a series w hic reflects the «,,-bond» forming power of the a tom s
directly bonded to the nickel and cobalt ions , supporting the chemica l an d magnetic
studies previously repor ted (1) .

Introducción

Resultados

Los resultados de nuestras asign aciones , am pliamente basadas el). nues tro est udio de
las oxinas libres (3) y en otros t rab ajos (4) y (5) se re cogen en las Tablas 1, II y III. De
ellas se deducen para los compor tamien to s de las bandas más significativas los siguíen-
t es extremos:
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TABLA 1. - Complejo s octaédricos de cobalto (JI)

Fórmula del complejo I ,,(OH) <5 (OH) • ,,(CN) " (Ca)
r (OH) ,5 anillo ,,(Ca - O) ,,(Ca-N) v (Co-OH,)
¿j 1/2 quelato

Co(5S0,Na7Ioxina), .6H,O { 3300 1630 m. 1370 f. 1040 f. 605 f. 435 m . 270 d.3400h. - -

Co(5S0,Naoxina), . 4H,O { 3340 1635 d . 1327 f. 1070 f. 650 m . 424 f. 270 f. (209) f.3230h . -

Co(5Cloxina), . 2H,O 3220 1640 d. 1320f. 1080 f. 670 d . 428 m . 278 m. 245 h.d, 209 f.
Co(5Broxina),.2H,O 3200 1630 d . 1318 f. 1080 f. 649 d. 417 m . 290 d.d . 244 m. 205 f.
Co(5CH,oxina),.2H,O 3200 1640m . 1325 f. 1090 f. 670 m. 422 m. 292 m. 278 m . 218 f.
Co(5NHCOCH,oxina), . 2H,O 3250 1650m. 1323 f. 1100111. 665 m. 440 m. 275 d. 235 h .m. (~ 200)

Co(5N = N.C,H,oxina, .2H,O { 3220 1570 f. 1320 f. 1097m . . 650 111. { 475 m . 304 m . 282 d. 210 h .f.3100h . 415 111.

Co(oxina), .2H,O 3230 1635 m. 1323 f. 1105 f. 673 111. 387 f. 290 f. 245 h.d . 204 f.
Co(5,7CI,oxina) , .2H,O 3280 1687 d . 1362h.f. 1112 m . 665 m. 445 m. 353 m. - -
Co(5CI7Broxina), .2H,O 3260 1670 d. 1360f. 1103111. 650 m. 440 d . 349 m . - -
Co(5Cl7Ioxina), . 2H,O 3300 1665 m . 1370 1107 f. 610 m . 432 d . 349 111. - -
Co(5,7Br,oxina), .2H,O 3280 1680m . 1355 f. 1105 f . 660 m. 440 d. 340 m . - -
Co(5,7I,ox ina), .2H,O 3295 1660 1349 f. 1103 m . 650 m . 429 d. 317 f. - -

f: fuerte; m: media; d: débil; d .d. : muy débil ; h: hombro.
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TABLA II. - Complejo s octaédricos de níquel (JI)

Fórmula del complej o
,,(OH ) s (OH) " (CN) ,,(CO) tI 1/2 tj Anillo

" (Ni - O) ,,(Ni-N) ,.(Ni-OH,)
L1 :.1/2 ,. (OH) quela to

Ni (5S0JNa 7Ioxina), . 6H,O { 3400 1625 d. 1370f . 1040 f . 600 m. 445 d. . 282 d.3200 h. - -

Ni (5S0JNaoxina),. 4H,O { 3320 1635 d. 1330f. 1070 f. 670 m. 425 f. 280 f . { 228 f.
3220 h. - 223 m .

Ni (5Foxina),. 2H,O 3180 1610 d. 1320m. 1085 f. 630 m . 440 m . 298 m . 225 f.
Ni (5Cloxin a) , .2H,O 3200 1630 d. 1320f. 1080 f. 619 m . 422 m. 285 m . (285 m .) 225 f.
Ni (5Broxina), . 2H,O 3220 1635 d. 1321 f . 1084 f. 650 m . 420 d. 302 d.d . 248 d . 223 m .
Ni (5CHJoxina), . 2H,O '3170 1638 el. 1329f. 1092 f . 680 m . 425 m. 301 d. 270 d . 225 f .

Ni (5NHCOCHJoxin a, .2H,O 3270 1645 f . 1325f. 1100 m. { 660 m . 440 m. 280 d . 245 m . 225 f.
610 m .

Ni (5N = N-C,H,oxina),. 2H,O { 3380 1600 d. 1334 f. { 1100 d. 650 m. { 470 f. 308 m . 282 d. 223 f.
3140 h . 1090 d. 415 d.

Ni (oxina j j . H,O 3220 j 1684 d. 1326 f . 1105 f. 675 m. 390 f . 299 f . 266 d. 215 f .1636 m .

Ni (5,7CI,oxina), .2H,O 3340 1640 m. 1365 f . 1105 f . 630 m . 449 d. 360 m. - 239 m .
Ni (5CI7Broxina), .2H,O 3370 1645 m . 1362f. 1109 f. 540 m . 435 d. 350 d . - -

Ni (5CI7Ioxina), . 2H,O 3340 1675 m . 1367 f . { 1117 600 m. 440 m. 355 d.1108 - -

Ni (5,7Br,oxina) . 2H,O 3330 1650 d. 1360 f . 1105 f . 540 d. 430 d. 350 m. - 229 m .
I
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TABLA III. - Complejos plano-cuadrados de níquel (JI)

Fórmula ,,(CN) " (Ca)
s Anillo

" (Ni - O) ,. (N i - N )
del complejo quelato

Ni (5,7C120xina)2 1368 f. 1110 f. 450 d . 395 m. -
Ni (5C17Broxina), 1370 f. 1119 m . 449 d . 371 d. -

Ni (5Cl7Ioxina), 1368 f. 1115 f. 450 d. 368 d. -

Ni (5,7Br,oxina), 1372 f. 1120 f. 432 m. 373 d. -
Ni (5,7I,oxinah 1365 f. 1115 423 m. 368 d.d. -

Ni (Sfoxina ), 1370 f. 1119 400 m. 362 m . -1115

Frecuencia de tensión v (OH ) del agua

Es de esperar que la frecuencia de tensión ,,(OH) del agua se vea ampliamente afec­
tada cuando esta molécula pasa a formar parte de un complejo y así lo establecen por
ejemplo los cálculos teóricos realizados por Sartori et al (6). De acuerdo con ello hemos
intentado obtener un criterio ordenador de la mayor o menor coordinación de las dos
moléculas de agua unidas al ión central, cri terio que hemos aplicado sólo a los comple­
plejos más sencillos pues en complejos con ligandos tales como el grupo sulfonato
coexisten .aguas de coordinación yaguas de hidratación, siendo muy probable la existen­
cia de puentes de hidrógeno qu e deberán afectar a dichas vibraciones. Los complejos tra­
tados con este criterio se clasifican en la Tabla IV en los tres grupos a, b y e de acuer­
do con los tipos de complejos que pueden formar las «oxinas» con el ión Ni ++ expuestos
anteriormente.

De esta Tab la IV puede deducirse que los complejos con ligandos de la clase a) qu e
poseen las aguas fuertemente unidas, presentan una apreciable reducción de la frecuencia '
de la b anda v (OH) frente a la que po see en el agua libre (v OH = 3520) (6), con valores
en todos los casos inferiores a 3250 cm .:", mientras que los ligandos de las clases b) y
e) , que en el caso de los complejos de níquel pierden fácilmente las m olécu las de agua
o aparecen directamente p lanocuadrados , fo rman complejos de Ni (Il) en los qu e los va­
lores de v (OH) son superiores a 3310 cm.:", mientras qu e estos mismos Iigandos unidos
al ión Co(Il) al qu e se encuentran siempre establemente unidas las moléculas de agua
forman complejos hidratados en los que la ,,(OH) de las aguas poseen valores interme­
dios entre 3250 y 3310 cm.':' . Este último hecho nos pone de manifiesto que en estos com­
plejos octaédricos de cobalto se ha producido, frente a los complejos de la clase a) , un
debilitamiento del en lace cobalto-agua coordinada y un incremento de la robustez de
los enlaces oxina-metal en el plano.

Cons ideremos conveniente comentar que las bandas correspondientes a ,,(OH) son
bandas usualmente anchas, existiendo por tanto un cierto error en su asignación pero,
no obstante , existe un adecuado paralelismo en el aumento de la frecuencia de dic has
vibra ciones de tensión v (OH ) y la disminución de los valores de momento magnético
en los complejos de cob alto que previamente (1) habíamos interpretado a través de un
progresivo «quenching» de la contribución orbital ori ginado por una creciente distorsión
te tragonal , conectada por tanto con el debilitamiento del enl ace cobalto-agua coordinada.
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TABLA IV. -Vibración de tensión v(OH) en algunos complejos de níquel(Il) y cobaltoi I I)

Ligando Clase Complejo de níquel (JI) Complejos de cobalto (JI)

SF oxina .. . ... ... ... ... ... a 3.1S0 -
SCloxina .. . ., .. .. ... ... ... a 3.200 3.220
5Br oxina ... ... ... .. . ... a 3.220 3.200
5CH,oxina .. . .. . ... ... ... a 3.170 3.200
Oxina ... .. . ... ... .. . ... .. . a 3.170 3.190
5,7CI,oxina ... ... ... ... .. . b 3.350 3.2S0
S,7Br,oxina ... ... ... ... ... b 3.320 3.2S0
SCI,SBr oxina ... ... .. . .. . b 3.370 3.280
SCI,7I oxina ... ... ... ... b 3.340 3.290
5,7I,ox ina ... ... .. . ... ... e * 3.290

* No forma compuestos octaédricos dihidratados, sino únicamente planocuadrados.

Vibraciones de ten sión v (e - O) y v (e - N)

La vibración de tensión v (C - OH ) aparece (3) en las oxinas libres hacia uso cm. :",
con algunas variaciones según los sustituyentes, mientras que la vibración de tensión del
enlace C - N suele aparecer algo más alta, pero a veces incluso acopladas.

Sin embargo cuando el oxígeno fenólico de estas oxinas se une al metal, la vibración
anterior se desplaza a la zona de 1100 cm.:" (as ignación previamente realizada por Charles
y colab. (7» . -'

Observ ando los datos de v (C - O) Y v (C - N) en las Tablas 1, II Y III destaca inme­
diatam en te el hecho de que al convertirse los complejos octaédricos de níquel con Ií­
gandos de la clase b) en anhidros y diamagnéticos (Tablas II y 1II), la banda de tensión
del sistema C - O se desplaza hacia frecuencias mayores respecto a la posición que ocu­
paban en los correspondientes complejos hidratados, lo qu e significaría que un aumento
del en lace ro' en anillo (S), responsable de la formación de compuestos plano-cuadrados,
lleva la banda de tensión indicada a la posición que presenta en el bis (S,7-diiodo-oxinato)
de níquel (1I), sustancia que aparece espontáneamente como compuesto plano-cuadrado
y diamagnético aun en presencia de agua.

Otro hecho in teresan te es que, dejando aparte la 8 hidroxiquinoleina, en los complejos
de Co(lI) (Tabla 1), formados por las oxínas» de las clases b) y c) , las frecuencias v (C - O)
son más altas por lo general que las de los complejos formados por oxinas del tipo a) ,
lo que revela que los dihalogen-derivados de la oxina forman compuestos, tanto con Ni(lI)
como con Co(lI) en los que los enlaces C - O son más robustos que los que aparecen en
los complejos formados por oxinas de la cla se a).

En cuanto a la vibración C - N se produce un apreciable aumento en su frecuencia
de vibración, respecto a la que tenía en los ligandos puros, al obtenerse el correspondien­
te complejo, pudiéndose concluir de las Tablas 1, II Y III que la frecuencia C - N apa­
rece, en general, algo más alta en los complejos con ligandos de la clase b) y c) que en
los complejos de la clase a) . Sin embargo, no es posible obtener una adecuada secuencia
de robusteces de enlace con esta banda ya que, en la mayor parte de los complejos obte­
nidos, aparece mezclada con las vibraciones (C = C) del anillo quinoleínico (3).
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Frecuencia de tensión metal-ligando

Hemos re cogido en las Tabl as r, II y III, las posibl es fre cuencias-de las - tres vibracio­
nes asimét ricas metal-ligandos existentes, metal-oxígeno y metal-nitrógeno de la oxina,
así como metal-agua en aquellos cas os en los que nos ha sido posible reali zar una
asignaci ón .

En el caso de la vibración 'V (O - M) es po sib le observa r qu e en com pue stos octaé­
dr icos de Ni(II ) y Co(II) de la clase a) la vibración 'V (OM) es en to dos los casos infer ior
a 310 cm .:", mientras qu e en los de la clase b ) y c) está compre nd ida en tre 317 y 360 es­
tando pues de acuerdo es tos mayores va lores del enlace oxígen o-metal con la fáci l t en­
dencia a la formación de comp uesto s plano-cu adrados. Cuan do se pro du cen a partir de
éstos los compuestos diamagnéticos pl anocuadrados el ' in cremen to es tod avía m ayor osci­
lando entr e 365 y 400 cm .:";

Para las frecuencias de ' las vibraciones 'V (N - M) debemos señalar en pri mer lu gar
qu e aparecen con una intensid ad mucho menor (4) y en algunos casos como hombros por
lo que, aquellos casos en los qu e hemos realizad o la asignación, deben se r mirados con
cautela.

Finalmente en los complejos octaédricos de la clase ' a ) es posibl e ob servar la aparición
de una banda asi gnable a v (H,O-M) en posición algo superior a 200 cm.r. . pero que
en complejos de la clase b ) y e) baja por debajo del límite de nu estro apa rato (200 cm. : ')
por lo que no es de tectable.

Discusión

Los datos de frecuencias infr arro jas aquí presentad as corroboran a grandes · ra sgos las
conclusiones ya obtenidas en (1) y (2), poniendo de m anifiesto diferencias apreciables en
el compor tam iento , de los «oxinatos» p rocedentes de los t res tipos de «oxinas» allí es ta ­
bl ecidos es decir, las a), b) y e). Ahora bi en , las fre cuencias in fr arro jas, en especia l las
correspondientes a los grupos di rectamen te implicados en los enlaces ligando-metal, po­
nen de manifiesto en for ma clara el robustecimiento del enlace «complejo» al formarse
los compuestos tet racoordinados y planocuadrados de Ni(II) por deshidratación de los
exacoordina dos y octaédricos correspondientes (co mparar 'V (O - M) en Tablas 1I y 1II).

Es una cir cunstancia desafortunada que no hayamo s sido capaces de iden ti ficar las
frecuencias v (N - M) en los complejo s plano-cuad rados estudia dos pues, ell as, cre emos
qu e hubiesen corroborado lo qu e indican las 'V (O - M), sin embargo, el. número de datos
presentados sobre los en laces O - M, tanto en oxinatos complejos de Ni(lI) como de
Co(lI), creemos que permite as egurar qu e las dih alogen oxinas 5,7 forman qu elatos con
NF+ y Co2+ en los qu e los enlaces en el plano son m ás robustos qu e los que forman las
oxinas monosustit uidas en pos ición 5 en los correspon dientes complejos con estos ion es
y que, dichos enlaces, todavía se ro bustecen más al fo rm arse los complejos planocuadra­
dos de Ni(lI ).

A la vez qu e se produce es te hecho, los datos espectroscópicos infrar rojos ponen tam­
bién de m ani fiesto que la diha logen sustitución en 5,7 en la oxina, produce oxinatos com­
plejo s con NF+ y Co!" en los que los enlaces C - O Y C - N (cor res pondien tes a los gru­
pos fen al y quin oleina) implicados próximamen te en las uniones qu elante-met al ta mbién
aumentan su robustez re sp ecto a la qu e tienen en los complejos formados po r la oxina
y su s 5 monoderivados.

Por otra parte, los datos espec troscópicos infrarrojos ponen de manifies to que est e
robustecimiento de, prácticamente, todas las uniones del anillo quelato va acompañado
de un a simult ánea labilizac ión de las uniones metal-OH,.
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De todas estas observaciones la más sorprendente tal vez es la qu e indica el simul­
táneo fortalecimiento de los enlaces O - M Y C - O y, presumiblemente también, de los
N - M Y C - N al formarse el complejo planocuadrado, pues cualquier modelo mcca­
nicista de l en lace parece exigir que un robustecimiento de las uniones O - M Y N - M
debiera de dar lugar, por reacción, a en laces 0- C y N - C inmediatos más débiles qu e
an tes. Este fenómeno no parece que suceda así en este caso.

Parece evidente , a p rimera vista, que una adecuada combinación de efectos inductivos
':l mesómeros debiera de dar cuenta de los efectos observados, sin embargo no resulta
fáci l de exp lica r el ro bustecim iento simultáneo de todos los enlaces de l ciclo quelato que
los espe ctros infrarro jos ante s present ados indican, tod a vez que, como algunos datos de
constantes de disoci ación áci da (9) ponen de manifiesto, estos efectos se traducen en un
aumen to de la ac idez del grupo OH fenó lico con la halogen sustitució n en la oxina en
el sen tido CI, Br 1. Est e hecho, a pr imera vist a, no es fácil de poner de acuerdo con el
paralelo robus teci mien to de los enlaces O - Ni Y 0- Co qu e se observa en los com­
plejos de las 5 halo gen oxinas correspondientes, en especia l en la 5 iodo oxina .

De cualquier modo, y aun que po r el momento no encontremos un modelo que resue l­
va todas las cuestiones que presenta el compor ta miento fis icoquímico de los complej os
de NiH y COH de las «oxinas» est udiadas , lo cierto es que la formación de complejos pla­
no cuadrados en las 5,7 diha logen sustit uidas va acompañada de la formación de un ciclo
quela to en el que to dos los enlaces presen tes t ienen mayor grado de en lace que el que
p resentan en los cor respondient es oxin atos octaédricos . El qu e la obtención del diamag­
ne tis mo se p rodu zca a t ravés de un m ecanismo en el que están im plicados todos los en­
laces de l ciclo que la to y no só lo los O - M y N - M, conduce a suponer que es la des lo­
calización del sistema de dob les enlaces de la quinoleina la causa principa l de la estabi­
lización de la simetría D2h pl anocuadrada , y no sólo la variación que producen en la elec­
tronegatividad de los átomos de oxígeno y nitrógeno los sustituyentes en 5 y 7 presentes
en la «oxina».

Algunos de los hec hos observados en los esp ectros ultravioletas presentados en (2) pa­
rece que ap untan en la misma dirección po r lo que creemos que la investigación fís ico­
química sobre los «oxinatos» metálicos de iones de transición dista mucho de ser un
tema de trabajo cerrado.

BIB L I OGRAFIA

1. F. GÓMEZ BELTRÁN, L. A. ORO Y J . PISA: Rev. Acad . Ciencias Zaragoza, 26, 413 (1971).
2. F. GÓMEZ BELTRÁN, A. Rov, L. A. ORO Y F. PALACIO: Rev. Acad . Ciencias Zaragoza, 26

(1971 ).
3. R. DE VAL: Tesis Doctoral, Universidad de Zaragoza (1975).
4. J . E . TACKETT Y D. T. SAWYER: Inorg. Chem ., 3, 692 (1964).
5. N. OHKAKU Y K. NAKAMOTO : In org. Che rn., 10, 798 (1971).
6. G. SARTORI, C. FURLANI Y A. DAMIANI: J . Inorg. Nucl. Chern., 8, 119 (1958).
7. R. G. CHARLES, H. FREISER, R. FRIEDEL, L. E. HILLIARD Y W. D. JOHNSTON: Spectrochim.

Acta, 8, 1 (1956).
8. H . B. GRAY: Tran sition Meta l Chemistry, Ed. R. L. Carl in , V. 1, New York, 240 (1965).
9. M. R. ClIAKRABARTY, E. S. HANRAHAN, N. D. HEINDEL Y G. F. WATS: Anal. Chem. 39, 238

(1967).

- 105 -



POR

J . B ELTRÁN Y A. TRINIDAD

1. Introducción

By the application of potenciometric methods have been determinated the stabili ty
cons tant of pyro galIatecobalt(II), whose zone of existence, preparation and an alysis were
the ob jete of previous works and the dis sociation constan sts of pyrogalIol. As they cons­
t itute data for its calc ulation, before det ermining the sta bility constant of this complex
compound it was considered necessary to determin e the dissociation constants of pyro­
galIol since the two values supplied by the bibli ograp hy fo r the second constant present
a cons iderable dis crepancy.

Abstract:

.=- .107=-

Depar tamento de Química Inorgán ica de la Facultad de Ciencias

de la Universidad de Valencia

DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DE DISOCIACION
DEL PIROGALOL y DE LA CONSTANTE DE ESTABlLIDAD

DEL PIROGALATOCOBALTO(lI)

Graci as a los estudios realizados en atmósfera inerte sobre la in teracción qu ímica del
pirogalol (1, 2, 3 trihid ro xibenceno) y el Co(lI) en diferen tes condiciones de concentra­
ción, de relacion es molares y de p'H, hemos podido conocer la zona de existencia del
complejo no iónico CoPg (Pg es la abreviatura del anión pirogalato C,R,O¡'-) y, ad emás,
consegui r su precipitación ~n disolucion es concen trad as (1).

El cit ado complejo se forma para cua lquier re lación PgH'¡Co(lI) siempre que las di­
soluciones de pí rogalol y Co(lI ) se neutrali cen de ta l forma que el coci ente entre los
oxh ídrilos añadidos y el cobalt o inicial sea inferior a 2.

La exigencia de tener que t ra bajar en atmósfera inerte, en nuestro caso de ni trógeno,
para evitar la oxidación del pirogalol, nos obligó a det erminar la consta nte de estabilidad
de es te com plejo mediante la aplicación del método potenciomé tr ico. Desde los clásicos
trabajos de Schwarzenbach (2) y colaboradores en 1947, qu e aplicando el método poten­
ciométrico calculan las con stantes de disociación de un gran número de ácidos orgán icos,
hasta nues tros días, son numerosísimas las apl icaciones de las potenciometrí as para cal ­
cular no solamente constantes de disociación sino, como en nuest ro caso, constantes de
estabilidad de complejos. Pero para poder utilizar este método era necesario conocer las
constantes de disociación del pirogalol. La bibliogr afía nos proporciona dos ,t rabajos so­
bre estas const an tes : uno de J . Sunk el y H. Staude (3) en 1968 y otro de G. Hab ashy y
Z. Ahm ed (4) en 1969. Los val ore s ob tenidos por es tos inves tigadores para la primera
constante de disociación son muy concordantes pero no así para la segunda en la que se
manifiesta una acusad a difer encia. Por este m otivo estimam os conveni ente determinar es­
tas constantes para poder establecer una comparación con los valores ya aportados por
la bibliografía.
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y llam ando

(1)

(3)

(5)

(2)

x = K, e y = K, K,

(b - 1 (H+) (H +)'
-----x +---

2b- l 2 b -l

e

e = (PgH,) + (PgH-) + (Pg' -)

y =

(PgH,) (PgH,)
e = (PgH,) '1- K,--- + K, K,---

(H+) (H +)2

(H +) + (K +) = (PgH-) + 2 (Pg>') + (OH-)

b = - - - - - - _ _

Por otra parte, la electroneutralida d de la disoluci ón exige qu e:

tenemos que:

2.2. Parte experimental

La valoración potenciométrica del p ír ogalol se realizó en un frasco de cua tro bocas
sumergido en el agua de un termostato que permitía mantener la temperatura de la diso­
lución a 20'0 ± O'I°e. Las cuatro bocas del aparato se utilizaron para la entrada y sa lida
del nitrógeno -ya que todas las exper iencias se realizaron en atmósfera inerte de nitró­
geno, que se purificó de l oxígeno que pudiera contener haciendo burbujear la corriente
gaseosa a través de frascos lavadores con disoluciones de er( Il)- , para la inserción de
una bureta y para los dos electrodos .

Para conocer K, y K, bas tarí a, pues , resolv er el sis tema de dos ecuaciones obtenid o
para dos valores dist intos del pH. Sin em bargo, y con el fin de elim ina r en lo posible
los errores experimenta les, ob tuvimos en nuestro cas o el mayor número po sib le de ex­
presiones de la ecuación (5) y resolvimos el prob lema matemático como más ade lante
se detall a.
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[(H+) + (K+) - (OH-)] [(H+)' + ... + K, (H+) + K, K,] = e [K, (H+) + 2K, K,] (4)

la (K+) es debida a la adición de KOH para neutralizar el pirogalol.

Si en la ecuación (3) sustituimos (PgH-) y (Pg v ) en función de (PgH,) resulta :

La ecuación anterior se convierte en la (2) si introduc imos los valores de (PgH - ) y
(Pg-:') en función de K, y de K,:

En la aplicación del método potenciométrico para' la eva luación de las constantes de
disociación aparentes del pirogalol es necesario re lacionar K, y K, (primera y segunda
constante de disociación respectivamente) en una so la ecuación en la qu e el res to de las
magnnitudes se puedan conocer directa o indirecta mente a t ravés de los dato s expe ri­
menta les.

Si llamamos e a la mo laridad inicia l del pirogalol, debe cum plirs e:

2.1. Fundamento te óric o

2. Determinación de las constantes de disociación del pirogalol
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Vm =--- = 9,20
n
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TABLA 1

n = 132

V alores m edios Número de valores Desviaciones .respecto .

parciales de K¡ de cada serie »«, al valor medio lotal
de pK¡

0,558.10- ' 20 9,25 + 0,05
0,568 » 19 9,25 + 0,05
0,625 » 18 9,20 0,00
0,636 » 17 ·9,20 0,00
0,626 » 16 9'20 r 0,00
0,663 » 15 9,18 -O,Of

'-
0,735 » 14 9,17 -0,03
0,836 » 13 9,08 - 0,12

El pR-metro utilizado fue un Radiom et er-22 conectado a un aparato auxiliar que apre­
ciaba centésimas de unidad de p 'H, Después de considerar las ventajas y desventajas de
los electrodos de hidrógeno y de vidrio (5), no s decidimos por éste último teniendo en
cuenta nu es tras condiciones de trabajo, pe ro estudiamos previamen te su campo de apli­
cabilidad en zona alca lina. Por este m otiv o proyectamos una experiencia consistente en
medir el pR de un a serie de disolucion es de hidróxido de potasio de concen tración co­
nocida. Con los valores del p'H, obtenidos - valores que reflejan la actividad de los R +­
y los calculados para el pOR e , podemo s comprobar la constancia del produ cto iónico del
agua en el supuesto caso de qu e los electrodos de l pfl-metro arrojen valores correctos .

En efecto: I

pR. + pOR. = pK ",

pR. + pORe = pK",- p 'YOH = Cte. :

Los subíndices a indican actividad y e concentración. 'Yod es el coeficiente de activi­
dad de los iones oxhídrilo. El valor medi o obtenido para la :suma de p'H, + pORe es de
14'07 y el aportado por la bibliografía para p'K, - P y OJl de 14'05, a la temperatura y fuer­
za iónica correspondientes a la exper iencia realizada.

Esta concordancia entre los valores citados no s indica que podemos trab aj ar con nu es­
tro electrodo de vid rio siempre qu e el pH no sea superior a 12, que es la zona donde
hemos comprobado el margen de confianza que nos permite el elect rodo.

Comprobada la idoneid ad del pR-met ro, pro cedimos a seguir potencio métricament e
el cu rso de la neutralización de una disolución de pirogalol con hidróxido de po tasio.
En el frasco de cuatro bo cas se vertió un a disol ución que contenía 0'2500 g. de piroga lol
(Riede l de Raen ), 50'0 mI. de KCl 1M y agua destilada hasta un volumen de 500 mI. La
fu erza iónica de esta disolución es 0'1 y su tempera tura se mantuvo a 20'0 ± O' l °C. Durante
toda la valoración se burbujeó nitrógeno para evitar la oxidación del pirogalol.

Se tom aron 21 lectu ras del pl-í-metro, para otras tantas adiciones de KOR, po r lo que
se pudieron obtener 21 expresiones diferentes de la ecuación. (5). El sistem a de ecuacio­
nes fu e resuelto haciendo uso de u n método iterativo con ayuda del ord enad or IBM 7090
del Centro de Cálculo de la Universidad Complu tense de Madri d.

Los valores calculados para pK, y pK2 son los que se incluye n en las Tab las 1 y 11
re spectivam ente:
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(6)

(7)

(CoPg)

(Co2+ ) (Pg'" )
K¡ = --- - -

n
Vm = - - - = 11,28

T AB LA II
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Co' + + PgH, ~ CoPg + 2 H+

n = 123

C~2+ + Pg' - ~ CoPg;

medios Número de valores Desviaciones respecto
Valores pK, al valor medio total

parciales de K1K, de cada serie de pK,

0,613. 10-20 19 11,01 -0,27
0,479 » 18 11,12 - 0,16
0,272 » 16 11,37 + 0,09
0,299 » 16 11,32 + 0,04
0,266 » 15 11,38 + 0,10
0,234 » : 14 11,43 + 0,15
0,242 » 13 11,42 + 0,14
0,318 " 12 11,30 + 0,02

J. Sunkel G. Habashy Valores encontrados
H. Staude Z. Ahmed por nosotros

(3) (4)

pK¡ 9,28 ± 0,10 9,30 9,20 ± 0,05
pK, 11,34 ± 0,15 11,86 11,28 ± 0,15

La desviación típica calculada (7) para pK¡ y pK, es de 0,05 y 0,15 respectivamente. En
el siguiente cuadro comparamos estos valores con los proporcionados por la bibliografía:

En las gráficas correspondientes a las valoraciones potenciométricas realizadas duran­
te la neutralización con KOH de disoluciones de Co(I1) y piroga lol (1) se pone de m a­
nifiesto que para cualquier relación Pg,/Co(I1)~ 1 se fo rma solamente el complejo CoPg
siempre que el valor de la relación molar OH - /Co(I1) sea inferior a dos. Esta circuns­
tancia simplifica el tratamiento matemático que pretende relacionar la constante de esta­
bilidad del pirogala tocobalto (I1 ) con los datos experimentales .

En efecto , si llamamos K¡ a" la constante de estabilida d del CoPg, su valor vendrá
dado por:

pero el CoPg se puede considerar formado a través de la reacción:

3. Determinación de la constante de estabilidad del pirogalatoco­
balto (11)



(8)

(10)

(11)

(CoPg) (H+)'

(Co' +) « PgH ,)
K/ =

[C (a- n) + (PgH,) ] . (H+)'
K' =i-------------

[C (1 + n-a) - (PgH,)] . (PgH,)

luego

C(2n-a)

Las ecuaciones 9¡, 9, Y 93 son los balances del pi ro galol, del Co(Il) y de la ac idez total
inicial respectivamente.

Si se opera en la zon a de pH comprend ida entre 6 y 8, qu e es donde se forma el com­
plejo CoPg según los estudios previos rea lizados (1), se pueden despreciar (H+) y (Pg"')
fre nte a los restantes términos, de mayor significación cuanti ta tiva . La resolución del
sistema de ecuaciones (9), con las exclusion es an ter iores, y con el au xilio de las ecuacio­
nes de numeración in ferior, conduce a:

3.2. Parte experimental
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nC = (PgH,) + (PgH-) + (Pg' - ) + (CoPg)

C = (COH) + (CoPg)

(H +), = 2 n C = 2 (PgH,) + (PgH-) + (H +) + aC

(K, es la constante de di sociación global del pirogalo l para la que hemo s encon trado ex­
perimentalmente el valor de 10- 20 .'8).

Con el fin de conocer K' vamos a establecer el siguiente sis te ma de ecuaciones en el
que e representa la concentración total de Co(Il ), a la fracción n° de moles de OH- /nn
de mol es de Co(Il) y 11 la re lación entre las concentraci ones totales de piro galol y Co(Il):

Todas las magnitudes del segundo mi embro de la ecuació n (lO) se pueden conocer ex­
perimentalmente, ya qu e el único dato no medible directamente, la concentración de pi ro­
galol, se puede calcular a parti r de la ecuación correspondien te a la primera constante
de disociación del pi rogalol K1 y la ecuación (93) , El valo r obtenido para (PgH,) es :

equilibrio químico que se desp laza ha cia la derecha a medida que añadimos hidróxido
de potasio. La constante de l equilibrio (7) vendrá expresada por:

DETERMIN ACIO N DE LAS CONSTANTES DE DISOCIACION DEL PI ROGALOL

K¡
2+-­

(H+)

Conocida K', calculamos K¡ - constante de estabilidad del piro galatocobalto(Il)- por
aplicación de la ecuación (8).

En el frasco de cuatro bocas ya desc ri to para el caso del pi rogalol , se vier ten disolu­
ciones de KCl y de CoSO• . 7H,O en concentraciones calculadas para qu e la fuerza ión ica
final fuera de 0,1.

La temperatura de la disolución fu e de 20'0 ± 0'1 "C y durante todas la s expe riencias se
burbujeó nitrógeno para evit a r la oxidación del pirogalol, En la Tabla III se re cogen
los resultados obtenidos exp erimen talmente y los calculados a partir de éstos. El valor
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de C, concentración total de Co(II) , disminuye muy len tamen te debido a la dilución que
se veri fica por la adición de KOH .

TABLA II I

n pR . C a PgR2 pK¡
- --

1 7,57 3,849.10- 3 0,229 3,38 .10- 1 - 7,05
1 7,65 3,834 » 0,345 3,14 » - 7,14
1 7,71 3,819 » 0,459 2,91 » - 7,21
2 7,72 0,966 » 0,459 1,70 » . . - 7,36
2 8,02 0,962 » 0,919 1,48 » -7,36
2 8,18 0,958 » 1,378 1,22 » -7,39
3 7,47 0,966 » 0,459 2,66 » - 7,70
3 7,81 0,962 » 0,919 2,41 » -7,50
3 8,03 0,958 » 1,378 2,16 » - 7,48

Valor me dio de pK¡ = - 7,35

La desviación tí pica calc ulada (7) para esta distribución de valores es de 0,19. Por
tanto:

p'K¡ = - 7,35 ± 0,19

Los cálculos realizados con este valor hallado para la constante de es tabilidad del pi­
rogalatocobalto (II) y con el producto de solubilidad del CO(OH )2 demuestran que la di­
sociación del complejo lib era iones C0 2+ en menor concen tración que la exigida para la
preciptación de l CO(OH)2 a cualquier pH. Así, pues, siempre qu e la relación PgH,/Co(lI)
sea igual o superior a la un idad, no precipitará el Co(OH )" en total acuerdo con los
he chos observados.
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Abstract

The chemical inter action of cob al t(II) and pyrogallol in aci d and basic solutions have
been exp erimentally st udied by means of potenciometric and conductimetric titra tions,
with the purpose of obtaining informat íon about the possible existence of new compounds.
The obtaihed data have permitted to know the existence zones of ne w subs tances. Among
these the pyrogallatecobalt(II) and dipirogallate·Wdihydroxycobaltate(II) of cobalt(II) have
been isolated and analysed.

A) IntroducciÓn

Las investigaciones realizadas para la preparacion de complejos de pirogalol C,R,O,
-abreviadamente PgH2- con iones met álicos son relativamente recientes, prácticamente
posteriores a 1950. La razón de tal demora en la investi gación sistemática de complejos
con el pirogalol quizá sea la necesidad de trab aj ar en a trnófera r igurosamente inerte ,
dada la extraordinaria inestabilidad del pi ro galol a causa de su fue rte carácter reductor, .
especialmente en disoluciones básicas.

Desde lo primeros trabajos descritos por Ta kagi y Na gas a (1) en 1936 - sob re la pre­
paración del BiC,H ,O,.2H 20 - hasta nuestros días , se ha desplegado una inten sa actividad
en este campo. Fundamentalmente tres equipos de trabajo, encabezados respectivamente
por S. Y. Schnaiderman (2), A. K. Babko (3) y Pierre Bevillard (4) , han investi gado am­
pliamente en este campo y han obten ido un gran número de compu estos con dist intos
iones m etálicos cuya existencia fue es tu dia da por distintos mét odos, p referentemente po­
tenciométricos .y espectrofotométricos.

Pero, hasta la fecha, no se ha descrito ningún trabaj o sobre complejos de Co(II) y
pirogalol. El único intento reali zado en este sentido', llevado a cabo por· M. ' C. Whi te

.y A'";. J. Bard (5) en 1966, dio resultados ne gativos ya que se re ali zó en medio muy ácido
donde el Co(II) es incapaz de coordinar moléculas de pirogalol.

Por otra parte, a las citadas dificultades que presenta la obtención de complejos
con el pirogalol, hay que añadir en nuestro caso las dificultades inherentes a la tenden­
cia del Co(II) a sufrir oxidación en presencia de ligandos que formen complejos con el
Co(I1I). ·

Así, pues, .ante la circunstancia d- no haber encontrado en la bibliografía referencia
alguna de · compuestos de Co(II) y p'rogalol, hemos procedido en una labor previa de
orientación, ;"a realizar un estudio detenido y sistemático del comportam iento químico
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1. Determinaciones potenciométricas y conductimétricas

REVI STA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y N ATUR ALES

mutuo de ambas sustancias en distintas condiciones de concentración, de relación mo lar
y de pH con la finalidad de delimitar zonas de existencia de nuevas especies químicas.

Consecuentemente con lo anterior, hemos realizado un estudio potenciométrico de so­
luciones que contenían Co(II) y pircgalol en concentraciones relativamente elevadas y
posteriormente un estudio potenciométrico y conductimétrico simultáneo de disoluciones
diluidas .

Una vez que fueron conocidas las zonas de existencia de compuestos de Co(II) y piro­
galol, procedimos, en los casos en que fue posible, a estudiar experimentalmente su ob­
tención, aislamiento y análisis.

Las potenciometrí as de los procesos de neutralización de las mezclas de Co(II) y piro­
galol se realizaron con un pH-metro Radiometer Type PHM 221' en atmósfera inerte de
nitrógeno (la eliminación de la pequeña fracción de oxígeno que puede contener el nitró­
geno utilizado se consiguió mediante burbujeo de la corriente gaseosa a través de tres
frascos lavadores en serie que contenían disoluciones de Cr(II), preparadas a partir de
disoluciones de Cr(III) mediante reducción con granalla de cinc en medio ácido. A este
respecto es interesante reseñar que la capacid ad de absorción de 'oxígeno de las sa les
cromosomas es unas 44 veces superior a la del pirogalato de potasio.

Se estudiaron dos series de experiencias con las relaciones molares que se indican
en la tabla siguiente:

B) Parte experimental

Experiencia

Relaciones

Relac iones molares

2.. Serie

1.. Ser ie
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(En todas las experiencias de la primera serie, excepto en la núm. l ,.la (CO' +) = 0,20 M
Y en las de la segund a serie, excepto en la núm. 1, la « Co'+) '= 7,46. 10- 3 M. Las re lacio­
nes molares se refieren a PgH,jCO' +).

Se siguió potenciométr icamente la variación de pH producida por la adición de KOH,
exento de CO2, en atmósfera inerte .

Los result ados ob tenidos en las potenciometrías de la p rimera serie se reflej an en la
gráfica núm. 1 y los de la ' segunda en la ' gráfica núm . 2.

. Las conductimet rías se realizaron simultá-
neamente con las po tenciometrías de la segun­
da serie con el- auxilio de un conductímetro
Radi ometer Type CDM 2d. Los datos obteni­
dos son los re prese ntados en ' las gráficas 3, 4 Y
5, después de efectuar las debidas correccio­
nes de las lecturas a causa del efecto de di­
lución. (Se ha prescindido de incl uir todos
los datos conductim étricos en una sola grá­
fica general porque los puntos correspon­
dientes a los valores de las distintas conduc­
timetrías son en los primeros tramos tan
próximos, qu e su inclusión conjunta condu­
ciría a una inevitable confusión. Est a es la
razón por la que también , en las grá ficas
construidas, hemos desplazado el origen de
ordenadas pa ra las distintas conductime­
trías . El estudio comparativo es así más fá­
cil ya qu e lo que interesa no son los valo res
absolutos de las conductividades eléctricas
sino su variación con respecto a la magni­
tud que se sitúa en el eje de abscisas, en
este caso el cocien te OH- j Co(II ).
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2. Interpretación de los resultados

a) En todas las experiencias potenciométricas realizadas, tanto en disoluciones con­
centradas como en diluidas, con un valor para el cociente PgH,/Co(lI) igual o superior
a la unidad, se observa claramente (gráficas núm. 1 y núm. 2) una zona tamponada en el
intervalo de abscisas 0-2, con un pH inferior en más de una unidad al correspondiente
a la precipitación del hidróxido de Co(II), de color azul, y, por supuesto, muy inferior
al correspondiente a la neutralizaci ón del pirogalol.

Por otra parte, en las potenciometrías de la serie concentrada se observó que, en la
zona de abscisas 0-2, precipita una sustancia de color lila. Que dicha sustancia no sea
observada en la serie diluida es atribuible a que la concentración en esta serie es 25 ve­
ces más pequeña que en la concentrada y a que la sustancia en cuestión es relativamente
soluble.

Las consideraciones anteriores permiten suponer que la estequiometría de la sustan­
cia problema de color lila es la 1:1 (Pg": /Cd+). Corrobora esta suposición el hecho de
que cuando se opera con una relación PgH,/Co(lI) inferior a la unidad precipita el exceso
de Co(lI) en forma de hidróxido de color azul posteriormente a la precipitación de la
sustancia en estudio. La marcada diferencia de colores entre la sustancia problema y el
hidróxido de Co(II), de color lila a color azul, permite seguir visualmente el curso de la
precipitación de ambas sustancias. Es significativo a este respecto que en las gráficas
núm. 1 y núm. 2, y en la relación PgH,/Cd+ = 0,25/1, llegan a confundirse cierto tramo
de las curvas con las correspondientes a la precipitación del Co(OH)" con la consiguiente
elevación del pH.

Así, pues, las potenciometrías realizadas indican que, en la zona de abscisas 0-2, se
forma el pirogalatocobalto(lI) solo, si la relación PgH,/Co(lI) es igual o superior a uno,
y acompañado de hidróxido de cobalto si dicha relación es inferior a la unidad.

Estos resultados son confirmados por las experiencias conductimétricas: en todas las
conductimetrías con relaciones molares PgH,/Co(lI) superiores a la unidad se observa
una nítida discontinuidad en la abscisa 2 como corresponde a la formación del pirogala­
tocobalto(II).

Como prueba final, el compuesto de color lila se ha aislado y analizado en las condi­
ciones que se describen a continuación y se ha obtenido una relación Pg'- /Co(lI) de 1: 1
tal como se había previsto.

b) Por otra parte hay que resaltar la siguiente observación respecto de la potencio­
metría de la serie concentrada con una relación PgH,/Co(lI) = 1/1: la suspensión de color
lila debida al pirogalatocobalto(lI) desaparece al añadir más hidróxido de potasio para
originar una disolución perfectamente transparente de color rojo-cereza. Tal cambio se
efectúa a partir de la abscisa 2 lo que hace suponer que se trata de la formación de un
ión complejo de estequiometría Co-r : OH - : Pg' - = 1:1:1 Además, en las gráficas 1-5." y
2-5." ambas con una relación PgH,/Co(lI) = ' 1/1 vemos un gasto de unos 3 equivalentes de
OH- por equivalente de Co(lI) para formar este complejo.

También las conductimetrías acusan sin lugar a dudas la existencia de este ión. Así
en las gráficas 4-1." y 4-2." vemos discontinuidades en la abscisa 2 solamente, y, en cam­
bio, en la gráfica 4-3.' (relación PgH,/Co'+ = 1/1) tenemos dos discontinuidades conducti­
métricas perfectamente delimitadas en las abscisas 2 y 3, cuyo intervalo corresponde a
la formación del ión complejo citado.

Una fórmula estructural compatible con la estequiometría de este ión complejo sería:

.. H 2-

[~.~)eo(~c<o~.c.]
que es semejante a la que aparece en la bibliograffa para compuestos análogos.
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El íón complejo en estudio se ha podido aislar por precipitación de su sal cobaltosa
para la que se ha hall ado la composición [C02(OH )2Pg,] Co.

3. Preparación y análisis del pirogalatocobaIto(I1)

Identificada la exis tencia del pirogala tocobalt o(lI ) procedimos a es tudia r su aisla­
miento y análisis. Este compuest o p resenta' la ventaja de qu e, en las condiciones en qu e
se opera, el pH es inferior a 7, lo qu e con st ituye un a re la t iva facilidad en la prevención
de la oxidación del pirogalo!.

Teniendo en cuenta la zon a de existe ncia de este compuesto, partimos de un a propor­
ción de reactivos que supusiese un exceso de pirogalol , con la fina lidad de trabajar en
la zona tamponada (pH entre 6 y 7) donde precipita el pi ro galatocobalto(II ).

El aparato donde tuvo lugar la preparación de este compu esto estaba especialmente
diseñado para mezclar los reactivos y filtrar, lavar y disolver el precipitado en atmósfera
inerte gracias a una corriente de nitrógeno exento de oxígeno según el procedimiento ya
descrito. La necesaria sobrepresión -con re sp ecto a la presión atmosféri ca- eje rcida por
el nitrógeno en la cámara de reacción se hacía pat ente medi ante un sencillo dispositivo
consistente en dos frascos lavadores unidos en se rie con la cámara de reacció n y espe­
cialmente conectados para que según cuál fu ese el frasco lavador donde tení a lugar el
burbujeo se conociera si era debido él la salida del nitrógeno de la cámara de reacción
o a la entrada de aire a la misma.

Las cantidades de reactivos qu e utilizamos en las dist in tas experiencias implica ban
una relación inicial PgH,/Co(lI ) con valores de 1, 1,5 ó 2. La cantidad de hidróxido de so­
dio fue calculada para que el pH en el que p recip it ab a el pirogalatocobalto(lI) fuese
siempre inferi or a 7.

El precipitado de color lila se lavó inicialmente con alcohol del 96 % y, después, con
una mezcla hidroalcohólica al 50 % v ]v, A con tinuación se disol vió en 25,00 ml , de una
disolución valorada de HC!. En la disolución ác ida obt enida se realizaron las siguie ntes
determinaciones:

a) Detenninación del pirogalol

Se realizó separándolo de la disolución ácida po r extracción con ét er y pesando el re­
siduo, después de la evaporación de este disolvente. El método no est á desc rito en la
bibliografía por lo qu e se estudiaron las condiciones experi me ntales en qu e se deb ía rea­
lizar la extracción con éte r y la posterior eliminació n del mismo realizando ensayos con
muestras cuyo contenido en pirogalol era con ocido.

b) Detenninación del Co(I1)

Se determinó gravimétri camente mediante precipitación como antranilato de Co(lI)
(6). En dicha gravimetría se introdujeron alguna s modificaciones, destacando la qu e se
refiere al pH en el qu e se re aliza la preciptaci ón, que vimos era conveniente elevarlo de
4,5 a 5,5.

e) Detenninación indirecta de los iones oxihidrilo

Los oxhidrilos que pu ede contener el precipitado se evalúan med ian te un a determina ­
ción indirecta consistente en determinar la cantidad de Hel no con sumida en el a ta que
del producto y adm it iendo que el HCl consumi do es el necesario para libera r el piro ga­
101 y neutralizar los OH - pu ente si exis tieran .
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d) Comprobación de la ausencia de sodio

Se llevó a cabo por fotometría de llama. Las cantida des de tectada s fue ron siempre
insignificantes. .

Los resulta dos obtenidos en las distintas deter min aciones conducen a los siguien tes
porcentajes 'de Co(II ), de C6H,O,' - y de OH- ~ara la sustancia en estudio. Se incluyen
asimismo, para su debi da comparación, los porcentajes teóricos de los iones anteriores
en el COC,H,03:

% de cau, % de C6H,O/- % de OH-

Valores medios experimenta les oo. 32,77 66,47 0,69

Valores teór icos del CoC6H,03 oo. 32,20 67,80 -

4. ' Preparación y análisis del dipirogalato ~¡.t- dihidroxodicobaltato(I1)
de cobalto(I1)

Para precipitar el ión complejo Co,(OH ),Pgl- descarta rnos delib eradamen te la precipi­
tación con cationes inorgánicos distin tos del Co(II ) para evitar la posible formación de
complejos o precipit ados con el pi rogalol y, por otra parte, desistimos de utilizar catio­
nes orgánicos por la probable interferencia de ést os en la valoración indirecta , de los
oxhidrilos que contiene el p recipitado o en la preciptación del Co(II) corno antranila to.

'El aparato de ob tención es ei mismo que el empleado para el pirogalatocob al totI l ),
pero provisto de un r ecipient e adicional que permitía calentar los reactivos hast a la ebu­
llición. El precipit ado obtenido es de color blanco-gris áceo. Se lavó con éter inicialmente
para eliminar rápidam ente el pirogalol excedente y después con agua .

El precipitado se disolvió con un det er minado volumen de una disolución valorada
de HCl. En la disoluciÓn ácida se realizaron las determinaciones an alíticas indicadas para ,
el caso del pirogalatocobalto(II). Los resultados ob teni dos , y los teóricos correspondientes
al Co[Co,(OH ),Pg,] , son los siguientes:

% de CoH,O/- % de OH - % del Ca(Il)

Valores medios experimentales oo. oo, 54,03 8,15 ' 37,81

Valores teó ricos del Co[Co,(OH ),Pg,] 54,07 7,41 38,52
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RENIO EN MINERALES DE MOLIBDENO DE ESPAÑA

PO R

A. M ARTíN e 1. GRACIA

Cátedra de Quí mica Inorgánica y Análi sis Quí mico
Escuela Sup erio r de Ingenieros Indus tr iales de Bilbao (España)

Abstract

It has been m ade an investigation abo ut the enr ichment in rhenium of our represen­
tati ves in the main ore deposits of m olybdenum in Sp ain, Th e con cen trations of rhenium
that h ave been found in the samp les of mo libdenites, are the same ordenated 0 1' kinds
of the ones of sorne othe r countries . '

1. - Introducción

'E l rení o es uno de los elementos naturales menos abundante de la corteza terrest re.
A 'pesar de' ello, y debido a una serie de propied ad es ca rac te rísticas, se utiliza cada vez
m ás, en la , t ecnología actual , para d.eterminadas ap licaciones espe cia les .' .

A causa de la no exist encia de especies m inerales y yacimientos de renio propios"
se han analizado gran número de m inerales y ro cas , con el objeto d e encontrar el mayor
número posible de fuentes de extracci ón y ben eficio de dicho me ta l. ' .

En t rabajos anteriores' :' de los autores , se h a investigado el posible enriquecimiento
de renio en numerosos' sedimento s de todo el país . Fruto de tales estudios fue el descu- :
brimiento de un ilot able enriq ue cim iento de ren io en lignito s de Are nas , del Rey (Gran a­
da) y de la Depres ión del Ebro . Invest igaciones po steriores' y 7 pusieron ele m anifiesto la
posibilida d ele recuperar el renio a partir de los productos ele combusti ón ~el~ : el'iChos TIla-, ,
teriales. '

Sin embargo, en la actualidad, las m olibdenit as y minerales ele cobre-molib deno con s­
tituyen la principal fu ente de obtención 'de renio. Esta h a sido la razón ele cons ide rar
de in ter és la realización de una investigaci ón sist em ática, sobre el enriq uecimiento en
renio ele muestras representativas de los principale s' yacimientos de minerales de mo lib­
eleno de E spaña.

2. ---: Y acimientos de minerales de molibdeno de España '

, Actualmente, las' únicas minas de molibelenita en exp lotación ' se enc uentran en la pro­
vin.'cia de Orense , en' el término municip al de Lovi os. Se trata elel grupo minero «La~
Sombras», formado por las concesi ones «Mercedes» de 150 Has. y «Elisita« ele 10 Has;
L~ mineralización está formada por wolframita , casiterita, mispí qu el, pirita , bi smutina y'
moiibdenita, "La distribución formal de la m iner ali zación es irregul ar , y consielerad a .de
origen 'neumatoIítico. Las zafras de los filones contienen po r. .tonelada . y térm ino med io '.
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5 Kg. de W, 2 Kg. de Mo y 0,3 Kg. de cas it erita. También existen indicios de molibdeno
en otros puntos de la provincia de Orense.

Cerca de Campodrón (Gerona), se encuentra la antigua reserva de Malló y Setcasas
(hoy en inactivid ad). Es un yacimiento en masa qu e contiene varios minerales de wolfra­
mio, hierro y cinc, además de molibdenita y mi spiquel, En Astu rias , en el término muni­
cip al de Tap ia de Casariego, se encuentran las concesiones «Figueras» de 212 Has., «Sa­
lab e. de 68 Has. y «Dos Am igos» de 42 Has. La miner ali zaci ón parece se r de molibdenita
y pirita.

También en diversos pun tos de Cast illa (Villacastín, Hoyo de Manzan ares , Navacerra­
da, Lumbrales, etc.), se citan en la bibli ografía indicios de molibden it a.

Los ún icos yacimientos de wu1fenita exis tentes en Españ a se sitúan en Gran ada. En
la antigua mi na «Reconquista», sita en Vélez de Benaudalla, explotada por el COMEIN
desde junio de 1942 a 1945, se ob tu vieron concen trados Con una ley medi a de 18,20 %
de MoO,. Como quiera qu e en otros varios puntos de la pro vinc ia de Granada se han
encon trado abundante s indicios de wulfenita, hemos dedicado esp ecial interé s al estudio
de est a zona, sobre todo a los afloramientos p róximos a V élez de Benaudalla (Min as
«Fab iola y Balduíno. y «Cer ro del Toro»). El Departamento de Cris talografía y Minera­
logía de la Facultad de Cien cias de la Universid ad de Gran ad a , no s ha faci litado también
muestras de algunos yacimientos en los qu e se había det ect ado la presen cia de wulfeníta.
En general, el mineral aparece incrust ad o en fisuras y pequeñ as oquedades, en forma
de cristal es pris máticos ' muy frágiles.

Se ha citado también la presencia de wulfenita en las provincias de Bad ajoz (antigua
mina «Santa Mar ta»), León (Losacio) y Almeri a (Garru cha),

3. - Método de análisis

El pequeño contenido en ren io de' algunas de las mu estra s analizadas (en varios ca­
sos inferiores 1 ppm) , exigía un método an alítico su fici en tem ente sensible. Se ha utilizado
por ello un método de aná lis is po r act ívación neutrónica',

Las muestras fueron irradi ad as en el can al neumático del reactor ARBI (ARgonaut,
Bilbao), durante sesenta minutos , con un flujo término de 4 x 1010 n /cm-,s

El método de separación radioquímica se basa en la ext ra cció n del re ni o con piridina
en solució n de hidróx ido sódico ,

La med ida de la act ividad gamma ind ucida del !"Re se ha realizado, p revia separación
de 6 a 8 horas des pués de la ir radiación , a las 72 hora s de la mi sma, empleá ndose un d e­
tector de centelleo tipo «pozo» de 3" x 3" , acoplado a un ana lizado r muIticanal.

El error «standard» vale, si x es la concent ración de re nio en ppm en la muestra, y
en las condiciones en las qu e se han realizado la s medidas

1
0( %) =­

x

4. - Consideración de los resultados

En la Tabl a 1 se incluyen los valores de la concen traci ón de renio en partes po r millón,
de muestras re presentativas de los principales yacimie nt os de España de molibdenita y
wu1fenita y también de algunos otro s con indicios de es tos minerales. En dicha Tabla se
espec ifica la natura leza del mineral y el nombre y locali zaci ón del yacim iento. Dada la
irregular distribución del renio , se con sideró de interés el aná lisis de muestras tomadas
en distintos puntos de cad a mina , También se recogen en la Tabl a 1 los valores corres­
pondientes a dos muestras de Marruecos, un a de molibdenita y otra de wulfentia, de
elevado conten ido de molibdeno, esperando poder realizar un estudio completo, cuando
dispongamos de m ayor número de muestras de dicho país.
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TABLA I. - Contenid o en renio en mine rales de molibdeno

Mina Localización
Mineral de mo libdeno Concentración

de la muestra de Re (ppm)

Las Sombras Lovios (Orense) Molibdenita
Punto 1 » » 7,90

» 2 » » 1,10
» 3 » » 1,60
» 4 » » 4,90
» S » » 0,90

Setcasas y Malló Campodrón (Gerona) Molibdenita
Punto 1 » » 5,10

» 2 » » 0,65
» 3 » » 3,40
» 4 » » 3,10
» S » » 0,55

Sal ave Tapi a de Casariego
(Asturias) Molibdenita

Punto 1 » » 3,10
» 2 » » 3,45
» 3 » » 2,60
» 4 » » 0,80
» S » » 2,60

Fe Lovios (Orense) Molibd enita
Punto 1 » » 1,25

» 2 » » 0,80

Santa Marta San ta Marta (Badajoz) Wulfenita
Punto 1 » 0,45

» 2 » » 0,40
» 3 » » 0,15
» 4 » » 0,25
» S » » 0,10

Cerro del Toro Motril (Granada) Wulfenita
Punto 1 » » 0,70

» • 2 » » 0,55
» 3 » » 0,40

Lapeza Lapeza (Granada) Wulfenita
Punto 1 » » 1,30

» 2 » » 0,15
» 3 » » 0,45
» 4 » » 0,25

Quentar Quentar (Granada) Wulfenita
Punto 1 » » 0,45

» 2 » » 0,35
» 3 » » 0,25
» 4 » » 0,25
» S » » 0,05
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TABLA 1. - (Continuación)

Localización Mineral de molibdeno Concentración
Mina de la muestra de Re ippm)

-- - -
La Marca Padul (Granada) Wul feni ta

Punto 1 » » 0,20
» 2 » » 0,10
» 3 » » 0,15
» 4 » » 0,15
» 5 » » 0;10

. . .-

Balduino Albuño l (Granad a ) Wulfenita
y Fabiola ¡

Punto 1 » » 0,50
» 2 I » » 0,60

-:e

Cerrajón Mon achil (Granada) Wulfenita ,
Punto 1 . - .. : » » - _.... - 0,45 -

» 2 , » » 0,30
» 3

,
» » 0,10

.4 : » » 0,10» ;

» 5 , » » < 0,05,
Los Last on ares ; Güejar - Sier ra Wulfenita,

(Granada)
Punto ¡ -- , » » : - 0,05

2 ~
< 0,05» » »

» 3 ' » » < 0,05
» 4 » » < 0,05

;, ,
Cerro de la c ruz Albuñuelas (Granada ) Wulfeníta

Punto 1 » » 0,10
» 2 » » ; 0,40
» 3' » » , <0,05
» 4 » »

¡
< 0,05, ,

!
,

: Marruecos _ _ o Molibdenita ; 53,65
» ! Wulfenita 36,40

En la Tabla n se dan los conteni dos de renio en partes por millón y del tan to po r
ciento de mo libden o en muestras de molib den itas, sin conc entrar y en concentrados de
las mismas. La obtención de los conc en trad os correspondien tes a ca da un a de las mues­
t ras seleccionadas, se ob tuvo por medios puramente mecánicos, sin otro objetivo que- po ­
ner de manifiesto la estre cha relación existente entre el grado de enriquecimiento de
renio en el mineral y su concen tración en molibdeno.

El estudio de los resultados inclu idos en las Tablas 1 y H, permit e hacer l as siguien­
tes consideraciones :_.._.. . _.__ .. - __ .__.. .0 .. _

a) Las concentraciones de renio encontradas. en las muestras de molibdenitas españo­
las, que se estudian en este t rabajo , son del mism o orden que las obtenidas en minerales
de otros países':" . -

b) Los .. concen trados de algunas de ·las .molbidenitas es tudiadas podrían u ti lizarse
como fu en tes de recuperación de..re nio, siempre que fue se ren table su explota ción como
t ales minerales de molibdeno.
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TABLA n . - Rela ción ent re el contenido de renio y molibd eno en muest ras
de molibdeni ta y sus concentrados

Mu est ra Renio (pp m) Molib deno (%)

1 0,75 0,15 ,
Concentrado 2,65 1,10

2 1,20 0,65
Concentrado 7,55 10,12

3 2,55 1,72
Concentrado 6,35 9,83

4 4,95 6,16
Concentrado 28,35 51,30

5 51,05 15,13
Conc entrado 105,40 51,06

e) Existe una indudable estrecha relación entre el grado de enriquecimiento de renio
en el mineral y la concentraci ón de m olibdeno en el mismo. Este hecho queda confirmado
po r los valores que se incluyen en la Tabla n.

d) En gene ra l, se ob serva un mayor grado de enriquec imiento en las molibdenitas
que en las wulfenitas analizadas. Esto puede interpretarse en función del mayor conte­
nido de molibdeno de las m olibden it as, en relación a las wulfenitas es tud iadas.

e) Cab e señalar, finalme nte , la irregula r dist ribución de re nio dentro de un a mi sma
mina (Tabla I). A igual conclusión llegaron los autores' al investigar la distribución de
renio en minas de lignitos en riquecidos en dicho elemento.
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