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Abstract

Let A be a unitary local conmutative Banach algebra and M )ts maximal ideal. The
aim of this note is to study the relation between the condition 'of being A of finite

~ /\
dimension and the condition of being M = Img (M ® M -+ M) of finite codimension
in M. The main result is that if A is a locar Banach algebra that satisfies the last

condition and n Mk = { O} then A is a finite dimensiono The condition n Mk = {O} is
k k

independent of the condition of being M of finite codimension in M and both are
necessary for A to have a finite dimensiono

Introducción

A. M. Gleason (4) prueba que .si M es un ideal maximal de un álgebra de Banach A
conmutativa, con unidad, sobre e y éste es finito generado como A-módulo, existe un

/'o
espacio analítico V y un homeomorfismo 1: de V sobre un entorno de M tal que f . "t es
analítica sobre V para cada f de A.

A. Browder l) generaliza el resultado en el sentido de que si A es álgebra de Banach
_ . A

conmutativa con unidad, M e~ un ideal maximal de la misma y M = Img (M @" M -+ M)

(aplicación inducida por el producto); entonces si M tiene codimensión r en M existe
11 > O, un espacio analítico V en elpolidisco abierto /',. (O; 11), un entorno U de M en la
topología métrica de Spec A y un homeomorfismo "t de V sobre U tal que f . 1: es analí­
tica sobre V para cada f de A.

Ferreira y Tomassini (3) prueban que si A es un álgebra de Banach local cuyo ideal
maximal es finito generado como A-módulo, entonces A es un espacio vectorial de dí-
mensión finita. .

El motivo de esta nota es estudiar la relación entre la condición de que un álgebra

de Banach sea de dimensión finita y la de que M sea de codimenci ón finita en M. El re­

sultado principal al que se llega es que si un álgebra de Banach local verifica que M
es de codimensión finita en M y n Mk = {O} . entonces el álgebra es de dimensión finita.

- k ~
La condición n M" = {O} es independiente de la de que M sea de codimensión finita en

k

M Y ambas son necesarias para que la dimensi ón de A sea finita.
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Sea A un álgebra de Banach conmutativa, con unidad y local. Sea M su idea! maximal

y M = Img (M ®1t M -'T M), aplicación inducida por el producto.

Observemos en primer lugar que la condición de que M sea de codimensión finita
en M es más débil que la de que M sea finito generado como A-módulo, ya que en este

caso M2, es de cadimensión finita en M y por tanto M que contiene a M' , también lo
será. De -hecho puede afirmarse algo más, así se tiene la siguiente proposición:

Proposición

Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad y local. La condición Mde codi­
mensión finita en M es estrictamente más débil que la de que M sea finito generado
como A-módulo.

Basta tener en cuenta la existencia de álgebras de Banach locales sin derivaciones no

triviales, es decir, con M' = M Y de dimensión infinita. Se tendrá M= M mientras que
del teorema de Ferreira-Tomassini M no puede ser A-módulo finito generado.

Un tal ejemplo de álgebra es conocido; basta considerar el espacio de todas las fun­
ciones medibles complejas sobre R+ tales que

11 f 11 = ioo t:' If (t) I dt < + 00

con el producto de convolución

(f * g) (t) = it

fes) g(t-s) ds.

Se trata de un álgebra de Banach conmutativa y radical y posee una aproximación de la
unidad acotada, y por un resultado de Cohen (2) se sigue que M' = M. Adjuntando la
unidad a esta álgebra obtenemos el resultado.

El resultado principal es el siguiente:

Teorema

Sea A un álgebra de Bahach local conmutativa con unidad. Sea M su ideal maximal y '

M= Img (M ®1t M -+ M). Entonces A es un espacio vectorial de dimensión finita si y
sólo si

1) Iiií es de codimensión finita en M.

2) n Mk = {O}.
k E N

Obsérvese que 2) es necesaria e independiente de 1) según el ejemplo de la proposi­
ción anterior. El que 2) tampoco implique 1) es trivial a partir del teorema y de la exis-

tencia de álgebras de Banach locales de dimensión infinita con n Mk = .{O}. Una tal ál­
k

gebra es , por ejemplo, la de las series formales

tales que



Ix, I¿ Ca

I el I;¿ r y F,

f = ~ x, wa + F,
lal ~ ,

de M,+t tal que

para cada el.

Probamos el lema por inducción sobre r .
Para r = 1 la proposición es trivial a pa rtir del lema 1 de (l) pues

00

f = ~ Aa wa + ~ !Lk s, hk
lal ~ 1 ,= 1

Sea A un álgebra de Banach conmutativa con unidad. Siguiendo las notaciones ante­
riores para cada f de B y cada entero r positivo existen constantes Aa'

Supongamos que el lema es cierto para r - 1. Sea f de B,
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Este resultado constituye el lema 1 de (1). Como -en el mismo definamos cons tantes Ca
para cada C1. = ( ello .. . , el ,,) el , E N con 1a I ::::,.. 1 por recu rrrencia, en la forma :

±11../1 + ~ l'!Lkl 'LC.
j re:: 1 k = 1

con gb h, de B, '!Lk' Al de C y

, 00

f = ~ Al w¡ + ~ !Lk s, h¿
i = 1 1

y el producto de convolución. Se cumple que n mk = {O } ya que los eleme ntos de m k

' E N
poseen las primeras k - 1 componentes nulas .

Obsérvese por último que si A es un álgebra local multiplicativamen te -localmen te con­
vexa y completa pero no Ban ach las condiciones 1) y 2) no tie nen por qu é. impli car qu e el
espacio sea de dimensión finita; es suficiente considerar el álgebra de las series formales
C [[ X] ] con la topología de la convergencia de las coordenadas ); es un álgebra de Fréchet
que verifica 1) y 2) Y no es de dimensión finita .

Para demostrar el teorema precisamos del sigui en te lema que es una var iante del
lema 4 de Browder (1). Veamos antes algunas notaciones. Sea A un álgebra de Ranach

~ A
conmutativa con unidad. M un ideal maximal con M = I mg(M@"M--+M) de codimen-

sión finita en M; sea W¡, ... . w, que induzcan una base en MIM. Sea B la bola unidad
cerrada de M; existe una constante C tal que cada f E B puede expresarse en la forma

11 ~ a; 11 = ~ Ia...I el"

Lema

si 1 el 1 = 1,Ca = C y para

1 C1. 1 > 1. Ca = C ~ Ce Cy '
(J+y-a

UNA CARACTERIZACION DE LAS ALGEBRAS DE BANACH

C1." > O
con la norma

donde



~ 1.:" W" =
le¡ ~,

1L I a.1 «:r,

= F, + ~ 1.." wi E M'
le¡ ~,

f - ~ /'a W" = f - ~ 1.." W" +
a lal S; r - 1

ti (0._1 ).
4 n ['2

ya que según el lema anterior r, E M' y ~ x, \Va E¡;¡;. La condición 2) implica entono
lal ~ r • ".

En efecto, veamos que la diferencia f - ~ 1.." W" pertenece a M' para cada k.
a

El primer sumando es de M'+l, el segundo pertenece a M' M e M'+! , el tercero aná-

+ H . ~ 1..'''k W" + G•.H.
a:

F. = ~ 1..'~. A".,k w/l+Y + G. ~ A""k W" +
1/l+YI > '

ces que f = ~ 1..a W" .
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Veamos que de la condición 2) del teorema se sigue que

ec

F = ~ fl-k F•
• _ 1

h. = ~ A"" k W" + H .
la l <'

1"1 S; r ce

~ IA" I + ~ I fl-k I~ C.
1"1 - 1 • - 1

RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

. Por hipótesis de inducción para cada k podremos escribir:

f= ~ 1.."W"+F
; 11 1 ~ r

Sustituyendo . tendremos:

g. = ~ A'"k W" + G.
1"1 < '

solutamente en

logamente y el cuarto pertenece a M' M' e M'+!. Luego F pertenece a M'+!. Queda de­
mostrado el lema.

Pasemos ya a la demostración del" teorema. La serie ~ Aa w" es convergente pues el radio
espectral de las W¡ es O y según el lema 3 de (1) la serie formal ~ c" za convergeáb­

I.al ~I

y

con:

donde

de donde

con g. y h. de B para cada k y



rivaciones de A en C 'es de dimensión infinita.

UNA CAR ACTERIZACION DE LAS ALGEB RAS DE BANACH

De aquí que la aplicación de H ( Ó (o,_1_)) en A que a f l,e hacemos correspo~der
4n CZ . .

f (w¿ ...•w . ) es exhaustiva, por el teorema de la aPlica~ión abierta por ser ( ó'fO, 4 ~1CZ :) )

espacio de Fréchet A es isomorfo a un c~cient~ de H ( Ó ( 0, 4 nICZ ) ). Por ser este últi­

mo nuclear se .sigue que A es espacio ' vectori al de dimensión..finita.

Corolario 1

Para toda álgebra de Banach local A no finita con n m' = {O j, el espacio de las de­
' E N

Corolario 2

Sea A un álgebra de Banach semisimple y regular; M un ideal maximal e l el : ideal
de nulidades cerrado correspondiente al ideal maximal M. Condición necesaria y suficien-

te para que At! sea de dimensión finita es que M + l sea de ca dimensión finita en M y

que l = n M'.
I E N

Demostración

Supongamos qu e M+ l sea de codimensión finita y que l = n .M'. Existirán e" OO " e.
. ' EN

elementos de M tal qu e todo elemento del mismo admit irá una expresión:

.
~ 1.., e, + ~ ¡.tj ri t i + b

i"" I i E N

donde

~ Ip.jl <oo
i e N

r i y t i son de M y

y b pertenece a l.

De aquí que todo elemento de Mil se expresa como

luego
A

I mg (Mil ®" Mil -;.. Mfl)

es de codimensión finita en Mil. Por otra par te si N es el ideal de nulidades correspon­

diente al punto M, M:::> N ~ Ml :::> N1 = N, luego M' :::> l y en general M' :::> l . De la

relaciónl = n ;W y teni endo en cuenta que (Mil)' = MilI, es decir que la adherencia en

. All de (Mil)' ~oincide con la im agen canónica de M' en Al l se sigue que n (M i l)' = {O} .
i

All está entonces en las condiciones del teorema y por tanto Al! es espacio vectorial de
dimensión finita .
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Recíp rocam ente, sea All de dimensión finita. Se verifica rá qu e para un i E N

(MIl )l = {O} luego Mi e l y po r tanto Mi = l de donde l = n Mi.
i e N

Por otra parte por ser

(
M ~ M M)

lmg -@,,-....-7-
l l l

M
de codimensión finita en -- se .tiene que todo elemento de Mil es del tipo

1

±f,. i e; + L. ¡.Lj r l t i con L. I ¡.tI I< + 00, 11 r; 11 -r O, 11 t; 11 -'>- O.
i = 1 j E N

u

De aquí se sigue que todo elemento de M es del tipo L. ¡.ti e¡ + L. '¡.tj rl t i + b con
j == 1 j E N

r i y t i representantes de rl y t i respectivamente con r i -+ O, t i -+ O; b E l . Luego Xi + l
es de codimensión fin ita en M.

BIBLIOGRAFIA

(1) A. BRO WDER: I ourn al of Functional Anal ysis, 7, 156-164 (1971).
(2) P . J. COHEN: Duke Math. J. 26, 199-205 (1959).
(3) A. V. F ERREl RA, G . T OMASSI NI : Fini teness properties of Topological Algebras 1, Uni­

ver sidades de Pisa y Fire nze. Nota s mecanografiadas (1975).
(4) A. M. GLEASON: J . Math . Mech. 13, 125-132 (1964).

-10-



M. ALFARa

DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER-TOEPLlTZ de l/zb

f (z) o p. (z) = ih

f (z) P" (z) do (6)

-11 -

Departamento de Teo~¡a de Funciones.

Universidad de Zaragoza (E spaña)

Sea T una matriz hermitiana definida positiva ,de Toeplitz; en [8] se ha construido a
partir de T una función de distribución o (6) sobre U, tal que el producto escalar que a
define en el espacio vectorial rr de los polinomios sobre e, tiene como matriz asociada,
precisamente T. Designaremos con {P" (z) }o"" la su cesión de ' polinomios ortonormales re­
lativa a T.

Dada cualquier función fE L,/, como los polinomios son funciones acotadas en U, está
definido el producto escalar

z o n

En el estudio de polinomios ortogonales (PO) sobre la circunferencia unidad (U), de­
sempeñan un importante papel las funciones l/z" (h E N). Así el ejemplo clásico emplea­
do para poner de relieve que en el 'caso e hay desigualdad de Bessel y en el D igualdad
de Parseval, es el examen de l/z ([3], [9]) ó l /z" con h E N ([9]).

Nuestro propósito es estudiar el desarrollo en serie de Fourier-Toeplitz de l/zh, con lo
que, como se indica en [7], queda re suelto el de cualquier pseudopolinomio. Este estu­
dio nos permitirá distinguir de forma s_encilla los casos e y D, en términos de los pa­
rámetros ,;" introducidos en '[4] y considerados más . detalladamente en [5] ; lo que justi­
fica de nuevo el interés y. utilidad de tales parámetros.

Para una mejor comprensión de la situación, antes de atacar el caso general se consi­
derarán el caso l/z y, conjuntamente, los 1/z2 y l /z'. Ello pondrá de manifiesto un méto­
do de recurrencia natural y permitirá abordar más fáci lmente el caso l/zh

• Ya Pon el es­
tudio de l/z', la complicaci ón algoritmica indica la casi imposibilidad de desarrollar el
caso general directamente, sin haber considerado previamente los l/z' (i = 1, 2, 3).

We study the expansion of l/z" (h E N) in series relative to a sequence of orthogonal
polynomials on the unit circle. As a result, with the help of the pararneters Tu ([4]), we
distinguish in a simple way the so-called cases e and D in the classical theory.

l. Introducción

Abstraet



Se puede pues enunciar:

REVISTA DE LA ACADEM IA DE CI EN CIA S EXACTAS , FISICO·QUIMICAS y NATURALES

(2)

(1 )

j = 0, ..., n-1
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It - I

,1 = ~ '/+1 Z p ¡ (z) + ve" P,,* (z), o

1 " _ 1 _ P, * (z)
- -- = ~ ' ¡+ I P¡ (z ) + ve,.---

z o z

cx.(!"= 10 z P, (z) = ~+ I

1
La 8FT de - en la base {P" (z)} es pues:

Z

Aplicando los resultados obtenidos en [7] se llega a

a. = lím ~ p ¡"" f (cx.h",) p" (cx.¡,,,,)>> .
m Oh E: 1

f (z) o g (z) = lím ~ Phm f ( cx./"") g (cx. /"")
m h = I

,,- I

1 = '~ cx.(¡~ Z P I (z) + cx. (~"p"* (z) .
o

Consideremos el desarrollo de 1 en la base {zp¡(Z)}O"- 1 U p "* (z) ( [5])

Teorema 1

«Toda función f E L,/ posee un desarrollo en seri e resp ecto del sistema ortonormal
{Pft(z) }

. • ¡ 00

f (z) ~ ~ a. P" (z)
o

donde a. = f (z)o P, (z). "V n E N " .

Tal desarrollo en serie será llamado de Fourier-Toeplitz (8FT) .

Si t« L,/ se verifica, evidentemente , la desigualdad de Bessel

<l lfll,)2 :::'" ~ la"I'·
o

Si además, f es continua, los coeficientes a" pueden expresarse mediante una fórmula
de interpolación. En efecto , en [8] se ha expue sto que, dadas f y g continuas en e se
verifica

o bien

(siendo e" los excesos ).
Así resulta

donde Phm son las cons tantes de Christoffel y Cl.1m , las raíces de ' un ' polinomio típico
r; ( z) ( [5] Y [13]). Tomando 'g (z) = P" (z ) resulta:

11. Desarrollo de l/z

Teorema 2

Los coeficientes del desarrollo en 8FT de un a fu nción continua veri fican



DESARROLLO EN SEJUE DE FOURIE R-TOEPLITZ DE I lzh

Caso C(e> O)

(3)

(4)
o

(zE ó).

00

z

-13-

o
= e. = 2; .IT;+lI' -1: lím e; = 2; 11:1+.1' + e

rr(z) = lím P,,*(z)

Así se obtiene de nuevo la igualdad

- 1\
Teniendo presente que 1 = , ,¡ en Pu* (O), puede escribirse (1)

. - . _ A ' P,,* (z) - p .* (O)
2; TI+' P; (z ) = - -------
o

Proposición 4

«La aproximación óptima en media -de l/z por un polinomio de grado n viene dada
por

Si en (4) distinguimos los , casos e = O Y e> O se ti ene:

e. - e = 2; 11:1+. 12
,

o

ya considerada en [5] , pero esta vez con un signi ficado preciso.

Es conocido ([21, [9]) que en el caso C la suces ión {.p.* (z) }OOO converge uniformemente
en cada compacto contenido en el círculo unidad ab ierto Ó . Siguiendo la notación de [lO] ,
llamamos

11~W 11 SFT~W+ e> " SFT~ Ir desigualdad de Bessel

Caso D (e = O)

lo que concuerda con los resu lta dos de la teoría clásica, dándoles una mayor precisión.

Nota. - Esta expresión puede obtenerse a partir de las fórmulas de recurrencia; el
método es más breve, pero no pone de relieve la situación ortonormal subyacente,

Tomando normas en (2) y pasando al límite resulta

11~W I·I-SFT~Wigualdad de Parseval

«Los momentos de los transformados de la base por el operador multiplicación
Af = zf ([6]) son: i) los conjugados de los coeficientes de la SFT de l/z. ii) los para­
metros Tu»'

Proposición 3

111. La función 1t (z)
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(l)

(5)

(6)

00 1
~ "t1+1 P I (z) = SFT -
o z

n - 1

z

"tn 'tn-l
O'n - al , n- I = - ----

n - 1
'tI "t/+I 'ti

O'n = - -- ~ ---
.,le;, t - 1 .,1el e; _1

"tl +l

o"" = ~ (-1)1 - - O; - k+I . ;

I = k- I ;¡e;

T~

0= lím (_1)n-l __~

.,1en_1

...
0""- Ok. n-I = (_I)n- I _ _ On - k. n- I

,¡ell _ 1

z

1:1+' _

lím Okn = (_1)' ti;;'¡e = ~ (-.l)i--O;- ' +I. I

; =k-I .,le;-

así pues,

Teorema 7

«Los coeficientes ak del desarrollo en serie de potencias de tt (z) vienen dados por

ak = (_I)k 1 ( i. (-1); "tl+l 0
1
_:+";) »•

.,1 e I=k- l .,rel

Proposición 6

«En el caso e, las sumas simétricas o,," de las raíces de P" (z ), forman una sucesión

convergente con límite (_I)h ..re q;" donde ah es el coeficiente de z', en el desarrollo en
serie de potencias de t: (z)>>.

Mediante un cálculo formal, válido en todo caso, se obtiene:

.,1e.-I en _ 2

Como hemos indicado, en el caso e, podemos tomar límites en (5) y (6) llegándose a:
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Proposición 5

"Si e > O y z El';." { O} = 1';.0 se cumple

siendo la convergencia uniforme en cada compacto de fu».

Aplicando el citado teorema de Weiertrass a las derivadas sucesivas de Pn* (z) y 'Ir (z)
se deduce:

Según el teorema de Weierstrass (ver p. ej . [1]) , 'Ir (z) es analít ica . Así, en el cas o e
es lícito tomar límites en (3), resultando:

"que para k = 1 se re ducen a:



(8)

(h = 0,1 , ..., n-2)

_ p.* (z)
+ ve.--­

z'

n 't;+1 'tI (1)
~ Je¡el_1 =0 ~ .

1

1 • - , P*. _I (z)
-- = ~ a..(' P.-(z) + Ve.-I 01.----

Z2 a z

_[i:h+1 - - - H:h -
~~~, = 'th+' -- + 'th+l al . h+l = 'th+' -- + " +1 al. h+'

eh eh+1

.- ,
1 = ~ a.<'~n z' Ph (z) + a. (~_ I . n Z P *. _I (a) + a.(~" p. * (z)

11 = o

Es inmediato que

Como oc.(' es independiente de n

Por otra parte; dividiendo por Z2 en (8), se tiene

Proposición 8

«Existe siempre lím en_1 101.12 que, evidentemente, es no negativo».
Además, operando con las dos expresiones de OC.(2 se llega a qu e en todo caso

.- ,
ea = ~ IOC~2 I ' + e.-I 101.1' + e.

a

lo que comparado con el resultado análogo para 1/ z nos permite escribir

-.15 -

pudiendo también asegurarse:

DESARROLLO EN S ERIE DE FOURI ER-TO EPLITZ DE I / zh

IV. Desarrollo de l/z2 y l/z3

de donde .

(Como oc(~n es independien te de n para h = 0, 0 00 ' n - 2, en lo sucesivo escribiremos
simplemente oc(;. ).

Llevando estos valores a (8) y tomando normas resulta :

con (1) Y operamos, se obtiene fácilmente:

A. - La SFT de l /z'

Si comparamos el desarrollo de 1 en la base ({ Z' Ph (z) }c' -', Z P ':,- l (z). p ~, (z»



'l.'

1- ';e(~ '1. + 1) 1r ('1.)

La proposición 8 asegura la existencia de •

lí~ Iet<:_I. n 1
2
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Por último. c0tTI0 en el apartado n, se prueba:

' e

Proposición 9

«Se verifican las desigualdades

que llevado a las expresiones anteriores nos da

Según la proposición 6,

11+11
2

=e.= II SFT( :2Jlf+1ad'e'+e

~ás exactar.nente

lím e n _1 101»1' = la,l' e',
n

lír.n Ol n = - ti;" .,le

en todo caso. Estudiaremos ahora la existencia de

Proposición 10

«En el caso C, la SFT de 1/'1.' es convergente en 11., con sur.na la serie entera

siendo la convergencia uniforr.ne en cada cor.npacto K e 11.».

luego

Caso C

Caso D

que nos asegura la desigualdad de Bessel en este caso, dándonos la diferencia entre las
1

normas de -- y de su SFT.
. . 'l."

De paso se tiene la siguiente acotación para a,:



h = O, oo., n-3

"t/+I "ti

o", I
al , n - l

-17-

lím en_,loln Ol. n_'-O,. I':::::"'O».
. n

lím .re::.:; ;;;;; =-lím .¡ en_1 ~ ----
1

ii) Proposición 12. «En todo caso existe

. IOln
rr.~_2 . n = .¡en _ 2 1

Por atraparte

n = 3

1 = ~ rr.~n 'l.' Ph ('1.) + rr. ( ~_ 2 . ,, 'l.' P *n-' ('1.) + rr. (~_I . nZ P *n-I ('1. ) + rr.(~n Pn* ('1.)
h _ o

II ~II =I I ~FT +II ».

lím .¡e"_1 Oln = O

lím 1-=-1= + 00,
n '(" - 1

lím I-=-I < + 00,
'tn-l

DES ARROLW EN SERIE DE FOURIER-TOEPLITZ os l /lh

donde como en los casos anteriores

Siguiendo un proceso similar al empleado en el apartado anterior se prueban los si­
guientes resultados:

i)

es válida la igualdad de Parseval

B. - La 8FT de 1/'1.3

en que dicho límite es indeterminado sin poder resolverse, en general, la indeterminación.
Este resultado, unido al hecho de ser lím en = O, nos permite asegurar:

Teorema 11

"En el caso D y si

excepto en el caso

en el caso D. Recordando (7) y operando,

por aplicación del criterio de Stolz , resulta que



(9)

+ 00».

j = n - h + 2, .:., n

00

~ a.h(' P,. (2;),
o
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Iím 11 ':1 11

a.1h _ "~lh-l
In - in

• - h

1 = ~ a.1~.Zh p¡(z)+ ~ a.17.z'-¡ p¡*(z)
¡ ~ o ¡a.-h+1

1

iii ) La 8FT de l/z' viene dada por

-. z'

En este mismo caso,

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Además, su norma satisface

Sea la base ortonormal de II
n

BI: = {Zh p¡ (z) }i:~'U {Zh-I P: - h+1 (z) }~_I

El desarrollo de 1 según Be: es

iv) Proposición 13. «En el caso e, la 8FT de l / z' converge en .6.0, siendo la conver­
gencia uniforme en cada compacto K e .6.0, Su suma est á dada por Ia serie entera

v) Proposición 14. «En el caso D, Iím ::1.<'. -2= O y, por janto, sec~mple..Ia igualdad
de Parseval:

excepto cuando

CalcularemosIos coeficientes a.(~ (j = O, ..., n) en función de los parámetros -i¡ y de los
coeficien tes a.e ~~ 1 del desarrollo de 1 en la base Br:-I (este desarrollo da lugar a la 8FT de
1/zh

-
1
) que, por hipótesis de inducción, se suponen conocidos.

Comparando las expresiones de 1 en ambas bases 'resulta



(lO)

0 2. n-h+3

OJ, n-h+4

al . n-h+2

(OLjLn-h)

0 2. n- h+4

n- h+ l

(j = O, ,••, n - h)

1
2+ I (h -I l' + 1 (1 12+ I ( 1 12CL n _ h +2• n + 0.0 ex. n-1, n a:. nn ,

___ (a.o(h-1 _ n-h+1 a. /h- 1
"ti ) _

.¡ e.-h+l _ ~ __-

.¡ eo i _ 1 .¡ ei e/_l

O O O
---

...... . . . 0'1. n-h+4

O O O .. ... .. ..

O O O ......... O

n - h

n - h

_ ~ I (h I2+1 (hea - L.J a.¡ (,(n-l. + 1. n

/ = o

ffi+l -

a./h = -- a.~:~' + ';1+1e,

Por último se deduce que
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Multiplicando escalarmente por Z Pi (Z ) y simplificando, se tiene

DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER-TO EPLITZ DE l{1.h

Para obtener los términos

luego

Como las sucesiones { 1 a.( ~::~+ 2. .. 12
} , .oo , . { 1a.(L,. n 12},{ I a.~~ 1' } se sabe, por inducción de

los casos anteriores, que son conv ergentes, resulta qu e tam bién lo es { Ia./ h 1' } y
n-h+l, n

podemos escribir

(son independientes de n, por lo que pondremos ':1./ h ) restamos los citados desarrollos
de 1, llegando a

la primera igualdad se halla a partir de (10), mientras que la segunda se prueba po r in­
ducción,

Una vez conocidos los coeficientes, tomando normas se t iene



(11)

(12)= lím [ 1r:L( h l' + / r:L(h-1 12 + ... + I (1 12]n n- h+ 1. n n-h+2, n ex. nn

, - h P~' - h+ l (z) P: _I.+, (z) P,* (z)
2: r:L (h p. (z ) + r:L(h + r:L(h-1 ---- + o •• + r:L(l __- o

J = o i J '1- /1+ 1, n Z n- h+2, n Z2 nn Zh

1

Zh

«La sucesión

1ISFT (zh
1

_1) 11
2

- 1iSFT ( +) I¡2 = lím 1 r:L (~ _h+ l . ,1'~ o.

«En todo caso, existe

lím 1 (l. 1' »OC Il _ 1I+ 1, " •

REVISTA DE LA ACADE MI A DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO.QUIMICAS y NATURALES
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/1+112

~ II SFT (+) 11 2

(desigualdad de Bessel)

Así pues,

{ 11 SFT (-;.-) 1I}

Dividiendo por Zh en (9) resulta

1 1
Como r:L/

h = 1 oZh Pi (z) =-o Pi (z) la SFT de - es
Zh Zh

1 00

- ~ 2: r:L r .Pi (z)
Zh i ~ o

Además, lím P,* (z) = ro (z) en /:J.. luego pasando al límite en (11) resulta:

Proposición 15

de donde

o más precisamente,

Como el límite de (12) es necesariamente positivo, la desigualdad de Bessel es efec­
tiva

es no creciente y, por tanto, convergente, con límite no negativo».

Teorema 16

Caso C



II-h+l

Proposición 18

Podemos pues enun ciar :

- 21

I (h - I I
IX. n_ h+ 1. n

lím = O (*)
I ';;'-h+l I

condición que equivale a

I....- h+d
lím --- = O•

.¡e" _ h

«Si

lím a. ( I. = O
" n-h +L n

_. Je,,_h+1
lím --- = 1.

n el1_ h

l+§-h+1---<2,
en_h

Como

1 (h - I I( J~lím 1a.(; - Io+ I. " I L. lím _,a._"__h_+_1_ 1 + _e_:__h_+_.
I
_ •

1."-h+1I .....
.¡e,,_h

1 1 ( lí:n a.~~"+I . " lí"m a.~·_-"+2." )

SFT- = - - + ----- + ... +---- 7r (z)>> .
z· z· Z z'

Tomando módulos. apli can do el criterio de Stolz y operando se llega a que, si existe,

j = 1

1
Es inmediato que SFT -- es holomorfa en /:}.e­

Zh

DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER-TO EPLITZ DE l /z·

se tiene que

excepto si

Se sabe que existe siempre lím Ia.(h . 1 12 < e". Queremos estudiar la existencia y el
n "- ,.+ . n

valor de lí:n a.1;_h+I.,,' qu e se reduce a estudiar

1
«En el caso C, la SFT de -- es convergente , al menos. en /:}.•• y uniformemente con­

z·
vergente en cualquier com pacto contenido en /:}.e- Además

Caso D

Teorema 17



(15)

(13)

(14)

a.(h
n-h. n-l

a.
Ch
rt-h+l. n

J
-

_ (11 _ en- h+ l
- a. n-h . "-1 a.(h

e "-h+1, K
. -h

I"'-h+' I
e.-h

lím a.(~_h+l . n = O.

"'-h+l

"'-h+l

----- a.~~h . n

----- a.( h = J-e-.-_h-+-'-
__- "-h+l, n a.(h - aY'

J e,,-h . . en_h n-h, "-1 n-II+1. ti

En particular, esto ocurre cuando

lím (a.(h - a.C•h: h'+,.•) = On n-h, "-1

e.
«En el caso D y salvo cuando lím -- = 1, se cumple

en_ 1

-22-
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lím a.
Ch._

h+,.•= ,O.

Es de resaltar que las fórmulas (14) y (15) constituyen dos fórmulas de recurrencia
1

para los coeficientes de 8FT --oAnálogamente, a partir de RN - 1 Y RN - 4 ([5]), se
Zh

obtienen dos nuevas fórmulas de recurrencia

o, equivalente, se verifica la igualdad de Parseval

de donde se sigue

Proposición 19

Como los primeros miembros de estas desigualdades son infinít ésimos, también lo
son su suma y su diferencia, lo que nos conduce a

Ese resultado puede mejorarse de la forma siguiente: Operando con las fórmulas de
recurrencia que hemos llamado RN - 2 Y RN - 3 en [5] (coinciden respectivamente con
(3.6) de [11] y (V. 1.19) de [9]) se llega a

se tiene



DESARROLW EN SERIE DE FOURIER-TOEPLITZ DE u»

Nota. - En la teoría de Szego ([12]. [9]) por métodos teórico-funcionales se demues­
tra que {p. (z)} es un sistema ortogonalmente completo si y sólo si lím en0= O, es decir,
en el caso D; así (13) es cierta siempre aunque por nuestro procedimiento queda sin de­
mostrar en el caso extremo cuasitípico

(-=---~ 1)
e..-I

Notemos que la condición (*) de la proposición 18 es más fuerte de lo necesario, pues
previamente se han tomado módulos y se ha aplicado el criterio de Stolz. Seria intere­
sante obtener una demostración directa completa de (13), que se sospecha complicada y

1
en relación con una acotación de los coeficientes de SFT-- del tipo

Z'-I
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l. Preliminares

Abstract

DE FITTING. .
1t - RESOLUBLES

POR

CLASES
GRUPOS

A . ALVAREZ DOTÚ

DE
EN

PRODUCTO
INYECTORES

SNX = {H IH ~ GI\GEX}

NoX={HIH=Nz ... NrconN¡E X y N¡~Gi=l ... r}

In this paper, following essentially the line of results obtained in solvable groups by
P. Lock ett in [4] , the injectors are characterised in ".·solvable finite groups with respect
to a Fitting class product of bo th the other ".-saturated, through the injectors with
respect to Fitting classes factors . At the beginning of each Fitting class F and each set
of primary numbers o, as auxiliary element of work is introduced a ".-saturated Fitting
class F« whose elements are those r.-solvable groups such as one of its F-injectors con­
tains an Hall o-subgroup.

Departamento de Algebrn y Fundamentos

Facultad de Cienci as . Zaragoza (Esp aña)

Sea 'Ir un conjunto de números primos y ".' su complementario; se llama grupo
".-resoluble a aquel que admite una serie normal en la que cada factor es un ".'-grupo o
un r.-grupo resoluble, donde ".-grupo es aquel cuyo orden es solamente divisible . por
primos en 'fr. Todos los grupos considerados en el presente artículo se suponen finitos
y ".-resolubles. Cualquier clase de grupos que se considere es no vacía, y si un grupo G
pertenece a la clase, también pertenecen todos los isomorfos a G. Dada una clase K de
grupos, llamaremos K·grupo a todo grupo de la clase K. Una clase de grupos K deter­
mina unívocamente un conjunto de números primos, llamado su característica, formado
por aquellos primos ppara los que existe un K-grupo cuyo orden es divisible por p .
Se escribirá «car K ».

Una clase de grupos K se dice extensible si cuando G/N y N ~ G son K-grupos se tie ­
ne que G pertenece a K.

Un operador clausura es una aplicación qu e asocia a cada clase de grupos X una clase
AX de tal forma que si X ~ Y, entonces

.X ~ AX ~ AY = A (AY)

Una clase X se dice A-cerrada si X = AX.
La clase de grupos F se dice clase de Fitting si es (No, SN)·cerrada, siendo SN y No los

operadores definidos mediante:
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Una clase de grupos H se dice un Homomorfo si es Q.cerrada, donde Q es el opera­
dor clausura dado por

QX={G/NIN.:slG,GEX}

Una formación es un homomorfo Ro-cerrado donde

R,;x = {G/M IM = nNi' Ni.:sl G¡/\G/N,EXl
, ~ I

Dada una clase de Fitting F y un grupo G, se llama F-radical de G y se escribe GF, al
subgrupo

es decir, al producto de los subgrupos normales de G que pertenecen a la clase F. Para
cada grupo G y cada clase de Fitting F, GF es único; es por tanto un subgrupo caracte­
ristico de G, que coincide con G si y sólo si G está en la clase F.

Para dos clases de Fitting F I y F" la clase producto F I F, es el conjunto de grupos G
tales que G/GF¡ E F,. En el caso de que F, sea además un homomorfo, la condi~i?n ante­
rior es equivalente a la existencia de un N .:sl G, N E FI tal que G/ N E F,. El producto
FI F, es también clase de Fitting y se verifica F, e FI F,. Además para este producto es
válida la propiedad asociativa. ' - " ... , .

Siendo F una clase cualquiera y G un grupo, un subgrupo H de G se dice F-maximal
si HE F Y H :¿.V L G, V E F implica H = V. Un subrgrupo V de G se dice F-inyector
de G si para todo subgrupo subnormal N de G, V n N es F-maximal en N. En particular
un F-inyector V de G está en F, y si F es clase de Fitting, contiene a GF•

11. Clases de Fitting ".·saturadas

Una clase X de grupos se dice saturada si para todo grupo G tal que G/ip (G)E X se
tiene también G E X (ip (G) es el subgrupo de Frattini de G) . Una formación F de gru­
pos finitos se dice ".-saturada si

i) F es saturada.
ii) Si G/O,.;, (G) es F-grupo, entonces lo es G.

En [5] se introduce el concepto de clase de Fitting ".-saturada. Una clase 'de Fitting F
se dice r.-saturada si O"'(G)EF implica GEF. Esta condición equivale a que F = FU,,"

La teoría de clases de Fitting de grupos r.-resolubles depende de los siguientes resul­
tados, cuyas demostraciones pueden verse en [5] .

(2.1) Teorema

Sea F una clase de Fitting r.-saturada. -Todo grupo finito lT-resoluble posee F-inyecto.
res, estos son de r.-índice y conjugados en G.

(2.2) Lema

Sea F una clase de Fitting r.-saturada y G un grupo finito r.-resoluble. Sea N un' 'sub­
grupo normal de G ' tal' que G/N es un ".'-grupo (o un lT-grupo y nilpotente), Si -W es
F-subgrupo maximal de N y V" V, F-subgrupos maximales de G verificando W"¿ Vi n V"
entonces VI y V, son conjugados en G.

-26 -



Demostración

PRODUCTO DE ,CLASES DE FITTING. INYECTORES EN GRUPOS ,,-RE SOLUBL ES

Sea F una clase de Fiting de grupos "...resolubles y • su característica. Entonces

N()U..,n,,~F ·~U..,

-27 -

(x, y K) = (y, y K). (y-I x, 1 K) E H * . (H x (K/K»

luego G = H* (H x (K/K» de donde G E F y a fortiori H/K E F, es decir F posee un: gru­
po de orden P para cada primo pE .. () tt,

Puesto que todo p-grupo finito puede ser sumergido subnormalmente en un p-grupo
finito generado por subgrupos subnormales de orden p, podemos asegurar que F posee
todo p-grupo finito (PE.n".). y finalmente. teniendo en cuenta que un grupo es nilpo­
tente si y sólo si es producto directo de sus subgrupos de Sylow, F posee todo (. () n-)'
.grupo nilpotente.

El contenido F ~ U.., es trivial. / /

Para todo (x , y K) E G se tiene

X2-1 XX2 K = x K = X I-
1 XXI K.

Sea pE.ll"'. Por ser F SK'cerrada existe un F-grupo H y K:Sl H tales que IH /KI = p .
Consideremos el grupo G = H x (H/K). En él. H * = {(x, x K) Ix EH} es un subgrupo
isomorfo a H . Además H * es no rmal en G,' pues dado (XI> X, K) E G.

(XI. X2 K)-l (x, x K ) (XI. X2 K) = (XI-I XXI. x,-I xx, K)

está en H* cualquiera que sea (x, x K) E H*, ya que al ser H/K abeliano

(2.5) Lema

(2.4) Lema

Sea G un grupo y V F-subgrupo de G:"Supongarpos que para M :Sl G se verifica:

i) M n V es F-inyector de M.
ii) G = MV.

Entonces V es F-inyector de G.
El lema que sigue a continuación establece una cota inferior en función de la carac­

terística y la clase de los grupos nilpotentes para las clases de grupos "...resolubles . que
son clases de Fitting.

una serie de G tal que
i) Los grupos factores G¡+I/G¡ son --grupos o ro' -grupos (i = 0.1•. ..• n -1).

ii) Si G¡+tlG¡ es un ".-grupo. pertenece a la clase de los nilpotentes.
Entonces V es F-inyector de G si y sólo si GI n V es F-subgrupo maximal en G¡ para

i = 0,1, ...• n.
c) Sea G un grupo finito "...resoluble y V un F-inyector de G. Si se verifica V ¿}j';¿ G,

es entonces también V F-inyector ' de H.

(2.3) Teorema

a) Sea N :Sl G tal que G/N es ¡r'-grupo o grupo nilpotente. Supongamos que V, E-sub­
,grupo maximal de G, contiene a W F-inyector de N. Entonces es V un F-inyector de G.

b) Sea G un grupo finito "...resoluble y

l = G» :Sl G¡ :Sl '" :Sl G"_I :Sl Gfl = G
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Sea ahora F una clase de Fitting respecto de la cual todo grupo ,.,.resoluble posee
F-inyectores y son conjugados, y o un conjunto de números primos contenido en 'Ir.
Notemos que si G es 'Ir-resoluble y o e 'Ir, G es o·resoluble. Disponemos por tanto en G
de los resultados de la teoría de Hall para los conjuntos de números prímos o y o'
("loe 'Ir) . Definimos la clas e F« como la de todos los grupos G en los que un F-inyector
de Gcontiene un o-subgrupo de Hall de G. Esto es claramente equivalente a la exigen­
cia de que un F'inyector de G cubra todos los o·fac tores principales de G. Trivialmente
se tiene para todo G E F, G E F«, que equivale a F ~ Frr.

Observación

Si la clase de Fiting F de partida es r.-saturada, entonces por (2.1), en cada grupo
r.:resoluble G perteneciente a P« se dispone de la siguiente situación

donde V es F-inyector de G, G"E Hall" (G), G.,.¡ E Hall". (G) y GrrE Hall, (G) . Notar que
si o = 'Ir, entonces F« = F" = F. En efecto, sea V F-inyector de G; G E F« si y sólo si V
es de ( r.' U o)'-índice en G, lo cual equivale a decir que V es de (r. n o' }-índice en G, lue­
go si o = tt , V = G Y G EF.

En general, para todo conjunto de números primos o ~ 'Ir, P« es clase de Fitting que
verifica

ni; ~ Frr Urr, = Frr = (Frr):r

de donde resulta que P« es o-saturada y en consecuencia 'Ir-saturada.

(2.6) Proposición

Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Para cada G, los F-inyectores de G 't ienen a-índice en G.
ii) F = Frr.

iii) F = FU rr, .

Las demostraciones de estos resultados referentes a la clase F« pueden verse en [5].

Sea F una clase de Fitting 'Ir-saturada , G E F« y V un F-inyector de G. Puesto que V
contiene un r.'-subgru po de Hall de G debido a la ,.,.saturación de F, y un u-subgrupo de
Hall de G por definición de F«, el índice de V en G es un o' n'lr número. Como
o' n 'Ir ~ 'Ir, en todo grupo " resoluble tiene sentido la teoría de Hall para o' n tt y para
(o' n 'Ir'.) = o U 'Ir'. Así V contiene un (o U 'Ir ' )-subgrupo de Hall de G. El conjunto de
números primos o U 'Ir' se representará mediante la letra •.

Damos ahora una nueva versión de [6], pág. 55.

(2.7) Proposición

Sea F una clase de Fitting 'Ir-saturada y M un sub grupo normal de G, M E F«; entonces
todo F-inyector V de M es normalizado por un ,;-subgrupo de Hall de G.

- 28-
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Sea Gun XO'_grupo y T un X-inyector de G. Entonces T es un F-inyector de G.

III. Producto de clases de Fitting. Inyectores en grupos --resofubtes

-29 ~

donde G" es un ,;-subgrupo de Hall de G normalizando a T, cuya existencia está asegura­
da en virtud de (2.7). Por ser T X-inyector de G¿ a E XO', T es F-inyector de Gx a (3.1);

Sean X e Y clases de Fitting ".-saturadas.
El producto F=XY es clase de Fitting y X e F. Tomemos a=rrílcar Y y .=aUrr'=

car Y U «", Siendo X ".-saturada, si G es un Xü:'grupo, cualquier X-inyector T de G con­
tiene, según se ha visto, un .-subgrupo de Hall de G y IG: T I es un .'número.

Por el Argumento de Frattini G= MNG (V), Y de aquí IG: NG (V) I = 1M: M n NG (V)I
que divide a 1M: VI, .'-número. Así IG: NG (V) I es un .'-número, por lo que NG (V) con­
tiene un ,;-subgrupo de Hall de G. / [,

Demostración

Demostración

(3.1) Proposición

La propsición es trivial si IGI = 1 y razonaremos por inducción suponiendo que es
válida para grupos de orden menor que IGl. Sea N un' subgrupo normal maximal de G.
Siendo G/N factor principal de G, T cubre o evita (v. [5], pág. 291) a G/N. Además TE F,
pues X ~ F, y por inducción T íl N es un F-inyector de N.

Si T cubre a G/N, entonces por (2.4) T es un F-inyector de G. Supongamos pues que
T evita a G/N. En esta situación G/N es un ,;'-grupo, y al ser G "...resoluble,
¡G/N I = pE.' ~ rr y por tanto T ¿N, con' lo cual, por la hipótesis inductiva, T es
F-inyector de N. Demostraremos a continuación que T es F-maximal en G, con lo cual
quedará probada la tesis en virtud de (2.3 a». En efecto: sea HE F tal que T ¿ H:..:::::. G.
Por la F-maximalidad de T en N, T = H n N :::::J H, y siendo T X-maximal en G se reduce
H¿ = T. Así H/T es un Y-grupo. Además H/T = H/(HílN) == (HN)/N¿G/N y como
¡G/NI = pE,;', de donde p f/: car YC., se concluye ¡H/TI = 1, es decir H = T. //

En lo que sigue, G será un grupo finito ".-resoluble, T un X-inyector del XO'-radical
de G, G¿ a, y se tendrá la situación representada en el siguiente diagrama
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así T está contenido en un F-inyector F de G y en un X-inyector X de G, de forma que
T = F n Gx (J = X n G¿ a, y adem ás T :::1 F y T :::1 X. Fin almente T contiene al X-radical

de Gi:a ·..que es precisamente el X-radical de G, pues X ~ X«, y T es un Xrr-ínyector
de G.

(3.2) Proposición

Si G E X « cAP, donde cAP representa la cla se de los grupos nilpotentes, entonces
T G-r es un F-inyector de G.

Demostración

Puesto que GEXrr cAP y X« = X« Va" G/G x a es un a-grupo nilpotente. Demostrare­
mos en primer lugar que T G-r es un F-grupo y que T G-r n Gx a = T . En efecto: como
T:::1 Na (T) Y G-rL Na (T), podemos asegurar que existe G,,' E Hall", (G) tal que G" t:::::;
T n G-r' Teniendo en cuenta que (T G-r) /T == G/(T n G) , po r consideraciones de índices
en el diagrama

G

(a- 'f\ 1T). :l.ndi oe

,. ~ .

se deduce que T G-r n G¿ a = T. Entonces

t c. j, = TG..,ITG nG == TG-rGxa/G LG/
G-r x o . X (J x a

y siendo los a-grupos ni lpotentes , homomorfo s-cerrado, se concluye que

en virtud de (2.5).

Como T G-r contiene un a-subgrupo de Hall de G, T G cubre a G/Gx a, y siendo
T G-r n G¿ a = T F-inyector de Gx a (3.1), apl icando (2.4) se tiene que T G-r es F-inyector
de G. //

Sea K/Gx a el subgrupo de Fitting (radical nilpotente) ele G/Gx a y hagamos K =KnG
que es un 't-subgrupo de Hall de K . En el diagrama . -r-r

G
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T K.. e~ f-inyector de K en virtud de la proposición anterior, pues K E X« cAP.

Demostración

Supongamos que existe un subgrupo T* X-maximal en K y verificando T L T*. Enton­
ces como T* contiene a T X-inyector de G¿ o :::l K, siendo K/Gx o nilpotente y T* X·ma­
ximal en K, aplicando (2.3 a» resulta que T* es X-inyector de K, y ya que T*:¿ Gx o
T* L K, por (2.3 e) T* es un X-inyector de G¿ o T*, subgrupo que designaremos por S.

IS: T*I '= ' IGxaT*: T*I = IGx a: T*nGxal = IGx a: TI

es un o' -n úmero, y teniendo en cuenta la definición de X" se sigue que SE X". Ahora
bien, por ser G~ o L S L K y K/Gx o nilpotente, la serie S :::l N¿ (S) :::l Ng(Ng{S» :::l ... . al­
canza K, es decir, S es subnormal en K, con lo que S es subgrupo de G« o y estoImplica
que T* L Gx o y por tanto T* = T. / /

.Con la notación anterior, bajo cualquiera de las hipótesis siguientes

a) T K -r ,.¿ H EF.
b) T K..LH:L.TG-e'

se tiene H¿ = T.

(3.3) Proposición

El subgrupo T es X-maximal en K.

Por X·maximalidad de T en K resulta T = n,n K.

iii) Por ser K/Gx o nilpotente y X» clase de Fitting a·saturada, K/Gx o es un o-grupo,
y puesto que o ~ 'Ir, para todo G-eE Hall-e (G) existe G" E Hall" (G) tal que G" ~ G.., con
lo cual K.. contiene a G"n K E Hall" (K) y por tanto K = K -e Gx a.

Probaremos sucesivamente los siguientes apartados

i) T = H n Gx o :::l H .
ti) T = KnHx.

iii) H¿ centraliza K/Gx a.
iv) H¿ = T.

i) Evidentemente T 'L H n G« o :::l H. En el caso a) H n Gx o es F-subgrupo de
G« o y T es F-maximal en Gx 01 (3.1), luego se tiene la igualdad. En el caso b) T ·tiene
.-indice en H, pues este índice divide a ITG-r : TI = IG-r : T n G-eI que es ~n ; illíméro: y
por definición de X", T tiene .'-índice en G¿ o, luego T = H nGx a.

ii) Por el apartado anterior, T es un X-subgrupo normal en H, luego T,.¿ H¿ y se
tiene
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Bajo cualquiera de las dos hipótesis, trivialmente se tiene K~ :¿ H ;¿ G n H ¡¿
NG (Gx o) n NG (Hx) Y en virtud de [3J pág. 267 tenemos

[K , HxJ = [K~ Gx o , HxJ = [K~ , HxJ [Gx o , HxJ.

Pero [Gx o, HxJ L. G¿ a, por ser este último subgrupo normal de G, y además
[K~, HxJ [K n H, HxJ L. [K n H, HxJ L. K n H n u, = T, siendo válida la última
desigualdad por ser K n H y H x subgrupos normales de H ; por tanto [K, HxJ .L. TGx o =
G¿ o que prueba que H¿ centraliza KIGx a·

iv) Al ser X« rr-saturada, O"' (GIGx a) = 1, Y ya que KIGx o es rr·grupo (a-grupo) nil­
potente, el subgrupo de Fitting sobre rr (v. [2]) de GIGx a es

F" (GIGx a) = O" (KIGx a) = KIGx a

Por iii) y [2J resulta H¿ = K Y puesto que T = K n H¿ (íi), queda demostrado que
Hx=T. II

(3.5.) Lema.

Con la notación anterior, la aplicación canónica induce una aplicación biyectiva entre
el conjunto de los F-subgrupos de TG~ conteniendo TK~ y el conjunto de los Y.subgru­
pos de TG~/T conteniendo TK~/T.

Demostración:

Si TK~ \L. H L. TG~, por (3.4) Hx= T, luego HE F si y sólo si HIT EY . II
'Pasamos ahora 'a ver el teorema principal de esta sección que caracteriza los 'F-inyec­

tores de cualquier grupo G.

(3.6) Teorema

Con la notación anterior, sea VIT un Y-inyector de TG~/T; entonces V es un F-inyec­
tor de G y cada F-inyector de G es de esta forma.

Demostración

Sea H un F·inyector de G. Pasando a un conjugado si fuese necesario, podemos supo­
ner que H contiene a TK~, puesto que según (3.2) este es un F-inyector del subgrupo nor­
mal K de G. Por (3.4) H x'= T, de donde HIT en un Y.grupo y por tanto .-grupo; por
ser TG..IT 't-subgrupo de Hall de NG (T)IT, T L. H y la conjugación de los inyectores y
subgrupos de Hall, podemos escoger H tal que

T L. TK~::'::::H:¿ TG...L. NG (T)

y así H es F·inyector de TG~, por lo que, en virtud de (3.5) HIT es un Y-inyector de
TG..IT y por consiguiente conjugado del subgrupo VIT construido en el enunciado del
teorema. Así V es un F·inyector de G como afirmábamos. Que cada inyector de G es de
esta forma, se sigue de la conjugación de los F-inyectores, completando la demostra­
ción. II

- 32-



PRODUCTO DE CLASES DE FITTING . IN YECTOR ES EN GRUPOS ,,-RESOLUBLES

VI. Equivalencias en el producto de clases

A partir de la hipótesis de ¡e-saturación adoptadada sobr la clase Y en el párrafo pre­
ced ente se deduce, por la asociat ividad del producto de clases de Fitting, que F es ¡e-sa­
turada, condición suficiente para asegurar la existencia de F-inyectores , incluso cuando
la clase de Fitting X no es tt -saturad a; sin embargo , la técnica de trabajo seguida ante­
riorme nte utiliza de forma esencia l la exis tencia de X-inyectores y qu e és os sea n de
¡e-índice, es decir, qu e X sea rr-satu rada . En algunos casos en los que X no es r.-saturada
pueden caracterizarse también los F.inyectores imponiendo a Y nuevas condiciones que
permitan factorizar el producto X Y en la forma F (X) Y, donde F (X) es (v. [1]) la me­
nor clase de Fi tti ng r.-saturad a qu e cont ien e a X. Tales son el caso en qu e la clas e de
Fitting Y es ade má s una formación t:-saturada, y el caso en qu e Y es clase de Fit t ing ex­
tensible conteniendo a todos los tt '-grupos, como vamos a ver a contiuación .

(4.1) Proposición

Dadas X, Y clas es de Fitting, siendo adem ás Y formación ..-sat urada, la clase produc­
to XY coincide con la F (X) Y .

Demostración

Teniendo en cuenta que F (X) = XV,,' , resulta

F(X)Y = XV,,' Y = XY

por ser el producto de clases de Fitting asociativo e Y formación r.-saturada . / /

(4.2) Proposición

Dadas X, Y clases de Fit ting, Y ext ensible y conteniendo a los tr'-grupos, la clase X Y
coincide con la F (X) Y .

Demostración

De V.,.,' ~ Y e YY = Y se sigue V" ' Y ~ YY = Y, por lo que

XY ~ F(X)Y = XV" . Y ~ XY,

de donde XY = F (X) Y. / /

(4.3) Corolario

Sean X e Y clases de Fitting, Y rr-saturada y extensible. Entonces se verifica
XY = F(X)Y.

V. Aplicaciones

Tenemos como X la clase de los grupos ¡e-resolubles de ¡e-longitud menor o igual que
k, y como Y la clase F ('" S) de los grupos ..-cerrados con n-subgrupo de Ha ll resoluble.
Amb as son clases de Fitting rr-sat uradas. La clase de Fitting F = XY será justamente la
de los grupos r.-resolubles de ¡e-longitud igual o menor qu e k + 1.
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Puesto que ,; = car YU n' es en este caso el conjunto de todos los números primos,
a = ron,; = st y U,r' = U" " con lo cual, según (2.6), X" = X.

Sea G un grupo finito ro-resoluble y

1 = Po (G) ~ No(G) ~ PI (G) ~ .oo

su ro-serie ascendente. Sabemos que Gx a = G« es precisamente N, (G). Por ser,; el con­
junto de todos los números primos, G posee un único ,;-subgrupo de Hall, que coincide
con G y trivialmente normaliza a Gx 0= N; (G), que es X-inyector de sí mismo.

Los Y-inyectores de G/Nk (G) son (v. [1]) los subgrupos de la forma

0,,, (G/Nk(G})' (G/NkeGI),,' = (Pk+1 (G)/NkeG) . (G,,' s, (G)/NkeG) = r.: (G) G".lNk eG)

donde G,,' EHall", (G), y aplicando el teorema (3.6) Pk+1 (G) . G", es un F-inyector de G
y todos los F-inyectores de G son de esta forma.

Pasamos ahora a caracterizar los inyectores de un grupo G lT'"resoluble respecto de la
clase producto de F (ro, S) por sí misma n veces con n::::::" 2, que designaremos F (11', S)",
factorizando esta clase en la forma XY con X = F (ro, S)n-I e Y = F (ro, S). En este caso
,; = car Y U ro' es también el conjunto de todos los números primos, con lo que X" = X.

Dado G lrresoluble, sea

1 = No (G) -s Po (G) ~ NI(G) ~ P. (G) ~ oo.

su ro'-serie ascendente. El X"-radical de G será Nn _ 1 (G), y razonando de un modo an á­
lago a como se ha hecho en el ejemplo anterior, los F (ro, S)"-inyectores de G serán los

subgrupos de la forma Pn- I (G) G,," donde G" , E Hall", (G).
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Abstract

1. OTAL

1. Introducción

If J; is a class of groups, and for a group G we denote for GX the intersection of all
normal subgroups of G whose factor groups in G are J;-groups, we know that J; is
R-closed (that is to say residually closed) if and only if G/Gx E J; for all group G.

In this paper we study the anterior property only for sorne groups, and we define
classes of groups residually closed in relation to others; moreover, we give conditions
for generating classes when the considered groups are locally finite groups and we
extend certain properties of finite groups to such classes.

The note concludes with the discussion of sorne results on clases R·dosed in general,
as the varieties of groups, the residual classes of groups and others.

una clase J; es R-cerrada si y sólo si para todo grupo G se tiene que G/Gx EJ;.
Los ejemplos más importantes de clases R-cerradas son las variedades y las clases re­

siduales de grupos (véase [7] a este respecto). Estas clases son muy amplias por su pro­
pia naturaleza y, generalmente, no soportan condiciones adicionales sin ser triviales.
Por contra son mucho más abundantes las clases R,,-cerradas, es decir las que verifican
la condición de clausura residual finita: G/N¡E J; i = 1, 2 implica siempre que
G/(N¡ n N,) EJ; . Sin embargo para una clase X Ro·cerrada no tiene por qué ser válido
que G/Gx E J;. para todo grupo G.

Si todos los grupos considerados son finitos, entonces una clase J; de grupos finitos
es R·cerrada si y sólo si es Ro·cerrada; en esta situación los ejemplos son muy abundan­
tes, sobresaliendo por su interés las formaciones de grupos, es decir clases Q y Ro-cerra­
das. Estas clases pueden poseer un buen número de propeidades adicionales más, lo que
las hace muy útiles para atacar diversos problemas.

Si J; es una clase de grupos, un grupo G se dice que es residualmente J;-grupo si
posee una familia de subgrupos normales {N ¡ <l G Ii E l} tales que G/N¡ E J; Vi E 1 e
n N ¡ = 1. La totalidad de estos grupos forma una clase que se denota R J;. Una clase

i

de grupos J; se dice que es R-cerrada si J; = R J; o, equivalentemente, si para todo
grupo G y toda familia de normales {Ni <l G I i E l} tales que G/ N¡ E J; Vi E 1 se tiene
que G/«() N¡}E J;. Introduciendo el J;-residual de un grupo G:

/
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El objetivo de este trabajo es tratar de conservar estas ventajas de las clases .R-cerra­
das de grupos finitos al estudiar clases de grupos arbitrarios. En la última sección de
este trabajo demostramos que no es po sible trabajar de forma absoluta, y debemos es­
tudiar la propiedad G/Gx E J; sólo para ciertos grupos. Esta es la idea germen del tra­
bajo. Con ello se demuestran un buen número de propiedades de clausura y se trasladan
resultados de grupos finitos . La nota contiene, asimismo, un estudio de ejemplos en el
caso de que el universo considerado sean los grupos localmente finitos , y, como ya se
ha dicho, un análisis de las clases R-cerradas y de la imposibilidad material de añadir
alguna condición más, lo que en definitiva viene a subrayar el interés de las clases
R-cerradas relativas.

Todos los grupos considerados en este trabajo son arbitrarios. Las notaciones de gru­
pos, subgrupos y operaciones de clases de grupos son, generalmente, las de [7], con la
salvedad de que la clase de los grupos cociente de J;-grupos se denota por Q J;. A lo
largo de estas notas denotaremos por fJ la clase formada por el grupo trivial y por (}
la de todos los grupos. fT será la clase de los grupos finitos y c!P, SR las clases de gru­
pos nilpotentes y resolubles, respectivamente.

2. Clases R-cerradas relativas .

Sean J;, ~ dos clases de grupos. La noción clave de este trabajo es:

(2.1) Definición

La clase J; es R-cerrada con respecto a ~ si para todo ~-grupo G se tiene que
G/Gx EJ;.

(2.2) Teorema

Si J; es R-cerrada con respecto a ~, entonces R J; n ~ = J; n ~. Recíprocamen­
te si R J; n ~ = J; n ~ y ~ es Q-cerrada, entonces J; es R-cerrada con respecto
a ~.

Demostración: Sea G E R J; n ~ . Entonces G/Gx E J; y como G E R J; deducimos
que GX = 1, por lo que G E J;.

Recíprocamente, si G E ~, entonces G/Gx E R J; n ~ ¿ J; / /.
Observemos que si J; es R-cerrada con respecto a ~ y ~ = Q ~, entonces la clase

J; n ~ = R J; n ~ es R-cerrada con respecto a ~, porque

R(J; n ~) n ~ ;.¿: R J; n R ~ n ~ = J; n ~

y se aplica (2.2). Además:

(2.3) Corolario

En las condiciones anteriores para todo ~-grupo G se tienen las igualdades:

Demostración: De las relaciones R J; n ~ = J; n ~ ¿ J; ¿ R J; y de ser to­
das clases R-cerradas con respecto a ~, deducimos para todo ~-grupo G que

G
R

J; ¿ G J; ¿ G J; n ~ = G
R

J; n~. P~ro G/G R J;E R J; n ~, por Q-clausura

de ~, luego G R J; n ~ ¿ G
R

J; y de ahí se deducen las igualdades / t.
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(2.5) Lema

Sea ~ = Q ~. Tomemos una clase X R-cerrada con respecto a ~ y pongamos
X' = R X íl ~ = X n ~. Sea A un a opera ción entre clases de grupos. Entonces si
A X n ~ = X íl ~ se sigue que X ' = A X' n ~. Además si ~ es A-cerrada, tam­
bién lo es X'.

Sea ~ una clase de grupos. Una ~-formación es una subclase X de ~ tal que
Q X = X y R X n ~ = X ·

Con esta terminología una formación de grupos finitos es una /iF -formación; así este
proceso generaliza tales clases.

(2.6) Def inició n

Dentro del estudio de extensión de las formaciones de grupos finitos, la noción mas
interesante es:

A X' L. A X n ~ = X n ~ = X' 11.

Demost ración: Tenemos que A X' n ~ L. A X n :4. ~ n ~ = X íl ~ = X ' de
donde X' = A X ' n ~ . Si además ~ es A-cer rada , se tiene:

(2.4) Corolario

(1) Trivialmente, toda clase es R-cerrada con respecto a sí misma y más generalmen­
te c on respecto a cualquier subclase suya. Además toda clase R-cerrada es R-cerrada con
respecto a la clase de todos los grupos, y por ello con respecto a cualquier clase de
grupos.

Sin embargo una clase R-cerrada relativa no tiene que ser necesariamente R,,-cerrada.
Para ver esto basta tomar como X = ~ una clase, como la de los grupos simples, que
no sea Ro-cerrada.

(2) Es evidente que la introducción de (2.1) tiene por objeto restringir el campo de
trabajo de los grupos en estudio. Como muchos de los problemas que se pueden plantear
proceden de los grupos finitos, ~ representa en muchos casos una condición de finitud,
es decir una clase que contiene a /iF. Por ejemplo si ~ es la clase de los grupos que
satisfacen la condición minimal sobre subgrupos normales, la proposición l.E.4 de [4]
indica que /iF es R-cerrada con respecto a ~. En la sección siguiente se estudia el caso
especial ~ = L /iF .

(3) Si ~ = Q ~ los corolarios (2.3) y (2.4) nos dicen que la parte de X que es bá­
sica en este estudio es X íl ~ . Esta clase es R-cerrada con respecto a ~, si X lo es,
es subclase de ~ y hereda las propiedades de X relativas a ~.

Vamo s a dedicar un breve espacio para ampliar (3).

Observaciones

Sea ~ = Q ~ y X " X 2 clases R-cerradas con respecto a ~. Entonces GX,=GX. para
todo ~-grupo G si y sólo si R X , íl ~ = R X 2 íl ~.

Demostración: ~ ) Es consecuencia de (2.3).
~) Sea GE R X, íl~; entonces GX,=l por lo que GX.=1 y GEX2()23=RX2n~.

Esto prueba que R X, () ~ L. R X 2 n ~ y cambiando los papeles de X 1 Y de X 2
se obtiene la igualdad 11.
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Si ~ = Q ~, J; = Q J; y J; es R-cerrad a con respecto a ~ por (2.5) la clase J; ' =
J; () ~ es una ~.formación . Ten emos así una corresp ondencia ent re Ciases de grupos
con las características señaladas dada por J; -+- J;', qu e ad emás es suprayectiva. Todas
las clases J; que se aplica n sobre J; ' es decir que tie nen igual su parte común con ~,

proporcionan el mismo J;-residual' para cualquier ~-grupo. Lo que se hace así es , como
ya se ha ap untado, fijarse en la parte de esas clases qu e es común con ~.

Unas observaciones finales con respecto a las ~-formaciones. Habitualmente ~ suele
ser Q-cerrada para qu e todo el proceso funcione con regulardiad y porque tal condi­
ción es bastante razonable. Por comodidad, y abusando del lenguaje, se suele hablar de
~-formaciones sin que sean subclases de ~ , es decir clases J; para las que
J; n ~ sea una ~-formación.

Para finalizar esta sección vamos a resumir un a serie de propiedades del residual con
respecto a las condiciones qu e tengan las clases .

(2.7) Proposición

Sean J; , ~ clases de grupos.

(1) Si N <J G, entonces G/N E J; implica qu e GX L N. Recíprocamente, si
J; = Q J; es R-cerrada con respecto a ~, G E ~ y N <J G tal que GX L N, se sigue
que G/N E J;.

(2) Si G E J; entonces GX = 1. Recíprocamen te, si J; es R-cerrada con respecto a ~
y G E ~, GX = 1 implica G EJ;.

(3) Si ~ = Q ~ y J; es una ~-formación, entonces para todo G E ~ y N <J G se
tiene: (G/N) x = GX N/N.

(4) Sea J; R-cerrad a con respecto a ~. Si J; = S J; (respectivamente J; = s, J;),
H L G (respectivamente H <J G) Y G E ~, se tiene qu e HX Lo GX.

(S) Sea J; una ~-formación Sft-cerrada. Sean M, N <J G tales que M, N Y MN perte­
necen a ~. Entonces No J; n ~ = J; implica (MNY = MX N X.

Demostración: (1) y (2) son consecuencia inmediata de las definiciones.

(3) En primer lugar (G/N)/ (Gx N/N) == G/G x N es J;-grupo po r el recíproco de (1).

Por tanto: (G/N) x Lo GX N /N. En segundo lugar po niendo (G/N)X = G/N y teniendo pre­

sente qu e G/N es ~-grupo , vemos qu e G/e E J; , por lo que GX Lo e.

(4) Por hipótesis G/G x E J;. Por tanto si H Lo G y J; =S J; se sigue que H/(H n
GX) E J; y de ahí que HX ¿ GX.

La demostración par a subgrupos normales y cla ses Sn-cerradas es análoga.
(S) Como MN es ~-grupo , usando (4) se deduce qu e MX NX ¿ (MN)x. Por otra parte

el grupo MN x/M x NX = M/ (M n MX N X) es J;-grupo ya qu e MX ¿ M n MX N X y M es
~-grupo. Entonces MN/Mx N X = (MN x/Mx N X) (NM x/ MX NX) es producto de dos sub­
grupos normales qu e son J;-grupos. Por tanto él mismo es J;-grupo y de ahí
(MN )X ¿ MX NX tt.

(2.8) Corolario

Si J; = Q J; = R X, para todo grupo G, si N <J G: (G/N)X = GXN/N , y si H ¿ G:
HX'Lo GX.

Demostración: Tal clase po r el teorema de Kogalovskii [S] es una varieda d de gru­
pos y por tanto es S-cerrad a. Para ob tener el resultado, ba sta aplicar (2.7) (4) y (S) //.
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3. Caso especial: ~ = L fT

La clase de los grupos localmente finitos es un universo especialmente apto para bus­
car ejemplos sencillos de clases R-cerradas relativas. La idea para hacer esto es intentar
que las propiedades de ;;C. bien ellas mismas o bien con respecto a fT, se traduzcan en
propiedades de L ;;C con respecto a L fT. A este fin . vamos a estudiar en primer lugar
lo que entendemos por L ;;e.

La clase L ;;e está formada por todos aquellos grupos G que tienen la propiedad de
que cualquier subgrupo H de tipo finito está contenido en un ;;e-subgrupo de G. Esta
definición hace que L sea una operación clausura entre las clases de grupos . Sin embar­
go otros autores, como Kurosh [6]. us an el término «loca l>, de una forma m ás restrin­
gida. Se dice que un grupo G pertenece localmente a una clase ;;e, si todo subgrupo de
G de tipo finito es un ;;e-grupo. Esta noción no define siquiera una operación de clases.
porque un ;;e-grupo no tiene por qué pertenecer localmente a ;;e. por lo que es prefe­
rible la definición anterior. Sin embargo, es fácil ver que si G pertenece localmente a
;;e. entonces GEL ;;e. y que ambas nociones son equivalentes si ;;e es S-cerrada.

Vamos a comentar alguna de las propiedades de ;;e que son heredadas por L ;;e. Por
lo dicho anteriormente. esta clase es siempre L-cerrada.

(3.1) Proposición

Si A es una de las operaciones S, s, Ó Q, entonces A ;;e = ;;e implica A (L ;;e) = t. ;;e.
Si ;;e es S-cerrada, entonces ;;e = R" ;;e implica que L ;;e es R,,-cerrada, pero no nece­
sariamente R-cerrada.

Finalmente, las implicaciones anteriores no son ciertas, en general, si A es No ó P.

Demostración: Si;;e = S ;;e. L;;e es la clase de los grupos que pertenecen local­
mente a ;;e y . ésta es. evidentemente. S-cerrada.

Si ;;e = S; ;;e , GEL ;;e. N -s G Y H es un subgrupo de N de tipo finito. deducimos
que H está contenido en un ;;e -subgrupo K de G. Por tanto H L. N n K:L. N Y N n K
es normal en K, por lo que N n K es ;;e -grupo y L ;;e S.-cerrada.

Sea ahora ;;e = Q ;;e, GEL ;;e, N ~ G Y H /N = -c n, N, .... h, N> un subgrupo de

G/N de tipo finito. Se sigue que H = HN donde H = <h, .... h;» está contenido en un

;;e-subgrupo K de N. Entonces la imagen H/N de El por el epimorfismo canónico
G ....-+ G/N está contenida en la de K y ésta es ;;e-grupo. De este modo L ;;e es
Q-cerrada.

Supongamos ahora que ;;e = S ;;e = R" ;;e y que G E Ro (L ;;e). Tomemos N¡, "', N,
<1 G tales que G/N; E L ;;e para todo i, e n N, = .1. Si H es un subgrupo de G de tipo

finito. entonces para todo i: H/(H n N,) E ;;e e () (H n N ,) = 1; por tanto H E ;;e y
L ;;e es R,,-cerrada. El examen de la clase L fT nos permite ver que L ;;e no tiene por
qué ser R-cerrada.

Por último la clase ;;e = SR de los grupos r esolubles, es un ejemplo de clase P y
No·cerrada tal que L SR no hereda ninguna de esas propiedades; en efecto, si heredase
alguna de ellas, siempre sería No·cerrada Y por tanto. al ser local, N-cerrada, lo que no
es cierto / t.

Entre las clases de la clase de la forma L ;;e hay dos que poseen alguna propiedad
más y que aquí vamos a comentar. La clase L fT de los grupos localmente finitos es
extensible. esto es P-cerrada, según afirma un teorema de O. J . Schmidt (véase [8]. teo­
rema 6), y en consecuencia es No Y N-cerrada. Por otra parte la clase L cAP de los gru­
pos localmente nilpotentes no es extensible, porque cAP no lo es. pero si es No-cerrada.
como afirma el célebre teorema de Hirsch-Plotkin.
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Ahora nuestro obj eti vo es ver cómo se pueden engendrar las L 9'-formaciones de la
forma L X e intentar caracterizarlas. En lo que sigue si X es una clas e de grupos, re­
presentaremos por X* = X n 9' la clase de los X·grupos finitos.

(3.2) Lem a

Si X es R-cerrada con re spe ct o a ~ y 9' L ~ , entonces X* es .R.-cerrada. Adem ás
X * es .R.·cerrada si y sólo si X es R-cerrad a con respecto a 9'.

Demostración: Cualqu iera que sea la clas e X se ti ene:

como fá cilmente 'se puede comprobar, debido a la fin it ud de los grupos involucrados y
a la Ro-clausura de 9'.

Por tanto si X es R-cerra da con respecto a ~ se sigue de (2.2) que R X ti ~ =
X n ~ y po r tanto que R X íl 9' = X *. Por lo tanto X * es Ro-cerrad a. Además las
relaciones apuntadas anteriorme nte nos permit en ver que son equivalentes el que J;*
sea .R.-cerrada con que X sea R-cerrada con resp ecto a 9' 11·

(33) Teorema

Sea X una clase S-cerrada. Si X o X * es .R.-cerrada , en tonces L X es R-cerrada
con respecto a L 9'.

Demostración: Si X =.R. X y G E .R. X * se sigue que G es un X -grupo finito, lue­
go X * es .R.-cerrada. Por tanto en las condiciones del enunciado y según (3.2) podemos
afirmar que X es R-cerrada con resp ecto a 9'. La te sis se sigue ahora con una demo s­
tración standard similar a las realizad as y que puede verse en el lema (3.9) (i) de [1] 11.

(3.4) Corolario

Si X = Q X = S X = .R. X , entonces L X* es una L 9'-formaci ón S-cerrada.

Demostración: Es consecuencia inm edia ta de lo anterior 11.
Como resumen de todos estos hechos, el corolario anterior indica que, inducida por

la operación clausura L, está defin ida un a aplicación.

oc : { 9' .fo rmacíones S-cerradas} ----7- {L 9'-formaciones S-cerradas}

dada por oc (ff( ) = L ,ff( .
Recíprocamen te si X es una L 9'-formación S-cerrada, entonces se puede demostrar

que la clase X* es una clase S, Q y Ro-cerrada, po r lo qu e es una 9'-formación; así se
tiene una nueva aplicación:

,8 : { L 9' -for rnaciones S-cerradas} -~ { 9'-formaciones S-cerradas}

dada por f3 (X ) = X *·
Evidentemente, si ff( es una 9'-formací ón S-cerrada, se tiene qu e f3 oc(ff() =

(L ff()* = L se () 9' = ff( , por lo que oc es inyectiva. Sin embargo, si X es una
L 9'-formación S·cerrada, oc f3 (X) = L X * = L X n L 9' = L X y vemos que
X L oc f3 (X) , pero no que sea cierta la igualdad en general. Esta es válida si
X es de la forma L X" pero no ha y información precisa en el caso general. Asimismo
tampoco es posib le, aparentemente, suprimir la condición de S-cerrada en todo el proce­
so . Lo que parece que impide caracterizar la forma de to das las L 9'-formaciones S-cerra-
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das es la amplitud de la clase L fT. Esto es accesible cuando se añaden propiedades adi­
cionales; por ejemplo Tomkinson en [9] tomando como ~ la clase de los FC-grupos pe­
riódicos localmente resolubles prueba J:; = L J:; * n ~ lo que equivale a decir que la a.
anterior es biyectiva en ese caso .

4. Discusión final

Hemos hecho notar en lo an terior como existen abundantes ejemplos de clases R-cerra­
das relativas, bien que en una situación particular, y cómo tales clases pueden poseer
un buen número de condiciones adicionales. Lo que ahora queremos destacar es que las
.q -formaciones, es decir las variedades de grupos, y otras clases R-cerradas ya citadas,
no permiten que se les añadan condiciones, sin ser triviales. Esto hace que las clases
relativas introducidas aquí se justifiquen aún más . Las condiciones que vamos a comen­
tar son la No-clausura, la P-clausura y una cierta condición de extensibilidad: ser clase
raíz. Una clase J:; de grupos se dice que es una clase raíz si dados K :"l H <l G tales
que G/H y H/K pertenecen a J:; , se cumple que existe L .~ G tal que L ~ K Y G/L E J:;.

Es inmediato que toda clase raíz es extensible; en ocasiones se verifica el recíproco:

(4.1) Lema

Si J:; = Q J:; = R J:; = P J:;, entonces J:; es una clase raíz.

Demostración: Sean K <1 H <1 G tales que G/H, H/K E J:;. Sea K la clausura nor­

mal de K en G. Entonces K ~ H Y tenemos que H/K E J:;"por ser cociente de H/K, y

que K/K E J:;, por ser subgrupo de H/K y la S-clausura de la clase (Teorema de Koga­

lovskii citado). Así del isomorfismo G/H == (G/IÓ /(H/K) y de la P-clausura de J:; dedu­

cimos que G/K EJ:;.
Sea L = Core K; éste es un subgrupo normal de G contenido en K. Observemos que

para todo g E G se tiene que Ki <J K y que K/Kg E J:; . Luego K/L E J:; por ser

J:; R-cerrada. Volviendo a usar la P-clausura de J:; y el isomorfismo G/K == (G/L)/(i{¡L)
se tiene que G/L E J:; u.

Sin embargo estas clases y otras, vamos a probar de un modo conjunto que son tri­
viales. Para ello , en lo que sigu e admitiremos que la No-clausura obliga a ser una clase
cerrada para el producto de un número finito de subgrupos subnormales.

(4.2) Teorema

Sea J:; = Q J:; = R J:; una variedad de grupos. Si además J:; es extensible, clase
raíz o No·cerrada (en el sentido anterior) J:; debe reducirse a la clase formada por el gru­
po trivial o ser la clase de todos los grupos.

Demostración: Supongamos que J:; =/= g. Vamos a dividir esta demostración en va­
rios pasos.

Paso 1: Si J:; = Q J:; = R J:;, existe un primo p tal que Cp, grupo cíclico de orden
p, está en J:; ;

Sea 1 =/= G E J:; y tomemos 1 =/= g E G. Entonces <g> EJ:;. Si <g> es cíclico infi­
nito, entonces para todo primo q, <g"> es normal en <g> y da cociente cíclico de or­
den q que debe estar en J:;. Si <g> es cíclico finito, sea p un divisor primo de su orden
y sea h E <g> un elemento de orden p. Se sigue que C, == <h;» EJ:;.

- 41-



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

Paso 2: Si además de lo anterior, ;;e es extensible, clase raíz o No<:errada, entonces ;;e
contiene a todos los p·grupos finitos.

Sea H un grupo de orden p". Vamos a probar la tesis por recurrencia sobre n. Para
n = O, 1 esto es claro.

En virtud de (4.1) las condiciones de extensibilidad y clase raíz son, en este caso,
equivalentes. Supongamos que vale una cualquiera de ellas, que n > 1 y que el aserto
es válido para p-grupcs de orden menor que tr. Sea h E H un elemento de orden p;
entonces HI<h> y <h> están en ;;e luego, por extensibilidad, también H.

Supongamos, ahora, que ;;e es cerrada para el producto finito de ;;e·subgrupos sub­
normales. Siguiendo a Hartley [2], sabemos que H se puede incrustar en un p-grupo fini­
to que está engendrado por subgrupos subnormales de orden p. Por lo tanto H E ;;e.

Paso 3: Tesis final.

Un teorema de Iwasawa [3] afirma que para todo primo q, todo grupo libre es resi­
dualmente un q·grupo finito. Como para un cierto primo p, ;;e contiene todo p-grupc fi­
nito, deducimos que los grupos libres son ;;e.grupos y, por Q·clausura de ;;e, que todo
grupo debe ser un ;;e-grupo 11.
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(1.4)

(1.3)

(1.1)

(1.2)

n •

p. = ~. Pm and Q. = ~. «; .
mClO maO

P. > O, a,> O, ~ p; = 00, ~ q; = 00
" = 0 " .. o

{ :~ } is monotonic increasíng with n and

a; Q.
-¿H--,
P. - p.

Theorem A. Let

monotonic increasing with n in Theorem A. Secondly to give the proof of the generalised
version of Theorem A by using a different than Hardy's technique used in the proof of
Theorem A.

For the definition of (Ñ, Pn) see Hardy [1], p. 57.
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A NOTE ON AN INCLUSION THEOREM

where H is positive constant,

Then (Ñ, P.) e (Ñ, q.).
\

The objects of this note are the following:

First1y to replacethe condition (1.2) by

A theorem of Hardy on two summability methods is improved by replacing a·condi­
tion, and using a different technique than Hardy.

1. Introduction. - Conceming the inclusion relation between (Ñ, p.)1 and (Ñ, qn)
summability methods, Hardy ([1] . Theorem 14) proved the following theorem:

Abstraet



Tn=o----

--------- -+ O; as 11 -+ C'O.

(3.1)

(1.5)

Q"
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"t; = -- ~ Pm s.;
P

n
m - O

Q"

I
n - I ( qm ) I 1" -I ( qm ) I ["- I (q ", ) I
~ s.; A -- Pm - I ~ s .; A -- P"'-l ~ Ó -- P'''_I

Pn J;: o Pm m = O Pm FU = O Pm

I
"-1 (qm ) \
~ Ó -P'.- I

m = O p"t

whích is bounded by (1.3 ). Hence the poof of Lernrna 2 follows .
-X:i!" ~

3.°' Proof oi the theorem. Let

By Lemrna 1, th e first factor converges to zero ; as n tends to infinity. And the second
factor is equal to

Prooi,

I -~IP. o,

"- I ( a; )
~ s", A -- P"'_I

In - o Pm

This is due to Hardy [1] , Theorem 12.

Lem ma 2. Let the sequences { Pn} and { q" } satisfy (1.1) , (1.3) and (1.4). Then s;~ O;
as n~ 00 implies that

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FIS ICO·QUIMICAS y NATURALES

Afn=f.-fn+1
for any sequence { fnl.

We prove the following:

TIIEOREM. Let (1.1 ), (1.3) and (1.4) hold. Then (Ñ, Pn)e (N, qn)'

Remark. The proof of the theorem holds good even if we replace (1.4) by

{:: Pn - I }iS m~notonic with n for n~ no (finite).

2. We use the following lernmas in theproof of the theorem:

Lemma 1. Let qn> O and Qn~ oc; as n -+ oo, The n s; -+ s ; as n~ oc implies that
T.~s; as n 0-+ 00, where

It is easy to observe that (1.2) implies (1.4) bu t the con vers e is not necessarily true.

Also il follows by (1.1) and (1.3) that {:: Pn_l} tends to ínfínity: as n tends to ínfínity

We throughout assume that P - 1 = P_I = O and write



(3.2)

ni = o

qm
-- Pm - I Jl (rm_l)
Pm

1
+ - ~ q,. too

Q.. m = 0

1 q m

= -- ~ - Jl (tm- I Pm - I )

Q. m~ O Pm

1 a;
= -- ~ - POO- 1 Jl(tm - ')

Q.. m = O P..

, 1
Tn = - ~

Qn

1 n - 1 qm qp Pn - l

=-- ~ - Pm- I !'J.( rm_,) - - - -!'J.(rn_,) .
Qn m= O Poo P.. Qn

1
T,,(I) = -- ~

Q. m = O

Also since

Now

Now, by (3.3), we have

We write

r; -7 O; as n -7 ce ,

lím tn = t.

A NOTE ON AN INCLUSlON THEOREM

Then we have to show that

lírn T ; = t.
n-+<Xl

therefore

Since the sequence {q..} satisfies the condition of Lernma 1 therefore Tn l2l tends to t
as n tends to infinity, by Lernrna 1. Further, the theorern will be established if we prove

T..(') = o (1) ; as n -7 oo.

(by (3.1»

t « = t + r, (n~O) and L 1 = r_. = .0,
: I 1 J . (3.3)

where

an d let

and
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we have
1 " - , a;

-- ~ - Pm- , /t,, (rm-')
Q" m = O p .;

1 "-1 { qm }
=-- ~ /t" -- Pm-, rm_,

Q" m::::l O Prn

1 "-1

(:: Pm-')+ - ~ r; /t"
Q" m = O

Therefore

T"ll ) =_1_ "i 1

r
m

/t" (_ª_mPm_,)· + _q"_p_"_-_, r;
Q" m = O Pm . p" Q"

= T ll l + Tll ), sayo
" ,1 n ,2

a: p"- ,
By Lemma 2, T lll, -+ O; as n -+ oc. And since, by (1.3), --Q- is bounded we follow

n, Pn n

that T(~,l ---+ O; as n -+ oo,

This terminates the proof of the theorem.

REFERE NCE

1. HARDY, G. H.: Divergent Series, Oxford (1949).
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(1.3)

(1.4)

(l.S)

(1.1)

(1.2)

cIl(t) =J(x + t) + f(x-t)-2s.

cIl (t) =i t

IcIl (u)1 duo
o .

p (q, t) = 1 + q' + 2 q cost.

Q (q, t) = tan- 1 {sintj(q + cost)}. .

E (n, t) = i (n) qn-. sin kt.
' _0 k

We for 0< q < 1, use the following notations:

It is proved a thorem on summability of Fourier series by Euler means that genera­
lizes two former theorems of th e author.

! ao + ~ (~cos nx + b; sin nx) = f A.. (x).
" ... 1 n = o

Abstraet

School of Studies in Mathem atics and Statistics, Vikram Univers ity
Ujjain, M. P. (India )

SUMMABILITY OF FOURIER SERIES
BY EULER MEANS

ec

1. Definition and Notations. Let ~ a, be given infinite series with the sequence { Sn}.-0
of partial sums of first (n + 1) terms. The Euler means of the sequence { sn} are defined by

t; = (q + 1)-' i (n) qn-. S .

• - o k

for q ;» O. If t; ..-+ s; as n ~ 00, we say that {sn} or ~ a; is summable (E, q) (q > O)
" = o

to s or symbolically we write {s. } E s (E , q), for q > O. See Hardy [2], p. 180.
It is evident that (E, O) is equivalent to the convergence.
Let f be 2 ro periodic function and integrable in th e sense of Lebesgue over the

interval (- ro, ro) and let its Fourier series at the point x be

2. Introduction. Recently the present author [1], also see Math. Student, Vol. 39 (1971),
p. 262 has proved the following result concerning .the summability of Fourier series by
Euler means:



4. We shall use the following 1emmas :

(3.2)

(3.1)

(2.1)

(2.2)

for 0< t ,L.--.
- 2

as t -+O,
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sin ! t

OC>

2:. A"(x) E s (B).
na O

sin (n + ! ) t
----{f(x + t) + f(x- tn dt .

1
q>(t ) log - = o (1); as t -7 O,

t

el> (t) = o (_t_
1
_ ) ;

10g-
t

OC>

2:. A,.(x) Es (E, q) for 0< q < 1.
n_ O

1 {"

=;; Jo

E (n, t) = [P ( q, t)]" /2sin (n Q (q, t» .

(1 + q) - n [P (q, orr = O { exp (- :q; ) } ;

3. We use th é following in equalities:

Theorem A. If

ce

THEOREM. The condition (2.2) implies that 2:. A,.(x) Es (E, q), for q > O.
n _ O
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For the proof of (3.1), compare with Chandra [1] , (3.2). And for the proof of (3.2), see
Ray [3], Lemma 2.

5. Proof of th e th eorem. In view of Lemma 1, we ta ke 0 < q < 1, without loss of
generality, for the proof of the theorem .

We have

OC>

LI!MMA 1. If 2:. a" Es (E , q), for q :»:O, then 2:. a" Es (E, q'), for q' > q. See Hardy
n =O n= O

[2] , Theorem 119.

= =LI!MMA 2. If 2:. an E s (E , q) (q::::::.. O) then 2:. a" E s (B ). See Hardy [2] , Theorem 128.
n =Q n= O

n

s; (x) = ~ ao + 2:. (a", cos mx + bm sin mx )
m = I

The condition (2.1) implies the condition (2.2) and the summability (E, q ) is im plied
by the summability (B), in view of Lemma 2 of this note .

Generalising Th eorems A and B, we p ro ve the following:

Concerning the summability for Fourier seri es, at a point t = x, by Borel's exponentia l
method or (B)-method (see Hardy [2] , p . 182), the following theore m is du e to Takahashi
and Wang [5], and Sahaney [4]:

Theorem B. If

then

then



1r

We also choose 'TI to be less than - '-., 2

Since q> (t) (cot ! t - ~ ) and q> (t) both are integrable in the sense of Lebesgue

therefore by Riemann-Lebesgue theorem 1¡ (i = 1, 2) tend to zero; as n tends to infinity.

(5.1)

"

sin nt 1 J" sin nt
q> (t)l--- dt + - q>(t)--- dt

1r 1) t

sin ~ t

rp (t) cos nt dt

sin (n + ~ ) t
-----q> (t) dt .

t ,;
cI>(t)< E--"-, for 0< t ¿'TI'

1
10g-

t

1 J~+-
1r I

= 1, + 1, + ,13 + 1, + 15, say.

= 2
1
1r i" q>(t) (cot! t-+ ) sin nt dt

I

1 J" '\. 1 J.7 sin nt+ _ <p(t) cos nt ~.,t + - q>(t) --- dt
2 lI' o !: . tt o t

_1 (" q>(t) sin nt (COS i t __1_) dt

- Z; Jo sin ~ t i t

1 1" " sin nt+ - q>'(t)--- dt
1r o t

1 1"+ - rp (t) cos nt dt
2 1r o

1 1"+-
2 1r o

= _1_[ cot j t sin nt q> (t) dt
21r o
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1 i"sn(x)-s =-
2 1r o

Hence

where r¡ is defined below:
Given E> O; there exists 11' depending upon E, such that



( 1)-1
t- I log -t- dt

(by (5.1»,

Icp (t)1 dt
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1

f
n~

(log n)-I + e ' 1

( 1)1 +-
= e log _1_ + __/3_

/3 log n

e
<-(log n)-I

'Ir

Tberefore

(by (5.1»

Now,

¡;1 . J~ sin nt1 n~ sm nt 1 (t) dt
l. = - cp(t)--- dt + - q>

'Ir 1 t n- 1 t
- ñP

= - (1.,1 + l. ,,), sayo
'Ir

1

f
"

¡;ji jq> (t)1
lI..d~ ---dt

1 t
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And

which tends to zero; as n -+ oo, Therefore the Euler rneans of 1, (i = 1, 2, 3) wiIl tend
to zero; as n -+ 00, by Lernma 1.

q> (t)
Again for each fixed 'Tj'-- E L ('Tj. n-) and hence 1, tends to o; as n tends to oo, Thus

t
on fixing 'Tj first and lettin n -+ 00, the Euler-means of 1, will also tends to O. by Lernrna
1. Therefore for the proof of the therefore we only require to prove that the (E, q)-trans­
forro of l . tends to O; as n tends to oc,

For sorne fixed /3 in' 0< /3 < ! , we further split up the integral l. in the foIlowing
forro: : ! . .- ' .

. !! ; : .¡



(by (3.2»

SUMMABILITY OF FOURIE R SERIES BY EULER MEANS

(
nq t' ) }

exp - z::;- dt

rn
_~ {exp (_ nqT\'.) dt}

)n-IJ a t 2 rrz

{ (
nq 2} { ( qnl-' IJ ) }

= O exp - 2~ + O exp -----¡;;;-

{ J
~ nq t

+0 ----
n-IJ rrz log 1/ t

{ (
nq ~' ) { ( qnl-' IJ) }

= 0 exp -~ + 0 exp -~

(by (5.1»

which tends to zero as n tends to infinity after fixing ~.

This terminates the proof of the theorem.
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where J2 is (E, q)-t ransform of l •." tends to zero as n -+ oo.

By (3.1), we have

IJ
21

= (1+ q)-nIr~ q¡(t) [P (q, t)]n/' sin (nQ (q, t»dt l
) n- IJ t

In Iq> (t)1
L (1 + q)-n, -- [P (q, t) ]nJ2 dt

n - {3 t

=O { r~ 1q¡ (t) 1 exP ' ( - nqt' ) dt}
) n- IJ t 2 rrz

J
~ q¡ (t)

J2 = (l + er: - - E (n, t) dt,
I t

ñiJ

{ (
nq' ) l { ( qn

l
-' IJ )}

= O exp - 2; í + O exp -~ .

= O {~_ l ~ (~) exp ( _ :q;, )}
{ (

qnl-'/J)}+ O n~ ~ (n- IJ ) exp -~

{Jn nq ' ( nq t' )+ O -~ (t)exp - - -
n-IJ rrz 2 rrz

(Integrating by parts)

where JI is (E, q)-transform of l ' .h may be made arbi trarily sm all by choosing 1: sufficien­
tly small. Thus to complete the proof of the theorem , we only require to prove that

may be made arbitrarily small by choosing 1: sufficiently sm al!. Hence we follow that

lím Sup IJd ,
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AUTOMATAS BILlNEALES
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Facultad de Ciencias de Zaragoza (España)

Abstract

The purpose of this work is to study the problems related to behaviour and interac­
tions of Probabilistic Automata from a MuItilinear AIgebra point of view, defining the
concept of Bilinear Automata. This description turns out to be especialIy atractive since
it permits the use of Theory of Vectorial Spaces and their matricial representation in
dealing with said problems (1).

l. Autómatas bilineales

Un Autómata Bilineal de dimensión finita es una S-tupla (X, Q, Y, 'IJ!' 1) tal que:
- X, Q, y son espacios vectoriales de dim ensión finita definidos sobre el cuerpo de los

números reales R y denominados espacio de entradas, de estados y de salidas respecti­
vam ente; sus dimensiones será~. designadas por M, N, Y L.

- 'IJ! : X . Q...-.+ Q es bilineal y se denomina función de transición.
- 1 : Q...-.+ Y es la función de salida y tiene carácter lineal.

Si suponemos fijas las bases ortonormales de cad a espacio y las ' designamos por
X" (ji e '[jI respectivamente, podemos lndentíñcar los vectores por sus coordenadas, esto
es, X == IRM, Q = IRN, Y = IRL, de modo que cualquier vector de dichos espacios podrá
representarse por:

x == (oc 1 ,' oc2 ' •• •• ••, oc]!) oc¡ e R
(j == (f31, f32, , f3N) , f3¡ e R
'[j == <:!t 1' >(.1,2' , ¡tL) , .¡t¡ e R

La función de transición 'IJ! puede representarse por medio de un tensor [P'ik],
N

(i = 1, 2, ..., M; j, k = 1, 2, oo., N), con 'IJ! (x" (ji) = ~ Plik. (jk'
i _ 1

En efecto:

(j' = 'IJ! 0:, (j) = ll' ( i~ 1 oc , X l, ¡#, f3 i (ji) = i~ 1 ¡~, oc , f3¡ lIJ (x" (ji) =

N

~ OC , f3¡ P'ik .7k
k _ 1
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N

~ Cl. l e,r;
1_ 1

JI

p{ = ~
1 _ 1

Q -------7 RIQI

S¡ (O, O. ..., O. 1, O...., O)== q ¡

Si consideramos el conjunto Q como la base natural del espacio vectorial R!QI:

el conjunto de estados es ampliado a las combinaciones convexas de la base natural de
nlQI. conjunto qu e design aremos por C(nIQ\). Los vectores ba se ,del espacio vectorial los
denominaremos q ¡, (j = 1, 2, .... IQP.

De acuerdo con lo anterior, la evolución temporal del autómata puede ser descrito de
la forma siguiente. Supongamos que el sistema en el instante t está en el estado q¡, y

Esto induce a ampliar el conjunto de estados a los vectores (11.
1

, Cl.
2
...., czlQI), con

IQI
CI.,~ O Y ~ CI.' = 1.

(A¡, (xJ, AJ2 (Xi) , , AflQI (Xk»

Así pues. la componente k-ésima del estado q' ven drá dada por

S¡I = A. (q¡) . TÍ! (j = 1.2, ...• M), (1 = 1, 2, ..., L)

q' (t + 1) = ''IjJ ('%(t). q(t»
y(t) = A. (q (t»

Para una entrada Xk Y un estado S¡ en el instante t no conocemos el estado que va
al alcanzar el sistema en t + 1, pero si tenemos unívocamente determinado ,su vector
de probabilidad (3):

Un Autómata Probabilístico tipo Moore (2) es un a S-tupla M = (X, Q, Y, {A (x) l- h) .
donde:

- X, Q, y son, respectivamente, los conjuntos finitos de las entradas, estados y sali­
das . Sus respectivos números de elementos serán des ignados por ¡XI, IQI, IY!.

-{A(x)} es un conjunto de IXI matrices estocásticas de dimensiones !Q!. IQI. SU
significado es el siguiente: Ai¡ (Xk) es la probabilidad de que el sistema pase del estado
S , e Q en el instante t al S¡ en t + 1, al recibir la entrada Xk e X; A (Xk) corresponde,
pues, a la matriz de transición asociada a la entrada Xk'

- h : Q~ Y es la función salida.

11. Autómatas probabílístlcos como autómatas bilineales

La interpretación dinámica del Autómata Bilineal en una escala cuantificada de tiem­
po es, evidentemente. la dada por:

donde P'¡k es la probabilidad de que el sistema pase del estado q ¡ al q k bajo la entrada
X ,. De acuerdo' con ello, la proyección del tensor [P '¡k] para una entrada fija X i es una
matriz cuyo significado es análogo al de las ma trices de transición de la Teoría de
Autómatas.

Análogamente la función salida puede describirse mediante una matriz S , cuyos tér­
minos vienen definidos por:
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RIQI fx R
IQI

1 I
ceRIQI

) Ix _ ce ROl )

Fi g .2

R
IQ1 f i

R
IQI

t t.
CCRIOI

) t i C«::iQI
).

Fig.l
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101 IXI 10\
~ .81, q, . A'l (XI) = ~ .81'Rlk, con R lk = ~ q, . A'k (XI)

, _ I 1- 1 , - I

IXI
q/ =. ~

1_ I

Baj o una entrada x = (f3i> .82, ..•, /3IX j) y un estado q =. (qt> q2' ••., q'ol) en el instante t,
el estado en t + 1 vendrá dado por

(ql' , qz', ..., q'101> =. q' (t + 1) = q (t) . A (x), con A (X) = .8, . A (XI) + .82 .A (x,) + ... + .8 lxl
.A(xl~ l)

siendo x" i = 1, 2, ..., IXI, los vectores base del R IXI.

Así pues, cada entrada x =. (f3i> /32, ••., .8¡XI) define una aplicación ti : C(Rlo/) -+ C(RI°I),

que puede ser extendida de forma unívoca a un endomorfismo lineal ti de matriz
IXI

A (x) = ~ .8,A C~,) como muestra el diagrama conmutativo:
, - I

q (t + 1) = ql ' A (x,)

q' (t + 2) = ql' {A (X,)}2 = q (t + 1) . A (x,)

De modo análogo, es conveniente ampliar el conjunto de entradas para estudiar la
conexión de autómatas. Una situación típica es la conexión en cascada de dos autómatas,
MI y M2, de modo que las salidas de MI son las entradas de M2• En este caso dichas en­
tradas son sólo conocidas mediante sus vectores de probabilidad.

Así pues, resulta útil ampliar el conjunto de entradas a las combinaciones convexas
de la base natural de RIXI, del mismo modo que se hizo con el conjunto de estados.

Bajo una entrada x=. (f3i> /32' ..., .8IXI) es fácil de demostrar que el comportamiento
de un autómata viene descrito por una 'matriz de transición:

que puede ser extendida de modo único a un endomorfismo lineal ~ de matriz A (x ,) ,
como muestra el diagrama conmutativo:

Esta última expresión indica que una entrada fija en el tiempo x¡ define una apli­
cación ti

su entrada x, se mantiene fija en el tiempo. Los sucesivos estados predecibles vendrán
dados por :
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De acuerdo con esta expr~sión un estado ij = (q" q, • ...• qlol) define una aplicación
g_ : C (RlxJ) -+ C (RI0J) que puede extenderse de forma unívoca a una aplicación lineal

q •
g- de matnz R, con•

101 .
R lk = ~ q;A;k (XI)' (j = 1.2• ...• IXI, (i = 1,2, ..., IQI)

/ - I

como muestra el diagrama conmutativo:

R1X' 99 R,Q1

1 t·
c<R1X1

) 99 • C(R
ll1

)

Fig.3

Procediendo de forma análoga es fácil demostrar que la función salida h: Q-+ Y pue­
de extenderse de forma unívoca a una aplicación lineal Ji: Rlol -+ RIYI.

De lo deducido anteriormente podemos afirmar que cualquier Autómata Probabilístico
M = (X, Q, Y, {A (x) },.h) puede ser descrito de forma unívoca por un Autómata Bilineal

M = (Rl" ], Rlol. RIYI, 1jJ, )..) tal que:

g-; = .'1' (-, ij) Vij E C (1{1°i>
7x = ljJ (x, -) V X E C (RI%I)

'),,=Ji

La analogía existente entre Autómatas y Redes de Neuronas Formales (4) permite la
descripción de estas últimas mediante la Teoría de Autómatas Bilineales. Ello resulta es­
pecialmente atractivo para el estudio de problemas asociados con la interconexión y
evolución temporal de dichos sistemas, tales como estabilidad, oscilaciones, procesos de
aprendizaje (5).
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Abstraet

A new equípment of measure of compicx dielectric constants for liquid and solid
specimens in the centimetric and metric range is described. It can operate between
- SO·C and + 2S0·C. Values are given of the dielectric properties of pur products.

1. Introductlon

La . détermination des permittivités diélectriques complexes dans le domaine des
hyperfréquences repose sur l'étude de la propagation des ondes électromagnétiques en
guides d'onde rectangulaires ou en lignes coaxiales.

Nous avons choisi la méthode de ROBERTS et VON HIPPEL (1) que nous avons adaptée
a des montages destinés principalement aux études thermiques et qui présente dans ce
cas de nombreux avantages (2, 3, 4, 5).

L'exploítation des données s'effectue a partir de deux relevés expérimentaux par utili­
sation des abaques de DELBOS-DEMAU (6) a fréquence fixe pour des épaisseurs d'échantillons
constantes (7).

Apres un bref rappel de la méthode de mesure, nous décrivons le schéma de l'apparei­
Ilage et des cellules thermostatées pour les fréquences micro-ondes (9,25 GHz en guides
d'ondes rectangulaires) et V. H. F. (200 MHz en Iigne coaxiale). Nous donnerons les
résultats exp érímentaux obtenus pour les différents alcools primaires normaux dans leur
phase liquide.

.2. , Methode de mesure

Dans la méthode du court-circuit on mesure I'ímpédance refiective Z d'un échantillon
diélectrique taillé en forme de lame a faces paralleles, immédiatement suivi par un
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(1)

(I1)

System. bilame

(K entier positif)

FIg.1.

).,1
el = K--

2

(
2trdm )e- j tg ----;:-

-58 -

th '{20 e2 ).,00

----=-j--z
'{20 e2 2tr e2

1_ j atg ( 2~~ )

z=--------

Court·cireuit

EChClnlillon\

~
\......<:>-1

5ysteme unllame

dans le cas d'une fenétre demi onde non absorbante.

Les relevés expérimentaux aet dm sont liés a l'impédance z par la formule:

ou K = 1, ).,C est la longeur d'onde de coupure en guide rectangulaire, cette grandeur est
prise égale a l'infini en ligue coaxiale. Cette lame demi onde ne joue alors qu'un róle
passif.

)., ( "Al ) 1/2
et=e.=K-¡ e'-¡;

2.1. Guide d'onde rectangulaire

Les équations de propagation de l'onde électromagnétique pour le mode T Eo, per­
mettent de lier la permittivité complexe relative e* = e' - j e" (par l'intermédiaire de la
constante de propagation guidée '(:Jo dans le diélectrique) a l'imp édance réflective réduite
z par la relatian:

qui se traduit par la réalisation d'une fenétre en diélectrique non absorbant et dont
l'épaisseur est un nombre entier de fois la demi longueur d'onde guidée Al'

La fen étre habituellement utilisée est réalisée en silice fondue, et son épaisseur demi
onde est donnée par la formule:

Pour que le systeme bilame soit identique au systeme unilame, la matrice de transfert
T, doit étre identique a la matrice unité, compte tenu des conditions limites d'existence
des champs sur le court-circuit. Cette égalité se trauve vérifiée lorsque sh '{l e, = O (ou
'(l = CL

l
+ j PI) est la constante de propagatian de l-ende relative au milieu 1 et e, est

l'épaisseur de la fenétre) elle implique la double condition d'équivalence:

miroir métallíque, Le systeme n'est plus «unilarne» quand on utilise une lame secondaire
d'un autre diélectrique qui joue le róle de fen étre, comme le montre la figure 1.
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(V)

(IV)

Z. = t (a m, tI",)

Z'm = j K tg (f31 el)

Z'm-Zm
Z. = 1('------

z, = t (a, d)

z'm représente l'impédance réflective de la fen étre seule court-circuitée, de valeur:

(

1 e* ) -IJZ 2 1f"

'{20 = "2rr -.-- = _(_e*)-IJz <I11)
Al Állz Áll

ou K dépend uniquement de la constante diélectrique du milieu 1 utilisé et de la longueur
d'onde.

D'autre part la formule (11) permet de tirer:

Áll. = longueur d'onde guidée
e .oo épaisseur de l'échantillon

ti", = m' - m + e avec
m' .oo position d'un minimum a vide (M.O.,S.)
m oo. position d'un minimum adjacent en charge

a valeur du T. O. S. corrigé.

o ü a, d sont les valeurs expérimentales effectivament mesurées et am, d.; les valeurs que
nous obtiendrions pour l'échantillon seul sans fen étre.

En rernplacant z; et Z. dans (IV) il s'agít de calculer le taux d'ondes stationnaires
am = t. (a , d) et la valeur de d.; (distance d'un minimum a la face d'entrée de l'échantillon
diélectrique) que I'on aurait s'il n'y avait pas de fen étre en silice pour laquelle nous
avons choisi l'épaisseur e, = 32,94 mm.

2.2. Ligne coaxiale

Pour une ligne coaxiale on montre que la relation (1) reste encore utilisable en
écrivant Ac == 00, Áll. = Áll. La formule liant la constante de propagation guidée "12 a la
constante diélectrique e* se simplifie: o

Dans le cas de deux milieux (fenétre et échantillon ), l'épaisseur de la fenétre demi-onde
pour le banc de mesure a 200 MHz serait de 38,48 cm. Les nombreux problernes liés a
la réalisation technique d'un corps de cellule de cette longueur ainsi que l'impossibilité
technique de réaliser des lames de silice cylindriques aussi longues nous ont fait préférer
l'emploi d'une fen étre d'épaisseur arbitraire beaucoup plus faible dont les caractéristiques
seraient prises en compte Iors du calcul des impédances. ,

La méthode expérimentale détermine l'impédance reflective réduite Zm de l'ensemble
échantillon-fenétre, alors que le calcul de la constante diélectrique néccessite la conaissan­
ce de l'impédance réflective z, sur la face d'entrée B de l'échantillon seul (Fig, 1). En
fonction de Zm et des différentes caractéristiques du montagne, compte tenu de ces con­
sidérations, la formule générale donnant Z. s'écrit:

La relation (11) est une équation transcendante qui a été programmée pour des épaí s­
seurs d'échantillons fixées préalablement limitant ainsi le domaine des valeurs (e', e")
mesurables a la fréquence de 9,25 GHz .
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o.

111

o.

3. Appareillage utilise

La ligne coaxiale d'ímp édance caractéristique 50 Q est composée d'éléments ROIIDB et
SCHWARZ. Nous rencontrons succesivement:

- Le générateur SLSV couvrant une plage de fréquence de 25 MHz a 470 MHz. Le
signal V. H. F. provenant d 'un tube triode est modulé a 1 KHz. La stabilité en fréquence,
assurée par un dispositif de régulation est environ 2.10-5• Ce générateur délivre approxi­
mativement une puissance de SO mW.

- L'atténuateur permet d'atténuer de 10 dB a 19,9 dB et contribue également a isoler
la source de la ligne coaxiale.

- La ligne coaxiale fendue est munie d'un M. O. S. comprenant la sonde et le circuit
d'accord suivi de la dio de de détection V. H. F. dont la zone quadratique est supérieure
a 30 dE . Le signal détecté est ainsi directement amené au Tosmetre,

Les systemes de régulation en température sont communs aux deux ensembles de
mesure:

- Unité de réfrigération (NBSLAB, SECASJ) permettant de réguler de + 10°C a - SO° C
gr áce a une circulation de méthanoI.

- Ba in thermostaté (LAUDA, lIAAKB) a circulation d'huile type RHOIlORSIL 47-Y-20. Il
comporte un systeme électro nique de r égulation de température par thermometre a
contact au l/lO· de degré.

Pour effectuer les mesures a température ambiante, nous avons mis au point une
unité de réfrigération autonome associée au bain thermostaté. D'autre part pour le
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On a mis au point deux ensembles de mesures des permittivités complexe en bande
X (9,25 GHz) et en bande V. H. F. (200 MHz). Ces montages couvrent une plage thermique
comprise entre -SO°C et 250°C. . .

Le schéma général du montagne en guide d'onde rectangulaire (standard R 100) a
composants SIVERs-LAB est donné dans la figure 2. Le signal pravenant d 'un oscillateur
Gunn, avec que puissance de IS mW est modulé a 1 KHz.

dans laquelle O.. et '0. sont les T. O. S. en charge et a vide mesurés au m éme niveau de la
ligne et pour le m éme numéro de frange, Le taux d'ondes stationnaires a vide est donné
par une courbe d' étalonnage préalablement établie pour le déplacement d'un minimum
repéré du train a vide.

2.3. Taro: d'ondes stationnaires

Pour la détermination des T. O. S. réels produits par un e charge a travers une ligne
a pertes, on utilise la formule de correction suivant (S) (6):
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La thermostatation des échantillons est assurée par une cír­
culation a grand débit d'un fluide régulé en température, dans
les tubulures en cuivre placées dans le corps de cellule et le
court-circuit.

D'autre part dans le montage en bande V. H. F. la fenétre
en Silice fondue (Pursil 453} assure également I'étanchéité, sup­
porte, et centre I' áme de la ligne coaxiale.

La curve a échantillon p résente l'aspect d'un tube de section
circulaire terminé par le court circuito Ce dernier a la forme
d'un piston de m éme section que le d íametre intérieur de la cuve
et porte d'un coté un flasque permettant de l'adapter a la cuve
et de I'autre coté l'axe coaxial. La longueur détermine I' épaisseur
de l'échantillon. Le piston est muni d'une rainure pour I'intro­
duction des liquides dans la cuve. L'ensemble est entouré d'un
circuit permettant la circulation du fluide de thermostatation.
Dans la figure 4 on donne le schéma de la cellule.

4. Descripction des cellules de mesures

Dans la figure 3 on peut observer que des joints toriques assurent l'étanchéité en tre
le corps de cellule et le court.circuit, Deux petits orifices latéraux a I'intérieur du corps
de .cellule permettent l'arrivée du liquide aux cuves.

Un jeu de quatre cuves a liquide formant cales d ' épaísseur
de 1,30 mm, 2,05 mm, 3,5 mm et 5,00 mm a été réalisé. On cou­
vre ainsi les domaines de permittivités suivants:

controle des températures des échantillons, on releve la température du bain avec un
thermocouple Fer-Constantan préalableinent étalonné.

Dans le montage micro-ende en b ande X la partie interne du corps de cellule a été
usinée par électroérosion dans un alliage Fe-Ni a faible coeffici ent de dilatation (Invar
Standard), aux dimensions du guide standard R 100, puis argentée sur couche primaire
de cuivre afin d 'assurer une bonne conductivit é électrique. Le hublot demi onde
(el = 8,94 mm) a ét é réalisé en silice fondue Pursil 453 (e' = 3,79, e" < 10- 4

) puis collé
dans le bloc d'acier,

La cellule comporte trois parties.
Le corps de cellule B sert de transítíon entre le guide et la cuve a échantillon E avec

son court-circuit C.
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Les dispositifs expérimentaux décrits montrent les différentes possibilités offertes
par la méthode de la ligne court circuitée pour la détermination des permittivités como
plexes des liquides ou solides en fonction de la fréquence et la température. Ces rnon­
tages en guide rectangulaire ou en ligne coaxiale peuvent facilement ét re étendus a
d'autres fréquences micro ondes ou U.H.F.

Ils contribuent a fournir des reseignements complémentaires pour l'étude des tran­
sitions de phase ou d' état, L'analyse du comportement diélectrique nous permet
d'atteindre également les différentes fonctions de distribution des temps de relaxation,
les fonctions d'autocorrélation de la polarisation d'o írentatíon et les densités spectrales
a travers les transformées de Fourier de ces fonctions .

Les résultats indiqués par les graphiques 5 et 6 sont en bon accord avec les valeurs
de la littérature (9,10).

6. Conclusion

On donne a titre d 'appli éatíon de la méthode les résultats obtenus aO) GHz et
9,25 GHz pour quelques alcools primaires normaux.

5. Resultats experlmentaux

Deux cuves de conception identique de longueurs différentes, ainsi qu 'un jeu de quatre
pistons correspondant aux épaisseurs de 34,08 mm, 68,16 mm, 102,30 mm, et 187,50 mm
permettent de couvrir un domaine étendu de permittivités.
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The experimental arrangement and methods used in this work are the same as those
reported elsewhere", The uncoated sphericaIl celI (0 = 5 cm) of pyrex glass containing
the Cs-Ar mixture is situated in the common of two pairs of Helmholtz coíls, one of
which which creates a homogeneous static magnetic field (Ho L 1 G) in the direction of
the purnpíng beam, directed along the horizontal component ofthe earth's magnetic field,

The <8,> relaxation of cesium has been measured in the presence of argon, by use
of the detector beam technique. The variation of the relaxation time with the buffer gas
pressure and celI temperature has been studied. The <V,> disorientation and seIf spín­
exchange cross sections have been found to be, respectively, 99. (± 4. ) X 10-23 cm' and
2.9 (± .3) x 10-14 cm'.

Diffusion coefficient for cesium in argon has been evaluated to be . 12(± .04) cm'jsec.
The contribution of molecular fonnation to the relaxation also has been evaluated.

In a previous paper' ? we centred our attention on obtaining diffusion coefficients. In
the present paper we study the relaxation of the observable <8,> in a celI of cesium
plus argón in order to show that, analysing experimental data according to the actual
theoretical knowledge of the different relaxation mechanisms, one can obtain the <V,>
disorientation and self spín-exchange cross sections agreement with those obtained by
others authors from the study of equivalent and self spin-exchange cross sectíons, the
diffusion coefficient, and the contribution of the fonnation of Cs-Ar Van der Waals mo­
lecules to the relaxation.

The inclusion in this analysis of the spin-exchange and quasí-rnolecules fonnation
effects, alIows us not only to evaluate their contributions from the study of <8,> - rela­
xation measurements, but also an improved knowledge of bínary collisions and diffusion
characteristic quantities are derived.

Abstraet

Departamento de Física Fundamental, Cátedra de Optica
Universidad de Zaragoza (España)

* Present address Departamento de Física · Fundamental, Universidad Autónoma de Barcelona.
Bellaterra (España). •

11. Experimental technlque

LONGITUDINAL RELAXATION

CESIUM ATOMS



TABLE I. - Gs - Ar mixture

IV. Results and discusslon

(3)

(4)

(1)

(2)

ur, = irr, (p, T),

ut, = 1fT, (p, T),

l/TI = l/TP) + l/T" + 1/32 l/Tu + 1fTm'

l/T. = l/TP) + l/T: + 21/32 l/Tu + l/Tm'

From the least squeares fit to the surfaces

Reference (1) (7) (10) (11) (12) This paper

Do (cm'/sg) .oo ... ... oo. .145 - .134 - .111 .116(±' . '04)
o, (l0-23 cm') ... oo, oo .... - 94. - - 108. 99.(± 4.)
o... (l0- '4 cm') oo .oo .oo ... - - 2.18 2.4 - 2.9 (± .3)
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1

P being the pressure and T the temperature (fig. 1), we can obtain the characteri~ti~
parameters of the interaction processes. In table 1 our results, together with those
previously published are shown.

Where l/Tin} is the contriution of the diffusion in the mode n; l/T" and 1fT: are the
relaxation rates of '< 1,> and <V,> respectively; l/T... is the relaxation rate due to spin
exchange. and l/Tm is the contribution of the quasimolecuIes formation.
" The validity of expressions (1), (2) requires a small excess population of the Zeeman

sublevels and complete mixing in the excited state", .requirements that in our case are
fulfilled by use of a weak pumping light and adequate pressure range respectively.

In our case the re1axation of <S,> is due to the following uncorrelated processes:

i) Binary collisions with the argon atoms", actiong on the electronic spin.
ii) CoIlisions agaínts the wall of the cell after diffusion trough the foreing gas",
iii) Spin-exchange coIlisions between cesium atoms".
iv) Three-body coIlisions (mainIy Cs-Ar-Ar) leading to the formation of Van der Waals

molecules".
To be able to interpret measured signal theoretically we must take into account the

contribution of each of the previous processes to the relaxation of <S,>, which is done
by a linear combination of the observables <V,> and <1,>.

Our way of obtaining two time constants from the <S,>. experimental relaxatión
curve, tends to give the greatest and the least of the constants, presents in the signal
and corresponding to" Sl.

whose vertical component is compensated for by the other pair of coils . The temperature
range for the measurements lies between 18 and 32°C (temperature stability better than
± .2 degrees). Presures of argon between 20 and 150 torr are used.

111. Evaluatíon of the Contrlbutlons
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FIG. 1. a) l /T, versus buffer gas pressure at 294 K.
b) l/T, versus temperature at a buffer gas

pressure of 100 torro

Another relaxation processes as motion in an inhomo geneous magnetic field or
disorientation by the dete ction beam light are no t presento The hyperfine pu mping effects
in our case are also negligíble : ratio of the two hyperfín e components of the Dcline
i+/L = 1.1, an they are equally absorbed at these temperatures by a Cs-Ar míxtures'".

The value of Do obtained agrees with a theoretical value of .095 cm2/ sec better than
tbis previously given by us (1). In previous works because of related reasons were not

The relative magni tude of the four mechan isms cit ed aboye is discussed in sorne pap ers,
concluding that the fi rst two effects are the most signifiant and being oft en ignored the
contributions of the spin-exchange and three-body collisions. A detailed study of diffusion
and binary collisions effects compels to perform a me asure me nts in a wide pressu re range;
so one needs take into account all rel axation me chanisms because there is a pressure
values where spin-exchange and quasimolecules formation are no t negligibles in compa­
rison witb the others one.
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included all the relaxation mechanisms, and being additive their contributions to the
relaxation rate, an artificially larger value of Do was obtained.

Having a low magnetid field and being our value of a. closely to the value of
-+- -+-

a <8 . 1> = 104.x 10-23 cm' given in (9), we concluded that the motion narrowing is present
in our experiment and liT: , liT: are effectively the contributions of weak collisional
ínteractíons". Despite the relaxation of <8,> is not very sensitive to the self spin-exchan,
ge processes there is a me asurable dependence of the relaxation rates on the tempera­
ture. This dependence can be satisfactory explained in quantitative form only considering

. the effect s of spin exchange (fig. lb).

The contribution of quasí-molecules formation is evaluated to be ...., 1. sec-1 at O Gauss
but there is a great uncerteinity in its determination.
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VIOLURATO COMPLEJOS DE LOS METALES
DE TRANSICION

II. Estudio en disolución, aislamiento y caracterización del anión
complejo tris (violurato)ferrato(I1). (1)

POR

J. FAUS, J. MORATAL, J. BELTRÁN

Departamento de Química Inorgánica. Facultad de Ciencias
de [a Universidad de Valencia (España)

Abstraet

The spectrophotometric study of the interaction between violuric acid and Fe(I1) in
aqueous solution, in the pH range 4-8, shows the formation of a complex 1:3 (Fe: V-)
with a stability constant of {33= (6 ± 2). ID' (ll, = 0,2, t = '25° ± 0,2°C). The addition of
trioctilmetilammonium chloride to the solutions of the complex precipitates a blue solid
which can be recristalized in ethanol yielding deep blue needles of (C,H17MCH3)N[FeV3].
This compound is stable to the air and it is not altered by heating up to 100°C. In N2
atmosphere it undergoes an exothermic decomposition at 200°C. It is diamagnetic and
its electronic absorption spectrum shows a charge-transfer transition at 615 nm (1:=1,28 1(4).

Introducción

El ácido violúrico interacciona en disolución acuosa con las sales ferrosas originando
una coloración azul muy intensa. En 1926 W. Kuster (2) aisló un compuesto azul de as­
pecto pulverulento al adicionar alcohol y éter a una .disolución acuosa de acetato ferroso
y ácido violúrico en relación molar 1:2 (Fe:V-), formulando el compuesto a partir de los
datos analíticos como FeV2. En 1932 Cambi y Caganasso (3) describen la preparación del
violurato ferroso de Kuster por un procedimiento diferente, formulando el compuesto
obtenido como FeV2. 2H20 ; medidas de susceptibilidad magnética a diferentes temperatu­
ras ponen de manifiesto que el compuesto es paramagnético. Años más tarde. en 1957,
P. Cerny (4) estudia la formación del complejo azul en disolución acuosa por el método
de las variaciones continuas a pH '= 8,75-8,80, encontrando una estequiometría metal: li­
gando 1:2. Sin embargo P. A. Leermakers y W. Hoffman (5} utilizando el mismo método
de estudio encuentran una relación estequiométrica 1:3 para el complejo en el intervalo
de pH 4-8 Y sugieren que el compuesto aislado por Kuster debe ser realmente la sal ferro­
sa del anión complejo [FeV,] - esto es Fe[FeV']2'

Debido a los resultados contradictorios encontrados en la bibliografía, hemos reinves­
tigado el sistema Fe(I1) - V- en disolución acuosa estableciendo sin ambigüedad la este­
quiometría de la especie compleja existente en la misma y determinando su constante
de estabilidad. Además hemos aislado, en forma de sólido cristalino, y caracterizado el
complejo, estudiando sus propiedades térmicas, magnéticas y espectroscópicas.
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Método experimental

Hemos u tilizado ácido violúrico Merck y Eastman Kodak y FeSO,.(CH2NH')2S0 ,.4H20
Merck (patrón primario). To dos los demás reactivos eran Merck P. A. Las disoluciones se
preparan con agua destilada exenta de oxígeno y se les añade una can tidad suficiente de
hidroquinona para evitar la posible oxidación del Fe(Il) durante la s experiencias .

Los espectros de absorción se registraron en un espectr ofotómetro UV-V Pye Unicam
SP-700 a temperatura ambiente 20° ± 1°C . Las medidas puntuales de absorción óptica se
efectuaron en un Beckman D. U. con cubetas de 1 cm. de espesor termostatadas. Las
medidas de acidez se realizaron con un pH-metro Radiometer 26.

Síntesis del tris tv iolurato¡ ferrato (l!) de trio ctilmetilamonio. - A una disolución
acuosa de violurato de so dio dih idra to (6,8 gr .) y sal de Mohr (4,1 gr.), sometida a una
agi tación enérgica, se le adiciona len tamente una em ulsión de clorur o de t rioc tilmetilamo­
nio prepar ada disolviendo 3,8 gr. de la sal en 75 mI. de etanol y adicionando 75 mI. de
agua, ob teniéndose un precipitado de consistencia adquitranosa difícil de manipular; una
vez filtrado se dispersa en agua sometiéndolo a fuerte agitación durante unos minutos
y volviendo a filtrar. Se seca el producto y se repite la operación anterior con éter etílico
dos o tres vec es . Al final se ob tie ne un sólido en forma de polvo muy fino de color azul,
insoluble en agua y éter y soluble en et anol. El compuesto se puede cristalizar dejando
evaporar lentamente una disolución etanólica a temperatura ambiente, obteniéndose he r­
mosos cristales de color azu l oscuro en forma de aguj as .

Los datos analít icos permit en formular el compuesto ob tenid o com o

(C,H 17MCH,)N[FeV,J .

El contenido de Fe se determinó por absorción atómica y colorimétricamente con or to­
fenantrolina, y el con tenido en C, H y N por análisis elemental. Obtenido: Fe 6,20 %;
C 49,48 %; H 6,78 %; N 15,40 %' Calculado: Fe 6,26 %; C 49,78 %; H 6,73 %; N 15,70 %.

Propiedades térmicas. - El estudio se ha realizado en una termobalanza Setaram en
atmósfera de ni t rógeno y con r egistro simultáneo de las curvas T. G., D. T. ' G. Y A. T. D.

Propi edades magnéticas. - Las medidas de susceptibilidad magnética se han realizado
por el método de Gouy utilizando un electroimán NEWPORT acoplado con una balanz a
Mettler H51GD. La intensidad del campo magnético se regula m ediante un amperímetro
de precisión.

Resultados. Discusión

1,. Espectros de absorción

Con el objeto de caracterizar las posibles especies complejas que se forman en la in ­
teracción entre el Fe(II) y el anión violurato en disolución acuosa, hemos registrado los
espectros de absorción en el visible de disolución es de Fe(II), ácido violúrico y mezclas
de ambas a distintas relaciones molares x = [HVh /[Fe(II)h = 1, 2, 3. Los resultados ob­
tenidos se indican en la Gráfica 1. E n el rango de concentraciones y pH estudia do se pue­
de consid erar desp recia ble la absorción de los reactivos frente a la de la especie com­
pleja.

Los espectros se caracterizan por presentar una sola banda de absorción, m uy intensa,
en la zona del visib le con lomax = 610 nm, lo que pone de manifiesto la formación de una
sola especie compleja, por lo menos en el intervalo de valores de x estudiado. El com­
'p lej o cumple la ley de Lambert-Beer en un intervalo amplio de concentr acio nes.
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GRÁF. 1. - Espectros de absorción: disolución acuosa
de ácido violúrico a pH = 6,0; curvas 1, 2 Y 3 mezclas
de Fe(I1) y ácido violúrcio a pH = 6,0 . (Fe(I1» '­
= 4 X 10- 4 M Y (VH) = 4 x 10-', 8 X 10-' Y 12 X 10- 4 M

respectivamente.
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En la Gráfica 2 se representa la curva de Job para el sistema violurato-Fe(I1) a 605 nm.
Los resultados ponen en evidencia que la especie azul deb e ser el trisquelado complejo
[FeV3] - , ya que el máximo en la curva aparece a n = 3. La aplicación del método en
otras condiciones de concentración y pH (en el intervalo 4-8) conduce al mismo resulta­
do, en estricta concordancia con los resultados obtenidos por Leermakers y Hoffman. La
curva presenta un máximo redondeado 10 qu e indica qu e el complejo no es fu erte. Este
hecho queda claramente reflejado en la gráfica 3 (curva de saturación) de la que se de­
duce que sólo para valores de x es, 60 está el Fe(I1) totalmente complejado. La curva de
saturación permite calcular el coeficiente de extinción molar del complejo E (615 nm) =
= 1,28.10' cm-1 (mol/I):".

Los resultados anteriores indican que el complejo formado es de estabilidad media.
Para contrastar los resultados del método de Job hemos aplicado el método de la recta
de Asmus (6) que es válido para complejos dé este tipo.

La aplicación del método (Gráfica 4) muestra que el complejo formado en disolución
acuosa es el [FeV3] - , ya que sólo para n = 3 se verifica la linealidad de la ecuación de
Asmus. El método se ha aplicado en otras condiciones de concen tración y pH (en el in­
tervalo 4-8) obteniéndose los mismos resultados.
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97

C.C. VH .

GRÁF. 3. - Curva de saturación.
Densidad óptica de disoluciones
1,0 x 10-4 M en Fe(II) a diferen­
tes relaciones molares Fe(II): VH

(pH = 5,8; t = 25° ± O,2°C;
A = 615 nm.),

5

e.e.V-
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GRAÁF. 2. - Curva de Job. Diso­
luciones equimolares de Fe(II) y
de ácido violúrico 2,5 x 10-3 M.
Las muestras se preparan por D
adición de x ml. de la disolución
de ácido violúrico a (lO - x) ml, 1.0
de la de Fe(II) y 5 ml, de diso-

lución tampón de pH = 5,0
(t=20° ± 0,2°) .
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Graf.'

GIÚF. 4. - Representación de Asmus. La concentración de
Fe(II) de las distintas muestras era LO x -4 M. La disolu­
ción de ácido violúrico de partida era 2,54x 10-2 M. (pH = 6,0).

De la ordenada en el origen para n = 3 hemos determinado la constante de estabilidad
global del complejo [FeV3] - ; teniendo en cuenta el error máximo cometido por la aproxi­
mación introducida por Asmus en su método, hemos obtenido un valor f33 = (6 ± 2) . 10'
(P"= 0.2; t = 25° ± O,2°C) . Leermakers y Hoffman (5) han determinado, por un método
diferente, la constante de estabilidad para el complejo análogo con dimetilviolúrico, ob­
teniendo un valor de f33 = 1,4 . 1010. La mayor estabilidad de este complejo está de acuer­
do con lo que cabe esperar, ya que los sustituyentes metilo deben aumentar la capaci­
dad dadora del ligando.

La estequiometría obtenida pa ra el complejo azul , aplicando los métodos de Job y
Asmus coincide con la obtenida por Leermakersy Hoffman. Los resultados de P. Cerny,
que supone la existencia de un complejo neutro FeV2 en disolución y responsable del
color azul de las mismas es erróneo y probablemente se debe a que el estudio se realiza
a un pH muy próximo a 9, al que las disoluciones son poco estables, como indica el pro­
pio autor, produciéndose la oxidación a Fe(IlI) que eventualmente precipita en forma de
hidróxido.

La naturaleza aniónica del complejo azul se pone de manifiesto también fácilmente
por el simple hecho de ser retenido por resinas de canje aniónico.

3. Síntesis y caracterización

Como hemos indicado ya, el primer intento de aislar de sus disoluciones el violurato
complejo de Fe(II) se debe a W. Kuster. Tanto este autor como más tarde Cambi y
Caganasso obtienen un sólido de color azul de composición FeV2• Ya que el estudio en di­
solución no pone de manifiesto la existencia de un complejo de esta estequiometría, e
indicando el color azul la presencia del anión complejo en el sólido, debe tratarse de la
sal ferrosa del complejo 1:3 Fe [FeV3] 2 lo que viene apoyado por la interpretación de
sus propiedades magnéticas (ver más adelante).

Nosotros hemos intentado aislar el complejo de la disolución en forma de su sal potá­
sica a partir de disoluciones acuosas concentradas de una sal ferrosa y violurato de
potasio en relación molar 1:3; sin embargo en todos los casos, utilizando diversos proce-
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dimientos experimentales, nuestros esfuerzos resultaron infructuosos pues de las diso­
luciones cristaliza violurato .potásico en vez del compuesto esperado.

La razón de este fracasó hay que atribuirlo probablemente a inhibiciones reticulares
(7) no siendo el ión potasio un contraión adecuado para aislar el anión voluminoso FeVJ­

y así la menor solubilidad del violurato de potasio desplaza en sentido contrario el equi­
librio de formación del complejo. En las últimas décadas se ha ido reconociendo de for­
ma creciente la necesidad de eliminar las inhibiciones reticulares, en el aislamiento como
sólidos de complejos existentes en disolución, mediante la adecuada selección del con­
traión no reaccionante. Esto ha sido establecido explícitamente por F. Basolo (8) en un
.ar t ículo de revisión en el que subraya la importancia de las relaciones de tamaño y carga
de los contraiones. Así los aniones complejos grandes se aislan mejor con contraiones de
la misma carga (pero opuesta) y tamaño. Entre los cationes preferidos como contraiones
están los iones tetraquilamonio R,N + debido a que se preparan fácilmente en una varie­
dad de tamaños y son muy inertes pues no disponen de orbitales vacíos de baja energía
ni pares , de electrones solitarios (7).

Nosotros hemos probado varios cationes R,N+ habiendo obtenido resultados satisfac­
torios con el voluminoso trioctilmetil amonio (C,H 17),(CHJ)N+ que precipita totalmente de
sus disoluciones al [FeVJ ] - en forma de RoN [FeVJ ] .

El compuesto es estable al aire no observándose ninguna alteración en el mismo por
tiempo indefinido; se puede calentar a lDO oC sin que sufra la menor oxidación por el O,
atmosférico.

En la Gráfica 5 se observan los resultados del estudio de sus propiedades térmicas.
El compuesto es térmicamente estable en atmósfera de N, hasta los 200°C aproximada­
mente; a esta temperatura se descompone de forma violenta.
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VIOLURATO COMPLEJOS DE WS METALES DE TRANSICION

La mayor parte de los complejos de Fe(II) son octaédricos por lo que siendo el anión
violurato un ligando bidentado (1) cabe esperar que el FeVJ- sea un anión seudooctaédri­
co. Las medidas de susceptibilidad magnética en una balanza de Gouy indican que el com­
plejo es diamagnético. Siendo el Fe(II) un ión d6, la configuración electrónica del com­
plejo debe ser t, g6 (término fundamental IAIg). Este resultado es interesante ya que no se
conocen muchos complejos de Fe(II) de spin bajo porque se requieren campos cristali­
nos intensos. La inspeción del diagrama de Tanabe-Sugano correspondiente a la configura­
ción d6 muestra que la transición spin alto (ST,g) - spin bajo (IAIg) se produce en el Fe(II)
a valores de b ~ 20.000 cm- I, lo que indica que el anión violurato en el FeVJ- produce un
desdoblamiento s:» 20.000 cm-l.

Además los datos de ' susceptibilidad magnética tienden a confirmar que el «víolurato
ferroso» de Kuster debe ser en realidadla sal de hierro (II) del tris (violurato) ferrato (II).
Cambi y Caganasso miden una susceptibilidad magnética XM = 5.406.10-6 a 291°K para el
supuesto FeV,. 2H,O. Si esta formulación fuese correcta el complejo podria se tetraédri­
ca [FeV,J. 2H,O o más probablemente octaédrico [FeV,(H,O),] ; en ambos casos exis­
tírían 4 electrones desapareados (e' ti Y t',ge.' respectivamente) . Los escasos complejos
tetraédricos de Fe(II) conocidos exhiben un momento magnético efectivo comprendido
entre 5.3-5,5 M. B., mientras que en los mucho más numerosos complejos octaédricos
¡.t.u oscila entre 5,1-5.7 M. B. El cálculo de p..u para el FeV,. 2H,O a partir del valor de
XM da un valor de 3,6 M. B., mucho más bajo de lo esperado. Sin embargo el valor
de XM se ajusta mucho mejor al valor de :¡.t.u que cabe esperar para la sal ferrosa del
complejo FeVJ- ya que en ese caso de cada tres átomos de Fe sólo uno contribuye al
paramagnetismo.

El espectro visible presenta una banda de absorción sólo, a 615 nrn y de una gran
intensidad (e ~ 10<) por lo que debe corresponder' a una transición electr ónica de trans­
ferencia de carga; las transiciones d - d deben quedar enmascaradas y no se observan.

cación.

Conclusiones

El estudio espectrofotométrico de las disolucfones acuosas de ácido violúrico y Fe(II)
en el intervalo de pH 4-8, revela la formación de un complejo de estequiometría n = 3. El
complejo es de estabilidad media, con una constante de estabilidad global {3J=(6 ± 2).10'
(¡.t = 0,2; t = 25 ± 0,2°C). El anión complejo FeVJ- se ha aislado en forma de tris (violu­
rato) ferrato(II) de tríoctilmetilamonio, sólido azul que no se oxida al calentarlo a 1DO oC
al aire. En atmósfera de N, las curvas TG DTG y ATD indican que el complejo no se
altera hasta los 200°C, temperatura a la que se inicia una descomposición violenta. El
compuesto es diamagnético, lo que no es frecuente en los complejos de Fe(II) poniendo
de manifiesto que el anión violurato es un ligando de campo fuerte. Su espectro electró­
nico de absorción, en disolución, muestra una banda muy intensa (e = 1.28.10<) a
605-615 nm correspondiente a una transición TC.
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(2)

(1)
RM RM

X2PdL, -----+ XRPdL, -----+ R2PdL,

Introduction

It is known that the reaction of complexes of the X2PdL, type with organolithium
or organomagnesium compounds leads to organopalladium complexes according to
scheme (1)

The facile displacement of the two AsPh3 groups in X(C6F,) Pd (AsPh3h by bidentate
ligands offers a new route for the preparation of complexes of the type X(C6F,) Pd (L - L).

Sorne of the new complexes are of the type X( C6F,) Pd (L - L)l,' and are therefore
likely to be binuclear and pentacoordinated.

Abstract

Departamento de Química Inorgánica
Universidad de Zaragoza (España)

A NEW WAY FOR THE SYNTHESIS
OF COMPLEXES OF THE X(CF5)Pd(L~L) TYPE

where RM represents an organolithium or organomagnesium compound. The former,
being more reactive, generally conduces to complexes of the R2PdL, type, whereas the
latter which is less reactive only results in .XRPdL" unless a very large excess is
presento

Both methods have been used'-' for the preparation of a small number of pentafluoro­
phenyl palladium (11) complexes. A large excess of LiC6F, has always produced (C6F,),PdL,3",

whilst for example', the reaction of Cl2Pd (PEt3) 2 and LiC6F, in a 1:2 molar ratio has
given a 9 'Ola yield of trans-Cl (C6F,) Pd (PEt3) 2' This yield can be improved by increasing
the value of the above ratio.

Complexes of the X(C6F,)PdL, type are ·better prepared with the organomagnesium
BrMgC6F,. Thus, a 72 %-yield preparation of Cl(C6F,)Pd(PMePh,h was reported', The found
carbon (52,57 %) does, however, not too closely correspond to the calculated value
(54,18%). In this type of reactions we have found that part of the chlorine is frequently
substituted by the bromine of the Grignard compound (C calculated for
Br(C6F,)Pd(PMePh2h = 50,98%) and that mixtures of both compounds are obtained. The
same halogen interchange process was previously .repor ted' for organoplatinum como
plexes.

Recently6, we have described an indirect method, which allows the preparation of
complexes of the X(C6F,)PdL, type in 70-90 % yields. The first step of the reaction
between Cl,PdL, and BrTl(C6F,), in refluxing benzene leads to mixtures of Cl(C6F,)PdL,

. and Cl,Pd 2(C6F,),L, according to process (2)

2 Cl,PdL, + 2 BrTl(C6F,h~ 2 TlBr + 2 ClC6F, +
+ 2 (1 - x) L + 2x Cl(C6F,)PdL, + (1- x) Cl,Pd 2(C6F,),L,
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(4)

(3)CI2Pd2(C,Fsh~ + 2 L .........--+ 2 CI(C,Fs)P~

L = PPhs, PMePh2, AsPhs.

X(C.Fs) Pd~ + (L -L) .........--+ 2 L + X(C,Fs)Pd(L-L)

As may be seen in the Exp erimental Section the preparation of complexes
X( C.Fs)Pd (PPhs)2 and X(C,Fs)Pd(As Phsh is not free fr om difficulties, the yields a re less
than 40 %, and the simuitaneous formati on of ( C.FshPd~ is unavoidable, when using
or gano lithium or organomagnesium compounds.

The syn thes is of Cl(C.Fs)Pd (AsPhsh , however, can be accomplished by processes (2)
and (3) in a 90 % yield . The reaction accor din g to eqn. (4) was therefore carried out by
starting from this complex and with (L - L) being l ,2-bi s (diphe nylphosphino)ethane,
2,2'-bipyridine, l,lD-phenanthroline and N, N, N', N '-te tramethyethylenediamine. The reac­
ti ons with N, N'-dip henylethylenediamine and dimethylpiperazine proved unsucessful, and
the unchanged starting products were recovered.

It is interesting that reactions with (L - L) being ethylenediamine and isopropylenedia­
mine lea d to com pounds , whos e stoichiometry coincides with that of CI(C.Fs)Pd (L - L),,s,
which are virtually insoluble in any solvent and whose IR spectra lacks the ,,(Pd - CI)
vibration, that can be observed in all the other complexes. The two complexes are
probably binuclear and pentacoordinated, with their two square planar moieties bridged
by a diamine molecule whose nitrogen atoms occupy the fifth coordinat ion position of
each palladium atom. .

(b) Substitution reactions oi tralls-X(CoF,J Pd(AsPhs)2w ith mono dentate
and bidentate ligands

In view of the aforesaid, the preparation of X( C,Fs)Pd(L - L) can al so be a ttempted
by starting from X(C.Fs)Pd~, ob tained by other method s , which undergoes r eac tion with
an excess of (L -L) according to eqn . (4) .

(a) Reaction of com plexes CI2Pd(L - L) with B rMgC.Fs

The reaction of BrMgC,Fs with CI2Pd(L - L), (L - L) being 2,2'-bip yridin e or
1,2-bi s (diphenyl arsino)ethane, in a 2: 1 molar ratio leads to mi xtures of compounds, which
can either be sep arat ed according to their different solubility (bip y) or, where this is not
feasibl e, by chromatography (As - As). The separation yiel ds in both cases approx. 20 %
of the unchanged starting product, sorne 30 % of X(C.Fs)Pd(L- L), X b ein g either CI or
Br, according too the aforementioned h alogen interchange reac tion, and about 20 % of
(C,FshPd(L - L).

The increase of the BrMgC.Fs:CI2Pd(L - L) m olar ratio onIy r esults in a higher yíeld
of (C,FshPd(L - L) but not in an appreciable incr ease of the CI(C,Fs)Pd(L - L) yield. This
method is therefore not suitable for the pre paration of this type of complexes .

We do , h owever, st ill not know whether this process may be considered a gen eral"
one. In view of the proposed m echanism' it seems doubtful whether -r eaction (2) al so
takes place in the case of complexes of the type CI2Pd(L - L), (L - L) being a chelate .

The: presen t pap er studies the preparation of this type of complexes, the difficuIties
and limitations of the synthesis, al ong wi th a new route whi ch may be of sorne inter es t.
The properties and characteristies of the new com plexes are reported.

The resulting binuclear complex can then quantita t ively be transformed into the
mononuclear one, by the addition of an excess of ligand L

Results and discussion
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The decreased electron density on the Pd atom of the cationic complex obvíously di­
minish es the «b » character of the metal. Therefore, the bonding to N-donors ís Jikely to
become stronger.

N-don or chela tes , however, are ab le to displace aIso the two AsPh, molecules of
trans-CI(C,Fs)Pd(AsPh,) , but since the result ing complexes must be the cis-isomers, a
rearrangement of the configuration has to take place. The chela ting effec t is doubtlessly
respon sible fo r this displacement.

On the other hand, the va riation of any of the ligans can drastically alter the situa­
ti on . We have alredy mentioned that the nitrogen ch elates bipy and phen are not able
to displace the two PPh, molecules of CI(C.Fs)Pd(PPh,h which however may be displa­
ced" (for eample by phen ) in eomplexes of th e CI(NCCH 2)Pd(PPh,h type.

(5)[( CoPs)Pd( AsPh, )zPY]+ + 2 PY------+ [(C,Fs)Pdpy,]+ + 2 AsPh,

Attempts to join two square planar units of the CI(C,Fs)Pd(L-L) type by the reaction
with (en) proved unsuccessful. Actually, the addition of 1 mmole of (en) to 2 mmole of
CI(C.Fs)Pd(bipy) resulted in the precipitation of CI(C,Fs)Pd(en)I.), in spite of the (en)
defici t. The addition of new quantities of (en ) led to a quantitative precípi tation of the
pall adium in the forro of the pentacoordinated complexo

Attempts to accomplish process (4) by starting from CI(C,F»Pd(PPh,h and bidentate
ligands did fail with (L - L) being 2,2'-bipyridine and 1,l0-phenanthroline.

On the other hand. the introduction of monodentate ligands (pyrí d íne, quinoline,
triphenylamine and triphenylphosphine) via process (4) was onIy successful with
triphenylphosphine, whilst no interchange reaction took place wi th th e nitrogen
ligan ds.

Since palladium is a «b » class metal' - it is onIy logical to espect that phosphor ligands,
but not monode ntate nitrogen ligands will displace th e AsPh, of the starting complexo
Thi s seem s, however, too rough an approach since in a similar, though cationic specíes
[ (C,Fs)Pd (AsPh. ).,'py] + the reaction with an excess .of pyridine conduces to the complete
substitution of the triphenilarsine'

(e) IR spect ra .

Table 2 lists absorptions due to the Pd-CI vibrations of the complexes, w hich have
been assigned my comparision of their IR sp ectra with those of the respective
Br (CoPs)PdL, and (C,FshPdL, .

As may be seen, the localization of the bands due to the stretching vibration depends
on the ligand L' - u trans to the halogen. Their frequencies generally deerease with in­
creasíng trans-influenee of the ligand, which suggest that the trans-influenee of the C,F.
group .ís greater than t hat of the N-atom.

The absence of the V<Pd - CI) stretehing vibrations in the Cl(CoP.)Pd(en) l,5 and
Cl(CoPs)Pd(pn). ,5 species could in dica te that they are either ionic or pentaeoordinated
complexes, The first hypothesís rnust, nevertheless be dismissed, 'since they are non­
condueting in acetone so lution (see Table 5).

Sorne absorptions due to the CoP. group are eoll ected in Table 3. The bans around
1500, 1060 and 950 cm-1 are gen erally assigned to tha t group'·4 ; U. The sing le band in the
800 crrr? regíon is that expected for a square planar cornplex wi th a s ing le C,F. group,
and ís in good agreement with our forroer observat íons'.

The presence of ligands L in eaeh complex is conforroed by the abs orptions du e to
the different Iígands. which are shown in Ta bl e 4.

The absence of the bands at 690(s ) and 450(s) cm - l , which are characteristic of the
AsPh, grou p , proves the substiuttion of the AsPh, by th e ligands in the reaction products
[eqn. (4) ] .
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TABLE 1

A,tALYT1CAL RESUl TS

C1 PdCom pl ex

Cl ( C6FS) Pd(b ipy } 41. 40 1. 88 5. 76 7 . 5 5 23 . 11

(4 1. 32 ) ( 1. 73 ) ( 6 . 0 2 ) (7 .6 2 ) (22 . 87)

Cl ( C
6

F
S

)Pd(phe n ) 44 . 11 1. 8 2 5.69 7 . 16 20 . B3

( 44 .2 0) ( 1. 6S ) ( S . 7 3) ( 7 -.24 ) ( 2 1.7 5 )

C1 (C6F5) Pd ( t men) 33 . 7 3 3 . 6 0 6 .4 1 B. 13 24. 47

(33 .9 0 ) ( 3 . 79 ) ( 6 . S8 ) (8. 34 ) (25. 02)

CI (C 6F S) Pd(en).I .S 2 7 . 52 j 3. 32 10 . 4 1 8 . 31 26 . 95

(27 .io) ( 3. 0 3 ) ( I"1. S3) ( 8 . 88) ( 26 . 6 6 )

Cl (C6FS}Pd( pn) 1.5 30 .31 3. 6 2 10. 18 8. 15 25 . 5 1

( 30 . 0 2) ( 3 .6 0 ) (10 . 00 ) (8 . 43) (25. 3 3)

Cl ( C6F 5 ) Pd ( PPh ) 2 60. 33 3 .CO 4 .11 12 . 50

( 60 . S2) ( 3.62) ( 4 .25 ) (12. 76)

Cl( C
6F S}Pd ( P- P} 54 . 27 4 . 27 4 . 98 14 .34

(5 4 .34 ) {J . 42} ( 5. 01) (l 5.0 ')

Br( C6F5 ) Pd{ As - As ) 45 .7 4 3.00 12 . 16

{4S . 77} (2. 88) (l 2 . 67)

( C6FS) 2Pd{As - As) 48.97 2. 63 10.98

( 43 .2 4 ) {2 .61} ( 11.48 )

( C6FS) 2Fd( As Ph 3) 2 54. 23 2.94 9 .9 6

( 54 .75 ) ( 2 . 8 7) (1 0 . 10 )

bi py : 2 , 2 · - b i py r i di ne ; p hen» 1 . l O~ phe na n th ro 1 i ne t t a e n> ~¡ . :l, rl ; ~I ~ . t e t r ame tb y I e t :ty 1e ne Ht ami ne t

en : e t hyl e ne d i ami ne : pn e 1. 2 - propyle nedia r:tine : PPh 3= t r t cben v t ph os ah i ne ;

p. p.. 1 ,2 - bis (d iphen yl phosn hi no)e t bane. As: - As= 1 . 2 - b i s { di phe ny la r s i no) etha ne . As Ph 3= t r i phen y l a r s i ne

Complexes Cl(C.Fs)Pd(bipy) and Cl(C.Fs)Pd(phen) obtained by method (b) (see Experi­
mental) which init ially crystallize with benzene exhibit a single band at ~ 675 cm-1 assíg­
nable to the presence of the benzene. This band disappears after heating the complex for
3 h to UO' C.

Complex Cl(C.Fs)Pd(bipy) obtained by method (a) cristallizes initially with acetone. It
shows a single band at 172O(s) cm- 1 due to v (C-O) which can also be observed in the free
acetone. If the acetone were coordinated one would expect to observe signicant shifts to­
ward lower energíes, relative to the free acetone. Therefore the acetone is likely to be
filling sorne lattice interstices.

(d) Conductivities and m elting poin ts

All the complexes melt under decomposition. The conductance studies in approx,
5 . 10-4 M solutions are collected in Table 5, and show that all the complexes are non­
conducting.
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S
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f
S
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2
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l *} .~o assi g llat i on was pos ib l e in t iJe reg ion be caus c o f
a ~s orp tions of t ne otner l i s ands .

( •• ) ~ o aU50rpt io n could be observed in t he re g i on where t ~e

V ( Pd-Cl) stretc ll ing vibr ation I s to be e xpected .

Abso r!Jtions as si Qned t o V (Pd-Cl)

Cl (Cóf 5)Pd( PP0
3)

2
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el ( C,;f5)P d( Phen)
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.(C6f 5)ZVd(ASPIJ3J
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TI.ul¡=: ~

ans c r pti cns a s s t qn e d t o t h e ne u t r-e 1 1i q end s i n Cl( CSF5)P OL2

dn O ( C6F' ) l POL2

~~~ - el (CSr s ) PO( PPh) 2 110 0 ( s) 69 S- 6BO( s ) ( . ) 490-5 30 ( o) (1S )

-'l.~-C \ ( C6r 5) PO( AsP h 3 )Z 690( s) 4 50 ( s ) ( \S)

Cl (C,/ )PO (oi py) IS0 2 (s ) 763 ( s ) (14 )

C1(C;/ 5)PO(Phen) 64 3( s ) (1 5 )

(J ( C,;F5 ) PO( t urun ) 112B (,,) 10 12 ( m) ( 4 )

Cl( CSF, ) Pd(en)l , 5 3340 (m) 3100 - 306 0(s , h r ) 1600 (s) ( \ 6)

Cl(C (/S) "'d(p n)l ,5 3310 (m) 316 0 ( s , h r ) 159 5 (s ) (16 )

Cl {C,F 5 ) Pd ( P- p j 69 0( s ) 53 0 {s ) 475 (s ) ( 4 )

e - ( C.F,) Pd (As-As ) 10 00( s ) 990(; 1 470- 44 0 ( s) ( b ) ( IS )

( C/ 5 ) ZPd ( As - As ) lOS O( s ) 99B( s) 470- 440 ( S ) l b ) ( 16 )

. ( C6F5 ) 2Pd {As Pi' 3 ) 2 415 ( s ) azots ) ( 16 )

{a } . - dc ub l e band o

( iJ) . - ¡ b ro a d abso rption 'due t o l ile o ve r l e ppi u q ot s e ve r a I be nds ,

Conduct i vities and me l t í nq pn I n t s

Comp le x A HOhnt-1 C11l2 mo l - 1 m, p . ( ·C)

tr.ns- Cl (C ijFs) Pd( PP h 3) 2 2 . 4 ( b) 230 ( e)

~-Cl ( CijFS)P d (AS Ph 3)2 3. 2 (O) 2 S0 ( e)

e l ( C/ ; ) ' O ( ~ l Pi )
( a) 2 8 5 ( e )

C1( CsFs)P O(p he n) ( a) 30 0 -320 ( d )

C1( C.,F , } Po ( w e n ) 0 . 35 (a ) 23 0 '( e l

C1(C SFsPd ( . n ) 1 .5 8 .5 \ ( h ) 1BO- 19 0 (d l

C\ (C6 F5)P d ( pn ) 1. 5 1, 72 (b) 220 -240 ( d)

Cl ( CijFS) Pd(P - P l 0 .89 ( a) 2 30 -2 40 ( d )

Br ( C
6

F
s

)P d (As - AS) 0 ,32 ( a l 173 ( e)

(C
S

F
s

l 2Pd (As -As ) 0 ,27 (a ) 20 1 ( e l

( CSFS) / 0 ( As P" 3) 2 1 ,~ O (b ) 17 5 - \ BS ( d)

(a ) . - in ni t ro meth ane. (b ). - i n a cc t c ne .

( c ) . - mQl t s unde r de c or.lpositi on . ( d ) . ~ de composes be f e r e me Lti uo .
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Experimental

IR spectra were recorded on a Beckman. IR 20A spectrophotometer (over the range
4000-250 crrr-') using Nujol mulls between polyethylene sheets.

Conductivities were measured in approx. 5 . 10-4 M solutions with a Philips PW 9501/01
conductimeter.

C, H and N analyses were made with a Perkin-Elmer 240 microanalyzer. The analytical
results are in reasonable -agreement with the proposed formulae if the difficuIties which
arise from the presence of F in our samples are taken into account". For determination
of Pd two different methods were used: a>, the complex was transformed into metaIlic
palladium by incineration in -a porcelain crucible and the palIadium was weighed. b) in
sorne cases the samples were dissolved in fuming -nitric acid whereupon the palladium
was precipitated with dimethylglyoxime". Cuantitative Cl analyses were performed as
described by Whíte", a few milligrams of sucrose being added to the sampIes to facilitate
their combustion. The analytical results are listed in Table 1.

a) The preparation of the complex according to the method described in' gave 90-95 %
yields of the required producto This method was therefore used for the preparation of
complex (1) since the the Grignard method (b) produced much poorer yieIds.

b) Grignard method.

To a magnetically stirred ether solution of BrMgC,F, (3,81 romol) at 0° C was added
CI,Pd(AsPh3) , (1,27 mmol) and while the soIution was slowly alIowed to warm to room
temperature it was still stirred for 8 h. After 6 h refluxing the ether was evaporated, water
was added to destroy the Grignard compound and the organic layer was separated. The
residue was washed with water, dried in vacuo over P,O, and extracted with benzene to
yield white crystals whose analysis coincides perfectIy with that of CI(C,F,)Pd(AsPh,h
(13% yield). -

The solid which can be obtained from the filtrate is a mixture of three compounds,
which may be . separated by successive recrystallyzations from chIoroform-ether. The first
fraction consists again of a mixture of Cl(C,F,)Pd(AsPh,), and Br(C,F,)Pd(AsPh,)" whilst
further fractions yield 27% of (C.F,),Pd(AsPh3h.

On reducing the amount of the organomagnesium compound in order to obtain less
(C.F,),Pd(AsPh3 ) , no reaction took place and the unchanged starting compounds were re­
covered.

II. Cl(C.F.)Pd(bipy)

a) A soIution of 2,2'-dipyridine (0,31 g, 2 mmol) in 10 rnl of benzene was added to
a warm benzene solution (50 ml) of complex (1) (0,92 g; 1 romole). A yelIow precipitate
formed while the mixture was refluxed and stirred for 2 h. The solid was fíltered. washed
with benzene and hexane and vacuum-dried. The C, H, N analyses of the yelIow compound
coincide welI with those of Cl(C.F,)Pd(bipy). 0,47 benzene (Found: C, 45,06; H, 2,24; ­
N, 5,49; Calcd.: C, 45,06; H, 2,16; N, 5,58%). Its IR spectrum shows a band at 680-690 cm - I

assignable to the benzene; which disappears after 6 h heating to ~ 100° C. The analyses
of the resulting compound are in good agreement with those of compIex (II) and are
given in Table 1. (86 % yield).

b) To a suspension of 2,01 g (6,05 mmoI) ~f Cl,Pdbipy prepared according to the
method described in líterature', in 20 ml of dry ether was added BrMgC.F" prepared ac­
cording to 20 from 2,30 ml (16 romol) of BrC.F,. The mixture was stirred for 30 mino at
0° C, then for 2 h at room temperature and finalIy for 1 h at reflux temperature. Whereu-
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pon it was evaporated to dryness and the solid was extracted with boiling acetone. The
insoluble residue consisted mainly of the unchanged starting complex (about 20 % of the
starting product). A drab-yellow solid was crystallized from the acetone solution by par­
tial evaporation and cooling to _30 0 C. After further recrystallization the yellow product
still contained acetone (see IR spectra) which was eliminated by heating to 1200 C to
yield 0,48 g of a mixture of CI(C,F,)Pd(bipy) and Br(C,F,)Pd(bipy)3.<.

III. CI(C"F),Pd(phen)

To a solution of complex 1 (0,92 g, mmol in 50 mi benzene was added an ethanol
solution (10 mi) of orthophenanthroline monohydrate (0,4 g, 2,01 mmol). The magnetically
stirred mixture was refluxed for 1 h to accomplish the precipitation of a yellow solid,
which after washing with benzene and hexane was identified as complex (III) (91 %
yield).

IV. Cl(C,F,)Pd(tmen)

To a solution oJ complex 1 (1,53 g, 1,60 mmol) in 40 mi of benzene was added a so­
lution of N, N, N', N'-tetramethylethylenediamine in 10 mi of the same solvento The mag­
netically stirred mixture was refluxed for 2 h to yield a yellow precípítate. which was
recrystallized from chloroform solutions by partial evaporation and addition of a few mi
of ether. (99 % yield).

V. CI(C"F,JPd(en),.,

To a solution of complex 1 (1,55 g, 1,68 mmol) in 40 mis of benzene was added ethyle­
nediamine (0,112 mi, 1,68 rnmol) and the magnetically stirred mixture was refluxed for
4 h. The resulting white precipitate was filtered, washed with benzene and ether and
finally dried at 1300 C. The same results were obtained under changed conditions (diffe­
rent proportions of reagents, different solvents and changed methods of purification).
(74,8% yield).

VI. CI(C"F,JPd(pn),.,

Isopropylenediamine (0,13 mi, 1,53 mmol) was added to a magnetically stirred chloro­
form solution (30 mi) of complex 1 (1,42 g, 1,53 mmol) which was refluxed for 4 h . The
white precipitate was fíltered, washed with ether and dried at 1300 C. The variation of
the conditions did not influence the resulto (76 % yield).

VII. CI(C"F,)pd(P·P)

l,2-bis(diphenylphosphino)ethane (0,845 g. 2,12 mmol) were added to a solution of como
plex 1 (1,18 g, 1,28 mmol) in 40 mi of benzene. The mixture was stirred for 1 h at reflux
temperature and then for 3 h atoroom temperature. The white precipitate was filtered,
washed .with benzene and ether and vacuum-dried. (83 % yield).

VIII. CI(C"F,JPd(PPh3)2

0,270 g (1,03 mmol) of PPh3 was added to a magnetically stirred solution of complex 1
(0,708 g, 0,77 rnmol) in 30 mi of benzene and refluxed for 4 h. A white precipitate was
obtained after partially evaporating the benzene and adding a few mi of ether. (96%
yield). The properties of complex VIII are in perfect agreement with those reported pre­
viously' for this compound,
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IX. Br(Cof',)pd(As-As)

X. (Cof',J2Pd(As-AsJ

To a suspension of 2,2 g (3,3 mmoI) of CI2Pd(As-As), prepared as described in the li­
terature", in 20 mI of ether at 0° C was added an ether soIution of BrMgC6F, prepared
according t0 20 from 0,86 mI (6,6 rnmoI) of BrC6F,. The mixture was stirred for 1 h at 0° C
and for 7 h at room temperature. After evaporating to dryness and treating with water
the solid was again dried and finalIy extracted with 150 mI of benzene. The insoluble re­
sidue was identified as unchanged CI2Pd(As-As) (19 % of the starting compound).

The partial evaporation of the benzene and the addition of a few mI of ether precipi­
tated a yelIow solid, which was identified as a mixture of compIex IX and X.

The mixture of both products was separated by column-chromatography (silica gel as
adsorbent and benzene as eIuant). The first fraction was crystallized by partialIy evapo­
rating the benzene and addition of a few mI of ethanol, and was identified as compIex
X (15 % yield).

When using acetone as an eluant a ta il-fractíon was extracted which after evaporating
partialIy and addition of a few mI of ethanol rendered the yelIow cristals of compIex
IX (12% yieId).

New portions of mixtures of both compIexes were obtained from the mother liquors
of the first crystallization by successive recrystallization. They were also separated by
chromatography. The yieId of compIex IX did nevertheless not exced 30 %.

XI. Reactions of CI(C6F,)Pd(AsPh3h with diiierent mono and bidentate ligands

On refluxing a benzene solution of compIex 1 with an excess of ligand L (L being
pyridine, quinoline, triphenylamine, N, Nvdíphenyl-ethylenodíarnine and 1,4-dimethyIpipe­
razine) for 2 h, no reaction could be observed, and the unchanged compIex 1 was
recovered after partialIy evaporating the benzene and addition a few, mI of ether.

XII. Reaction of CI(C6F,)Pd(PPh3h (complex VIII) with 2,2'·bipyridine and
1,lO-phenanthroline

On refluxing a benzene soIution of compIex VIII prepared as described in the litera­
ture" with either 2,2'·bipyridine 01' 1,1O-phenanthroline in a 1:2 molar ratio for 2 h, no
reaction couId be observed. The unchanged complex VIII couId be recovered after partialIy
evaporating the benzene and addition of a few mI of ethanoI.

XIII. Reaction of CI(C6F,)Pd (bipy) with ethylenediamine

EthyIenediamine (0,024 g, 0,37 mmoI) was added to a magnetically stirred soIution of
compIex II (0,35 g, 0,75 rnmol) in 50 mI of dichloromethane and refluxed for 5 h while
a gradual decoIouration of the soIution could be observed. A white precipitate was
separated by centrifugation, which was identified by analyses as complex V. (Found:
C, 27,21; H, 3,13; N, 10.72; Calcd.: C, 27,10; H, 3,03; N, 10,52 %). The physícal properties
of the resulting product do also perfectly coincide with those of compIex V.
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R2Pt"L;, + X, --+ X,R,PtI2

Resultados y discusión

Departamento de Química In orgán ica

Universidad de Zaragoza (España)

PENTAFLUOROFENIL COMPLEJOS NEUTROS

Y CATIONICOS DE Pt (ll)

a) Preparación de los complejos

1. Reactividad del cis-(C.Fs)2Pt (AsPh3)2 con 12, Preparación del I(C.Fs·)Pt (AsPh3),

El comportamiento de los derivados organometálicos de platino (11) , de estequiometrla
R,PtL;, frente a los halógenos puede ser encuadrado en uno o varios de los tres esquemas
siguientes:

a) Adición oxidativa del halógeno con formación del derivado organometálico de pla­
tino (IV).

La preparación de complejos organometálicos de elementos de transición, derivados
del radical pentafluorofenilo (- C.Fs) viene siendo objeto de estudio en los últimos años,
debido a la marcada estabilidad que confiere el radical perfluorado en comparación con
sus homólogos no perfluorados' : 2. 3 Y que ha sido confirmado por difracción de rayos
X, ya que la distancia M-C es menor en perfluoroalquilderivados que en los alquílderíva­
dos análogos" s, ' .

La síntesis de cis-(C.Fsh Pt (AsPh3)2 y trans-(C.Fsh Pt (AsPh 3)l y el estudio de su reac­
ción con 12 conduce a la preparación. de I (C.Fs) Pt (AsPh3)2; por reacciones de sus titución
del I en el complejo anterior se han obtenido nuevos pentafluorofenil derivados neutros
y catiónicos de platino (11)" que se describen a continuación.

Introducción

The preparation of I(C.Fs) Pt (AsPh3h and its transformatio n into 0 3CIO(C.Fs) Pt (AsPh3)2
is described. Reactions of the latter lead either to neutral complexes of the X(C.Fs)PtL,
type or to cationic complexes of the [L(C.Fs) Pt (AsPh3)2]CIO., [ (C.Fs) PtAsPh3"L;,] CIO. and
[(C .Fs) PtL3] Clf), type. The discussion of their structure is based on their conductivities
and IR spectra.
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Preparación d (Q,C10) (C.FJ Pt (AsPh, •

La rea ' e I(C.F,) Pt (AsPh1 • con AgCIO. en cloroformo anhidro y ausencia de luz
con ce a la precipi ción e AgI y a la forma ién del perclorato complejo covalente, La
gran insolubilida el AgI permite trabajar en condiciones muy uaves y con tiempos
de rea' muy co

De acuerdo con las experíencías realizadas, a la temperatura de reflujo del tolueno, no
se produce más que la ruptura de un enlace Pt-C.F, aun cuando se emplea 1, en exceso,
sin embargo, cuando se usan temperaturas más elevadas, la ruptura de un enlace
Pt-CoF, "'2. seguida de la ruptura de un segundo enlace, incluso a costa de que quede
(CtE, • Pt (AsPh1 • sin reaccionar.

Este ha sido por lo tanto, el mé todo utilizado para la preparación de 1(C.F,) Pt (AsPh,).,
lo que evita el problema, que plantea el uso del derivado organolitiado u organomagne­
siano, de formación e mezclas del derivado mono y di sustituido y que hemos estudia­
do con detalle para complejos de paladio (II) .

(2)

(3)

X, +X,
R,PtL, +X, --+ XR+XRPtL, ----+ XR+XIPt~ ----+ x.PtL,

b ) Ruptura de enlaces Pt-C

c) lsomerización y ruptura de enlaces Pt-C

cis·R,PtL, + X, ----+ trans·X1PtL,

cis-(CoF,h Pt (AsPh1h

TOl:%~,o
~C.F,h Ft(AsPhJ, trans-(CoF,h Pt (AsPh1h

+ 1' 1 tolueno + 2I 1 xileno

- 1C.F, 110°C -2IC.F: 14Q°C

1(C.FS> Pt (AsPh1h trans-Isl' t (AsPh1h

Ensayos realizados por nosotros con anterioridad' : han puesto de manifiesto que el
1, no es capaz de producir la oxidación de este tipo de derivados sin ruptura de los en­
laces Pt-C, de modo que los productos obtenidos son I.Pt~ o I,PtL, cuando el derivado
de platino (IV) no es estable. La actuación del 1, como catalizador de isomerízacíones,
fenómeno relativamente frecuente en complejos de platino (II) ha sido también compro­
bada en los correspondientes bis -{pentafluorofenil) derivados" 9.

En el cas o de ciS-(4F.), Pt (AsPh1h. el resultado de la reacción con iodo, depende de
la temperatura de reacción y del ti empo de tratamiento, de modo que aunque no se
constata la presencia de complejos de platino (IV) sí se observa el proceso de isomeriza­
ción y ruptura de enlaces. En el siguiente esquema se resume el comportamiento del com­
plejo frente a 1,
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3. Preparación de X(C~5) Pt (AsPh3),
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(7)

(6)

(4)

(5)

+ L
(CIO.) [(C~5) Pt (AsPh3) 1.,] ) (CIa .) [ (C,F5) Pt 1.,]

-AsPh3

(03CIO) (C~5) Pt (AsPh3)2 + L --7 CIO.[(C~J Pt (AsPh3h L]

L = py, PPh3•AsPh3• OPPh3•SPPhJ y ca.

+L
(CIO.) [(C~5) Pt"(AsPh3h L] ) (CIO.) [(C~5) Pt (AsPhJ 1.,]

-AsPh3

(03CIO) (C~5) Pt (AsPh3), + XM ----+ X(C~5) Pt (AsPh3h + CIO.M

(XM = BrK, CIK, N03K, SCNK y CH3- COONa)

4. Preparación de los complejos catiónicos

El tratamiento del perclorato complejo covalente con ligandos neutros lleva a la pre­
paración de los correspondientes complejos catí ónícos, de acuerdo con la reacción (5).

Sin embargo cuando el ligando L se adiciona en exceso sobre el teóri camente requeri­
do , no sólo se produce la sustitución del grupo perclorato, que es el proceso inicial, sino
que una vez formado és te, la presencia de L en el medio de reacción hace qu e se esta­
blezca una competencia entre L y AsPh3 pudiendo dar lugar a sucesivas sus ti tuciones
esquematizadas por las ecuaciones (6) y (7) .

El punto final de la reaccion depen de no solamente de la naturaleza de l ligando L
cuya influencia es fundamental. sino también de las características del entorno del íón
metálico que conforman más suavemente el comportamiento de éste en cuanto a su ca­
pacidad de enlace con cada tipo de ligando.

Con ligandos L = ca, SPPh3 y OPPh3 el producto final aun en presencia de exceso de
ligando L es el complejo de es tequiometria (CIO.) [(C~5) Pt (AsPh3hL].

Cuando L = PPhJ y se usa en exceso, se produce la sustitución total de la AsPh3 y for­
mación del (CIa .) [(C.F5) Pt (P Ph3)3], mientras que el empleo de ligando L = py lleva a la
obtención del (CIa .) [(C.F5) Pt py, AsPh3], sin que se consiga desplazar la molécula res-
tante de AsPhJ• .

Estos resultados pueden ser razonados haciendo uso de la clasificación de elementos
de Chattll• u. El ión platino (H) queda allí clasificado como elemento de la clase eb.. y la
fortaleza de los enlaces formados con los átomos donares del grupo Vb sigue la secuen-

La preparación de los complejos de esta estequiometría se ha llevado a cabo haciendo
uso de la escasa capacidad coordinativa del grupo perclorato, de modo que por reacción
del perclorato complejo covalente con sales inorgánicas del tipo XM, en acetona, se ob­
tienen los complejos de estequiometria X(C~5)Pt (AsPhJ, de acuerdo con el proceso (4).

-s~ trabajó a temperatura de reflujo, excepto en el caso de l acetato complejo que se
obtiene a temperatura ambiente para evitar su descomposición . durante períodos de
tiempo de 5 a 12 horas de modo que la reacción sea completa.

Para evitar la presencia de CIO.M, algo soluble en acetona y el exceso de sal XM, un a
vez acabada la reacción se evaporó la disolución a sequedad y el residuo sólido fue ex­
traido con benceno.
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cia N «P> As> Sb, por lo tanto resulta claro que la trifenilfosfina produzca el despla­
zamiento total de la AsPh3•

De otro lado, no existe una comparación directa entre N y As en s~ tendencia a enla­
zarse con el platino (Il), aunque hemos comprobado que ligandos N donores monodenta­
dos no son capaces de desplazar a la trifenilarsina en complejos neutros de platino (Il),
de lo que se puede concluir que la fortaleza debe de ser N < As para este tipo de com­
plejos. Sin embargo, en nuestro caso, la reacción ha sido llevada a cabo sobre un catión
[(C,F,) Pt (AsPh3) , L] + y en estas condiciones la densidad electrónica en tomo al platino
es menor que en un compuesto neutro, lo que acerca al platino (Il) hacia las caracterís­
ticas de los elementos de la «clase a» y por tanto favorece el fortalecimiento del enlace
Pt - N y el debilitamiento del Pt - As, es decir, la sustitución. La formación de
[(C,F,) Pt (AsPh,) py,] + produce un incremento de densidad "electrónica en el platino, al
cambiar un ligando fundamentalmente aceptor 11' por otro esencialmente donor o. De
acuerdo con esto, el enlace Pt-As será ahora más fuerte que en [(C,F,)Pt(AsPh,),py] +,
al tener el platino (Il) mayor capacidad de retrodonar densidad electrónica y haber aho­
ra sólo una molécula de AsPh3 capaz de retirarla. Este efecto es, según parecen indicar
los resultados, suficiente para que el enlace Pt - As sea de nuevo más fuerte que el
Pt - N Y no pro siga la sustitución, y contrasta con los result ados encontrados para el
complejo análogo de paladio, donde el producto final obtenido es [(C,F,) Pd py,]+(l3l.

b) Conductividades y puntos de fusión

Los datos analíticos, puntos de fusión y conductividades de los complejos preparados
"se dan en la Tabla 1.

~plejg Á x ( c!"..;l.- l Cla =l~t l AMHsh ese. (Ca l e . ) ( _)

r: t : (~=) Aector... :;it :"'OM:t.!I~..o e
]{C6F~)?t (M¡>t.J)2 ,.. 2 . 3:< 0.95 "15. 7'3 2, 715

(45.&0) ( 2, 14)

{OJelO}(C15f", )Pt (ASPilJ )2 ;¡ ..C(t) ' ''<\ .2~ 18 .00 "16 . 36 2 . 90 J,.'
(~15 .96l U,81) O .JO)

ar(c,i"S)Pt (ASP!:1J)2 '" 1 . "15 c." "17 . 7 9 2, 95 7 . 11
("" ta :U (2.lili) ( 7 , SU

IY e l (ClO'",).rt V.SPhJ )2 '" 0 , 00 0 . 7-4 49 . 5 2 2, 94 J. ';)
(49.94 ) ( 2, 99) (l . , , )

( .:)J) (C,f', }Pt ( M P""-J)2 n, 0.50 15 , 1 5 ·n. ~2 3.07 '.H;
("" .6&) (2,92) t1.JS)

(SCW)( Clir , l?. (MP !l.J}2 0. 11 0, 31 "19.33 ' ,02 1 . 14
( 50 , 01 ) U.,2) ( 1 , n)

( CSJ -ceo}( C, r ) Pt (ASr~.J ) :t ... 0, 03 0,42 50.33 3 ,20
(:!o1 ,1J ) ( 3 ,22)

CI04[(C6FS)J': (A1f'~)2P7] 2)2 129 .51 715,85 411, 04 2. 97 3.1 4 1 , 42
(~a. 95l (J. l)) ) (3. 07) ( 1 . 21 )

Cl(l4[(C6i·)Pt(J.$i'~)ty21 "" 120. 56 157.60 44, 42 2.3.6 2,12:
(~ ,1 0) ( 2,72) (3 . 02 )

CI0 4[ (C,;;f'slJ': (oU?i1J )2 {P1'.!l3 ~ ,,.. 1; ';. " 1 74 , ,411 )4 . 21 3. 54 a. 63
(:!o3.U ) U.3'3) (2 . 65 )

CIO~[(t:.t5 J " t ~ !'1'n~ ) 3 ] 2>0 1J 1.5'6 oH.J5 51 .5 6 3. 62 2. !H
(51 . 1 :! ~ 0,153) (:. 14)

CI0 4 [ (C"r) ll't(l.s?l!I}l 3 ] '" 12 ) .73 71 . 215 ) 2.36 J . 71 2.68
(,2. 32) (3 . 25') ( a . ) 1 )

C1O"[ (C,,I':. ) N r.:.s r "J, JjCP¡Il1J] :'Z jo 1)2•• a U. U 53 , ,\9 3.'. 2 , 59
(:!oJ.2 " (J, 35 ) ( a. 62)

CIO" (C,,,'", )J't(J,SJ'IlJ ),(:;rr.:J !~ ," t rc. cr U,'~ SJ •• ' 3. 11 ~ .50
( 52 . ,, 6) (J .3 1) U . S,)

C10.. (t=,1'5jr:'.\sp¡:.~) :;CO ] ". 121. 79 ~5. ~' "1'; , 01 3, 11 l , 15
(46 ,0&) ( .:r,74) o. » :
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Todos los productos son sólidos blancos estables al aire a temperatura ambiente. Fun­
den sin descomposición, excepto el perclorato complejo covalente, a tempera turas eleva­
das , lo que da idea de su estabilidad.

Los complejos neutros resultan ser no conducto res en acetona y nitrometano, con ex­
cepción de (O,CIO) (CoF,) Pt (AsPh,h, donde él diso lvente es capaz de forzar el desplaza­
miento y producir el correspondiente complejo catiónico (CIO,) [(C.F,) Pt (AsPhJh SJ, que
presenta por tanto la conductividad correspondiente a un elect rolito 1: 1; sin embargo, su
conductividad es nula en benceno.

Los complejos catiónicos presentan conductividades correspondientes a electrolitos
1:1(1').

e) Espectros l. R.

Todos los complejos muestran las absorciones características del grupo CoF,(5). La
asignación completa de las absorciones debidas a la trifenilarsina, así como al resto de
los lígandos neutros se hace imposible, deb ido a su superposición en muchas zonas del
espectro.

En la Tabla II se recogen algunas de las absorciones de los diferentes ligandos que
aparecen en zonas limpias y suficientemente nítidas para su identificación."

Las absorciones debidas a las vibraciones Pt - Br y Pt - 1 no son visibles por apare­
cer por debajo de 250 cm- I (lO) mientras que las absorciones Pt - Cl aparecen enmascara­
das por las de la trifenilarsina.

'rabia 1I.- Absorciones de l os d.ihr~tes Ugar.dos.

CCl:plejo AsPh, C
6FS

%

X I(c.r,) p t (AS: hJ ) 2 1080(S),1 OOO(s).690(V5) 15 00(V5) , 951(.s),802(' )

IX (03C10) (c . ' 5 ) Pt(AsPh3) 2 108 0(s) . 1OOO(s)J 690 (VS) 1500 (, , ) , 948(vs) ,803(5) 11. 0( 0), ' O'5( s ), 850(s)

XII , r (c.'S)Pt (ASPhJ) 2 ' 078 (s ) , ' 025( s) , ' 9o{os ) 1SOO(YS),951 (os) ,800(')

IV c l(C. PS)Pt( ASPh, )á 1cao(s ), 1020 (s ), 690(-P) 1502(VS) , 952 ( ' S)' 795( S)

V ( >'03 ) (c.r, )..(AsP"3)2 t OSO( . ) ,1 020(,) , ' 9o{v. ) 1500(V5) ,9" (..) , 80' ( ' ) 1270(",)

VI (SClI)(C.P, ) Pt(AsPh3)2 107'(5) , 1020(5) ,'8' (vo) l S00( YS) , 950(,,) , 'oo(s) 208c{"')

VII (CH3-COO)(c. p5) Pt(AsPh,). IOS0(5 ) ,102S(0) , 6a5 (vo ) , 500(VS) .9S2(va) . aOO(5) 161o( V5) . 13. 0(YS)

AsPhJ C6PS L

VIII ClO!C.P, )P t(AsP h3):¡pyJ 1 O2o(S) , ' 90(VS) IS 00 (vs) , 95' ( ' 0) , 799(Y5) "'0 (') ,760(s) '8

IX (01O.)&C.PS)Pt(AsPh3)pyJ 1020(5) , . 90 (VS) ,'OO(Y5),9,O(.s),799(") "10(5),7'0(s)

X ClO,.Ec.' ,)Pt(AsPhJ ). ppb,l 102' (.) 1502(n) ,9 55 (YS) , 79o{VS) S30(Y5).'OS(S)

XI Cl 04Kc.r,)h(PPhJ )J1 IS00(n),9'5(.5) ,79 o{V') 890(n¡.52o{vs ),5OS(s)

XII ClOJ.C. ' S) Pt(ASPh3);! 1025 (=) " 000( s ), 840( 5) , '80(v,) , SOS(vs). 9S0 (V.s),790(V$)

XlII C10'¡¡C. PS)Pt(ASPh3) 2(OPPhJ ~ 1 025 (llI.) ,955(,) , 690( ·{S) 1.500(V5) ,~,, (vs) ,81o(s) 11 50(V¡), 53C(V.)22:·.~

. XIV C10'¡¡c6pS)P t!ASPhJ).( SrPhJ j 1000( ' ) , a40(m), 680(vs } 1SOO( vo),9S0(YS) , 799(') 59C( ·"5) ,520( s} , 4~5(s} 24 ,

XV C1OJ1C.Ps)Pt(AsPhJ)'~oJ 1 o,o(m) . 750( 5) . ' 89( 0) 1Soo¡vs ) , 953(Vo) , 802(0) 21OO(V5). 500(=)
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El nitrato complejo (V) muestra una banda en 1270 (vs) crrr-', asignable a la vibración
v NO, (111; para el su1focianocomplejo (VI), la frecuencia de stretching v (CN) del grupo
SeN que aparece en 2080 (vs) crrr", sugiere coordinación Pt - N(lS. 1s, 201.

Las bandas de absorción del perclorato complejo (II) son las características del gru­
po monodentado O,CIO (C,.) . Todos los complejos catiónicos VIII al XV muestran una
banda ancha I'V 1100(vs) cm"! y un pico de absorción en ,...., 615(s) cm- I , debidas al grupo
CIO,- (Td) (22).

Las absorciones características de los ligandos neutros L' introducidos en los com­
plejos catiónicos se resumen en la Tabla II; cuando L' =OPPh, y SPPh, las absorciones de­
bidas a las frecuencias de stretching v (P-O) y" (P-S) aparecen aproximadamente 50 cm'"
por debajo del valor que presentan en el ligando libre (22. 23, 24, 25).

Para L' = CO, la vibración de stretching ,,(CO) aparece a 2100 cm - I ; la absorción a
500 cm- I se asigna tentativamente a la vibración de deformación ~ (Pt - CO) fuera del
plano.

Las modificaciones que sufre la absorción asociada al grupo C6Fs que se presenta
aproximadamente a 800 cm" parece sugerir que este grupo se encuentre en posición
trans- ai ligando L' [L' = Cl, Br, SCN, CH,COO, 1, NO" O,CIO, PPh" AsPh" py, SPPh" CO,
OPPh,] ya que, como sabemos esta absorción resulta muy sensible a las variaciones de
densidad electrónica en torno al átomo metálícov" y que el efecto de los ligandos en po­
sición cis- es prácticamente nulo(27).

Experimental

Los análisis de C, H y N se llevaron a cabo en un microanalizador Perkin-Elmer 240;
los análisis de Cl 'y Br fueron realizados por el método de WhiteC29l, añadiendo unos mi­
ligramos de sacarosa a la muestra para facilitar la combustión.

Las conductividades se midiero n en soluciones aproximadamente 5 x 10-' M con un
conductimetro Philips 9501/01. Los puntos de fus ión se determinaron con un aparato
Reichert (Austria). Los espectros I.R. se han obtenido con un espectrofotómetro Beckman.
I.R. 20A que cubre el rango de 4000-250 cm- l.

Preparación de I (C"Fs)Pt (AsPhJ, (1)

Se disuelve 1.00 grs. (0.876 rnmol) de (C~s), Pt (AsPh,), en 100 mIs. de tolueno y se
añaden 0,52 grs. de 12, manteniendo la mezcla a reflujo durante 16 horas. Al cabo de este
tiempo, la disolución se evapora a sequedad y el residuo se extrae con acetona a reflujo.
Por evaporación parcial de la acetona y enfriamiento cristaliza un sólido blanco (1) que
se recristaliza de benceno-éter y se lava varias veces con éter dietílico. Rendimiento,
0,75 grs., 80 %.

Cuando la mezcla de reacción en tolueno se mantiene a reflujo durante 10 horas se
obtienen (C6Fsh Pt (AsPh,), e I (C,Fs) Pt (AsPhJ" mientras que cuando la reacción se lleva
a cabo en xileno a temperatura de reflujo durante 13 horas se obtiene I,Pt(AsPh,),.

(O,CIO) (C"FJ Pt (AsPh,h (11)

0,550 grs. (0.50 rnmol) de (1) se disuelven en 50 mls. de cloroformo anhidro y se aña­
den 0,208 grs. (1.0 rnm ol) de CIO.Ag. Se mantiene agitando durante dos horas en ausencia
de luz y humedad y al cabo de es te tiempo se filtra la disolución y por adición de bence­
no se ob tiene (11). (Rendimiento, 0,38 grs., 72 %).
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Complejos neut ros (lII-VIl)

Los complej os neutros (I II al VII) se preparan por adición de un ligero exceso de
sal XM a una disolución en acetona del complejo II. Después de varias horas a reflujo,
excepto en el caso de l acetato complejo (VII) que se mantiene a temperatura ambiente,
se evapora a sequedad y el residuo se extrae con benceno, del que se cristalizan los
compuestos neutros. Finalmente se recrlstalizan de díclorometano-etanol, Los rendimien­
tos oscilan entre 80-90 %.

Complejos cationicos

Se obtienen por adición del ligando L' a disoluciones en diclorometano del complejo
(H), en cantidades estequíomé tricas, excepto para los complejos (IX y XI), que se añade
en gran exceso. Los complejos cri s talizan de la disolución por adición de benceno, con
rendimientos ", 80 %.

Los complejos neutros son solubles en cloroformo, benceno, acetona y nitrometano e
insolub les en etanol, hexano y agua. Los complejos catiónicos son solub les en acetona,
cloroformo y nitrom etano e insolubles en benceno y agua.
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CAPACIDAD COORDINADORA
DE LA TETRAMETILETILENODIAMINA CON Ni

EN RELACION CON LA DE OTRAS ETILENODIAMINAS
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Abstract

A critica! review of the different Ni(II) bis (ethylenediamine C-substituted) complexes
known at present and of the different arguments used to explain the C-substitutens
influence on the coordination tendency of the ethylenediamine with nickel is done. Bis­
complexes of tetramethylethylenediamine with Ni(II) and anions ClO.-. Cl-. CH)-COO-.
CIHrCOO-. Cl,CH-COO. Cl)C-COO- and F)C-COO- , have been prepared and characterized.
The axial vacancgin the \Ni(tetrameenhl'+ ion is quantitatively evalued and the non exis­
tence of steri c hidrance in tetramethylethylenediamine to form octaedral complexes with
Ni(II) for different axial ligands is proved . The stabilities of d ífferent Ni(II) bis (ethyle­
nediamine) C-substituted complexes is verifie d and discussed .

Introducción

Se han publicado hasta la fecha un cierto número de trabajos de investigación en los
que se estudian las propiedades de los complej os que forma el Ni (II) con diferentes etí­
lenodiaminas Osustítuidas'-".

El interés de estos complejos radica en la gran variedad de formas estructurales que
pueden aparecer sin más que modificar la C-sus t itución de la etilenodiamina o la naturaleza
de los ligandos aniónicos que. junto con la amína, forman el compuesto en cada caso.
Tales cambios estructurales van acompañados a veces de modificaciones drásticas en las
propiedades óp ticas (color. espectros elec trónicos.. .. et c.) y magnéticas (diamagnetismo.
paramagnetísmo.... etc.) por lo que. no es extraño. que se hayan llevado a cabo intentos
de relacionar estos cambios con el grado de C-sustitución toda vez que. estos compues­
tos. parecen ser buenos materiales para poner de manifiesto la «influencia que en las
propiedades donoras de los grupos ligantes» (etilenodiamina) ejercer el «resto de la mo­
lécula" del agente complejante (sustituyentes en los carbonos).

El número de artículos dedicados a este tema es ya lo bastante grande para que el
cotejo y relación de los datos experimentales que presentan permita aportar indicios so­
bre las características de las influencias buscadas. así como suministrar bases para
susten tar interpretaciones sobre los mecanismos productores de dichas influencias.

Las etilenodíaminas C-sustituidas para las que se han preparado complejos de Ni(II)
son las que aparecen en la tabla l. ordenadas en orden creciente de C-sustitución. Para
todas ellas hemos recogido y analizado en especial los datos existentes en la bibliogra-

• Este trabajo es parte de la Tesis Doctoral de A. Larena.
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TABLA 1. - Serie de etilenodiaminas e-sustituidas

CH,
I

CH ,-CH,-CH,-C-NH.
I
CH• .,NH,

(CH,-CH.),-CH-NH.
I
CH.-liH.

/CH.-CH"
H, C CIl-1IH,

I I
H,C CH-NH,

" CH.-CH./'

(CH,),-C-NH.
(etiltrimeen) I

.CH, - CI!. - C-NH.
I
CH,

CH,-CH-NH,
' 1

CH,-CH-NH,

CH, -IIH,
I
CH,-IIH,

CH,-CH-IIH,
I
CH,-NH,

C,H,-CH-NH,
I
CH,-NH.

etilellodiamina (en)

propilenodi amina (pn)

ciclohexanodiamina (chxn)

butilenodiamina (bn)

dietiletiletilenodiamina (dietil-en)

feniletilenodiamina (fenen)

.C.H, - CH-NH,
stilbenodiamina (stien) I

C,H,-CH-NH,

(CH,),-CH-NH.
I
CH, -1IH,

metilpropiletileno~amina (metilpropil-en)

isobuti l enodiamina (ibn)

trimetiletiletilnodiamina

(CH,).-C-NH,
I

CH,-CH~NH,

(CH,l.-C-NH,
tetrametiletilenodiamina (tetrameen) I

(CH,l, -C-NIl.

trimetiletilenodiamina (trimeen)
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dietildimetiletilenodiamina (dietildimeen)

fía sobre los complejos que forman con Ni' + los aniones nitrato, perelorato y haloge­
nuros, así como la serie de los aniones acetato, monoeloro, dieloro y trieloracetato y los
ligandos neutros agua y piridina. Hemos elegido estos aniones pues, son los ' que princi­
palmente se han empleado en el estudio de la coordinación de las etilenodiaminas con
níquel aunque también, en ocasiones, algunos autores han preparado complejos para
algunas de ellas con aniones tales como sulfato', tetrafenilborato y selenocíanato"-".
Hemos considerado sólo los complejos formados con los ligandos indicados pues pensa­
mos que son representativos de todas las posibilidades coordinativas del anión o ligando
neutro y pueden poner de manifiesto la diferente capacidad coordinadora de cada etíle­
nodiamina con níquel.



CAPACIDAD COORDINADORA DE LA TETRAMETILETILENODlAMINA

Al cotejar los datos recogidos se observa que a medida que aumenta el grado de
C-sustitución de la etilenodiamina aumenta la tendencia a la formación de iones com­
plejos tetracoordinados, diamagnéticos y amarillos mientras que al disminuir el número
de C-sustituyentes es mayor la tendencia a la formación de complejos hexacoordinados,
paramagnéticos y azules.

Así, para las primeras etilenodiaminas de la serie de la tabla 1 se llega a la forma­
ción exclusiva de complejos hexacoordinados corno formas estables, y sólo con ligandos
aniónicos de pequeña capacidad enlazante, perclorato por ej ., se llega a la formación de
un complejo tetracoordinado ines table. Al ir aumentando el grado de C-sustitución
(fenen p . ej.) se obtienen formas tetracoordinadas estables con los aniones de pequeña
capacidad enlazante, y formas hexacoordinadas con los de ma yor capacidad. enlazante.
Para etilenodiaminas intermedias de la serie se puede llegar con los aniones acetato, mo­
nocloro, dicloro y .tricloroacetato, serie de aniones en los que disminuye el carácter do­
nor al ir del .acetato al tricloroacetato, a ambas formas, tetra y hexacoordinadas, siendo
más o menos estables unas u otras según el anión y la etilenodiamina utilizadas; inclu­
sive, en ocasiones, se llega a un complejo formado conjuntamente por moléculas tetra y
hexacoordinadas. De acuerdo con lo anterior, para las últimas etilenodiaminas de la se­
rie, las que tienen mayor grado de C-sustitución,· sería de esperar la formación exclusiva
de complejos tetracoordinados y planocuadrados como formas estables.

Como consecuencia de todas estas observaciones, pensamos que la causa determinante
de la conducta físico-química de los complejos en estudio debe de ser la propia etileno­
diamina presente en cada caso. No obstante, parece que también interviene en este com­
portamiento, aunque en segundo lugar, el anión que actúa corno ligando, en función de su
fuerza ácida y consiguiente capacidad ligante. Finalmente, otro posible factor a tener en
cuenta en estos comportamientos es el del disolvente cuando los complejos están en
disolución pues, así por ej., con una misma etilenodiamina y .anión puede llegarse a la
formación de iones complejos tetracoordinados en disolución acuosa y hexacoordinados
en disolución piridínica.

Los diversos autores que han estudiado estos complejos han dado una serie de razo­
nes tendentes a explicar los comportamientos coordinativos observados. Así se ha in­
tentado llegar a un acuerdo entre los valores de algunas magnitudes físicas de los ligan­
dos y las propiedades fisico-químicas de los complejos formados, relacionando, por ejem­
plo los valores de las constantes de disociación básica de las d íamínasv-" o los de
las constantes de formación de los complejos' : 35..J8 con el grado y simetría de la
coordinación presente en cada caso, pero los valores de estas magnitudes no difieren
entre sí lo bastante para ser un indicador claro del fenómeno. Se han intentado relacio­
nar también los valores de ciertos parámetros del campo cristalino, f1' /)., Dq, para dife­
rentes complejos" 2. y el tipo de complejo obtenido pero sin llegar a dilucidar
claramente cuál es la causa determinante de los comportamientos observados. Se deberán
pues considerar otros factores que pueden intervenir en la determinación de la capaci­
dad coordinadora de cada . et ílenodiamina C-sustituida con níquel.

Dentro del contexto anterior, algunos autores consideran que es el efecto inductivo
producido por los sustituyentes sobre los nitrógenos amínicos el que determinaría la
diferente capacidad coordinadora" · 3. de cada etilenodiamina, mientras que otros conside­
ran que ella es consecuencia de la existencia de un impedimento estérico que crece con
la C-sustitución y que imposibilitaría materialmente la entrada de los ligandos axia­
les': 3<1. 31. Concretamente, para el caso de la tetrametiletilenodiamina se considera que
esta sería la causa de la no existencia de complejos hexacoordinados y de tris-complejos
de níquel.

Las etilenodiaminas más fuertemente C-sustituidas son las que menos han sido estu­
diadas hasta ahora en su coordinación con el ión níquel (11). Concretamente, para la
tetrametiletilenodíamina, primera etilenodiamina totalmente C-sustituida de la serie sólo
hemos hallado referencias en la bibliografía respecto a sus complejos de níquel con los
aniones nitrato, cloruro y ioduro. Para ellos , los autores indican únicamente que son de -
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color amarillo y presentan el espectro de absorción en la zona de 560-360 m~ del nitrato
complejo'. Sin embargo se han hecho muchas especulaciones que no están apoyadas
en ningún hecho demostrado.

Por todo ello, pensamos que el estudio de la capacidad coordinadora de la tetrametile­
nodiamina (tetrameen) con níquel utilizando un espectro de ligandos más amplio en
cuanto a sus capacidades donoras se refiere, puede aportarnos un número mayor de da­
tos en orden a dilucidar las cuestiones antes enunciadas y en cuanto a poder situar a
esta etilenodiamina en la posición que le corresponde dentro de la serie de etileno­
diaminas.

Resultados . Discusión

Se prepararon los complejos de tetrameen con níquel (II) y los siguientes aniones:
perclorato, cloruro, acetato, monocloro, dicloro, tricloro y trifluoroacetato en presencia
de agua y también de piridina en algún caso particular (cloruro).

Los complejos obtenidos, una vez cristalizados, eran anhidros salvo los preparados
con acetato, monocloroacetato y cloruro, que cristalizaron con seis, dos y dos moléculas
de agua respectivamente. Estas -moléculas de agua entran a formar parte del complejo
como agua de cristalización como se pone de manifiesto en sus espectros infrarrojos.
en los que aparecen las bandas de absorción correspondientes a la vibración de tensión
del H,O a la frecuencia de 3450 cm - I es decir, en la posición que corresponde al agua
no ligada. De los complejos cristalizados como hidratados se llegó, mediante un proceso
de deshidratación, a obtener los correspondientes complejos anhidros, excepto en el caso
del acetato complejo, para el que no se consiguió la deshidratación total (se llegó única­
mente al complejo monohidratado).

, Todos los complejos preparados, tanto anhidros como hidratados, son de color ' ama­
rl~lo. Los resultados de sus análisis de N, C, e H y las medidas de conductividad realiza­
das sobre ellos nos indican que, todos, son bis-complejos de la amina y que se trata de
electrólitos 2: l. Asimismo, las medidas magnéticas prueban que todos ellos son diamag­
néticos.

El color amarillo y el momento magnético de todos estos compuestos responden a lo
que se podría esperar de una estructura molecular con el níquel (II) rodeado por un
campo planocuadrado de simetría D'h' Se realizaron los espectros de absorción en la zona
visible-ultravioleta por reflectancia difusa de los complejos Ni(tetrameen),Cl,2H,O y
Ni(tetrameenh(CH,-COO),6H,O, en los que aparece una banda de absorción a 23.150 cm-l.
Ello está de acuerdo con las predicciones de la teoría del campo cristalino para esta si­
tuación. Esta estructura planocuadrada se conserva en disolución acuosa y piridínica, in­
dependientemente del anión que forma el complejo.

Para los complejos Ni(tetrameen),Cl,2H,O y Ni(tetrameenh(CIO,), se realizó el espectro
visible-ultravioleta por transmisión de sus disoluciones acuosas, espectro que presenta
una banda de absorción en, exactamente 23.150 cm- I con un coeficiente de extinción de
68,7, lo que revela su carácter de transición d-d.

La respuesta espectral de las disoluciones en piridina de estos complejos es débil (se
realizaron los espectros para los complejos Ni(tetrameen),Cl,2H,O -y Ni(tetrameenh(CH,­
COO,)6H,O) ya que la solubilidad que presentan en este disolvente es pequeña, dando di­
soluciones muy diluidas de coloración amarilla muy tenue. Sin embargo, en los espectros
realizados apareció una banda débil a la misma frecuencai que en los espectros anterio­
res en disolución acuosa.

Los colores del resto de los sólidos preparados, así como los de sus disoluciones
acuosas y piridínicas, fueron en todos los casos iguales a los de aquellos para los que
se llevaron a cabo los espectros antes citados, por lo que se consideró ocioso recoger
sus espectros visible-ultravioletas, ya que no iban a suministrar informaciones diferentes
a las -reseñadas.
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Jorgensen" hace referencia a una comunicación privada de F. Basolo en la que
este último dice haber aislado de una disolución amoniacal de Ni(tetrameen),Cl, un sólido
azul, no identificado, pero que supone pudiera ser un complejo de fórmula INi(tetra­
meen),(NH,),1Cl¿ Ahora bien, el mismo Jorgensen, estudia la , espectroscopia visible­
ultravioleta de la disolución azul del Ni(tetrameen),Cl, en hidróxido amónico, indicando
que presenta las bandas de absorción correspondientes al ión hexamino níquel (II).

Nosotros, a fin de comprobar estos últimos resultados, realizamos el espectro, por
transmisión, del complejo Ni(tetrameen), (CH, - COO),6H,O en disolución de hidróxido
amónico a diferentes concentraciones en amoníaco. En pequeña proporción de amoníaco,
la disolución toma una coloración verde-amarillenta, presentando su espectro por trans­
misión la banda correspondiente al ión complejo tetracoordinado IN i( tetrameen), !'+ y
con menor intensidad las bandas correspondientes al ión complejo hexacoordinado
INi(NH' )6I' +. Al ir aumentando la proporción en amoníaco, la disolución va tomando co­
loración azul, y presenta con mayor intensidad las bandas correspondientes al ión hexa­
mino níquel (II), y, con menor, las correspondientes al ión tetracoordinado planocuadra­
do de níquel y tetrameen. Finalmente, a porcentajes en amoníaco superiores al 5.5 al co­
lor de la disolución fue azul intenso, presentando únicamente las bandas correspondientes
al ión hexamino complejo. Es decir las moléculas de amoníaco no producen perturba­
ción axial sobre el ión INi(tetrameen),I2+, sino que desplazan al tetrameen. de dicho ión
complejo formando el INi(NH,)61>+ .

Como comprobación de la planocuadraridad de los complejos preparados con tetrameen
y níquel (II) se llevó a cabo por difracción de rayos X la resolución de la estructura cris­
talina del complejo Ni(tetrameen),Cl,2H,O'" cuyos resultados demostraron que se tra­
taba de un complejo iónico formado por iones cloruro yel catión complejo planocuadra­
do INi(tetrameenh l2+.

Así pues, puede afirmarse que el Ni'+ y el tetrameen, en la proporción 1:2 forman
el ión complejo IN i (tet ra m een ), I'+ aún en presencia de agua, piridina, NH,OH diluido
«3 %), ci-. CIO,- , CH, -COO-, CICH,-COO-, Cl,CH-COO y Cl,C-COO- y F,C ­
COO--, espectro de ligandos lo suficientemente amplio desde el punto de vista de sus
capacidades donoras, para poner de manífiesto la fuerte tendencia del tetrameen a for­
mar complejos planocuadrados.

A la vista de este comportamiento, y no disponíendo por el momento de más datos
sobre complejos de níquel y etilenodiaminas con' grados de C-sustitución comparables al
del tetrameen, que el hecho de que el compuesto Ni(dietil dimeen),CI, es de color amarillo",
podemos considerar que dentro de la serie de etilenodiaminas de la tabla 1 el tetrameen
representa el caso de una «tendencia máxima» a la exclusiva formación de complejos
tetracoordinados y planocuadrados.

Hay dos posibles razones capaces de explicar los resultados obtenidos.
1. La existencia de impedimentos estéricos para la entrada de dos nuevos ligandos.
2. La capacidad coordinativa del tetrameen que, al ser mayor que cualquier otra de

las etilenodiaminas con menor C-sustitución, determina que sean suficientes dos
moléculas de tetrameen para compensar la carga nuclear efectiva del Ni'+, pro­
duciendo así iones complejos de fórmula INi(tetrameen), I' +.

Como se puede deducir .inmediatamente, la primera de las razones enunciadas es ex­
cluyente de la segunda por lo que merece la pena considerarla en primer lugar.

Como ya hemos indicado en la introducción, algunos autores, a pesar de los pocos
datos conocidos en el 'pasado, avanzaron la teoría de que existe un impedimento estérico
en las etilenodiaminas más altamente C-sustituidas que impide que sean ocupadas en sus
bis-complejos las quinta y sexta posiciones de coordinación' · J/J_". Tal impedimento
pudiera ser posible pero lo cierto es que maquetas a escala, construidas con modelos
atómicos Courtland", del ión complejo IN i(tet ram een ), I' + no parece que ponga de
manifiesto la absoluta existencia de tal impedimento tanto en el caso de un cis-complejo
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En la figura 2 .se dan las posiciones atómicas, para toda la molécula, p resentadas en
proyección sobre el plano Z = O, correspondiente al definido por los nítrógenos amínicos
y el níquel. Los números entre paréntesis son las distancias de los átomos a dicho
plano.

FIG. 2. - Posiciones atómicas, en pro­
yección sobre el plano Z = O, para la
molécula del complejo Ni(tetrameen),

Cl,2H,O.

Para la formación, a partir de este cat ión plano, de un complejo octaédrico sería
preciso colocar en posiciones perpendiculares al mismo dos nuevos Iigandos, cosa que
sería o no posible dependiendo del hueco existente sobre y debajo del níquel central.
Es decir, la comprobación de si es o no posible la formación de un complejo octaédrico
de Ni'+ tetrameen y otro u otros ligandos depende del hueco que exíste en la normal
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FIG. 1. - Maquetas del ión complejo:
a) cis- INi(t etrameen),I '+, b) trans-INi(tetmmeen), 1'+,

construidos con modelos atómicos Courtlan .
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(figura 1 a ), como en el de un trans-complejo (figura 1 b). Ahora bien, como este argu­
mento no es una prueba cuantitativa, lo hemos re forzado mediante las conclusiones de­
ducidas del manejo matemático de los datos que disponemos sobre la estructura cristalina
del compuesto Ni(tetrameen ),CI,2H,O"' .

Según estos datos, el cloruro de bis-tetrametiletilenodiamina níquel (II) dihidratado
es un compuesto iónico en el que el ión IN i(tetm meen ), I'+ posee una configuración pla­
nocuadrada.



CAPACIDAD COORDI NADORA DE LA TETRAMETILETILENODJAMINA

al NF+ relativa al plano definido por es te ión y los ni trógenos amínicos ( <<hueco axíal»).
Conocido a diferentes alturas con re specto a dicho plano el hueco libre existente y cono­
ciendo la longitud de di ferentes enlaces Ni-ligando axial posibles a formar parece podría
deducirse si materialmente cabe o no en tal huec o alguno de estos ligandos.

A fin de llevar a cabo los cálculos pertinentes referimos las coordenadas de todos
los átomos a un nuevo sistema de ejes (U, V, W) los definidos por las direcciones de los
enl aces Ni-N7, Ni-N6 Y la no rmal al p lano definido por las coordenadas de estos tres áto­
mos. Las coordenadas atómicas en el nuevo sistema as í definido se calcularon mediante
las correspondientes matrices de transformación , ob teniéndolas con un error relativo
mejor que 3 x 10-', salvo en el caso de las de menor valor absoluto en que este error
fue sólo mejor que 3 x 10- '.

Una vez localizados los átomos de la estructura, como es lógico faltando las pos iciones
de los hidrógenos, estábamos en situación de calcular las densidades «atómicas» a dife­
rentes alturas sobre el plano base sin más que utilizar los valores más plausibles posibles
de los radios «atómicos» y de los radios de «grupo» im plicados en la estructura.

En principio, un complejo de coordinación como el ión INi{t et rameen1 12+ posee en­
laces intermedios (ni covalentes ni iónicos) ent re el ión central y los ligandos y depen­
derá mucho del grado de covalenc ia que te nga este enlace, el valor del radio que tenga­
mos que as ignar en nuestro caso a cada uno de los átomos que forman el complejo.

De la resolución citada de la estructura cri stalina" deducimos que a este comple­
jo se le puede asignar sin duda la fórmula IN i( tet rameenhl 2+2CI- 2H,O por 10 que al radio
a asignar al cloruro debe ser el radio iónico y el radio del oxígeno el correspondiente a
este átomo en una molécula de agua" .

Para determinar el radio que debe poseer el NF+ y los nitrógenos amínicos en este
complejo hemos recopilado valores de las dis tancias Ni - N en una serie de complejos
de bis (etilenodiamina C-sustituida) níquel (H) con simetría Oh y D'h' valores que aun­
que no constituyen una relación exhaustiva si pueden ser representativas" ....". Una
vez promediados resulta para la distancia Ni - N en los bis-complejos de simetría Oh, un
valor de 2.08s A, y para la existente en los bis-complej os de sim etría D4h un valor de 1.90. A.
Comparando estas dis tancias con los valores de los radios covalentes de nitrógeno y ní­
quel" encontramos que la suma de es tos radios covalentes R", = 1.15 A y R" = 0,75 A)
vale 1.90 A, valor p rácticamente igu al a la distancia experimental Ni - N en los com­
plejos diamagnéticos de níquel (H). Es te hecho , que revela el fuerte enlace covalen te
que debe de unir al Nj2+ con los cu atro nitrógenos del tetrameen, nos lleva a considerar
los radio s covalentes del níque l y nitrógeno como una buena representación de la situa­
ción real en el complejo.

Los hi drógenos en la ,molécula están formando parte de los grupos metilo, amino y
agua, y su posición no viene de termin ada en la resolución que hemos hecho de la estruc­
tura cristalina por rayos X. Estos hidrógenos se hallan fcrmando parte de un tetraedro
en el caso de los metilo s y de los grupos amin a . Vamos a considerar a los grupos metilo
como u na esfera con centro en el punto de coordenadas del carbono metí lico y de radio
igual a la suma de los radios covalentes del carbono e hidrógeno (ReH, = 1.41 A) y, de
forma análoga vamos a considerar una esfera para los grupos amino de radio
R"H. = 139 A (suma de los radios covalentes del nitrógeno e hidrógeno). Esto nos va a
permitir representar la posición de los hidrógenos metílicos y amínicos que, pueden con­
side rarse situados dentro del espacio comprendido entre dos esferas concén tri cas : una
correspond iente al radio del átomo de carbono o nitrógeno y la otra correspondiente al
radio del grupo metílico o amina, respectivamente. Un razonamiento análogo podría ha­
cerse con respecto a la molécula de agua (r""o = 13 7 A).

Calculadas y representadas las «densidades atómicas» presentes en diferentes planos a

* Se han tomado W = O, ± 1, ±. 1.15, ± 1.5, ± 2, ± 25, ± 3 y ± 3.25 A pues se ha compro­
bado que a partir de W = ± 3.5 A ya no está presente ningún átomo de la molécula.
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distancias W* sobre y por debajo del plano formado po r el níquel y los cuatro nitróge­
nos de la diamina hemos podido observar gráficamente los espacios vacíos existentes en
la di rección normal al ión planocuadrado INi(tet r am eel1), IH .

Con el fin de. representar en forma visual y cuantitativa el «hueco axial» en el ión
complejo que nos ocupa hemos obtenido las figuras 3 y 4 en las que se representan algu­
nos de los ligandos que pudieran unirse al ión central (oxigeno, cloro,molécula de agua
y un ligando hipotético de radio 1 Á) y los «vol úmenes ocupados» por los carbonos C 13,
C 17, C 16, C 12 'y sus respectivos grupos - CH3 (representados en la figura 3 po r lineas
de trazos denominadas HC), carbonos que son los que, de producirlo alguien, serían los
causantes del impedim ento estérico buscado. De las dos, la figura 4 es la que da un a
mejor visión espacial del «hueco» y, en ella, se ve que hasta un ligand o cloruro cab rí a
dentro de él.

He13
". .....--- :... He17

3 .... />-- e 13
e l -../H J)/ I ( . e17

2 1:\ 1
o o ' \ \

o " ,

" ~ .:::::: -

mínima distancia
libr e pos ible (Al

FIG. 3. - Represen tación del espacio
vacío en la dirección axial del ión corn­
plejo , IÑ i(tet r am eel1)212+ con algunos li-

gandos en coo rdinación ax ial.

Como radios del oxígeno, cloruro yagua hemos tomado los valores de Ro = 0.73 A,
Rel = 1.20 A y RIl 20 = 1.37 Á en la dirección del ángulo de 105°48. Las razones que no s
han llevado a elegir estos valores son las siguientes:

a) Respecto al oxígeno de un carboxilato conviene decir' que, en este .grupo, el radio
covalen te del oxígeno debe de ser menor que 0.73 A, radio covalente del átomo en la mo­
lécula de agua. Es ta diferencia se basa en el hecho de que las distan cias cri stalo gráficas
C - O en los grupos - COO- son del orden de 1.20 a 1.30 Á es decir , menores que las
que daría la suma Ro + Re = 1.50 A, Por otro lado, conviene indicar también que en el
complejo INi(st iel1)2(C12CH - COO), I, cuya est ructura cristalina es conocída ", la dis­
tancia Ni - O al oxígeno del Cl,CH - COO- es de 2.08 Á, lo que su pone para el oxígeno
un valor un poco mayor que el del radio covalente, pues la suma de radios covalentes
NNl + Ro, es de 1.85 Á . Sin duda ello significa que el oxígeno está en forma de ión - 0 -
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y que también el níquel tiene un radio algo mayor que su radio covalente. De cualquier
modo, aun achacando todo el exceso al oxígeno, su radio sería del orden de 0.93A, valor
menor que el «hueco libre» presente en la estructura del IN i (tet r ame en)212+. Queda sin
embargo el problema de si la existencia en el -COO- del otro oxígeno, situado a unos
2.22A del primero, podría impedir la colocación adecuada del carbóxilo y ser por tanto
la causa del impedimento estérico. Ahora bien, tal cosa no existiría con los ligandos
H20 y CI- .

b) Como radio del cloruro ligando hemos tomado Re! = 1.20A. Este valor lo hemos
estimado teniendo en cuenta "que para una serie de bis-complejos de Co(I1I) con etile­
nodiaminas y iones cloruro, en los que estos son los ligandos axia les" :", la distancia
media Cl- Co es del orden de 2.35A. Esta distancia, menos el valor del radio covalente
del níquel, nos da los 1.20A utilizados como radio del cloruro en nuestra representación.
Es verdad que el radio del Co(III) debe de ser menor que el de Ni (I1) pero también
lo es que al ser el enlace Co(I1I) - CI posiblemente menos covalente que el Ni(I1) - CI,
en función de la menor carga nuclear efectiva del Co(III) frente al Ni(I1), la contracción
de los iones cloruro será menor en la uniones Co-Cl que en las Ni-Cl, por lo qu e un valor
de 2.35A para la distancia Ni-Cl no parece muy absurdo. En apoyo de esta interpreta­
ción se puede decir que la estructura del NiCl,6H20 , en la que el níquel está rodeado
octaédricamente por cuatro moléculas de agua en el plano ecuador y por dos cloros en
las posiciones axiales, presenta unas distancias Ni - Cl de 2.38 A'2.

e) Para el agua hemos tomado como radio la suma del radio covalente del. oxígeno
y del diámetro del hidrógeno Ro + 2RH = 1.37 A con esta magnitud aparece dibujada en
la fig. 3 la molécula de H20 .

La figura 4 representa en perspectiva la situación relativa de los átomos Ni, Cl2, C13,
Cl6 y Cl7, estos últimos con la de sus correspondientes grupos metilo, los primeros en
líneas de trazo continuo y los últimos en un trazo discontinuo. Para ello, hemos tenido
en cuenta que las parejas de átomos Cl2" C13 y Cl6 - Cl7 forman cada una de ellas un
plano con el eje W (planos ~, TI), dichas parejas de átomos forman rectas (ejes (J y 11")

FIG. 4. - Representación espacial del hueco axial
en el ión complejo INi (tetrameens, 12+ con un ión
cloruro unido covalentemente como ligando axial.
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que pasan por el origen (Ni). En la misma figu ra se representa un ión cloruro de
R = 1.20 A, es decir, unido covalentemente al ión Ni!t ,

En conclusión, del estudio cuantitativo realizado se infiere que el «hueco axial» exis­
tente en el ión INi(t etram een ), I'+ permite materialmente la cabida de ligandos axiales
tales como moléculas de agua o átomos de cloro unidos covalentemente al ión níquel,
es decir, parece pues que no es el impedimento estéri co la causa de la no formación
de complejos hexacoordinados (octaédricos) de tetrametiletilenodiamina con níquel (11).

A la vista de lo anterior nos queda pues como única explicación plausible para los
efectos observados la de que son las capacidades complejantes, medidas en el sentido
de Pauling, de la tetrametiletilenodiamina las responsables de que sus complejos con
níquel divalente sean tetracoordinados y pl an ocuadrados. Parece que cuatro nitrógenos
de dos de estas diaminas son suficientes pa ra formar el ión complejo estable encontrado
y que la forma planocuadrada (trans) es la preferida a la tetraédrica también posible
en principio. Si esto es así , es claro que los enlaces del tetrameen con el Ni(lI) deben
de ser más fuertes que los que forman otras etilenodiaminas menos C-sustituidas con el
mismo catión.

Para dilucidar esta cuestión se verificaron una serie de reacciones de sustitución
de diaminas C-sustituidas, concretamente: en, pn y stien, por tetrameen en complejos
de fórmula Ni(diamina),anión,. En todos los casos el tetrameen desplazaba a dichas
et ilenodiaminas de sus complejos de níquel formando los correspondientes bis-complejos
planocuadrados de tetrameen níquel (11). Es interesante observar que dicho desplaza­
miento se producía estando el tetrameen fr ente a las otras etilenodiaminas desplazadas
en la proporción molar de 1:2, lo que elimina toda posibilidad de que fuese un efecto
de concentración el responsable de las reacciones observadas, e inclusive el tetrameen
fue capaz de desplazar a la etilenodiamina de un complejo de fórmula Ni(en), (ani ón);

Como el desplazamiento de estas etilenodiaminas por tetrameeri se produjo tanto
sobre complejos octaédricos (con etilenodiamina y propilenodiamina) como planocua­
drados (stilbenodiamína), ello no puede ser un efecto del ión Ni'+ pues, si así fuese,
tanto en como pn formarían complejos tetracoordinados con este catión, cosa que a
duras penas hacen. Tampoco se puede achacar a un efecto de solubilidad, pues los bis­
complejos de tetrameen y níquel (11) son tan solubles en agua como los formados por
en y pn, Además, estos re sultados indican también que la capacidad del tetrameen para
formar complejos planocuadrados no 'se debe a que haya impedimentos estéricos en el
ión INi(t etram een), j'+ pues , si ello fuera cierto y el tet rame en no fuese un mejor corn­
plejante que en y pn, no sus tituirí a a estas diaminas de sus complejos de níquel. Tam­
poco parece ser consecuencia de un efecto «hidró fobo» pues no hay razón para que tan
vaga acción actuase sobre el ión acetato. Si se forman los INi(en)2(Cl, - COO),I y

/

Ni(pn ),(CI,C - C0021 un llamado efecto hidrófobo no debiera impedir la formación de
Ni(tetrameen),(CH, - COO,)I en un entorno octaédrico.

Como consecuencia de todo lo dicho es evidente que sólo la que puede ser la mayor
po larización de los nitrógenos del tetrameen en relación con la de los existentes en
otras etilenodiaminas es la única razón capaz de explicar que bastan dos moléculas
de tetrameen para «sati sfacen> los requerimientos de carga negativa del Ni'+ (sentido
de Pauling) mientras que la menor polarizabilidad de los existentes en en y pn. no
son suficientes para ello.

El que los complejos ob tenidos aparezcan siempre como tetracoordinados y plano­
cuadrados y no como tetraéd ricos habrá que achacar lo a las energías de estabilización
por «campo de los ligandos» de ambos tipos de simetría en el caso del Ni +2.

Como fin al es interesante decir que se comprobó también la mayor capacidad enla­
lazante del stien respecto a la que poseen en y pn. La stilbenodiamina fue igualmente
capaz de desplazar a en y pn de sus complejos octaédricos de níquel (11) (concreta­
mente con el an ión cloruro) formándose el correspondiente bis-complejo planocuadrado
de stien-níquel (11).

102 -



CAPACIDAD" COORDINADORA DE LA TETRAMETILETILENODIAMI NA

* Se Ilevaron a cabo en un analizador elemental Perk in .Elmer , mod elo 240.

El método de preparación seguido para todos los complejos ob tenidos fue el sigu iente:
Sobre una dis olución acuosa de la sal de níquel correspond iente a cada an ión aña­

dimos tetrameen. en disolución acuosa en la proporción m olar de 1:2. Se mantuvo la
mezcla de reacción en agitación magnética y temperatura de 50-60 "C durante varias horas.

Para el cloruro y perclorato de níquel se partió directamente de disoluciones acuosas
de sus sales respectivas en las que, previamente, se había "valorado el contenido en NP+.

En la preparación de los restantes complejos se partió de carbonato de ní quel y del
ácido correspond iente a cada ión. Se mezclaron ambos en la prop orción molar de 1:2
en medio acuoso y, con agitación, se consiguió la disolución total del carbonato por
desplazamiento del ión CO,- , llegándose con despre ndimien to de COI a la formación de
la sal de níquel correspondiente a cada ácido. Se u tilizó es te método preparativo para
ob tener in situ sa les de níquel correspondientes ya que, salvo el ace tato, no exísten
tales sales como productos comerciales.

Tras la adición del tetram een se llegó finalmente a un a dis olución amarilla de la que
por cr is talización se obtuvieron en forma de m onocristales de color amarillo los si­
gu ientes complejos:
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Los resul tados analíticos de N, e e H, de los complejos preparados (tabla I1) co­
rresponden a los de las fórmulas reseñadas*. Por esp ectroscopia infrarroja se comprobó
la ausencia o prese ncia de agua en los complejos obteni dos.

IN i(tetram een), ! (CIO.)1

INi(tetrameen)l I Cl12H,O

INi(tetrameen)zI (CH, - COO)z6HIO

INi(tetrameen)zl (CICH2 - COO),2H,O

INi(tet ram een),I (Cl,CH - COD)1

IN i(tet ram een )l ! (Cl,C - COO)z

IN i(tet ram een)l I (FJC - COO)1

Parte experimen tal

2. Preparación de com plejos

1. Reactivos utilizados

La tetrametiletilenodiamina (2,3 dimetil-2,3 diamino buta no ) -s-tetram een-« no se ha en­
contrado como compuesto comercial, por lo que se procedió a su obtención . Su p re­
paración se halla descrita en la literatura por algunos autores según divers os m éto­
dos » ' 53-". Nosotros la hemos realizado partiendo del compuesto 2,3 dimetil-23 dinitro buta­
no cuya síntesis también la hemos tenido que llevar a cabo. Pa ra la preparación de l deri­
vado dinitrado se siguió el método de R. Sayre" y el product o una vez obtenido se re­
cristalizó en etanol. Forma finas agujas.

La síntesis del tetrameeri se llevó a cabo por reducció n del compu es to dinitrato, con
'ácido clo rhídrico conc. y estaño granular. Pa ra ello se siguió el método de R. Sa yr e" .
La diamina se obtuvo así en forma de una capa líq uida de la qu e la extrajimos con eter
sulfúrico. La diamina se consigu ió t ras una evaporación a vacío del disolvente.

Para la preparación de los complejos se emplearon cloruro y carbonato de níquel
de calidad reactivo p. a. Igualmente lo fueron los ácidos iod idhri co y carboxílicos em­
pleados .
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Los complejos hidrat~dos se sometieron a un proceso de deshidratación, mantenién­
dolos a vacío en presencia de pentoxido de fósforo durante varios días. De esta forma
se llegó a los complejos de cloruro- y perclorato anhídridos, según revelaron también
sus resultados analíticos (tabla II) y la espectroscopia infrarroja. Estos complejos an ­
hidros se muestran bastante estables, sólo con una larga permanencia al aire recuperan
el agua de cristalización.

Sin embargo, por este camino no se llegó al acetato complejo 'anh idro, por lo qu e
se intensificó el procedimiento de deshidratación calentando el compuesto a 100 "C .y a
vacío durante tres días, llegando únicamente al complejo monohidratado correspon­
diente.

TABLA 11

Porcentajes analíticos de los complejos preparados

Análisis elemental Con tenido en N, C e H
Complej o experimental según fórmula

0/0 N %C % H 0/0 N %C % H

Ni (tetrameen),(CIO,) , 11.46 29.72 6.80 11.42 29.38 6.53
Ni (t etrameen ),Cl,2H,O 14.06 36.44 9.41 14.07 36.17 9.04
Ni (tetrameen),Cl, 14.95 39.85 8.93 15.46 39.74 8.84
Ni (tetrameenh(CH3 - COO),6H,O 10.45 37.01 9.35 10.83 37.13 9.67
Ni (tetrameen),(CH3 - COO),H,O 13.13 44.90 9.50 13.11 44.91 9.36
Ni (tetrameen),(CICH, - COO),2H,O 10.82 37.47 8.05 10.89 37.35 7.78
Ni (tetrameen),(CICH, - CPO), 11.62 40.16 6.75 11.71 40.17 7.53
Ni (tetrameen),(Cl,CH - COO), 10.40 35.48 6.10 10.27 35.25 6.23
Ni (tetrameen),(CI3C - COO), 9.39 30.63 5.29 9.09.. 31.13 6.19
Ni (tetrameen),(F3C - COO), 10.62 36.65 5.92 10.83 37.13 6.19

Todos los bis -complejos preparados presentan una marcada solubilidad en agua, sien­
do menor para los trifluoroacetato y perclorato complejos. Son bastante solubles en me­
tanol y hexanol. Su solubilidad en .piridina es pequeña y, en todos los casos, ·las disolu­
ciones obtenidas son de . color amarillo, incluso en caliente. Son insolubles en disolventes

.como acetona, cloroformo, dioxano y tetracloruro de carbono.
De las disoluciones en piridina por eliminación del disolvente se obtienen precipitados

cuyos análisis elementales y espectros infrarrojos demuestran qu e los complejos perma­
necieron inalterados con la disolución. Unicamente, en el cas o del tricloroacetato de bis
tetrameen no se recuperó el producto inicial. Posiblemente ello se debe a una reacción
existente entre el anión tricloroacetato y las moléculas de piridina que no creimos intere­
sante investigar dados los objetivos de nuestro trabajo.

3. Medidas conductimétricas

Las medidas de conductividad se realizaro~ sobre disoluciones acuosas de los comple­
jos preparados en concentraciones del orden de 5.5 a 3 x 10- ' M. El conductímetro uti­
lizado fue un Philips, modelo PW 9501.

4. Medidas magnéticas

Las medidas de suceptibilidad magnética de los complejos se llevaron a cabo utilizan­
do el método de medida de Faraday en una balanza ya existente en nuestro laborato­
r io" .
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7. Reacciones de sustitución

en el qu e la diamina A es una etilenodiamina con menor grad o de C-sustitución que la
dia mi na B. La proporción molar diamina B a diarn ina A fue siempre 1:2. La mezcla de
reacción se man tuvo en agitación magnética a la tempe ratu ra de 40°C durante varias
horas .

Las reacciones llevadas a cabo fueron :

A) Adición de una dis olución acuosa de tetrameen sobre la dis olución acuosa del
complejo octaéd rico Ni (en ),CI,. Los productos de reacción fu eron el complejo planocua­
drado Ni (tetrameen),CI,2H,O y el tris-complejo Ni (en),Cl,2H,O.

B) Adición de una dis olución acu osa de tet rameen. sobre la disolución acuosa del
complejo octaédrico Ni (pn),Cl,4H,O. Los productos de reacción fueron el com plejo pla­
nocuadrad o Ni (tet rameen),Cl,2H,O y el t ris-complejo Ni (pn ),Cl,2H ,O.

C) Adició n de disolución- acuosa de tetrameen sobre la dis olución en agua-acetona del
complejo octaédrico N i(stienh(FJC-COO),4H.O (hay que tener en cuenta que el ión existen­
te en la disolución de este complejo es el ión complejo planocuadrado /N i( st ien,I'+). Los
productos de reacción fueron el complejo planocuadrado Ni(tetrameen ),(FJC-COO), y el
tris-complejo Ni (stien)J(F,C - COO),3H,O.

D) Adición de stien a la disolución acuosa del complejo octaédri co Ni (en),Cl,. Los
productos de reacción fue ron el complejo planocuadrado Ni (stien),Cl,2H,O y el tri s-com­
plejo Ni (en)JCl,2H,O.

E) Adición <le stien a la dis olución acuosa del complejo octaédrico Ni (pn),Cl,4H,O.
Los productos de reacción fueron el complejo planocuadrado Ni (stie n),Cl,2H,O y el tris­
complejo Ni (pn),Cl,2H,O.

F) Adición de en a la disolución acuosa del complej o octaédrico Ni (pn),Br,4H,O. Los
productos de reacción no se lograron aislar en buen esta do de pureza.

En todas estas reacciones la caracteri zación de los productos finales se llevó a cabo
mediante análisis elemental cuantitati vo de C, N, e H y por espectroscopia infrarroja.
Com parando los espectros IR de los supuestos compuestos finales con los correspondien­
tes a complejos de la estequiometría esperada preparados ad. hoc. Sólo en el caso del
Ni (stien ),(F ,C - COO),3H,O no se pudo hace r tal cosa pu es este compuesto no era pre­
viamente conocido ni nos ha sido posible ob tenerlo por reacción directa de st ien con
trifluoroace ta to de níquel.

Ni (diamina A), anión! + diamina B ...-+- Ni (di amina B), anión, + Ni (diamina A), anión,

Las reacciones se llevaron á cabo según el siguiente mecanismo :

6. Espectros visible-ultravioletas

5. Espectros infrarrojos

El espectrofotó metro utilizado fu e un Cary modelo 17. Los espectros realizados po r
reflectancia difusa se hiciero n sobre las muestras finalmente pulverizadas utilizando
como blanco difusor óxido de magnesio en la zona de 1.700 a 750 mil y carbonato de
magnesio para la de 750 a 300 m J.L' Los espectros se llevaron a cabo sobre disoluciones
acuosas que contenían unos 3000 y de pro ducto por c.c.

Se llevaron a cabo en un espectrofotómetro Beckman modelo 20A y en un Perkin El­
mer modelo 577, utilizando como medio di spersante nujol o, en algunos casos, hexacloro­
butadieno . Se emplearon siempre ventanas de cloruro sódico .
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LAS TERRAZAS DEL RfO GALLEGO
EN SU . CURSO" MEDIO-INFERIOR.

1. ASPECTOS MORFOLó GICOS y SEDIMENTOLóGICOS

Las terrazas del río Gál lego han sido objeto de una breve nota de BOMER (1) en la que
se presenta un esquema cartográfico a escala aproximada 1:350.00, y se hacen algunas
consideraciones en tomo a su mecanismo de formación. Este t rabajo es el único qu e co­
nocemos en la bibliografía que trate específicamente el tema.. Anteriormente, HI!RNÁNDEZ
PACHECO (2) hace una breve referencia a las terrazas del Gállego en Puipullín y alrededo­
res de Zaragoza.

Por otra parte, y en relación con el alto valle del G állego, PANZER (3) puso de mani­
fiesto la p resencia de glaciares éuatemarios que excavaron la artesa de Biescas, y acu-
mularon la morrena de Senegüe. .

Hay que citar también las distintas hojas publicadas del Mapa Geológico Nacional a
escala 1:50.000, concretamente los números 247 (Ayerbe), de AU IELA y Ríos (4), 323 (Zuera)
y 355 (Lecíñena), de QUIRANTES (5 y 6), y del Mapa de Síntesis a escala 1:200.000, números
22 (Tudela) y 32 (Zaragoza), de RIBA (7 Y 8), que cartografían las terrazas del Gallego
como un todo, sin distinguirlas entre sí.

BOMER (1) describe las terrazas del Gállego como terrazas-glacis, es decir, ' como cons­
tituidas por una terraza «sensu stric to», recubierta por un manto aluvial cuyos materia­
les provienen fundamentalmente de aguas arriba, y un glacis, que se puede describir

The Gállego river terraces have been studied from the Pantano de la Peña to íts mouth
at the Ebro river (Huesca and Zaragoza provinces).

Five different terraces have been cartographíed, although from the oldest one, only
isolated parts remain.

We have made mechanical analysis for particles whose diameter is lower than 2 mm.
Afterwards, several granulometric índices have been calcul ated. We have emphasized
ab out the in dices intimately conected with sortíng degree, mean" and frequency curve
asymetry.

Carbonates content for particles lower than 2 mm. has also been analyzed .
From the results can be inferred sorne conclusions about the following points:

morphological aspects, ri ver cours e, hydrodynamic regimen and climatic conditions.

Abstraet

1. Introducción
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como un amplio plano inclinado con cierta concavidad, y que viene a enlazar con el an­
tiguo lecho del río, estando constituido el revestimiento de estos glacis por materiales
de origen local. Distingue cinco terrazas distintas, y, a partir del estudio detenido de los
perfiles longitudinales de las mismas, deduce un origen de tipo climático por la alternan­
cia de períodos pluviales e interpluviales a lo largo del Cuaternario.

A pesar de la calidad de la breve nota de BOMER es evidente que quedaban muchos as­
pectos por estudiar; en este trabajo presentamos un a cartografía más detallada de las
terrazas, que modifican algunos puntos de la ofrecida por BOMER , hacemos en base a ella
algunas consideraciones morfológicas, estudiamos la granulometría de los materiales de
tamaño inferior a 2 mm. que forman parte del re cubrimiento aluvial de las distintas
terrazas, y e! contenido en carbonatos de estos mismos materiales. En un trabajo poste­
rior presentaremos el estudio de los minerales pesados de las arenas, así como el de los
minerales de la fracción arcilla, relacionándolos con la litología de la cuenca.

Habría sido muy interesante estudiar el río a todo lo largo de su curso, pero entre
Sabiñánigo y el Pantano de la Peña recorre una sucesión de desfiladeros y pequeños
valles, en una distancia de unos 40 Km. , que hace imposible relacionar los materiales de­
positados aguas ab ajo de! citado pantano con los depositados antes de Sabiñánigo. Esta
pérdida de continuidad, para un tramo tan largo, entre los materiales aluviales de las
distintas terrazas, hace, por el momento, muy difícil atribuir un origen fluvio-glaciar a las
terrazas del Gállego.

Sin embargo, aguas abajo del Pantano de la Peña aparecen una serie de terrazas a
distintas alturas, y bastante des arrolladas, que permiten establecer correlaciones entre
ellas dada su perfecta individualización . Etas consideraciones nos han llevado a centrar
nuestro estudio en el curso medio-inferior del río, es decir, desde el Pantano de la Peña
hasta la confluencia con el Ebro en Zaragoza.

2. Descripción regional

El río Gállego nace en un estrecho sector entre Canfranc y Vignemale. Los ríos Sallent
y Caldares son sus dos cursos progenitores . No presenta afluentes importantes, pudiendo
citarse e! Guarga y el Sotón, ambos por su margen izquierda.

En su largo recorrido atravies a distintas unidad es geológicas: la Zona Axial Pirenaica,
en la que nace, el Prepirineo, con sus Sierras Interiores, Depresión Central Intermedia
y Sierras Exteriores, y la Depresión del Ebro. .

En su curso alto es un típico río transversal del Pirineo, cortando normalmente la
estructura E-W de la cordillera. Pierde su marcada dirección N-S, desviándose hacia el
W, para atravesar las Sierras Exteriores por La Peña, tras rodear los potentes conglome­
rados de los Mallos de Riglos. Al entrar en la Depresión del Ebro vuelve a seguir su cur­
so sensiblemente N-S hasta su confluencia con el Ebro en Zaragoza.

En cuanto al régimen fluvial, ha sido estudiado por MAsAcHs (9). Dada la longitud del
curso del río, el régimen varía a lo largo de él. En el curso alto presenta un máximo de
caudal en verano, como consecuencia de las aguas de fusión. A medida que se desciende
en altitud, aparece un pequeño máximo en noviembre, aunque aún predomine la reten­
ción nival de época fría , y las altas agu as de fusión de primavera y principios de verano.
Ya en la Depresión del Ebro presenta un único máximo de caudal en primavera.

La litología de la cuenca será comentada en el trabajo de próxima aparición, referente
a la mineralogía de los materiales aluviales de las terrazas.
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3.2. Análisis granulométrico

Hemos realizado el análisis granulométrico de las partículas de tamaño inferior a
2 milímetros. Con algunas mues tras especialmente detríticas se amplió este tamaño has­
ta diámetros inferiores a 3 milímetros . Se ha seguido la técnica operatoria clásica: eli­
eliminación de carbonatos con CIH 1: 1 en frío, lavado hasta pH neutro, eliminación de
materia orgánica con H202 al 6 % durante dos horas en frí o. y posteriormente al .baño
maría hasta evaporación, y dispersión de la iriuestra en agua destilada con 10 mI. · de
solución de hexametafosfato sódico . que actúa como agente dispersante.

Para tamaños inferiores a SO micras se ha empleado la pipeta de Robinson, y para
partículas de tamaño superiores, el tamizado mecánico por un lote de tamices de diá­
metro de malla decreciente; se ha utilizado una tamizadora Retac, empleando un tiempo
de 20 minutos .

La utilización de ambas técnicas nos ha permitido separar las fracciones cuyos diáme­
tros de partículas, expresados en milímetros. son superiores a: 1. 0.7S0, O.SOO. 0.400, 0.2S0,
0.120, .0.07S, 0.060, O.OSO, 0.032. 0.016, 0.008. 0.004 Y 0.002, e inferiores a 0.002.

Aunque con los datos del análisis granulométrico se han construido las curvas acumu­
lativas, los índices granulométricos investigados se han obtenido por computador, utili­
zando el programa de cálculo realizado por GONZÁLEZ (10). A partir de los pesos cor res­
pondientes a los distintos tamices y extr acciones de la pipeta de Robinson, ca lcu la los
porcentajes, deducidos los carbonatos . y materia orgánica elimi nada . De estos datos se
obtienen los porcentajes acumulados, y con ellos se calculan los dis tintos puntos de la
curva acumulativa. Así se obtienen los diámetros correspondientes a determinados por­
centajes de peso. Todos los diáme tros se calculan en milímetros y en la esc ala rp de
ICRUMBEIN (11).

Los po rcentajes en peso para los qu e el programa calcula los correspondientes diáme­
tros son: PI (centilo), P2, .p" Ps, PI.' PIS, PI" P20, P2S (0 1 o primer cuartilo), p",. P,s, P""
P", Pso (Md o mediana), Pss, P60, Pos, P7. , P1S (03 o tercer cuartílo ), Ps<>. P" , PIS. Poo, p.s,
P97• p.a.

3. Métodos de trabajo

3.1. Cartografía

Hemos hecho la cartografía de la s terrazas a partir de un estudio fotogeológico pre­
vio. Las terrazas más altas están perfectamente individualizadas en su bo rde interno.
pero, en muchos casos. n o fue posible cartografiar de un m odo preciso su borde extern o,
ya que, como he mos dicho an tes. enl azan con glacis de acumulación sin aparente so lu­
ción de continuidad. Cuando es te límite lo hemos marc ado por fotogeolog ía, lo hemos
situado donde se pi erde la concavidad de la superficie topográfica , pasando a una form a
plana; pero no es un límite preciso ni fácil de apreciar. po r lo que lo hemos señalado
.como contacto interpretativo.

El estudio sobre el terreno resuelve este problema, al pre sentar los materiales de las
terrazas un carácter poligénico que no tienen los de los glacis , ya 'que éstos son más
locales por estar formados por los m ateriales que forman el abrupto externo. Además .
,los cantos de las terrazas están mucho más rodados que los de los glacis.

Particularmente difícil se hace delimitar el contacto entre terrazas y glacis cuando
estos últimos están formados a expensas de terrazas superiores. Así ocurre en la margen
izqui erda en una amplia zona que va desde Alcalá de Gurrea hasta San Mateo de
Gállego.

Hemos encontrado cinco terrazas distintas a las que hemos llamado 1.... 2.... 3.... 4." Y
S.", numerándolas desde la inferior a la más alta .
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Los índices granulométricos investigados han sido los siguientes:

- Desviación de cuartilos: QDA: = ----
2

- Clasificación o Sorting de TRASK (12), So .
- Asimetría o Skewness de TRASK (12), Sk.
- Media de Me CAMMON (14), M3•

- Angulosidad o Kurtosís, Ag.
- Medida de Mc CAMMON (14), M3•

- Desviación en qJ o inclusive Graphic Standard Devíation, de FOLK y WARD (15), o I.
- Asimetria en qJ de INMAN (16), oc q>'

3.3. Calcimetrías

La determinación del porcentaje de C03Ca, como calcita, contenido en las muestras,
se ha realizado con el calcímetro de Bernard, con la técnica operatoria habitual.

4. Exposición de resultados

4.1. Características litológicas

De un modo general, válido para las cinco terrazas, podemos decir que los mat eriales
del revestímento aluvial de las terrazas están constituidos por cantos de granito, cuarcita
y caliza. "Los cantos calizos son los más abundantes en número, con una buena repre­
sentación de calizas de alveolinas. En una proporción menor aparecen los granitos, pro­
cedentes de la Zona Axial Pirenaica; las cuarcitas y areniscas se presentan con menor
frecuencia. Hay además cantos de difente litología, aunque su abundancia no es signifí­
cativa; en la parte septentrional de la zona de nuestro estudio, concretamente por Agüe­
ro y Ríglos, cabe destacar la presencia de bloques de conglomerados en las terrazas ín­
feriores.

Generalmente los bloques mayores son de granito, estando representadas las calizas
y areniscas por cantos más pequeños. De ahí que, si bien en número de cantos el gra­
nito no es preponderante, alcance la máxima importancia si se considera en volumen, en
detrimento de las calizas.

El diámetro medio de los cantos varia entre 10 y 20 cm. En cuanto a su forma, está
condicionada por la propia litología; las areniscas presentan el máximo índice de aplana­
miento, seguidas de las calizas y el grantio; en general todos los cantos aparecen bien
rodados, como consecuencia de la longitud del transporte y de la eficacia de los procesos
morfogenéticos del río Gállego.

Son frecuentes en todas las terrazas las costras calcáreas en la parte alta del manto
aluvial. Parece que progresan de abajo a "arriba, sugiriendo para su génesis un mecanis­
mo de exudación.

En las terrazas superiores se observa un mayor grado de alteración en los cantos de
granito, aunque, a veces , esta alteración se ve dificultada por la fuerte cementación cal­
cárea de dichas terrazas.

4.2. Morfología de las terrazas

Podemos decir con BOMER (1) que el espesor de los mantos aluviales es mayor en las
terrazas más antiguas, así como que, dentro de cada terraza, aumenta en el sentido de
la corriente flu vial; puede variar entre 2 y 12 metros.

- 112-



......

!;,..

'\1).,.

~

\JO"

~

......

c,.. ;,u
%.

.,

~~Q:,

a '"

~

¿;
~

c9~

..: ~
V'~ J

~

",1'

el;!)

N e

CJ
/· ·· ·· ··~J

l ···· 1

a!? l. B
"\
\
\
"

.,,~-,, ~ .

el

p

,~~-

~
Col "
~

~ 0''"''''' ..... ~

~8 .
~

"\
f
¡
j

l (

u ' ..'

"",.,'

t"'"

"',,'

'l'U'

...,,'

.,.,,'

...,,,'

...,,'

9

,....",,'

~

,..,'

~ O

I' d '

O o' o

~
~

I 'U'

Terra za mediawinterior

Terraza med ia

...,,'

"1' '1'

.,'H

"' It'

. . . .. nl

Leye n d a

,"

~@»>

.".,'

f-

LAS TERRAZAS DEL
RIO GALLEGO

EN SU CURSO
MEDIO - INFERIOR

N.tras Kltóm.tros
l . I I I

1000 o 1 2

<-, Contacto

" Contacto poco preciso
' - - ' (Interpretativo)

.tl8 Punto muestral

~
o oo

0 ' 0 0
0 00

¡:::::::::::l Terraza media-superior

Mi!~;~~.(l hrraza supe rior

.D Lecho mayor o de inundac ion (LmJ ......

~ Terraza Inter ior



, ',

~.

[- .

-

LAS TERRAZAS DEL
RIO GALLEGO

EN SU CURSO
MEDIO - INFERIOR

~@)l'o

Leye n d a

r---1

uo .. '

-,'!;J....... 7 ~ ~. -

" . ~~.~ :.~

< ."..... '. : :~:J
1 ) ,

".... ..~... l ~



LAS TERR AZAS DEL RIO GALLEGO EN SU CURSO MED IO-INFERIOR

La terraza (TJ se encuentra representada a todo lo largo del río en la zona est udiada,
si bien hay que hacer notar que desde el Pantano de la Peña hasta Riglos su desarrollo
es mínimo, ensanchándose en las dos curvas que describe el río en ese tram o. Hacia el
S. toma mayor desarrollo, presentando la máxima extensión en la margen izquierd a, en
la zona de El Temple y Ontinar del Salz , así como en la ma rgen derecha desde Zuera
hasta Zaragoza.

La terraza media-inferior (T2) aparece en pequeños retazos en la zona de Riglos; se
trata de una terraza muy degrada cuya cartografía se hace difícil. La encontramos nu e­
vamente en Santa Eulalia de G állego, y, en la margen izquierda, hacia Biscarrués. Más
al S., se la puede seguir desde Puendeluna hasta San Mateo de Gállego, y desde Peña­
flor hasta Zaragoza. En la margen derecha la encontramos al N. de VilIanueva de G á­
llego siguiendo hasta Zaragoza.

La terraza media (T3) se encuentra más recortada; el primer testigo lo encontramos
en la margen izquierda entre Puendeluna y Marracos; otros retazos los encontramos tam­
bién en la misma margen izquierda al W. de Alcalá de Gurrea , y al E. de Ontinar del
Salz. Son fragmentos muy recortados, con el borde interno muy rebajado por la ero­
sión. A la altura de San Mateo de Gállego se encuentra a ambos lados del río, si bien
en la margen izquierda apenas está insinuada, por lo que no la hemos representado
en la cartografía.

La volvemos a encontrar al S. de San Mateo de Gállego, en los cerros de la Pallaruela .
De la terraza media-superior (T,) sólo se econservan dos retazos, ambos en la margen

izquierda. Aparece al W. de Alcalá de Gurrea. el único sitio donde se encuentran las cin­
co terrazas, y, más al S., al W. de Zuera. BOMER (1) dice encontrarla por encima de la
Academia General Miltiar, cerca de Zaragoza; pero la ausencia de cantos de granito en
estos aluviones citados por BOMER, así como el estudio granulomé trico y mineralógico de
una muestra tomada de ellos nos lleva a pensar que se trata más bien de una terraza
alta del Ebro.

De la terraza superior (Ts) sólo quedan restos aislados, también en la margen izqui er­
da; el primero en la Aatalaya, al SW. del embalse de Tormos, y el segundo en la Sarda,
al E. de El Temple. En ambos casos se trata de materiales muy cementados y esto es
la causa de que, a veces , se ponga de relieve no sólo el borde interno de las terrazas ,
junto al valle, sino también el borde externo. En efecto, los glacis están formados por
mater iales tiernos terciarios que protegen peor de la erosión el substrato terciario, que
los cementados aluvion es de las terrazas altas . De este modo, éstas quedan elevadas ,
dstacando sobre los materiales terciarios circundantes. Se obs erva de un modo muy no­
table en la Atalayeta.

Respecto a las alturas relativas de las distintas terrazas, parece un dato de poco
valor para caracterizarlas. BOMER (1) da un cuadro de alturas relativas de las distintas
terrazas en diferentes puntos, que pone de manifiesto la convergencia de los perfiles
longitudinales de las mismas hacia la desembocadura. Una vez más, se evidencia la
ineficacia de los métodos de estudio de las terrazas basados en observaciones puntuales
de altitudes relativas.

4.3. Análisis granulométrlco

Con los índices granulométricos investigados, podemos est udiar las distintas caracte­
rístcias de la muestra; las más in teresantes son la asimetría de la curva de frecuencia
y el grado de selección. La primera viene medida por la asimetría (SK) y la asime tría
en q> (a.q»; el grado de selección por la desviaci ón de cuar tilos (ODA), el sor tin g (So ),
el Od qJ y la desviación en q> (a 1).

La asimetría en q> (a.¡p) de INMAN (16) es más representativa de la asimetría de la cur­
va de frecuencia, que la asimetría o skewness (SK) de TRASK (12). En cuanto al grado de
selección, el índice que mejor lo representa es la desviación en ¡p (o 1) de FOLK y WARD (15).

113 -



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

4.3.1. Lecho mayor

En la tabla 1 se recogen los índices granulométricos investigados.
La figura 1 muestra las curvas granulométricas acumulativas de algunas muestras del

lecho mayor.

Huest r a QDA So QH SK Ag H3
a l a<jl

001 0. 077 2. 011 -1.008 1. 217 0.1 95. 3.699 1. 979 0. 217

002 0.104 1. 921 -0 .942 0.911 0.130 · 2.894 1. 774 0. 237

003 0.056 1. 370 -0.455 0. 829 0.235 2. 893 1.081 0.564

004 0.077 1. 644 -0.718 0.81 7 0.1 85 3. 339 1. 979 0.391

005 0.137 2.415 -1 . 272 0 .677 0.263 3.474 2.502 0.437

006 0.0 38 2.9 70 - 1. 570 0. 344 0. 223 5.640 2.870 0 .604.

007 0.049 2. 185 - 1. 127 0. 795 0.2 15 4.58 1 2. 214 0. 375

008 0.187 2.522 -1. 334 0. 663 0.227 3.374 2.909 0 .477

009 0.083 2.728 -1.448 1.472 0.1 88 4. 599 2.888 0 . 237

010 0.053 2·345 -1. 230 1. 244 0. 180 4. 666 2.590 0 .001

011 0. 145 2. 199 -1. l3.7 0.7 10 0. 174 2.77 1 1. 910 0 .320

012 0.034 ?760 -1 ,465 0,622 0 .240 5. 873 2.90 7 0.506

013 0.05.1 • 2.564 - 1. 358 0.833 0.2 47 5. . 290 2. 676 0.382

014 0.129 1. 633 -0.707 0. 869 0. 230 2.268 1. 339 0.345

Tabl a 1.- Indices gr anulométricos de las muestras del l echo mayor.

'", ~

"... "z

'" "u
o: "o..

__ "~'U." OOG ._ .. . "",. oos __ N".... . 010

__ _ _ _ _ .. . . .... 007 .... . " . 00 9

FIG. 1. - Curvas granulométricas acumulativas de al­
gun as muestras del lecho mayor.

La asimetria en <p varía entre el valor de 0,001 (curva casi matemáticamente simétrica)
para la muestra 010, y, 0,604 para la muestra 006. Todos son valores positivos, lo que nos
dice que predominan «los finos» en la mezcla.
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4.3.2. Terraza inferior (TI)

Los resultados correspondientes están recogidos en la tabla 2; la figura 2 ofrece las
curvas granulométricas acumulativas de algunas muestras de esta ter raza .

0.260
0. 199
0. 360
0.283
0. 543
0.230
0. 468
0. 279
0.306
0. 484
0.5 52
0.436
0.389

-0.036
-o. OS3
0.498
0.598
0.660
0. 158
0.546
0.4 16
0. 403

-0 . 345
0. 405
0. 477
0. 649
0. 40')
0. 429

01

2.5 11
2.714
2.833
3. 129
4.063
1.970
3.240
1. 932
1.813
1. 759
3.707
2.466
3.291
2.196
3.975
4.061
4. 174
3.409
1.853
2.235
3.476
4.1 29
2.5 75
2. 366
4. 335
3.728
3.890
3. 711)

3.225
3.469
3.231
3.874
5. 723
3·041
4.687
2.166
3.296
4.276
5.027
3.251
4.323
2.447
6.466
4.936
5.817
2.787
2.531
2.943
8. 122
5. 098
4. 997
5. 589
6. 080
4. 963
6.4.'>2
6.666

Ag

0. 179
0. 172
0.224
0.1 40
0. 202
0.097
0. 228
0. 247
0. 210
0.250
0.246
0.2 16
0. 143
0. 419
0.050
0. 188
0.202
0.390
0. 165
0.244
0.256
0.150
0.136
0. 214
0. 200
0. 262
0. 235
0.121

SK

0. 816
0. 754
0.556
0. 737
0. 355
0.940
0.581
0. 999
0. 981
0. 752
0.680
0. 619
0. 525
2. 111
2.9 16
0. 264
0. 237
0.285
0. 938
0.4 23
0. 474
0.802
2.384
0. 927
0.2 89
0;344

. 0.7 53
0.4 38

Qd ~

-1. 625
- 1. 792
-1.793
-1. 658
- 2. 322
-0. 846
- 1.754
-1. 088
-0 .863
-0.830
-1. 793
-1. 220
-1. 869
-1 .816
- 2.553
-2. 656
- 2. 474
- 2.110
-1.1 38
-1. 386
-:!. 309
- 2. 367
-1.736
-1 .069
- 2.960
-1. 802
- 2. 291
- 2.234

So

3.084
3.463
3.466
3.157
5.001
1. 797
3.374
2.125
1.818
1. 778
3.466
2. 330
3.653
3.5 21
5.878
6. 304
5.558
4. 317
2.200
2.614
4. 956
5.160
3.331
2.0<)8
7.782
3.488
4.893
4.705

QDA

0.1 82 .
0.176
0.229
0.146
0.069
0.097
0.096
0.24 5
0.090
0.044
0.094
0.146
0. 120
0.4 60
0.04 3
0.1 39
0.070
0.429
0.171
0.180
0.012
0.1 24
0. 053
0.026
0.0 75
0.0<)3
0.045
0. 029

Tabla 2.- Indices granul omét r icos de l as muestr as de l a
terraza i nf erior (T ) .

1

101
102
103
104
105
106
107
loB
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

Huestra

Podemos observar qu e la desviación en «p toma valo res comprendidos en tre 1,759 para
Ia muestra 110, y 4,335 para la muestra 125, que cor res ponden a mate riales «pobremente
seleccionados» y «seleccionados con extrema pobreza», respectivam ente.

Podemos asociar el aumento del valor de la desviación en «p, es decir, el menor grado

En cuanto a la desviación en rp toma valores · comprendidos entre 1,081 para la
muestra 003, y 2,909 para la muestra 008. Según FOLK y WARD .(15) estos valores correspon­
den a materiales «pobremente seleccionados». Si nos fijamos en los valores de sorting,
serian materiales «normalmente seleccionados». Así qu eda ilustra do el valor muy re lativo
del sor ting, que sólo tiene en cuenta los cuartilos, frente a la desviación en «p, en qu e
intervienen más puntos de la cu rva. Por otra parte, obs ervamos que no hay grand es dife ­
rencias entre los valores de la desviación en «p. de las dis tintas muestras del lecho
mayor.
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FIG. 2. - Curvas granulométricas acumulativas de al-
gunas muestras de la terraza inferior (TI)'

Mues t r a QDA So Qdcj> SK hg H3 . a l acj>

201 0.210 2.671 - 1.418 0. 791 0. 207 2.888 2.462 0. 336

202 0. 094 3.306 -1. 725 0.768 0.17 7 4.622 3.030 0.270

203 0.196 2.689 -1. 427 0.793 0. 191 3.069 2.639 0. 317

204 0.079 3.026 -1.598 0.578 0.234 4.655 2.755 0. 366

205 0.202 2.801 -1 .486 0. 502 0.196 3. 001 2.6 29 0.4 50

206 0.182 2.417 -1. 273 0.540 0.182 2.798 2.293 0.497

207 0.083 6.337 - 2.664 0. 327 0.178 5.640 4.126 0. 470

208 0.105 2.611 -1.384 0.812 0.185 4.050 2.803 0.356

209 0. 355 6.848 - 2. 776 1. 003 0.322 3.910 3,548 ' 0.075

210 0.0 28 1.815 -0 .889 0. 944 0. 201 4.990 1.9 14 0.321

212 0.118 2.987 -1. 579 0.411 0. 273 3.814 2.572 0.552

213 0.117 4.538 -2.182 0.408 0.109 4.461 3.412 0.2 61

214 0.123 4.429 - 2.087 0.229 0.131 4.627 4.053 0. 675

215 0.119 2. 997 - 1. 584 0.318 0.352 3.555 2.150 0.556

216 0.133 2. 142 -1.099 0.334 0.1 35 3.018 2.245 0. 404

217 0.130 5.476 - 2.453 0.243 0.126 4. 690 3. 754 0.492

21 8 0.086 3.115ll -1.948 0. 254 0.239 5.105 3.947 0.699

Tabla 3. - Indices gr anul omét r icos de las mues t r as de la te-
rraz a medi a- i nfer i or "(TZ) '
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de selección, con la localización de la muestra. Parece deducirse que en esta terraza
la desviación en rp presenta valores comprendidos entre 1,7 y 3,5 excepto en las zonas
afectadas por aportes laterales de algún barranco o arroyo afluente, aunque éste sea
poco importante. La influencia de los aportes laterales se pone de manifiesto también
en las curvas acumulativas correspondientes.
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Respecto a la asimetría en q>, cabe reseñar que, excepto en las muestras 114, 115 Y
123, las curvas de frecuencia están desplazadas hacia los «finos».

4.3.3. Terraza media inferior (Tz)

Los resultados correspondientes están recogidos en la tabla 3; las curvas granulomé­
tricas de algunas muestras de esta terraza están en la figura 3.
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FIG. 3. - Curvas granulométricas acumulativas de al­
gunas muestras de la terraza media-inferior (Tz).

Los valores de la desviación en rp varían entre 1,914 para la muestra 210 y 4,126 para
la muestra 11)7.

También en esta terraza los valores mayores de la desviación en rp se encuentran en
las muestras tomadas en la proximidad de un afluente. Así ocurre con las muestras 207
y 209, afectadas por los aportes del río Sotón, y la muestra 214, que podría estarlo por el
baranco que sale al S. de San Mateo de Gállego. Los altos valores que presentan las
muestras 217 y 218 no son fáciles de interpretar, aunque se podría pensar en posibles
barrancos existentes cuando se depositaron los materiales de esta terraza, hoy des­
aparecidos.

Respecto a 'la asimetría en q>, oc q>' toma valores comprendidos entre 0,075 para la
muestra 209 y 0,699 para la muestra 218; es decir que en todas ellas la curva se desplaza
de la moda hacia la región de los «finos».

Otro dato a destacar es la forma de la curva acumulativa (fig. 3) de la muestra 215,
claramente bímodal, lo que hace pensar en la presencia de dos «poblaciones»; la del río
Gállego y la del barranco del S. de San Mateo de Gallego.

4.3.4. Terraza media (T3 )

Los resultados del estudio de las muestras de esta terraza están recogidos en la ta­
bla 4 y en la figura 4.

La desviación en rp presenta valores comprendidos entre 1,252 para la muestra 308, y
2,680 para la muestra 303, que son más bajos en conjunto que los de las muestras de las
terrazas hasta ahora estudiadas. Son ya materiales «pobremente seleccionados» (FOLK y
WARD) (15). Se observa también que el grado de selección se va haciendo mejor en el
sentido de la corriente fluvial.

La asimetría q> también toma valores positivos como en la mayoría de las muestras
estudiadas.

Las curvas acumulativas son las típicas curvas sigmoideas de TIuCART (17), caracterfs­
ticas de una acumulación libre (figura 4).

117 -



_ _ .. ~..". ~O.5 _ ._ ._ ._ "U,''. 301

_ _ ___ . ... .. " . 3 0 6 .. . . . " . 3011

F I G. 4. - Curvas granulométricas acumulativas de al­
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Mues t r a QDA SO Qd <P SK Al; M3 al cx <j>

IZo
401 0.132 2.454 - 1. 295 0. 619 0.167 3.66 5 3.01 6 0. 545

402 0.162 3.895 - 1. 9ó:! 0..17.1 0. 079 4.025 3.756 0 . 4~

403 0.19 5 3.781 - 1.919 0. 43'i 0. 183 3. 763 3.469 0.444

404 0.497 5.249 -2 ·392 1.413 0.233 3.203 3.800 0. 055

A-l 0.058 5.157 - 2. 366 0.724 O. II Ó 5.960 4.146 0.383

Tabl a 5. - lnd i ces granul omé t ricos de las mues tras de l a terraza
medi a-super;or (T4)·
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Muestra QDA SO Qd4> SK Ag H3
a l a 4>

301 0.492 3.473 -1 .796 1.051 0.240 1.969 2.332 0.080

302 0.4 19 3. 194 -1. 676 0.928 0.238 2.067 2.290 0.202

303 0.238 2.710 - 1. 438 1. 005 0.222 2.9 11 2.680 0.205

304 0. 152 2.273 - 1. 185 0.895 0.149 3.158 2.563 0.309

305 0.128 2.06;l - 1.0 45 0.943 0. 159 3.233 2.399 0.325

306 0.0 90 1. 847 -0 .886 0.939 0.190 3.267 1. 987 0.405

307 0.096 1.5 28 -0.611 0.736 0. 195 2. 398 1. 269 0. 404

308 0.11 0 1.570 -0. 650 0.803 0.149 2.206 1. 252 0. 240

Tabla 4.- lndices gr anul omét r i cos de las muestras de la te r raz a
media (T

3)
.

4.3.5. Terraza media superior (T,)

Los resultados correspondientes se presentan en la tabla 5 y en la figura 5. En la tabla
citada figuran además los resultados obtenidos con la muestra A-l , cogida en las proxí-
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Muestra QDA So Qd.p 5K Ag M3
a r a .p

501 0.1 80 1. 931 -0.949 1.062 0.135 2. 112 1. 727 0.041

S02 0.093 1. 669 -0 .739 0. 953 0 . 237 2.786 1. 296 0.255

503 0.1 79 2. 129 -1. 090 0.743 0.1 74 2.511 1. 932 0. 317

504 0.241 2. 865 -1. 519 1.238 0.118 2.672 2. 692 0.021

Tabl a 6. - Indi ces gr anul omé t r i cos de l as mues t r as de l a
terraza superior (TS) '

Como resumen de los datos granulométricos podemos decir que los materiales depo­
sitados por el río Gállego en las distintas terrazas están probremente seleccionados, dis ­
minuyendo localmente el grado de selección como consecuencia de los aportes laterales
de los distintos arroyos y barrancos afluentes.

FIG. 5. - Curvas granulmétricas acumulativas de al­
gunas muestras de la terraza media-superior (T.).
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Los resultados correspondientes se presentan en la tabla 6 y en la figura 6.
Podemos observar que, aunque la selección es pobre, los valores de la desviación en

!jJ no son tan altos como en las terrazas anteriores, así como que los valores de la asime­
tría en ljJ presentan valores más próximos a cero que en las demás muestras.

midades de la Academia General Militar, en lo que BOMER (1) considera cuarta terraza
del Gállego, y que a nosotros nos parece una terraza alta del Ebro que enlaza con un
glacis hacia el NW.

4.3.6. Terraza superior (Ts)

Consecuencia de los pocos restos que quedan de esta terraza es el pequeño número
de muestras tomadas de ella; por eso es difícil obtener conclusions válidas. Sin embargo,
podemos obs ervar que los valores de la desvi ación en ljJ están bastante próximos (varian
.entre 3,016 y 3,800), Y son relativamente altos, lo que habla de una mala selección.
. El estudio granulométrico de la muestra A-l confirma que no es asociable a esta terra­
za. Así se deduce, sobre todo de la desviación en 1jJ, es decir. a 1, Y de la media M3, que
son más' altos que los que presentan las ot ras muestras de la terraza.
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FIG. 6. - Curvas granulométricas acumulativas de
la terraza superior (Ts) .

Los posibles carbonatos presentes en las muestras pudeden encontrarse tanto en los
granos como en la matriz o en el cemento. Con la técnica utilizada determinamos el con­
tenido total de carbonatos solubles en ClH 1:1, sin especificar si pertenecen al cemento,
a la matriz o a los granos.

En el lecho ma yor varía entre 26 % para la muestra 013 y 46,6 % para la muestra
003, tomando la media de las distintas muestras un valor de 35,7 %.

En la terraza inferior el contenido varía entre límites más amplios: 27,4 % para la
muestra 128, y 66,S % para la muestra 115. Pero este valor extremo es poco representativo,
pues el inmediatamente inferior es de 55.2 % para la muestra 101. Probablemente el alto
porcentaje de la muestra 115 sea debido a los aportes calcáreos del río Sotón. La media
de los distintos valores de esta terraza es de 42,1 % .

El contenido de carbonatos de la terraza media inferior varía entre el 18 % para la
muestra 207 y el 63,4 %, que presenta la muestra 214. El valor obtenido para la muestra
207 resulta extremadamente bajo respecto a los de las demás muestras. El contenido
medio es de 43,4 %.

En la terraza media obtenemos valores más próximos en todas las muestras ya que
los porcentajes extremos son 36,7 % pa ra la muestra 306, y 51,5 '% para la 303. El valor
medio es de 44,5 %.

Las muestras de la terraza media superior presentan los valores más altos para el
contenido en carbonatos. Varían entre 60,7 % para la muestra 401, y 72 % para la mues­
tra 404. El valor medio es de 67,5 % .

En la terraza superior los valores oscilan entre 33,S % para la muestra 503, y 53 %
para la muestra 502, con un valor medio de 44,6 %.

Podemos observar, por tanto, un aumento gradual del contenido en carbonatos a me­
dida que consideramos terrazas superiores, si bien la terraza media superior (T4) presen­
ta valores más altos que la terraza superior (T s).

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

También puede observarse que las terrazas más altas presentan curvas de frecuencia
menos asimétricas, y que , de un modo general, la media MJ disminuye para las terrazas
más altas, es decir, que el tamaño medio de las partículas aumenta.

4.4. Contenido de carbonatos
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5. Discusión

El trazado del curso del río, que ha sufrido modificaciones a lo largo del Cuaterna­
rio, está condicionado en parte por la litología de los materiales que atraviesa. Desde el
Pantano de la Peña hasta las proximidades de Riglos, el río atraviesa materiales duros
(calizas, areniscas y conglomerados mes azoicos y/o eocenos) en los que va fuertemente

.encajado, lo que explica que sólo se presenten en esta zona pequeños restos de la terraza
inferior.

Entre Ríglos y Puendeluna el .Gállego atraviesa una litología formada por margas y
areniscas alternantes; el trazado-es casi rectilíneo, el valle se ensancha y aparecen restos
de las dos terrazas inferiores.

Hacia el S. de Puendeluna, las margas pasan a ser dominantes, y, a la altura de Marra­
cos empiezan a ser margas yesíferas, es decir, los materiales por los que discurre el río
se vuelven más blandos, lo que permitió que el Gállego divagara por esta zona.

Es precisamente en el sector comprendido entre Puendeluna y San Mateo de Gállego
donde se conservan. los restos de las tres - terrazas superiores, y siempre en la margen
izquierda. La presencia de restos de la terraza superior en la Atalayera, al SW. del Pan­
tano de Tormos, y a unos 5 Km. del cauce actual, y, al S., en la Sarda, a unos 8·10 Km.
de dicho cauce, nos permite asegurar que el curso más antiguo conocido del Gállego des­
cribía una amplia curva hacia el E. en dicha zona. A lo largo del Cuaternario el río se
ha ido aproximando a su actual cauce casi rectilíneo buscando su perfil de equilibrio,
y este desplazamiento paulatíno hacia el W. explica la disimetría del valle, que se hace
máxima en el tramo emprendido entre Puendeluna y San Mateo de Gállego. En efecto,
la ladera E. presenta un perfil mucho más tendido que la W.

También parece evidente que la confluencia con el Ebro ha sufrido notables despla­
zamientos, dada la gran extensión de la terraza media ínferior al S. de Peñaflor y Villa­
nueva de Gállego.

En cuanto al origen de las terrazas estamos de acuerdo con BOMER (1) al afirmar que
son de tipo climático, producidas como consecuencia de la alternancia de períodos plu­
viales e ínterpluviales a lo largo del Cuaternario.

El análisis de los valores de la desviación en q> nos indica que los materiales de las
distintas terrazas están mal clasificados, de lo que se deduce que el régimen hidrodiná­
mico del río ha sido variable, lo cual es perfectamente lógico, ya que pequeñas variacio­
nes climáticas o cambios locales del perfil longitudinal, modifican el régimen de la
corriente fluvial.

La mayoría de las posibles modificaciones del régimen no las hemos podido poner
de manifiesto, pero sí son muy llamativas y fácilmente observables las debidas a apor­
tes laterales de ríos, arroyos o barrancos.

En cuanto al tamaño medio de las partículas, medido por la media M¡ de Mc CAMMON
(14) se observa, lógicamente, que dismínuye dentro de cada terraza en el sentido de la
corriente (M, aumenta), y que, de un modo general. aumenta a medida que se consideran
terrazas más altas (M, disminuye). Se puede afirmar, por tanto, que el río ha ido dis­
minuyendo su capacidad de transporte a lo largo del Cuaternario. Teóricamente hay dos
factores que han podido ínfluir en ello: la disminución del caudal, y la suavización de
la pendiente. No tenemos datos precisos para invocar el primer factor, pero BOMER (1)
ha demostrado que los perfiles longitudinales de las distintas terrazas convergen hacia
la desembocadura.

Ya hemos visto en 4.4 que los materiales depositados por el Gállego en las distintas
terrazas presentan un elevado contenido en carbonatos, aunque no sea posible decir si
se encuentran en los granos, en la matriz o en el cemento.

También veíamos que las terrazas más antiguas están más cementadas y presentan
un porcentaje más alto de carbonatos. El hecho de que la cementación progrese de abajo
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a arriba, encontrándose las más importantes costras calcáreas hacia el techo, nos lleva
a pensar en un mecanismo de exudación como explicativo de su génesis.

Las aguas de lluvia, ligeramente ácidas, pueden disminuir más su pH por la acci ón
de la cobertura vegetal, aumentando su contenido en COz, y haciendo posible la disolu­
ción parcial de los materiales calizos. En las terrazas del Gállego las condiciones fueron
excelentes para ello; basta pensar que, además de la presencia importante de cantos de
calizas en las terrazas, los glacis son esencialmente calizos, y, con su ·topografía ligera­
mente inclinada que enlaza 'con las terrazas casi planas, enviarían a estas aguas carga­
das en (CO,H),Ca. La posterior ascensión de estas aguas calizas por capilaridad precipi­
tarla el CO,Ca al ponerse en contacto con el aire que tiene menor presión parcial de COz.
Si además pensamos en un aumento de la evaporación o de la evapotranspiración, .el
mecanismo se exalta.

BIRor (18) sugiere para la formación de estas costras calcáreas un clima de tipo medi­
terráneo; o incluso más seco, en el que las lluvias no coincidan con la estación fría.
Estas condiciones climáticas son similares a las que presenta la zona estudiada en la
actualidad. El hecho de que las terrazas más antiguas se presenten más cementadas pue­
de justificarse por dos causas diferentes. Hay que considerar, por una parte, el mayor
tiempo en el que han podido estar sometidas a este mecanismo, como único causante del
mayor grado de cementación de tales terrazas. Se podría invocar como segunda causa, la
posibilidad de que las condiciones climáticas reinantes anteriormente fuesen aún más
favorables para ello, es decir, que el clima fuera más cálido y húmedo que el actual. No
tenemos datos precisos para poder afirmar esta hipótesis, y sí, en cambio, para decir
que si esto fue así, no pudo serlo en un grado importante, pues, como veremos en un
trabajo de próxima publicación, en la fracción arcillosa no hemos encontrado caolinita
ni gibbsita que se habrían formado en un clima de tales características.

6. Conclusiones

a) El río Gallego, en su curso medio-inferior, desde el Pantano de la Peña hasta su
confluencia con el Ebro, presenta cinco terrazas diferentes siendo los restos de ellas tan­
to más escasos cuanto más antiguas sean las terrazas consideradas.

b) El río Gállego no ha presentado siempre el .trazado casi rectilíneo que ofrece aho­
ra. La situación de los restos de las terrazas más antiguas demuestra que el río describía
una amplia curva hacia el E. entre Puendeluna y San Mateo de Gállego, y que esta curva
se ha ido rectificando a lo largo del Cuaternario.

e) El régimen hidrodinámico del río Gállego ha sido poco estable a lo largo del Cua­
ternario, manifestándose en un bajo grado de selección de los materiales depositados
por él.

d) El régimen hidrodinámico del río se ha ido haciendo más cambiante a lo largo del
Cuaternario, como lo prueba que el grado de selección es menor en las terrazas más
recientes. .

e) La presencia de un afluente se traduce en una disminución del grado de selección.
f) Al"presentar las terrazas más modernas menor pendiente longitudinal, disminuye

el tamaño medio de las partículas de los mantos aluviales de dichas terrazas.
. g) Los materiales depositados por el río en las diferentes terrazas son ricamente

carbonatados. Las terrazas más antiguas tienen mayor contenido en carbonatos y están
más cementadas hacia el techo, lo que se puede explicar por un mecanismo de exuda­
ción con un clima ligeramente cálido y húmedo en el que no coincidan las lluvias con la
estación fría.
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E .RRATA

PENTAFLUOROFENILCOMPLEJO S DE ORO (1) Y ORO (IlI) CON DIFOSFINAS

R. USÓN, A. LAGUNA, J . VICENTE Y J . GARCíA

.
Rev. Acad. Ciencias. Zaragoza, 31, 77 (1976).

Pág. 80, 6.' línea la fórmula del compuesto debe ser

trans-(dpm) [Au(C,F,) Br,],

Pág. 80, la Tabla 3 debe corregirse así:

"'Au-X "'Au-X
Complejo

'"Au -X b, asim al sim

(dpb) [AuCIl , 312m - -
(dpm) [AuCI], 329 s - -
trans-(dpm) [Au(C,F,) CI,], - 370m a
(dpm) tAu(C,F,) 1,], - 202m 210m

. a) Probablemente esta abs orción está enmascarada por b , asim.
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