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MATEMATICAS EN LAS AULAS DE SECUNDARIA
Seccién a cargo de

Luisa Cuadrado

Con esta propuesta quiero inaugurar mi cargo como responsable de
esta seccion y poner de manifiesto la gran responsabilidad y emocion con
la que afronto este reto. Me gustaria invitar a todo el profesorado de
matemdticas a que elija este espacio para compartir erperiencias enrique-
cedoras, innovadoras y asi dar difusion a esa maravillosa profesion a la
que nos dedicamos. Ademds pretendo que sea un punto de encuentro entre
la matemdtica superior y la que desarrollamos a pie de obra.

Sin levantar el lapiz del papel

por

Luisa Cuadrado y Rafael Crespo

RESUMEN.  En ocasiones, el hecho de generalizar o simplificar conceptos ma-
tematicos para poder explicarlos en niveles inferiores hace que se escapen al-
gunos matices, cuando no errores, sobre los propios conceptos, generando con-
flictos cognitivos en el alumnado. Este es el caso de la continuidad de las
funciones de una variable real. Con este articulo pretendemos unificar criterios
sobre esta definicién y realizar una propuesta de actividades para el aula, que
permitan que el alumnado tenga una nocién univoca del concepto aun cuando
se generalice.

1. LA IMPORTANCIA DE LAS DEFINICIONES

Adaptar los conceptos y definiciones mateméticas a niveles inferiores tanto en la
ensenanza secundaria como en bachillerato no es una tarea sencilla, pero es impor-
tante darse cuenta de la necesidad de hacerlo con el rigor que la definicién requiere.

Cuando presentamos en el aula un concepto o definicién nuevo, hemos de ser
conscientes de que estamos creando en la psiquis del estudiantado lo que los autores
Tall y Vinner, en el articulo «Concept image and concept definition in mathema-
tics with particular reference to limits and continuity» [7], acufiaron como esquema
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conceptual o concept image. Dicho esquema conceptual estd formado por las iméa-
genes mentales, propiedades o procesos que el estudiantado va conformando a lo
largo de su vida académica y que no tiene por qué coincidir con la definicién formal.
Un ejemplo claro de esto es la definicién de funcién. Si bien el estudiantado sabria
identificar qué es una funcién, pocos sabrian redactar una definicién formal de la
misma; curiosamente, es lo que le ha pasado a lo largo de la historia a la comunidad
matematica hasta que Euler dio el primer concepto riguroso y amplio de funcién en
pleno siglo XVIII.

En el transcurso de la vida académica del estudiantado, la imagen conceptual
puede ir variando, amplidandose o modificAindose, conformando lo que serd la idea
real que se tiene sobre esa definiciéon. El problema surge cuando los esquemas pre-
vios o definiciones entran en conflicto con las definiciones posteriores; entonces la
informacién no puede ser simplemente anadida a la que ya poseen, porque ambas
son incompatibles [4].

La continuidad como concepto pone de manifiesto este conflicto, reforzado por las
contradicciones que existen en los diferentes libros de texto que se usan en las etapas
de secundaria. La consecuencia es que, cuando el alumnado llega a bachillerato o a
los primeros cursos universitarios, ha conformado dos ideas diferentes del concepto
de continuidad, una de manera gréafica y otra de manera analitica, no teniendo muy
claro cudl de las dos es correcta y la relacion entre ellas.

A continuacién intentaremos poner un poco de luz en la definicién de continuidad,
matizando los conflictos que generan las diferentes definiciones. Y, como parte final
de este articulo, anadiremos propuestas para el aula con la idea de conformar una
imagen del concepto de funcién que trate de impedir la apariciéon de los conflictos
ya mencionados entre el estudiantado.

2. ;CUANDO UNA FUNCION ES CONTINUA?

Es necesario hacer un recordatorio de la definicién formal que encontramos en la
mayoria de los primeros cursos de Andlisis Matemaético en las facultades de ciencias,
ya que la mayoria de errores radican en la pérdida de informacién que se produce
cuando se aligera la definicién formal.

DEFINICION 1 (Continuidad en un punto). Sea f : D — R una funcién; diremos
que f es continua en p € D si, dado un ¢ > 0, existe un § > 0 tal que, siempre que
|z —p| <0, z € D, se cumple |f(xz) — f(p)| < € [5, capitulo 4, pags. 91-94].

Esencialmente, el significado geométrico de esta definicién se podria interpretar
como se observa en la figura 1, es decir, dada una banda horizontal determinada por
las rectas y = f(p) —e e y = f(p) + ¢, encontramos una banda vertical determinada
por las rectas x = p— 0 y & = p + ¢ tal que dentro del rectdngulo |p — 6, p + [ x
1f(p) — e, f(p) + €] encontraremos la grafica de la funcién [3, capitulo 9, pags. 183
199].

Ademas, hay que afiadir varias consideraciones dependiendo de las caracteristicas
de p, ya que en los cursos de bachillerato no es esta la definicién utilizada para el
estudio de la continuidad, por la complejidad que supone. La definicién predominante
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Figura 1: Interpretacion grafica de funcién continua en un punto.

es la que usa el concepto de limite, para la cual es necesario el concepto de punto de
acumulacion.

DEFINICION 2 (Punto de acumulacién). Sea D C R; diremos que un nimero real
p es un punto de acumulacién de D si para todo § > 0 se cumple |p — 6, p + 6[\ {p} N
D # &, es decir, en cada uno de esos intervalos hay puntos de D distintos de p [6,
capitulo 21, pag. 637].

Cuando un punto p € D no es de acumulaciéon se llama punto aislado, y por
tanto es obvio que se cumplird que |p — d,p + 6[N D = {p} para un cierto 6 > 0.

DEFINICION 3 (Limite y continuidad). Sea f : D — R una funcién, y p un punto
de acumulacién de su dominio; diremos que f tiende a [ € R cuando z tiende a p si,
dado cualquier € > 0, existe un § > 0 tal que, siempre que 0 < |z — p| < §, x € D,
se cumple |f(z) — 1] < e.

En tal caso, escribimos
lim f(z) =1
T—p

Por tanto, si una funcién es continua en un punto p de su dominio, que es

de acumulacién, se cumplird que
lim (2) = (7).

Por otra parte, si p es un punto aislado, la funcién siempre sera continua
en ese punto (basta tomar, para cualquier €, el correspondiente § de la definicién
de punto aislado).

Es importante destacar que la continuidad es un concepto local y se realiza punto
a punto. Al hablar de la continuidad de la funcién, solo se estudiara en los puntos
de su dominio, que clasificaremos bien como aislados, bien como de acumulacién [1,
seccién 4.2, pags. 115-117].
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3. ERRORES SOBRE LA CONTINUIDAD

Para observar cudles son los errores comunes que se cometen sobre el concepto de
continuidad, primero analizaremos algunos libros de texto de 3° ESO de diferentes
editoriales, donde el concepto se ve desde un punto de vista gréafico, para pasar a los
de bachillerato, cuando se introduce de manera analitica.

Veamos tres definiciones encontradas en libros de texto de 3° ESO, siendo la
primera de ellas la més generalizada:

DEFINICION 4A: «Una funcién f es continua si podemos dibujarla sin levantar el
boligrafo del papels.

DEFINICION 4B: «Una funcidn f es continua si su grdfica no tiene saltos».

DEFINICION 4C: «Una funcién f es continua en un intervalo de su dominio si su
grifica se puede trazar en ese intervalo de un solo trazo, es decir, sin levantar
el lapiz del papely.

Apliquemos estas definiciones a la funcién f(x) = 1/x representada en la figura 2.

Figura 2: Funcién de proporcionalidad inversa.

. Esta funcién se traza levantando el boligrafo del papel? Si. Por tanto esta funcién
no es continua segun la definicién 4A. ;Tiene saltos? Si. Por tanto no es continua
segun la definicién 4B. En cambio, segin la definicién 4C la funcién dependeria de
los intervalos de su dominio. Es evidente que existen contradicciones entre ellas y la
definicién formal; analicémoslas.

En las definiciones 4A y 4B podemos observar que, ademas de no considerar si los
puntos donde se produce la discontinuidad son o no del dominio, estdn confundiendo
continuidad con contigiiidad. Este error, generalizado en secundaria, tiene su origen
en una de las primeras definiciones de continuidad formulada en 1791 por Louis
Arbogast: «La ley de la continuidad se rompe de nuevo cuando las diferentes partes
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de una curva no se unen entre si [. ..] Llamaremos a este tipo de curvas no contiguas,
porque todas sus partes no son contiguas, y lo mismo ocurre con las funciones no
contiguas» [2]. Por tanto, es obvio que no es completamente acertada una definicién
que hable exclusivamente de trazados y/o saltos.

En cuanto a la definicién 4C, da por hecho que la funcién estard definida a
intervalos, lo que descarta los puntos aislados que serian puntos del dominio de la
funcién y en los que habria que hacer especial mencién. A qué buena parte del
alumnado que conoce el concepto de continuidad sorprenderiamos al afirmar que la
funcién 1/x es continua?

Analicemos ahora algunos libros de texto del primer curso de bachillerato. En
todos ellos se define la continuidad de una funcién en un punto en base a la definicién
de limite (definicién 3). Cabe destacar que solo en uno de esos textos se indica
claramente que el punto donde se va a analizar la continuidad debe pertenecer al
dominio de la funcion.

El conflicto conceptual aparece cuando se intenta hacer una clasificacion de los
tipos de discontinuidades, a saber:

1. Discontinuidad evitable: Una funcién f(x) presenta una discontinuidad evita-
ble en un punto x = a, cuando:
a) La funcién no estd definida en x = a pero existe lim,_,, f(x).
b) La funcién estd definida en = a y existe lim,_,, f(z) # f(a).
(En tres de las cuatro fuentes consultadas se asume que la funcién puede no
estar definida en a.)
2. Discontinuidad inevitable de salto finito: Una funcién f(z) presenta una dis-
continuidad inevitable de salto finito en un punto x = a, si existen sus limites

laterales en ese punto, pero son distintos, siendo el salto la diferencia entre
ambos resultados.

3. Discontinuidad inevitable de salto infinito: Una funcién f(x) presenta una dis-
continuidad inevitable de salto infinito en un punto z = a, si al menos alguno
de los limites laterales es infinito. (En una de las editoriales, a esta disconti-
nuidad se la denomina discontinuidad asintética).

El primer conflicto que subyace en todas las definiciones, y que produce mayor
impacto, es que para poder clasificar una discontinuidad es necesario que el punto
donde la estudiamos esté en el dominio, por lo que la definicién de discontinuidad
evitable seria incorrecta. Este mismo razonamiento se usaria para las discontinuida-
des de salto finito e infinito, ya que deberia aclararse como condiciéon necesaria la
pertenencia del punto al dominio.

Otra matizacién importante que puede evitar un concepto erréneo de la continui-
dad de una funcién, es como se redactan tanto las preguntas como las respuestas al
realizar el andlisis de la continuidad. Estamos acostumbrados a usar frases como: «la
funcién es continua en todos los reales menos en. .. », cuando realmente deberiamos
enfocarnos en «los puntos de discontinuidad son. .. »

Un ejemplo de ello seria el analisis de la continuidad de una funcién racional, por

ejemplo f(x) = z/(1 — z?).
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El alumnado puede encontrar un texto donde se le diga que la funcién es continua
en todos los reales menos en x = 1 y x = —1. En cambio, como la funcién no esta
definida en esos puntos, seria mas esclarecedor decir que la funcién es continua en su
dominio, es decir, no presenta ninguna discontinuidad. Ahora bien, para cualquier
valor que le diéramos tanto en x = 1 0 en x = —1, nos conduciria a una discontinui-
dad de salto infinito, pero seria otra funcién. Cosa diferente es que la grafica de la
funcién tenga las rectas =1 y £ = —1 como asintotas.

Se presenta un caso nada desdenable en el estudio de la continuidad en los ex-
tremos de un intervalo, por ejemplo la funcién f(z) = \/x en = 0. Es necesario
introducir los conceptos de limite por la izquierda y por la derecha, aunque alguno
de ellos no tenga sentido, como el caso citado. En nuestro ejemplo, la funcién cumple
la definicién de limite en el punto 0, que es de acumulaciéon del dominio, pese a no
estar definida en los negativos y es, por tanto, continua en x = 0. Quizés el error
provenga en pensar en la tangente a la curva en cero como una vertical.

Finalmente, constatamos que toda aproximacién entendible en cursos elementa-
les de una clasificacion de discontinuidades sera insuficiente, ya que el alumnado que
consulte bibliografia sobre el tema puede encontrarse con funciones cuyas disconti-
nuidades no tengan cabida en ninguno de los casos citados, como las funciones de
tipo Dirichlet de las que hablaremos en la parte final.

4. PROPUESTAS PARA EL AULA

4.1. PROPUESTAS PARA EL ESTUDIO DE LA CONTINUIDAD GRAFICAMENTE. LA
CONTINUIDAD DE MARIO

La primera propuesta va dirigida al alumnado que tenga una nocién casi nula del
concepto de continuidad de una funcién, y se orientard a introducir dicho concepto
de manera grafica.

La idea es presentar las funciones como el recorrido del personaje del famoso
videojuego Mario Bros., y analizar cuales son los movimientos que este realiza para
«pasarse toda la pantalla». Para ello, cometemos la «infraccién» de considerar los
puntos como ladrillos y el objetivo es que Mario pueda recorrer todos los ladrillos.
Las restricciones que se deben tener en cuenta son que Mario no puede saltar al
vacio si hay huecos, tanto si el hueco es de un ladrillo, como si es de mas.

Ademas, para evitar la idea de que se confunda recorrer con contigiiidad, nos
permitiremos otra licencia: utilizaremos las famosas «tuberias» del juego para que
Mario pueda seguir recorriendo los ladrillos pese a que el tramo no contintie. La
aparicién de una tuberia no indicara que la funcién sufre una discontinuidad, sim-
plemente que el camino continda por otra parte, como pasa en el juego.

Otra de las ventajas que nos produce la existencia de tuberias es que nos ser-
vird para hacer un movimiento habitual en videojuegos como el de Mario. Dicho
movimiento consiste en que un personaje salga por arriba de la pantalla y aparezca
por abajo; asi podremos caracterizar funciones con asintotas verticales, ya que la
tuberia permitirfa salir por la parte superior de la pantalla (+00), y volver por la
parte inferior (—o0), o viceversa.
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Consideraremos que el camino que recorre Mario sufre una discontinuidad en
estos tres casos:

= Cuando uno de los ladrillos que deberian seguir el camino estd mas alto o
més bajo (discontinuidad evitable), ya que Mario modifica su camino con dos
pequenos saltos, uno para llegar al ladrillo y otro para bajar.

= Cuando, en vez de un solo ladrillo, una coleccién de ladrillos esta subido o ba-
jado (discontinuidad de salto finito), ya que Mario modifica su camino porque
debe dar un salto para continuarlo.

» Cuando, pese a haber salido por una tuberia vertical (asintota vertical) de la
pantalla, hay un ladrillo suelto o una coleccién de ladrillos en el lugar donde
deberia continuar el camino. Diriamos entonces que Mario debe bajar dando
un salto infinito para poder llegar a ese ladrillo.

En cuanto a los contenidos previos, se sobreentiende que el alumnado ya es
conocedor de qué es el dominio de una funcién.

Empezariamos mostrando funciones constantes y realizando diferentes modifica-
ciones, en cuanto a su dominio y a sus tramos, para ir forjando una imagen clara de
la definicién.

En la figura 3 vemos la parte inicial de la propuesta. Se explicaria que se trata de
una funcién constante cuyo dominio son todos los reales y cuya grafica es una recta
horizontal, por tanto es continua en todos los puntos, ya que Mario recorre todos
los puntos del dominio sin interrupciones.
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Figura 3: La funcién constante.

Para que la idea de continuidad no se relacione exclusivamente con las funciones
lineales, se anade la representacién de la funcién cuadrdtica (figura 4). Antes de
comenzar se analizard su dominio.

La idea es que el alumnado entienda que el camino que recorre Mario no tiene por
qué ser lineal, puede tener escalones, pero que en ningtin caso hay interrupciones para
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Figura 4: La funcién cuadratica.

empezarlo o acabarlo y, ademéas, Mario debe recorrer todos los ladrillos sin dejarse
ninguno.

Después de estas dos representaciones empezariamos a hacer modificaciones dis-
tinguiendo funciones, unas con discontinuidades y otras con un dominio diferente al
de todos los reales, para generar la deseada imagen conceptual.

La siguiente funcién que se propondra serd la misma funcién constante de la
primera propuesta a la que se le ha eliminado un punto, por ejemplo el punto (2, 3).
La representariamos usando el software de geometria dindmica GeoGebra y se pre-
guntaria al alumnado scudl es el dominio de la funcién? Una vez aclarado esto, la
siguiente pregunta seria jes posible que Mario recorra todos los ladrillos?, ;como?
Es el momento de hablar de «tuberias». La analogia es que cuando llega lo més pré-
ximo a x = 2 el camino acaba y Mario no podria saltar al vacio o al hueco que queda
en x = 2; pero el camino continda en otro lugar. Es como si en el juego entrara por
una tuberfa y saliera por otra (como en un agujero de gusano). Se explicaria que eso
no indica que haya una discontinuidad, simplemente que entra por un lado y sale
por otro. En la figura 5 se muestra cémo quedaria el esquema con las tuberias.

Dirfamos que esta funcién es continua en todo su dominio, es decir en R\ {2},
porque Mario no ha tenido que realizar saltos. En x = 2 no hay una discontinuidad,
simplemente el camino no existe, es decir, que no es del dominio.

Después de esta conclusién, hariamos una pequena modificacién de la misma
funcion y se le preguntaria al alumnado ;qué pasaria si ademds de faltar un punto, la
funcién no continuara por el mismo camino? La imagen quedaria como nos muestra
la figura 6.

Se espera que lleguen a la conclusion de que se trata del mismo caso, ya que no
nos importa tanto la manera en la que sigue, sino la posibilidad o no de recorrer
todos los ladrillos. Con esto, intentamos reforzar la idea de los intervalos de conti-
nuidad ademéds de descartar la equivalencia entre continuidad y contigiiidad. Asi se
concluiria que la funcién es continua en todo su dominio.
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Figura 6: Funcién definida a trozos continua con dos intervalos.
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Una vuelta més de rosca es cuando esas ramas se alejan, dejando un intervalo
entre ellos. ;Qué pasaria si todos los ladrillos de la derecha los desplazo y dejo un

hueco? Obtenemos la figura 7.

El primer trabajo que habria que realizar seria el cdlculo del dominio. Se pregun-
tarfa, ademas, simportaria que se cogieran, o no, x = 3 y x = 5%, jcambiaria algo
el lugar de la tuberia? La idea es que entiendan que el camino que recorre Mario no
tiene saltos ni modificaciones y que, como en el caso anterior, la funcién es continua
en su dominio. Lo que ocurre es que en este caso en vez de faltar un ladrillo (punto)

faltan unos cuantos mas (intervalo).

Una manera de enriquecer esta actividad seria representar la grafica y que fuera
el alumnado quien decidiera cudndo pone tuberias y cuiando no.
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Figura 7: Funcién definida a trozos continua con intervalos separados.

Por ultimo, se hablaria de anadir un punto aislado, utilizando la funcién

3 six <2
fl)=4q4 siz=4,
5 sixz>0H.

Ademads de analizar el dominio de la funcién, es importante que el alumnado
entienda que Mario debe recorrer todos los cuadrados sin dejarse ninguno (dominio)
y que no puede saltar al vacio. En la figura 8 se muestra como quedaria el esquema
con las tuberias.

Figura 8: Funcién continua con dos intervalos y un punto aislado.

Como la condicién es que recorra todos los ladrillos, es necesario que haya una
tuberia, ya que seria la tnica solucién para llegar a ese punto aislado porque no
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podria saltar hacia él, puesto que caeria al vacio. Por tanto, podemos concluir que
Mario no ha tenido que realizar saltos en el mismo camino, sino que ha entrado y
salido por la tuberia en todos los ladrillos/puntos del dominio, lo que es equivalente
a que la funcién es continua en su dominio.

Una vez analizadas estas funciones es el momento de presentar el primer tipo de
discontinuidad. La propuesta sera el andlisis de una funcién constante a la que se le
ha movido un ladrillo, es decir la funcién

4 six =4,
f(x):{?) si x # 4.

Se pide al alumnado que calcule cuél es su dominio y que piense si es necesario o
no afiadir tuberias. ;Podrd Mario recorrer todos los ladrillos? En este caso no hay
huecos, simplemente un ladrillo se ha subido un poco.

Es entonces cuando se les dice que Mario debera hacer una modificacién en como
recorre el camino, dando un pequefio salto para subir a ese ladrillo y después bajando
para seguir su camino. La figura 9 muestra cémo quedaria el esquema de las tuberias.

Figura 9: Discontinuidad evitable.

Como Mario debe hacer una pequena modificaciéon en su camino, concluiriamos
que la funcién es discontinua en ese punto, ademas la llamariamos evitable ya que
solamente con bajar el ladrillo a su sitio la funcién serfa continua (aunque fuese
otra).

Lo natural después de este paso es mover todo ese bloque de ladrillos, haciendo
que, ademds de ese ladrillo que se ha subido, todo el camino continuara a partir
de €él. Esto se muestra en la figura 10. Se trata de la funcién

f(x):{zl si <3,

6 six>3.
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En esta nueva funcion se vuelve a hacer la reflexién de si su dominio son todos
los reales 0 no, y si existen huecos. Se vuelve a insistir en que, al no haber huecos,
Mario debe hacer un pequeno salto para seguir su camino, y se dice entonces que la
funcién tiene en x = 3 una discontinuidad que llamaremos de salto finito.
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Figura 10: Discontinuidad de salto.

Y por fin llegamos a la mas complicada, la discontinuidad de salto infinito y
sus variantes. Aqui, como ya hemos explicado, colocaremos la tuberia en la parte
superior o inferior de la pantalla, segiin convenga para identificar que el camino de
Mario se va al infinito; ademaés, reforzaremos el concepto de que, pese a que un punto
no esté en el dominio, el camino es continuo.

La primera funcién que representamos es 1/x, preguntando al alumnado si serd
necesario o no poner tuberias. La contestacion seria que si es necesario poner este
tipo de tuberias especiales que hacen que Mario salga por un lado de la pantalla y
aparezca por el otro porque en medio hay un ladrillo que no estd y se produciria
un salto en el vacio. En la figura 11 se muestra cémo quedaria el esquema con las
tuberias.

Es evidente que Mario entra y sale por la tuberia como en las otras ocasiones y
no hace ninguna modificaciéon en su camino, por lo que podemos decir que la funcién
es continua en su dominio.

Pero ;qué pasaria si anadimos un ladrillo en el punto x = 07 ;Lo podria recorrer?
La figura 12 muestra como quedaria el esquema con las tuberias.

Aqui es necesario que el alumnado entienda que Mario coge la tuberia para salir,
pero que, si saliera por la otra directamente, se dejaria un ladrillo por recorrer; pero
es un caso diferente al de la figura 8, ya que en este caso el dominio de la funcién si
son todos los reales, es decir, que hay ladrillos en toda la pantalla aunque algunos
no se vean. Asi que la tnica manera de recorrer el que queda suelto es salir de la
pantalla, volver a entrar dando un «gran salto» (salto infinito), usar ese ladrillo y
después volver a salir, como si «llevara una cuerda». En consecuencia, en ese punto
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Figura 12: Discontinuidad de salto infinito.

ha tenido que hacer una modificaciéon de su camino realizando un «gran salto» y,
por tanto, hay una discontinuidad que llamaremos de salto infinito.

Otra variante de este tipo de funciones, seria la representada en la figura 13. Es
decir,
%13 si x < 3,

fl@) =47

r—1 six>3.

Primero se les presentaria la funcién y, como en las ocasiones anteriores, se cal-
cularia su dominio. El alumnado deberd darse cuenta de que hace falta poner una



396 MATEMATICAS EN LAS AULAS DE SECUNDARIA

six<3
r—1 six>3

-1

Figura 13: Discontinuidad de salto infinito (segundo ejemplo).

tuberia porque Mario tiene que seguir el camino hacia el infinito, pero que seguida-
mente tiene que volver a saltar para poder coger la otra rama del camino, y que no
hay ningin vacio que le permita hacer el camino sin ese salto. Ademads se concluiria
que en ese punto/ladrillo, x = 3, se produce una discontinuidad de salto infinito.

Todos estos ejemplos pueden ir modificindose anadiendo funciones diferentes de
las constantes. De esta manera, creariamos una bateria de ejercicios para que el
alumnado asimile y se conforme una imagen de la definiciéon de la continuidad de
una funcién en cada punto. Ademas, recalcamos la importancia de hacerse preguntas
y plantear alternativas, una vez se analiza la funcién, para ir mas alld del simple
concepto.

4.2. PROPUESTA PARA EL ESTUDIO DE LA CONTINUIDAD EN FUNCIONES CON
CONTEXTO. EL CONFLICTO COGNITIVO

Las propuestas que vienen a continuaciéon son indicadas para crear un conflicto
cognitivo que haga cambiar la imagen conceptual del alumnado de bachillerato, que
yva ha creado un concepto erréneo de lo que es una funcién continua. Antes de
comenzar con la bateria de ejercicios, se recalcaria la importancia de que el estudio
de la continuidad de una funcién en un punto pasa por la condicién de que ese punto
esté en el dominio.

La linea de pensamiento seria la siguiente: empezariamos haciendo un didlogo
socratico, preguntando a varias personas de la clase sle has dado de comer al ga-
to? [2]. Si analizamos las respuestas, a la contestacién «nos, se le pueden asimilar
varias alternativas. No, porque no tengo gato, o no porque realmente no le he dado
de comer. Esto es exactamente la diferencia entre que una funciéon no sea continua
en un punto o que simplemente no esté definida en dicho punto.

Para reforzar este debate se presentarian dos funciones: f(x) = ﬁ y g(x) = x.
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Si f tiene una discontinuidad en x = —5, ;no tendria entonces g una discontinuidad
también en ese punto?

Ahora veamos las funciones definidas a trozos que tanto se estudian en los cursos
de bachillerato. Las propuestas habituales se focalizan en anadir puntos para que la
funcién sea continua, pero jy si la propuesta la hacemos a la inversa? Sea la funcién
siguiente:
4dr —3 si x <3,
6x—1 six>3.

fx) =

(,Cémo podrias hacer para que fuera continua? Las soluciones tradicionales pasarian
por cambiar alguna de las funciones por la que estd compuesta, pero jy si modifi-
camos el dominio? Solamente quitando el punto x = 3, la funcién pasa a ser una
funcién (distinta) y continua en su dominio.

Por 1ltimo, y si el nivel de conocimientos del estudiantado es el suficiente, sobre
todo en bachilleratos de ciencias, se podrian definir funciones que fueran discontinuas
en todos los puntos. Consideremos la funcién de Dirichlet que toma el valor 1 en los
racionales y cero en los irracionales. Esto es:

1 sizeqQ,

f@) 0 si zeR\Q.

Si proponemos al estudiantado que dibuje la funcién con el software o las apps
habituales, o bien dejaria la pantalla en blanco o la representacién que daria serian
dos rectas paralelas (que engafiosamente podria indicar que no es una funcién). El
problema conceptual es entender que en todo intervalo hay infinitos racionales e
infinitos irracionales.

5. CONCLUSION

Al encontrarnos en el aula, a distintos niveles, hay que poner al alumnado frente
a un concepto que debe incorporar a su particular «pecunio matematico». Si, incluso
con buena fe, le escondemos informacién, o se la presentamos incompleta, podemos
generarle bien en su aprendizaje presente o futuro, conflictos cognitivos. Tengamos
en cuenta que no solo nos tiene a nosotros, profesorado de paso, sino al libro de texto
(si existe), a profesorado virtual en YouTube, apuntes a capazos en la red, e incluso
comparaciones entre diferentes profesores o centros. Hoy todo se sabe y se discute.

La primera reaccién ante un conflicto es la negacién de la presuncién de inocencia
del profesorado «Qiga, eso estd mal, que lo he visto en...». En segundo lugar el
edificio de las matematicas se tambalea si, eligiendo tres libros, una profesora y un
profesor distintos, dan cinco versiones diferentes. La unicidad de criterios brilla por
su ausencia y clama una reflexién, cuanto menos.

Con el ejemplo de la continuidad (no es el Gnico, desgraciadamente), hemos que-
rido poner de manifiesto la necesidad de armonizar tanto los mensajes, como los
niveles a los que se dirige ese mensaje, desde la secundaria al bachillerato e inclu-
so a los primeros cursos universitarios. Nuestra experiencia nos dice que es falsa la
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creencia de que el alumnado no entiende definiciones rigurosas, siempre y cuando
vayan acompanadas de ejemplos y contraejemplos que las enmarquen adecuadamen-
te. Quizas porque aprendimos el épsilon y el delta sin mas, nos levanta ronchas. Sin
embargo, cuando nuestro colega de Fisica les pregunta qué error tienen de margen
en cada factor para garantizarse un error previamente fijado del producto, nadie se
escandaliza.

La mente humana evoluciona de lo particular a lo general. Encontrar los escalo-
nes adecuados para acompanar al alumnado es nuestra misién, adaptdndolos a las
circunstancias y momentos.
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