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RESUMEN. En este articulo se exponen un par de colaboraciones en las que se
utiliza la geometria para resolver problemas surgidos en el campo de las sefiales
electromagnéticas. En la primera parte, se utilizan hodégrafos pitagéricos como
ayuda para el disefio de antenas, mientras que, en la segunda parte, se exploran
las propiedades de redistribucién de senal que tiene una forma especifica (en
cono) de superficie pasiva. Las matemadticas utilizadas se basan en conceptos
incluidos en el grado de matematicas, por lo que se pretende que este articulo
sea una invitacion a explorar otras disciplinas en las que los conocimientos de
cualquier graduado en matemaéticas pueden tener algo que aportar.

INTRODUCCION

A lo largo de la trayectoria de alguien que se dedica a las mateméticas, es habi-
tual encontrarse con el adagio de que las mateméaticas suelen ir por delante de sus
aplicaciones. Si bien las matemadticas son hermosas sin necesidad de ser aplicables,
es llamativa la cantidad de avances que se pueden hacer hoy en dia con matematicas
que uno aprende en los primeros cursos de la carrera de Matemaéticas.

El enfoque que se pretende dar a este articulo es el que tuvo el autor que, ansioso
por la necesidad de obtener resultados para publicar, con el 4&nimo de seguir en el ne-
gocio, aprendi6 lo justo de Fisica para establecer un modelo matematico sencillo que
se ajustara, segiin sus compaiieros de investigacién que si sabian del tema, al sujeto de
la investigacién. En charlas posteriores con los companeros de investigacion, ya se tie-
ne tiempo de profundizar y comprender un poco mas los fenémenos fisicos que afec-
tan al estudio, que son de indudable interés para la persona curiosa. Para quien quiera
profundizar en los principios, probablemente [7] es una referencia amable para un
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matematico, [3] tiene, ademds, numerosas curiosidades. Por tltimo, el clésico [6] tiene
una versién online accesible desde https://www.feynmanlectures.caltech.edu/.
Cabe la sensacién de que cualquier lector que haya cursado con éxito una asignatura
de geometria diferencial en la carrera habria encontrado soluciones, quizd mucho
mas elegantes que las que se presentan en este articulo, para llevar a buen término
las colaboraciones de las que disfruté el autor con los fisicos aplicados del CSIC y
de la Universidad de Cantabria.

El articulo consta de dos secciones. En la primera, se buscan familias de curvas
algebraicas, dadas por sus parametrizaciones, cuya longitud se pueda calcular de
manera comoda, con la intencién de describir los componentes de una antena. En
la segunda seccién se estudia el reflejo de la luz o cualquier otra sefial en un cono
con paredes de espejo, lo que lleva a descubrir propiedades interesantes de dicha
superficie con aplicaciones industriales.

1. LA ANTENA MARGARITA

Las senales electromagnéticas son ondas y, por tanto, las podemos interpretar
como funciones periédicas. Multiplicando el periodo de la funcién por la velocidad
de desplazamiento de la senal, se obtiene la longitud de onda. Una manera de emitir
una senal electromagnética es haciendo circular corriente eléctrica por una espira.
La longitud de onda de la senal emitida coincidird con la longitud de la espira. El
numero y la colocacion de semejantes espiras influyen en la intensidad y propagacién
de la senal.

Una disposicién interesante de las espiras es como las ligulas de una margarita
(véase la figura 1). Abrimos aqui un pequeio inciso boténico para observar que, segin
nos hicieron saber conocedores del tema, una margarita no es una tnica flor, sino
muchas juntas. Las flores amarillas del centro se llaman flésculos y las blancas del
exterior se llaman ligulas, y son flores completas, no solamente pétalos. Dependiendo
de la direccién en la que se quiera dirigir la sefial, se hace circular la corriente en
un sentido o en otro para cada espira. En la figura 1, a la derecha se muestra
la orientacién de la corriente en cada ligula para enviar la sefal por la direccion
perpendicular al plano definido por la antena.

Figura 1: Margarita, antena margarita y distribucién del campo eléctrico.
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Como ya hemos dicho, la longitud de cada espira debe coincidir con la longitud
de onda de la senal que se pretende emitir. Ademads, se necesita que haya un eje de
simetria que no corte a ninguna ligula y las empareje, por simetria, de dos en dos.
Eso hara que el nimero total de ligulas deba ser par. Si bien, a priori, solamente hace
falta que las ligulas sean iguales 2 a 2, por comodidad consideraremos que todas las
ligulas son iguales, no solamente en longitud, sino en forma.

Fabricar las espiras cuando se dispone de barras de cobre (véase la imagen del
centro de la figura 1) no es dificil: basta coger, en este caso, 6 barras y doblarlas
con el mismo molde por el centro. En otro tipo de antenas, como las fabricadas en
procesos de fotograbado o de mecanizado de superficies metéalicas planas adheridas
a un soporte dieléctrico, se necesita un proceso automatico que trace las curvas
definidas por el contorno de las ligulas con un ancho determinado. Dicho proceso
también se controla por medios informéticos.

La contribucién principal del autor a la patente [1] de la Antena Margarita fue
encontrar familias de curvas que pudieran hacer esa funcién. Se necesita que la
trayectoria sea lisa porque la circulacion de la electricidad por las esquinas deteriora
el material, lo que hace que la antena no funcione como debe. A priori, cualquier
curva que definamos con suficiente regularidad tendra vector tangente en casi todos
sus puntos, lo que hara que la longitud se pueda integrar numéricamente con un error
suficientemente pequefio como para que, tras una homotecia, la curva resultante
tenga la longitud deseada. Sin embargo, en este caso, buscaremos curvas en forma
cerrada que provea la longitud a partir de la parametrizacién de una manera sencilla.

1.1. UNA SOLUCION A TROZOS

A la hora de trazar curvas que sean lo mas simples que se pueda, uno podria
recurrir a splines, que son parametrizaciones derivables con estructura polinomial
a trozos, obteniendo polinomios de grado bajo. Sin embargo, queremos permanecer
aqui en términos de las asignaturas troncales de un grado en matematicas, por lo
que vamos a prescindir de las curvas de Bézier o las NURBS.

Viendo el prototipo de la figura 1, la primera idea que viene a la mente es,
probablemente, hacer la silueta de un cucurucho de helado, con su bola y todo.
Buscamos un arco de circunferencia con dos tangentes que formen el dngulo que
necesitamos (figura 2). Si, como en el prototipo, queremos construir una margarita de
seis pétalos, el angulo ZAOB debe valer 60°. Considerando ahora que los tridngulos
AOC y BOC son rectangulos, pues la tangente es perpendicular al radio, se obtiene
facilmente que el angulo ZAC'B debe valer 120°.

Ademas, recurriendo de nuevo a la trigonometria bésica, podemos observar que la
longitud de los segmentos OA y OB es v/3 por el radio AC, y que la longitud OC es
el doble del radio. Por tanto, si llamamos r a la longitud de dicho radio, suponiendo
que O fuese el origen y que el segmento OC' se encontrase en el eje horizontal, las
coordenadas de los puntos A, B y C serian

A= (3, b (2 s oo
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B
Figura 2: Modelo de contorno de ligula a base de una circunferencia con dos tangentes.

Sumando longitudes, obtenemos que el contorno de la ligula (la longitud de onda)

€es
L= (2¢§+ 4%)7‘.

Dicho de otro modo, si fijamos la longitud de onda L, tendremos que el radio de la

bola del helado debe ser
3L

r=————.
6v/3 +4m

Si uno debe darle a una maquina esta curva para que la recorra a velocidad constante,

se puede parametrizar a trozos del siguiente modo:

(£0vae (55 +9r) sive[Vi-% -2
(z(t),y(t)) = { (4r + rcos(t), rsen(t)) SitE[f%v%]
(BWB+5-0n(F+5-4)r) siteFvB+¥)

Con la posibilidad de cambiar (z(t),y(t)) por (z(kt),y(kt)) para dividir la velocidad
por k.

Para completar la margarita, basta repetir esta figura otras 5 veces, pero girando
60° antes de cada nueva iteracién. Asi, considerarfamos

(cos(GOno)a:(t) — sen(60n°)y(t), sen(60n°)x(t) + COS(GOnO)y(t)), n=0,...,5.

Esto haria que los segmentos rectos se solaparan, lo que no es conveniente, por lo
que, como en el prototipo de la figura 1, deberemos desplazar ligeramente la figura
en la direccién y sentido del vector OC' la misma distancia todas las veces. También
habria que observar que el vértice O no puede alcanzarse, por lo que habria que
prescindir de una pequena parte de los segmentos OA y OB. Como seria una parte
proporcional del segmento, se puede seguir escribiendo todo en funcién de L, aunque
con féormulas menos agradables a la vista.

Sin embargo, hay ocasiones en las que tener segmentos paralelos no es deseable
por cuestiones de solapamiento de fases, por lo que buscaremos otros tipos de curvas
que nos permitan trazar el contorno de la ligula sin tramos rectos.
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1.2. HODOGRAFOS PITAGORICOS

Vamos ahora a tratar de conseguir curvas con parametrizaciones definidas a base
de polinomios, pero no a trozos. Para ello, intentaremos buscar curvas con una
estructura que nos permita calcular la longitud con comodidad. En principio, la
longitud de una curva definida por una parametrizacién plana (z(t),y(t)), con t €
[a, b], se calcularia integrando la norma del vector tangente:

L- / VTR Ty (02 dt.

En general, el integrando no tiene una primitiva agradable que uno pueda mane-
jar. Para evitar esto y buscando la mayor simplicidad, buscaremos dos polinomios
x(t),y(t) € Q[t] tales que z’(t)? + /() sea el cuadrado de otro polinomio. De una
parametrizaciéon con esas propiedades se dice que es un hodégrafo pitagérico vy,
aunque todo lo que contiene esta seccidon se desarrollé desconociendo que semejantes
criaturas tenfan un nombre, hay mucha bibliografia acerca de ellas (véanse [4, 5] y
las citas alli incluidas). En cualquier caso, no nos adentraremos en las propiedades
de los hoddégrafos pitagoricos.

Figura 3: Se pretende controlar el dngulo en el nodo y la longitud de la curva.
También queremos imponer ciertas simetrias.

A la hora de construir la curva (ver figura 3), podemos considerar, sin pérdida de
generalidad, que la base de la ligula esta en el origen y es un nodo. Consideraremos
también que la ligula es simétrica con respecto al eje horizontal. Asi, por tanto,
debemos controlar:

1. El 4ngulo que forman las dos ramas del nodo. Obsérvese que la tangente de su

y'(t)
x’(t)

mitad « viene dada por la funcién racional

2. Que la curva resultante sea un hodografo pitagorico, para que la longitud del
contorno de la ligula sea amable de calcular.

3. La simetria de la curva con respecto al eje horizontal.
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Empecemos por el ultimo punto. Si queremos que la ligula sea simétrica con res-
pecto al eje horizontal, lo més facil es que fijemos la parametrizacién para satisfacer

con lo que z(t) debe ser una funcién par, mientras que y(t) debe ser una funcién
impar. A continuacién, necesitamos que z(t) se anule en los dos valores opuestos del
pardmetro para los que se alcanzaria el nodo O. De nuevo, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que son t = —1 y ¢t = 1. Por otro lado, y(t) debe anularse en t = —1
y t = 1 para que se alcance el nodo O, pero también debe anularse en ¢ = 0, si debe
ser un polinomio impar. Esto nos deja, como opciones:

w(t) = (t+1)(E-1)P(), y@) =+t -1)Q(), (1)
con P(t) = P(t2) y Q(t) = Q(t2) polinomios pares.

Si volvemos a llamar L a la longitud del contorno de la ligula, nos interesa
que su relacién con (x(t),y(t)) sea razonablemente sencilla. Es por eso por lo que
nos interesa que haya un polinomio par R(t) que tome valores positivos, tal que
R(t)? = 2/(t)?+v'(t)?, pues asf obtendremos L como un polinomio en los coeficientes
de R(t):

1

1
L:= [1 V(@ ()2 + (v (1))2 dt:/ R(t) dt.

-1

Por tanto, tenemos que aplicar restricciones sobre P(t) y Q(t) para que el resultado
sea un hoddégrafo pitagorico.
1.2.1. UN EJEMPLO SENCILLO

A la hora de conservar la sencillez de las expresiones en (1), el punto de partida
més optimista es imponer que P(t) y Q(t) sean constantes, pongamos P, @ € R, lo
que nos da la parametrizacién de una cibica nodal. Entonces, z'(t) = 2Pt, y'(t) =
3Qt% — Q, con lo que necesitamos la siguiente igualdad para conseguir un hodégrafo
pitagorico:

R(? = (' (1) + (5 (1) = 9Q%¢" + (4P* — 6Q*)F + @°.

Completando cuadrados, se puede observar que la tnica opcién para que R(t) sea
un polinomio es R(t) = 3Qt? + Q. Eso nos lleva a la ecuacién

(4P - 6Q°) = +6Q°,
que tiene 3 soluciones:
P=0, P=+3Q, P=-V3Q.

El caso P = 0 es degenerado y no nos interesa, pues siendo x(t) constantemente
nula tendriamos que el contorno de la supuesta ligula seria un segmento rectilineo



LA GACETA * SECCIONES 347

recorrido en dos sentidos. Por otro lado, los casos P = v3Q y P = —/3Q son
simétricos, pues la ligula quedard a la izquierda (si P < 0) o a la derecha (si P >
0) del eje de ordenadas dependiendo de la eleccién. Por lo tanto, el tnico caso
interesante es P = v/3Q. Si ahora integramos, tenemos

1
1

L:/ \/(2\/§Qt)2+(3Qt27Q)2dt:/ BIQI2 + Q) dt = 4]Q).
1 _

Como L es la longitud de onda para la cual disenamos la antena, despejamos @ y las
dos soluciones nos dan la misma curva recorrida en los dos sentidos posibles. Esto
nos deja que la tnica cibica nodal que es un hodégrafo pitagdrico y nos deja un
contorno de ligula de longitud L tiene como parametrizacion

x(t) = —?L(tr“ -1), yt)= —%(t3 — 1), con t € [~1,1].

Para recorrer la curva a velocidad constante v, consideramos la parametrizacién
(@(1),y(t)) = (x(e(t), y(¢(t))) tal que

(1) +7(1)* = R(e(1)¢' (1)

sea constante. Podemos resolver la ecuacién diferencial R(¢(t))¢’(t) = v integrando
y resolviendo una ecuacién algebraica. Poniendo

o(t) = LI, (L2\3/§ - ((\/5\/10811%2 + L2+ 18vt)L2)2/3>

9L>

2/3
x (V3V108022 + L2 + 1801 12) " (V3V/108022 4 12 — 180t

se consigue recorrer la curva a la velocidad deseada.

Observamos, por ultimo, que no hemos tenido posibilidad de elegir el &ngulo a de
la figura 3. En este caso, independientemente de L, siempre toma el valor de 30°, por
lo que queda una curva adecuada para hacer una margarita de 6 ligulas (figura 4).

Figura 4: Margarita de seis ligulas ctibicas.
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1.2.2. UNA FAMILIA BIDIMENSIONAL DE QUINTICAS

Si queremos tener la posibilidad de elegir, debemos admitir que P(t) y Q(t)
suban de grado. Como deben ser polinomios pares, el grado debe ser 2. Por tanto
tendremos, de manera general,

z(t) = (t+1)(t - 1)(A+ Bt?), y(t) = (t+1)t(t—1)(C + Dt?),

lo que nos definird una familia de quinticas.

En ese caso, nuestro polinomio R(t) = /(2/(¢))2 + (y/(t))? debe tener grado 4.
Asi, ponemos R(t) = at* + Bt% + v e igualamos los coeficientes de R(t)? con los de
(2'(t))? + (v'(t))? para obtener las siguientes ecuaciones:

C%?=+2 824 —-2B)B—10CD + (3C — 3D)? = 2ya + (2,

(2A —2B)? —2C(3C — 3D) = 293, 16B? +10(3C — 3D)D = 2f. @)

Ademas, la longitud de onda nos ata los coeficientes segun la siguiente igualdad:

1

2 2

L:/ Rt)dt = 20+ 23+ 27. (3)

1 5 3

Por otro lado, incluiremos una nueva variable, que representa la tangente del dngulo

a de la figura 3:
y'(—1) C+D

— = = . 4

m=talo) = 5o = g @)

El sistema dado por (2), (3) y (4), nos permite dejar como libres las variables L y

m y despejar las demds. Aparte de las soluciones triviales (nota 1.1) y una solucién

aislada (nota 1.5), se obtienen dos familias de quinticas, de las cuales la més sencilla

{x(t)
y(t)
1

conte[-1,1],y

(t* —1)(2m + 10t>m — (5% + 3)vVm? + 1)L

_3
., (5)
=3t(t* = 1) (5m? + 1 + 2m?* + (t* = 5)mvm?® + 1 — ?)L

JE O F W2 = R(t) = —% ((5m? + 5my/m? 1 - 51
+ (12my/m? 41— 4= 18m3) 2 + 14 5m? — 5my/m2 +1). (6)

En este caso, la ecuacion diferencial R(p(t))¢’(t) = v desemboca en una ecuacion
algebraica que no es resoluble por radicales, por lo que recorrer las curvas a velocidad
constante no tiene una expresién en términos de funciones elementales.

Nota 1.1. Cabria la opcién de buscar una cudrtica directamente, que es el caso par-
ticular de la quintica D = 0. Sin embargo, este caso obliga a que B también se anule
y devuelve como tnica solucién la cubica del apartado anterior. Reciprocamente,
B = 0 también implica que D = 0. Por otro lado, el caso m = % de la familia (5)
genera exactamente estas soluciones.
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Antes de dar la familia (5) por buena, hace falta constatar que R(t) toma siempre
valores no negativos en el intervalo [—1,1]. Empezaremos estudiando la estructura
de R(t):

LEMA 1.2. Sea m > 0 y sea R(t) el polinomio de (6). Entonces:

1. R tiene un minimo local en t = 0.
2. R([-1,1]) C [0,00) si y solamente si R(0) > 0 < R(1).

DEMOSTRACION. Para probar que R tiene un minimo local en ¢+ = 0, basta con
comprobar que R'(0) =0y que R”(0) > 0. La primera igualdad es obvia, porque R
es bicuadratico en t. Por otro lado,

R"(0) = —% (12m m2+1—4- 18m2) .
Multiplicando por el conjugado 12m~y/m? + 1 + 4 + 18m?2, que siempre es positivo
para m > 0, nos queda una suma de cuadrados, por lo que R”(0) es siempre positivo,
como querfamos demostrar.

En el segundo punto, la implicacién hacia la derecha es trivial. Para demostrar la
implicacién hacia la izquierda, observamos que R(t), al ser bicuadratico, define una
funcién par. Ademas, al ser una cudrtica con un minimo local en su eje de simetria
(t = 0, como hemos visto), su derivada es una ctbica impar R'(t) = at® + bt, para
ciertos a,b € R, que dependen de m. Para que R”(0) sea positivo, como vimos
demostrando el punto anterior, se tiene que b > 0. Eso hace que solamente haya dos
posibilidades:

1. a > 0. Entonces R'(t) es creciente, por lo que el minimo que tiene R(t) en
t = 0 es absoluto (la gréfica de R(t) tiene forma de V). Como partimos de que
R(0) > 0, ya tenemos que R toma valores no negativos para todos los valores
reales de t.

2. a < 0. En este caso, R’(t) tiene dos raices reales opuestas r > 0y —r < 0. Eso
hace que R sea creciente en [0, 7] y decreciente en [r,00). Esto significa que la
grafica de R(t) tiene forma de M. De ese modo, como (0, R(0)) (el punto central
de la letra M) estd sobre el eje horizontal, existe s > 0 tal que R(s) = R(—s) =
0, R es positiva en (—s, s) y negativa en (—o0, $)U(s,0). Si R(1) = R(-1) > 0,
esto significa que 1 < s, lo que concluye la demostracion. O

Ahora, podemos establecer los valores interesantes de m para los cuales R(t)
toma valores siempre no negativos cuando ¢ € [—1, 1].

TEOREMA 1.3. Sea m > 0 y sea R(t) el polinomio de (6). Entonces, R(t) toma

valores no negativos para todo t € [—1,1] siempre que m € [\/11?)7 %]

DEMOSTRACION. Por el lema 1.2, basta ver para qué valores de m > 0 se tiene que
R(0) y R(1) son no negativos. Para m > 0,

L
R(0) = —%(1 +5m? — 5my/m2 4+ 1) > 0
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si y solamente si m > \/%*57 y
3L
R(1) = -+ (—8m2 +12my/m? +1 - 8) >0

. . l
si y solamente si m < NG O

Nota 1.4. El caso m < \/% crea singularidades cerca de ¢ = 0, en la parte derecha

de la ligula (figura 5, derecha), mientras que el caso m > % tiene las singularidades
cerca de t = £1 en la parte izquierda de la ligula (figura 5, izquierda).

< =

Figura 5: Casos m > \/17 (izquierda) y m < %2 (derecha)

Al final, tras el teorema 1.3, con la familia (5) podemos crear margaritas de 4,
8, 10 y 12 ligulas (figura 6), ademés de la de 6 que habia en el apartado anterior

(v que ya vimos en la figura 4).

5 2%

Figura 6: Margaritas de 4 ligulas, con m = \iﬁ (izquierda), y 12 ligulas, con m =

tg(15°) (derecha).

Nota 1.5. Hay una solucién aislada del sistema dado por (2), (3) y (4). Si A+ B =
C + D =0, tenemos que (4) degenera y se genera la quintica

x(t) = Sf(tQ —1)%L, y(t) = —gt( —1)%L, t € [-1,1],

cuya ecuacion implicita es
5 3\/5Lx4 N 15\/3L352y2 B 75¢5Ly4 o
16 32 256

De este modo, las tangentes en el origen son 2z — /5y = 0y 224+/5y = 0. Por tanto,
tenemos m = %, que es uno de los casos limite del teorema 1.3. Llama también la

atenciéon que este caso tiene dos cuspides en el origen.
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2. SUPERFICIES PASIVAS DE DISTRIBUCION DE SENALES

De nuevo desde la perspectiva de un ignorante en el tema, una superficie pasiva es
una superficie que refleja sefiales sin necesidad de una fuente de energia. Algo como
un espejo, que redirige la luz sin necesidad de estar enchufado a nada, serviria como
ejemplo. Una superficie plana crea, como se estudia en cualquier curso de dlgebra
lineal, reflexiones especulares para la senal.

El siguiente ejemplo clasico es el paraboloide de revolucion. Entre las propiedades
fundamentales de la parabola, se sabe que la recta tangente en un punto P es la
bisectriz del angulo formado por el segmento que une P al foco F' de la parabola y
el que lo une con el punto méas proximo de la directriz. Equivalentemente, tenemos
que la recta perpendicular a la tangente por P es bisectriz del angulo formado por
el segmento que une P con el foco y la semirrecta que sale de P y es perpendicular
a la directriz (figura 7). Asi, si colocamos un emisor en el foco del paraboloide de
revolucién, cada rayo que sale de alli sufre una reflexiéon especular al llegar a la
superficie del paraboloide que lo encamina en direccién paralela al eje de revolucion.
Todo esto es reversible y significa que un haz de rayos paralelos al eje del paraboloide
son reconducidos al foco donde se puede colocar un receptor.

Figura 7: Perpendicular a la tangente a la pardbola como bisectriz de segmentos.

Podemos ahondar en el analisis considerando los frentes de onda, que son las
componentes conexas del lugar geométrico de los puntos en los que la oscilaciéon que
es dicha onda se encuentra en el punto medio. Si tenemos un emisor, los frentes seran
circunferencias concéntricas equidistantes, con centro en dicho emisor. Si colocamos
dicho receptor en el foco de una parabola, el frente se transforma en rectas, como
se puede observar en la figura 8, o en las linternas cldsicas, que iluminan una zona
central con més intensidad (correspondiente a la parte plana del frente) y otra més
tenue (correspondiente a la parte esférica).

2.1. CONOS PARA RETRODIRECTIVIDAD

La retrodirectividad es la propiedad de una estructura de reflejar sefiales en la
direccién con la que inciden en ella. Es un fenémeno que aparece en la naturaleza,
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Figura 8: Accién de una pardbola sobre un frente de onda. La linea recta es el frente
de ondas reflejado en la parabola.

cuando el rocio refleja la luz del sol en la misma direccién con la que incide, creando
el efecto heiligenschein (literalmente, «corona de santoy»), como se muestra en la
figura 9.

Figura 9: Efecto heiligenschein. Se puede observar como el brillo en la hierba coincide
con la sombra de la cdmara de fotos.

Una estructura muy utilizada consiste en tres planos puestos en angulo recto,
delimitando un octante del espacio. Podemos suponer que estos tres planos son los
planos coordenados y el octante es el primero. Las simetrias especulares definidas
por los tres planos tienen como matrices

10 0 1 0 0 -1 0 0
01 o}, [o-10] v [0 1 0],
00 -1 0 0 1 0 0 1
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respectivamente. Dado que las tres matrices conmutan y el producto de las tres es
la matriz opuesta a la identidad 3 x 3, cualquier rayo que salga desde un punto
del primer octante y cuyo vector director tenga todas las coordenadas negativas
acabard reflejdndose en los tres planos (por el teorema de Bolzano) y «volverd» con
vector director opuesto al de salida. La figura 10 ilustra una simplificacién a dos
dimensiones de esto, mostrando cémo un frente de onda plano se refleja también
como un frente de onda plano. Obsérvese que el tramo que atraviesa los ejes tiene
la misma longitud que los rebotes, por lo que el frente recto que incide es paralelo
al frente reflejado, que también es recto.

Figura 10: Accién de dos segmentos en dngulo recto sobre un frente de onda plano.

El triedro se usa de manera habitual en la mayoria de retrorreflectores pasivos
(figura 11, izquierda), pero no es la tnica manera de generalizar los dos segmentos
en dngulo recto a las tres dimensiones. En [2], se estudia la superficie de revolucién
generada con la estructura plana, que resulta en un cono con 90 grados de dngulo
de apertura. A la hora de fabricar una superficie basada en estos conos, se puede
taladrar una plancha en varios sitios (figura 11, derecha), como contraposicién a
hacer cortes en la parte trasera de un material transparente.

Figura 11: Reflector de bicicleta con pequenos triedros y prototipo de superficie
basada en conos.

A la hora de estudiar el comportamiento de la senal que incide en el cono, por
simplicidad vamos a suponer que el cono estd definido por la ecuacién 22 = 22 +4% y
la desigualdad z > 0. Consideraremos el frente plano de onda cuya normal (el vector
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director de los rayos) tiene un determinado dngulo a € [0, §) con respecto al eje de re-
volucién del cono, con lo que el vector director de los rayos podria ser, sin pérdida de
generalidad, dadas las simetrias del cono, vy = (sen(«), 0, — cos(«)). Fijemos un rayo
que incide en el cono en el punto P = (r cos(f3), rsen(B),r), con g € [—m,w] y r > 0,
sufre una reflexién especular determinada por el plano tangente al cono en el punto
de incidencia, cuyo vector normal es, precisamente, np = (—rcos(8), —rsen(8),r).
Eso significa que el vector director del rayo reflejado es

v =1 — 2@0’77“?711: = (sen(a) sen?(3) — cos(a) cos(f),
[P
—(cos(B) sen(a) + cos(c)) sen(f3), cos(3) sen(a)),
donde (_, ) denota el producto escalar y ||_|| es la norma. Es interesante observar

que v; no depende de r.

Dado que la ecuacién del cono es cuadratica, la ecuacién en la variable t resultante
de sustituir las coordenadas de P + tv; en la ecuacién del cono 22 = 2% + 32 es de
segundo grado, y una de las soluciones es t = 0. Esto significa que la otra solucién
se obtiene como una expresién racional en las funciones trigonométricas de o y S.
En particular, obtenemos

2 (cos(B) sen(a) + cos(a)) r

h=- 2cos?(B)sen?(a) — 1

Obsérvese que, para a entre 0 y 7, t1 siempre es positivo, independientemente
del valor de (8, y no tiene sentido considerar un angulo mayor, pues el rayo vendria
desde otro punto del cono, ya que el angulo que forman sus generatrices con el eje
vertical es, precisamente, 7. Asi se obtiene que hay un punto ) = P + tyv;, donde
incidirfa el reflejo del rayo. Podemos aqui calcular de nuevo el vector normal ng vy,
(v1,nq)

una vez mas, la simetria especular de v, vo = v1 — 2 Tnoll?

director del rayo reflejado en Q.

ngQ, que serd el vector

Llegados a este punto, las férmulas son demasiado extensas como para incor-
porarlas en este articulo, pero se puede comprobar que ve tampoco depende de r.
Ademas, |lva]| = 1y, por tanto, su tercera coordenada es el coseno del dngulo que
forma vy con el vector (0,0,1) (el eje del cono). Esto significa que, si la tercera coor-
denada de vy es mayor que (v/2)7!, el rayo no sufrird una tercera reflexiéon, pues
el angulo que forma con la vertical seria menor que el que forman las generatrices
del cono, de 7. En general, para o < 27.8°, se tiene que todo rayo sufre solamente
dos reflexiones. Para valores mayores de «, hay dos segmentos de valores de (8 para
los que los rayos que inciden experimentan més de dos reflexiones. En la figura 12
se pueden observar las direcciones de todos los rayos que el cono «devuelvey. Es
una familia unidimensional, puesto que estas direcciones (dadas por vy) solamente
dependen de 8 y no de r (dicho de otro modo, fijado a, todos los rayos que inciden
en una generatriz dada van a proporcionar los mismos v;), lo cual no es de extranar,
pues el cono es invariante por homotecias.
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Figura 12: Direcciones de salida de los rayos cuando la direccién de incidencia (la
barra verde central) tiene un dngulo con la vertical de 20 y 10 grados, respectiva-
mente.

El andlisis hecho hasta ahora seria suficiente si el cono se prolongase infinita-
mente, pero eso nos darfa un cono dificil de fabricar. Asi, podemos considerar que el
cono ahora estd definido por la ecuacién 22 = 22 +y? v las desigualdades 1 > z > 0.
Proyectando el circulo que es la base del cono sobre el frente de onda plano, se
obtiene una elipse cuya area proporciona la cantidad de energia que incide sobre el
cono (figura 13, izquierda). Sin embargo, la acotacién del cono provoca que algunos
rayos no encuentren la segunda reflexién, pues ocurrirfa en un punto con z > 1. Esto
significa que hay una divisién en el cono y la elipse del frente de onda (figura 13,
derecha). En el cono, hay una curva que separa los puntos de incidencia cuyo rayo
sufrird dos reflexiones de aquellos cuyo rayo sufrird una sola. Tanto la curva como
las dos zonas se proyectan sobre la elipse del frente de onda, lo que permite calcular
con una integral la energia en cada uno de estos dos posibles casos.

Figura 13: A la izquierda, la base del cono proyectada sobre el frente de onda. A
la derecha, la divisién entre la zona de una reflexién y la de dos en el cono y en la
elipse del frente de onda. En ambos casos, a es un dngulo de 20°.

La zona de una reflexién no es 1til para « relativamente pequeno desde el pun-
to de vista de la retrodirectividad, pues la direccion de v; es muy distinta a la
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de vg. A continuacién, se divide la zona con dos reflexiones en sectores (figura 14,
izquierda) para estudiar cudnta energia sale del cono en cada direccién. A la hora de
representar todas las instancias del vector vy(c, 8), se consideran sus coordenadas
estéricas (p,0,¢) v, fijado «, se representa la curva en paramétricas, dependiente
de 8, (0 cos(d),0sen(¢)) (figura 14, derecha). Aqui, parece interesante resaltar que,
dado que esa transformacion es un isomorfismo entre el hemisferio superior de la
esfera p = 1 y el disco de radio 7 del plano, la curva de la figura 14 de la derecha se
corresponde bien con las direcciones mostradas en la figura 12. Se anade el circulo
0 = « también.

Figura 14: A la izquierda, los sectores de la proyeccién del cono sobre el plano
horizontal en los que se divide. A la derecha, en la curva de direcciones de salida
del cono, se indica qué sector corresponde a cada arco. En ambos casos, « es un
4angulo de 20°.

Cabe observar que el vértice del cono no se proyecta sobre el centro de la elipse
del frente de onda, por lo que la energia que incide en cada sector del cono no esté
determinada por su area, sino por el area de su proyeccion sobre el frente de onda. El
cuadro 1 calcula estos valores y las longitudes en la curva de las direcciones de salida
del cono con las integrales, de area y de longitud, correspondientes. La interpretacion
méas directa de la tabla es que la energia se concentra en las singularidades de la
curva, en particular, en la direccién de incidencia (el punto («,0) de la figura 14 a
la derecha), donde se juntan los reflejos de rayos que incidieron en los sectores A,
a, F y f. Estos resultados se pueden comparar con los obtenidos por la simulacién
de analisis electromagnético llevada a cabo con un software comercial en la parte
izquierda de la figura 15.

Finalmente, se realizaron experimentos comparando con un catadiéptrico comer-
cial y, salvo en angulos @ muy pequenos, la estructura basada en conos devuelve
mayor intensidad (figura 15, derecha).

2.2. CONOS PARA INVISIBILIDAD, MAS O MENOS

Haciendo experimentos con el angulo de apertura del cono, se puede encontrar
que, cuando este es de 120°, la senal que incide en el cono se dispersa en su mayoria.
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Sector del cono | % Energia incidente | % Longitud del arco
A a 5 20
B, b 8 5
C,c 14 8
D,d 13 4
E, e 6 3
F, f 4 10

Cuadro 1: Porcentaje de la energia y de la longitud de la curva de vectores de salida
correspondiente a cada sector del cono. El 100 % de la energia es la que corresponde
a la zona de dos reflexiones, y el 100 % de la longitud es la de toda la curva. Las

cantidades son aproximadas.
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Figura 15: A la izquierda, comparacién de los resultados obtenidos con éptica de
rayos y la simulacién con software comercial de andlisis electromagnético. Las li-
neas discontinuas son isoclinas que muestran la intensidad de la respuesta en cada
direcciéon. Un trazo mas largo indica mayor intensidad. A la derecha, comparativa
de respuesta del prototipo de estructura basada en conos (linea continua) con la
respuesta dada por un retrorreflector de bicicleta basado en triedros (linea discon-

tinua).

En este caso, el cono estarfa definido por la ecuacién z? + y2 = 322 y la desigualdad
z > 0. Se puede repetir el analisis con 6ptica de rayos para una direccién de incidencia
vp = (sen(a), 0, — cos(c)) en un punto P = (rcos(B),rsen(S),r/+v/3). En este caso,
el vector normal seria n = (—rcos(B), —rsen(B),v3r) y el vector reflejado, que
vuelve a no depender de r, es

1 p 1 P
v = (5 sen(a) sen”(3) — ix/gcos(a) cos(B) + 3 sen(a),

2

! (cos(ﬁ) sen(a) + \/gcos(oz)) sen(f), %\/gcos(ﬁ) sen(a) + %cos(a)).
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Asi, cuando la tercera coordenada de vy sea mayor que el coseno del dngulo de
60°, que es el que forman las generatrices del cono con la vertical, se tendrd que
solamente hay una reflexién. En caso contrario, se puede ver que hay dos reflexiones
y se calcularia la segunda reflexién como en el caso de los conos de 90°. Igualando la
tercera coordenada de vy a %, se obtiene que la zona de una reflexién esta definida

por
1—
|8] < arccos (COS@>
V3sen(a)
donde |_| es el valor absoluto. La figura 16 ilustra cémo este cono dispersa la senal.

Figura 16: Efecto del cono de 120° (en rojo, abajo) sobre un haz de rayos cuya
direccién forma con la vertical un dngulo de 15° (izquierda), 30° (centro) o 45°
(derecha), y estd indicada por el segmento verde. La superficie azul, més a la derecha,
representa los rayos salientes tras una reflexién; y la naranja, a la izquierda, los rayos
salientes tras dos reflexiones.

Como observacién final, es interesante remarcar que la utilidad de una superficie
basada en estos conos puede ser tanto dispersar una senal en muchas direcciones
como, de manera menos licita, lograr cierto tipo de invisibilidad, que no es completa,
como se puede observar en el centro de la figura 16, pero puede proporcionar cierto
tipo de camuflaje o confusién frente a un observador.

3. CONCLUSIONES

En este escrito, se ha pretendido dejar constancia de que los matemaéaticos pode-
mos contribuir a otras ciencias sin tener demasiados conocimientos de ellas. Basta
solamente con conseguir elaborar un modelo adecuado. Adem4ds, en muchas ocasio-
nes, basta tener conocimientos de asignaturas obligatorias de la carrera para poner
nuestro granito de arena.
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