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i Qué es un espacio?

por

Igor Arrieta y Andoni Zozaya

RESUMEN.  El objetivo de este articulo es discutir diferentes nociones de es-
pacio més alld de los espacios topolédgicos clasicos. Para ello, introducimos la
categoria de locales, cuyos objetos pueden concebirse como espacios generaliza-
dos sin puntos suficientes. Bajo la guia de la teoria de categorias exploraremos
varios aspectos de la teoria y su relacién con la categoria de espacios topologi-
cos. Ademads, explicamos la conexién de la teoria de locales con la matematica
constructiva; y destacamos su importante faceta algebraica. Finalmente, tam-
bién se detallan numerosas ventajas de la topologia localica.

1. INTRODUCCION

En una primera reflexién, se tiende a pensar que un espacio es necesariamente
una coleccién de puntos. De hecho, la primera idea intuitiva de espacio es la de los
espacios euclideos R™ que aparecen en la geometria clasica o el dlgebra lineal; en los
cuales los puntos no son més que tuplas de nimeros reales. En topologia clasica se
realiza una abstraccién de esos espacios, asi cualquier conjunto puede ser dotado de
una estructura de espacio topolégico, definiendo una familia de subconjuntos abiertos
que satisface ciertas condiciones. No obstante, los espacios topolédgicos siguen siendo
una coleccién de puntos.

i Pero son los puntos la nocién esencial? Tras una reflexion algo mas pausada, ob-
servamos que frecuentemente lo esencial no es «mirar el interior» de un espacio dado,
sino, por un lado, establecer relaciones abstractas entre este y otros espacios (apli-
caciones continuas, homeomorfismos, identificaciones, inmersiones...) y, por otro
lado, poder estudiar propiedades espaciales, tanto globales (compacidad, conexién,
separacion. . . ) como locales (por ejemplo, la version local de las anteriores) o sus ver-
siones hereditarias mediante ciertos «instrumentos espaciales» (tomar subespacios y
cocientes, pegar, cortar, unir, intersecar). El objetivo de este articulo es demostrar
que existen espacios generalizados en los que se expresan estas propiedades, aunque
no estan conformados por puntos, y mostrar algunas de sus ventajas.

En este sentido, aunque se haya desarrollado una amplia teoria matematica sobre
espacios topologicos, algunas propiedades no ocurren tal y como se espera o surgen
otros problemas; como la existencia de subespacios no medibles de R en teoria de
la medida, el hecho de que ciertas propiedades topolégicas no se preserven al tomar
productos (por ejemplo, el producto de espacios topolégicos Lindel6f puede no ser
Lindel6f), o que los subgrupos topoldgicos no siempre sean cerrados, a diferencia de
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los subgrupos de Lie embebidos, que si lo son. Como veremos mas adelante, todos
estos problemas se pueden solucionar si uno cambia ligeramente el punto de vista.

Frecuentemente, tras esos problemas, junto con la definicion de espacio, se en-
cuentran los axiomas de partida. Es mas, la definicién de cualquier concepto suele
estar relacionada con los axiomas utilizados para trabajar con él. Es decir, al gene-
ralizar la nocién de espacio topoldgico es necesario reflexionar sobre la idoneidad de
los axiomas —concretamente en este articulo, el axioma de eleccién y el principio de
exclusion del tercero— asumidos.

El axioma de eleccion es uno de los méas controvertidos entre los axiomas habi-
tuales. Segun este axioma, para cualquier familia de conjuntos no vacios {X;}ier
existe un conjunto {z;};cr tal que x; € X; para todo ¢ € I. Otro de los axiomas
que suele asumirse en la matematica clasica es el principio de exclusién del tercero
(PET) que se puede resumir de este modo: para cualquier proposicién ¢, se tiene
que ¢ es verdad o bien —¢ (la negacién de ¢) es verdad. Por supuesto, esto implica
que 7@ y ¢ sean equivalentes. Este axioma es mas débil que el axioma de eleccién,
ya que el axioma de eleccién implica PET (véase [6]).

Es extremadamente importante ser consciente de los axiomas utilizados, esto es,
no tener dudas sobre lo que se asume. Por ejemplo, detras de muchas de las demos-
traciones por reduccion al absurdo estd PET. De hecho, para demostrar la veracidad
de ¢, se asume —¢ y tras un razonamiento 1égico se llega a una contradiccién. Luego
——¢ es cierto y, aceptando PET, esto es equivalente a que ¢ sea cierto.

Sin embargo, supongamos que para demostrar —¢ se asume que ¢ es verdadero
y que un razonamiento légico lleva a una contradiccion. En este caso, la veracidad
de —¢ es inmediata, sin necesidad de utilizar PET. A pesar de que a ambas demos-
traciones se les suela llamar demostraciones por reduccién al absurdo, hay una gran
diferencia entre ellas, ya que en el segundo caso se asume un axioma menos.

El constructivismo es una rama de las matematicas que no asume el principio de
exclusién del tercero, ni por tanto el axioma de eleccion. Es decir, en el constructi-
vismo toda demostracién es independiente respecto a esos axiomas. Sin embargo, la
no asuncion de esos axiomas no significa su negacién, y por tanto las demostraciones
constructivas son también véilidas en matematica cldsica. Es méas, son demostra-
ciones realizadas usando menos axiomas. Por consiguiente, se puede afirmar que el
constructivismo es una «generalizacién» de la matematica tradicional.

El constructivismo surgid a principios del siglo XX e inicialmente fue una rama
muy discutida de la matemaética, ya que PET y la afirmacion «todo subconjunto de
un conjunto finito es finito» son equivalentes (véase [5, Teorema 2.1]). La segunda
afirmacion parece indiscutible, luego no habria ninguna razén para no asumir PET.
No obstante, también existen afirmaciones parecidas en la matematica clasica, como,
por ejemplo, la paradoja de Banach-Tarski. Segin esta, se puede dividir la esfera
tridimensional en una cantidad finita de piezas disjuntas, y luego volver a unirlas
obteniendo dos copias idénticas de la esfera inicial (véase [2]).

Es mas, la afirmacién «todo subconjunto de un conjunto finito es finito» no es in-
mediata computacionalmente. Para decidir si una afirmacién es cierta, un ordenador
necesita un realizador, es decir, un programa que atestigiie su veracidad. Simplifica-
damente, una maquina representa un conjunto numerable mediante un programa p
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que enumera sus elementos, con posibles repeticiones, y un realizador de la proposi-
cién «todo subconjunto de un conjunto finito es finito» seria un programa g que, dado
cualquier p, genera una lista finita con los elementos enumerados por p. Sin embargo,
intuitivamente, si p enumera el subconjunto 0, 0,0, ... del conjunto finito {0,1}, no
existe ningtn algoritmo que, tras una cantidad finita de pasos, determine si 1 esta
en ese subconjunto, luego no existe ningtin realizador (en [5, Seccién 3.2] podemos
ver una demostracién formal). Asi, lo que en matemética clasica es un ejemplo de
ineficiencia computacional, desde la perspectiva constructiva es una incognita légica.

Mas allé de las razones computacionales y filosoficas, el constructivismo también
posee una importante motivacién matematica. Existen ciertos universos matemati-
cos, llamados topos, con una estructura parecida a la de conjuntos, pero cuya légica
interna es constructivista. Esto es, se pueden reproducir las construcciones y opera-
ciones habituales de conjuntos en los topos, siempre que no se utilice PET.

Un resultado demostrado constructivamente se puede interpretar en un topos
arbitrario y, frecuentemente, esa interpretacién se puede «externalizar» obteniendo
asi nuevos teoremas. Por ejemplo, dado cualquier espacio topolégico X se pueden
obtener resultados sobre aplicaciones continuas con codominio X, externalizando la
topologia constructiva sobre un topos llamado topos de haces sobre X (véase [13,
Capitulo C1.6]).

En cualquier caso, entre otros, el teorema de Tychonoff es equivalente al axioma
de eleccién (véase [14]), y la compactificacién de Stone-Cech lo utiliza, asi que la
topologia clasica no se puede desarrollar constructivamente. Resulta intuitivo que
el razonamiento mediante puntos es el obstaculo principal por el cual la topologia
clasica depende intrinsecamente de PET, puesto que, al seleccionar un punto del
espacio, un razonamiento habitual implica dividir el espacio en dos: por un lado ese
punto, y por otro, si aceptamos PET, el resto del espacio.

Por consiguiente, con el fin de solucionar los problemas mencionados anteriormen-
te y poder trabajar constructivamente es necesario redefinir el concepto de espacio,
y parece razonable centrarse en los entornos abiertos mas que en los propios pun-
tos. Asi, en este articulo introduciremos los locales, que no son mas que estructuras
abstractas ordenadas de «abiertos». En general, todos los espacios topoldgicos defi-
nen un local, pero hay locales que no provienen de un espacio topoldgico, es decir,
espacios sin puntos suficientes.

Existen nociones de espacio ain mas generales que los locales, que no aborda-
remos en este articulo. Las limitaciones que presentaba la topologia clasica llevaron
A. Grothendieck a un nuevo enfoque de la topologia, dando lugar a lo que se conoce
como topologias de Grothendieck o sitios (un local es un cierto tipo de sitio; més
precisamente, todo local induce canénicamente un sitio cuya categoria subyacente es
el propio local) y los anteriormente mencionados topos. En su manuscrito «Prélude»
de Récoltes et Semailles, é] mismo manifestaba la necesidad de estas generalizaciones
para poder desarrollar la teoria de esquemas:

El concepto de situs' o de “topologia de Grothendieck” (versién provisio-
nal del concepto de topos) aparecid en la estela inmediata de la nocion

1El traductor utiliza el término situs al que nosotros nos referimos como sitio.
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de esquema. Proporciona a su vez el nuevo lenguaje de la “localizacion”
o del “descenso”, utilizado a cada paso en el desarrollo del tema y de la

herramienta esquemdticos.
(A. Grothendieck, traduccién de J. A. Navarro, véase [7, p. 26])

La finalidad de este articulo es exponer el concepto de local. Por un lado, se
definen los locales, proporcionando todos los instrumentos matemaéticos necesarios
para ello, y por otro lado se muestran varios ejemplos de su utilidad.

Entre otras ventajas, los locales son espacios idéneos para desarrollar la mate-
matica constructiva y en ellos desaparecen algunas de las patologias de los espacios
topoldgicos convencionales. Es mas, al no asumir el axioma de eleccién se pueden
evitar algunos contratiempos de la matematica clasica: en los locales no se puede
dividir la esfera en la forma paraddjica de Banach-Tarski, o se tiene que todos los
sublocales de R™ son medibles (véase [21]). Esto es, aunque generalmente en ma-
tematica clasica se prefiera asumir los axiomas convencionales y resignarse a tener
ciertos problemas, con la definicién adecuada de espacio estos se pueden evitar.

Nota. En este articulo, constructivo y vdlido en un topos arbitrario seran sinébnimos,
y para ello trabajaremos informalmente en la categoria de conjuntos y utilizaremos
el lenguaje habitual de la teoria de conjuntos pero teniendo cuidado de no derivar de
PET nuestros razonamientos. Esto es suficiente para poder interpretar los resultados
en un topos arbitrario. Los resultados sobre locales serdn constructivamente validos
salvo que se indique lo contrario. Ademaés, para la construccién del local de niimeros
reales de la Subseccion 4.1 se asumird adicionalmente que el topos tiene un objeto
de numeros naturales que nos permita definir los nimeros racionales. Por tltimo,
constructivamente, no todas las nociones de finitud son equivalentes. En este articulo,
los conjuntos finitos lo seran en el sentido de Kuratowski, es decir, F' es un conjunto
finito si existen un n € N y una aplicacién sobreyectiva {1,2,...,n} — F.

2. PRELIMINARES

Para poder definir y estudiar los locales hacen falta ciertos conocimientos sobre la
teoria del orden y la teoria de categorias. Aunque la finalidad de este articulo no sea
su desarrollo, se quiere dotar al lector de todos los instrumentos necesarios para la
comprensién de los locales, ya que solo se asume el conocimiento matematico basico.
Por consiguiente, en esta secciéon se expondran estos conceptos de forma detallada.

2.1. TEORIA DEL ORDEN

Al ser los locales familias ordenadas de abiertos, primero se estudiaran las pro-
piedades basicas de los 6rdenes.

Un orden parcial en el conjunto X es una relaciéon binaria reflexiva, transitiva
y antisimétrica, que normalmente denotaremos por el signo <. Asi, un conjunto
parcialmente ordenado o poset es un conjunto X con un orden parcial < en él. De
manera similar, una relacién binaria reflexiva y transitiva se llama preorden, y un
conjunto preordenado es un conjunto equipado con un preorden.
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Algunos ejemplos candnicos de conjuntos ordenados son los ntimeros naturales
o reales con el orden usual; o Ny con el orden de la divisién, es decir, a < b si y
solo si a | b. Ademés, para cualquier conjunto X, su conjunto de partes P(X) es un
conjunto ordenado con la inclusién, es decir, por definicién se tiene Y < Z si y solo
siY C Z.

Las aplicaciones naturales entre conjuntos (pre)ordenados son aquellas que man-
tienen las relaciones de (pre)orden. Concretamente, una aplicacién f: (X1,<1) —
(X2, <3) es mondtona si siempre que x <; y se cumple f(z) < f(y). Ademds, pa-
ra cualquier conjunto (pre)ordenado (X, <) se puede definir de forma natural otro
(pre)orden, llamado (pre)orden dual y al que denotaremos <°P, en X, donde z <°P y
si y solo si y < z. Asi, el conjunto (pre)ordenado (X, <°P) se denomina conjunto
(pre)ordenado dual de (X, <).

Dado un poset (X, <), el infimo del subconjunto S, denotado inf S, es, si existe,
el elemento a € X que verifica las siguientes condiciones:

(i) a < s para todo s € S;
(ii) si z < s para todo s € S, entonces z < a.

Es decir, inf S es la mayor cota inferior del conjunto S. De forma similar, el supremo
de un subconjunto S, al que denotaremos sup S, es la menor cota superior de S.
Noétese que de las condiciones anteriores y la antisimetria del orden parcial se deduce
la unicidad del infimo y del supremo, cuando estos existen.

Por ejemplo, en el conjunto ordenado (P(X),C) el supremo de una familia
{Yi}ier es U;¢; Vi, mientras el infimo es (1., Yi. Siguiendo este ejemplo, a menudo
el supremo y el infimo de un subconjunto S en un poset general se representan,
respectivamente, como \/ S y A S. Asimismo, para un conjunto finito {a1,...,a,}
es habitual utilizar las notaciones a1 V---Va, y a1 A---Aa,, respectivamente, para
el supremo y el infimo.

Como cualquier elemento z € X de un poset es una cota inferior del conjunto
vacio, inf @, cuando existe, es el mayor elemento del poset, al que se denomina
mdximo y se representa con el signo T. Igualmente, cuando existe sup &, este es el
menor elemento de poset, al que se denomina minimo y se representa como L.

DEFINICION 2.1. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Entonces,
(i) (X, <) es un reticulo si para todo x,y € X existen zVyy z Ay;
(ii) (X, <) es un reticulo completo si todo subconjunto tiene supremo e infimo.

En particular, en un reticulo completo siempre existen los elementos T y L.
Aunque en la definicién de reticulo completo se pida la existencia del supremo y del
infimo, basta pedir tan solo uno de los dos:

LEMA 2.2 (véase [19, Apéndice I, Proposicién 4.3.1]). Sea (X, <) un conjunto parcial-
mente ordenado. Supongamos que todo subconjunto tiene supremo; entonces (X, <)
es un reticulo completo.

Del mismo modo, si todo subconjunto de un poset tiene infimo, este es un reticulo
completo. No obstante, el resultado andlogo no es cierto para reticulos, es decir, en un
conjunto parcialmente ordenado (X, <) la existencia de 2V y para todo z,y € X no
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asegura que X sea un reticulo. El conjunto X = {a, b, ¢}, donde las tinicas relaciones
de orden no triviales son a < ¢y b < ¢, es un ejemplo de ello.

2.2. TEORIA DE CATEGORIAS

Este articulo hard uso de ciertas herramientas de la teoria de categorias, por lo
que dedicaremos el resto de esta seccién a su estudio.

DEFINICION 2.3. Una categoria C consta de objetos A, B,C, ..., de morfismos f,g,
h,... y de las siguientes operaciones:

(i) una asignacién que envia cada morfismo f a un objeto denotado dom(f), al que
llamaremos dominio de f;

(ii) una asignacién que envia cada morfismo f a un objeto denotado cod(f), al que
llamaremos codominio de f.

Si dom(f) = A y cod(f) = B, entonces denotaremos f: A — B;

(iii) una asignacién que envia cada objeto A a un morfismo 14: A — A, al que
llamaremos identidad sobre A;

(iv) una asignacién que envia cada par de morfismos f, g tales que cod(f) = dom(g)
(se dice en este caso que la composicion de f y g estd definida) a un morfismo g o f
que cumple dom(g o f) = dom(f) y cod(g o f) = cod(g). El morfismo g o f se llama
composicion de f y g. Ademads, se han de cumplir las siguientes propiedades:

» la composicién es asociativa, es decir, ho (go f) = (hog) o f siempre que las
composiciones estén definidas;

= las aplicaciones 14 son identidades respecto a la composicién, esto es, para
cada f: A — B se verifica que foly =f=1gof.

Nota 2.4. La definicién de categoria se ha dado axiomaticamente en el sentido de las
metacategorias de Mac Lane (véase [15, Capitulo 1, Seccién 1]), sin hacer referencia
a ninguna teoria de conjuntos subyacente. Sin embargo, por comodidad o por nece-
sidad, ocasionalmente serd interpretada en una teoria de conjuntos no especificada,
es decir, requeriremos que los objetos y morfismos de C formen clases, denotadas
respectivamente por Ob(C) y Mor(C). Informalmente, las clases son «colecciones que
pueden no formar un conjunto» como por ejemplo la colecciéon de todos los conjuntos
(para una exposicién méas precisa, consultese [1, Capitulo 0, Seccién 2.2]). Ademds,
diremos que C es una categoria pequena si Mor(C), y por tanto Ob(C), es un conjunto.
Sin embargo, tratamos de hacer la menor referencia posible a la teoria de conjuntos
subyacente; en particular, el desarrollo teérico de esta seccién se puede realizar sin
el axioma de eleccién ni PET; incluyendo, por ejemplo, las demostraciones de los
Teoremas 2.13 y 2.17.

Sean C una categoria y f: A — B un morfismo. Se dice que f es un isomorfismo
si existe otro morfismo g: B — A tal que go f = 14 y fog = 1p; en este caso
se comprueba ficilmente que el morfismo g es tnico y se suele denotar como f~!.
Ademaés, diremos que f es monomorfismo si cada vez que se verifica foh = fok,
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entonces h = k; y diremos que f es epimorfismo si cada vez que se verifica hof = kof,
entonces se tiene h = k.
Las estructuras mateméaticas habituales forman categorias de forma natural:

EJEMPLOS 2.5. (1) La categorfa de conjuntos, que denotaremos por Set, cuyos ob-
jetos son conjuntos y cuyos morfismos son aplicaciones. La composicién es sim-
plemente la habitual entre aplicaciones. Es facil comprobar que los isomorfismos
son precisamente las aplicaciones biyectivas, los monomorfismos las aplicaciones
inyectivas y los epimorfismos las aplicaciones sobreyectivas.

(2) La categoria Gp de grupos tiene como objetos grupos y como morfismos los ho-
momorfismos de grupos. De forma similar, se tienen las categorias Ring de anillos,
R-Mod de R-modulos... Cada vez que se tiene una estructura algebraica po-
demos construir una categoria. En todas ellas los isomorfismos son aplicaciones
biyectivas y los monomorfismos son aplicaciones inyectivas, pero en alguna de
estas categorias existen epimorfismos no sobreyectivos.

(3) Sea Top la categoria cuyos objetos son espacios topolégicos y cuyos morfismos son
aplicaciones continuas. También podemos construir la categoria Smooth formada
por variedades diferenciables y morfismos lisos.

(4) Por un lado, tenemos una categoria Pos en la cual los objetos son conjuntos
ordenados y los morfismos son las aplicaciones monétonas. Andlogamente, se
tiene la categoria Preord de conjuntos preordenados y aplicaciones mondtonas
entre ellos.

Todos los ejemplos hasta ahora tienen un rasgo comun: los objetos son conjuntos
con alguna estructura adicional y los morfismos son aplicaciones especiales entre esos
conjuntos. Una categoria de este tipo se denomina concreta. Sin embargo, existen
categorias no concretas, como se deduce de los siguientes ejemplos:

(5) Sea P un conjunto preordenado y definase la categoria Cp de la siguiente manera:
los objetos son los elementos de P y, dados a,b € P, existe un tnico morfismo
a — bsiysolosia <b. La composicién es la tnica que se puede definir, y la
asociatividad y existencia de identidades se deducen de las propiedades transitiva
y reflexiva, respectivamente. Ademés, es facil verificar que P es un conjunto
parcialmente ordenado si y solo si todo isomorfismo de Cp es una identidad.

(6) Sea (G,*) un grupo y consideremos la categoria Cg con un tnico objeto (es
decir, Ob(Cg) = {po}) de manera que para cada g € G existe un inico morfismo
§: po — po- La composicion se define mediante § o h = m Si e denota el
elemento neutro del grupo, estd claro que € es la identidad composicional y que
la asociatividad de la operacion garantiza la asociatividad de la composicién.

Por tdltimo, hay una manera natural de obtener una nueva categoria a partir de
una dada:

(7) Dada una categoria C, su categoria dual C°P tiene los mismos objetos que C y para
cada morfismo f: A — B en C, existe un tnico morfismo f°P: B — A en C°P.
Esto es, C°P se obtiene al invertir formalmente el sentido de los morfismos. La
composicion og, se define por f°P o4, g°P = (g o f)°P, y obviamente se verifica
que (C°P)°P =C.
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(7) Sean un conjunto preordenado Py la categoria Cp del ejemplo (5). Entonces se
verifica que Cpor = Cy’, donde P°P es el conjunto preordenado dual (P, <°P).

Nota 2.6. Dado un objeto A de una categoria, es 1til considerar la nocién de mono-
morfismo con codominio A «salvo isomorfismo». Mds precisamente, dos monomor-
fismos f: B — A, f': B' — A son isomorfos si existe un isomorfismo g: B — B’
tal que f = f/ og. Asi, un subobjeto de A es simplemente una clase de isomor-
fismos de monomorfismos con codominio A. En cualquier categoria, los subobjetos
de un objeto dado estdn naturalmente ordenados. En efecto, dados f: B — Ay
/' B — A dos representaciones de subobjetos, diremos que f < f’ si existe un
morfismo g: B — B’ que cumple f = f’ o g. Se verifica facilmente que < estd bien
definida, y que es de hecho una relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Ahora, si queremos definir la nocién de morfismo entre categorias, es natural exi-
gir que se preserven identidades y composiciones. Esta idea se expresa en la siguiente
definicion:

DEFINICION 2.7. Sean C y D categorfas. Un funtor F: C — D est4 formado por:
(i) una asignacién que envia cada objeto A de C a un objeto F(A) de D,

(ii) una asignacién que envia cada morfismo f de C a un morfismo F(f) de D,
de manera que se verifican los siguientes enunciados:

» si f: A— B, entonces F(f): F(A) — F(B),

= se tiene que F'(14) = 1p(4) para todo objeto A de C,

= se tiene que F(go f) = F(g) o F(f) si la composicién de f y g estd definida.

Diremos que un funtor F': C — D es fiel si dados morfismos f,g: A — B en C
tales que F'(f) = F(g), entonces se verifica f = g. Por otro lado, un functor es pleno
si, dado un morfismo h: F'(A) — F(B) en D, existe un morfismo f: A — B en C
tal que F'(f) = h.

En algunos de los siguientes ejemplos se definira el efecto de los funtores sobre
los objetos, dejando como ejercicio al lector extender el funtor a los morfismos.

EJemMpLOS 2.8. (1) Para cualquier categoria C, hay un funtor identidad 1¢: C — C
que verifica 1¢(A) = A para todo objeto A y 1¢(f) = f para todo morfismo f.

(2) Sea un funtor F': C — D°P. Entonces F' asigna a cada morfismo f: A — B
en C un morfismo F(f): F(B) — F(A) en D. Por consiguiente, un funtor de este
tipo se suele denominar funtor contravariante F': C — D; pero en este articulo no
utilizaremos esta terminologia.

(3) Para toda aplicacién f: A — B entre conjuntos, tenemos una aplicacién imagen
inversa P*(f): P(B) — P(A) dada por P*(f)(C) = f~1(C), y otra aplicacién
imagen directa P(f): P(4) — P(B) dada por P(f)(D) = f(D). Asi, se obtienen
sendos funtores P*: Set — Set®” y P: Set — Set tales que P*(A) = P(A) = P(A).

(4) Para toda categoria concreta C existe un funtor U: C — Set, llamado funtor

de olvido, porque «olviday la estructura adicional de los objetos y morfismos. Por
ejemplo, el funtor olvidadizo U: Top — Set lleva un espacio (X, 7x) al conjunto X.
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(5) Hay un funtor D: Set — Top que lleva el conjunto X al espacio discreto D(X) =
(Xv Tdis) .

(6) Sea K un cuerpo, y denotemos por V* el dual de un K-espacio vectorial V.
Para cada aplicacion lineal f: V' — W sabemos que existe otra aplicacién lineal
f*: W* — V* en la direccién opuesta. Asi, la asignacién V +— V* se extiende a un
funtor (—)*: Modx — ModS?.

Hasta ahora, hemos definido categorias y morfismos entre ellas (a saber, fun-
tores). Ademds, podemos definir la composicién entre funtores facilmente: dados
F:C—>DyG:D— &, pongamos (Go F)(A) =G(F(A)) y (Go F)(f) = G(F(f)).
Es un sencillo ejercicio comprobar que G o F': C — £ es de nuevo un funtor y que la
operacion de composicion entre funtores es asociativa. Ademds, el funtor identidad
de los anteriores ejemplos acttia como identidad composicional. Asi, tenemos una
categoria Cat cuyos objetos son las categorias pequenas y cuyos morfismos son fun-
tores. Realmente, la estructura de Cat es mucho mas rica, puesto que, como veremos
en la préxima definicién, también existen morfismos entre morfismos (es decir, entre
funtores):

DEFINICION 2.9. Sean F,G: C — D funtores. Una transformacién natural n: F — G
es una asignacién que envia cada objeto A de C a un morfismo n4: F(A) — G(A)
de D y que cumple la siguiente propiedad: para cada morfismo f: A — B en C, el
siguiente diagrama conmuta:

F(/f)

F(A) F(B)

na J/WB

aa) Y% aBy

Diremos ademés que una transformacién natural n es un isomorfismo natural si

74 es un isomorfismo para todo objeto A de C. En este caso es inmediato ver que
. ., , -1 s

la asignacién que envia A a i, es de nuevo una transformacién natural G — F,

denotada n~!.

EJeEMPLOS 2.10. (1) Con la notacién del Ejemplo 2.8(3), existe una transformacién
natural 7: 1lse — P, donde el morfismo n4: A — P(A) estd dado por na(a) = {a}.

(2) Recordemos el Ejemplo 2.8(6). Consideramos el funtor (—)**: Modxg — Mod g
(es decir, el que se obtiene componiendo dos veces (—)*), que lleva un espacio vec-
torial a su bidual. Dado un espacio vectorial V', sea ny: V — V** la aplicacion
lineal dada por ny (v)(yv) = ¢(v). Se verifica que las aplicaciones ny forman una
transformacién natural n: Iyod, — (—)**.

DEFINICION 2.11. Un funtor F': C — D se dice equivalencia categdrica si existen un
funtor G: D — C e isomorfismos naturales n: 1o - Go F'y f: FFoG — 1p. Dos
categorias se dicen equivalentes si existe una equivalencia categérica entre ambas.

Las categorias equivalentes son iguales desde la éptica de la teoria de categorias.
Asi, diremos que P es una propiedad categdrica si se preserva bajo equivalencias.
Esto es, si C y D son equivalentes, entonces C cumple P si y solo si D cumple P.
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Nota 2.12. Si C es una categoria, una subcategoria D de C viene dada por dos
subcolecciones Ob(D) C Ob(C) y Mor(D) C Mor(C) que son cerradas respecto
a tomar dominios, codominios, identidades y composiciones. Es evidente que una
subcategoria D de C es por si misma una categoria y que hay un funtor inclusion
I: D — C. Ademads, una subcategoria D se dice plena si todo f: A — B en Mor(C)
con A, B € Ob(D) pertenece a Mor(D).

Ahora, si C y D son categorfas y F': C — D es un funtor fiel (resp., fiel y pleno),
entonces existe una subcategoria (resp., subcategoria plena) D’ de D y una equi-
valencia G: D' — C tal que F o G = D’ — D es el funtor inclusién. Asi, salvo
equivalencia, los funtores fieles corresponden a subcategorias, y los funtores fieles y
plenos corresponden a subcategorias plenas.

Principio de dualidad. Dada una propiedad categoérica P, definimos la propiedad
dual P°P declarando que C cumple P°P siy solo si C°P cumple P. El siguiente teorema
es trivial pero de enorme importancia en teoria de categorias:

TEOREMA 2.13 (Principio de dualidad). Si una propiedad P se cumple en todas las
categorias, entonces también se cumple P°P.

Subcategorias (co)reflectivas. Entre todas las subcategorias D de C, estamos
interesados en las que tengan buenas propiedades. Por ejemplo, es razonable pedir
que, dado un objeto C' de C, exista una aproximaciéon 6ptima de C' mediante un
objeto de D. Asi, una subcategoria plena D de C se dice que es reflectiva en C si
para cada objeto C' de C existen un objeto D¢ de D y un morfismo no: C — D¢
de C que verifican la siguiente propiedad: para todo objeto C de C y D de D y para
todo morfismo f: C — D de C, existe un tnico morfismo g: D — D de D que
verifica f = gonc.

Asimismo, una subcategoria plena D de C se dice correflectiva en C si D°P es
reflectiva en C°P. La formulacién explicita se deja como ejercicio al lector.

(Co)productos. En diferentes dreas de la matemadtica se repiten construcciones
similares, y la teoria de categorias puede unificarlas. Un ejemplo ubicuo de este tipo
de construcciones son los productos: sabemos construirlos entre conjuntos, espacios
topoldgicos, grupos, espacios vectoriales. .. La siguiente definicién aina todos ellos:

DEFINICION 2.14. Sean C una categoria e I un conjunto de indices. Un producto de
una familia {4;};c; de objetos de C viene dado por un objeto P de C y una familia
de morfismos {m;: P — A;}ic; (lamados proyecciones) que cumplen lo siguiente:
para toda familia de morfismos {f;: B — A;},;, existe un tinico f: B — P tal que
fi =m; o f para todo i € I.

Cuando no haya riesgo de confusién (o sea obvio) las proyecciones no se especi-
ficardan. No es dificil probar que un producto, si existe, es tinico salvo isomorfismo.
Ademaés, diremos que

(i) C tiene productos binarios si existe una asignacién que envia cada par de ob-
jetos Ay B a un producto que denotaremos A x B; y que

(ii) C tiene productos si existe una asignacién que envia cada conjunto {A;};cs de
objetos a un producto que denotaremos [[,.; A;.
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Observamos que en el caso I = @ la anterior definicién se reduce a lo siguiente:
existe un objeto P de manera que para todo objeto B existe un dnico morfismo
B — P. Un objeto P de este tipo se denomina final, y en caso de existir diremos
que C tiene objeto final.

Por tltimo, definimos el coproducto de una familia {A; };c; en C como el producto
de {A;}icr en C°P y utilizaremos la notacién [[;.; A;. Asimismo, diremos que un
objeto P es inicial si P es un objeto final en C°P. Es habitual denotar el objeto final
mediante 1¢ (o simplemente 1), y el objeto inicial mediante O¢ (o simplemente 0).

EJEMPLOS 2.15. (1) La categoria Set tiene productos, siendo estos los habituales
productos cartesianos. El objeto final es cualquier conjunto {*} de un elemento (to-
dos son isomorfos). Los coproductos no son més que uniones disjuntas y el objeto
inicial es el conjunto vacio.

(2) En las categorias Gp y Modp existen todos los productos, a saber, los productos
directos (cartesianos) habituales. Los objetos finales e iniciales coinciden, siendo es-
tos los grupos y médulos triviales. Ademas, en Modg los coproductos son las sumas
directas, los cuales, en el caso finito, coinciden con los productos.

(3) En la categoria Ring el objeto final es el anillo trivial de un elemento, mientras
que el objeto inicial es el anillo Z de los nimeros enteros.

(4) En Top también existen los productos: el producto de una familia {(X;, 7x,) bicr
estd dado por la topologia de Tychonoff ([] X}, 7ryen). Del mismo modo, los copro-
ductos son uniones disjuntas equipadas con la topologia de la unién disjunta.

(5) Sea P un conjunto parcialmente ordenado y recordemos la categorfa asociada
Cp del Ejemplo 2.5(5). Entonces, el producto de {z;}ic; C P existe en Cp si y solo
si el infimo de {z;}icr existe en P, y en ese caso se verifica [, z; = A, ;. Por el
principio de dualidad, el supremo de {x;};c;, si existe, es el coproducto [[; z;.

Nota 2.16. Los (co)productos son en realidad casos particulares de la nociéon mas am-
plia de (co)lémite. Para los objetivos de este articulo es suficiente usar (co)productos,
pero advertimos al lector que el siguiente teorema es realmente mucho mas general.
El siguiente teorema indica que las subcategorias reflectivas poseen propiedades
muy convenientes:
TEOREMA 2.17 (véase [19, Apéndice II, Proposicién 8.3]). Sea D reflectiva en C. Si
existe el producto en C de una familia {D;};c1 de objetos de D, entonces el producto
en D también existe y ambos coinciden.

3. TEORIA DE LOCALES

Una vez presentadas todas las herramientas necesarias, en este apartado se for-
malizara y analizard la nocién de local como espacio sin suficientes puntos.
3.1. HISTORIA

A principios del siglo XX, F. Hausdorff y varios topdélogos de la escuela polaca,
como W. Sierpinski o K. Kuratowski, se percataron de que la informacién bésica
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de un espacio residia fundamentalmente en los entornos abiertos. En este sentido,
G. Nobeling publicé en 1945 el libro [18], en el que las definiciones y demostraciones
topoldgicas clasicas se dan basandose en los abiertos de la topologia, y no en los
puntos del espacio; esto constituy6 un gran paso para liberar los espacios topologicos
de los puntos.

Por otro lado, el desarrollo de A. H. Stone de las presentaciones topoldgicas
de las dlgebras de Boole puso de manifiesto la necesidad de unir la interpretacion
geométrica tradicional de los espacios topoldgicos con una vision méas algebraica.

Asi, la teoria de locales surgié en la década de 1950. En este campo es espe-
cialmente destacable la aportaciéon de B. Banaschewski, puesto que fue uno de los
autores mas prolificos de la rama durante las siguientes tres décadas. No obstante,
la verdadera revolucién en la teoria de locales se produjo en 1972 cuando J. R. Isbell
publicé el famoso articulo [8]. En él, en primer lugar, establecié el término de local,
nombre que subraya la naturaleza espacial de esta estructura, sin olvidar su caracter
algebraico; y definié la categoria formada por ellos. Y en segundo lugar, y principal-
mente, mediante este articulo dejé claro que los locales no son meras generalizaciones
de los espacios topoldgicos, sino una mejora. Para ello mostré que los locales poseen
ciertas propiedades positivas respecto a los productos o los subconjuntos densos, de
las que carecen los espacios topolégicos clasicos (véase la Subseccion 4.4).

Aunque [8] sea un hito en la teorfa de locales, el cardcter constructivo de la
teoria también sirvié de impulso para su desarrollo. De hecho, escoger un punto en
un espacio es dividirlo en dos: el punto por un lado, y, si aceptamos PET, todo lo
que no sea ese punto por otro lado. Por supuesto, en matemética constructiva esto
no es realizable, luego en vez de ver los espacios como un conjunto de puntos, es
conveniente analizarlos mediante sus abiertos, precisamente como se hace en teoria
de locales. Asimismo, este enfoque permite demostrar muchos teoremas de forma
constructiva o sin necesidad del axioma de eleccién. De este modo, el creciente interés
en la matematica constructiva propulsé el estudio de la teoria de locales.

Finalmente, desde que en 1982 P. T. Johnstone escribiera el primer libro mono-
grafico [11] sobre teoria de locales, se ha estudiado mucho sobre ellos y se ha ido
ampliando el campo a medida que surgian nuevas ramas de investigacion: teoria de
topos, topologia categorica, productos de locales, teoria de locales no conmutativos
—denominada teoria de cuantales— o teoria de grupos locélicos.

3.2. FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LOCALES

Sea (X,7x) un espacio topoldgico. Entonces, (7x,C) es un conjunto parcial-
mente ordenado. El hecho de que las uniones arbitrarias de abiertos son abiertas
garantiza que Tx posee supremos (son sencillamente uniones) y en virtud del Le-
ma 2.2 se deduce que 7x es un reticulo completo. Nétese que los infimos infinitos
no son generalmente intersecciones, pues las intersecciones infinitas de abiertos no
son generalmente abiertas. En cualquier caso, los infimos finitos si estan dados por
intersecciones. Ahora, como las uniones arbitrarias distribuyen sobre intersecciones,



LA GACETA % ARTICULOS 261

se tiene trivialmente que

U/\\/V;:\/(U/\V;), YU € 1x, V{V;'}iejg’rx. (].)

Por lo tanto, si (X, 7x) es un espacio topolégico, 7x es un reticulo completo que adi-
cionalmente cumple la ley infinita de distributividad (1) entre supremos arbitrarios
e infimos finitos. Visto lo anterior, es natural plantear la siguiente definicion.

DEFINICION 3.1. Un reticulo completo L se dice local o marco (frame en inglés) si
se cumple la siguiente ley infinita de distributividad:

a/\\/bl:\/(a/\bl)7 VQEL, V{bl}leng
K3 7

Asi, T7x es el ejemplo candnico de un local, y pensaremos que un local general es
un espacio topoldgico generalizado.

Asimismo, para toda aplicacién continua f: (X,7x) — (Y, 7y) las imédgenes in-
versas de abiertos son abiertas, es decir, obtenemos una aplicacién f=1(=): 7y — 7x
que manda un abierto U a f~1(U). Sabemos de la teorfa de conjuntos basica que
f~Y(—) conmuta con uniones e intersecciones arbitrarias, asi que en particular pre-
serva infimos finitos y supremos.

DEFINICION 3.2. Una aplicacién f: L — M entre marcos se dice homomorfismo de
marcos si preserva supremos arbitrarios e infimos finitos, esto es, si verifica f(\/, a;) =

V,; f(a;), flanb) = f(a) A f(b)y f(Lr) = L para todo {a;}ier € Ly a,be€ L.

Marcos y homomorfismos de marcos entre ellos forman la categoria de marcos,
denotada por Frm. Observamos que en Frm los morfismos van en la direcciéon opuesta
a la de las aplicaciones continuas. Esta discrepancia serd enmendada proximamente
con la introduccién de la categoria Loc. Hasta ahora, hemos demostrado el siguiente
resultado:

PROPOSICION 3.3. La asignacion Q(X,7x) = 7x y Q(f) = f~1(=) determina un
funtor Q: Top — Frm°P,

Diremos que un marco o local L es espacial si existe un isomorfismo L = 7x
en Frm para algin espacio topoldgico (X, 7x). Por ahora, no sabemos ni siquiera si
existen locales no espaciales, pero préoximamente veremos que si.

Sigamos pensando en locales como espacios generalizados. En este sentido, nos
gustaria que el funtor €2 fuera fiel y pleno, pues asi podriamos ver Top como una
subcategoria plena de Frm°? (en virtud de la Nota 2.12), formalizando asi la idea
de obtener «una categoria de espacios generalizados». Esta idea, la de considerar el
dual de Frm como la «categorfa topoldgica» (donde los morfismos van en la direccién
adecuada), fue presentada por J. R. Isbell en su articulo pionero [8]. Ahora estd claro
que Frm°? merece un nombre, lo llamaremos categoria de locales y lo denotaremos
Loc = Frm®P. Bajo esta terminologia, el funtor Q de la proposicién anterior se con-
vierte en un funtor 2: Top — Loc. Aun asi, no es cierto que {2 sea siempre fiel y
pleno; pero si lo es al restringirnos a espacios topolégicos «suficientemente buenos».
Primero, necesitamos la siguiente definicion:
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DEFINICION 3.4. Un filtro F' en un reticulo completo L es un subconjunto F C L
que cumple las siguientes condiciones:

(i) sia € F 'y b> a, entonces b € F}
(i) T € F;
(iii) si a,b € F, entonces a Ab € F.

Un filtro F se dice completamente primo si para todo S C L tal que \/ S € F existe
una € SNF.

Obsérvese que tomando S = & en la definicién anterior se deduce que un filtro
completamente primo no contiene a 1.

Sea (X,7x) un espacio topolégico. Nétese que para cada x € X, el conjunto
Uy, ={U € 7x | © € U} es un filtro completamente primo en 7x.

DEFINICION 3.5. Un espacio topolégico (X, 7x) se dice sobrio (sober, en inglés) si
todo filtro completamente primo de 7x es de la forma U, para un tnico x € X.

Por lo tanto, los puntos de un espacio sobrio X estan en correspondencia biyectiva
con los filtros completamente primos de 7x, y por extensién, un filtro completamente
primo en un local general L puede pensarse como un punto generalizado de L.

La mayoria de espacios que uno encuentra en la practica son sobrios. Por ejemplo,
es facil comprobar que todo espacio de Hausdorff es sobrio, luego no supone una gran
limitacién la restriccién a esta clase de espacios. Sea SobTop la subcategoria plena
de Top formada por espacios sobrios. Por otro lado, sea SpLoc la subcategoria plena
de Loc formada por locales espaciales. Se tiene el siguiente teorema:

TEOREMA 3.6. (i) §': SobTop — SplLoc (la restriccion de 1) es una equivalencia.
(ii) La subcategoria SobTop es reflectiva en Top.

(iii) La subcategoria SpLoc es correflectiva en Loc.

DEMOSTRACION. (i) Primero, construimos un funtor ¥: Loc — Top. Dado un local
L, sea X, el conjunto de sus filtros completamente primos; y considérese la familia
7x, = {¢a | @ € L} de subconjuntos de X, donde ¢, = {F € X, | a € F}. Las
identidades

p1L =9, o1=Xg, %ﬁv.ai:U% Y Panb = Pa Ny (2)
) [

se verifican facilmente, luego la familia 7x, es una topologia sobre Xp. Definimos
(L) = (Xp,7x,); no es dificil comprobar que esta regla se extiende a un funtor
3: Loc — Top y que X(L) es siempre sobrio. Asi, se tiene en particular un funtor
restriccién X': SpLoc — SobTop. Para un espacio topoldgico X, definimos una apli-
cacién nx: X — S(Q(X, 7x)) dada por nx () = U,. Observamos que 1y (¢r) = U
para todo U € Tx,y por tanto nx es continua. Ademas, la definicion de sobrio implica
que, cuando X es sobrio, nx es biyectiva. La férmula ny' (¢r) = U y la sobreyecti-
vidad de nx garantizan que nx es también abierta, y por tanto es homeomorfismo.
Es inmediato verificar que la asignacién X — nx define una transformacién natural
N LsopTop — X' 0 €, ¥ por tanto, es isomorfismo natural.
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Por otro lado, para cada local L sea er,: L — Q(2(L)) = 7x, la aplicacién dada
por €1, (a) = pq. En virtud de las ecuaciones (2), e, preserva supremos arbitrarios e
infimos finitos, y por tanto es un morfismo sobreyectivo en Frm. Ademas, es inmedia-
to verificar que Q(1x) oeq(x) = lo(x)- De ello sigue facilmente que, para L espacial,
€, es inyectiva y por tanto un isomorfismo en Frm. Equivalentemente, se tiene un
isomorfismo €57 : (¥ (X/(L)) — L en Loc, y por tanto también en SpLoc. Finalmente,
la asignacion L +— z-:‘zp establece una transformacién natural e°P: Q' o ¥/ — Isploc,
luego es un isomorfismo natural.

(ii) Los morfismos nx requeridos en la definicién son los nx : X — X(2(X)) definidos
en (i) (recordemos que el codominio es sobrio). La prueba de (iii) es similar. O

El siguiente diagrama expresa la situacién anterior de forma grafica (las flechas
punteadas indican subcategoria reflectiva a la izquierda y correflectiva a la derecha):

Top —— 2 Loc

’ N
7/ \
/ \

\ /
¢ )4

SobTop % Sploc

Noétese que el apartado (i) del teorema indica que existe una copia exacta de
SobTop (a saber, SpLoc) como subcategoria de Loc. Asi, si uno restringe el funtor
a SobTop, este se vuelve fiel y pleno, como habiamos adelantado anteriormente. Por
consiguiente, la idea del teorema anterior se puede resumir como sigue:

La topologia realizada en la categoria Loc es una extension fiel de la
topologia cldsica sobre espacios sobrios.

Todas las propiedades y construcciones espaciales —tomar subespacios, por ejem-
plo— mencionadas en la Introduccién se pueden generalizar a Loc. En el siguiente
ejemplo nos guia de nuevo la teoria de categorias. Un monomorfismo f: B — A en
una categoria se dice extremo si cada vez que f = g o e con e epimorfismo, se tiene
que e es isomorfismo. Asi, tal y como se explica en la Nota 2.6, se obtiene la nocién
de subobjeto extremo de A, es decir, una clase de isomorfismos de monomorfismos
extremos con codominio A. Ademds, podemos restringir el orden parcial introducido
en la Nota 2.6 a los subobjetos extremos de un objeto.

En Top, los subobjetos extremos de (X, 7x) corresponden precisamente a inclu-
siones (A,74) < (X,7x) donde A C X y 74 es la topologia subespacio, y el orden
parcial de los subobjetos extremos corresponde sencillamente a la inclusiéon entre
subespacios. Por todo ello, uno define un sublocal o subespacio generalizado de un
local L como un subobjeto extremo de L en Loc (véase [20, Seccién 2.4]).

Esta nocién resulta ser, sin duda, la adecuada, pues uno puede hablar de sublo-
cales abiertos y cerrados, asi como realizar las operaciones habituales entre ellos.
Por ejemplo, bajo la relaciéon de orden introducida se pueden construir supremos
e infimos, es decir, andlogos a uniones e intersecciones de subespacios clasicos. Un
ejemplo concreto, el de sublocal denso, se detalla en la Subseccién 4.3.
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4. VENTAJAS DE LA TOPOLOGIA LOCALICA

Ya hemos visto que ademas de la categoria Top de espacios topologicos, existe la
categoria Loc formada por objetos interpretables como espacios generalizados. ;Pero
merece la pena trabajar en esta categoria mas abstracta? El objetivo de esta seccion
es mostrar que Loc posee propiedades muy satisfactorias en comparacién con Top.

4.1. EL DUAL DE Loc ES UNA CATEGORIA ALGEBRAICA

Si miramos la categoria Loc en el espejo (es decir, si tomamos Loc®® = Frm),
el comportamiento categérico es excelente. Asumamos de momento el axioma de
eleccién para poder hablar de cardinales y fijémonos en la categoria Frm desde el
punto de vista algebraico: sus objetos son conjuntos junto con algunas operaciones
(tomar supremos e infimos), y las condiciones que deben verificar esas operaciones
se pueden expresar mediante ecuaciones. Concretamente, un local es un conjunto L
equipado con las operaciones A: L x L — Ly \/,.: L* — L, para todo cardinal
K, y dos constantes T € L y 1L € L. Pero, jcudles son las condiciones que deben
verificar esas operaciones para que L sea un local?

PROPOSICION 4.1. Sea L un conjunto y supéngase que existen elementos T € L y
L € L y operaciones N\: L x L — L, \/.: L" — L, para todo cardinal x > 1. Las
stquientes condiciones son equivalentes:

(1) L es un local, donde los infimos binarios estdn dados por la operacién A y los
supremos por \/,..

(2) Se werifican las siguientes condiciones para todo a € L y {a;}ier € L, donde
|I| = k:

(i

(ii

(ii

) (L,A, T) es un monoide idempotente conmutativo;
JaAnl=1ANa=1;

) anV, ai =V (aNa);

)

(iv) a; AV, a; = a;.

DEMOSTRACION. (1) = (2): Es inmediato demostrar que los supremos y los infimos
verifican las condiciones del apartado (2) (nétese que (2)(iii) sigue de la ley de
distributividad infinita).

(2) = (1): Definase el siguiente orden parcial en L: x < y si y solo si x Ay = .
Entonces, es ficil demostrar que, por (2)(i), el conjunto parcialmente ordenado (L, <)
tiene infimos binarios, dados por la operaciéon A, y que T es el maximo. Demostremos
que todos los supremos existen, dados por la operacién \/, . La definicién del orden
y (2)(il) aseguran que el elemento L es el minimo. Sea la familia {a;};er C Ly
supéngase que |I| = k. Usando la definicién del orden y (2)(iv), sigue que el elemento
V,. @i es una cota superior de la familia {a;};c;. Supéngase que b € L es otra cota
superior, es decir, a; < b para todo ¢ € I. Ahora, por (2)(iii) y (2)(iv) se deduce que

V.. a; < b. Finalmente, la ley de distributividad infinita entre supremos e infimos
sigue de (2)(iii). O
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Observamos que el apartado (2)(i) de la Proposicién 4.1 es una condicién alge-
braica, luego es expresable con ecuaciones. Asi, todas las condiciones para ser un
local se pueden expresar mediante unas operaciones y varias ecuaciones con ellas.

Fijémonos ahora en los morfismos de Frm. Recuérdese que un morfismo en esta
categoria es una aplicacién que preserva infimos finitos y todos los supremos. Pero,
entonces, un homomorfismo de marcos es una aplicacién que preserva las operacio-
nes de nuestra estructura algebraica, es decir, un homomorfismo en el sentido del
algebra universal. Esto es, utilizando la terminologia de P. T. Johnstone (véase [11,
Capitulo I, Seccién 3.8]) la categoria Frm es presentable por ecuaciones. Para el lec-
tor interesado en categorias, diremos que Frm tiene caracter algebraico en un sentido
aun mas fuerte y constructivo, puesto que es una categoria algebraica en el sentido
de P. T. Johnstone (véase [11, Capitulo I, Seccién 3.8 y Capitulo II, Teorema 1.2]),
es decir, una categoria monédica sobre Set.

Antes de analizar de forma precisa ese comportamiento, recordemos cudl es la
situacién: por un lado Frm es una categoria formada por dlgebras y homomorfismos,
y, por otro lado, tenemos su dual Loc, cuyos objetos se pueden pensar como espacios
generalizados y los morfismos como aplicaciones continuas generalizadas. Por tanto,
en este contexto, esta idea se puede resumir de forma elegante:

La topologia y el dlgebra son duales entre si.

Notese que esta dualidad no es solo una forma de pensar o una idea intuitiva;
es una dualidad categérica (a saber, Loc = Frm°P), y permite estudiar topologia
utilizando herramientas propias del algebra.

Ahora, como la categoria Frm tiene caracter algebraico, se puede estudiar me-
diante resultados generales de la teoria de categorias, y se pueden deducir varias
propiedades muy utiles (véase [11, Capitulo I, Seccién 3.8]).

(A1) La categoria Frm tiene todos los productos y coproductos. Ademads, los pro-
ductos de Frm (es decir, los coproductos de Loc) se pueden calcular en Set, es
decir, no son mas que los productos cartesianos habituales.

(A2) Los monomorfismos de Frm son exactamente los homomorfismos inyectivos.

(A3) Los isomorfismos de Frm son exactamente los homomorfismos biyectivos.

—
>
=~

Nu?

Los sublocales de un local L, es decir, subobjetos extremos de L en Loc, co-
rresponden a clases de isomorfismo de epimorfismos extremos en la categoria
dual Frm con dominio L. Estos epimorfismos extremos son precisamente ho-
momorfismos sobreyectivos (i.e., cocientes) en Frm y, por tanto, al ser esta
una categoria algebraica, estdn en correspondencia biyectiva con congruencias
sobre L (una congruencia sobre una estructura algebraica X es una relacién
de equivalencia cerrada respecto a las operaciones de X). Asi, los sublocales
se pueden estudiar desde el punto de vista algebraico.

(A5) Para el lector interesado en teoria de categorias mencionaremos que en Frm
(epimorfismos extremos, monomorfismos) es un sistema de factorizacién.
(A6) Los locales se pueden definir usando generadores y relaciones, como es ha-

bitual en algebra. Este proceso es muy 1til y no tiene andlogos en la ca-
tegoria Top. Mas precisamente, dados un conjunto A de generadores y un
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conjunto R de relaciones entre ellos (es decir, igualdades formales del ti-
po Vier AFi = V;c; ANGj con F;, G; subconjuntos finitos de A para todo
iel,je J), existen un local Frm(A | R) y una aplicacién entre conjuntos
na: A — Frm(A | R) de manera que, para todo local L y toda aplicacién entre
conjuntos f: A — L que respeta las relaciones de R, existe un tinico morfismo
f: Frm(A | R) — L en Frm que cumple fona=7f.

(A7) En particular, en la categoria Frm, existen locales libres, en el sentido del
algebra cotidiana, es decir, tomando Frm(A | &).

Veamos ejemplos importantes de la utilidad de las anteriores propiedades:

EJEMPLO 4.2 (Construccién de productos locdlicos, véase [19, Capitulo IV, Sec-
ci6n 4]). Recordemos la construccién de los productos de espacios topoldgicos. Da-
dos (X, 7x) y (Y, 7y) dos espacios topoldgicos, su producto en Top es (X X Y, Trycn).
Es maés, la topologia Ty estd generada por la subbase

{UxV|Ue€rx,Very}.
Esta claro que esos generadores verifican estas relaciones:
Ux@=20xU=0,
Uw xvi)=u xyv,
Uwi xv)={Jui xV,

UxV)NU' xV)=UNU)x (VnV).

Ahora, teniendo en cuenta la motivacién del parrafo anterior y usando el punto
(A6) construiremos los productos en la categoria Loc (nétese que por el punto (A1)
sabemos la existencia de los productos, pero no cémo construirlos). Sean locales L y
M; entonces es 16gico definir el local L ® M generado por los sfimbolos a ® b (donde
a€ Lybe M)y satisfaciendo las siguientes relaciones:

1) T ®Tu=TremMm,

(2) a® Ly =1 ®b= Ligwm,

3) V(e®b)=a® Vb,

(4) V(e ®b) = (Vai) @b,

(5) (a@b)A(d@V)=(and)@(DAY).

Ahora es facil demostrar que L ® M es, en realidad, el producto de L y M en Loc.

El ejemplo anterior muestra claramente las ventajas de poder definir o presen-
tar los espacios mediante generadores y relaciones. Hay otras muchas aplicaciones
interesantes que se pueden desarrollar utilizando esta técnica, siendo una de las mas
sorprendentes la construccion de los niimeros reales.
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EJEMPLO 4.3 (Construccién de los niimeros reales, véase [4]). Consideremos el con-
junto de nimeros reales R con la topologfa usual. Es f4cil probar que {(a,b) | a,b €
Q, a < b} es una base de dicho espacio topolégico. Queremos definir el local de
nimeros reales, L(R), tal que Q(R, 7,5) = L(R). Para ello se usardn generadores y
relaciones. Sea L(R) el local generado por los simbolos (a,b) para todo a,b € Q, y
cumpliendo las siguientes relaciones:

(1) (a,b) A (a,b) = (aVa',bAb);

(2) {(a,b) V{d, V)= {(a,b), cuando a <o’ <b<¥;
(3) (a,b) =V {{a" V) [a<a <V <b}

(4) T=V{{a,b) | a,beQ}

(aunque estos generadores (a,b) sean meros simbolos formales, intuitivamente po-
demos pensar que son los intervalos abiertos (a,b)). Como los intervalos abier-
tos (a,b) satisfacen esas relaciones, existe un dnico homomorfismo sobreyectivo
p: LR) = Q(R,7,5) en la categoria Frm que verifica ¢({a,b)) = (a,b). Si asu-
mimos PET, se puede demostrar con algo mdas de trabajo que ¢ es inyectivo (véase
[19, Capitulo XTIV, Corolario 3.2.2]), luego un isomorfismo. Esto tiene ventajas y
consecuencias:

(i) En matemédtica constructiva, ya hemos justificado que el contexto adecuado
para hacer topologia es la teoria de locales. Por tanto, el objeto a estudiar es
L(R), y no el espacio (R, 7ys).

(if) Aunque en la logica clésica se tiene el isomorfismo Q(R, 7,5) = L(R), esto no
significa que la construccion de L(R) sea redundante en un contexto donde se
asuma PET. Es interesante por al menos las siguientes dos razones:

(a) Hemos podido construir el reticulo de la topologia usual de los nimeros
reales formalmente, partiendo tan solo de los nimeros racionales. Una
vez hecho esto, no es dificil obtener los nimeros reales ya que, bajo la
notacién de la demostracién del Teorema 3.6, se puede demostrar que
hay un homeomorfismo ¢: (R, 7ys) = X(L(R)) = (Xz(r), X, )- De he-
cho, partiendo del cuerpo ordenado de los niimeros racionales, uno puede
dotar de estructura de cuerpo ordenado a £(L(R)) de manera que la apli-
caciéon subyacente 1: R — X, (r) es también un isomorfismo entre anillos
ordenados (véase [4, Capitulo 4]). Asi, podemos tomar X(L(R)) como de-
finicién de los nimeros reales, pues su estructura topologica, ordenada y
algebraica son las que deben ser. Nétese que hemos dado una construc-
cién formal de los nimeros reales utilizando herramientas de la topologia
sin puntos, del algebra universal y la teoria de categorias.

(b) La representacién de los nimeros reales mediante generadores y relaciones
es extremadamente util. Asi, para definir un homomorfismo £(R) — L,
no hace falta definirlo en todo £(R), basta definirlo sobre los generadores,
y demostrar que respeta las relaciones.
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4.2. TOPOLOGIA SIN PUNTOS Y MATEMATICA CONSTRUCTIVA

Uno de los aspectos mas atractivos de la teoria de locales es el hecho de que las
definiciones y resultados de este campo son intrinsecamente independientes al prin-
cipio de exclusion del tercero, es decir, la mayoria son completamente constructivos.
El principal ejemplo es el teorema de Tychonoff, el cual, como ya se ha mencionado
en la Introduccién, equivale al axioma de eleccién en topologia clasica.

El teorema de Tychonoff tiene dos componentes principales: la compacidad y los
productos. Analicémoslos brevemente en locales. Es facil generalizar la compacidad
a Loc: diremos que el local L es compacto si siempre que \/,.;a; = T existe un
subconjunto I’ C [ finito tal que \/,. a; = T. Es evidente que un espacio topolégico
X es compacto en el sentido habitual si y solo si el local Q(X) es compacto.

Los productos son un aspecto interesante (pero no trivial) de la categoria Loc.
Como hemos visto en el punto (A1), la categoria Loc posee productos arbitrarios, y el
Ejemplo 4.2 muestra cémo construirlos de forma muy instructiva (aunque, en reali-
dad, no del todo explicita). Es conocido (véase [11, Capitulo II, Proposicién 2.14])
que el funtor 2: Top — Loc generalmente no preserva productos, es decir,

en general, se tiene QX xY) ZQ(X) @ QYY)
(aqui, se entiende que X X Y estd equipado con la topologia producto tradicional, y
que la notacién ® representa el producto de la categorfa Loc, como en Ejemplo 4.2).

La diferencia entre los productos en las categorias Top y Loc no debe interpretarse
como una desventaja o imperfeccién. Es mads, hay varios motivos para afirmar que
el comportamiento de los productos en Loc es mejor, por ejemplo:

TEOREMA 4.4 (Tychonoff localico). Sea {L;}icr una familia de locales compactos.
Entonces, el producto @, L; es compacto y se puede demostrar constructivamente.

P. T. Johnstone fue el primero en demostrar este teorema sin el axioma de eleccién
(véase [10]), y posteriormente J. J. C. Vermeulen lo demostré de forma completa-
mente constructiva, es decir, sin usar PET (véase [22]). En cualquier caso, debemos
mencionar que la demostracién locilica es mucho mds intrincada que la clésica (de-
bido en parte a la complejidad de los productos en Loc).

Asimismo, B. Banaschewski (véase [3]) demostrd que la version clésica del teore-
ma se puede demostrar de forma sencilla a partir de la versién localica; obviamente,
utilizando el axioma de eleccién de manera adecuada. En este sentido, se puede ar-
gumentar que el resultado localico es la verdadera versién del teorema, y el resultado
de espacios topologicos puede verse como un resultado incidental. Esta idea se repite
frecuentemente en la teorfa de locales; el autor lo resumié en [3] de esta manera:

argumento locdlico constructivo
+ = resultado cldsico para espacios.
forma adecuada del axioma de eleccion

En consecuencia, los principios no constructivistas son solamente utensilios que
sirven para ver los puntos de los espacios; y renunciando a los puntos, los resulta-
dos se pueden demostrar igualmente sin necesidad de esos principios (por ejemplo,
el teorema de Tychonoff, la compactificacién de Stone-Cech, el teorema de Heine-
Borel...).
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4.3. EL TEOREMA DE ISBELL

Uno de los resultados méas conocidos de la teoria de locales es el hecho de que cada
local tiene un sublocal denso minimo. Obviamente, no existe un resultado analogo
en topologia cldsica (considérese, por ejemplo, la intersecciéon vacia de los ntime-
ros racionales Q e irracionales I en R). Este teorema tiene diversas sorprendentes
aplicaciones; en particular, el hecho de que la teoria de la medida locélica tiene un
comportamiento muy conveniente (véase [21]).

Antes de enunciar el teorema, necesitamos definir con precisién el concepto de
sublocal denso. Segtn el punto (A4) los sublocales de un local L estdn en corres-
pondencia biyectiva con las clases de isomorfismo de homomorfismos sobreyectivos
f: L — S en la categoria Frm. Como es de esperar, si (X, 7x) es un espacio topold-
gico, sus subespacios dan lugar a sublocales del correspondiente local Q(X,7x).
En efecto, cada subconjunto A C X determina un homomorfismo sobreyectivo
fa: QX,7x) = Q(A,74) en Frm, dado por f4(U) = U N A para todo U € 7x.
Diremos que f4 es el cociente inducido por el subespacio (A, 74), y denotaremos por
sa: QA,14) = Q(X, 7x) el subobjeto extremo (o sublocal) correspondiente en Loc.

Observamos que A es un subespacio denso de X si y solo si f4(U) = @ implica
U = @ para todo U € 7x. Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 4.5. Un sublocal de L se dice denso si el cociente f: L — S asociado
en Frm verifica que, para todo a € L, f(a) = Lg implica a = L.

Recordemos que los sublocales de un local L estdn naturalmente ordenados (véan-
se la Nota 2.6 y la Subseccién 3.2). Ahora, estamos en posiciéon de poder enunciar
el teorema de Isbell:

TEOREMA 4.6 (véase [8, Teorema 1.5]). Todo local posee un sublocal denso minimo.

En particular, ambos sg y s1 contienen el sublocal denso minimo de Q(R, 7g).
Como cabe esperar, el sublocal denso minimo es generalmente un local no espacial.
Maés precisamente, se puede demostrar que para todo espacio topolégico Hausdorff
(X, 7x) sin puntos aislados, el sublocal denso minimo de (X, 7x ) no contiene ningin
punto generalizado y no es espacial (véase [13, Ejemplos C1.2.6(c)]).

4.4. OTRAS VENTAJAS

Ademads de las mencionadas en las subsecciones anteriores, la topologia locélica
puede evitar otras patologias de la topologia clasica. Finalizaremos enumerando
brevemente algunas:

Subgrupos localicos. Los grupos topoldgicos son estructuras matemaéticas que
combinan grupos abstractos y espacios topolégicos. De esta forma, se espera cierta
compatibilidad entre sus subestructuras. No obstante, aunque los subgrupos topolé-
gicos sean cerrados respecto al producto y a la inversion, puede que no sean topold-
gicamente cerrados. Sin embargo, si generalizamos el concepto de grupo topoldgico a
la categoria Loc, los subgrupos locélicos son cerrados. Este resultado se demostré por
primera vez en el articulo [9] y posteriormente P. T. Johnstone dio una demostracién
completamente constructiva (véase [12]).
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Conexién. La topologia cofinita sobre los nimeros naturales muestra que los espa-
cios conexos y localmente conexos no son generalmente conexos por caminos (aunque
en espacios métricos completos la afirmacion es cierta). Formular el concepto de co-
nexién en Loc es inmediato, y la conexiéon por caminos, aunque sea mas costoso, se
puede definir. Sorprendentemente, I. Moerdijk y G. C. Wraith demostraron en [17]
que en Loc los locales conexos y localmente conexos son conexos por caminos.

Propiedad Lindel6f y productos. Recuérdese que un espacio topoldgico es Linde-
16f cuando todo recubrimiento abierto puede ser refinado a un recubrimiento abierto
numerable. En particular, todo espacio compacto es Lindel6f; pero, a diferencia de
la compacidad, el producto de espacios topolégicos Lindelof puede no ser Lindelof.
Por ejemplo, la recta de Sorfrengey es Lindeldf, pero el plano de Sorfrengey no lo
es. No obstante, los locales Lindel6f constituyen una subcategoria reflectiva, por lo
que, segun el Teorema 2.17, son cerrados respecto al producto (véase [16]).
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