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Las matematicas en la educaciéon: algunas ideas

por

Antonio Martinén

RESUMEN.  En las tltimas décadas ha mejorado la educacién matematica es-
pafiola, pero también reconocemos que atin queda mucho por hacer. Este texto
contiene algunas ideas que espero resulten tutiles para los colegas interesados
en el progreso de la ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas.

Estas lineas se basan en mi experiencia como profesor de secundaria durante afios
y como profesor universitario algunos mas, asi como en las reflexiones acerca de las
investigaciones en las que he participado y de los compromisos que he adquirido
para la mejora de esta ensenanza. Casi todo lo que comento vale para los distintos
niveles educativos. La presentacién de estas ideas estd inevitablemente afectada por
mis propios gustos.

1. NO ESTAMOS SOLOS. ;| MATEMATICAS PARA QUE?

Empecemos con una obviedad: no estamos solos. Las matematicas son una pieza
mas del amplio y muy complejo proceso educativo. Otras disciplinas también parti-
cipan, desde los inicios, en la formacién de los estudiantes. Todas tienen su funcién
y, con frecuencia, resultan complementarias.

. Qué papel tiene la asignatura de Matemédticas? ;Cémo ayuda a los objetivos
generales de la educacién? Recordemos que las razones que suelen darse, para expli-
car la presencia tan destacada de las matematicas en cualquier sistema educativo,
se agrupan en torno a dos ideas: (A) poseen una potente capacidad de formacién
intelectual, y (B) son necesarias en muchos aspectos. De estos tltimos destaco tres:

(a) son necesarias en la vida cotidiana,
(b) son fundamentales en otras ramas del conocimiento, y
(¢) son imprescindibles para una ciudadania responsable.

Las razones anteriores llevan a concretar los objetivos de la educaciéon matematica,
adaptados a los diferentes niveles educativos.

De aqui en adelante me centraré en el papel de las matematicas para lograr una
ciudadania responsable y en su capacidad de formacion intelectual. Lo hago desde la
perspectiva de una ensenanza con un profesorado que busca lograr en su alumnado
un aprendizaje significativo. Al hacerlo asi estoy en linea con los Principles and
Standards for School Mathematics del National Council of Teachers of Mathematics
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(NCTM, 1999), ademas de participar de las preocupaciones y propuestas recogidas
en el Libro Blanco de las Matemdticas (2020), que recientemente han publicado la
Real Sociedad Matemética Espanola (RSME) y la Fundacién Ramén Areces.

Aristételes senald que los jovenes pueden hacerse matematicos muy habiles, pero
no sabios en otras ciencias, para las que necesitarian una experiencia que aun no
poseen, pues no han vivido lo suficiente para tenerla. Sin embargo, los resultados
escolares parecen indicar lo contrario. Lo habitual es que haya mas suspensos en
Matemaéticas que en las otras disciplinas. ;Tenemos éxito en la ensenanza de las
matematicas? Todos reconocemos que son importantes para la sociedad, pero segu-
ramente por eso hay una insatisfaccion y preocupacién con su ensenianza, en nuestro
pais y en otros muchos.

Vale la pena recordar los resultados de PISA en mateméticas 2018: la media
espaifiola fue 481, mientras que en la OCDE fue 489 y en la Unién Europea 493. La
diversidad en Espana es notable: a la cabeza estdn Navarra (503), Castilla y Le6n
(502), Pais Vasco (499) y Cantabria (499). A la cola se encuentran Canarias (460),
Melilla (432) y Ceuta (411). Estos ntiimeros no son la foto completa de una realidad
con mil caras, pero algo indican y, por tanto, debemos tenerlos en cuenta. Lo que
no es razonable es ignorarlos.

2. CIUDADANIA RESPONSABLE

Una ciudadania responsable debe comprender lo mas importante de lo que ocurre
en la sociedad y asi poder participar en el debate democratico, y hacerlo con criterio
propio, sabiendo bien de lo que se habla y conociendo lo esencial de las discusiones.
Vivimos una revolucion tecnolégica que produce trasformaciones profundas y veloces
en las sociedades, y que nos presenta un futuro lleno de incertidumbres, momentos
donde resulta especialmente necesaria la ciudadania responsable.

Las matematicas en la ensenanza tienen un papel en el logro de una ciudadania
responsable. Es necesario cierto conocimiento de estadistica y probabilidad, que nos
permita la comprensién de las informaciones que nos llegan de manera cotidiana
y la valoraciéon critica de las propuestas que se nos hacen. Aunque quizds lo mas
importante para tener una ciudadania responsable sea la extensién de la cultura
cientifica entre la poblacién, especialmente entre los jévenes.

S. Hawking escribi6: «;Qué espera a los que son jovenes ahora? Puedo decir
con confianza que su futuro dependerd més de la ciencia y de la tecnologia que
en cualquier generacion anterior. Necesitaran saber sobre la ciencia més que en
cualquier tiempo anterior porque forma parte de sus vidas diarias de una manera
sin precedentes.»

Los gobiernos deben asumir, como un objetivo nacional, el aumento de los cono-
cimientos cientificos y técnicos béasicos, asi como el reconocimiento del papel de los
cientificos y tecnélogos en el progreso de las sociedades. Los medios de comunicacion
publicos deberian contribuir a que asi fuera y tratar como héroes de nuestro tiempo a
esos jovenes que se dedican a la investigacién, a la biisqueda del nuevo conocimiento,
ya sea en sociologia, en biologia o en matematicas.
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3. ESTA PRESENTE LA FORMACION INTELECTUAL EN EL AULA?

Todos decimos que la ensenanza de las matematicas debe propiciar en los alumnos
el pensamiento abstracto, la capacidad de razonar y generalizar, el abordaje de
problemas, la justificacion de las afirmaciones, el cultivo de la curiosidad cientifica,
la exigencia de rigor y la capacidad de formalizacién, el desarrollo de la creatividad
y la imaginacion, el aprecio por la belleza intelectual, asi como distinguir lo esencial
de lo superfiuo.

iQué cantidad de ambiciosas metas! ; Cémo lograrlas? En demasiados casos los
contenidos se imponen sobre la formacién, impera el «no hay tiempo» y se trabaja
en tantos temas que no es posible digerirlos. De este modo, la asignatura a la que se
le atribuye mayor uso del razonamiento se convierte en una donde hay que memori-
zar. .. ijlo que dentro de poco se olvidara! Los conceptos clave no se aprenden en un
dia: hay que madurarlos. Ademads, es necesario combinar diferentes conceptos, rela-
cionar unos con otros, lo que exige tiempo. Parece que vivimos en una contradiccién
entre lo que afirmamos que es mas conveniente y la préictica en el aula.

Los ejercicios no rutinarios son un buen instrumento para fundir técnica y for-
maciéon. Uno de esos problemas, que forma parte de la familia pares y nones, es el
siguiente:

EJEMPLO. En una de las esquinas de un tablero de ajedrez se sitia un caballo.
¢ Puede llegar a la otra esquina de su diagonal pasando una vez y solo una por las
demds casillas?

El razonamiento que nos lleva a la solucién es muy simple: no es posible, pues
tendria que dar exactamente 63 saltos y en cada uno de ellos cambia de color, de
tal forma que finalizaria en una casilla de diferente color al de la inicial, asi que no
podria estar en la misma diagonal.

En las proximas secciones pondré el foco en aspectos que considero muy relevantes
en la formacién intelectual: la abstracciéon y el significado, la demostracion y la
generalizacion, la intuicion y lo esencial.

4. LA ABSTRACCION Y EL SIGNIFICADO

Para alcanzar un conocimiento matemaético significativo, en su construccion es
necesario presentar situaciones que sean familiares a los alumnos y que den lugar a
la abstraccion.

Cuando se escribe 2+3 = 5 se expresa un conocimiento abstracto que se refiere a
numerosas situaciones y en diferentes contextos. Veamos un ejemplo con esa igualdad
en un nivel muy elemental:

EJEMPLO. Luis tenia 5 euros, cantidad que se redujo en 3 euros y finalmente Luis
tiene 2 euros.

Hay varias maneras de expresar ese cambio y, por tanto, varias formas de enunciar
un problema. Veamos dos.
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(a) Luis ahora tiene 2 euros y antes tenia 3 euros mds que ahora. ;Cudntos euros
tenia Luis antes?

(b) Luis ahora tiene 2 euros y ahora tiene 3 euros menos que antes. ;Cudntos
euros tenia Luis antes?

En una encuesta que realizamos con alumnos de educaciéon primaria se obtuvo
que en el caso (a) el nivel de éxito fue del 90 %, mientras que en el caso (b) solo se
llegé al 20 %. Esto tiene una explicacién. Ambos problemas responden a la situacién
numérica 2+ 3 =505 — 3 = 2 y al conocimiento abstracto de que las ecuaciones
243 =12 02 —3 =2 tienen solucién & = 5. Sin embargo, en el problema (a) se dice
«mds que» y se debe sumar, el referente en la comparacién es un dato conocido (lo
que tiene ahora), y lingiifsticamente tiene la estructura «ahora, antes—ahora, antesy.
En el enunciado (b) se dice «menos que» y se debe sumar, el referente es la incégnita
(lo que tenia antes), y lingiifsticamente tiene la estructura «ahora, ahora — antes,
antes».

El conocimiento abstracto, para que sea significativo y resulte 1til, se debe cons-
truir con numerosas situaciones concretas diferentes. Se abstrae a partir de ellas y
se debe volver a ellas desde lo abstracto.

5. LA DEMOSTRACION Y LA GENERALIZACION

En la vida cotidiana hay muchas maneras de decidir: haciendo caso a una cora-
zonada, siguiendo un sentimiento, mediante una votacién, aceptando lo que dice la
autoridad. . .

Sin embargo, en la ciencia se apela a una explicacion racional, en ocasiones fun-
dada en la experiencia: tenemos que convencernos unos a otros de cudl es la verdad.
En matemadticas se va mas alla: las afirmaciones se prueban, es decir, se ofrece un
razonamiento de validez incuestionable. Demostrar es dar una justificacién que no
ofrece duda.

En las aulas de primaria y secundaria las demostraciones estdn practicamente
ausentes y son muchos los estudiantes universitarios que desconocen lo que realmente
significan.

Para contribuir a la formacion intelectual del alumnado es absolutamente nece-
sario que en todos los niveles educativos se razonen las verdades matematicas. Desde
luego, no hay que probarlo todo y, por supuesto, las justificaciones deben adaptarse
al nivel de los alumnos. Ademas, las demostraciones, las pruebas, ofrecen evidencias
sobre lo que es verdad, no porque asi esté escrito en el libro o lo diga el profesor. Se
refieren a una realidad que tiene su propia verdad, una verdad objetiva, y esa verdad
se logra con certeza plena mediante una justificacién racional, con un razonamiento
incuestionable.

EJEMPLO. El teorema mds conocido y mds popular es el de Pitagoras. Una demos-
tracion clara puede lograrse con figuras simples y puede presentarse a estudiantes de
niveles iniciales.

Nos gusta generalizar, convertir en norma o regla lo que conocemos en algunos
casos. En la ciencia formulamos conjeturas fundadas en casos particulares, pero no
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se convierten en conocimiento, en certeza plena, hasta que proporcionamos su de-
mostracién. El siguiente ejemplo permite formular conjeturas a partir de situaciones
particulares. El salto a la férmula general no suele ser sencillo.

EJEMPLO. El suelo de una habitacion rectangular estd cubierto por 9 x 4 baldosas
rectangulares iguales. ;Cudntas baldosas corta la diagonal de la habitacion?

Para algunos el enunciado tiene cierto aire de teorema de Pitagoras, sin embargo
nada tiene que ver con él. La respuesta es 12, lo que se puede comprobar con un
dibujo. La situacion se puede plantear con més generalidad: el suelo estd cubierto por
m X n baldosas. ;Cudntas baldosas corta la diagonal? La solucién suele sorprender:
m + n — d, siendo d el maximo comun divisor de m y n.

6. LA INTUICION Y LO ESENCIAL

La intuicion se educa y lo que la intuicién sugiere debe comprobarse. Mi ejemplo
preferido es el siguiente:

EJEMPLO. Imaginemos una cinta ajustada al ecuador. La alargamos un metro, es-
tiramos la nueva cinta y la ponemos paralela al ecuador. ;Puede pasar una hormiga
entre la cinta y el ecuador?

La gran mayoria de las personas a las que se pregunta dicen no. Sin embargo, un
calculo sencillo dice que entre el ecuador y la cinta hay unos 16 centimetros. jCabe
una hormiga y algin animalito bastante mas grande!

Hay un choque entre lo que parece mds natural (lo intuitivo) y el cdlculo numéri-
co. Tenemos mal educada la intuicion sobre la nocion de funcién lineal. Si realizamos
la misma operacion sustituyendo el ecuador por el borde de una moneda cualquiera
el resultado seria el mismo: unos 16 centimetros. jLo esencial no es la longitud de la
circunferencia inicial, sino lo que aumental!

Otro ejemplo que resulta contrario a la intuicion es el siguiente.

EJEMPLO. Los partidos politicos X eY se presentan a las elecciones en las circuns-
cripciones A y B. Puede ocurrir que X gane en A y pierda en B, pero teniendo
en B mds porcentaje de votos entre los hombres y también mds porcentaje de votos
entre las mugjeres de los que tiene en A.

Los resultados de la siguiente tabla dan un caso en el que se tiene una situacién
asi:

A X Y Total B X Y Total
Hombres 12 28 40 Hombres 32 48 80
Mujeres 42 18 60 Mujeres 16 4 20
Total 54 46 100 Total 48 52 100

Hombres 30% 70% 100% Hombres 40% 60% 100%

Mujeres 70% 30% 100% Mujeres 80% 20% 100%

En otras situaciones la formulaciéon de la pregunta induce a focalizar la atencién
de manera casi engaiosa:
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EJEMPLO. FEstoy en un punto de la superficie terrestre que verifica la siguiente pro-
piedad: si me desplazo un kilometro hacia el sur, otro hacia el este y uno mds hacia
el norte, vuelvo al mismo punto. ;En qué punto estoy?

Una respuesta es el polo norte. Pero realmente hay una infinidad de otras solu-
ciones. .. si pensamos en el hemisferio sur.

7. EL PAPEL DEL PROFESORADO

Lograr los objetivos mencionados esta en manos del profesorado, que debe tener
claras las metas en cada nivel. Para ello es fundamental la formacién del profesorado,
la inicial y la permanente.

Necesitamos un profesorado con una formaciéon matemaética solida, adecuada al
nivel en el que ejerce y no necesariamente de alta especializacién cientifica. Si nos
referimos a los niveles no universitarios, es necesario conocer la matemdtica elemental
desde un punto de vista superior, por usar el titulo del libro de F. Klein, y en los
niveles universitarios saber bien las matematicas que se ensefian. En todos los casos
las aplicaciones mas significativas tienen que estar presentes.

Algunos ensefian matematicas como se las ensenaron a ellos, preocupados por
explicar bien la materia, aunque esto no es suficiente. No podemos olvidar que el
proceso educativo tiene dos caras: la ensenanza y el aprendizaje, no se puede quedar
a la mitad. No acabara nuestra tarea hasta conseguir que el estudiante avance en su
formacién y amplie sus conocimientos.

También pienso que los profesores debemos ser investigadores de nuestra propia
tarea, que reflexionemos sobre lo que hacemos en el aula, que ensayemos otras formas,
que sondeemos caminos diferentes a los habituales. .. jque investiguemos! También,
que tengamos la humildad de leer a colegas que se han preocupado de publicar sus
ideas, experiencias, opiniones. .. jNo descubramos el Mediterraneo!

Hace cuarenta anos nacieron distintas sociedades de profesores de matemaéticas
en Espana, principalmente de la mano de ensenantes de la educacién secundaria.
Fue la respuesta ante la preocupacién compartida por la educacién matematica.
Algo més tarde surgié la didactica de las matemaéticas como disciplina académica,
que hoy estd presente en numerosas universidades.

Entre profesores e investigadores se han ido construyendo algunos puentes, pero
seguramente sea necesario fortalecer los que ya existen y aumentarlos. Hay que ir més
alld del encuentro casual entre el profesor de un grupo de alumnos y el investigador
que realiza una investigacion para la que necesita hacer una experiencia de aula. La
educaciéon y la investigacion deben ir de la mano.

8. LA UNIDAD EN LA FORMACION

Las matematicas poseen una fuerte unidad y creo que debemos evitar la imagen
de una disciplina cientifica parcelada, especialmente en los niveles no universitarios.
Se debe ofrecer contenidos de aritmética, de algebra, de geometria, de probabilidad,
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de andlisis, de estadistica... de manera simultdanea. Esta idea responde a una visién
integral de la educacion.

Todas las materias escolares deben contribuir al cultivo y desarrollo de la inte-
ligencia y las emociones, y también a lograr el «pleno desarrollo de la personalidad
humana en el respeto a los principios democraticos de convivencia y a los derechos
y libertades fundamentales», como se dice en nuestra Constitucion.

Por fortuna cada vez es mas frecuente conocer experiencias educativas en las
que diferentes profesores de asignaturas distintas colaboran en un mismo tema, in-
tegrando conocimientos y visiones diferentes. En casi todas esas innovaciones las
matematicas tienen un papel que jugar.

9. UNA PROPUESTA PARA EL DEBATE

Buena parte de los que formamos la comunidad matematica tenemos un perma-
nente interés por la ensenanza y el aprendizaje de nuestra disciplina, con ganas de
que mejoren sustancialmente.

i Podemos hacer algo para mejorar la situacién? Claro que si. Realmente se tra-
ta de seguir haciendo. Pienso que las sociedades matemdticas espafiolas (como la
RSME), las de investigacién en educacién matemaética y de profesores de mateméti-
cas (como la SEIEM o FESPM), asi como los responsables de los titulos universitarios
de Matematicas, deberiamos hacer una propuesta audaz y realista para cambiar las
matematicas no universitarias, algunas formuladas en el ya mencionado Libro Blanco
de las Matemdticas.

Diferentes asociaciones y colectivos han formulado una idea que hago mia: crear
el titulo de graduado o graduada en Educacion Matematica. Me parece que esta en
aumento el nimero de profesores en la educacién no universitaria que no son licen-
ciados ni graduados en Matematicas, lo que dificulta que los estudiantes logren una
razonable formacién. La introduccién de ese titulo facilitaria tener un profesorado
con sOlidas bases matematicas y también s6lidas bases didécticas.

En el nivel no universitario, se distancian las figuras del profesional de las ma-
temdaticas y del profesor de matematicas. Pienso que debemos reconocer que es asi
y que es preciso tener dos titulos de grado, que respondan a esa doble realidad:
Matemaéticas y Educacién Matematica.

jSeamos ambiciosos con la educacién matematical
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