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ABSTRACT

In this work we preset a different sistemathic methodology to analyse the geomorphology of the
karstic cave systems, with the aim to show how the same behaviout, in roughness, appears at different
working scales. This scaling effect coud be undestood as a fractal character of the morphology. So, first
of all a self similar or self affin fractal scaling must be identified in the cave, and the scale interval where
it takes place. After an appropiate fractal analisys, is done by means of an Ihverse Box Counting Method
(MIBC), as presented in Paredes (1995). Finally, we study the area-perimetrer, and the resuls we get show
as the fractal behaviour in whole cave system. This studiy is applied to the Cap de la Lesse karstic cave

system.
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De los sistemas hidrogeolégicos mds
complejos que se conocen son los acuiferos
kérsticos los que figuran entre los primeros
puestos. Tanto su estudio como su conceptua-
lizacién y, en ciertos casos, su simulacion, son
unreto tanto para el hidrogeélogo, de campo y
de gabinete, como para el matemdtico aplica-
do, que pretende crear modelos matematicos
estructurales 6 funcionales para su simulacién.
Habitualmente estos acufferos poseen un de-
sarrollo espacial en forma de cavidades y hue-
cos, fruto de esta disolucién, que no es bien
conocido. Se pueden encontrar muchos estu-
dios aplicados a dichos sistemas , algunos de
ellos reflejados en Ford y Williams (1989),
recogen la idea de ld dependencia de las pro-
piedades de los acufferos karsticos, como sis-
temas que se desarrollan preferentemente den-
tro de los macizos calizos con efectos dinami-
cos de disolucidn o karstificacién, segiin la
escala de observacién, lo cual se encuentraen
ntima relacién con la distribucion de los hue-
cos kérsticos en el macizo y las geomorfolo-
gias endokdrsticas.

En muchas ocasiones y, en parte, motiva-
do por la observacién en las miltiples expe-
riencias de los espeledlogos, se ha constatado
que dichas formas, tanto a pequefia escala
(como las agregados dendriticos de carbona-
tos precipitados), como a gran escala (en for-
ma de galerfas), poseen una semejanza, en
funcién de lairregularidad que describen, que
no solo no depende de la escala de observa-
cidn, sino que ademds puede serindependien-
te de la ubicacién dentro del mismo macizo
Kkarstificado. Esta invarianza de formas ha sido
ya constatada a inediados de los afios 80 por
diversos autores como Eraso (1986) y en
Mangin (1986), donde empieza a presumirse
que dicho comportamiento puede ser debido,
primero, a fenémenos que actiian igual a dife-
rentes escalas y, segundo, a un comportamien-
to invariante al cambio de escalas, que permite
observar estructuras mity semejantes indepen-
dientemente de la escala de estudio.

El fenémeno de scaling como comporta-
miento fractal

La caracteristica importante de la variabi-
lidad espacial de la heterogeneidad de los
medios kérsticos (que condiciona su per-
meabilidad, porosidad, coeficiente de alma-
cenamniento y otros pardmetros hidrogeol6gi-
cos), que marca la distribucién del agua en el
acuifero, puede decirse que es de tipo jerar-
quico. Esto es, a medida que el fendmeno se
estudia en mds detalle, mas y mds escalas se
ven involucradas en el mismo. Por ello, las
leyes caracteristicas empleadas para los paré-
metros de los acuiferos porosos no pueden
adoptarse, porque se encuentran basados en
el concepto de volumen elemental represen-
tativo, lo que presupone que se pueda realizar
una homogeinizacién macroscopica del sis-
tema, algo que en los acuiferos karsticos es
impracticable. El comportamiento de estos
parametros se ha constatado que sigue una
ley de tipo potencia (power-law), como eén
Clauser (1992), entre las escalas de laborato-
rio e in situ, caracteristica de los fenémenos
que se distribuyen de forma fractal tal como
se aprecia en Mangin (1986), y posterior-
mente en Feder (1988) y en Falconer (1990).

Este comportamiento de scaling, de tipo
fractal por su ley en funcién dela escala, ha
sido ya estudiado por diversos autores para
determinar las caracteristicas fractales de ga-
lerfas y cuevas, como en Sustersic (1983)
para la extrapolacién de longitudes posibles,
y Laverty (1987) para el cdlculo de la dimen-
sién fractal sobre la traza unidimensional de
lacueva, aplicando tina técnica més primitiva
que las que se pueden encontrar en Klinken-
berg (1994), debido alas de deficiencias en
las topograffas. Asimismo, en Paredes
(1993) puede encontrarse un intento de si-
mulacién de una red kdrstica, utilizando la
traza unidimensional de la caverna, basada en
los denominados Sistemas L. Nada se men-
ciona a propdsito de las implicaciones que el

comportamiento de éste tipo puede tener en
las amplias estructuras en el macizo calizo que
se encuentra karstificado. Ademds, sin hacer
distincién entre el tipo de comportamiento
fractal observado, Mandelbrot (1985), las téc-
nicas tanto de andlisis como de extrapolacién
pueden estar mal aplicadas en muchos de los
estudios revisados.

Dicha distincién se aplica, de hecho, a to-
das las estructuras fractales, tanto determinis-
tds como estocdsticas o aleatorias, permitien-
do constituir en sf misma una clasificacién.
Los fractales segun la caracteristica de su
comportamiento al cambio de escala pueden.
diferenciarse en autosemejantes y autoafines.
Por ello, en el presente trabajo se presentan
una serie de técnicas, ya aplicadas en otros
campos como en el andlisis unidimensional
de perfiles topograficos, que permiten dife-
renciar en qué escalas se da el comportamien-
to autosemejarite o autoafin de la estructura
estudiada. Una vez hecha esta diferenciacidn,
deben ser aplicadas las técnicas de andlisis
apropiadas a cadd caso. Entre estas tltimas se
aplicard la denominada de MIBC, presentado
en Paredes (1995). Esta técnica permitird la
comparacién entre sf de los resultados entre
estructuras semejantes del mismo macizo ro-
coso presentado mediante un gjemplo que co-
rresponde. :

Interpretacién de la autoafinidad -
autosemejanza.

Tal y como se ha mencionado anterior-
mente, los fractales poseen un comportamien-
to ante un cambio de escala que, segiin se
realice en las direcciones del espacio que los
contiene, diferencia unos de otros en autose-
mejantes o autoafines. Atengdmonos, enton-
ces en primer lugar, al andlisis de este com-
portamiento. Para diferenciar una estructura
fractal autoaffn de una autosemejante, analice-
mos primero su definicidn, lo que permitird su
identificacién. Un conjunto E es estadistica-
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Fig. 1.- Esquema geoldgico regional del sistema de Cap de la Lesse, segiin Sorriaux

(1982)

Fig. 1.- Regional geological map of the Cap de la Lesse system, after Sorriaux (1982)

mente autoafin cuando se encuentra formado
por la unién finita de versiones disjuntas res-
caladas del mismo, cuyo ratio r de rescalado
es diferente r; # r,segun las n direcciones del
espacio que lo contiene. Esto es:

N N
E (:ER";E EUEk;ﬂEk =QEk =reFE
k=l k==l
lo que quiere decir que cada punto x e £ pasa
aser un punto x' e E,, en el que:
1 —]e

b S I I8 O SR & ) 3 4

Pero, en el caso de que todos los 1=r, la
transformacién por homotecia (1), decada E,,
se efectiia con igual ratior en todas las direc-
ciones. Resultando que E es un conjunto esta-
disticamente autosemejante, y por lo tanto
cada E)(=r-E, y un punto x e E modifica su
posicion a x' segtin:

X'=(0X, I X pp0n0 DX )X

Como se puede apreciar en Jas mismas, el
caso de autosemejanza es un caso particular
de 1a autoafinidad en la que los ratios de ho-
motecia son iguales.

De los métodos para diferenciar de forma
préctica cual es el comportamiento que posee
una estructura, es posible utilizar el desarro-
llado en Matsushita ez al. (1989) y Matsushita
etal. (1991). El fundamento de esta técnica,
denominada LSM, se encuentra en estudiar la
variacién con la longitud L, o escala tomada,
de las desviaciones estandar

rde-  snwivarraocaln bihliasenffo rame da contec

estaexpresién puede encontrarse en Paredes
(1995), a partir de Mandelbrot (1985). El va-
lor obtenido de H, también denominado ex-
ponente de Hurst por la relacion existente en-
tre los procesos fractales y los que presentan
un efecto de Hurst (via identificacién de los
mismos con un movimiento browniano frac-
cionario), depende de ]a dimensidn fractal (de
Hausdorff, que se asemeja a la de recubri-
miento) D.

Ademis, las diferencias en la ordenada en
que pueden darse en la variacién de las des-
viaciones estandar ¢ con laescala L, permiten
identificar el ratio de anisotropfa en las coor-
denadas, de utilidad en el estudio de la direc-
cionabilidad del contorno.

Andlisis fractal de estructuras cerradas
autosemejantes.

El estudio del comportamiento fractal au-
tosemejante de las estructuras debe de reali-
zarse evaluando la medida de Hausdorff
H(E), cuya expresién nos indica que la medi-
da s-dimensional de un conjunto E corres-
ponde con la suma de los tamafios de una serie
de conjuntos U que lo recubren de forma 6p-
tima. Para evaluar esta medida y, por lo tanto,
paraobtener el valor de la dimensién fractal de
recubrimiento D de E, debe de encontrarse
cémo cambia la medida de Hausdorff de Een
funcién de la escala (segiin una power-law).
Esta evaluacion se realiza mediante las técni-
cas conocidas como de conteo que suelen de-

timacidn se basa en el hecho de que la varia-
cién con la escala del nimero de celdas que
realizan un recubrimiento efectivo N(g) verifi-
canque:

N(g) o€’

Para proceder, una vez discretizado el
cuerpo E, al andlisis, se deben de definir una
escala minima y otra escala médxima de traba-
jo.Laescalaminimae . (habitualmente cono-
cida como inner-cutoft) puede estar definida
por laescalade discretizaci6n, que correspon-
da, en el caso de perimetros discretizados en
puntos, con la mayor distancia entre dos pun-
tos digitalizados. A escalas inferiores a ésta
los resultados no tendrian significacién por
lagunas en los espaciados de los datos. La
escalamédximag__ (o también outer-cutoff) se
define como aquella para la cual la estructura
se comporta como una entidad cuya dimen-
si6n fractal es la euclidea, esto es, la del espa-
cio que lo acoge (que en el caso que aqui se
analiza es el plano, esto es 2). Entre ambas
escalas es donde deberd ser aplicado el algo-
ritmo de cdlculo de N(g).

En la préctica, la forma cldsica de llevar a
cabo dicho conteo se elabora partiendo de la
escala maxima , realizando una malla con ta-
mafio dicha escala sobre E, y contar el niimero
N(e) de celdas que contienen al menos un ele-
mento de E. Es posible pasada esta primera
iteracién el disminuir el tamafio de malla, esto
es, refinar a una nueva escala, normalmente la
mitad de la anterior, y contar N(g) de nuevo.
Este proceso iterativo se lleva hasta que la
e=¢, .. Ladimension fractal se calculard iden-
tificando las zonas donde se verifique (6), y
enellas, a partir de 1a pendiente de larecta:

logN(e) =A —D.loge;

ta que e E[Smln, SnmxT

Este proceso, que parece sencillo a simple
vista y ejecutable manualmente para pocos
N(g), resulta bastante tedioso cuando el rango
deescalas, de hasta es ampli6o cuando N(g)
se hace muy grande (ya que crece potencial-
mente con la reduccién de escala). Ademads
éste es algoritmicamente complicado de im-
plementar en un cédigo de ordenador, lo cual
es interesante cuando se desea automatizar el
conteo, ademés que para cada escala es preci-
so evaluar sicada celda contiene un elemento
de E. La tdctica para el célculo efectivo de
N(e), se denomina Método Inverso de Box
Counting, 6 también MIBC, y consiste en
efectuar un seguimiento inverso de la metodo-
logia clasica, Paredes (1995).
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Fig. 3. Diagrama de los resultados de
aplicar MIBC a la gruta de Niaux.

Fig. 3. Log-Log plot of the resutls from
MIBC, with Niaux data.
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Fig. 4. Diagrama de los resultados de
aplicar MIBC al resto de grutas.

Fig. 4. Log-Log plot of the results from
MIBC to the other caves. .
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Fig. 5.- Digrama de los resultados del
estudio de la relacion Area-Perimetro

Fig. 5.- Log-Log plot of the global area
vs. perimeter data

El andlisis drea - perimetro y su impor-
tancia ala escala del macizo

Los resultados obtenidos sobre el drea (o
volumen en su caso) a una escala determina-
da, proporcionados por la técnica de box-
counting, y transformados . segin
A(g)=N(g)ec?, y con los resultados obtenidos
de aplicar las técnicas de andlisis de perfme-
tros P(€) expuestas en Klinkenberg (1994), es
posible establecer una relacion entre ambos,
que es larelacién area-perimetro, Mandelbrot
(1975), enla que para una escalaa

P(S) XA(S) . Darfl2

donde D, se hace corresponder con la
dimensién fractal D, del perfmetro. Pero ocu-
re queen la p1actlca los exponentes que se
obtienen del andlisis de P(g) o< de contor-
nos autosemejantes no corresponden con es-
timaciones de 1a dimensién fractal ni de recu-
brimiento D, ni D, Solamente el exponente
de (P(g) =€, puede ser utilizado como es-
timaci6n real de la dimensi6n fractal D sila

D=2, Cheng (1995). En el caso de que se
obtenga D<2, entonces el exponente:

De <Dy =2 DP/D

Este tipo de andlisis ya fue utilizado en
Reams (1992), para el estudio de la dimensién
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Fig. 6.- Diagramas resultado del anélisi por LSM de las s de las coordenadas

Fig. 6.- LSM resulting plots

fractal de la distribucién de tamafios de doli-
nas en seis dreas de los Estados Unidos. Pero
no tiene en cuenta la relacién mostrada en (9),
porque no calcula D ni D, para cada dolina. El
interés que se persigue eneste trabajo, con su
utilizacion en el andlisis de las geometrfas bi-
dimensionales de las cuevas, esta en demos-
trar practicamente cémo puede servir de prue-
ba de que el comportamiento de las diversas
estructuras cartografiadas se agrupan alrede-
dor de P(g), con lo que permite asegurar que,
cadauna a su escala, la irregularidad de cada
una es ignal a la del conjunto. Este hecho se
demostrard en el ejemplo que se trata a conti-
nuacion.

Aplicacion e interpretacién del caso de
Cap de la Lesse

La cuenca de Tarascon (Ariége) se en-
cuentra al sur de Francia (figura 1), sobre los
Pirineos franceses, formando los valles de los
rios Ariege y Vicdessos, que la atraviesan de
SEaNW yde SW a NE, respectivamente. Se
trata de una cuenca de tipo sedimentario, relle-
na con materiales detriticos carbonatados y
margas, y rodeada de macizos rocosos crista-
linos del Hercinico. Esta cuenca se encuentra
en sumayosfa formada por calizas del Aptien-
se inferior, con zonas que la rodean constitui-
das por margas y dolomias del Jurdsico y
margas del Albiense.

En ella se encuentra el macizo calcireo de
Cap de la Lesse (figura 2), también conocido
como de Saoudiére, con una serie de fenéme-
nos patentes de karstificacién extensa, ocu-
pando la parte meridional de dicha cuenca.

Las cavidades encontradas son numero-
sas: Niaux, Lombrides,Petite Caugno, Em-
preintes y Sabart (que son objeto de este ejem-

plo practico para la aplicacién. de las técnicas
anteriormente descritas), constituyendo el sis-
tema denominado de Niaux-Lombrives-Sa-
bart, y que totaliza 9 Km. de galerfas explora-
das por el hombre (algunas de ellas mostran-
do restos de pinturas prehistdricas en sus
paredes). El macizo abarca una extension de
aproximadamente 3'62 km?, y las grutas que
hay en €l se encuentran en un estadio de pa-
leokarst, a unos 600 m. sobre el nivel del mar.

Las cinco grutas anteriores han sido digi-
talizadas segiin sus contornos, més una gale-
ria (Galeria de la Rotonda), marcada con un
circulo en la figura 2, y un fondo de saco
{Salon Noir) pertenecientes a Niaux. La utili-
zacién de estos dos tltimos nos permitird ver
qué efectos pueden surgir del an4lisis de zo-
nas descritas con mayor detalle, y porlo tanto
si existen diferencias apreciables entre estruc-
turas a diferentes escalas.

Como se desarroll6 anteriormente, el pri-
mer estudio que debe de ejecutarse es el refe-
rente a la determinaci6n del carécter de la frac-
talidad de cada contorno. Para ello se aplica el
andlisis LSM, cuyos resultados se muestran
graficamente en la figura 6. En cada gréficase
representa std, que corresponde con las delas
coordenadas (x,y), vs. N que es el niimero de
puntos recorridos en el perimetro, y que pu-
diera corresponderse aproximadamente con la
€ ., €scogida. En puntos se representa y con
trazo discontinuo O, lasrectas que figuran de
trazo continuo son 105 ajustes a las ecuaciones
del LSM.Como se puede observar, existe una
anisotropfa marcada en los casos de Niaux,
Salon Noir y Pte. Caougno, que se detecta por
la separacion entre las rectas de o, y 0. La
autosemejanza se visualiza facilmente a esca-
las que van més allé de las de detalle por el
paralelismo entre Jas rectas de ajuste, aunque
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en alguno de los ejemplos el paralelismo des-
aparezca, lo que ocurre a muy baja escala
(algo que era de esperar).

En el caso de Niaux, la anisotropia, que
puede apreciarse a simple vista en la traza del
contorno, es muy intensa entre las escalas del
orden de 10'N hasta 10°N, pero a escalas in-
feriores se disipa. En cambio la autosemejan-
za es muy evidente, si bien los ajustes con (4)
no lo muestran, una revisién mas detallada de
cada permite afirmar que son paralelas. Para
la Galerfa de la Rotonda, se da una situacién
inversa a la esperada, si bien se muestra auto-
semejante a pequeila escala, es autoafin a es-
calas superiores a los 10°N, con lo que habré
que tener la precaucion de que en el andlisis
MIBC posterior 1a escala maxima no supere a
la aqui determinada. Por otro lado es evidente
la isotropia en todo el rango de escalas de
comportamiento autosemejante. En el caso del
Salon Noir, que corresponderifa al perimetro
topografiado con mayor detalle dentro de la
gruta de Niaux, su comportamiento es funda-
mentalmente autosemejante e isétropo (aun-
que se constate una anisotropia muy leve), a
partir de las 10N, ya que a escalas inferiores lo
que se aprecia es que hay un efecto de la digi-
talizacion. El caso de Lombrives es sencillo de
interpretar ya que en todo el rango estudiado
es autosemejante y practicamente istropo.
Petite Caougno, al igual que el Salon Noir, y
debido a su pequefio tamafio, presenta ] efec-
to de los errores en la digitalizacién, que des-
aparecen a partir de los 10N. A partir de esta
escala, el comportamiento es autosemejante
pero con marcada anisotropfa. Finalmente el
caso de Sabart, sencillo de entender como el
de Lombrives, presenta el mismo comporta-
miento. De los ajustes con las ecuaciones del
LSM se han obtenido los respectivos expo-
nentes V., (Tabla I anterior), que permitirdn
obtener 8] valor de la dimensién fractal del
perimetro, via el exponente de Hurst H apro-
piado.

Resultados numéricosdeV., V_ para
cada gruta del anlisis por L.SM.

Una vez identificadas las respectivas es-
calas de comportamiento autosemejante, es
posible aplicar el algoritmo de MIBC a cada
estructura. Este andlisis nos proporciona el
valor de la imensién fractal de recubrimiento,
a partir del ajuste de la recta dentro del correc-
to intervalo, donde N(g)oe Pse verifique. Ini-
cialmente el andlisis ha sido aplicado sobre las
cavidades de un misma caverna, para apreciar
el efecto, si es que éste existe, del aumento de
laresolucién de algunas partes de la misma.
Los resultados obtenidos se pueden seguir en
la figura 9. En primer lugar hay que advertir
que tal efecto es inapreciable y que en todo el
rango de escalas analizado, puede decirse que
se verifica (6). Los resultados de las respecti-
vas dimensiones fractales de recubrimiento
para estas tres primeras cavidades se encuen-
tran en laTabla I anterior.

Resultados numéricos del MIBC:
dimensién fractal de recubrimiento.

Como se puede ver en la tabla II, las di-
mensiones obtenidas para cada estructura in-
dividualmente son semejantes entre si, con
una media del orden de 1'7, pero lo tinico que
nos permite afirmar e] MIBC es que la estruc-
tura, independientemente del resto, es de tipo
fractal y de irregularidad invariante al cambio
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Cavidad Vy Vy Cavidad Vg Vy
Salon Noir 0'67 0'77 Sabart 0'62 0'70
Gal. Rotonda 1'00 0'47 Empreintes 0’75 0'32
Niaux 0'58 0'99 Pte. Caougno 0'59 0'48
Lombrives 0'64 0'58

Tabla I.- Resultados numéricos de V,, V, para cada gruta del andlisis por LSM.

Cavidad estudiada. Dimensién fractal de | Cavidad estudiada. Dimensidn fractal de
recubrimiento. recubrimiento.

Salon Noir 1'74 Gruta de Sabart 1'74

Galer{a de la Rotonda 1'78 Gruta de Petite Caougno 1'67

Gruta de Niaux 1'66 Gruta de Empreintes 1'61

Gruta de Lombrives 1'66

Tabla IL.- Resultados numéricos de MIBC: dimensién fractal de recubrimiento.

de escala. La forma de asociar las cavidades
entre sf, es asociar para cada escala, tomdndo-
se la minima comun a todas ellas, el perfmetro
medido en la digitalizacién con el 4rea que
proporciona el MIBC a dicha escala. Al repre-
sentar los resultados como un diagrama peri-
metro vs. area (figura 5), puede afirmarse, sin
dudarlo, que se disponen sobre una recta, que
tal recta corresponde con un comportamiento
deltipo P(g) ccA(g) +e™"",y que alavistade
los resultados del MIBC es posible aplicar
(9). Por lo tanto, a parte de que cada estructura
kérstica se comporte como un fractal en el
espacio, de tipo generalmente autosemejante,
la fractalidad se extiende a todas las escalas,
desde la que corresponde al menos a la de
topografia del Salon Noir, hasta la que origina
la extensién de la gruta de Lombrives (la de
mayor extension).

Por lo tanto, es posible evidenciar que es
primordial el realizar un anélisis del cardcter
fractal de las estructuras a analizar, debido a
que pueden cometerse errores tanto en la apli-
cacién de técnicas especialmente disefiadas
para casos, por ejemplo como se ha utilizado
aquf, autosemejantes, como en las interpreta-
ciones que pueden hacerse de los resultados
obtenidos. Por lo tanto un andlisis para dife-
renciar, primero el cardcter autoafin y/o auto-
semejante, y seglindo en qué intervalo de es-
calas se verifican respectivamente, permitird
mejorar en gran medida la calidad y la veraci-
dad de los resultados e interpretaciones. Se ha
mostrado cémo la técnica denominada LSM
es apta para tal finalidad, proporcionando ade-
mds informacidn, tanto sobre el cardcter direc-
cional, en forma de ratio de isotropfa-aniso-
tropia de las curvas perimetrales, como de las
escalas en las que puede haber errores en la
digitalizacién que producen lagunas en los
datos de las coordenadas.
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