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ABSTRACT

One has two notions of vanishing cycles : the Deligne’s general notion and a
concrete one used recently in the study of polynomial functions. We compare
these two notions which gives us in particular a relative connectivity result. We
finish with an example of vanishing cycle calculation which shows the difficulty
of a good choice of compactification.

RESUME

On a deux notions de cycles évanescents : la notion générale introduite par
Deligne et une autre plus concréete utilisée récemment pour I’étude des fonctions
polynomiales. Nous comparons ces deux notions qui nous permettent d’avoir
en particulier un résultat de connexité relative. Nous finissons par un exemple
de calcul de cycles évanescents qui montre la difficulté du choix d’une bonne
compactification.
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1. Introduction

Soit f : X — S un morphisme non constant entre variétés algébriques complexes
lisses X de dimension n et S une courbe.

Pour le faisceau constant Cx et pour ’application f, on a les notions de cycles
évanescents suivantes :

(i) la notion générale introduite par Deligne [6],

(ii) les définitions plus concrétes introduites par Neumann-Norbury [19] pour le cas
affine X = C", S = C et par Siersma-Tibar [23] en général.
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Dans cette note nous commencons par expliquer la relation entre les définitions (i) et
(ii). En faisant cela, nous dégageons une classe spéciale d’applications, les applications
sympa (voir définition 2.4) qui jouissent de beaucoup de propriétés analogues au cas
affine. Cette classe d’applications a aussi des propriétés intéressantes dans la théorie
des D-modules, voir Dimca-Saito [9] et Sabbah [20], [21].

Dans la troisieme partie, nous montrons certains résultats de connexité relative
qui sont l'analogue faisceautique des résultats obtenus par Siersma-Tibar [22], [23],
[24], par Neumann-Norbury [19] et, plus récemment et dans un contexte faisceautique
(faisceaux pervers sur Z) par Hamm [14].

On obtient aussi des généralisations des théoremes des cycles invariants locaux et
globaux obtenus par Artal-Bartolo, Cassou-Nogues et Dimca [1], Neumann et Norbury
[19], F. Michel et C. Weber [18], voir section 4.

La derniere section traitre de plusieurs exemples : singularités isolées ou de di-
mension 1 et aussi une compactification f : X — S d’une certaine fonction f dont

le plongement j : X — X est un morphisme non affine.

2. Comparaison de différentes notions de cycles
évanescents

Soit f: X — S un morphisme non constant entre variétés algébriques complexes
lisses X de dimension n et S une courbe. On sait qu’il existe un ensemble fini B =
{b1,...,bm} tel que

fX\f7(B)— S\B

soit une fibration topologique localement triviale. On choisit B minimal ayant cette
propriété (B est ’ensemble des valeurs de bifurcation). On note F, = f~1(b) la fibre
au dessus du point b et T(Fy) = f~1(D.(b)) le tube autour de la fibre Fy, D.(b)
étant un disque fermé plongé dans S, de centre b et suffisamment petit. Les fibres Fp,,
i =1,...,m sont dites fibres irrégulieres et Fy pour b’ ¢ B fibres régulieres.

La définition naturelle suivante (en homologie et dans une situation similaire) a
été introduite par D. Siersma et M. Tibar dans [23].

Définition 2.1. Soit b € B, € > 0 suffisamment petit, b’ € D*(b) = D.(b)\{b}. On
appelle V4(b) = HITY(T(Fy), Fy) ' les q— (co)cycles évanescents de l'application f au
point b € B.

Remarque 2.1. La définition ne dépend pas du choix de ' € D*(b) ou de € > 0.

Soit by € S\ U™, D.(b;) une valeur de référence pour f. On choisit des chemins ~;
joignant by & D.(b;) tels que v; N~y; = by pour i # j. Soit P I'union de ces chemins et
D T'union des disques autour des valeurs irrégulieres de f. On note aussi F = f~(P)
qui se rétracte par déformation sur la fibre réguliere F, .

ILes groupes de cohomologie considérés ici sont & coefficients dans Q ou C. Pour fixer les idées,
on va travailler avec C.
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Maintenant, on suppose S = C. Comme X se rétracte par déformation sur f ! (PU
D), on a alors par excision la proposition suivante, voir [4], [23], [19] pour le cas
X = C" et [23] pour le cas général.

Proposition 2.1. Si S=C, on a
(i)
H™N (X, F) = P H"™(T(F,).Fy) = P Vb,
beB beB
(i)
HI™Y (X, T(F)) EBV‘I

cEB
c#b

pour tout b € B,

(iii) la suite exacte longue du triplet (X,T(F,), Fy) se décompose en suites ezxactes
courtes de la forme

0 — H"YX,T(Fy)) — H"" (X, Fy) — V(b) — 0,
pour tout b € B et b’ € D.(b).

On a la notion plus générale de cycles évanescents suivante, introduite par Deligne
[6], que I'on va rappeler ici.

Soit X un espace analytique complexe, on note D°(X) la catégorie dérivée de
la catégorie des Cx-modules mod(Cyx) construite via les complexes de Cx -modules
bornés. On note aussi D(X) la sous catégorie de D?(X) dont les complexes sont
cohomologiquement constructibles (voir [3]).

Soit X une variété algébrique (ou analytique) complexe, f : X — C une fonction
réguliere (ou holomorphe) non constante.

Rappelons la définition des deux foncteurs

DY)X) — DYF,) et D(X) —
F* o= Yp(F*) F* o— pp(F*)

ot Fy = f71(0) est supposé non vide.
On a alors le diagramme

FO(L> X < OT(F)\Fy<——E
/| |
D* rev. univ. .DNZ

ou € a été choisi assez petit pour que f : T'(Fy)\Fy — D} soit une fibration topo-
logique localement triviale (dans le cas analytique, cela est possible par exemple si f
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est propre). Ici, T(Fy) = f~1(D.) est le tube de la fibre Fy et on regarde E comme
la fibre générale «universellesde la fibration f : T'(Fy)\Fo — D? (le carré a droite
étant cartésien).

Définition 2.2. (Cycles proches) On note ¢y le foncteur des cycles proches relatif
a la fonction f le foncteur de D2(X) dans D(Fy) qui a un compleze F* associe le
compleze s F* = j7 ' R(i o 7). (i o) 1(F*).

Définition 2.3. (Cycles évanescents) On note @y le foncteur des cycles évanescents
relatif a la fonction f et can : ¢ (F®) — ¢s(F*®) le morphisme canonique défini par
le triangle distingué

TSy (P ()

Remarque 2.2.

— On peut aussi définir les cycles proches et les cycles évanescents pour f : T — D
ou T est un espace complexe, D un disque dans C de centre 0, f une application
continue telle que f|7\ -1() — D* soit une fibration topologique localement tri-
viale et ‘7:\.T\f—1(0) un complexe de faisceaux cohomologiquement constructibles.

— Les foncteurs ¢s[—1] et ¢s[—1] sont des foncteurs t-exacts, c’est a dire que
I'image par I'un de ces deux foncteurs d’un faisceau pervers est un faisceau
pervers (voir [15], Corollary 10.3.13).

On veut comparer les cycles évanescent de la définition 2.1 avec ceux de la définition
2.3. On sait que le foncteur cycles évanescents commute avec les foncteurs images di-
rectes par les applications propres. C’est pour cela qu’il est naturel de considérer des
compactifications de ’application f.

Soit f : X — S une compactification de f : X — S, c’est-a-dire : X est une variété
algébrique et f un prolongement de f qui est propre. On note j : X — X linclusion
naturelle.

Lemme 2.1. Pour tout compleze G* € D%(X), tout b € B et tout b’ € D (b)\{b} on
a l’égalité suivante

H+Y (T (Fy), B, 6*) = B (Fy, 0y, ,;0°)
ot ty est une coordonnée locale de S en b.

Démonstration. Il suffit d’utiliser la formule de changement de base ([15], p. 358)
1, (Rf.G*) = RT(¢,,.7(G*))

et d’utiliser le fait que 'on a ¢f (Rf,G*) = HitH (T(F,), Fyy, G*). [
Proposition 2.2. On a V4(b) = H (Fb,gotbo?Rj*Qx) = ¢! (Rf.Qx).
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Démonstration. En appliquant le lemme précédent & G* = Rj,Qx, on obtient

H? (Fba ‘Ptbo?Rj*QX) = 90?1, (Rf*QX)

Considérons le diagramme commutatif suivant

lblj lel
2% LI E,

ol iy est I'inclusion de Fj dans X, % linclusion de F'y dans X et j, Iinclusion de
be dans Fb/.

En adaptant la preuve de Sabbah de la proposition 8.3 dans [21] au cas d’une fibre
réguliere, on montre que

7' (Rj.Qx) = Rjw+(iy' Qx).

On a le méme type de propriétés avec T'(F}) au lieu de Fj en appliquant directement
les définitions (et en se ramenant & un tube ouvert). Cela nous permet de voir que

VI(b) = Y (T(Fy), Fy, RjuQx).

Ceci nous amene naturellement a poser les notations suivantes.

Notations 2.1. On pose
%) = supp ¢} ~(Rj.Cx),

Y = Uqu,

et B
d(f) = max dim X.

Si on dispose d’une stratification de Whitney S de X telle que X soit une strate et si
on pose d(f,S) = dim Sings(f), alors on a

d(f) < d(f.S).

Considérons les cycles évanescents associés aux faisceaux constructibles F¢ =
R1f.(Cx) ou ¢ est un entier positif.

Pour ¢ un entier positif, soit j! : HY(T(F;)) — H?(Fy ) le morphisme induit par
linclusion Fy — T'(F}). Dans le triangle

+1
Fy == 4, (F1) — @4, (FO) — (1)
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on a F} = H(T(Fy)), ¢, (F?) = F}, = H?(Fy) et le morphisme de comparaison ¢
coincide avec j;. Cela nous donne

cp;jl(]:q) = Ker j;, go?b (F?) = Coker jj'.

En comparant la suite exacte longue associée au triangle (1) et la suite exacte longue
de cohomologie associée au couple (T'(Fy), Fy'), on obtient

0 — @ (F') — ¢f (Rf.Cx) = VI(b) — ¢, (F*T) — 0. (2)
On a le résultat suivant

Proposition 2.3 Soient f : X — S un morphisme non constant entre variétés
algébriques complezes lisses X de dimension n et S une courbe. Soient q un entier
positif, F* = R'f.Cx et j] : H(T(F,)) — H(Fy) le morphisme induit par ’in-
clusion d’une fibre générale dans un tube autour de Fy = f=1(b), ot b est une valeur
de bifurcation. Soit q un entier positif donné alors les affirmations suivantes sont
équivalentes

(i) jj est injectif pour toute valeur de bifurcation b,
(i) le faisceau F? n’a pas de section a support fini,
(#1) le faisceau FI[1] est pervers,
(iv) FU1] =PRI f,Cx est dans D(X).
Démonstration. L’équivalence (i) < (ii) et 'implication (iv) = (iii) sont immédiates.
Les autres implications résultent des deux faits suivants bien connus sur les fais-

ceaux pervers (pour une preuve, on peut se rapporter a [8]). |

Lemme 2.2. Soit F* € D%(S) ou S est une courbe compleze lisse. Alors on a des
suites exactes courtes

0 — HO(PHN(F®) — HNF®) — H (PHITH(F?) — 0
pour tout entier k.

Lemme 2.3. Soit F* € Perv(S) ou S est une courbe complexe lisse. On a un iso-
morphisme F* = H™'(F*)[1] si et seulement si une des deuz conditions équivalentes
suivantes est remplie.

(i) HO(F*) =0,
(ii) pour tout point a € S le morphisme canonique can : ¢y, (F®) — ¢, (F*) est
surjectif, t, €tant une coordonnée locale en a.

Exemple 2.1. Ces conditions sont remplies pour S = C, X contractile voir ci-dessous
et aussi lorsque X est affine et ¥, C X pour tout b, voir Sabbah [21], ou ces fonc-

tions sont appelées «cohomologiquement modérées». La remarque 5.4 montre que ces
conditions sont aussi remplies pour d’autres classes d’exemples.

Rewvista Matemdtica Complutense 136
2003, 16; Nam. 1, 131-149



Thomas Brélivet Topologie des fonctions régulieres et ...

Par contre elles ne sont pas remplies pour X = C*, f : C* — C l'inclusion. En
effet, le morphisme j} : H!(disque épointé) — H!(point) n’est pas injectif.

Définition 2.4. On dit que Uapplication f : X — S est sympa si elle vérifie les
conditions (i)-(iv) de la proposition 2.3 pour tout q.

Remarque 2.3. Dans le cas d'une application réguliere f : X — C avec X contractile,
la suite de Mayer-Vietoris nous dit que l'on a la suite exacte (voir [19])

m m
0 — HY(Fy,) & @@ HYT(F,)) — @ H)(Fy;) — 0, pour ¢ > 0.

i=1 i=1

Donc on a une injection HY(T(Fy,)) < H(Fy) qui nous dit que VI(b) =
Coker (HY(T(Fy)) — HY(Fy)). Dans le cas X = C" ceci est la notion de cocycles
évanescents introduite par Neumann-Norbury [19]. On a de plus H?(F) = @1, V(b;)
pour tout q.

Remarque 2.4. On sait qu'un germe de faisceaux pervers F° a l'origine de C est
déterminé a isomorphisme pres par le diagramme

¢t(7:') %} <Pt(7:°)-

Dans le cas d’une application sympa f : X — S le germe du faisceau F?[1] au
point b € S est déterminé par le diagramme

[
HY(Fy) === HT(T(F,), Fy) = V(c)

ou var est le dual du morphisme en homologie
Hy(Fy) = Hysr (Fy x (S',0) = Hyp1 (7 (OD(6)), Fy) 5 Hys (T(Fy), Fy)

ot St = dD.(b), voir [23] pour une construction similaire, T'(F},) étant remplacé par
X chez eux.

On obtient pour le cas S = C (en utilisant les chemins ~;) deux opérateurs de
monodromie

my : H(F) — HY(F), mj=1+varod
et
mgﬁrel cH"Y (X, F) — H™ (X, F), m;rel =1+dovaroj?

avec jl : H"Y(X,F) — HY™Y(T(F,), F).

Cela induit des représentations de monodromie

p? 1 (C\B,by) — Aut(H(F)),

137 Rewvista Matemdtica Complutense
2003, 16; Nam. 1, 131-149



Thomas Brélivet Topologie des fonctions régulieres et ...

pf‘el :m (C\B, by) — Aut(HIT (X, F)).
Remarque 2.5. On peut aussi définir deux opérateurs de monodromie a 'infini m?,

et mio cel qui correspondent respectivement a p?(y) et a piel(fy) pour v un grand

lacet dans C bord d’un disque qui contient B dans son intérieur. On peut montrer

comme dans [11] que p]  est triviale si et seulement si m! = Td.

;
Pour une fonction cohomologiquement modérée, Sabbah a obtenu des résultats
tres intéressants sur 'opérateur de monodromie a linfini m”~" ., voir [21] remarque

o, rel’
(10.3).

Question ouverte. Existe-t’il une application f : X — C telle que la représentation

p;fel soit triviale mais pas la représentation p??

3. Annulations de cycles évanescents et connexité relative

La suite exacte (2) et la proposition 2.3 nous donnent le corollaire suivant.

Corollaire 3.1. Si V(b)) = 0 pour tout ¢ < qo et tout b, alors les faisceaux
R1f,Cx = PRI f,Cx[—1] sont localement constants pour ¢ < qo et R f,Cx =
qu°+2f*(CX [_1],

En effet, pour ¢ < gg on a un isomorphisme

—~

RIf.Cx = Ho(F)

ou M est le systéme local constant associé a un C-espace vectoriel M.

Dans la section précédente, on a vu que V4(b) = H!(f " (b), ¢, ,7Rj«Cx). Ce
résultat va nous permettre d’avoir un théoreme d’annulation pour les cycles évanescents.

Proposition 3.1. Supposons que j soit affine.
Alors, on a

V(b)) =0 pour g <n —d(f) —2 et pour ¢ >n+d(f).

Démonstration. Le faisceau Cx [n] est un faisceau pervers (voir [17]) et Rj. est un

foncteur t-exact donc Rj.Cx [n] € Perv(X). On a aussi
V(b) = H" (S, Py, o 7RI Cx [0]).

Ces deux résultats avec le théoreme d’Artin (voir [15], Proposition 10.3.17) impliquent

que V() =0pour g+1—-n < —d(f) —1let pour g+ 1—n>d(f)+ 1. [ ]
Lorsque S = C, on a H""'(X,F) = @@, V4(b), donc la proposition précédente

nous dit que H? (X, F) = 0 pour ¢ <n — d(f) — 2 et pour ¢ > n +d(f). Si de plus
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X = C” ou X contractile alors on a H(F) = 0 pour 0 < ¢ < n — d(f) — 2 et pour
q > n. Ce dernier résultat est clair lorsque X est affine, car alors F' est aussi affine.
L’exemple 2.1 montre que le faisceau R f,.Cx [1] n’est pas en général pervers méme

lorsque d(f) = 0.

Un résultat de C. Sabbah [20] qui généralise un résultat de A. Dimca et M. Saito
[9] nous permet d’obtenir le corollaire suivant

Corollaire 3.2. Soient X une variété affine lisse et f : X — C une application
réguliére non constante. Alors le compleze

K0 —0x) 2 alx) 2% . 2L arx) — 0

ot Dp(w) = dw — df A w vérifie HI(K*®) = 0 pour go < n —d(f) — 2, ot Uentier d(f)
est calculé par rapport & une compactification X C X quelconque.

La proposition suivante nous donne une annulation des groupes de cohomologie a
support compact dans le cas ou f : X — C est une application sympa.

Proposition 3.2. Si b,(F) = 0 pour 0 < q < qo alors HI(Fy) = 0 pour 2n —qo — 1 <
q<2n-—3 ettoutb e C
En particulier si F, est lisse et connexe HI(F,) ~ H*""279(F}) d’ou

H(F,)=C, HYF,)=0,..., H® (F,)=0.

Démonstration. On dispose de la suite exacte pour la cohomologie a support com-
pact

—>Hg*1(Fb) —)Hg(T(Fb)\Fb) _)Hg(T(Fb)) N
—s HIY(Fy) — HITY(T(Fy)\F}) — - -

Par dualité, on a HI(T(Fy)) = H?"~9(T(Fy))" or ce dernier groupe est nul pour
1 < 2n — g < qo puisque 'on a une injection de H4(T(Fy)) dans HY(F).
Maintenant, la suite exacte de Wang

<o — H""YF) — HY(T(Fy)\F,) = H* (T (F,)\F,) —
— H?""9(F) — H?" 9(F) — - --

nous donne le résultat pour 2n — ¢y < ¢ < 2n — 3. Pour l'exposant 2n — go — 1 on
considére la premiére suite exacte et on remarque que la fleche HY(T (Fy)\Fp) —
HY(T(Fyp)) est surjective. Cette derniére est surjective car par dualité elle correspond
a HY(T(Fy)) — HY(T(F,)\Fy) qui factorise 'injection H(T(Fy)) — H(F). [ |

Théoreme 3.1. Soient f : X — C une application réguliére ou. X est une variété
compleze lisse de dimension n et f: X — C une compactification telle que l'injection
naturelle j : X — X soit affine.
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Alors
by 1(X,F) =0 si ¢g<n—d(f)=2 ou g>n+d(f),
bert (X, F3) =0 si g<n—d(f)—3 ou g¢>n+d(f) +1.
Si de plus
Yt fermé dans X et dim(25°) < d(f) — 1,
alors

b1 (X, F) =0 si g<n—d(f)—2 ou g¢>n+d(f)
o S =3, NX, X =5,N Xy et Xoo = X\ X.
Le résultat homotopique analogue pour d(f) = 0 est démontré dans [23].

Démonstration. Notre preuve suit dans les grandes lignes une preuve de 'article
de Hamm [14], ot il démontre une version plus précise du théoreme 3.1, pour le cas
d(f) = 0. Voir aussi [23] pour le cas d(f) = 0.

D’apres la proposition 2.1 on a H9T}(X, F) = &,V (b;). La proposition 3.1 nous
dit que V9(b;) = 0 pour ¢ < n—d(f) —2, ¢ > n+d(f) et pour tout i, d’ou la premiere
affirmation.

Les faisceaux RYf,Cx sont localement constants pour ¢ < n — d(f) — 2, voir le
corollaire 3.1.

Maintenant on introduit les notations suivantes : f, = fir,, f, = 7\E et les

inclusions suivantes

Fbi>Fb<—ZbeﬂXoo

Lo

X——X~—"—Xo

11 suffit de montrer que le morphisme naturel
H*(T(F),C) — H(F;,C) (3)

induit par U'inclusion de la fibre F}, dans son tube T'(F}) est

(i) un isomorphisme si ¢ <n —d(f) —3 et ¢ > n +d(f) + 2,

(ii) un épimorphisme si ¢ = n +d(f) + 1,

et si de plus f vérifie la condition supplémentaire alors c’est
(i) un isomorphisme si g <n —d(f) —2et ¢ >n+d(f) +1,

(ii) un épimorphisme si ¢ = n + d(f).
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En effet, il suffit d’écrire les suites exactes de (X, F'), (X, T(F})), (X, Fp), pour ¢ petit

et (X, T(Fy), Fy) ainsi que la proposition 2.1 (iii) pour ¢ grand. On a les isomorphismes
suivants

HYT(F;).C) = RUf(Cx)p =R f(RjCx )
- W'(F,F RuCx)=RT,(F Rj.Cx)

(le deuxieme provient de Rf, = Rf, o Rj. et le troisieme du fait que f est propre).
D’autre part on a les isomorphismes suivants

HY(F,,C) = HY(Fy,k 'Cx)=H(Fy, Rjpk 'Cx)
= R, (Ripk™'Cx) = R1Fy(Rinedy 'F RjuCx)

ou le dernier isomorphisme vient de
7% 'Rj.Cx = k~'j7'Rj.Cx = k' Cx.
Donc le morphisme (3) induit par l'inclusion F, — T'(F}) peut étre remplacé par un
morphisme
R fyu(F*) — R Fou(Ripady ' F*)

avec F* = Eile*(CX qui provient en effet du morphisme d’adjonction F* —
ij*jglf' par l'application du foncteur R? f,. .
Nous considérons maintenant le triangle distingué d’adjonction suivant

inihF* —s F* — Rjpjy \F* 15 .
Soit G°® = ibgi!b]-". Alors on a une suite exacte longue
e — ]Rq7b*g. — IRq7b>o=‘F. — Rq7b*ij*jl:1‘7:. — ]Rq+17b*g. —

et il suffit de montrer que RIf,.G* = 0 pour ¢ < n — d(f) =2, ¢q>n+d(f)+2et

aussi pour ¢ =n —d(f) — 1, g =n +d(f) si f vérifie la condition supplémentaire.
On a deux triangles distingués dans D%(F})

Py Rj.Cx [n] — Pos_ RjuCx[n] — & Rj.Cx[n] 5 (4)
et B )
k Rj.Cx [n] — P¢7_,Rj.Cx [n] — Py5_, Rj.Cx[n] = . (5)

—1
On applique le d-foncteur i} au triangle (5) en remarquant que iyk Rj. = k' Rj. = 0.
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Donc le triangle (5) nous donne un quasi-isomorphisme
iyP 7y RjsCx [n] — iyP¢5_, Rj.Cx [n].
Maintenant, on applique le §-foncteur Rf,,ipi} au triangle (4) et on obtient
coe o HO(5°,0yB%) — HY (250,03 B%) — RITf,G* — HIH (R9°, i1 B®) — - -

ou B* =Pys_Rj.Cx[n].
On a le triangle d’attachement

iniyB* — B* — Rjy.j; 'B* =5 .

Comme j et j, sont affines, Rj. et Rjj. sont t-exacts. Les foncteurs j,jl et Poz_, sont

aussi t-exacts. On en déduit que B® ainsi que ij*jng‘ sont des faisceaux pervers.
Le théoreme d’Artin nous permet de dire que HY (X3°,4}B*) = 0 pour ¢ < —d(f) et

qg>d(f)+1.
Dans le cas de la derniere affirmation, il suffit de remarquer que ’hypothese im-
plique que i, B* est un faisceau pervers. [

4. Théoremes des cycles invariants

Pour une application sympa f : X — S, on a un théoreme de cycles invariants
qui généralise les résultats similaires de [1] et de [19].

Théoréme 4.1. (des cycles invariants locaux) Soit f : X — S une application
sympa. Soit b € B et soit mf : HX(F) — H*(F) Uopérateur de monodromie qui
correspond a un lacet €lémentaire dans S qui tourne une fois autour de b.

Alors on a pour tout q

dimKer (m{ " — 1) + dim Ker (m{ — 1) = b, (F) — dim V() + b5 (F)

2n—q—1
ot by (Fy) = dim HE(Fy) pour tout entier p.

Démonstration. Soit g : T(Fy)* — Dj la fibration localement triviale induite par
f au voisinage de la fibre F,, ou T'(Fy)* = T(Fp)\Fp. La suite spectrale de Leray
dégénere au terme Fs et nous donne pour tout g

dim H°(D}, R%g.Cx ) + dim H' (D}, R" ' ¢.Cx ) = dim HY(T(F3)*).

On a les égalités suivantes :
(i) dim H%(D;, R19.Cx) = dimKer (m} — 1),
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(i)
dimHl(Dltaqulg*(CX) = —X(DZ,qulg*(Cx))
+dim H°(D;, R" 1g,Cx)

= dim Ker (mg_1 - 1),

car X(DZ,qulg*Cx) = X(DZ)bQ*l (F) =0.
D’autre part pour calculer b, (T'(F3)*) on utilise la dualité de Poincaré

by (T (Fp)") = b5 o (T (F3)")

et la suite exacte

aQn -

c o HETUTN(E) o HETUT(R)Y) T HETUT(R,)) — HEVI(E) - -
Le morphisme «?"~9 est le dual du morphisme induit par I'inclusion
iy : HY(T(Fy)) — H(T(Fy)").
L’inclusion Fy — T'(F}) se factorise comme
Fy — T(F)* — T(Fy)

et cela, plus la condition que f soit sympa, nous donne que le morphisme a?~¢
est surjectif et donc 1’égalité.

(111) Sn—q(T(Fb)*) = bSn—q(T(Fb)) + bsn—q—l(Fb)'
Finalement, on a b5, (T'(Fy)) = by(T(Fy)) = by(F) — dim V9(b). [ |

On peut suivre la méme idée de démonstration et obtenir le résultat suivant, qui
généralise aussi certains résultats de [1] et de [19].

Théoréme 4.2. (des cycles invariants globaux) Soit f : X — S une application
réguliére non constante. On pose S* = S\B, X* = f~1(S*). Pour tout k, on dénote

par Hk(F)inv la partie invariante de la cohomologie par rapport a l'action de la
monodromie du groupe fondamental mi(S*).
Alors, on a pour tout q

dim H1=1(F)V 4 dim H(F)V =
= (x(S) = |B))bg—1(F) + Y pc 5 V55— g1 (F3) + by(X) — dim Ker 87 — dim Ker g¢*!

ou ¥ : H*(X) — H*(X*) est le morphisme induit par Uinclusion X* — X.
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5. Exemples

5.1. Cas d(f) =0 ou 1

Remarque 5.1. Si n = dim X et si d(f) = 0 alors V9(b) = 0 pour tout ¢ <n — 2 et
tout b. Donc o
Rf,Cx = H(F) pour ¢ <n —2
et
"1 £.Cx = PR"£.Cx[~1] = DRs(GD)[-1]

ou Gy = HOf1(Ox) est le syteme de Gauss-Manin de f en degré 0, voir [21], [10].

Le faisceau constructible R"~! f,Cx peut donc étre calculé & partir d’'un D-module
régulier holonome.

Remarque 5.2. Supposons que d(f) = 0 et S = C. Alors le morphisme induit par
linclusion 7 : H4(X) — HY(F) est un isomorphisme pour ¢ # n — 1,n et on a la
suite exacte

0— H" (X)) — H"Y(F) — H"(X,F) — H"(X) — H"(F) — 0.
Si on écrit le théoreme 4.2 pour ¢ = n — 1 on obtient 1’égalité :

dim H" Y(F)Y = 3756 (Fy) — [Blby—2(X) + by1 (X) + dim(Ker 8,,).
beB

En effet, on a H" 2(F)"™V = H" %(F) car i" 2 est un isomorphisme. On a aussi
Ker 3,1 = 0 car i""! est un monomorphisme et on a une factorisation F —
X*— X.

Remarque 5.3. Lorsque f : X — S est a singularités isolées sur X, on sait que
I'on a
X(S)X(F) = x(X) + (=1)" " (u + X)

ou yu est le nombre de Milnor associé a f et

A= x(Z5. P, 7 (Ri.Cx [n])).
beB

Cette égalité nous permet de retrouver les résultats de [2], [5] (ot ils montrent com-
ment le calculer) ainsi que ceux de [22], [23] et [13]. On peut préciser la formule nous
donnant A lorsque d(f) = 0 ou 1, et j affine.

(i) Cas d(f) =0.0On a
A= Z Z dimHO(p(P?,b(Rj*CX [’I’L]))z

beEB zEX®

en particulier A est positif ou nul.
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(ii) Casd(f) =1.0na

A=Y dimHO(Ppr_y(Rj.Cx [n])e— > X(Z5° H™' Py, (Ri.Cx [n])).

beB zeT® beB

On va voir plus loin que 'on peut avoir A < 0.

Maintenant, on va considérer un exemple ot ’on calcule les cycles évanescents de
deux facons différentes. On va montrer que la condition d’avoir un plongement j affine
peut «transformersdes cycles évanescents & support fini en des cycles évanescents a
support non fini.

5.2. Cas [ : C*\C — C ou1 C est une courbe lisse intersection compléte et [
une forme linéaire générique

On considere I'espace projectif P? avec pour coordonnées [z, y, z,u].

Soit Z : F(z,y,z,u) =0, G(x,y,2,u) = 0une courbe lisse, intersection complete
de degré (d,e), c’est-a-dire d = deg(F), et ¢ = deg(G). On suppose que le pinceau
d’hyperplans Az + uy = 0 est un pinceau de Lefschetz par rapport a Z et que {u = 0}
est transverse a Z.

Alors, soit C* = P*\{u = 0} avec pour coordonnées (z,y,2), C = ZNC3,1: C* —
C, Uz,y,2) = =.

Avec ces conditions, on a

(i) {jc est propre et il y a exactement ¢ points critiques ay, - -, a. pour ljc : C — C,
tous de multiplicité 2, ot ¢ = classe(Z) (on a ¢ = 2de — x(Z) [16], p. 25,
X(Z) = (4 —d—e)de [7], p. 152). En outre l(a;) # l(a;) pour i # j.

(i) Si jo : C* = C x C?> — C x P? est l'inclusion naturelle, alors jo(C) est fermé
dans C x P? (sinon on a une contradiction avec [jc propre).

On considere X = C°\C, X = C x P?, L, = P>\ la droite & l'infini et la
stratification (de Whitney) de X donnée par

Sy + XJIC]]Cx L.

On a Sing(z‘@\c) = Sing(z‘@XLoo) =0 et Sing(z‘c) ={a1,...a.} =Aoul:CxP?=
X — C est la projection sur le premier facteur.

On va aussi noter j = jocs\¢ la restriction de I'injection jo a Cc\C.

Le faisceau F* = Rj.(Cx ) est un faisceau Ss-constructible car on a le résultat
suivant

Proposition 5.1. Soient X un espace muni d’une stratification de Whitney Sx, S €
Sx une strate et j : S — X Uinclusion. Alors F* = Rj.Cgs est cohomologiquement
constructible par rapport a Sx .
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Démonstration. Il suffit d’utiliser la trivialité topologique le long d’une strate T,
TeS. |

— Calcul de Hi(p;_,(F*))a pour a € ({s} x P?) N A.

Soit a € ({s} x P2)N A, F, := 7_1(6) N Bc(a) la fibre de Milnor de [ en a ol

B.(a) est la boule ouverte de centre a est de rayon €, pour € > 0 assez petit et pour
un certain plongement local de X dans un espace affine et 8 suffisamment proche de

l(a).

H (g ((F*))a = H'™H (Be(a), Fo, F*) = H™(B(a)\C, F,\C, ).

Une étude du couple (B¢(a)\C, F,\C) nous dit qu’il est homotopiquement équivalent
au couple ((SS x [O 1])/ ~753 x {O} Vo 5% x {1}) ou (iE,S) ~ (yat) siz =y =po est
un point fixé de S3.

D’ou le résultat

Csig=3etac ({s} xP?)NA4,
0 sinon.

¢l (Fa= {

L’inclusion 7 n’étant pas un morphisme affine, on peut aussi calculer ces cycles
évanescents en passant par une autre compactification de X, qui a un plongement j;
affine.

Soit X I'éclatement de X le long de ZDY, 7:X; = Xle morphisme naturel et
E =7"1YZnNX). On note aussi j; : X < X l'injection naturelle et I; = [ o 7.
On considere la stratification (de Whitney) de X; donnée par

S¢, XHEH(CXLOO.

On a SingsYl (I;) = Ax P! et Singx, (1)) = {(a1,ta,), .- (ac,ta.)} Ol t,, est un point
de 7= (a;) ~ P
En un point de A, on se ramene localement a la situation

C:2=0, y—2°=0 et Ii(2,y,2)—=y.

On a deux cartes et dans une des deux cartes I; s’écrit (z,y, 2z) — z2+yzet E:y = 0.
La proposition 5.1 nous dit que le complexe de faisceaux 7 := Rj1.Cx est Sx -
constructible.

— Calcul de H9(g;, _(FF))(at), pour (a,t) € 7= (({s} x P*) N A).

Soit (a.t) € 7' (({s} x P*)N A, F}, ,, la fibre de Milnor de Iy =1, (8) N B(a.1)
en (a,t), 0 < |li(a,t) — B] € e < 1.
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On a
Hq((pfl_s(‘?l.))(a,t) = Hot! (Be(a: t)a F(la.,t)z}-l.) = H*! (Be(a: t)\Ea F(la,t)\E: (C)

Pour étudier le couple (B.(a,t)\E, F(1a7t)\E), on doit distinguer deux cas.

Premier cas t # t,. (Be(a,t)\E, F{, ,,\E) est homotope a ((S' x [0,1])/ ~,S" x
{0} Vp, St x {1}) ott (z,8) ~ (y,t) si = y = pp est un point fixé de S*.

D’ott le résultat pour ¢ # t,
Csig=1et (a,t) € 7 (({s} x P) N A)
0 sinon.

& (FD ) = {

Deuxiéme cas t = t,. On se ramene au germe d’hypersurface 2% + yz = 0 et on utilise
le difféomorphisme donné par [16], p. 37.

Le couple (Be(a,ta)\E, F(, , )\ E) est alors homotope & (S, S*) ce qui veut dire
qu’il n’y a pas de cycles évanescents en ce point.

D’ou le résultat

Csig=1let (a,t) e m 1 (({s} xP2)NA), t#t,,
0 sinon.

A Do ={

L’avantage de la premiere compactification est que dimsupp ¢; (F*) = 0, son
défaut est que le plongement j n’est pas affine, en particulier le faisceau Rj.(Cx [3])
n’est pas pervers. La deuxieme compactification corrige ce défaut mais par contre
cette fois dimsupp ; _ (F7) = 1.

Remarque 5.4. Pourle cas [ : C3\C — C que I'on vient de discuter on peut calculer
bs(X) et by(F) et vérifier que by(X) # by(F). Cela entraine, via le théoreme 3.1, que
d(f) > 0 pour toute compactification avec j affine.

Pour calculer by(X) on utilise la suite exacte de Gysin pour une intersection

complete lisse
HY(C) — H*(X) L H'(C) — H (C®) —

d'ott by(X) = b6(C) =1 —=x(C) =1—- (x(Z2) —de) =1+de—(4—d—e)de =
1— (3 —d—e)de # 0. D’autre part F' = C?\{de points} a le type d’homotopie d'un
bouquet de spheéres de dimension 3, donc bs(F) = 0. Des calculs de ce type nous
permettent aussi de montrer que les applications [ et [; sont des applications sympa.

Cet exemple est un cas particulier de la remarque 5.3 (i) et (ii). Ici, on peut calculer
de deux facons différentes y(F') ce qui va nous permettre de calculer le nombre A. En
effet on a

X(F) =1- dea
X(F) = x(X) + (1 +X) = (1+de = x(2)) + (u + N,
w=0.
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On en conclut que A = —c est dans ce cas strictement négatif.

Si H est un hyperplan générique de C* alors on peut considérer Iy = I\ ¢,
A = A(lm). On a x(F; ) = x(H\C) — Mg ce qui nous donne Ay = —de. Donc
A+ Ap est strictement négatif contrairement au cas des polynomes a singularités
isolées, voir [5], p. 133.
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