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RESUMEN

Este trabajo sobre el aprendizaje y la ensefianza del Algebra comienza con la
observacion de dos momentos histoéricos de ruptura: 1. El paso de la Aritmética al
Algebra, y 2. El paso del Algebra Cléasica al Algebra Moderna, es decir, del Alge-
bra como método al Algebra como Objeto Matemético. Después estudia el uso de
las letras entre |os mateméticos y se analizan los usos que les dan los alumnosy las
concepciones que forman en ellos estos usos. Como consecuencia se deduce que es
necesario un aprendizaje sisteméatico del uso de lasletras en Algebra. Esta ensefianza
sistematica se aplica a la adquisicién del concepto de desigualdad en los tipos:
x =k; kK <x<Kk;y<x+Kk,y alaidentificaciéon de las zonas del plano que repre-
sentan. El método de ensefianza y aprendizaje que se emplea, consiste en la gene-
racion de situaciones didéacticas en las que el alumno se ve inmerso en momentos
de accidn, de comunicacién y de debate que van produciendo la evolucién del len-
guaje del plano gréfico hacia una expresion simbdlica en «R2». De este modo |0s
alumnos llegan a entender los semiplanos en forma de expresiones simbdlicas
—desigual dades—.

ABSTRACT

This work, concerning teaching and learning Algebra, begins with a commentary
about two historical moments of rupture: first, the transformation of Arithmetic into
Algebra; second, the change of Classic Algebra into Modern Algebra, meaning the
change form Algebraas a Method to Algebra as aMathematical Object. Following this,
the usage of letters by mathematicians is studies, and the way the are used by pupils
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is analyzed together with the conceptions wich are formed in them by this use. As a
consequence, it is deduces that, in Algebra, it is necessary to learn the use of letters
systematically. This is applied to the acquisition of the concept of inequality in the
types: X = k; k' <x <Kk;y <x +k, and the areas of plane they represent. The method
of teaching employed consists in the creation of a sucession of Didactic Situationsin
wich the pupil isimmersed: Action Situation, Situation on Communication and Situa-
tion of Debate wich produce an evolution of the Graphic plane towards a symbolic
expression in «R2». In this way the pupils determine half planes in the form of sym-
bolic expressions —inequalities—.

1. Introduccién

El empleo de las |etras en el Algebra siempre ha ofrecido alos alumnos
mas dificultades de las que, a priori, se hubieran considerado como norma-
les en cualquier aprendizaje. Intentar hacer una simplificacion o un célculo
con letras significaba la practica de actividades que producian un alto gra-
do de fracaso escolar. Mucho mas alto que cuando se debian realizar sim-
plificaciones o célculos con numeros en forma directa. Sin embargo, y jun-
to con esto, también se dan experiencias muy positivas en el empleo de las
letras.

Durante el primer curso del anterior Bachillerato los alumnos de 14-15
anos en Espafia, debian estudiar Combinatoria: Variaciones, Permutaciones
y Combinaciones segun el programa oficial y aunque el empleo de las fér-
mulas pertinentes no parecia presentar muchos inconvenientes en cuanto ala
mecanica de aplicacion, sin embargo los alumnos encontraban dificultades
en cuanto alaeleccion de laférmula adecuada a cada problema, de modo que
Ilegaba un momento en el que era necesario decidir un cambio en laforma
de presentacion del tema para que |os alumnos fueran descubriendo estas for-
mulas mediante la generalizacion progresiva de casos particulares. De este
modo las férmulas eran obtenidas por ellos mismos, eran sus férmulas. Pues
al ser encontradas por la propia busqueda del alumno, éste las conociay sabia
cual erasu dominio de aplicacion. Las letras tenian ahora un significado cla-
ro paraellos, y su empleo se revelaba como una ayuda para expresar laregla
en lugar de constituir una dificultad.

Esto llevaapensar que ciertas formas de introducir las letras podian ayu-
dar ala mejor comprension y manejo de ellas y conduce a unareflexion e
insistencia en el andlisis de los fendmenos didacticos que producen al in-
troducirlas. Lo que realmente se cuestiona es el trabajo del profesor. ¢Cudl
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eralamejor manera de que los alumnos se familiarizaran con lasletras, con
su comprension y su utilizacion? ¢En qué momento comenzaban las difi-
cultades de los alumnos en el uso de las letras? ¢Como se hacian patentes
estas dificultades? ¢Por errores en el célculo? ¢Por el rechazo consciente
0, a veces, inconsciente de ellas? (Booth, 1984).Por otra parte las letras
forman parte substancial de las ecuaciones, inecuaciones y funciones, de
modo que las deficiencias en su manejo repercuten claramente en lainade-
cuada adquisicion de muchos conceptos rel acionados con ellas (Scheneider,
1979).

El uso de | as | etras se encuentra fuertemente ligado al Algebra elemental
y alos razonamientos de tipo algebraico. De este modo el encuentro con la
necesidad de investigar, especifica y permanente en la actividad de los
docentes (Gonzélez, 2001), se hace patente y no sblo los fenémenos di-
déacticos producidos por el uso de las letras, sino aquellos otros ligados al
Algebra, eincluso es necesario cuestionarse qué es aquello que se llama Al-
gebra.

Asi conviene estudiar el concepto de Algebra desde tres puntos de vista:

a) Socio-cultural.
b) Delos profesores del nivel de Educacion Secundaria en Espafia.
Cc) Histéricamente.

Se hace referencia ahora solo al tercer punto por ser interesante paralaexpo-
sicion siguiente. Historicamente se puede apreciar alguna ruptura;

= Unaprimeraen €l siglo I X y siguientes (Chevallard, 1985), en la que
se pasa de laAritmética al Algebra.

El Algebra aparece en una sucesion generatriz en la que es, primero, Alge-
braRetéricay, después, Algebra Simbdlica(Malet y Paradis, 1984). Pero, ¢apa-
recen los conceptos de incAgnita o parametro de forma simultanea al uso de la
letra «x»? NO, pues puede verse a través de unos breves ejemplos, como, his-
téricamente, algunos conceptos rel acionados actualmente con el uso delaletra
«X», aparecen antes que la propia escritura explicita de la letra «x» (Cardano,
1968).
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— Encuanto al parametro, existen trabajos de Stevin (1548-1620) en los
que, parademostrar una propiedad delos nimeros, este autor elige uno
pero lo trata como elemento genérico del conjunto, no lo simboliza
todaviacon unaletra, aunque €l tratamiento es mas algebraico que arit-
mético. No aparece pues la letra «x» pero el concepto de pardmetro
generalizador se encuentraimplicito en el procedimiento. Esta gene-
ralizacion es altamente (til parala comprension de los alumnos en su
acercamiento al significado del simbolo.

— En cuanto alaincognita, también el tratamiento de los problemas va
cambiando de formas aritméticas aformas algebrai cas antes de que se
hayallegado alas expresiones con letras y concretamente con laletra
«x». Los progresos en las transformaciones eliminan el proceso de
comparacion —al’ mucabalah—. El procedimiento nuevo —al’ jabra—
es mucho mas potente porque permite trabajar de la misma manera
objetos matematicos diferentes: nimeros, magnitudes, etc. e incluso
nUmeros negativos.

Conviene ampliar un poco esto del tratamiento aritmético y el tratamiento
algebraico de los problemas. Asi, el pensamiento aritmético se aplica en pro-
blemas particulares, es unaformade tratar |os problemas individual mente. Por
gjemplo, en el método llamado de regula falsi, se sabe que el calculador €elige
un valor falso y hace, con este valor, los célculos numéricos que requieren las
condiciones del problema. Al final se obtiene un resultado diferente del que se
esperaba conseguir pero, comparando este resultado falso con el que se debia
obtener, se deduce como una secuencia en conformidad la solucién del pro-
blema (National Council, 1980).

L as caracteristicas esenciales de este tipo de razonamiento consisten en el
uso de las propiedades de los nimeros y sobre todo de laintuicion del calcu-
lador. Puede comprobarse como es la resolucion de un problema por €l méto-
do de laregulafalsi comparado con su correspondiente resolucién algebraica
mediante ecuaciones. El problema planteado es el siguiente:

» «Uncomerciante compravino a 50 pts/l. Vende un tercio delo comprado
a 65 pts/l. Después, un cuarto a 70 pts/l. Por dltimo, vende el resto a
60 pts/l. Con todo ello obtiene una ganancia de 5.100 pts. ¢Cuantos
litros de vino habia comprado?»
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METODO ARITMETICO
REGULA FALS

METODO ALGEBRAICO

Se elige el nUmerol2 de litros porque es
multiplo de 3y de 4.

Se elige el nimero x delitros.

Laterceraparte: 4|

Un tercio: x/3

4| por 25 pts./I

Precio: 65 por x/3

La cuarta parte: 3 |

Un cuarto: x/4

3| por 70pts./l = 210 pts.

Precio: 70 por x/4

El resto (121 —71=51)

El resto: x — (x/3 + x/4)

51 por 60 pts./l = 300 pts

Precio: 60 por [x — (X/3 — x/4)]

Total de laventa: 260 + 210 + 300 = 770
Total pagado en compra: 12 por 50 = 600

Gananciafalsa: 770 — 600 = 170 pts

Total de la venta— total de la compra =
ganancia

65 por x/3 + 70 por x/4 + 60 por
(X —x/3 —x/4) — 50 por x = 5100

Gananciareal: 5100 pts estreintaveces mas  Ecuacion mas resolucion A solucion
Por tanto: 12 | por 30 = 360 | x =360 I

De andloga manera se pueden observar las siguientes caracteristicas del pen-
samiento algebraico que se aplica para resolver tipos generales de problemas.
Se [lama «x» a laincognita. A ella se le va haciendo cumplir las condiciones
del problema, pero aqui esta la gran diferencia: No se realizan realmente las
operaciones, sino que se representan en forma de ecuacion que ahora se pres-
ta a una manipulacion diferente, que tiene sus propios signos y sus propias
reglas. En un texto francés del siglo XIX (F.J. 1895), se habla del Algebra
Modernade Viete (1540-1603) diciendo gque «la potencia reside en estas com-
bi naciones de | os propios signos que suplen al razonamiento de intuiciény con-
ducen por unavia misteriosa a resultado deseado». S6lo que laviano es mis-
teriosa 'y conviene poner a los alumnos en el camino de comprobarlo por si
mismos.

Se trata, con éste método, de operaciones que podria decirse que se g ecu-
tan a un segundo nivel. Por gemplo, se debe multiplicar:

3 X 2+X
(ndmero) por (suma)
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Para contestar es preciso utilizar propiedades de las operaciones (distribu-
tiva, asociativa, etc.) ademas de otras propiedades de los nimeros (divisibili-
dad, paridad, etc.) y la aplicacion de las reglas de resolucién de las ecuacio-
nes, todo lo cual se hace de forma predeterminada y precisa sin necesidad de
intuiciones particulares. Pero sin olvidar que esto supone un mero uso meca-
nizado de algoritmos.

Por otra parte, €l uso de laletra como incégnita obliga a ejercicios de abs-
traccion:

— Enprimer lugar, las letras representan aalgo alo que se refieren, algo
desconocido. Se deben realizar con ellas procesos de planteamiento
que culminarén en una ecuacion, que es la condicion que debe cum-
plir (Chevallard, 1989) aquello alo que las | etras se refieren.

— Después, y actuando mediante reglas generales preestablecidas, se
realizara un proceso automatico de reversibilidad con el que se lle-
gaaaislar y, asi, determinar laincognita que es la concrecion de lo
referido.

— Al terminar €l célculo €l proceso se cierra con una «des-simboliza-
ciony.

Cuando se esta en el primer paso, todavia aquel algo referido es preciso
y tangible en ciertaforma. En el segundo paso yaho importalo que sea, sola-
mente importa el proceso de calculo. Esigual que la «x» represente un nime-
ro abstracto, un nimero concreto (pesetas, melones o centimetros), un seg-
mento u otra forma de magnitud. Precisamente debido a esa automatizacion
del calculo, que tanto facilitabalaresol ucién de ecuaciones, no parecia hacer
faltalainteligenciay la habilidad del calculador, el agebra para algunos de
ellos empezé a ser considerada como de rango inferior al trabajo verdadera-
mente matemético. Pero el Algebra era muy Gtil y siguié desarrollandose a
pesar de todo. Esto permitié llegar al segundo momento importante en esta
evolucion.

= Y unasegundarupturadurante el siglo X1X, en cuyo transcurso se pro-
dujo el paso del Algebra Clasica a Algebra Moderna. Del Algebra
como Método al Algebra como Objeto.

Este importante cambio, consustancial con el que se produce en las formas
de vida, se puede preciar en los escritos de importantes matematicos, asi:
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— George Peacock (1791, 1858) fue uno de los fundadores de laAnalyti-
cal Society del Trinity College en Cambridge. Este matematico inicia
laaplicacion del pensamiento axiomaético en laAritméticay el Algebra.

— Augustus de Morgan (1806, 1871) puede ser considerado uno de los
més claros iniciadores del Algebra Abstracta pues, al considerar las
letras y otros simbolos sin significado concreto, preconiza la idea
moderna de que el objeto del Algebra versa més sobre las funciones
proposicionales que sobre proposiciones en si.

— Boole (1815-1864), escribe que la Mateméatica no se reduce alacien-
ciadel nimeroy lamagnitud continua. Segun él, la caracteristica esen-
cia de la Matematica es su forma. Hasta el punto de que si un tema
se presenta con reglas precisas y sujeto a una ldgica interna eso es
matemética. Esto datodavia més cartade validez al Algebra. Ademas
con ello comienza la Logica Matematica. Russell (1967), aceptando
estas consideraciones, dice que Boole descubre la Matemética Pura.

— Galois (1811-1832), a crear el concepto de «grupo» y hacer de este
concepto abstracto laidea central de lateoria de ecuaciones algebrai-
cas, da por terminada el Algebra Clésica en la que para las ecuacio-
nes se encontraban soluciones bésicamente a través de |os radicales.
Después de él, mas o menos hacia 1850, los libros comienzan arefle-
jar el estudio delas Estructuras. El Algebrase convierte, en gran medi-
da, en la Teoria de las Estructuras.

Llegados a este punto, en conveniente una advertencia para observar que
esta génesis del Algebra Moderna muestra que laintroduccion prematura de la
ensefianza de |as estructuras en M atemati cas supone unainversion con respecto
ala situacion histérica en el desarrollo del conocimiento en general, no solo
del matematico. Esta inversion en la secuencia histérica ha demostrado so-
bradamente su ineficacia'y su equivocada g ecucion en la ensefianza, aunque
tampoco esto puede afirmarse de maneraradical, pues en circunstancias deter-
minadas de la secuencia del conocimiento esas inversiones pueden ser didac-
ticamente convenientes.

2. Diferentesusosde lasletras

El uso de las letras en Mateméticas ha ido evolucionando alo largo de los
siglos. En laobra «Elementos» de Euclides, |os nimeros se representan por seg-
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mentos rectilineos, y éstos a su vez por pargjas de letras. Las letras maydscu-
las se usan como signos atribuidos a puntosy cada segmento se encuentrarepre-
sentado por |as dos |l etras correspondientes a sus extremos. Yaen el mismo tex-
to se encuentran algunos segmentos signados por una sola letra. Todavia mas
adelante |legan a aparecer | etras representando directamente alos nimeros que
son partes alicuotas o fracciones de otros. Los términos signo y simbolo deben
ser cuidadosamente utilizados teniendo en cuenta que todo signo adquiere ple-
nitud de significado cuando lo habita el oportuno simbolo. En los casos con-
siderados cada letra representa un soélo nimero.

Al-Khowarizmi, en su «Algebra», también utiliza figuras con letras pero
su empleo es mésirregular y no se asemejaal que pusiera en uso Euclides. Por
su parte Jordano Nemorario (siglo XIIl) en su «Arithmetica» empieza a em-
plear, de forma sistematica, |letras para los nimeros, en algunas exposiciones
de propiedades cuyo enunciado y demostracion se conforman y constituyen asi
en verdaderos teoremas algebrai cos generales.

En esta pequefia prospeccion histérica se presenta, con cierto pormenor, la
diferenciacion entre el sentido asignado alos parametrosy el que iban ganan-
do los significados de lasincégnitas, |0 que esunade las primerasy masimpor-
tantes diferenciaciones en el uso delasletras en algebra. Laintroduce Viéte en
el siglo XVI, contribuyendo con ello, de formaimportante, al avance enlasim-
bolizacion. Este matemético propone una forma de distinguir las magnitudes
gue se suponen conocidas y constantes de las desconocidas o incégnitas que
se deben calcular; asignando paralos nimeros, como constantes, las letras: m,
p,... y lasvocales: a, e,... paralos nimeros variables. Laletra «x», como incég-
nita, tarda en aparecer, y es Descartes (1596-1650), en su obra La Geometria,
guien laempleayacon claridad y distincion perseverantes. En ese tratado sobre
la Geometria (1981: 281 y ss.) se concreta el modo actual de escritura con el
uso de las primeras letras del afabeto a, b, c,... para parametros y constantes,
y las Ultimas letras X, v, z,... paraincognitasy variables.

Con este breve apunte se pone de manifiesto que el uso de las letras en
Matematicas no surge espontaneamente, ni tiene una evolucién lineal, mas
bien es como un juego de aceptaciones y rechazos, de precisiones y ambi-
guedades, en €l que las distintas necesidades de desarrollo del pensamiento
matematico de cada momento ha permitido y propiciado ir buscando solu-
ciones a través de formas de expresion en las que segmentos, puntos, nime-
ros..., y letras han permitido llegar a un buen gjuste entre signos 'y simbolos
en los usos algoritmicos pararesolver problemas en los que seimplicalasin-
gular lengua matematica. Consideraciones no subestimables, en su ensefian-
zay aprendizaje.
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Lasletras se han introducido para expresar relaciones general es entre nime-
rosy propiedades y se han aceptado como Utiles; pero esta aceptacion de su
utilidad no ha sido uniforme. Por otra parte, |a utilizacién de las | etras fue muy
variaday no se las consideraba como el ementos matemaéticos. Donde realmente
se las empez6 a estimar como tal es elementos matematicos ha sido en el dge-
bray en sucesivos momentos comienza su clarificacion, en clasificacion y uso
generalizado, de lo cual se deriva que ya no son todas las letras equivalentes,
empiezan a seleccionarse para diferentes usos concretos y su importancia
comienza a hacerse evidente.

3. Delas concepciones de los alumnos

En €l uso que los alumnos deberian hacer de las | etras aparecen unos com-
portamientos que se repiten con tanta frecuencia como para estimarl os deriva-
dos de sus propias concepcionesy que merecen unaatencion diferenciada. Asi:

— Al considerar lasletras como objetos, los alumnoslas interpretan como
si representaran a dichos objetos como iniciales de su denominacion,
en lugar de tomarlas como representantes del nimero de esos objetos.
En este caso la expresién 7 m se interpreta como 7 manzanas —por
gemplo—. O también 3y selee como 3 yogures, en lugar de interpretar
que los operadores 7 y 3 son nimeros que multiplican alos que hubie-
re previamente de manzanas o0 yogures.

— Laletracon valor adjudicado corresponde con un comportamiento que
se observa cuando, al aparecer las letras, |os alumnos las substituyen
inmediatamente por un valor que es elegido de formas arbitrarias y
heterogéneas. Por ejemplo ante unaexpresion literal como: a+b =12,
muchos alumnos deciden que la Unica solucion es: a=b = 6. Al pre-
guntar alos alumnos que lo deciden el porgué de esa adjudicacién res-
ponden que es. «porque son dos letras». Puede colegirse que €l ser
letras las hace, para ellos, equivalentes entre si; homogeneidad de los
elementos de una clase que es poco frecuente por 10 demés. También
se puede observar que, ante expresionescomo: b+ d+f =12, losalum-
nos recurren a asignaciones de valores del tipo: b=2,d=4,f =6.
I nterrogados estos alumnos, razonan que esos val ores son adjudicados
asi porgue laletra «b» esla segunda letra del alfabeto, la «d» la cuar-
tay la «f» lasexta. Lo que parece corresponder, en este caso, con una
respuesta concreta que se gjustaaunasituacion real, respuesta de cier-
to valor positivo como muestra de capacidad para relacionar.
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Las letras de acompafiamiento sélo son consideradas como algo que
se debe escribir aunque no tenga un sentido matematico. Se puede
apreciar este comportamiento en gercicios como: «Afiade 3 a 5n»,
dando el alumno el resultado de 8n, es decir, la letra estaba y sigue
estando sin que eso afecte para nada a las operaciones entre nimeros.
Este efecto de acomparamiento puede degenerar en comportamientos
en los que la decision es eliminar las letras.

Las letra desaparecidas, casuistica que acontece cuando, al plantear al
alumno un gjercicio como el anterior «Afiade 3 a5n», €l resultado que
elige es el de proponer simplemente 8 como solucion. Se trata de que
el alumno no desea escribir unaletrague no vaatener en cuentay que
por tanto es innecesaria para la operacion que realiza. En su concep-
cion, el calculo sblo afecta alos nimerosy elimina aguello que no es
una cifra para él.

Laletra como conjunto de nimeros, cuando se quiere hacer referen-
cia a su uso en expresiones con desigualdades como, por € emplo: X
< 5, es una concepcioén tardia paralos alumnosy asi se pueden obser-
var comportamientos como €l siguiente: se plantea ahora el gjercicio
«Qué puedes decir sobre 'n” si sabesquen+p =20y n < p?. En
muchas respuestas |os alumnos dicen que n = 9. No dan como res-
puesta el conjunto de nimeros menores que 9, ni tan siquiera se dan
dos respuestas posibles. El alumno busca un valor de respuesta Unico.

Observando estas concepciones de los alumnos y analizando €l modo y la
frecuencia con gue se presentan se pueden formular algunas conclusiones con
el contraste de su repeticién como aval.

La primera concepcion que aparece es la de la letra como valor dnico.
Este valor, ademas, es considerado como provisional o circunstancial.
El alumno trata de substituir la letra cuanto antes por 1o que él consi-
dera su auténtico valor.

Hay que esperar un tiempo para que los alumnos puedan encontrar la
concepcion subyacente al hecho de aceptar valores miltiples, que apa-
recen, inicialmente, como valores sucesivos. Este tipo de comporta-
mientos se ve en €l gjercicio siguiente tomado del cuestionario — adap-
tacion de un trabajo previo de Chevalard (1986)— que sirve de apoyo
a este trabgjo:

«¢Qué puedes decir de "p’, si p=3q + 7y sabes que g < 4?». En
esta pregunta, laexpresion g < 4 seinterpretaprimerocomog=3Yy la
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primera respuesta es p = 16, pero luego viene la segunda respuesta que
es p = 13, lo que corresponde aq = 2, y luego, todavia, |a tercerares-
puesta que es p = 10, y que corresponde a q = 1. Aparecen, por tanto,
sucesivamente, los val ores posibles, aunque cada uno dalugar aunares-
puesta independiente.

» Aparece también, en algunos casos, una concepcion de valores simul -
taneos. Este comportamiento daria como respuesta al gjercicio ante-
rior p = 25 que se justifica por parte del alumno diciendo que «q es
igual a3, 2y 1» lo cual, expresado por el alumno, queda asi: p = 3
(3,2,1) + 7 = 25. Se puede observar que los nimeros del parénte-
sis han sido en realidad sumados para calcular el resultado final de
25. Con lo que, en la expresion simbdlica q < 4, ha resultado ser
g = 6 debido a esta interpretacion simultanea de los valores posibles
deq.

e Laconcepciodn de la letra como conjunto de ndmeros se va desarro-
Ilando con la edad, |a ensefianzay el aprendizaje consiguiente. En las
observaciones estadisticas derivadas del cuestionario preparado para
este fin, se puede descubrir cémo se va adquiriendo mas rapidamente
estaideade laletracomo conjunto de nimeros en los casos en |os que
la ensefianza hainsistido mas en gjercicios especificos de comprension
e interpretacion de las simbolos. Teniendo en cuenta que la edad de
los alumnos que cumplimentaron el citado cuestionario estaba entre los
13 y 15 afios, lo claramente colegible es que no habian recibido una
ensefianza previa que orientara su razén en el sentido de una busque-
da de abstracciones como debe ocurrir en una actividad educativa,
naturalmente gjercida sobre 1o educable, que es esa razon (Gonzalez
2002 ay b).

4. Necesidad de un aprendizaje sistematico del uso delasletras
como simbolos algebraicos

De todo lo observado, analizado y contrastado se puede inferir la conclu-
sion de que es necesario introducir las |l etras de formaque se produzca un apren-
dizaje sistemético del uso de las mismas. En estamismadirecciéon y sentido se
han realizado algunos trabajos concretamente, el Shell Centre for Mathemati-
cal Education delaUniversidad de Nottingham tiene unas | ecciones con €l titu-
lo «Thinking with letters» en su libro de Algebra; lecciones que concretan y
previenen aspectos como | os sefial ados antes. De andl ogo sentido es una ponen-
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ciadel Sixth International Congress on Mathematical Education (ICME 6) en
Hungria, el contenido de cuya exposicion es un trabajo titulado «Writting to
learn Algebra» de la Universidad de Louisiana. De ambos se puede obtener la
conclusién de que estos trabajos deberian ser continuados y que son muchas
mas, todavia, las posibilidades de mejorar la forma de introducir las letras en
Algebra

Una de las dificultades con las que se encuentra el alumno en su aprendi-
zgje eslafaltadefamiliaridad con este lenguaje. Cuando el profesor y el alum-
no se encuentran en la situacion de usar unaletracomo simbolo de algo, deben
conocer ambos la funcion que la letra esta desempefiando y tener constancia
de ello. Esta utilizacion le es habitual al profesor pero no asi a alumno. Este
ultimo debe llegar afamiliarizarse con una forma de expresion que no ha sido
normal paraél. Con el lenguaje materno ha obtenido lareafirmacién delo coti-
diano que se va haciendo préximo y habitual para el ser humano. El lenguaje
literal en Algebrano es, en modo alguno, esponténeo y ademés se reduce, nor-
malmente, al ambito y alatemporalidad de la época de escolarizacién. Lafami-
liaridad debe ser buscada de modo explicito por la ensefianza para compensar
lafaltade ser cotidiana (Laborde, 1982). Familiaridad dirigida basicamente al
buen dominio y conocimiento de ese lenguaje. Solamente asi, los alumnos|le-
garén a poderse expresar a través de las letras, y de entender las informacio-
nes que reciben en este cddigo de trabajo. Solo a través de esta familiaridad,
las letras prestaran toda su potencialidad al trabajo matemético y de investi-
gacion escolar que los alumnos pueden y deben desarrollar.

La fuerza del Algebra reside en su no-ambigiiedad. La precisién es una
de las bases de la potencia del razonamiento matematico, de su indeforma-
bilidad. Ya Barthes, en sus «Mythologies» escribe, a proposito del lenguaje
matematico, sobre la constanciay dureza de éste, dandole el nombre de len-
guaje indeformable, afiadiendo que utiliza todas las precauciones posibles
contra la interpretacion evitando que ninguna significacion parasita pueda
afectarlo. El lenguaje matematico constituy6 el vigjo suefio de Leibniz quién
con su Caracteristica Universal quiso hacerlo, desde sus peculiaridades, un
instrumento objetivo de razonamiento universal altamente imparcial. Estas
caracteristicas hacen deseables las conclusiones obtenidas a través de ese
razonamiento. Se puede confiar en su uso y en la fiabilidad derivable. Es
importante que los alumnos o conozcan, |o entiendan y lo sepan utilizar. Pero
se debe tener muy presente que, al emplearlo, es necesario tener un perfecto
conocimiento de las reglas del juego y del significado preciso de cada uno
de los elementos empleados en las distintas situaciones. El uso de las letras
y demés simbolos debe cuidarse y precisarse y es importante trabajar en la
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didéactica especificaparaque el aprendizaje de este uso se haga de modo espe-
cia y explicito.

5. Condiciones del alumno para este aprendizaje

Seglin el cuestionario antes citado, preparado y aplicado con la finalidad
de dilucidar aspectos sobre €l significado y uso de los simbolos en Algebra,
cuando se pidi6 a los alumnos que empezaran a emplear las letras de modo
espontaneo, aparecen unos usos e interpretaciones de las mismas en los que se
puede apreciar €l siguiente orden de prelacién por su frecuencia:

La asignacion de valor Unico es el primer uso que el alumno acepta
para las letras, es decir, que éstas representen a un valor. Ese valor,
como se haindicado, tiende a ser considerado fijo y solamente des-
conocido de modo provisional o circunstancial. El alumno aceptala
letracomo necesariaparamarcar el lugar que deberd ocupar el nime-
ro en el mismo momento en que se pueda conocer. Este momento
debera ser 1o antes posibley, por eso, el alumno lo buscara con urgen-
cia, incluso usando recursos paramateméaticos, como puede ser €l
orden alfabético, segin lo ya indicado. En esta interpretacion el
alumno espera que cada letra represente su propio valor (Filloy y
Rojano, 1985). Es unarepresentacién amodo deicono. Unaconcreta
letra como dibujo de un determinado nimero (Booth, 1987); identi-
dad natural y espontanea entre un signo y €l simbolo Unico que lo
habita en cada caso, con una notable reduccion del significado de
simbolo (Gonzalez, 2000). El alumno cree que €l gjercicio sblo con-
siste en averiguar qué entidad tiene aquello que se esconde detras de
la representacion.

La atribucion de valores sucesivos, lo que sucede cuando e alumno
comienza a aceptar la posibilidad de varios valores concebidos éstos
como secuenciados. Lo que se aprecia, como yase hadicho, en el caso
de gjercicios con desigualdades del tipo: g < 4, en las que «g» esta
implicada en los resultados posibles a los que se gjusta su variabili-
dad. El alumno interpreta la expresion simbélica comenzando gene-
ralmente por el valor g = 3y admitiendo que también son posibles otros
valores como g = 1 por ser éste menor que cuatro. Resistiéndose a
interpretar la expresién como un conjunto de niumeros.
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— Laconsideracion de valores simultaneos, tomados éstos como deno-
minacion de unamanerade interpretar en laquelaletra«g», deladesi-
gualdad g < 4, estomadapor el alumno como laexpresiéon delosvalo-
res naturales 1, 2 y 3, simultaneamente y asi decide que «g» es igual
a 6 que es la suma de uno mas dos y mas tres. A pesar del evidente e
importante error que se produce, esta interpretacion, constituye un
avance respecto a las anteriores, pues acerca un poco mas al alumno
a la concepcién de la letra como un conjunto de ndmeros, es decir,
como simbolo.

Reali zada una comparacion, con | os resultados estadisticos del cuestionario,
para analizar cbmo evolucionan en los alumnos las concepciones mantenidas
sobre el conceptoy uso de lasletras en Algebracomo variables—VAR—, entre
incognitas —INC— y conjunto de nimeros —CON—; dicha comparacion se
establece entre resultados de alumnos pertenecientes a la Ensefianza General
Basica—EGB— con edad entre 13-14 afios, alumnos de primero de Reforma
de las Ensefianzas M edias —REM— comprendidos entre los 14-15 afios y otros
primero de Bachillerato Unificado Polivalente —BUP— también de 14 a 15
anos. Este Ultimo grupo correspondia a la ensefianza impartida hasta ese
momento en Espafia a este nivel y que es la que fue substituida por la de la
Reforma, que ahoratambién serd cambiada, segun toda prevision, yareamente
mandato legal. Toda la experiencia se realiz6 en un momento de gran interés
por cuyo motivo es ahora retomada pues van a coexistir de nuevo situaciones
en las que los alumnos tienen que transitar de los imperativos de una legisla-
cion alos de otra sin mediar una adecuada previsién. El grupo de 1.° REM es
un grupo de Reforma, experimental, como otros muchos en Espafia en aque-
[los momentos. Con todo, las cosas no han variado mucho, ni variaran ahora,
en cuanto a problema aqui tratado; a cuestiones como éstas las leyes las dejan
intocadas.

En el gréfico adjunto se puede ver la evolucion positiva de las tres con-
cepciones — secuenciadas en otro orden—. Esta evolucion se puede conside-
rar 16gica tanto por €l aumento de la edad de los alumnos como por la ense-
flanza recibida, pero se observa que la concepcion en la que se logra menor
proporcién es lavariacion de lo estimado cuando las | etras son tomadas como
conjunto de nimeros (91,5) a pesar de no ser lamas baja (62 en EGB) inicial-
mente.
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Otra observacion interesante es que la concepcion que mas progresa es la
de considerar alas letras como incégnitas tanto en REM como en BUP:

REM del 51,7% al 71,15% supone un progreso del 19,45%

BUPdel 51,7% al 94,8% supone un progreso del 43,1%

Una explicacion puede ser que este concepto es el que se trabaja con mas
insistencia en la ensefianza, concretamente a traves del célculo de ecuacio-
nes. Otro aspecto importante, aunque no se hizo para ello ninguna prevision,
es que se puede observar que el avance es mas rapido en el caso de los alum-
nos de BUP que en los de REM para las tres concepciones. Esto planted un
fuerte interrogante respecto ala calidad de |la ensefianza en lo referente alas
consideraciones aqui estimadas sobre la reforma que se estaba preparando,
lo que debia haber evidenciado la necesidad valorar las ventajas pero tam-
bién |os inconvenientes de aguel cambio. En cualquier caso conviene ser cons-
cientes de las modificaciones que se pretendia implantar y de las conse-
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cuencias que de ellas se debian haber derivado. Pero eso es unainquietud uni-
versal ante toda novedad legislativa, cierto que inquietud conducente a esca-
sos resultados précticos.

6. Lecciones sobre desigualdades

L as cuestiones observadas y planteadas conducen, en buena légica a cre-
ar unas lecciones nuevas sobre desigualdades algebraicas porque este es un
objeto matematico cuya necesidad no se presenta realmente a los alumnos
antes delos 14-15 afios. Al tratarse de conceptos rel ativamente nuevos el alum-
no puede abordarlos sin ideas preconcebidas; 10 que exige que las acciones
didéacticas se realicen de manera consecuente con la situacion de partida del
alumno. Es un cometido asignable a la preparacion didactica del profesor el
gue esa consecuencia sea bien atendida. A tal fin deberian construirse leccio-
nes que fueran real mente eficaces en la ensefianza de las expresiones simbo-
licas con letrasy su empleo, paralo cual es necesario analizar los ambitos de
trabajo en los que los alumnos se van a encontrar para aprovechar 1os que fue-
ran més adecuados para estas iniciativas. Ambitos de trabajo que, en el caso
de aquellos en los que se desarrolla la actividad matematica son muy varia-
dosy, en cadauno de ellos, las caracteristicas del trabajo matemético también
son distintas.

En su investigacion de tesis doctoral Douady (1984) descubre algo
importante con respecto al tema, |legando a exponer las ventajas que, para
el aprendizaje, supone ir cambiando de cuadros de referencia en la ense-
fi a n z a .
Asi, los marcos de trabajo en los que |os alumnos se encuentran con las de-
sigualdades suelen ser: aritmético, algebraico, geométrico —grafico—, 16-
gico.

Las desigualdades en el marco aritmético no son una informacioén inte-
resante para el alumno; su interés por ellas ha sido completamente anecdé-
tico. Que 15 es un nimero menor que 32 (15 < 32) es algo que el alumno
sabe simplemente con leer 15 y 32 aunque no se escriban relacionados por
el signo correspondiente de desigualdad. En el marco algebraico ya tiene
interés una informacion como: x < 15 pues este dato es, o puede ser, impor-
tante en el esquema del gjercicio que se esté realizando. En el marco geo-
métrico las desigualdades interesan para interpretar informaciones alge-
braicas. Lainterpretacion de las gréficas ayuda a comprender problemas que,
en la escritura algebraica, necesitan un esfuerzo de abstraccién muy fuerte,
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aungue conviene no olvidar su también poderoso influjo educativo (Gonzé-
lez 1990 b). En el marco |dgico aparecen expresiones en las que, através de
uniones e intersecciones, se expresan propiedades y teoremas (National
Council 1989).

Ambas cosas las deja claras Dieudonné (1989: 228) cuando dice:

La sustitucion del lenguaje algebraico por el lenguaje geométri-
co casi siempre aporta considerables simplificaciones y hace apa-
recer propiedades insospechadas escondidas bajo una montafia de
calculos.

Asi los model os mateméticos de la Programacion Lineal y la opti-
mi zacién se comprenden y se manejan mejor cuando se interpretan las
desigualdades que contienen en términos de conjuntos convexos en un
espacio de un nimero de dimensiones el evado.

En las lecciones desarrolladas sobre el tema se ha buscado una forma de
operar con los &mbitos geométrico y algebraico con el fin de producir esti-
mulacién en el animo del alumno para el desarrollo y comprensién del con-
cepto de desigualdad. L as | ecciones correspondientes se han preparado gene-
rando una situacion «a-didactica», como Brousseau (1989) la denomina,
aungue se llama, entonces, a-didactica a una situacién que es la justa conti-
nuidad del aprendizaje, inevitable consecuencia de la actividad, trabajo didac-
tico que como tal se confirma. Con ella se trata de colocar al alumno en una
postura en la que debe actuar sin que el profesor intervengay antelacual esa
actuacion del alumno va generando la informacién necesaria para que éste
obtenga su propio conocimiento, es decir, una situacion neta e intrinsecamente
didactica en si y en cuanto a ella conduce, puesto que una forma esencial de
comunicacion continla verificandose entre profesor y alumno, aunque la con-
vencionalidad no sea normal mente percibida. Se trata, en este caso, de un jue-
go de varias etapas entre dos contrincantes. El objetivo de la leccion es la
introduccion de expresiones del tipo:

y <k , kK <x<k , y<Xx+Kk

Como representacion algebraica de las zonas del plano correspon-
dientes:
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La primera etapa consiste en una situacion de actividad en la que cada con-
trincante debe dibujar, en un plano de coordenadas cartesi anas que mantiene ocul -
to a contrario, una linea recta horizontal a la atura que desee. A continuacion
elige la zona de arriba 0 de abajo como su zona de pesca. Cada jugador tiene
como objetivo adivinar la zona de pesca del contrario antes de que lo haga é.
Lalocalizacion se realiza mediante disparos efectuados por pares de coordena-
das (a, b); unilustrado juego de barcos en el que & puro juego puede eclipsar a
aprendizaje matematico si € profesor no esta oportunamente atento a los obje-
tivos realmente pretendidos (Gonzéalez, 2000) —de aqui la necesaria continui-
dad de la accidn didactica—. Se les dice alos contrincantes. ganara €l jugador
gue consiga averiguar exactamente cua es la zona de pesca que ha dibujado el
otro jugador y consigaexpresarladelaformamasclaray breve posible. Esdecir,
el que consiga la codificacion més eficaz. El juego se realiza varias veces, ano-
tando los resultados, y variando las divisorias. Estas seran, luego, verticales, y
después sera una zona de pesca comprendida entre dos divisorias; primero hori-
zontalesy después verticales 0 en otras direcciones. Cadajuego se considerater-
minado cuando los dos jugadores estédn de acuerdo en que uno de ellos conoce
la zona de pesca del otro. En caso de duda, un jugador puede pedir a otro que
le demuestre que conoce su zona de pesca haciendo dos aciertos dentro de ella.

L a segunda etapa consiste en una situacién de comunicacion. Aqui se for-
man equipos y la mitad de cada uno de ellos debe elaborar un mensaje escrito
con la informacion de una de las zonas de pesca reconocidas anteriormente.
Ese mensaje debe ser descifrado por la otra mitad del equipo. Una vez expre-
sadas |l as informaciones se puede introducir una situacién de debate que suele
ser muy interesante parael profesor pues pone a descubierto |os procesos segui-
dos por los alumnos para la elaboracién de las expresiones, asi como algunas
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de las estrategias ideadas y la evolucion de las mismas.

En el cuadro siguiente se observan algunas de las expresiones alcanzadas
por alumnos de 1.° REM en una de las experiencias. El desarrollo del debate
se grab6 en video.

EVOLUCION DEL LENGUAJE

(17,1) ARRIBA Y ABAJO
VERTICAL DEL (16,1)

(6,0) 1ZQUIERDA
(1,1) NORTE

(-20,0) VERTICAL DERECHA
(3,5) (-3,5) NORTE
Y = 12 ARRIBA

Y > 12

Con el debate didéactico (Brousseau, 1990) y las votaciones se consigue ir
depurando las expresiones a la vez que se busca la participacion de todos los
alumnos para que su implicacién en las decisiones que se van tomando esti-
mule su interés en lograr lamejor expresion matemética.

Otra de las virtudes del debate es que consigue reafirmar conocimientos
anteriores que salen arelucir en la confrontacién y ante la necesidad de argu-
mentar y convencer al resto de los alumnos. También la verbalizacion de
muchos conocimientos matemati cos anteriores supone un trabajo de clarifica-
cion y concrecion de ideas. Un estudio sobre las condiciones de este debate
didacticoy laformade aplicarlo con éxito serealizé en laUniversidad de Paris
VII (Vergnaud y otros, 1986).

En la experiencia aqui citada (Diez Barrabés, 1995) se pudo observar cla-
ramente la aparicion, en un momento dado, del conocimiento implicito. Setra-
taba de un semiplano horizontal cuyaexpresion debiaser: y > 12. Se habialle-
gado alaexpresion: y = 12 horizontal arriba.

Durante el debate hubo un alumno que dijo: La «y» tiene que ser mayor
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que 12. Sus companerosle dieron larazony apartir de ese comentario fue muy
répido llegar ala escritura de la expresiéon adecuada. A lo largo del debate se
fue produciendo unaevolucién del lenguaje del plano grafico «» haciaun len-
guaje simbdlico en «R2». Los alumnos llegaron a obtener las expresiones de
los semiplanos en forma de desigualdades, como se habia propuesto. En uno
de los grupos de 1.° BUP incluso obtuvieron la escritura correspondiente a un
semiplano en €l que larecta que lo definia estaba inclinada 45.° con lo que la
expresion a conseguir (y < X + 5) presentaba caracteristicas muy diferentes a
las de las primeras expresiones encontradas: la relacion entre las dos coorde-
nadas «x» e «y».

Como conclusion de la experiencia conviene decir que es posible mejorar
los métodos paraintroducir el simbolismo matemético (Gonzélez, 1990 a). Los
alumnos son capaces de redescubrir con su propiaexperienciael camino reco-
rrido por un concepto 0 una técnica mateméaticos hasta llegar a adquirirlo y
poderlo manejar en su estado actual (Jiménez, 1990).

L os conceptos logrados entran a formar parte de sus conocimientos ante-
riores, perfectamente integrados con ellos, en fidelidad alos viejos principios
retomados por el constructivismo (Ausubel y otros, 1987). El alumno que ha
vivido la experiencia de la adquisicién de un concepto mateméatico en formas
semejantes a ésta, se siente propietario del conocimiento adquirido. El esti-
ma que ha contribuido a descubrirlo. Lo siente como algo suyo. Ademas, ante
una nueva experiencia, ante un nuevo gjercicio, no intentard simplemente
recordar 10 que habia que hacer en casos parecidos; tampoco se sentira impo-
tente por no saber; por el contrario, se vera capaz de aplicar su propio cono-
cimiento, no como merarepeticidn sino como una base de experiencia que le
permitira descubrir nuevos métodosy conocimientos; accién de conocer como
resultado de reconocer lafalibilidad e incomplecién de lo conocido (Gonzéa-
lez, 2002 b).
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