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PROBLEMAS Y SOLUCIONES
Seccién a cargo de

Oscar Ciaurri Ramirez y Emilio Ferndndez Moral

Las soluciones para esta seccion deben enviarse, preferentemente, a la
direccion de correo electronico oscar. ciaurri@unirioja.es en archivos
con, formato TgX. Alternativamente, pueden enviarse a Oscar Ciaurri Ra-
mirez, Universidad de La Rioja, Dpto. de Matemdticas y Computacion,
C/ Madre de Dios 53, 26006, Logronio. Para los problemas de este nimero
se tendrdn en cuenta las soluciones recibidas hasta el 31 de octubre de
2021.

Asimismo, solicitamos de los lectores propuestas originales o proble-
mas poco conocidos adecuadamente documentados. Las propuestas de pro-
blemas que se envien sin solucion seran tenidas en cuenta si su interés
estd justificado de un modo apropiado. Un asterisco (x) junto al enuncia-
do de un problema indica que en estos momentos no se dispone de una
solucion.

Problemas

PROBLEMA 408 (CORRECCION). Propuesto por Florin Stdnescu, Serban Cioclescu
School, Gdesti, Rumania.

Sea f : [0,1] — R una funcién de clase C*(]0,1]) verificando que |f’(z)| < 1
para z € [0,1] y

Probar que

PROBLEMA 409. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

Dados los radios a y b y la distancia entre los centros, ¢, de dos circunferencias
intersecantes, encontrar el drea del cuadrildtero formado por las rectas tangentes en
los puntos de intersecciéon de ambas.
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PROBLEMA 410. Propuesto por Pedro A. Pizd, San Juan, Puerto Rico.
Para N y k enteros positivos, definimos {>>" [N ]k}m>0 mediante la relacién

SN =3 (ST, me,

n=1

siendo S°[N]* = N*. Probar que

S Sl G

k <N+l~c+m—€
/=1

)rteo
donde los ntimeros P(r, s), para r,s > 1, estdn dados por la relacién de recurrencia

P(r,s)=sP(r—1,s)+(r+1—-s)P(r—1,s—1), r,s > 1,
con P(1,1) =1.

PROBLEMA 411. Propuesto por Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National Colle-
ge, Bucarest, y Neculai Stanciu, “George Emil Palade” Secondary School, Buzadu,
Rumania.

Probar que en todo tridngulo ABC, si las longitudes de los lados BC', CAy AB
son, respectivamente, a, b y ¢, las longitudes de las alturas desde los vértices A, B y
C son, respectivamente, hy, hy y he, v el drea es F, se cumple la desigualdad

a*(hg + h2) + b*(h? + h2) + *(h2 + h?) > 323 F.

PROBLEMA 412. Propuesto por Paolo Perfetti, Dipartimento di Matematica, Uni-
versita degli studi di Roma “Tor Vergata”, Roma, Italia.

Sea * loa(1 —t
Lis(z) = _/ Mdt
0 t

la funcién dilogaritmo. Probar que
(1 2+V3. (1 2-3 1,
Re(Liy | = — Lis [ = — = —7°.
e( 12(2 2 Z)+ 12(2 2 144"
PROBLEMA 413. Propuesto por George Stoica, Saint John, New Brunswick, Cana-
da.
1 2 o [ 1
lim 2—\/72/ e t2dt | =<
e—=0t \ € ™ —1/evn 2

Probar que
I 1 [ e
lim Z f/ e V2 dt = —\/2r.
e—0+ loge =nJeym
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PROBLEMA 414. Propuesto por Lawrence Glasser, Clarkson University, Postdam,
Nueva York, EE.UU.
Probar que

/°° arc tg(tgh(xz/2)) dr — G
0

senh x

donde G = ,;) (2(]{31)2 es la constante de Catalan.

PROBLEMA 415. Propuesto por Vasile Cirtoaje y Leonard Giugiuc, Rumania.
Consideramos el conjunto

S ={(a,b,c) eR*:a+b+c=3,ab+bc+ca>0,a,bc#—1}.
Determinar las soluciones en el conjunto S de la ecuacién

a—1+b—1+c—1_
b+1 c¢+1 a+1

PROBLEMA 416. Propuesto por Mihdly Bencze, Brasov, Rumania.
Sean ¢ > a > 0y b € (0,00) \ {1}. Determinar todas las funciones continuas
f:]0,00) — [0, 00) tales que

log(az + b) /ch f(t)dt =log(cx + b) /Oaw f(t)dt.

Soluciones

NoTA. Por un descuido involuntario, entre las soluciones correctas recibidas al Pro-
blema 380 olvidamos citar la enviada por Brian Bradie. Asimismo, entre las solucio-
nes al Problema 384 omitimos las remitidas por Brian Bradie y Pablo Fernandez.
Pedimos disculpas por ello.

PROBLEMA 385. Propuesto por Pablo Fernandez Refolio, Madrid.
Probar la identidad

[ee] 4n)\ 2
> 2(” R A

2 3/2
= 2n+1) T w3/

donde T es la funcién Gamma de Euler.
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Solucion enm’ada por Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.

SiC, = m (27?) son los nimeros de Catalan, es conocido que
= 1—-1—14
S O = LVITET
2x
Entonces
= C. 2(1 — 1 -
Z Tn "= M’ lz| <1,
= 22n z

y, por tanto,

2 al<1
— — = X .
2n+1) x x x ’ -

i (n)  on_1-VI—z 1-Vitas Vifz—Vi
2477,(

Ahora, por la identidad de Parseval,

o (47:,) 2

S il v i
/1/2 Vet - /1- o2t
- /1/2 (\/2(1 + cos(2mt)) + v/2(1 — cos(2nt))
0 —Vsen(2nt) (VO + V=20)) di
=2 /0 v (2(005(7rt) + sen(nt)) — v/sen(27t) (V/2i + \/—Ti)) dt

8 1/2

=——4 v/sen(27t) dt.
0

dt

™

Para concluir evaluaremos la tltima integral. Usando la expresion trigonométrica
para la funcién Beta de Euler y la férmula de los complementos para la funcién
Gamma, deducimos que

1/2

v V/sen (27t dt—2/ V/sen(mt) dt = \/sen(wt) dt
0
31 2T (3)I (3)
/ vsent tdt = 7B <4 2) WW

it~ ()

También resuelto por L. Glasser, Kee-Wai Lau, B. Salgueiro, S. Stewart y el proponente.
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PROBLEMA 386. Propuesto por Joaquim Nadal Vidal, Llagostera, Girona.

Se lanza sucesivamente una moneda equilibrada. Diremos que ha habido una
repeticion cuando el resultado de un lanzamiento sea el mismo que el del lanzamiento
anterior. Hallar:

a) La probabilidad de que en n lanzamientos haya exactamente r repeticiones
(r<mn-—1).
b) El nimero esperado de repeticiones en n lanzamientos.

c¢) La probabilidad de que en n lanzamientos haya exactamente a repeticiones de
«cara» y b repeticiones de «cruzy.

Solucién a los apartados a) y b) enviada por Albert Stadler, Herrliberg, Suiza.

a) La probabilidad de que haya una repeticion justo después de la primera tirada,
es decir, la probabilidad de que el resultado del segundo lanzamiento sea el mismo
que el del primer lanzamiento, es 1/2. Para k > 1, que haya una repeticidn en la
posicion k, con lo que queremos decir que el resultado del (k4 1)-ésimo lanzamiento
sea el mismo que el del k-ésimo lanzamiento, es un suceso independiente de que haya
habido o no repeticiones en las posiciones anteriores. De manera que si la moneda se
lanza en total n veces, el nimero X de repeticiones tiene una distribuciéon binomial
donde el nimero N de ensayos es n — 1 y la probabilidad de éxito p, la misma para
cada ensayo, es 1/2. Se tiene

px=n = (V)ra-p¥r= (") (;)1 0<r<n—1,

b) De acuerdo con el apartado anterior, y como es bien conocido,

n—1
5

Solucidn al apartado ¢) enviada por el proponente.

¢) Llamemos bloque a cada conjunto maximal de resultados consecutivos iguales,
que puede estar formado por uno o mas resultados, en la cadena de n lanzamientos.
Denotemos por (C) un bloque de caras y por (+) un bloque de cruces.

Si no hay ninguna repeticiéon tendremos n bloques, cada uno de ellos formado
por un solo elemento. Por cada repeticién existente, el nimero de bloques disminuira
en una unidad. Si hay exactamente a repeticiones de «cara» y b repeticiones de
«cruzy, tendremos n—a—b bloques que, de acuerdo con su definicién, se presentaran
alternados, o bien (C)(+)(C)---, o bien (4+)(C)(+)--- (ya que no es posible, por
cjemplo, (+)(+) ).

Sin—a—>bes par, n —a— b= 2s, entonces s de los bloques serdn (C) y la
otra mitad serdn (+). Imaginemos s bloques con una cara en cada uno de ellos. Para
conseguir a repeticiones de cara tenemos que repartir a caras adicionales en estos
s bloques, cosa que se puede hacer (combinaciones con repeticiéon de s elementos
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tomados de a en a) de (‘H'Z_l) maneras distintas. Similarmente, deberemos repartir

b+sfl)

b cruces adicionales entre los s bloques (+), cosa que se puede hacer de ( b

maneras distintas.
Esto nos da un total de 2(‘”‘2_1) (b+2_1) casos favorables. Como los casos posibles
de cadenas de n lanzamientos son 2™, la probabilidad requerida es

1 a+s—1\/b+s—1
=51 )

Sin—a—>besimpar,n—a—b=2s+ 1, entonces o bien s+ 1 de los bloques
son (C') y s bloques son (+) o, al contrario, s de los bloques son (C) y s+ 1 bloques
son (+). Con el mismo razonamiento de antes tendremos, en el primer supuesto, un

nimero (ajs) (b+‘271) de «casos favorablesy, y en el segundo supuesto, un nimero
(a+s—1

" ) (b'gs) de casos favorables. La probabilidad requerida ahora es

e (207 R)

No se han recibido otras soluciones.

NoTA. En una diferente y no breve solucién del apartado c), A. Stadler obtiene,
partiendo de férmulas recursivas, que la probabilidad p(n,a,b) es el coeficiente de
2%y® en la expresiéon polinémica generatriz

),
4n1—1 Z <n2k 1> 4+ (z —y)H)k(x 4 y)n 21

k=0

+2 LiJ e L
— 2k + 1

De aqui resultan, por ejemplo, p(7,2,3) = 1/25 y p(8,2,3) = 7/28, resultados coin-
cidentes con los que dan las expresiones cerradas de J. Nadal.

PROBLEMA 387. Propuesto por Ovidiu Furdui y Alina Sintamarian, Technical Uni-
versity of Cluj-Napoca, Cluj-Napoca, Rumania.
Sea o > 0 un numero real. Calcular

oo . @
lim n‘l/ ﬂdw.
0

n—00 e(”"‘l)lﬂ — enT
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Solucion enviada por Antonio R. Martinez Ferndndez, I. E. S. Ruiz de Alda, San
Javier, Murcia.

Probaremos que el valor del limite solicitado es T'(«).

Denotaremos por I, la sucesion cuyo limite queremos evaluar. Por el teorema del
valor medio de Lagrange, existe un valor 6, € (0, 1) tal que e(ntlz _ene — ge(ntbe)e
Como |senz| < z, para todo = > 0, se tiene

I, < na/ 2@ e~ (nt0e)z g0 < n/ (mc)a_le_m dx
0 0
o0
= / u e du = T'(a).
0

Por otro lado,

oo (e}
sen x _
I, = na/ [senz[* e~ (n+02)z gy
0

T
Zn/ (nx)*~t ‘w‘ e~ (e da::/ O (u) du,
0 € 0
donde (u/m) N
— 0= 1= (nt1u/n | SEU/T)
dn(u) =u*""e win

Como ¢, es una funcién uniformemente acotada por una funcién integrable (en
concreto por u®~le~%), podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada

para tener que

oo

lim on(u) du = / u* e " du = T'(a).
0

n—oo 0

Finalmente, aplicando la regla del sandwich se concluye el resultado.

También resuelto por Kee-Wai Lau, A. Stadler y los proponentes.

PROBLEMA 388. Propuesto por Daniel Sitaru, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
En un tridngulo ABC sean a, b y ¢, respectivamente, las longitudes de los lados
BC, CAy AB, s su semiperimetro y r el radio de su circunferencia inscrita. Probar
que
(3a+b)(3b+¢)(3c+a) < 1

V@+03b+cpPc+a)P ~ /s

Solucion enviada por Leonard Giugiuc, Drobeta Turnu Severin, Rumania.
En primer lugar, es una comprobacién inmediata ver que la desigualdad

3a+b 2

Vavop Vo
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equivale a
a2b < 2a3 + b37
3
que es la desigualdad que se cumple entre las medias geométrica y aritmética de los
tres ntimeros positivos a?, a3 y b3.
De (1) se obtiene

ciclico V a + b abe
y para terminar basta probar que se cumple la desigualdad
8 1
— <.
abe ~ r2s

(2)

Pero, si se denota por F' el area del tridngulo ABC' y por R su circunradio, se tiene
F=rs= ‘ﬁg, y asi (2) equivale a 8rF < 4RF, es decir, a 2r < R, que es la conocida
desigualdad de Euler (véase, por ejemplo, [1, pag. 48]), en la que la igualdad se
alcanza si y sélo si el tridngulo es equilatero.

Solucion enviada por Kevin Soto Palacios, Huarmey, Peri.
Es bien conocido que rs = /s(s —a)(s —b)(s — c), de donde resulta ry/s =

V/ (s —a)(s —b)(s — ¢). Usando esto vemos que la desigualdad propuesta es equiva-

lente a
2a 2b 2¢ (a+b)(b+c)(c+a)
1 1+—) (1 < . 3
( § a+b) ( y b+c) ( y c+a) : \/<s—a><s—b><s—c> ®)
Usando sucesivamente la desigualdad entre las medias geométrica y aritmética y la
de Cauchy-Schwartz se tiene

T (1+55) < I (H\/Z) (@)

ciclico ciclico
<10 /, 1+ \/ a+b)( b+c)(c+a)
ciclico

Por otra parte es conocido que (ver, por ejemplo, la desigualdad 1.3 en [1, pdg. 12])
abe > 8(s —a)(s — b)(s —¢). (5)
Usando (5), de (4) ya se obtiene (3).

REFERENCIAS

[1] O. Bottema, R. Z. Djordjevi¢, R. R. Jani¢, D. S. Mitrinovi¢ y P. M. Vasié,
Geometric Inequalities, Wolters-Noordhoff Pub., Groningen, 1969.

También resuelto por C. Beade, Kee-Wai Lau, J. Nadal, B. Salgueiro, A. Stadler, D. Vdcaru,
T. Zvonaru y el proponente.
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PROBLEMA 389. Propuesto por Oscar Ciaurri Ramirez, Universidad de La Rioja,
Logrono, La Rioja.
Consideramos las sucesiones ¢; = v/2/2 y 2ci+1 =1l4c,paran>1,py=1y
Pn = C1 - Cy---Cp para n > 1. Probar que
T _sen (Z(5 —t)) sen (3¢) _ 1
2pn (3w =)t Phs1

para 0 <t <1/2" yn > 0.

Solucion enviada por Brian Bradie, Christopher Newport University, Newport News,
Virginia, EE.UU.

Asumimos que ¢;,41 es la rafz positiva de la ecuacion 2¢2 ; = 1+c¢,. Mediante un
sencillo procedimiento de induccion, usando identidades trigonométricas apropiadas,
se puede probar que

1 n
Cn:COSW y p—n:2 SQHW.
Tomando las funciones
sen (St 1
flt)= %) y o g9t)=f)f <2n - t) :

para concluir las desigualdades propuestas basta probar que
— < g(t) < , 0<t < ——. 1
T =7 W

Notar que, como f (2% — t) = f(t), las desigualdades también se verifican, de manera
inmediata, para 1/2"!1 <t < 1/2".

Resulta sencillo comprobar que f es una funcién positiva, decreciente y céncava
para 0 <t < 1/2""L y que, por tanto,

1 1
f(t)>f(2n—t)>0 y 0>f’(t)>f’(2n—t).
De este modo, puesto que
!/ ! 1 / 1
g@)=ruf on - ff on >0,
podemos deducir que g es una funcién creciente. Observando que
™

{ — Ton T _ ™
Jim g(t) = 52 sen 5oy = o -

1 1 9 T 1
g —=] =4""sen = -5
<2n+1 > 2nt2 p%,+1

finalizamos la prueba de (1).
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Tambien resuelto por Kee-Wai Lau, J. Nadal, A. Stadler y el proponente.

NoTA. Como se observa en todas las soluciones recibidas, las desigualdades propues-
tas en este problema son falsas si se toma ¢, 1 como la raiz negativa de la ecuacién
2
2¢41 = 1+ cn.
El caso n = 0 de este problema se reduce a las bien conocidas desigualdades

<4, 0<t<l.

(véase el Ejemplo 21 del Capitulo VI, pag. 256, del libro de G. H. Hardy, A Course
of Pure Mathematics, tercera edicién, 1921).

PrROBLEMA 390. Propuesto por Lawrence Glasser, Clarkson University, Postdam,
Nueva York, EE.UU.

Sea (¢); = c(c+1)---(c+j—1),paraj > 1,y (¢)o = 1 el simbolo de Pochhammer.
Probar que

b >0.
a+b)n+k “

rf (2)'k (a)k((b)n + (@O _
k=0

Solucion enviada por Kee-Wai Lau, Hong Kong, China.
Si 'y B denotan, respectivamente, las funciones Gamma y Beta de Euler, usando

las relaciones
(o, _ Dletd) D()(y)
! I'(c) Lz +y)’

la identidad propuesta es equivalente a S(n) = B(a,b), donde

y B(z,y) =

n—1

E—1
Sty =Y (”Z_ : )(B(a+k,b+n) 4 Bla+nb+ k).
k=0
De la relacién
B(z,y) = B(x + 1,y) + B(z,y + 1) (1)

se sigue, inmediatamente, que S(1) = B(a,b). Veamos ahora que S(n + 1) = S(n),
para todo entero n > 1, y habremos finalizado. Usando (1), tenemos que

S(n+1):zn:(n:k>(3(a+k},b+n)+B(a+n,b+k))
k=0

n

k
_Z<”: >(B(a+k+1,b+n)+B(a+n,b+k+1))
k=0
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i(n::k>(B(a+k,b+n)+B(a+n,b+k))

n+1
_Z <”+k ) B(a+k,b+n)+ Bla+n,b+k))

i((wrk) (n+k_1>> (B(a+k,b+n)+ Bla+n,b+k))

n
k=0

_ (2n>(3(a+n+1,b+n)+B(a+n,b+n+1)).

n
De este modo, usando (1) y las identidades
n+k n+k—1 n+k—1 2n 2n—1
- = y =2 )
n n n—1 n n—1
llegamos a que

" k—1
S(n+1) Z(n:_l > (B(a+k,b+n) + B(a+n,b+k))
=0

1
_2(2n )B(a+n,b+n)

n—1

=S5(n)+ (2712; 1) (B(a4+n,b+n)+ B(a+n,b+n))

2n —1
2( )B(aJrn,bJrn)
n—1
= S(n),
y la prueba esta concluida.
También resuelto por J. Nadal, A. Stadler y el proponente.

NoTA. En las soluciones de A. Stadler y del proponente se obtiene la identidad

()

k—( HL—a) + (1 —a)fa") =1

M |

x>
Il

0

que, multiplicada por x4 !(1 — x)*~! e integrada en el intervalo [0, 1], implica el
resultado propuesto.

PROBLEMA 391. Propuesto por Perfetti Paolo, Dipartimento di Matematica, Uni-
versitd degli studi di Roma “Tor Vergata”, Roma, Italia.
Evaluar la integral

T Jogt

—dt.
1 tv/1 4+ 4t2
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Solucién enviada por Alfonso Alamo Zapatero, Universidad de Valladolid, Valladolid.
Si denotamos por I la integral a evaluar, probaremos que I = 72/20.
Usando el cambio de variable ¢ = 1/(2senh u), la integral se transforma en

B
I= —/ log(2 senh u) du,
0

donde 8 =1logp y ¢ = (1 ++/5)/2 es la razén durea. Ahora, puesto que

00 9
e 2un

—log(2senhu) = —log(e® —e ™) = —u — log(1 — e~ ") = —u + Z )
n

n=1

y usando la positividad de los términos de la serie (lo que nos permite intercambiar
la suma y la integral), tenemos

—2un —2np 62 2 1

+Z/ =——+Zl_e =-S5 Qi

En la dltima suma reconocemos el desarrollo en serie de potencias de la funcién
dilogaritmo, generalmente denotada por Lis, dado para cada z € C, con |z| < 1, por

Para concluir el resultado nos bastaria probar que

_25

que resulta ser equivalente a

y precisamente esta es una bien conocida propiedad de la funcién dilogaritmo (véase,
por ejemplo, https://mathworld.wolfram.com/Dilogarithm.html).

También resuelto por B. Bradie, L. Glasser, Kee-Wai Lau, J. Nadal, B. Salgueiro (dos soluciones),
A. Stadler, S. Stewart y el proponente.

PROBLEMA 392. Propuesto por Yagub N. Aliyev, ADA University, Baki, Azerbai-
ydn.

Supongamos que las bases de un trapecio circunscriptible tienen longitudes a y
b y que su circunferencia inscrita tiene radio r. Probar que ab > 4r2.


https://mathworld.wolfram.com/Dilogarithm.html
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Solucion compuesta por los editores a partir de las enviadas por César Beade Fran-
co, I. E. S. Fernando Blanco, Cee, A Corunia; Antonio M. Oller Marcén, Centro
Universitario de la Defensa, Zaragoza; Albert Stadler, Herrliberg, Suiza; y Daniel
Viacaru, Pitesti, Rumania.

Un cuadrilatero se dice circunscriptible cuando se puede circunscribir a una cir-
cunferencia. Sea el trapecio circunscriptible ABCD con los vértices etiquetados en
orden ciclico, de modo que las bases sean AB = a y CD = b. Podemos suponer
que el radio de la circunferencia inscrita es r = 1. Si llamamos a = %ABAD y
B = %ACBA, entonces

a = cota + cot 3

y dado que, por el paralelismo de las bases, se tiene

/DCB =1—-28, /ADC =r — 2a,

entonces
b=tga+tgp.
Asi que
1 1 tgB  tga
ab=|—+ )tga—i—tgﬁ —2+7 —— >4,
(tga tgb’( ) tga  tgf
ya que tga > 0, tg6>0y:§§+§§—g— 7(,/%& ,/Ega) > 0. La igualdad se

cumple si y sélo si el trapecio es isosceles (o =

Solucion enviada por Miguel Amengual Covas, Cala Figuera, Mallorca.

Designemos por ABCD el trapecio considerado y supongamos AD = b, BC = a.
Siendo a # b, sin pérdida de generalidad, suponemos que b < a y designamos por
P el punto de interseccién de las semirrectas BA y CD. Si H y H’ son los pies
de las perpendiculares desde P a AD y BC repectivamente, entonces HH' = 27.
Pongamos ademés PH = h, AH =m y HD = n (véase la figura 1).

Usando los teoremas de Tales y de Pitagoras se obtiene

CD  vh?+n?

2 R
de donde

D=2, (1)

h
y andlogamente

2
AB = %\/h2 +m2. 2)
Por otra parte, de la semejanza de los tridngulos PAD y PBC, se sigue que
h+2r

a
h b’
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Figura 1: Esquema para la segunda solucién al Problema 392.

y esto implica

Entonces, se tiene

@

arbQaprcp @2 (\/h2+m2+\/h2+n2)

(111) 2
T\/4h2 T2 Y e+ (a —b)?

donde se han usado, sucesivamente, (i) el teorema de Pitot para cuadrildteros cir-
cunscriptibles, (ii) las ecuaciones (1) y (2), (iii) la desigualdad triangular y (iv) la
ecuacién (3).

Pero la desigualdad resultante,

a+b>1/16r2 + (a—b)?

es equivalente a la propuesta. Y se puede comprobar que la igualdad se verifica si y
sélo si el trapecio es isésceles.

También resuelto por J. Nadal, B. Salgueiro, C. Sdnchez y el proponente. Se ha recibido una
solucion incorrecta.

NoTA. El proponente basa su solucién, en el estilo de la segunda anterior, en el
siguiente lema geométrico: Sean, en el AABC, a = BC, h, la longitud de la altura
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desde A y r el inradio. Se cumple entonces

av/ hg — 2r > 27“\/E.

Y completa su propuesta con el siguiente comentario: «Se puede probar que la des-
igualdad sigue siendo cierta para los lados opuestos a, b de un cuadrilatero convexo
cualquiera que tenga una circunferencia inscrita de radio r. Serd cierta también en-
tonces para los otros dos lados, cd > 472, y multiplicando ambas se obtiene una prue-
ba diferente de la bonita desigualdad abed > 167 sobre los lados de un cuadrilatero
circunscriptible, que por otra parte es un corolario inmediato de las desigualdades que
se mencionan en https://en.wikipedia.org/wiki/Tangential_quadrilateral#
Inequalities. Hay una desigualdad similar, pero sélo para trapecios rectangulos,
en [1, pdg. 404]».

Por su parte, A. M. Oller comenta también que, en el articulo [2], «se prueban
numerosas propiedades de cuadrilateros circunscriptibles en términos de las longitu-
des de las tangentes desde cada vértice a la circunferencia inscrita. En concreto, el
Lema 2 prueba que

7’2 o alagbl + &1a2b2 + b1b2a1 + b1b2a2
ap + as + b1 + b2

(donde @ = a1 +as y b = by + by). Esta desigualdad puede utilizarse para resolver el
problemay.
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