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El problema de los triAngulos de Kobon

por

José Pedro Moreno y Luis Felipe Prieto-Martinez

RESUMEN.  Este articulo se ocupa de un problema de geometria elemental
propuesto como pasatiempo por Kobon Fujimura aunque, en un contexto lige-
ramente distinto, habia sido considerado antes por Branko Griinbaum en una
monografia sobre configuraciones de lineas:

; Cuél es el nimero maximo de tridngulos sin solapamiento que pue-

den formarse con mn rectas (o, sencillamente, n segmentos) en el

plano?
La solucién, que denotamos mediante K(n), se conoce para los primeros na-
turales hasta 9, para n = 13,15,17 y para dos sucesiones definidas de manera
recursiva. Saburo Tamura prob6 que K(n) < n(n — 2)/3 y esa estimacién fue
refinada més tarde por Gilles Clément y Johannes Bader. De ahi se deduce,
por ejemplo, que K(10) < 26, aunque no se ha encontrado ninguna configu-
racién que confirme ese valor. En cuanto a las cotas inferiores, una elegante
construccién obtenida por Fiiredi y Pélasti prueba que n(n—3)/3 < K(n). En
este trabajo se exponen estos resultados junto con alguna de las ideas que hay
detras de las acotaciones.

El problema planteado por Fujimura en su tltimo libro de pasatiempos [5] y
conocido popularmente como «problema de los tridngulos de Kobon», forma parte
de una rama muy activa de las matematicas, la geometria combinatoria, en la que
han trabajado matematicos tan famosos como Euler o Erdés. Sin entrar en cuestiones
sobre su importancia o su relacién con otras areas, representa una fuente inagotable
de problemas sin resolver, con enunciado mas o menos sencillo.

El estudio de las configuraciones de rectas tiene por objeto entender las estruc-
turas que aparecen cuando se considera una familia finita de rectas en el plano
proyectivo real o, con menor frecuencia, en el plano euclideo [2]. Admite generaliza-
ciones a dimensiones mayores (configuraciones de hiperplanos) y a familias de lineas
que no sean rectas. Tiene relacién con otras cuestiones de geometria discreta, como
las triangulaciones o las teselaciones no periddicas. Aunque es un tema en el que se
ha trabajado durante casi 200 afios, la primera exposicién sistemdtica parece ser [7],
monografia en la que aparece planteado por primera vez el problema de Kobon, y
en cuya introduccion se insiste en la importancia de la geometria elemental y el
razonamiento geométrico como inspiradores para los descubrimientos matematicos.

La palabra inglesa para referirse al tipo de rompecabezas en los que era experto
Fujimura es puzzle, y no alude inicamente a los que consisten en el encaje de piezas
para formar una imagen, sino a cualquiera que requiera inteligencia o habilidad en
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su soluciéon. Muchos de estos problemas pertenecen a lo que se ha dado en llamar
«matematica recreativa» y algunos han llegado a ser muy populares, como el juego
del 15, el problema de las torres de Handi o, mas recientemente, el cubo de Rubik
y los sudokus. Martin Gardner, uno de los divulgadores cientificos mas importantes
del siglo pasado, escribid en la introduccién a la versiéon inglesa del libro de Fujimura
[5] que esos problemas estdn muy lejos de ser un simple entretenimiento y que, en
realidad, son una excelente manera de aprender matematicas. El problema de Kobon
es un perfecto ejemplo de lo anterior, y una prueba més de que no hace falta ser un
profesional de las mateméaticas para apreciar su belleza y comprender la dificultad
que entranan.

L0OS PRIMEROS CASOS

Llamaremos configuracion a cualquiera de las figuras que podemos dibujar con
rectas en el plano formando tridngulos, para cuyo recuento exigiremos que éstos no se
solapen. Diremos que una configuracién de n lineas es dptima si contiene el nimero
méximo de tridngulos que se pueden formar con n rectas, denotado por K(n).

Para empezar, es evidente que no puede dibujarse un tridngulo con una tnica
recta, ni tampoco con dos, de modo que K (1) = K(2) = 0. Cualquier tridngulo tiene
tres lados distintos y por eso se precisan tres lineas diferentes para dibujarlo. Por
otra parte, con tres rectas no puede dibujarse mas que un triangulo, de modo que
K (3) = 1. El siguiente caso es n = 4. Es facil observar que K(4) > 2 porque hay
dos configuraciones con cuatro rectas que tienen, cada una de ellas, dos tridngulos,
como puede verse en la figura 1.

Figura 1: K(4) > 2.

En el caso de la configuracion I sélo hay que contar los tridngulos 177 y Tb.
El triangulo 77 U T es admisible, porque el enunciado de Kobon permite que los
tridngulos sean atravesados por rectas de la configuracién, pero se solapa con T}
y T. El tridngulo T35 U C' en la configuracion I7 también es admisible, pero se solapa
con T3. En la Ultima seccién veremos que considerar tridngulos que son unién de otros
poligonos nunca hace que aumente el nimero de triangulos de la configuracion.

Incluso en este caso sencillo empieza a mostrarse la principal dificultad del proble-
ma: jestamos sequros de que con cuatro rectas no podemos construir mds triangulos?
Es decir, jes cierto que K(4) < 27 Para convencernos de que efectivamente es asi,
podemos suponer que tres de las cuatro rectas de que disponemos, r1, 72 y 73, forman
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un tridngulo 7', tal como muestra la figura 2. De no ser asi, las cuatro rectas pasarian
por un mismo punto o bien tres de ellas (al menos) serian paralelas: en cualquiera
de ambos casos no se obtiene ningin tridangulo.

Figura 2: K(4) < 2.

Si anadimos la cuarta recta que falta pueden suceder dos cosas: que esa nueva
recta no corte a T' o que si lo haga. En el primer caso, tal como sucede con la
recta s1, obtendremos una configuraciéon del tipo II anterior. En el segundo caso
existen, a su vez, tres posibilidades: (1) si la nueva recta es paralela a una de las
tres rectas anteriores, como ocurre con s3, no se consiguen dos tridngulos; (2) si no
lo es y contiene un vértice de T', se obtiene una configuraciéon del tipo I anterior,
bien dividiendo el triangulo original, como sucede con s4, bien anadiendo uno mas,
como sucede con so (aunque el vértice del nuevo tridngulo queda fuera de la figura);
(3) finalmente, si no contiene ningin vértice de T', como ocurre con s5, no se obtienen
dos triangulos.

Para valores mas altos de n, las configuraciones correspondientes van siendo algo
maés complicadas, y también la demostracién de su idoneidad, que ha de hacerse por
otros métodos. De momento, nos conformamos con mostrar algunas configuraciones
optimas, empezando con n = 5. Como se ilustra en la parte izquierda de la figu-
ra 3, partimos de una configuracién II para cuatro lineas y anadimos una quinta
linea r representada con trazo discontinuo, lo que proporciona tres nuevos tridngulos
coloreados con un gris mas claro.

Figura 3: Configuraciones para n = 5 (izquierda) y n = 6 (derecha).



114 PROBLEMA DE KOBON

La configuracién mostrada prueba que K(5) > 5, pero no demuestra que K (5) =
5, como sucede en realidad. El motivo por el que K(5) < 5y, por tanto, se tiene la
igualdad, se verd después, cuando hablemos de cotas superiores. El resto de valores
de K(n) que se presentan en esta seccién y la siguiente habrédn de esperar también
a ese momento para tener su justificacion.

Es interesante observar que esta configuracién comparte la siguiente propiedad
con la correspondiente a n = 3: cada uno de los segmentos que forman los tridngulos
es lado de, a lo sumo, un unico triangulo. Llamaremos a este tipo de configuraciones
«simples» para distinguirlas de otras, como sucede con la configuracién I para n = 4,
en las que uno o mas segmentos es lado de dos tridngulos. Dicho de otro modo, una
configuracion es simple si tres o més rectas nunca tienen un punto en comun. Existe
aun otra similitud entre las configuraciones para n = 3 y n = 5: ambas son tnicas,
en el sentido de que no existen otras configuraciones 6ptimas con tres y cinco rectas,
respectivamente. Esto, que es obvio en el primer caso, no lo es tanto para el segundo
y dejamos los detalles de la demostracién para la tltima seccion.

Para el caso n = 6 resulta que K(6) = 7 y que hay varias configuraciones
distintas que forman los siete tridngulos. Dos de ellas (a la derecha en la figura 3)
parten de la configuracién para n = 5 y le anaden una recta mas, consiguiendo asi
dos nuevos tridngulos. Si esto se hace con la recta s se obtiene una configuracién
simple, al contrario de lo que sucede si se hace con t. La configuraciones mostradas
en la figura 4 utilizan una idea distinta y demuestran que se puede conseguir una
configuracion éptima para n = 6 sin necesidad de partir de una configuraciéon éptima
para n = 5. Se puede comprender que son distintas configuraciones sin necesidad
de explicar por qué lo son. Uno de los temas favoritos de la matemédtica discreta
consiste en clasificar estructuras, para lo cual hay que definir antes con cuidado qué
se entiende por estructuras distintas.

Figura 4: Otras dos configuraciones para n = 6.

El nimero maximo de triangulos sin solapamiento que se pueden formar con siete
lineas rectas es 11. Fujimura afirma en [5] que durante algunos afios se pensd que
K(7) = 10 e incluye en el libro tres configuraciones distintas con siete rectas y 10
tridngulos. Después anade, con signo de admiracion, que existe una configuraciéon con
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11 tridngulos, precisamente la que se reproduce en la figura 5 y que le atribuimos,
porque no menciona que se deba a ningiin otro autor.

Figura 5: n =7.

Para llegar a esta configuracién empezamos de nuevo con la configuracién éptima
para cinco rectas, que proporciona los cinco triangulos coloreados en gris oscuro que
se ven en la figura 5. Anadiendo dos rectas ry y 7o conseguimos seis tridngulos mas
(pintados con un gris més claro).

Una modificacién sencilla (pero ingeniosa) de la configuracién para n = 7 pro-
porciona una configuraciéon éptima para n = 8, que tiene 15 tridngulos. Como puede
verse en el lado izquierdo de la figura 6, la modificacién consiste en anadir una recta
en el sitio adecuado que produce los cuatro nuevos tridngulos en gris claro.

Figura 6: Configuraciones para n = 8 (izquierda) y n = 9 (derecha).

En el caso n = 9, una configuraciéon éptima debe contener 21 tridngulos. Para
encontrarla hay que usar una idea completamente distinta sobre cémo han de orga-
nizarse las rectas entre si: formando un hexdgono interior y un tridngulo exterior.
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También puede verse como una configuracién para n = 5 (pintada en gris mas oscuro
a la derecha de la figura 6) a la que hemos afadido las cuatro rectas dibujadas con
trazo discontinuo. Vista asi, es el ejemplo mas sencillo de la construcciéon recursiva
descubierta en [4] sobre la que volveremos més adelante.

LOS TERMINOS SIGUIENTES

El valor del siguiente término de la sucesién, que corresponde a n = 10, no se
conoce. Se sabe que K (10) < 26, pero no se han encontrado configuraciones que con-
firmen ese valor. Existen varias con 25 tridngulos y se conjetura que, efectivamente,
K (10) = 25. La primera de ellas se debe a Griinbaum y aparece en el capitulo 18 de
su libro Convex Polytopes [6], texto recomendable para lectores con conocimientos
de combinatoria. Las otras configuraciones fueron encontradas por Grabarchuk, Ka-
banovitch, Wajnberg, Honma y Bader, respectivamente. La figura 7 muestra estas
dos ultimas.

Figura 7: Configuraciones de 25 tridngulos para n = 10.

Ambas se basan, como la de Kabanovitch, en una idea similar que tiene mucho
en comun con la usada para encontrar la configuracién de nueve lineas expuesta
antes: cinco rectas forman un pentdgono interior y otras cinco un pentigono mas
grande que contiene al primero y esta ligeramente girado con respecto a éste, para
asegurar el mayor nimero de intersecciones. En la de Honma, a la izquierda, hemos
pintado de un gris méas oscuro el fondo de cinco tridngulos para que se vea mejor
el pentagono exterior. Bader afirma, con toda razén, que su configuracion, la de la
derecha, posee una simetria de la que carecen las otras. Quiza la més sencilla, pero
menos elegante por no ser simple, sea la de Grabarchuk, que consiste en anadir a
la configuracién para n = 9 una recta horizontal (dejamos al lector el ejercicio de
averiguar dénde).

Tampoco son conocidos K(11) y K(12), aunque se sabe que K(11) < 33 y
K(12) < 39. Las figuras 8 y 9 muestran dos configuraciones simples, también de
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Kabanovitch, con 11 lineas y 32 tridngulos la primera y 12 lineas y 38 tridngulos la
segunda. La estrategia seguida para su construccién no resulta tan clara como en
las dos configuraciones presentadas antes para n = 10. Curiosamente si se sabe que
K(13) = 47, de nuevo gracias a una configuracién simple de Kabanovitch que se
reproduce en la figura 10, pero K (14) vuelve a ser un misterio, aunque se sabe que
K (14) < 56. La mejor configuracién conocida, representada en la figura 11, se debe
a Bader y tiene 53 triangulos.

Figura 8: Configuracién de 32 tridngulos para n = 11.

Figura 9: Configuracién de 38 tridngulos para n = 12.
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Suzuki encontré en 2005 una solucién 6ptima para n = 15, que se muestra en
la figura 12, usando una idea que ya hemos visto antes: las quince rectas estéan
organizadas formando tres pentagonos encajados y girados entre si adecuadamente
para asegurar las intersecciones.

Figura 10: Configuracién éptima para n = 13.

Figura 11: Configuracién de 53 tridngulos para n = 14.
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Figura 12: Configuracién 6ptima para n = 15.

En el cuadro 1 aparecen los valores de K (n) hasta n = 18, indicando cudl es la
mejor configuraciéon conocida en cada caso y cual es la correspondiente cota superior
de acuerdo con la estimacién obtenida por G. Clément y J. Bader (C&B) en [3].
Obsérvese que en los casos K(10), K(11) y K(12) existe una diferencia de tan solo
un tridngulo entre la mejor configuraciéon conocida y la cota superior de C&B.

n | K(n) mejor configuracién C&B
3 1 1 1
4 2 2 2
) 5 ) )
6 7 7 7
7 11 11 (Fujimura 1978) 11
8 15 15 15
9 21 21 21
10 ? 25 (Grimbaum 1967) 26
11 ? 32 (Kabanovitch 1999) 33
12 ? 38 (Kabanovitch 1999) 39
13 | 47 47 (Kabanovitch 1999) 47
14 ? 53 (Bader 2007) 56
15 65 65 (Suzuki 2005) 65
16 ? 72 (Bader 2007) 74
17| 85 | 85 (Forge y Ramirez Alfonsin 1998) | 85
B 7 93 (Bader 2007) 96

Cuadro 1: Primeros valores de K (n) y cota superior de Clément y Bader (C&B).
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En la Online Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) [13], donde se intenta
recoger la mayor cantidad posible de sucesiones de nimeros enteros con algiin interés,
a la sucesién {K(n)} de los tridngulos de Kobon le han asignado el c6digo A006066.
La de los naturales es A000027, la de los primos A000040 y la de Fibonacci A000045.
La sucesién A000001 es la que tiene como término general el niimero de grupos de
orden n.

COTA INFERIOR DE FUREDI Y PALASTI

Cuando trazamos una configuracién cualquiera con n rectas y obtenemos m trian-
gulos, lo tnico que estamos demostrando es que m < K(n), es decir, una cota inferior
de K(n). Conseguir cotas inferiores para K(n), siendo n un néimero natural cual-
quiera, no resulta complicado.

Figura 13: Estimaciones inferiores.

Por ejemplo, sin > 3, entonces n—2 < K (n) ya que, partiendo de la configuracién
I de la figura 1, cada vez que anadimos una recta que pase por el vértice P y corte
al interior del lado opuesto, obtenemos un tridngulo mas. Como puede verse en la
figura 13, si consideramos la configuracién IT en lugar de la I y aplicamos la misma
idea, obtenemos una estimacién un poco mejor que la anterior: 2(n — 3) < K(n),
que tampoco resulta muy ajustada porque estamos diciendo que 10 < K(8) = 15.

La mejor cota inferior general conocida hasta ahora fue obtenida por Fiiredi y
Paldsti en 1984 [8]:

M =3) o ).
El procedimiento para obtener una configuraciéon que nos lleve a la estimacién ante-
rior consiste en escoger, de forma adecuada, n diagonales en un poligono regular P
de 2n lados, inscrito en la circunferencia unidad C. La imagen de la figura 14 ilustra
el caso n = 5.

Podemos suponer que los vértices de P tienen como argumento (el dngulo desde
la recta horizontal) {kw/n : k =0,1,...,2n—1}. Elegimos aquéllos que tienen indice
impar 2i+1,7=0,1,...,n— 1, y asociamos a cada uno de ellos la diagonal L; que
une este vértice con el que tiene como argumento

2(2i + 1)
==

T —
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Figura 14: Configuracién de Fiiredi y Palasti para n = 5.

En caso de que ambos vértices coincidan, L; sera la recta tangente en ese punto a
la circunferencia C. Todas las rectas se cortan, de modo que en cada una de ellas
habra n — 2 segmentos, definidos por los n — 1 puntos de corte. Hay rectas en las que
todos los segmentos asi definidos son lados de un tridngulo (en la configuracién para
n =5 de la figura 14, esto sucede con las rectas Ly y L3), y otras en las que todos
los segmentos excepto uno son lados de un tridngulo (como ocurre con las rectas Ly,
Ly y Ly4). De ahi que en la estimacién aparezca n(n — 3) y no n(n — 2) que es el
nimero total de segmentos.

Figura 15: Configuraciones de Fiiredi y Paldsti paran =6y n=7.

La figura 15 ilustra los casos n = 6 y n = 7. En la primera de ellas, ninguna de las
seis rectas tiene cuatro segmentos que sean lados de tridngulos. En la segunda si que
hay rectas, como Lj, con cinco segmentos (el méximo) que son lados de tridngulos.



122 PROBLEMA DE KOBON

En la figura 16 vemos cuatro iteraciones més: loscasosn =8, n=9,n=10yn =
11. Los tridngulos estan formados por las rectas L;, Lj, Lp—i—j—1y Li, Lj, Ly—i—j—2,
con 0 <i < j <n-—1. Las lineas de la construccién son tangentes a los arcos de una
deltoide, cuya forma se va haciendo mas clara segiin van aumentando los valores de
n, dibujada en una circunferencia de centro el origen y radio 3.

Figura 16: Configuraciones de Fiiredi y Palésti para n = 8,9, 10, 11.

COTAS SUPERIORES DE TAMURA, CLEMENT Y BADER

Decidir si una configuracion es éptima cuando n > 5 resulta un problema muy
complicado, as{ que interesa obtener cotas superiores para los valores de K (n). La
razén es sencilla: si encontramos una configuraciéon que tenga el mismo nimero
de tridngulos que la cota superior correspondiente, entonces necesariamente es una
configuracién éptima. Saburo Tamura demostré que K(n) < n(n — 2)/3, de modo
que K (n), al ser un ntimero natural, debe ser menor o igual que la parte entera de
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esa fraccion:

Esta cota fue ligeramente refinada mas tarde por G. Clément y J. Bader en el
ya citado articulo inédito [3]. El resultado principal es que la cota de Tamura puede
bajarse en una unidad para 6, 12, 18,... y para 8, 14, 20,... Dicho en términos
precisos, para todos aquellos nimeros congruentes con 0 y 2 médulo 6. Es probable
que la prueba de Tamura, que no hemos visto porque nunca aparece la referencia
cuando se la menciona, utilice argumentos parecidos a los del articulo de Clément y
Bader, que se exponen a continuacién.

Para empezar, llamaremos punto a la interseccién de dos o més lineas en una
configuracion, y segmento a la porcién de linea encerrada entre dos puntos conse-
cutivos de una misma recta. Cada tridngulo estd delimitado por tres segmentos, y
un segmento puede ser lado de cero, uno o dos tridngulos, en cuyo caso diremos
que tiene multiplicidad 0, 1 o 2, respectivamente. Si conseguimos una estimacion
del niimero de segmentos contados con su multiplicidad, dividiendo por 3 tendremos
también una estimacion del niimero de triangulos.

No es complicado demostrar que, en una configuracién de n lineas, el ntimero
total de segmentos, sin contar multiplicidades, es menor o igual que n(n — 2), y
el nimero total de puntos es menor o igual que n(n — 1)/2. De esta estimacién se
deduce directamente que en una configuraciéon simple de n lineas no puede haber
més de [n(n — 2)/3] tridngulos.

Figura 17: Segmentos con multiplicidad 2.

.Y si la configuracion no es simple? En ese caso, hay uno o mas puntos en los
que se intersecan tres o mas rectas. En la figura 17 se ilustra lo que sucede alli: por
cada recta adicional ¢ (lado izquierdo de la figura) que pasa por el punto P que es
interseccién de dos rectas r y s (no importa la posicién relativa que tengan las tres
rectas unas con respecto a otras) se pierden tres segmentos que, como se aprecia en
el lado derecho, si estarian en las rectas r y s si una recta t’ las cortara por puntos
que no fueran P; a cambio, la multiplicidad de los segmentos [ y 2 es 2. Estamos
suponiendo que t' resulta de un desplazamiento de la recta ¢t hecho de forma que ¢’
no corte a ningun punto de la configuracion.
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Si la nueva configuracién que se obtiene sustituyendo ¢ por t’ es simple, paramos,
y si no lo es le volvemos a aplicar el mismo argumento. Finalmente se llega a una
configuracion simple de n lineas con més segmentos de los que tenia la original
contados con su multiplicidad, lo cual prueba la cota de Tamura. (Por cierto, hay
que tener cuidado al mirar la figura 17: a la izquierda hay cuatro tridngulos, y a la
derecha hay tres, a pesar de haber més segmentos. Lo que interesa, sin embargo, no
es ese recuento «localy.)

De lo anterior se deduce que, si n(n — 2) es multiplo de 3, entonces cualquier
configuracién de n lineas que tenga exactamente n(n — 2)/3 tridngulos tiene que
ser simple. Adn maés: para que salga la cuenta, cada segmento tiene que ser lado de
un tridngulo, y de no mas de uno porque de lo contrario la configuraciéon no seria
simple. Esto queda mejor recogido en el siguiente lema, que precisa una definicién
previa: una configuracion de n lineas es perfecta cuando cada segmento es lado de
un tnico tridngulo y tiene exactamente n(n — 2)/3 tridngulos [3].

LEMA 1. Sin(n—2) es multiplo de 3, cualquier configuracion de n lineas que tenga
n(n — 2)/3 tridngulos tiene que ser perfecta.

La configuracién para n = 5 es perfecta, pero la mostrada después para n = 7
no lo es, a pesar de ser simple, ya que hay dos segmentos que no son lados de
ningin tridngulo. De hecho, no existen configuraciones perfectas cuando n(n — 2)
no es multiplo de 3. Clément y Bader prueban en su articulo que tampoco existen
configuraciones perfectas cuando n es par y de ahi, usando también el lema 1 y
llamando x4(z) a la funcién indicatriz del conjunto A = {i € Z : i méd 6 = 0,2},

deducen que K(n) < V‘(”_Q)J - xa(n).
= 3

Para llegar a esta conclusién empiezan definiendo el grado de un punto en una
configuraciéon como el nimero de segmentos a los que pertenece. El primer y el
ultimo punto de una recta en una configuracién se llaman extremos.

LEMA 2. En una configuracion perfecta, cualquier punto extremo tiene grado 2.

Para demostrar este lema hay que tener en cuenta que cualquier configuracién
perfecta es simple, y por tanto cada punto es, exactamente, intersecciéon de dos
rectas. Eso significa que, en principio, un punto P sélo puede tener grados 2, 3 o 4.
Pero, de hecho, el grado 4 no es posible porque entonces P tendria dos puntos a
cada lado en cualquiera de las dos rectas que lo definen, y no seria extremo.

Y tampoco es posible que P tenga grado 3 porque la configuraciéon no seria
perfecta: como se muestra en la figura 18, los segmentos PC, PB y PA son lados
de dos o de tres tridngulos distintos, pero esto ultimo implicaria la existencia de un
cuarto segmento que contiene a P, lo cual no puede suceder por tener grado 3.

LEMA 3. No existen configuraciones perfectas para ningun niumero par.

Supongamos, en contra de lo que afirma el lema, que existe una configuracién
perfecta para n lineas, siendo n un nimero par. Sea L una cualquiera de esas lineas
que, como el resto, contiene n — 1 puntos y n — 2 segmentos que son lados de
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Figura 18: Grado de los puntos en una configuraciéon perfecta.

otros tantos tridngulos que se disponen alternativamente en uno y otro de los dos
semiplanos definidos por L, como puede verse en la figura 19.

)

Figura 19: Triangulos a uno y otro lado de la recta L.

Como n es un numero par, n — 2 también lo es. Por tanto, si el primer tridngulo
estd por encima de L en el dibujo, el dltimo ha de estar por debajo. Siendo la
configuracion perfecta, las rectas R y S no pueden ser paralelas, asi que han de
cortarse. El punto de corte ha de estar en la interseccion de las semirrectas r1 y so
o bien de las semirrectas 73 y s1, pero en ambos casos se llegaria a que uno de los
dos extremos de L tiene grado 3, lo cual es imposible.

Para terminar esta seccién, conviene senalar que Roudneff demostrd, unos anos
antes que Clément y Bader, una acotacién superior para el niimero de caras triangu-
lares definidas por n rectas, con n > 9, en el plano proyectivo [12]. Como el ntimero
de tridngulos de una configuracién en el plano euclideo es siempre menor o igual que
en el proyectivo, la acotacién (aunque un poco peor que la de Tamara) también sirve
para el problema de Kobon y se tiene

n(n —1)

Roudneff [10] también probé que, en el plano proyectivo, dicha cota se alcanza para
infinitos valores de n de modo que, en cierto sentido, esa cota es la mejor posible
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en el plano proyectivo. Para n = 3,4, ...,8 existen configuraciones cuyo ntimero de
tridngulos supera la cota de Roudneff [12].

UNICIDAD DE LAS CONFIGURACIONES OPTIMAS

Se conoce muy poco sobre las propiedades que puedan tener las configuraciones
Optimas en relaciéon con su simetria, por ejemplo, o con su unicidad. En lo que
respecta a esta ultima, es trivial ver que para n = 3 existe una tnica solucién
6ptima, pero no resulta evidente demostrar que sucede lo mismo para n = 5.

En primer lugar, una configuracién con cinco tridngulos (que es el resultado de
5-3/3) tiene que ser simple, tal como se ha observado al final de la seccién anterior.
Consideramos una linea cualquiera 71 sobre la que, necesariamente, se apoyan tres
tridngulos: dos hacia un lado de la recta y el central hacia el otro lado. Los angulos
que forman las rectas ro y r3 con r; se pueden elegir para que ro y r3 se corten
en el lado de r; donde hay un solo tridngulo o en el otro lado. ;Qué resulta mas

conveniente?

Figura 20: Unicidad de la configuracién para n = 5.

Uno podria pensar que quiza las configuraciones simples son tnicas, pero no es
asi. Forge y Ramirez Alfonsin, respondiendo a una pregunta de Griinbaum, encon-
traron la solucién al problema de los triangulos de Kobon para un conjunto infinito
de naturales [4]. Probaron que, si existe una configuracién perfecta para n > 3, en-
tonces también existe para 2n — 1. Asi, de la configuracién para n = 5 se obtienen
otras paran = 9,17,33,... y lo mismo sucede si empezamos con n = 15, llegando a
las de n = 29,57, ...

Cuando Bader fue informado de la existencia de ese articulo, escribié un programa
en MATLAB (que puede descargarse en [1]) para obtener una configuracién perfecta
con 33 lineas, a partir de una de 17. También sirve para obtener una de 17 a partir
de una de 9, que contiene a la original de 9, del mismo modo que la de 9 contiene la
de 5 de la que procede. El interés del asunto estriba en que Clément y Bader habian
encontrado en [3] una configuracién perfecta de 17 lineas, que reproducimos en la
figura 21. Una inspeccién de esta tltima revela que no contiene la configuracién de
9 mostrada en la primera seccién, de modo que es diferente a la de Forge y Ramirez
Alfonsin, que no es posible reproducir aqui y que hay que ver necesariamente con
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Figura 21: Configuracién de Clément y Bader para n = 17.

MATLAB (por la desproporcién que hay entre unos tridngulos y otros y la necesidad
de ampliar varias veces una parte de la configuracién). En otras palabras, hay al
menos dos configuraciones perfectas distintas de 17 lineas.

No sabemos si aplicando el procedimiento de Forge y Ramirez Alfonsin a las
dos configuraciones distintas de 17 lineas se obtienen, de forma recursiva, infinitas
configuraciones perfectas que no son unicas.

CONSIDERACIONES FINALES

La tnica estrategia que se conoce para calcular con exactitud K (n), en aquellos
casos en los que se ha conseguido, consiste en hallar una configuracién con el mismo
numero de triangulos que la cota superior de Clément y Bader. Esto sugiere algunas
preguntas: jcoincidird siempre esa cota con los valores de K(n)? Si la respuesta es
positiva, serfa deseable (pero probablemente muy dificil) encontrar una construccién
general que muestre las configuraciones 6ptimas para cada posible n. Y si la respuesta
es negativa, jqué estrategia podria usarse para demostrar que una configuracion es
6ptima en los casos en que K (n) sea menor que su correspondiente cota superior?
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En una configuraciéon se llama cara a cada uno de los poligonos convexos que
no estan atravesados por ninguna recta. Una misma configuracién puede contener
diversos conjuntos de tridngulos sin solapamiento pero cada uno de ellos tiene, a lo
sumo, el mismo niimero de elementos que el formado por los tridngulos que son caras
de la configuracién. La razén es que todo tridAngulo que no sea una cara contiene
a una cara triangular. Esto se puede demostrar por induccién sobre el niimero de
rectas que cortan al tridngulo: si sélo hay una, esa recta divide al tridngulo en dos
tridngulos o en un triangulo y un cuadrilatero. Iterando, cada vez que afiadimos una
recta estaremos creando o dejando una cara triangular contenida en él.

El comentario anterior sugiere que, cuando hablamos de que una configuracién
A estd contenida en otra B, podemos considerar dos tipos de contenido. El primero,
més restrictivo (que podemos llamar estricto), vendria a decir que A es isomorfa
a un subconjunto de caras triangulares de B. El otro, menos restrictivo, exigiria
Unicamente que A fuera isomorfo a un subconjunto de tridngulos de B. Tal como
puede verse en la figura 22, la configuracién de n = 9 contiene sendas configuraciones
paran =6 y n = 7, ambas 6ptimas, pero el contenido no es estricto. Los contenidos
de los que hablamos en la seccién sobre unicidad eran estrictos.

Figura 22: Configuraciones de n = 6 y n = 7 contenidas en la de n = 9.

El problema de encontrar configuraciones con el nimero minimo de tridngulos
también ha sido estudiado: Levi demostré en 1926 que n > 3 rectas en el plano
proyectivo definen al menos n regiones triangulares [9]. Muchos anos después, Roud-
neff [11] probd que, en caso de igualdad con esa cota inferior, la configuracién es
necesariamente simple, respondiendo asi a una conjetura de Griinbaum. En el plano
euclideo siempre es posible encontrar una configuracién de n rectas que no contenga
ningun tridngulo: basta que todas ellas sean paralelas o que todas pasen por un mis-
mo punto. Por tanto, para considerar un problema de niimero minimo de triangulos
en ese contexto hay que excluir las configuraciones de esos dos tipos triviales.

Quizéa el lector se pregunte la razén de que la investigacion sobre configuraciones
de rectas se haya llevado a cabo, en su mayor parte, en el plano proyectivo. Branko
Griinbaum lo justifica diciendo que la variante euclidea es algo méas complicada y
que la mayoria de la informacién que ofrecen los resultados obtenidos en el caso
proyectivo se puede utilizar en el euclideo [7].
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Terminamos con algunos detalles sobre la vida de Kobon Fujimura, entresacados
de los apuntes biogrificos que Martin Gardner incluye en el prélogo a The Tokyo
puzzles. Naci6 en Osaka, en 1903, y su aficién a los pasatiempos se inicié con la lectura
de un libro de Henry E. Dudeney, cuando era estudiante de la Escuela de Comercio.
Fue tal la admiracién que desde entonces profesé al famoso autor de acertijos inglés,
que Fujimura guardé toda su vida, como gran tesoro, una carta suya fechada en 1926.
Tras dejar el colegio, él y su hermano se ocuparon de la tienda de curiosidades que
su padre regentaba en aquella ciudad. Las tareas diarias en la tienda y su aficiéon por
los acertijos se compaginaban bien: al fin y al cabo, en palabras de Gardner, éstos
no son sino «curiosidades de la mente». Sin embargo, las cosas se pusieron dificiles
tras la Segunda Guerra Mundial, y se vio obligado a impartir clases de matematicas,
primero en un colegio publico y luego en uno privado, hasta su jubilacién en 1972.
A lo largo de su vida, Fujimura publicé diversos libros de rompecabezas y termino
convirtiéndose en una figura muy conocida en Japén, que era invitada con frecuencia
a pronunciar conferencias y participar en programas de radio y televisiéon, donde llegd
a tener su propio espacio semanal en 1959. En un plano més personal, Gardner revela
que su intensa relacién epistolar le hacia considerarlo como un viejo amigo, a pesar
de no haber tenido el honor de conocerlo en persona.
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