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EXPERIENCIAS DIDACTICAS

INTRODUCCION AS CADEAS DE MARK OV

L aBrARA, Antdn
Facultade de Ciencias da Educacién-USC

Ainda admitindo que pode haber inferencia
0 que non se experimentou, esta pode ser tan
abstracta que dea menos informacion da que
se comunica coa linguaxe comin.

Bertrand Russell

INTRODUCCION

Hai uns anos, un grupo de profesores/as de Mateméticas de Secundaria
desenvolvimos unha serie de actividades en torno 6 Alxebra Linear!. Preocu-
pados, entre outras moitas cousas, por responder a esa pregunta crucial que
de vez en cando nos formula algin alumno/a: “¢e isto para que serve?’,
pofiiamos moito afan en facer unha matematica social.

Dende esa Optica, no capitulo adicado as aplicacions da éxebra linear
pareceunos interesante presentar unha introduccién é&s cadeas de Markov.

A presente comunicacion pode considerarse como unha recreacion
daguelas actividades, despreocupandome nesta ocasion do caracter social das
mesmas en aras dunha simplificacion inicial que permita extender a fase de
“experimentacion”, no sentido intelectual que Russell lle d& ¢ termo, de xeito
gue haxa un soporte para as abstractas inferencias que se pretenden realizar,
ainda admitindo que fose posible que os estudiantes de «Métodos Estatisticos
e Numeéricos» fosen capaces de dotalas de significado per se.

1LABRANA, A.; PLATA, A.; PENA, C.; CRESPO, E.; SEGURA, R. AlgebraLineal . Resolu-
cion de Sistemas Lineales. Editoria Sintesis, Madrid 1995.
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A experimentacion intelectual necesaria non seria realizable se non
contasemos cun instrumento que nos permitese obter con rapidez, comodidade
e fiabilidade os moitos célculos rutineiros que precisamos. A cambio desta
concesion a tecnoloxia (moi inferior, por certo, & que utilizan de cotio os
matematicos nas suas investigacions), terémo-la posibilidade de imaxinar e
comprender novos conceptos e relacions, que iran xurdindo 6 fio dunha in-
vestigacion simulada nas aulas.

O PROBLEMA

No instituto orgaizaronse catro grupos de 30 alumnos cada un para a
realizacion de actividades extraescolares.

O chega-lo terceiro trimestre os estudiantes comezan a faltar a elas con
certa frecuencia, ben pola presion dos temarios e exames, que esixen mais
horas de estudio ou asistir a clases de reforzo, ben polo cansazo, ....

Tense comprobado estatisticamente que a partir desa data un 80% dos
gue asisten un dia & sGa actividade, asisten tamén 6 dia seguinte, mentres que
soamente un 40% dos que faltaron un dia volven ¢ dia seguinte.

O comeza-lo trimestre, no grupo A asisten 25 alumnos, 21 no B, 28 no
C, e18 no D.

¢Como cres que estaran os grupos despois dunhas semanas? ¢Cantos
asistiran e cantos non, previsiblemente, a cada actividade o quinto dia?.

RESOLVENDOO

Como os célculos resultardn tediosos ainda cunha calculadora que mul-
tipligue matrices (caso das graficas), distriblese o traballo por filas: todos
estudiamos o caso A, e ademais uns tamén o B, outros o C e outros o D.

A presentacion de resultados pédese unificar proporcionando un forma-
to inicia:

GRUPO A
Dia Asisten Faltan
10 25 5
2° 0825+ 045 =22 0225+060B=8
3° 0822+ 048 = 0222+ 060=
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1.- Que seria traducido a linguaxe matricial:
g °H
050
20 . .
P TAH e HFeH

M2 060 050 080

3 B)’S O’4B>< HZZ H: EFO’8H

M2 060 08O M92 O

4 BJ’S 0’4B( HZO’BH: HZO’SZH

02 060 0920 0968 [

5° [p8 04[] [pOS20 [PO128[

2 060 9680 9872 O

2.- E que nos permitiria percibir como se estabilizan os grupos en torno
a 20 asistentes e 10 ausentes, con independencia da situacion de partida, xa
gue era diferente en cada un dos casos (A, B, C, D) e todos conducen 6
mesmo, ainda que con rapidez diferente.

3.- A continuacion, indicando que respondan antes de calcular, para que
se realice 0 esforzo de conxecturar, continuamo-la investigacion cunha suce-
sién de cuestions que se corresponden a outros tantos heuristicos que sublifio:

(A comprobacion):
¢Que sucederia nos dias seguintes?

6° EP’S 0'4Bx EFO’ 128 H: HZO’ 05125

(02 06[] 9872 [] 199488 ]

” g’ 8 04 B( EFO’ 0512 B: EFO’ 02048 H

'2 0'6[][]99488 ] 1997952 [

(Andlise de situaciéns extremas):
¢Que sucederia se nun dos grupos o primeiro dia asistisen todos &
actividade?
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a 5°H
00 o
2° P8 04 [BoQ 4@

2 06 00O 6

(Xa é como as anteriores, a partir deste 2° dia).

(Busgueda dun contraexemplo):
¢Ocdrreseche unha situacion inicial onde isto poida resultar distinto?

0
1° izaisfalle neste: H H
(Quizaisfale neste) 50[

i % 2R B B2

2 060 OO 80

(Tamén € como as anteriores, a partir do 2° dia).

(A conclusion):
Se os valores 0s que evoluciona non dependen da situacion inicial, ¢de
que dependen entén?

'8 04
“Da matriz 02 060 pois é todo o que nos queda’.

(A curiosidade):
¢Que sucederia se 0 primeiro dia vifiesen precisamente 20 e fatasen 10?

19 {°H

10

2 P8 04 rpop HZOQ

M2 06 0o o

(Non cambiaria nunca).



N° 46 Xufio 2001) Experiencias  Didécticas

(O método):

¢Como poderias cofiecer previamente a situacion cara a cal se evolu-
ciona?

(Se non soubese que era 20 e 10, chamariale x e y).

- 3d
VO

(Como esa situacion non cambiaria nunca:).

7% “*AHH-50

M2 060 oyOo vO

20

08x +04y=x[ 0'4y=x-08x 0'4y=02x0

02x+06y= yEq 02x=y-06y E T 02x=04y E

En realide € unha soa ecuacion.
Necesitamos outra, xa que temos duas incognitas:

04y =02x0
x+y=30 E
(A xeneraizacion):

1.- Pofiede outras porcentaxes no problema. ¢Confirmase o anterior?

2.- Cambiade agora tamén o nimero de persoas dos grupos a ver qué
sucede.

UNHA ESTRATEXIA MAIS ECONOMICA

Dado que o producto de matrices é asociativo, podemos reorienta-lo
labor:
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g +d
= g;‘%%’fﬁ ERs

HJS 04g EES EIZQ(?SH

2 060 D5D

ED’S 0’4B3 8 EESHz EBO’SZH

02 060 50 9680

B)’S 04H BZSH HZO’lZSH

02 06 050 09872

40

50

(A comprobacion):
¢Que sucederia nos dias seguintes?

EP:S O:4gXHZ5H: BZ(?’0512H
M2 060 50O 99488 O

EPS 04@ EFSH EFOO204SH

(02 06 [5 997952

60

70

(A conclusién):
Se os valores 6s gue evoluciona non dependen da situacion inicial, ¢de
gue dependen entén?

) B)'S 04 )
“Da matriz 02 060 das stas potencias’.

(A exploracion)

B)’S 0’4g:H772 O'SGH B):S 0:4g:BJ'688 O’624H

[02 060 [D28 04[] 02 060 [0312 0376[]
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'8 0'4H4 - ED’6752 0’64965 ED’S O'4HE’ - 53'688 0'624

02 060 [03248 03504 [] 0’2 06 [0'312 0376
s 0’486_50'6680 06496 [ P8 0’491_50'666... 0'666...
[0'2 060 [0'3248 03504 02 06 [0'333.. 0333..0]

(A observacion)

“As columnas vefien a resultar iguais e correspondense a 2/3 e 1/3”.

(2/3 e 1/3 do total eran precisamente os que finamente asistian e fata-
ban)

(A proba)

Proba que para calquera situacion inicial, esta matriz leva 6s 2/3 e 1/3
do total.

B)’GGG... 0'666...EL( B( EI: H’H

(0'333... 0333..0 vO PO

'666....X  + 0'666...-yH= 57666...(x+y)H=E{2/3-(x+y)H
[0'333..x + 0333..y M333..(x+y)q /3 (x+y)[

(A explicacion)

A anterior ecuacion matricial: %:8 0'4B<B<B= B<H

2 060 yO O

04y=02x0 x 04 2

daba lugar a unha ecuacion repetida: -, _ 0dy E "y 02 -1

A ecuacion reflicte a proporcién entre os coeficientes que indican os
cambios de situacion:

gue faltaran e van asistir / que asistiran e van faltar

(A comprobacion)

Comproba nos exemplos que ti propuxeches se tamén se estabiliza nos
valores que corresponden & proporcion:

que faltaran e van a asistir

que asistiran e vatan faltar

Busca a potencia n-ésima da matriz e prébao para calquera situacion
inicial.
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CONSTRUINDO A TEORIA

Certamente non poderiamos falar de que “van a asistir’ ou de gque “van
a fatar”, xa que non podemos ter certeza sobre o futuro; en realidade expre-
samos probabilidades de que asistan ou de falten.

A matriz, que se denominara de transicion, férmase coas probabilida-

. . . HFPA_A PF_A
des de cambio de un estado a outro, do seguinte xeito: A_E PEF

onde con A e F denotamos «asistir» e «faltar», respectivamente. En xeral
denominaranse matrices de probabilidade aquelas matrices onde os termos
son probabilidades e as columnas (ou filas, segundo se disefie) suman 1.

(A xeneralizacion)
Proba que unha matriz de probabilidade calquera

@A A PF_A %Q
F PF.F a 1- bD
€ estable para valores que estean na mesma proporcion gque 0s termos que

. . . ., b
indican os cambios de situacion: 1 a

1’ ° BHHEE.H by HEH
o

-a 1-bg oyQO f1-a)x+@-b)yyO yQ

83}

B x_ b
ax+tby=x - v 1a (jollo cos ceros!)

PARA REMATAR ........ UN TEOREMA

Dado que os termos da matriz son probabilidades, se expresamos «asis-
tencias» e «fatas» en termos relativos. 25/30 e 5/30, o vector columna pode
ser tratado tamén como un vector de probabilidade.

Proba que unha matriz de probabilidade coas duas columnas iguais é
«invariante» respecto do producto por un vector calquera de probabilidade:
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%ja 1fa§(%fx%ﬁl—

ax+a(l-x)
a)X+(1-a)(1-x)

ax+a—-ax a
—ax+l-x-a+ax -a





