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s e  expone 

modelos 

q u e, 

ARU1A 

baj o c o ndic i o n e s  

c o n tienen u na 

c a  r'ac tet"'i z a  c i ó n  ade c u ada de la s e nda de evolu c ió n  a lnrgo 

d i c has plazo 

sendas 

de una v ariable 

p a r a  10s lipos 

e c o nómi c a . 

de lIIode l o s  

Se 

ARIMA 

d e s criben 

más u s ual e s  E:HI 

E c o nomia y se pro p o nen e s  timadore s p ay'a los parámetros que 

las defJ n e n ,  a s 1.  COIIIO para s us var'ianzas, Finalmente los 

pro c edimientos an�eriores se aplican a d i s ti ntas series de 

l a  e c o n ourl.a e s pañola c omo: a c tiv idad i ndustrial y e f e c tivo 

e n  lIIanos del p ú bli c o ,  En tale s a p li c a ci o n e s  se c Olllentan 

l a s  c o n c l u s i o n e s  q u e  los resultados o blenidos sugi e r e n  

sobre las variables a n alizada s ,  

P��Q!'� ___ flav �;. Py'edic ción; 

t e ndencia; esta c io n a ltdad; 

crecimiento equil ibrado, 

e c u a c i o n e s  e n  difere n c ias; 

v alores atipic o s ;  estado de 

Cla s ifi c a c ión AMO: 62M20; 62M10, 

Thi s WOY' k 

ARIMA model as 

cOlop o n e n l  and the 

froln the fore c a s t  

shows how lo de c olllpo s e  a n  univay'iale 

I:he sum of lhe tre nd, Lile s e a s o nal 

:iry'egul ar, The de c o m p o s:i t1. o n  is ¡nade 

fun c tion o F  Lhe ARIMA model and it 

illu s lrates the s lru c lural f e ature s of these mode l s  a n d  il 

can be usad a s  a diagn o s t i c  tool, s p e c ially, in e c o n olllic 

lime s e ries, 

� words: Fore c a s ting; differe n c e  

s e aso n ality; outliers; steady state, 

AMS Classific ation: 62M20; 62M10 

e q uatio n s ;  tr�'nd; 
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1. INTRODUCCION 

El obj e t i v o  de e s t e  a rti. c u l o  es c l a r i f i c ar' e l  

papel d e  l os mode los ARIMA u n i v a r i anles como ins LrumenLo 

v á l ido para r e a l i z a r  a n á l isis e c o nóln1c o .  A u n q u e  e l  lipo de 

a ná lisis que c o n  e llos se p u e d e  r e a l i z a r  es muy l i llli tado , 

-est.os modelos i g n o r a n  l as r e l a c i o n es ent . r e  v a d. a b l es de 

i nterés y otras v a r i a b l e s ,  por 10 que no es factible 

t'e a l j  za,' eje r c i c ios d e  s imulación , co n\:r'01 , ni  análisis 

estru c\:ural- , f r e c u e nteme nte se ol vida que si s., pueden 

u t i l i  zar' para c o n f i g u r'ar' d e  f or'lIla c o nsistente la 

natu ralel.a del l a r g o  pla z o  de una va r ' i a b l e  e c o nólll i ca , así 
c omo la est r u c t u r a  t emporal c o n  q u e  esa v ar'i ab1e , ti .e nde , 

e n  c ada mome n t o , a u n a  s e n d a  de c r e c i llli ento e q u i l i br'ado . 

En e s te a r t i c u lo se propo n e  u n  pr'o c ed i mi e nto de c á l c u l o  

pa r a  obte n e r  esta se nda d e  e v o l u ción a l a r'go plazo y se 

obt.i e n e , por 

desvia ción 

dif e r e n c i a  c o n  

hHnpo('al que 

l a  fu n ción de pr'e d i c c ión , l a  

seguir 'ta l a  variab l e  ha s ta 

a l c an z a r  d i cha senda si en e l  f u t u ro no sufrü!se 111 á s 

pertur b a c i o nes estocásticas . 

El art . i cu l o  está organi zado d e  la s i g u i e n t e  

forma . E n  l a  se c c ión 2 s e  seRala l a  r e l a c ión d e l  A nál isis 

de Seri es Tempor'al es c o n  los model os e c o n omél r i. c os pa,'a 

justi f i c a r , a partir d e  los resu l t ad os apa r e c idos en l a  

l i ter�lu ra , l a  v a l idez de l os mod e l o s  ARIMA para l os f i nes 

que se pre t e n d e n  en e l  arti c u l o . Esta se c c ión a c aba 

expo n i e ndo que la u t i li z a c ión q u e  se r e al i za en sec c i o n e s  

poste r i o res d e  los modelos ARIMA parLe d e  l a  

c o r r espondi e n t e  fu n c ión de predi c c ión. El e s t u d i o  d e  di c ha 

f u n ción y su desc omposi ción e n  u n  c ompon e nte per'mane nte y 

otro t r ansi t o r i o  se r e a l iza e n  l a  se c c ión 3. La s e c c ión 4 

se d e d i c a  a discutir l a  i nt",rpreta ción e c onómi c a  de l os 

c ompo n e n t e s  d e  l a  f u n c ión de pred i c c ión. E n  la 5 se 
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p r'o c e d i m i e nlo 

la s e c c i ó n  6 

de 

se 

c á l c u l o  

a p l ican l a s  

d e  d i chos 

p r'OpUl�$ t a s  

a rllerio r e s  a c i e rt a s  s e rie s d e  l a  economia e s paRoIa. 
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2, MODllOS A RIMA y A N A  lISIS ECONOMICO 

Los modelos A RIMA c o n  ANA LISIS DE INTERVENCION 

const i t u y e n  u na clase g e n e ral p a r'a  e x plJtar s e r i es 

e c o n ómi c as e n  fu n c i ó n  e xclus i v a me n te d e  su pro p i o  pasado, 

asi p u e s , c o n vi e n e  saber cllál es su rela c i ó n  ton u n  mod elo 

glo b a l  que contem p l e  la d e termi n a c i ó n  mul t i v a r i a nl:e de la 

serie  e n  c uesti ó n  j u n t o  con ladas aquéllas c o n  las que 

e s té relacionada, 

A n i v el e conolllét r i c o, el modelo g lobal por 

e x c e l e n cia es e l  modelo e conomé tri c o  estru c tural ( S EM ,  

struc lura] e c onome t r i t  lIIod�,l ) d esa r-rollado a pri n c i p ios d e  

los anos c i n c u e nt a  e n  e l  s e no de  l a  Cowles Fo u nd at i o n  

( véase Koopmans y Hood 1953), L a  rela c i ó n  d e  los mod e,los 

A RIMA u ni v ay'ianLes con el modelo SEM fue i n i c ialmente 

lratada p o r  Z elln e r  y P al.n (1974) y ha sido poste r i or.ne n l e  

d esarroll"da por Pro t hero y WalLis (1976), Wallis (197'7), 
Z elln e r  (1979) y Wallis (1980), El r esultado q u e  se 

desprende de e sos 

e x ó g e nas del mod elo 

A RH1A mult i v a r i a n te 

tra baj os es que si las v a riables 

v i e n e n  datar'mi na d as por 

las 

u n  mod elo 

variables ( 1) , c a d a  u n a  d e  

e n d ó g e nas d el mod elo SEM vJene d e t erminada i n d i vJdualm e n t e  

p o r  u n  modelo A RIM A , 

Este resullado es d e  g r a n  rele v a n c i a  p r á c t i c a ,  En  

efe cto , dado 'lu e al mod e l o  A RIMA u ni v ar i a n te de u n a  serie 

c o n c rela se ll e g a  a p a r' t i r  d el modelo global S E M ,  t e nelllos 

'lu e  en la medi.da que el modelo SEM refloja las 

cara c t e rJst i c as del mundo r eal, el modelo A RIMA da u n a  

s e r i e  individual d e b e  i n c orporar también d i c has 

c a r a c l e risl i c as , E n  c o nse c u e n c i a ,  u n  mod elo A RIMA no es 

(1) Los mod elos A RIMA mult:i,v a r i a ntes (véase Tiao y B o x  
1981) son u n a  g e nerali z a c i ó n  d e  los modelos 
mull i v aria n t es u t ilizados por Q u e nou ille (1957), 
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u n a caj a negr'a. de m a y or' o me n o r  u t i l idad e n  l a  

predi c c ión, s i no q u e e s  un mode lo ope ra tivo para de s c ribir 

a ni v e l u n i v a r i a n t e  e l  c omportamie nto y c a r act eris t icas 

u n  fenómeno e c o nómi c o. Por t.a nLo , u n  fundame n t a l es de 

mode l o  A R IMA es 

e c o n ó m i c o ,  pu e s ,  

no pueden estar 

d e l  mode lo SEM, 

u n a  hey'r'amienta úbl para ha cE,r aná l isis 

s i  el mode l o  es c o r r e c t o ,  sus r esul tados 

e n  c o ntr'ad i c d. ón con l os q u e  s e  d(�H' i v a n  

E l  tipo d e  anál isis e c onómi c o  q u e  s e  puede 

r e a l izar con un mode lo A R IMA se p u e d e  r e s ullrir' COIIIO s igue, 

El mode l o A RIMA c ont.i e n e  una des c r i p c i ó n  ade c u ada del 

c ompo r t alnie n to a l a rgo plazo del fe nómeno en c u est ió n Y. a 

su v e z ,  i n c o r'por'a l a  estr' u c t u r'a temporal c o n  la q u e  di c ho 

fenómeno tie nde a v olv e r e n  cada momento a s u  se ndero de 

c r e c i m i e n t o  e q u i libr'ado ( "steady sta t e" ) ,  q u e , e,n g e nE'raJ , 

es esto c ástico e n  e l  s e ntido d e  que v i e n e  de\:er'lIli nado por 

las condiciones iniciales del sistema, 

. A n i v e l  u n iv a r ia n t e ,  e l  il;ter6s de dispo n e r  de un 

i n str u m e n to para i n t e r p r e t a r  y ca r a c te r iz a r l a  

c u es tión h a  sido du r a n t e  mucho t i empo 

i n exi s t e n t e ,  debido fundame ntalme n t e  a q u e  

proc edimientos d e  predic c i ó n  bas ados e n  e l  

se r i es , c omo los de desc omposi c i ó n  en 

v al'i.abl E' e n  

amb i g u o , o 

t a nto l os 

alisado de 

c o mpo n e ntes 
'
c ic l i c o s  y e l eme nto r e s idual, no s e basaban e n  

una leoría u n i v a r' i a nte d e  a c epta c i ó n  g e n e r a l  n i  e staban 

v in c u l ados de for'ma d i r e ct:a co n el mod e l o  S EM, q u e  es el 

esquema r e c ono c ido en la profesi ó n  como v A l i do para 

r e pr e s e nl:ar e l  u n i v er's o  e c o nómi c o, Sin elllbar'go, los 

mod elos A RIMA i n c orpor' a n  u n a  lE,o,'ía u n i v a,'i a nte baslant.e 

gen e r a l  y se de r i v an de los mode los SEM, por lo q u e  hemos 

c o rl c l uido q u e  si r v e n  para c d r a c t e r izar urla s e r i e .  Así 

pues, p r o c ede pl a ntea rse c ó mo real izar dicha 

c a ra c tet'i. z a c i ón. 
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El concepto leór'Jco de s"nda df' cr'eciHlüH,lo 

equ i l i brado de una uariable económi.ca es al go que ni se 

obserua , ni. se alcanza nunca, sino que e� sünplemenle un 

estado al que se tiende, y que , además, puede cambi ar en 

el liempo en función de las condiciones iniciales, El 

estado de creci.mienl:o equili brado se lograría si a part ir 

de un determinado momento T la uariable no sufriera en el 

fut uro más perturbaci.ones estocásticas, Eslo nos apunta 

que tal eslado lo debelllos estudiar' a par U r' de la f un d.ón 

de pr ed i. cció n del modelo ARIMA, que es el instrumenlo que 

nos describe la euoluc:i.ón futur'a que segu:ir1.a la s.,d .• ' si 

en lo sucesi uo no sufriese ningu n a  p e rturbación al e ator i a , 

Al estudio de la función de predicción se dedica la 

sección siguiente, 
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3, MODELOS ESTACIONALES, SU FUNCION DE PREDICCION y SUS 

COMPONENTES 

S e gan el t e o r e ma d e  Wol d todo proc e s o  es t ocást ico 

l in e a] y e s t.aci o n a r' i o sin component.es d e tE,r'mi.rd sLas puede 

r e preselltarse por : 

a 
t 

( 3, 1 )  

donde � ( L)=1+�
1

L.�2L
2 

+ 

i nfi.n i  t.o e n  e l  oper'ador' 

es u n  p o li rlolni o  e o n V" r' 9 E' 1'1 t. E' 

g e n erada por' un proce s o 

d e  ret a r'd o L, 

estocásl:ico 

y a 1: v i e n e  

r u i d o  bIan c o ,  

Apr'oxi ma ndo .,sU, pol:i.nomio medj.anh' el cDcü,nt.E' dE' dos 

pol inomi os de o r d e n  Finito resulta la r e p r esentación ARMA, 

( 3,2) 

donde � ( L)�[e ( L ) ]
- 1

0 ( L) , y el o pe rador e ( L) t.i e n e  t. o d as las 

raieos fuera del c irc u lo unidad para que e l  pr oces o sea 

estacionario. La forrrlu J. acj ón anLerj,or se extiende para 

procesos no estacionarios, (80x y 

p e rmit.i en do que una o más ra ices del 

e ncu en lr' e n e l  c írc u l o u n i d a d ,  

J e nk ins , 1970) 

oper' adol" e(l) se 

Para pr ocesos 

est.acjona]es de per' l od o s, e l  mod e l o  (3,2) SE,' si.rnp]·i.fica 

realiza nd o una facl:ori z ación d e  los p o l inolllios e n  los 

op e r a dor es l y LS, Estas d os modificac i o n e s  se a po y a n en 

las pl" op iada des de Fac to r iza c:ión de oper'"d or'es polinóllricos 

q u e , como UerE:!HlOS, 

e s t r uctu r a  d e l  mod elo, 

En 

son n'uciales 

un 

mu ltipl ica t i v o SB r e p r es e n ta por: 

para deterlrlin�r la 

ARIMA .,' ta li o n ,;} 

( 3, 3) 
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d o nd., 1\= 1- L e s  e l  ope rador ' 

operador d e  

d if e rencia r'e g u l ar ' , 

1\ =1 -l 
s 

s . e s  e l  d j  ferenc ia E:�stational, d 

e s  el número de d i f B r B n c i�s r e g u l ares, D al narner'o d a  

difere n c i a l es e s t a c i o n a les, ?. e s  a l  parámetro d e  la 

l r a n s forma ció n 

e s  l:a c i onaria, 

Box-Cox, 

<!l ( L )  y 
11 es 

e (L) 
q 

la m e d i a  l a  serie 

s o n  ope radores f i n i tos 

estables 

operador 

operado r e s  

(con 
P 

rai c e s  f u e ra del circulo unidad ) e n  e l  
5 s 

s o n  los d e  r e t a r'do L y �p(L) ,Gc;¡(L ) 
e s tables e s t a c i o n a l es sobre L

S
, Supondremos 

que [) es uno y llama n!lTlO s Xt a la ser"le 
?. 

Yt ( nor 'lfIalllle nU, ?. tomar'á l o s  v a l or'e s  

j ndic� no t r a n s  f or 'ma c ión, o c er'o q u e  

t rans forma c i ó n  log a r i tmi c a , Lld,na ndo: 

e • (L) fII 

tr'a n s for'llIada 

uno, q u e  

s u ponE:! l a  

y Xt ( �) a la predic c i ó n  d e  Xt+� desde e l  ori g e n  

l, te nemos que t,al predicci.ón v i e n e  dada por: 

r * ITI " 

Xt(�) ¡: <!l, Xt{�-i) + 1: O, at 5L . + c 
1,,·1 l j;:.c 1 J .+ -'J ( 3 ,4) 

d onde 

valo r es 

las predicciones 

obse r v a dos cuando 

Xt(�-i) c o i n c i d e n  co n 

al hor'izon!:e e s  negativo y 

los 

las 

pe rtu r 'bac 1.on0 s 

con Jos valor'es 

a I:+�-j son (;(:H'O 

e s ti,nad o s  si j>�, 
si �>j y c o i n c i d en 
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Para Jbm la parle MA d e l  mod elo n o  tend,·á 

efe c to e n  l a  pred i c c i ó n , y a  q u e  todas l as i nn o v a ciones 

a
t+�_l'·· . a

t+�_m 
se,·á n  desconocidas e n  t 

lo t a n to , SE' susti tu:i .rán  por su espE, ,· a n z a  

matemá t i c a  q u e  es c ero . 

tempo ral rela t i v anlE!nle 

e c u a c i ó n  de predic c i ó n  

E n  c o nse c u e n cia , para u n  hor'izonle 

lE'j a n o  

final en 

se obtie n e  

la q ue: 

la llamada 

( 3 . � )  

La sol u c i ó n  d e  esta ecuación en diferencias 

p r op o rciona la e s t r uc t u r a  de la e cua c i ón de 

Para obt e n e r  su sol ució n  vamos a utilizar 

pred ic  ció n .  

el teo,·erna 

sig u i e n te, c u y a  d e mostra c i ó n  puede verse e n  Peña ( 19 89 ) . 

Sea la e c u a ción E'n d ifE"·E, n cias homogé n e a s  

o , ( 3  .6) 

d onde A ( L )  � 1 + al L 

fi nito e n  e l  ope rador d e  

c o mo: 

k 
+ . . .  + ak L es u n  polinolllio 

retal·do q u e  puede f a c tor·izarse 

A( L )  ; P (L )  Q ( L ) , ( 3  .7) 

d o nde los pol i n omios P (L )  y Q ( L )  son primos (no ti e ne n  

r a i c es en comú n ) . E n t o n c e s ,  la sol u c i ó n  genE, ral d e  l a  

e c u a ción puede si empre esc r i birse c omo: 

( 3 . 8 ) 

d o n d e  las sec u e n c ias P t 
y q

t 
son las sol u c io nes d e  

c a d a  poli nomio primo , e s  d e c ir: 

o , ( 3 . 9 ) 
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Par'a a pli c a r  est.e t.E!O,'ema, o b s e, 'v emos q u e  la ec u a c i ó n  d e  

pred i c c ió n  final p u e d e  e s cri bir s e, para R> m :  

(3 . 10 )  

d ond e e l  operador L a c t.<Ía a h o ra s obre e l  i n d i c e  R y t ,  

orig en d e  l a  p red i c c ió n, es  f ij o .  

El 

raices 

o p e rador estable <Il*( L )  

d e l  cir c u l o  u n i d ad , 

ti ene todas las 
d 

ope r'ad o r (1·-L) 

ti ene una raJz unilar'ia r'epet.jda d v eu's,  mientr'as qu�' el 
d 

s 
d . b' ope ra or (I-L ) p u e  B escrl lrse: 

s 
(I-L ) m (I- L )  SIL )  (3 . 1 1 )  

d o n d e : 

s-·1 
S(L) =(I � L +  . .

. 
+ L  ) . 

E s t e  o p e rad or' U.e n e  s···1 raiu!s, lad a s  �!ll a s  NI E!l d. r c u l o  

unidad . Si  s e s  par, estas s-1 rat c e s  i n c l u y e n  L=-1 y 

otras  s-2 ralCE!S complejas c o nju g a d a s  c o n  mód u l o  u n itario 

y dis tribu i d a s  s i métricamente en al ci r c ulo u ni d ad .  En 

c o n s e c uE:1nc ia, l o s  o pN'ad or' e s  es t a c i onar'ios <Il*' (L) 

e s la el. o na "i o s l\d
l\ 

s 
y la e c u a c ió n  

no 

de 

tienen n i ng u na 

pred i c c i ón fi nal 

d esc omponerse en d o s  cOloponente s :  

d o nd e : 

r'aíz 

pUedE! 

y no 

c oml] n 

s lemp rE:1 

(1) P
t

(R ) e s  e l  c ompone nt.e p e rm a n e n t e  

a largo p l a z o, q u e  v ie n e  d e t e rm i n ad o  

d e  la pl" ed i c c ió n  

ú n i c ame nt.e p o r  l a  

parte n o  e stac i o n a ria del mod e l o  y es l a  s o l u ción d e :  

J.l . (3 . 1 2 )  
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(2 ) es e] c ompo n�' n t .  e t.r'ans i torio, que viene 

determinado por el o perador autor,�,gl"e s i v o  e s ta c i o nal"i o . 

produc i r s e  la E s I:e compo n e n te d e f i n e  como I:i e nda a 

aproxi ma c i ó n  h a c ia el comp o n e nte perma nente . El cOlllponen te 

t r a nsi torio se d ef i n e  med ia n te l a  e c u a c i ó n: 

o . (3.13) 

A c ont i nua c i ó n  estudiamos la fOl'ma de estos 
c ompo n entes en función del mod e l o  ARIMA y en l a  sección 5 

anal izamos c ómo c a l c u larlos . 

El  componen Le t r a nsi to rio d e  l a  e c ua c i ó n  de 

p r ed i cci ó n  final es la s ol u c i ó n  de: 

<I>"(L) ttCJt) - O . (3.14) 

La s o lució n  g ene t"al d e  esta ecua c ió n e n  

difere n cias homo g é n e a s , s u po n i e n d o  que las n.p+P . s ralces 

del p o l i nomi o 4>" ( L )  son d i sti n ta s , es ( véase Peña, 1987, 

p á g . 581-582): 

+. , , + (3.15) 

-1 -1 
d o n d e  G1 , .. , , G n s on l a s  r'aices del po1.:i no lld o auton·.,gl"es� 
vo y b, t) son cOE,ficient.es qUE' depe nd e n d,d. OdgEHl de 

J 
la p,'edi.c c i ó n . Como , por' hipó tes i .• , el opE'n�dor' AH ú(" ,.- . �, 

e s ta c i o n a rio , s us raíces e s t a r á n fuera del cÍI'culo unidad 

o, lo que es equi v alente, l o s  

módulo me n ores que la u nid ad . En 

O 

tértn:i.nos G. son 
J 

co nse c u e ncia : 

todos 

(3.16) 
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y el tompon�'ntE! t.1"éHlsitor·io será t"r'o el lar'go plazo. Est.e 

mismo r'azonamienl-.o es válido cuando existen h r'aíces 

idént.:i cas, ya que ent.onces el t.érmino asociado a esas h 

ratees iguales, Gh, será: 

que lenderá de nuevo a cero cuando 1->00 si IGhl<I, 

En 
especifica 

c onsecuencia, el cOlnponenl:e lorans i tor' io 

cómo se pr'odute la ir'ans i ci6 n el 
componeni:e perlllanenl:e y deS aparE! Ce para hor-izonLos de 

predicción altos. 

Uti.] oí zelndo 

la 

la faclor'ilaci6n (3.11), 

ecuación de predicción perlllanen lee de 
puede escribirse (3.12) tomo: 

.!l tOmpOnE!nt.e 

a larlJo plazo 

(3.17) 

Sogún e] t.eorema de Ja s(:�cción anler'ior' ]a solución de 
esta ecuación puede a su vez descomponerse en dos términos 
asociados a los polinomios primos I'Id+1 

y S(L), al 
primero ]0 denominamos COlllpOIH!ntE! de tE'ndencia, 1 t' Y 

será la solución de: 

c (3.18) 

donde c�.�/ s; y al lo llamaremos cOlTlponc!nt.e 

es taci onal, Et, Y es la solución de: 

o , (3,19) 
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Es inlnediato cOlnprobar q u e  estos compon(:! nt.E!S 

satisfa c e n  la e c u a c u ó n  (3 . 17 ) .  En la s e c ción siguient:e se 

a n a l izan sus p ropiedades. 

El compo n e nte d e  te ndencia del mod e l o  es la 

solu c i ó n  de (3 . 18 )  q u e  p u e d e  esc r i b i rse: 

(3.20 ) 

dond e c* .. "¡t/[s(d+I)!]. I.a sol u c i ó n  (3 . 20) es un polinomio 

d e  gl"ado d+1 c o n  co�,f i c iE , ntes q ue v a n  v aY'lando con el 

orig e n  d e  l a  p r e d i cci ó n, a e x c e p c ión d e l  último que es 

const a nte e i g u a l  a C· . Para obtener (3.20) se ha supuesto 

que O�I en (3.3 ) . Si 0"0 la e c u a c i ó n  (3 . 18) tiene grado d 

y l a  sol u c i ó n  es : 

La hHld e n c i a, por tanto , de u n  mod.,lo ARIMA �,s siempy·(, 

polinóm i c a: si no ha y d ifere n cias estacionales y ¡t .. ,,0, el 

g r ad o  d e l  poli nomio es d-I, mü'ntras que en este mislTlo 

c aso si e l  g r a d o  e s  d .  Cuando exis!'.e una 

dife r encia est a c io n a l  el poli nomio t ..  n d  ..  n c i a l  es de gl"ado 

d , si ¡t=0, y d+1 si ¡t/'O . 

El cornponente est a c ional d e l  TIIod e l o  e,· 
· 0  l a  

sol u c i ó n  d e  (3 . 19 ) ,  q u e  es cua lquie r fun c ión d e  p e ríodo s 

con v alores q u e  sUTll e n  c e ro c a d a  s n'tardo s .  En efe cto, 

según (3 . 19) . 

5-1 
(1+L+ ... +L ) 

ll. 
Et(ll.)� I: E

t
U )  

J=ll.-s+l 
° 
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y llanlando h-l-s 

h+s 
¡; E

t 
(j) - O , 

j =h+ 1 
(3,21) 

es d e c i.r' , l a  s u ma d e  s v a l o r' e s  c o n s e c u t i v o s  c uales qui N'a 

d eba ser cero, En afa c to, d e  (3,21 ) :  

h+s-··I 
¿ 

j=h+1 

y ,  po r o tra pat't.e, par-Ucul ariz a n d o  (3,21) para el li.mi te 

in f e r i o r  j=h y s e p a r a n do el prime r térmi no : 

h+s-I 
¡; E

L 
(j) , 

j =h+ 1 

que dernuesLt'a que l a  funci ó n  es per' iódl.ca dE" p<>r'lodo s, 

Llama r e mo s 

1=1, .. ,s 

a los s c o eficü,ntE,s que satisfacen l a  e c u ac i ó n  (3,21 ) ,  

q u e  son los co e f icient<"s estaciona l e s  de l a  función d e  

pre d i c c ió n, y que cump l e n  l a  �esLr i cc i ó n  

El superindice t e n  l o s  co e fi cie n te s est aciona las 

indi ca q u e  dichos co e ficie ntes v aria n  co n e l  orig e n  de l a  

pre,dicci ó n  y sa ac t.ualizan cuando r e c i b imos nuevos datos, 

Los co e fici e nt es e s t a ci o n a l e s  s e  d eter'm i n a rán a p a rL:i.r de 

l as condiciones iniciales , como v e r emos en la sección 

ci nco, 
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3.6. !-a EC>Ja c i ó n  d e  P r ed i c ción a ] a.0lQ, pl a zo 

Corno helflos u isto, a lar'Jo plazo el componente 

t.ransit.ot'io d., ]a ecuaci6n de pn.dicci6n f i n a l  se hacE! 
cero y dnicamente queda el componen t e permanente, es 

decir, para k muy granda 

donde 1 t(Q.) es una tendencia pol in6,nica y Et(R) es 

el comp on ent. e e s ta c io n a l  q ue se repi te c a d a  s per·iodos. 
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4, INTERPRETA CION ECONOMI C A  DE LOS COMPONENTES D E  LA 

FUNC I ON DE PR EDICCION UNIVAHIANIE 

En esla sección pr'etendemos analiz ar q u é  lipo d e  

i n for'lIIa c i ó n  propor c io n a  la f u n c i ó n  d e  p r ed i c c i ó n  de l a  

se c c ión anL e rior correspondient e  a u n a  variable e c onómica, 

Empa c a mos senal a n d o  que la pre d i c c i ó n  se puede i n terp r etar 

c omo e l  v a l o r' q u e  lomará la variable en el futuro si el 

sistE'ma no sufre n i n g ú n  t i p o  de p e r t u r b a c i o n(�s c o n  

poste,rioridad a t", A si, al calcular' predicciones lo único 

que h a c emos es sustitu i r  en al mod elo q u e  d e fine los 

v a l o r e s  

f u t u r as 

( fulu r os) d�, 

d e s c o n o c i d as 

la 

por 

variable, 

su medi.a 

las 

c e r o . 

perlur'baci ones 

Con ello l a  

pre d i cción es el valor fuluro que tendria la variable X si 

no o c urriese ningún tipo de innovac i ón a par tir d el 

momenlo e n  que realizamos la predicción, 

En c o nse c u e n c ia, las pre d i cciones descritas en la 

se c c i ó n  a nt eri or' p ar'a d:i.st intos v a l or'es d e  11. n o  son más 

'lue las e x p e c r,ativas q u e  se t i e n e n  en e l  mome nto t sobre 

los valol'es de la variable en l+l, l+2" " "  Nó t E, se q u e  SE' 

trata de unas expec lati';as que no son efi c i entes, pues no 

se consLruyen le niE , n d o  en cuenta loda la inf o rma c ió n  

existe nte en e l  m u n d o, s i n o  'lu e  s o n  u n as e x p e c ta t ivas q u e  

llamarenlos univar'iarlles, pues 

exc l us i v amen te la i n f o r'ma c i ó n  

cuestión, 

se c o nstr u yen u til iz ando 

sobre el r��nórneno en 

La funci6n de predi c c i ó n se puade irlter'preLar 

c o mo la función generadora d e  e xpecta t ivas, y esa F u n c i ó n, 

y más concretamente sus parámetros, son los q u e  d et e r m i n a n  

el c arác te r d e l  m e c a n ismo d e  g e n e r a c i ó n  d e  expe c tati v as d e  

u n a  vari a ble .  
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de que 

el 

los parámetros del modelo 

valor X
t+Q 

se puede 

descomponer de la siguiente Forma: 

(4. 1) 

donde por 

cometernos 

denotamos el 

al pr�'deci.r' 

error de 

y 

predicci.ón 

que SE' 

que 

pued e 

demostrar que es igual a 

estarnos 

Obsér'uE:�se que 

dividiendo el 

con la 

valor 

dE'scolflposl. ción 

observado 

(4.2) 

dntE:!rior' 

en dos 

partes, que son independientes entre si: 

dejarnos 

exp�ctdtiva 

momento t, o 

sobr'e X 
t+Q 

tE-�nernos, 

equiudlentemE!nt.e I v alor' que 

tomarla X
t+Q 

suponiendo que entre t+¡ y t+Q 

el sl.stema no sufr'i.esE' nlngún Upo de innovación 

(perturbación) , 

efe cto 

y t+Q, 

de las sorpresas 

que se obtiene 

ocurridas 

como una 

ent.re 

suma 

ponderada de las correspondientes innovaciones, 

Siguiendo el argumento anterior tenemos que si 

que Q tienda a infinito , la Fun ción de 

predicción indica E, l valor al qUE' tl.ende la variable a 

largo plazo, si en 10 sucesivo las innovaciol1es o 
perturbaciones estocásticas que afectan al. sist.€'ma fuesE,n 

cero , Por tanto, dando a Q valores grandes y cada vez 

mayores la ·función de predicción nos describe la senda de 

equilibrio a largo plazo de la variable económica en 

cuestión, Asi, si el limite de la función de pr'edicción es 
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una constante, concluiremos que la var'iable ti.ende a un 

equi librio e s table; por el co ntrario , si d icha fu n c ión no 

tienE:� l:l.mite direlrlos que la variable ti.ende a una 

situación de crecilniento equilibrado ("steady state"). 

En conclusión, tenelnos que la importancia 

económica de la fu n ció n  d e  p r ed i c c i ó n  obed e c e  a dos causas 

fundamentales: por' un lad o ,  n o s  permite cuantificar' las 

exp e c tativas a d i s ti ntos pla z o s  sobre un de terminado 

fenómeno; por 

lar'']o plazo 

ignorando el 

ot.ro, · nos describe la senda de equilibrio a 

hacia la que se m u e v e  dicho fenómeno que, 

compo ne nte es tacional, viene dada por la 

ten d e n c i a  de la f u n c i ó n  de pred i c c i ó n . 

Para llenar de contenido ., con ómico l a  estructur'a 

de d i cha tenden c ia referida a una variable 8conólllica, 

definamos el concepto d., !!,ariables i ntegradas que V Clmos a 

u t i. l iza r  a continu a c ió n  ( 1) . D iremos que u n a  va r i a b l e  

genel"ada por un modelo A RIMA es int.egrada dE! Or'dE!n (h, 1 ) 

s i  n e c e s ita s e r  d i f e r e n c iada h ve c e s , i n c lu id a s  tan l:o las 

diferenciaciones regulares como las estacionales, para 

c onvertir se e n  estacionar'ia y la tra n s fot'ma c ió n  

estacionar'ia t.:iene una esper'anza mah'lnática distinta de 

c e r o . Si en el caso ant erior la e s p e ra nza matemátic a  es  

cero d iremos que la variable es integrada de orden (h, O ) .  

E n  ge neral e l  orden d e  integración l o  rep r e s e ntarno s p o r  

( h, m), donde m toma e l  val or cero o uno según sea nula o 

no la esperanza matemática de la t r a n s forma c ió n  

estacionat'ia de la vari.able. POI" lo visto en la sección 

anLarior, tenernos que el orden d e  i n t e g r a c i ó n  d e s c r i b e  

--,-----

( 1 )  E1 concepto de variables integradas fue introducido 
por Box y Je nki n s  ( 19 70 )  y desarrollado pos t eriormente 
p o r  Engle y Granger ( 19 8 7 ) ;  en Escribano (lgS6) y 
( 19 8 7 )  se aborda la g e ne raliza c i ó n  d e  dic h o  concepto a 
partir de la definici6n de procesos con tendencia en 
el en ésimo momento . 
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plenamentE' la estY'uctuY'a poU,nomial d .. la tendencia de la 

función de predicci6n, que será d e  orden rtlax (O, h+m-1), 
La tendencia es p urament.e estocást.l,ca, en el sentido de 

que tocios sus coeficien tes v ienen del:er'llIinados por las 

condiciones iniciales dül sist.ema, si m es cero, y .. . 

fundamen talmente determinista, si m es distinto de cero , 

Est.a definición de int.egy'ación sigue E,l B,quE,ma 
de análisis de Box y Jenkins (1970), pero explicitando la 

presencia o no de constante en la serie estacionaria 
debido a la importancia, que como veremos, tiene ese 
parárnett'o , 

Si h+m suman ce"o o uno la varjabl�, tiende a un 

equilibrio estable, 

si h es cet"'o , o 

cuyo valor será puramente deter,ninista 

vend,'á deter'minado po,' la s condiciOnE" 

iniciales, si h es uno, 

Si. h+m SUlllan lI,ás de u'no, la va ,'iablE' no U.ende a 
un valor es l:able , sino que evoluciona de acuerdo con un 
esquema polinomial que le 

equilibrado ("steady state"), 

lo más importante a la,'go 

correspondiente a la mayor 

todas las demás potencias 

despreciable, Ahora bien, 

proporcior,a un creci,nienLo 

De dicho esquel1la polinomial 

plazo es el coeficiente 

potencia, pues fren t e a él 
tienen una cont,':ibu ci 6n 

ese coeficien te set'á 

detey'minista si ni es uno, en cuyo caso lo SE,y'á también la 

senda de largo plazo: el Fac tor que más contribuye a dicha 
senda no se alt.er'a por call1b:i.os N' las condiciom,s d(,'l 
sistema. Por el COl1tr ario , si m es cero todos los 

parámetros de la tende ncia de l¡� funci6n do pY"Hhcci6n 
dependen d e  la s condiciones iniciales del sis te ma , En 
tales casos la ley de largo plazo v ien e determjnada por un 

polinomio temporal de orden (h-1), pero los par'dmetros de 

dicho polinomio cambian a medida que llegan al sistema 

nuevas perturbaciones. 
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Par'a c om p l e t a r  l a  d e s c ";. p c i ó n  d e l  1 a l' g o  p l a z o  d e  
una v a r i a b l e  e c o n ó m i c a  t e n e mos q u e  p r e c i s a r  l a  mag n i t ud d e  
l a  i n c e l' U d u m b r e  q u e  t. e m'nlos s o br'e é l . D i c h a i n c e r U. d u rn b r' e  
v i e n e  e x p r e s ad a  p o r  
l1. t i e n d e  a i n F i n i l: o . 

e l  
S i. 

l: é r rn i n o  e t+l1. 
el p ro c e s o  es 

e n  ( 4 . 1) c u a n d o  
e s t a c i o n a r i o  h "�O , 

e l  p o l i norrd o  'V ( l1. ) q U E' e n tr'a E'n la d E' f i n i c i ó n  (4.2) d e  
et_¡..,Q. t::- S 
l1. Ie. i e n d e  a 

c o n v e r g e n t e 
i n f i n 1 I:. o 

y l a  
e s  f i n i t a . 

v a r' ia n z a d e  e t +l1. 
E s  t e  r e s u 1 t: a d o  e s  

c ua n d o  
c i e r to 

a a n  t e nie n d o en cuenta la i n c e r t i d u m b r e  a s o c iad a a l a  

e s t i ma c i ó n  eJ e  l o s' p a r á me t r o s  ( v é a s e  B o x  y J e n k i n s  ( 1 9 7 0 ) , 
a p é n d i c e  A 7 . 3 ) . E n  t a l  c a s o  decirnos q u e  l a  i n c e r t j d u m b l" e  
r e s p e c to 
a c o t ad a . 
v a r' i a n z a  
d e c i m o s  

e l  
" . ,JJ. 

d e  
q u e  

f u t. u r o , n o  impo r t a 1 0  l e j a n o  
h n o  E:' S  e EH' O ,  'V ( l1. ) n o  

e l1. t.+ t i e n d e  a i n f i n i  1:0 c o n  
l a  incE' t' tidumbr'e r e  s pe e t:o e l  

q u e  e s  I: é ,  es t á  
t o n U o l" g e  y l a  
l1. ,  c o n  1 0  q u e  
f u t. u r o  n o  e s tá 

a c o t a d a . C o n v i e n e  s e Ra l a r  q u e  e l  q u e  l o s  mod e l o s  A R I MA 
g o n o r e n ,  p a r a  e l  c a s o  d e  s e r i es n o  estacionar'J.as . 

p r e d i c c i o n e s  r e s p e c to a l  F u t u r o  c u ya i n c e r t i d um b r e  n o  e s t á 
a c o t a d a  a ",e d i d a  q u e  au me n t a e l  h o r i. z o n t. e  d e  p ,' e d i c c i ó n  
( l1. ) , n o  es u n  i n c o n v é' n i e n l: e  d e  d i c h o s  mo d e l o s . pues la 
n a t. u r a l e L a  de la i n c e r· t i d u m b r· e  r'é' s p e c t o E' l f u L u l' o  n o  e s  
u na cara c terist. '.1 .ca q u e  n o s  i n d i c a  s i  e l  rn o d e 1 0  e s  b u (� n o  o 
mal o , s i n o u n  a s pecto q u a  d e f i n e  el mundo real q u a  
i n t e n t a mo s  mod e l i z a r .  

E n  E c o n om í a , la h i pó t e s i s  d e  q u e  l a  i n c e r t i d u m b r e  
r e s p e c t o e l  f u t u r o  no e s tá a c o t a d a  p a r e c e  a c e p t ab l e . 
O b s é r v e s e  q u e  e n  u n  m o d e l o  S E M  " 1'1 donde las v a r'l. a b l e s  
e x óg e n a s  v e n g a n  g e n e r a d a s  p o r  mod e l o s  A R I MA no 
est.acionarios . también gener'an pr'ed i c c i ones a l a r g o  p l a z o  
s o b r e  1 a s  
a c o t a d a . L a  

v a r i a b l e s  
d i f e t' e n c i a  

e n d ó g e n a s  
co n l as 

c o n  i n c e r t i d u mb r e  no 
p r e d i c c i o n e s  A R I M A  p u e d E' 

d a r s e  s i m p l e me n t e  e n  q u e  l a  i n c e r t i d u m b r e  p u e d e  t e n d e r  a 

i n f i n i t o  con ma y o r  r e t. r a s o  y l e n t i t u d . 
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Las caracterís ticas de la s enda de l a r'go plazo 

que se derivan de los modelos AR IMA con valores para h y m 

má s habituales s e  recogen en el cuadro 1 .  

Un modelo AR Ir1A con ( h+m ) ."2 "impli c a  que a largo 

plazo, el nivel de la variable corr'espondiente U.ende a 

ral carae l:er' 1 s  ti ca considerarse infini \":.o . 

i.naceptable en Economia, pEH'O obs é r' v e s E:� 

corno 

bast.a 

s u s tituir una de las raices 

en las diferenciaciones, por 

unitarias 
- 1  

(0 ' 9 9) 

po s i tiva s inc l u idas 

para que la ley de 

largo pla�o s e  t o r n e  de e q u i l i b r i o  es table .  Ahora bien, . l a  

forma en que s e  alcanl a  dicho 

del c o mponente t r a n s i torio de 

tt ( I ) , definido en ( 3 , 1 ') ,  

equilibr'io 

la función 

es table depende 

d e  p r ed i c ci ó n , 

Corno dicho componente 

tendrá en es I:e cas o  un t é r mino b
(t) 

(0 ' 9 9)
1 

no ) , 

s e  anulará a medio plazo y tal faceta, en la práctica, no 

se podrá di s tinguir' de la nlencionada i nicialmenh, en que 

( h +m) e r a  i g u a l  a dos , De h e c h o  el l arg o p l a z o  en E c o nomia 

no s e  puede es timar, pues no es posible dis cr'i.rrd,nal', con 

los tamaños de mues tra disponibles, entre una es truc tura 

fij a y otra muy lentamente evolutiva . Por ell o, cu ando 

decimos que u n a  variable económica sigue una senda de 

crecimient o  l i neal, queremos decir s implemente que a medio 

pla z o  tiende a s eguir tal comportamiento . 

P ara punt ualizar lo expue s to en e s te punt.o 

es tablezcamos cierta s implicaciones que se derivan de los 

res ultados. recogido s  en el cuadro l .  Para e].10, c ampar'aRI O S  
en primer lugar : a) el c a s o  en que lIX

t 
e s  un proceso 

es tacionar' to con media cero, con b) e l  caso en que X es t 
es tacion ario con media � distinta de cero , 

E n  ambos s upu e s t o s  la predicción a largo plazo e s  

u na constan te , Ahora bien, s i  la modelización corre c t.a es 

la del cas o  a), esa cons tante lo es referida a un 
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Caracteristicas de la senda de largo plazo que se deriva del 

modelo ARlMA correspondiente a una variable econámica 

Cuadro 1 

h�. naturaleza de la 
senda de largo plazo 

(a) 

Infl uencia de las condi ciones 
iniciales en la senda de 

largo plazo 

Incertidumbre respecto el l argo plazo 

O, VALOR NULO A LARGO 
PLAZO 

I EQUILIBRO ESTABLE 

(h,  m) 
(b) 

(0,0) 

(0, 1 )  

ninguna 

ni nguna 

( 1 ,0) determi nan el 
equi l lbrio 

valor de 

2 CRECIMIENTO LINEAL ( 1 , 1 )  determinan l a  ordenada en el 
origen de la recta. pero no 
influyen en su pendiente 

(2,0) detenminan los dos parámetros 
que definan la recta 

Sobre el nivel Sobre la tasa de 
crecimiento (e) 

finito 

finita 

infinita (crece 
1 i nea lmente con) 

infinita (crece 
l inealmente con) 

infinita (crece 
cuadráticamente 
con) 

nula (el crecimie� 
to es cero) 

nula (el creclmlen 
to es cero) 
nula (el crecimierr 
to es cero) 

finita 

infinita (crece li 
nea lmente con) 

(a) h es el número total de di ferenciaciones que requiere la variable para convertirse en 
estacionaria. 

(b) m=O impl ica que la esperanza matemática de la serie estacionaria es nula. 
m=l implica que dicha esperanza matemática no es nula. 

{e} Se supone que el modelo ha sido construido sobre la transfonmación logarítmica de los datos . 
En caso que el modelo se haya fonmulado sobre la serie original, esta columna se referiria a 
incrementos de dicha serie. 



- 26 -

d e tE, r rn i n a d o  c o nj u n t o  d e  c o n d i c i o n E" i n i c i a l E' s : s i. c o n  l a  
i n fo r ma c i ó n  d i s po n i b l e  e n  t e s a  c o n s t a n !: e  e s t á e v a l uada e n  

b�
t )

, c u a n d o  s e  e s t á e n  t + l  y e n c o n s e c u e n c i a , e l  

c o nj u n t o d e  c o n d l. c i o n e s  i n i c i a l e s  s e  ha mo d i fi c a d o  c o n  J a  

i n c o r p o r a c i ó n  d e  

a l a r'Jo p l a z o  

s e rá d i s t i n t a  d e  

X
t + 1 , 

s e r á  

b 
( t )  , 

o 

t e nd r e m o s  

b ( t+ l )  
o ' 

q u e  e l  

y ,  e n  

n u (, v o  e q u i l i b r i o  

1 b ( t+ l )  g e n e r a , 
o 

P o r' 

u n  p r o c e s o  

e l  c o n t r a r i o ,  e n  

e s t a c i o na r i o  c o n  

e l  s u p u e s t o 

med ia �l , e l  
d e  q u e  X

t 
s e a  

e q u i l i b r i o  a 
J a r g o  p l a , o  s e r á  s i e m p r'E' i g u a J  a � ,  c o n  i n d E' p e n d e n ci a d e  

l a s  c o nd i c i o n e s  i n i c i a l e s  e n  q u e  s e  e n c u e n t r e  8 1  F e n ó l n e n o  

baj o e s t u d i o , 

Cornpar'E:�ln O S  a h a r' ti  d o s  c a s o s  �HI l o s  q u e  l a  f u n ci ó n  

d e  p r e d i c c i ó n  a l a r g o  p l a z o  e s  u n a  r e c t a , 

e l  q u e  i lTlp l i c a  ( h",2 , 111,,0) t e n e m o s  q u e  

C o me n z a n d o  c o n  

s i  d efinimo s 

W
t.

=IlX
t.

' W
t, 

n o  e s  m & s  q u e  l a  v e l o c i cl " d d e  l a  s e r' t e  

X
t

, A h o r'a b ü' n ,  E, S i nllle d i a t o  q u e  l a  
2 

t y' a n s  f o r'lIIa c i  6 n  

e s t. a d  o n a d  a e s  «, X
t

� «,W
t ' 

d e  a c u e t' d o  c o n  

o 

e l  

J o  q u e  

ej e m p l o  

l o  m i. smo , 

p r E:� c ed e n t E:� • u n  W t t :i e n e , 

e q u i l i b ri o a 1 a r' g o  p l a z o  c a l'a c t e r' i  , a d o  p o r  u n a  c o n s t. a n t. e  

q u e  s e  mod i f i c a  c o n  l a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s , 

E s t a m o s  d i. c i e nd o  e n t o n c e s  q u e  a l a r g o  p l a z o  X
t 

p r e s e n t a  u n  c r e c imi e ll l.o c o n s t a n t e  ( I' s i t u a c i ó n  d e  

c r e c i mi e n t o  e q u i l i b rad o " ) , a u n q u e  e l  

c o n s ta n L o c a.nb i a  c o n  e l  o r i g e n  d e  l a  

v a l o r' d e  

p r e d i c c i ó n , 

e s a  

al 

i n c o r p o ,' a l' n u e v a  i nf o r'ma c i ó n  s o l:H' e f a c t o r 8 s  que afe c t a n  a 

x ,  

U n a  s i t u a c i ó n  s i mi l a y' s e  py's s e n t a  c u a n d o  e n  ( h",2 , 

m�O ) u n a  d i F e r e n c i a c i ó n  e s  d e  t i p o  e s t a c i o n a l , E n  t a l  

c a s o ,  s a l v o  p o r  e l  c a y' á c t e r' e s t a c i o n ¡,¡J d ., l a  o r d E, n ad a  e n  

e l  o ri g e n , s e  

a n t e r i o r e s  s o b r e  

r e p r od u c e n  f i e l m e n t e  

l a  s e n d a  d e  e q u i l i b r i o  a 

l o s  r e s u l ta d o s  

l a r g o  p l a z o , 
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Tomemos a h o r a  e l  c a s o  ., n q u e  ( h= l , m= l )  y ,  p O t' 

AXt s i g u e  u n  pr o c e s o  e s t a c i o n a r i o  d e  m e d i a  � ,  

Ta] y c omo c om e n tarno s ant e r' lorment.E! , e n  E:� s t E! C d S O  ] a  

p e n d i e n L e d e  l a  r e c ta d e  p r e d i c c i 6 n  a l a r g o  p l d z o  s i elllpl"e 

toma el m i s ll10 v d l o r' : " 5 0 S" l g n i f'l c d  q u e  c u a l e s q u ün' a q u e  

s e a n  l o s  F a c t o r a s  q u e  a F e c t e n  a l  F é' n ó m e n o  q u e  e s t u d i. a m o s  

s u  tas a  d e  c re cilniento d e  e q u i l i b r i o d l d r g o  p l d z o  s e  

ma n t i e n e i n a l t e r a d a , 

P o d e m o s  e x t r ¿HH' d e  e s t. o  u n a  1 I1'1 p o l" t a n t. E:! 
c o n  c 1 u s i ó n : I!:L.i I"!s.Ll!.§..tQ!l. .. Q..�_.s.Q.!lÜ.ª.1} t e .�_�!l ... �;LJno d e 1..'L.A. R 1 t1 il. 
? upo n�_fu e r t e s  r' . s t r i c c i o n e s  s o br'. I d  c a ra c t e r i L d c i §..!l� 

l a r99_p..1.ªz o _(:L� . ..!!..n-ª._<¿a r:i�p l.� e c o  n 611!i c a_e 

H a b i e n d o  v i s t o q u e  l o s  pa l'ámE, t r' o s  d e  l a  f u n c: i ó n  

d e  p r e d i c c i ó n  d e  u n  modelo ARIMA , y e n  c o n c r e l:o la 

p e n d i  e n t. e  d e l a  t e n d e n c l. a  d e l  c ompo n e n t e  p e r'ma n e n t e ,  

c a m b i a n  e n  e l  I: i. a mpo, e s  i m p o r t a n t. e  a n a l i z a r  c ó mo l o s  

pod erno s c a l c u l a r , A e l lo s e  d e d i c d  l a  s e c c i 6 n  s i g u i e n t e , 
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s . 1�_[) E 1[�M 1 N �,I9N " D E _.l,.oS , (;Q!�J)QI:,J!,N,H,'LJ?L_1.L,LlWC �.Q!"-.. , D E 

.. f'. R E QIfC I.Qr:c! 

5 . l' . E.l"!D,j;:�:,�!"j e !l.t.Q,_q e rl�,!:.!' 1 
Los r e s u l t a d o s  d e  l a s  s e c c i o n ü s  a n t e r i o r e s  

i nd i c a n q u e  l a  e c u a c i ó n  d e  p r e d i c c i ó n  f i n a l  d e  u n  mod e l o  

A R I M A  e s ta c i o n a l  p u e d e  e s c r ibi r s e : 

d o n d e  s u p o n emos 

d 
¡; j ,�O 

p a r a  

S h .Q. e s  u n o  c u a n d o  l a  

c o rT�, s po n d .' t ,··.Q. c o i n c i d e  

s i mp l i  f i c a r' q u e  

e s l: a c i ó n  d e l  

c o n  l a  E, s t a c i ó n  

d e m á s  c a s o s . L a  e c u a c i ó n  ( S . I )  t i e n e  

s - 1  p a r'áme t r o s  e s t a c i o n a l e s  ( y a  q u e  u n  

.Q. G. :1 

y 

( S .  1) 

y 

a ñ o  a l a  q u e  
h y C N'O E!I'\ l o s  

d pa ráme t r o s  c j ' 
c o e f i c  i e n l: e  p u e d e  

e x p ,' e s a ,' s e  c omo l a  s Ullla d ., l o s  d �'lII á s  c o n  s i g n o camb i a d o )  y 

n c o e f i c i e n t e s  b . .  '1 
v á l i d a  par'a l b q + s Q . 

E n Lo n c e s  n . p + P . s  

Si n E:� Hl b a r' 9 0 , 

y l, a e C IJ a c i ó n  e s  
c omo s e  r e q u i e r e rl 

d + s · .. I + p ·" s P  v a l o r e s  i n i c i a l e s  

d e  .Q. > q + s Q -d - s + l - p - s P l a s  

r e l a c i o n a d a s  e n t r' e  s i  

p a r a  d e t e r m i na r l a . 

p r e d i c c i o n e s  y a  

a p a r t i r  

e s ta ,' á n  

e l  e s q u c:;�rna ( S .  1) . Los 

c o e f i c i e n t e s  d e  e s t a e c u a c i ó n  p u e d e n  o b t e n e r s e  por d o s  

p r o c e d i mi e n to s  d i s t i n t o s : e l  p r i m e r o  e s  g e n e r a r  t a n t a s  

p r e d i c c i o n e s  c o m o  paráme t r o s  y r e s o l v e r  e l  s i s t ema d e  

e c u a c i o n e s  r e s u l t a n \: e . P o r  t a n to , n e c e s i tamo s g e n e r' a r  u n  
núrne r o  d e  

a l  v e c  L o r  

p r e d i c c i o n e s  i g u a l  
d e  p r e d 1 c c i o n e s  y 

a 

o d I  v e c t o r  

Ll ama n d o  X 
t + R  

d e  p a r'árne tras . 

podernos e s c r i b i r  a p a r t i r  d e  c i e r t o  i n s t a n t e .Q. : 

1 

1 

1 

2 

R 

1 O 
O 1 

1 

1 O 

1 

S ( t ) 
s- I 

( t ) b 
1 

b
( t )  
n 
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1 f "  t c
( t )  

s e r á  < gu a l  a y e c o e  l C l o n  e J
s • 

E s c r i b i e n d o : 

d o n d e  e s  

s -- l  
-- E 

j = l  

l a  

M O 
� 

ma t r i. z  d e  d a t o s  q u e  

e o e fj, e i E! n t. E:1 s co n o d, d o s I I IU 1 t. i p 1 1. (; a n 

p a r áme t r o s  O r e s u l t a : 

c o n t i e n e  

a l  V O t t O I" 

(5, 2 )  

q u e  p e r m i t e  o b t e n e r  t o d o s  los p a r á me t r o s  d e  l a  e c u a c i ó n  d e  

p r o d 1. c c 1. ó n  f i n a l , 

E l  s e g u n d o  p r o c e d i mi e n to e s  o b t e n e r  p r i lllero u n  

v a l o r  r lo s u f i c i e n t e m e n te g r a n d e  par'a q u e  e l  c o mp o n e n t e 

t r a n s l t o r i o s e  a n u l e  p a r a  k > r ,  E s te v a l o r d e p e n d e  d e  l a s  

ra i c e s d e l  p o l i n o m i o  a u t o r r e g r e s i v o  y s e  d e t e r m i na d e  
r 

rn a n e t' a  q u e  I G 1 1 o<o ,  d o nde G 1 E' S la G i c o n  m a y o r' v a l o r' 

a b s o l u t o , U n a  fo rma s im p l e  de c ompr'obar' q U E' e l  c ornfJÜilE!rIt<, 

t ra n s ito r i o e s  p r á c t i c am e n t e  n u l o  p a r'a K > j , s ,  c o n s i .  te e n  

tomar l a s  d i f e r e n c 1. a s :  

q u e  e s tarán l i bres  d e l  efe c to e sta c i o nal , y o b s e r'v a r' s i  
t a l  d i f e r e n c i a  s e  m a n t i e n e  p r á c t i c am e n t e  c o n s t a n t e  para 

v a l o r e s  p o s i t,1. u O S  de K ,  E n  t a l  c a s o  d i r e m o s  q u e  a p a r t i r  

d e  u n  h o r i z o n t e  d e  p r e d i c c i ó n  

t ra n s i t o ri o e s  prác li, c arne n t e  n u l o ,  

j , s 

P o r  

e l  c o m p o n e n t e  

ej e m p l o  esto 
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impl i c a  que con datos mens uales las di feren c:i as e n trE! la 

predicción de un mes es p ecifico s o bre l a  predicc i ó n  del 

mismo ITIes de] año anter' i o r' s e a n  constantes a p a r t i r de 

c i e r lo a ñ o . Tomando e n l:o n c c s  l a  e x p r e s i ó n  de las 

p r edi C C ]  o n e s  gener'ales elimi n a n d o  de E! l l a  el cOlllporw n t e  

t r a n s i t: o r i o , podemos pla ntear u n  s i s t t;�lOa d e  e c ua c i o n e s  

dE:�tE!r'm i n d. r  los coeficient.E! S de l a  ecuaci ó n  d e  

t e n d e n c i a  y los c o e F i c i e n t e s  e s ta c i o n al e s . q u e  s o n  e n  

J os i nter' é s . V amos a ver a l g u n o s  casos 

par t i c u l a r e s . 

5 . 2 . E l  !!Iodelo de l a s  l i n e a s  a é r e a s  

U n  mod e l o  AR IMA e s t a c i o nal muy u t i l i z ad o  p a r a  

represen tar la evoluc i ó n  de s e r i e s  econónlÍ.cas mensuales es 

e l  l l a mado model o  de las l ineas a é r e a s : 

S e g ú n  lo e s t u d i a d o  an teriorme n te . l a  e c uac i ó n d e  p r e d i c c ió n  

de est.e modelo para k >O p u e d e  escr'ibirse : 

y con t i e n e  

I g u a l a n d o  las 

con el lIlodelo 

tendr'emo s : 

1 3 paráme tro s . 

predicciones 

( R e c u é r d e s e  q u e  r.s�t ) =O) . 
p a r'a  k =  1 .  2 . . . . .  1 3  o b t e n i d a s  

( 5 . 3 )  c o n  la f o rma estructur'a] pre c edente . 

1 1 1 O 

-

1 1 2  O O 

1 1 3  1 O 

. . .  

. . . 

, , , 

O 

1 

O 

b
( t )  
o 

b
( t )  
1 
( t )  S 
1 

( t )  

_
S

1 2  
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1 3  e c u a cio n a s  y 
restri c ción ES ( t )

. O p e r m i t e  
J 

s i s t. ema de 14 ·l n c ó g n i t-. a s  c o n  l a  

o btE! n er' l o s p a r álTlE:� t ros 

b ( t ) , b I t )  
y los c oeficientes 

c?t )  �est. a n d o  

est a ciona l e s  p r e v istos 

"j l a  e c ua c i ó n  l a  úl t.ima y 
div i di e n d o  por 12 , se obti e n e  d i r e ctame n t e : 

( 5 . 4) 

Suma n d o  las 1 2 p r i me r as e c u a c i o n es S E! a n ulan J o s 
c o e f i c i e n t e s  e s t a c i o n a l e s  y se o b t i e n e : 

1 
- 1 2  b ( t ) + b 

( t ) 
( .. _ .. �., .. �,�_!.L ) o 1 1 2  

q u e  r esu l ta e n  

._.D 
2 

f i n a l me n t e  l o s  c oefic i e n t e s est.a c i o n a les se obti e n e n  d e : 

( 5 . 6 ) 

Obsé r v e S E! q u e  si e l  m o d e l o  ARIMA so espe cific a  

s o b r e  l a  t r a n s f o r ma c i ó n  l o g a r t tmi c a  d e  x ,  e n {:o n c e s  
c o e f l c i. e n t e s  b � t )  

pue d e n  i nt: e r'pr'e t a  r' s e c o rno t. a s a s  
l o s  

d e  

l a  c r e c i m i e n t. o  y l os c o efi c i e n t es 

esta c i o n a l i d a d  en tanto p o r  u n o  s o b r e  e l  
S .  

J 
n i v e l  

m i d e n  
d e  l a  s e ri e . 

Cua l q u .i e ¡" rno d e. l o  AlmA q u e  t e n g a  c orno o p e r' a d o r e s  
n o  e sta c i on ar'ios y ti. e n e u n  comp o ne n t e  
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pE:H'ma n ü n t E:! d €:1 l a  f u n c i ó n  d e  p r ed i c.: t i ó n  q U E:! e s  l a  s u ma d e  

u n a  t e n d e n c  i a  l i n e a l  y u n  c om p o n e n t e  e s t a c i o n a l  e s  l:. a b l e . 
P a r a  d .) t er'm l n a r' l o s  p ar' áme tr' o s  b ,  q u e  \Ti i d e n  l a t e nd e n c i a 

l i n e a l y l o s  

q u e ,  toma n d o  

c o e f i c i e n t e s  e s t a c i o n a l e s  S .  I u t i l i z a r e m o s  
J 

k " s i + j s u f i c i e n \: e me n t e g r a nd e  d e  lIIa n o r' a  q u e  

J o s  t. é r'mi n o s  E:� s t a c j o n a r' i o s  s e a n  d e s pr'e c i a b l p s , e j g u a l a n d o  

l a s  p r e d i c c i o n e s  al c om p o n e n t e  p e rma n e n t e : 

X
t

( k + S + l ) - Xt ( k + l )  
---_ .. __ . __ .... _ 

.. _--_._ ... _-------_._--_._---
( 5 . '1 )  

s 

+ 
s + 1 ... • _ ) 

2 ( S . S )  

( 5 . 9 )  

" 
e c u a c i o n e s  a n á l o g a s  Cl l a s ( 5 . 4 ) ,  ( 5 . 6 ) ,  d o n d ., Cl ho r Cl  X ., $ 

l a  m e d i a  d e  l a s  s o b s e r v a c i o n e s  e n  e l  i n t e r v a l o  ( k + l ,  k + s ) .  
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6 .  A P L I C A C I ON D E L  C A L C U LO D E  L A  TENDENC I A  D E  L A  F UN C I ON 

U f  P R E D I C C ION U N I V A R I A N I E  A L  A N A  L I S I S  U E  S E R I ES U E  LA 

ECONOM I A  ES P A �O L A  

E n  e s t a s e c c i ó n  s e  e s t i lna , p a r a  u n a  c i e r t a  

s e c u e n c i a d e  m e s e s  I l a s  t:a s a s  d e  c r e c i mi e n to d e  l a  

t e nd e n c i a  d e  l a  f u n c i ó n  d e  p r· e d i c d. ó n  d e  l a s  s i g u i e n t. e s  

s e r i e s  d e  l a  e c o noll lla e s p a ft o l a : i n d i c e  d e  p r o d u c c i ó n  

i n d u s t r i al y e f e c t i v o  e n  m a n o s  d e l  p ú b l i c o . L a  u t i l i z a c i ó n  

d e  l a  m e n c i o n a d a  t a s a  e n  u n  a n á l i s i s  r e l a t i v ame n t e  

c o m p l e t o  d e  l a  s i t u a c i ó n  c o y u n t u r' a l  d e  u n  fe nóme n o  

e c o n ómi c o  

S i g u i e nd o  

s e  p r o p o n e  y d e s c r i be e n  E s pa s a  ( 1 990)  . 

t ra b aj o l a  t e nni n o l o g i a  u ti l i z ad a  e n  e l  

m e n c i o n a d o , d e n omi n a r e m o s  .!ne r c iª-.':,\_�-ª t a s a  d 'L.f.!.:�s:in]Je n tQ 

� l a _ t e nd e n c i a  d e  l a  f u n d ó n  d e  p r e d i c c i ó n  d e  u n  mod e l o  

A R IMA u n i v a r i a n t e , q u e  v e n d r á  d a d a  p o r  e l  p a r'áme t r o  b
1

, 

d e f i n i d o  e n  ( 5 . 7 ) , c u a n d o · e l  m o d e l o  s e  e s p e c i f i c a  s o b r e  l a  

t r a n s forma c i ó n  l o g a r i tmi c a  d e  l a  v a r i a b l e .  

S o b r e e 1 .i11_d i c � . .![l��.1,! a l ..QL2.r.QQ!'!,!;,!;.!.9_rl._ i n Q!.!..s.1r i 
... 1 , 

I P I , ( v é a s e  g r áfi c o s  1 y 2 )  M o r a l e s  e t  a l . ( 1 9 8 9 )  p r o p o n e n  

e l  s i g u i e n te m o d e l o : 

cr = 0 ' 0 1 9  , 

e n  d a n c e  . A l  t 

a r t. i f i c i a l e s  q u e  

( 6 . 1 )  

r e c o g e  u n  c o nj u n t o  d e  v a r i a b l e s  

c a p t a n  d e t e r m i n a d o s  e f e c t o s  d e  c a l e n d a r i o  

e i n t e r v e n c i o n e s  q u e  a F e c la n  a l  I P I . E s t a s  v a r i a b l e s  

a r t i f i c i a l e s  n o  a f e c t a n  p r á c t i c a m e n t e  a l a  t e n d e n c i a  d e  l a  

f u n c i ó n  d e  p r e d i c c i ó n  y p a r a  l o s  f i n e s  d e  e s  te a r t i c u l o  

p o d ernos i g no r a rl a s . 
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(, 1)  Crecimiento de un mes sobre el mismo mes del año anterior, en la serie original. El crecimiento se 
representa asignándolo, en cada caso, al momento central del periodo de tiempo delimitado por 
los dos meses correspondientes. 
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A p l ü a n d o  I d  
i n e r c i a  del I P I  y s u  

e n  l a  1 :i. n e a  g ru e s a , 

d i c i embre de 1 9 8 8 . 

fórmula ( 5 . 4 ) podemos c a l c u l a r  la 

v a r i a n z a . En  el g rá f i c o  3 s e  r e c og e , 

d i c ha i n e r c ia d e s d �, j u l i o  d e  1 9 8 7  a 

Del g ráf i c o  s e  d e d u c e  q u e  l a s  

e x p e c t a t i v a s  h a n  mo s t rando s i s t em á t i came n t e  u n a  l i g e ra 

r e c u p e r a c i ó n  a lo l a r g o  d e  1 9 8 8 . A s i ,  d e  u n a  e x p e c t a t i v a  

d e  c r e c im i e n t o  a m e d i o  p l a z o  d e l  2 ' 8% e n  e n ero d e  1 9 8 8  s e  

h a  p a s a d o  a u n  3 ' 1% e n  d i c i e mb r e  d e  d i c ho año . E l  a n á l i s i s  

d e  l a  i ne r c i a  d e l  I P I  d u r a n t e  1 9 8 8  h a  d a d o  s i empre u n  

m e n s a j e c laro , c o n s i s t e n te e n  q u e  e l  c r e c imie n to 

i nd u s t r i a l  n o  s e  e s taba d e b i l i t a n t o , s i no q u e  c i ertamente 

se  ma n t e n i a  e s table e i n c l u s o  mos traba una e v o l u c i ó n  al 

al z a .  E s ta c o n c l u s i ó n , que h a  s i d o  m u y  f i rme a l o  largo d e  

tod os l o s  m e s e s  d e  1 9 8 8 ,  

c re c i m i e n t o s  d e  u n  m e s  

c o n tr a s t a  

r e s p e c to 

2 )  , q u e  

c o n  e l  a n á l i s i s  d e  l o s  

m i s mo mes d e l  año 

med i d a  que han i d o  

b a s t a n t e  c o nf u s ió n ,  

e l  

a n te r i o r  ( v é a s e  g ráfi c o  a 

apare c i e n d o  h a n  c a u s ad o ,  e n  o c a s i on e s , 

e s p e c ia l me n t e  e n  e l  m e s  d e  o c tubre . 
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P a ra Id s e r' i e  t rimes \:r'al d e, g)n e r'o_.��fe c t i v Cl  __ e n  

L�"�!:!Q..�_9.B_...E!ÁJ?l i�"Cl ( E ) , c o n  la ,nu e s \:r"a 1 9 1 8  ( 1 ) a 1 9 8 8  (IV) 

s e  ha c o n s t ru i d o  el s ig u i e n t e  mod e l o  ( 1 ) : 

( 6 , 2 ) 

o' = O '  00"/ 3 ,  

d o n d e  A l E t v i e n e dado por : 

0 ' 0 3 S +0 ' 0 3 7 L +0 ' 0 2 S L2 
A l  Et =-0 ' O 1 4 S  D 80 l

t 
+ ------( 1 - 0";"(; 

� C
i"--------D8 2 I U  

t 
( 6 . 3 ) 

e n  d o n d e  IlF e s  u n a  v a r i a b l e a r t i F i c i al impu l s o c o n  el 

v a l o r  u ni d ad c o r' r e s po n d i e n t e  dI t rime s L r' e F y c e r'o e n  los 

d emá s ,  

E n  ( 6 , 2 ) tenemos Y' {; H: O g E:� u n d.  

i n te rve n c i ó n  d e \:e rllli n i s t i c a  s o br e e l  

A H t 
e f e c  U v o , c u y o  e f e c t o  

s o b r e  la f u n c i ó n  d e  predic ci ó n f u e  pas djero y no dfe c ta d ]  

p e r i od o  e n  e l  c u a l  v amos a c a l c u l a r  el c r e c i m i e n lo d e  s u  

t e n d e n c i a , Por e s o  e n  1 0 q u e  S i g U E' p t' o c e d e,mos como s j  e l  

mod elo no i n c lu y e s e  e l  compon e n t e  A l E ,  

Apl i c a n d o  l a s  f ó rmul a s  ( �i , 7 )  p a t-a  e ]  c a s o d e  

s e ri e s  trime s trale s , e s  d e c i r  c o n  s = 4 ,  podemo s  c a lcu l ar la 

i n e r c i a  d e l  efe c t :i v o  e n  manos d e l  p ú b l :i c o , D i c h a i ne rc i a 

s e  r e p re s e n ta ' t r i me s t r e  a trime s \: r e  d e s d e  1 9 8 6  (I )  a 1 9 8 8 

( I U )  e n  el g t-áf i c o 4 ,  ' E n  é l  d e sta c a  q u e  d u r a n h' 1 9 8 7  l a  

i n e r c i a  del e fe c t i v o  f u e  muy e s ta b l e  alred ed o r d e l  13% , 

p o r  e l  c o ntrario d 'J r' d n  L e  1 9 8 8  h a  

( 1 )  E s tamos a g rade ci d o s a R O S d  G6me z por' f d c i l i t.drnos e l  
mod e l o , 
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mos trado u n  c r e c im i e n t o  s o s te n i d o  h a s t a  s i  t u a r s e, 

l i g e rame nte por e n c ima d e l  1 4% .  

E l  e f e c t i v o  e n  manos d e l  p ú b l i c o ,  j u nto c o n  l o s  

d e p ó s i to s  a l a  v i s ta e n  e l  s i s te ma b a n c a r i o , fo rn� la 

defi n i c i ó n  más liquida d e l  d i n e ro en u na e c o nomi a ,  y se le 

d e nomina M I . Durante el periodo c o n s i d e r a d o  el e f e c t i v o  e n  

manos d e l  p ú bl i c o  ha s u p u e s t o  una p r o p o r c i ó n  relati v ame n t e  

d e l  3 3 - 3 5% ,  d e  M I . El g ráfi c o  4 c o n s tante , 

i l u s t r a  q u e  

alrededor 

las e x p e c t a t i v a s  

( i n e r c i a )  d e  e s te c ompo n e n te 

d e  c r e c i m i e n t o  a medio p l a z o  

más l i q u i d o  d e l  d i n e r o  h a n  

i d o  aume ntando e n  l o s  t r e s  a A o s  c o n s i d e rado s , d e  modo q u e  

al f i n alizar 1 9 8 8  t a l e s  e x p e c t a t i v a s  s o n  d e  c a s i  d o s  

p u n t o s  p o r c e n t u a l e s  p o r  e n c i ma d e  l a s  q u e  s e  t e n i a n  a 

comi e n z o s  . de  1 9 8 6 . E s ta p a r t e  l i q u i d a  d e l  d i nero ha 

regi s trado , por t a n t o , u n a  a c e l e r a c i ó n  e n  s u  e v o l u c i ó n  

d u ra n t e  l o s  úl timos t r e s  aAo s , e s p e c ialmente a lo l a r g o  de 

1 9 8 8 .  
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El g r' á f 'ü o  4 p o n e  tamb i é n  dc:� "'dril f j e s t o  l a  

F l e x i b i  l i d a d  d e  l o s  mod e l o s A R I�lA c omo e s q u e ma s  d e  

p re d i c c i ó n , E n e f e c t o , c omo h e mo s  v i s t o e n  s e c c i o n e s 

a n te r io r e s  l a  f u n c i ó n  d e  p r ed i c c i ón d e  l o s  mo d e l o s  A R IMA 
v i e n e  d orrd n a d a  b á s i c ame n t. e  por u n  p o l j  nomi o t.f.'lTIp O I" a J  c o n  

c o e fi c i e n t e s q u e  v a n c a m b i a n d o  e n  e l  ti e mpo , e n  e l  c a s o  
d e )  e f e c t. :l v o  ( p r o p i ame n t e  d i c h o e n  s u  t.r' a n s f o t" lna c :i 6 n  

l o g a r i tmi c a )  d i c ll O  po l ino mi o o s  u rl a  l i n c d  r e c t: a  y e l  

g rá f i c o  4 mu e s L ra c ómo l a  p e n d i e n t e  d e  d i c h a r e c l a  h a  i d o  

a u me n \: a n d o  d e  Fo rma s i g n i Fi c a t. i v a  e n  l o s  ú l t. i ,nos a ñ o s , 

E s ta a d a p t a c i ó n  t e n d e n c i a l  d e  l a  fu n c i ó n d e  p n, d i c c i ó n  d e  

l o s  mo d e l o s A R IMA a l o s  ú l t i m o s  c a m b i o s  q u e  e x p e r' i m e n La l a  

s e r i e , r e c o g e  u n a  c a r' a c t e r' i s t i c a  m u y  r e a l  d e l a s  s e r"i e s  

e c o nómi c a s  y d e  a h í. q u e  t a l ", s  mo d e l o s  s e  h a y a n  y' c v e l a d o 

c omo e s q u ema s m u y  ú U, ] e s  p a r a  l a  p y' e d i c c I ó n  e c o n ó mi c a , 
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