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RESUMEN

En este trabajo se expone que, baje condiciones
bastante generales, los modelos ARIMA contienen una
caracterizacidn adecuada de la senda de evolucidn a large
plazo de wuna wvariable econdmica. Se describen dichas
sendas para los tipos de modelos ARIMA m&s usuales en
Economia y se proponen estimadores para los pardametros que
las definen, asi como para sus varianzas. Finalmente 1los
procedimientos anteriores se aplican a distintas series de
la economia espafiola como: actividad industrial y efectivo
en manos del puablico. En tales aplicaciones se comentan
las conclusienes que 1los resultados obtenidos sugieren
sobre las variables analizadas.

Palabras clave: Prediccidén; ecuaciones en diferencias;
tendencia; estacionalidad; wvalores atipicos; estado de
crecimiento equilibrado.

Clasificacidén AMD: 62M20; 62M10.

This work shows how to decoinpose an univariate
ARIMA model as Lhe sum of the &trend, Uthe seasonal
component and the idrregular. The decomposition 1is inade
from the forecast function of Lhe ARIMA model and it
illustrates the structural features of these models and it
can be used as a diagnostic tool, specially, in economic
time series.

Key words: Forecasting; difference equations; trend;

seasonality; outliers; steady state.
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1. INTRODUCCION

El objetivo de este articulo es clarificar el
papel de los modelos ARIMA univariantes como ‘inslrumenlo
vdlido para realizar andlisis econdmico. Aunque el tipo de
andlisis que con ellos se puede realizar es muy liwitado,
~estos modelos ignoran las relaciones entre variables de
interés y otras wvariables, por 1lo qgue no es factible
realizar ejercicios de simulacidén, control, ni andlisis
estructural-, frecuentemente se olvida que si se pueden
utilizar para configurar de forma consistente la
naturaleca del largo plazo de una variable econdémica, asi
como la estructura temporal con que esa variable, tiende,
en cada momento, a una senda de crecimiento equilibrado.
En este articulo se propone un procedimiento de calculo
para obtener esta senda de evolucién a largo plazo y se
obtiene, por diferencia con la funcidén de prediccién, 1la
desviacidn temporal que seguirfa 1la wvariable hasta
alcanzar dicha senda si en el futuro no sufriese was
perturbaciones estocdsticas.

El articulo estd organizado de 1la siguiente
forma. €n la seccidén 2 se seflala la relacidén del Andlisis
de Series Tempot'ales con los modelos econométricos para
justificar, a partir de 1los resultados aparecidos en 1la
literatura, la validez de los modelos ARIMA para los fines
que se pretenden en el articulo. Esta seccidén acaba
exponiendo que la utilizacién que se realiza en secciones
posteriores de los modelos ARIMA parte de la
correspondiente funcidén de prediccidén. E1 estudio de dicha
funcidén y su descomposicidén en un componente permanente y
otro transitorio se realiza en la seccién 3. La secciébén 4
se dedica a discutir la interpretacidén econdmica de 1los

componentes de 1la funcién de predicciéon. En la b5 se



presenta el procedimiento de cdlculo de dichos
componentes. En la seccidén 6 se aplican las propuestas

anteriores a ciertas series de la economia espafiola.



2. MODELOS ARIMA Y ANALISIS ECONOMICO

Los modelos ARIMA con ANALISLS DE INTERUVENCION
constituyen wuna clase general para explicar series
econémicas en funcidén exclusivamente de su propio pasado,
asi pues, conviene saber cudl es su relacidén con un modelo
global que contemple la determinacidén multivariante de 1la
serie en cuestién junto con todas aquéllas con 1las que

eslté relacionada.

A nivel econométrico, el modelo global por
excelencia es el modelo econométrico estructural (SEM,
structural econometric model) desarrollado a principios de
los afios cincuenta en el seno de 1la Cowles Foundation
(véase Koopmans y Hood 1953). La relacién de los modelos
ARILMA wunivariantes con el modelo SEM fue inicialmente
tratada por Zellner y Palm (1974) y ha sido posteriorinente
desarrollada por Prothero y Wallis (1976), Wallis (1977),
Zellner (1979) vy Wallis (1980). E1 resultado que se
desprende de esos trabajos es que si las wvariables
exégenas del modelo wvienen determinadas por un modelo
ARIMA multivariante (1), cada wuna de 1las wvariables
endégenas del modelo SEM viene determinada individualmente
por un modelo ARIMA.

Este resultado es de gran relevancia prdéctica. En
efecto, dado «que al modelo ARIMA univariante de una serie
concreta se llega a partir del modelo global SEM, tenemos
que  @n la medida que @1 modelo StEM refleja 1las
caracteristicas del mundo real, el modelo ARIMA de wuna
serie individual debe incorporar también dichas

caracteristicas. En consecuencia, un modelo ARIMA no es

(1) Los modelos ARIMA multivariantes (véase Tiao y Box
1981) son una generalizacidn de los modelos
multivariantes utilizados por Quenouille (1957).



una caja negra, de mayor o menor utilidad en Jla
prediccidn, sino que es un modelo operativo para describir
a nivel wunivariante el comportamiento y caracteristicas
fundamentales de un fendémeno econdmico. Por tanto, un
modelo ARIMA es una herramienta Gtil para hacer andlisis
econdémico, pues, si el modelo es correcto, sus resultados
no pueden estar en contradiccidén con los que se derivan
del modelo SEM.

El tipo de andalisis econdmico que se puede
realizar con un modelo ARIMA se puede resumir comwo sigue.
£l modelo ARIMA contiene una descripcidén adecuada del
comportatniento a largo plazo del fendmeno en cuestidén vy, a
su vez, incorpora la estructura temporal con la que dicho
fenémeno tiende a volver en cada momento a su sendero de
crecimiento equilibrado ("steady state"), que, en general,
es estocdstico en el sentido de que viene determinado por

las condiciones iniciales del sistema.

A nivel univariante, el interés de disponer de un
instrumento para interpretar y caracterizar la variable en
cuestion ha sido durante wmucho tiempo ambiguo, o]
inexistente, debido fundamentalmente a que tanto 1los
procedimientos de prediccidén basados en el alisado de
series, como los de descomposicidn en tendencia,
componentes cfclicos y elemento residual, no se basaban en
una teoria univariante de aceptacidén general ni estaban
vinculados de forma directa con el modelo SEM, que es el
esquema reconocido en la profesidén como valido para
representar el univeirrso econdmico. Sin embargo, los
modelos ARIMA 1incorporan una teoria univariante bastante
general y se derivan de los modelos SEM, por lo que hemos
concluido que sirven para caracterizar una serie. Asi
pues, procede plantearse cémo realizar dicha

caracterizacidn.



El concepto tedérico de senda de crecimiento
equilibrado de wuina variable econdmica es algo que ni se
observa, ni se¢ alcanza nunca, sino que es simplemente un
estado al que se tiende, y que, ademds, puede cambiar en
el tiempo en funcién de las condiciones idniciales. E1
estado de crecimiento equilibrado se lograria si a partir
de un determinado momento T la variahle no sufriera en el
futuro mds perturbaciones estocdsticas. Eslto nos apunta
que tal estado lo debemos estudiar a partir de la funcidn
de prediccién del modelo ARIMA, que es el instrumento que
nos describe la evolucidén futura que seguiria la serie si
en lo sucesivo no sufriese ninguna perturbacidén aleatoria.
Al estudio de Ta funcidén de prediccidn se dedica 1la

seccidén siquiente.
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3. MODELOS ESTACIONALES, SU FUNCION DE PREDICCION Y SUS
COMPONENTES

3.1. Modelos estacicnales y su funcidén de prediccidn

Segin el Lteorema de Wold todo proceso estocastico
Jineal y estacionario sin componentes deterministas puede

representarse por:

X, = W(L) a

L (3.1)

t
donde W(L)m1+W1L+W7L? + ... es un polinomio convergente

infinito en el operador de retardo L, 'y a, viene
generada por un proceso estocdstico ruido blanco.
Aproximando este polinonio mediante el cociente doe dos

polinomios de orden Finito resulta la representacién ARMA.

i (3.2)

O(L) Xt = O(L) a
donde W(L)n[O(L)]“IO(L), y el operador ®(L) tiene todas las
rafices fuera del circulo unidad para que el procezo sea
estacionario. La formulacién anterior so¢ extiende para
procesos no estacionarios, (Box y Jenkins, 1970)
permitiendo que una o wds raices del operador ©(L) se
encuentren @n el circulo unidad. Para procesos
estacionales de periodo s, el wmodelo (3.2) se¢ simplifica
realizando una faclorizacién de 1los polinomios en 1los
operadores L y LS. Estas dos modificaciones se apoyan en
las propiedades de Faclorizacidon de operadores polindmicos
que, como veremos, son c¢ruciales para determinar la

estructura del modelo.

En general, un modelo ARIMA estacional
multiplicativo se representa por:

d,D A

o ; -y
O (L)@, (L7) (A ﬂsyt_u)ueq(m)eg\t )a, (3.3)



donder O:=:1-L  es el operador de diferencia regular,
Aszles es el operador de diferencia estacional, d
es el numero de diferencias regulares, D el nlmero de
diferenciales estacionales, AN es el pardmetro de 1la
transformacién Box-Cox, g4 es la media de 1la serie
estacionaria, ®p(L) y Oq(L) son operadores finitos

estables (con raices fuera del circulo wunidad) en el

operador de retardo L y @P(LS),OQ(LS) son los
operadores estables estacionales sobre LS. Supondremos
que D es uno y llamarecmos xt a la serie transformada
yt (normalmente A tomara los valores uno, que
indica no transforinacion, ¢] cero que supone la
transformacién logaritmica. Llamando:

; Ly = o (g, (L% a% rep+d+s (1+P)

e Sy Py g o =Paikd
§y . o
Gm*(L) = Gq(L)GQ(L A M= +sQ

p s *
C = ¢p(L) @P(L Y o= O (L) u

v Xt {2) a la prediccién de Xiy,q desde el origen

t, tenemos que Lal prediccidn viene dada por:

+ C , (3.4)

donde las predicciones Xt(Qmi) coinciden con los
valores observados cuando el horizonte es negativo vy las
perturbaciones A g ; son cero si  R>j y coinciden

con los valores estimados €1 j>R.



- 12 —

Para f>m la parte MA del modelo no tendra
efecto en 1la prediccidén, vya que todas las innovaciones
a9 A1 e em seran desconocidas en 4
v, por lo tanto, se sustituirdn por su esperanza
matemdtica que es cero. En consecuencia, para un horizonte
temporal relativamente lejano se obtiene la 1lamada

ecuacidén de prediccidén final en la que:

-~ Lo -~

= * ’ 5 I,
X (R) = 0% xt(2_1)+"'+¢r xt(ﬂur)+c . (3.5%)
La solucién de esta ecuacidén en diferencias-
proporciona la estructura de 1la ecuacidén de prediccién.
Para obtener su soluc¢idén wvamos a utilizar el teorema

siguiente, cuya demostracidén puede verse en Pefia (1989).

Teorema
Sea la ecuacidén en diferencias homogéneas
ACL) Xt = 0, (3.6)
donde A(L) = 1 + alL +...+ akLk es un polinomio

finito en el operador de retardo que puede factorizarse

como:
ACL) = P(L) Q(L) , (3.7)
donde 1los polinomios P(L) y Q(L) son primos (no tienen

raices en cemin). Entonces, la solucidén general de 1la

ecuacidén puede siempre escribirse como:

Ly = P, + 49, , (3.8)

donde 1las secuencias Py ¥ 9, son las soluciones de
cada polinomio primo, es decir:

P(L) Py = Q(L) q, = o, (3.9)
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Para aplicar este teorema, observemos que la ecuacidén de

prediccidén final puede escribirse, para 2>m:

3 ~
0 (L) (ndas X (2) - 1) =0, (3.10)

donde el operador L actia ahora sobre el indice 2 y t,

origen de la prediccidn, es fijo.

El operador estable O*(L) tiene todas las
raices fuera del circulo wunidad, el operador (1~—L)d
tiene una raiz unitaria repetida d veces, mientras que el

operador (lmLS) puede escribirse:

(1-L%) = (1-L) s(L) (3.11)
donde:

S(L) = (1 +# L ...+ L77).

Este operador tiene s-1 raices, todas ellas en el circulo
unidad. Si s es par, estas s-1 raices incluyen L=-1 vy
otras s-2 raices complejas conjugadas con médulo unitario
y distribuidas simétricamente en el <c¢irculo unidad. En
consecuencia, los operadores estacionarios ©O*(L) y no
estacionarios AdAS no tienen ninguna raiz en comdn
y la ecuacidn de predicciodn final puede siempre

descomponerse en dos componentes:

Xt(i) = Pt(ﬂ) * tt ) .,
donde:

(1) Pt(Q) es el componente permanente de 1la prediccidn
a 1largo plazo, que viene determinado uUnicamente por 1la

parte no estacionaria del modelo vy es la solucidn de:

d

A ﬂs Pt () = u . (3.12)
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(2) tt(ﬂ) es el componente transitorie, que viene
determjhado por el operador autoregresivo estacionario.
Este componente define como tiende a producirse la
aproximacién hacia el componente permanente. E1 componente

transitorio se define mediante la ecuaciédn:
s *
O(L) B(LT) £, (8) = 6 (L)t (R) =0 . (3.13)
A continuacién esltudiamos la forma de estos
componentes en funcidn del modelo ARIMA y en la seccidén 5

analizamos cémo calcularlos.

3.2. El componente transitorio

El componente transitorio de 1la ecuacién de

prediccidén final es la solucidn de:
O* (L) tt(Q) = 0 (3.14)

La solucidn genera]l de esta ecuacidn en
diferencias homogéneas, suponiendo que las n:=p+P.s raices
del polinomio @®*(lL) son distintas, es (véase Pefa, 1987,
padg. 581-582):

1)
3

L

6 (t) L
tt(i>“b1 G, +...+ brl Gn i (3.1%)

. -1 . . . .
donde G ,,Gr son las raices del polinomio autorregresi
b

-1
()

la prediccién. Como, por hipdtesis, el operador AR es

vo y b son coeficientes que dependen del origen de
estacionario, sus raices estaran fuera del circulo unidad
o, lo que es equivalente, 1los términos Gj son todos en

médulo menores que la unidad. En consecuencia:

2

; 3 (x) — ~ .
Tim tt(R) = L bj Tim Gj = 0 (3.16)

Q->0 Q->m
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v el componente transitorio serda cero a largo plazo. [ste
mismo razonamiento es v&lido cuando existen h raices
idénticas, va que entonces el término asociado a esas h
ratces iguales, Gh’ sera:

R E) i CR) o 1lE)gh=15.8

[b] +b2 2 4...4 bh 2 ]Gh y

que tenderd de nuevo a cero cuando 2->m si IGhI<1.

£n consecuencia, ol component.e Lransitorio
especifica coémo se produce lJa transiciéon hacia el
componente permanenlte vy desaparece para horizontes de

prediccidén altos.

3.3. E1 componente permanente

Utilizando la factorizacidn (3.11), el componente
permanente de la ecuacidén de prediccién a largo plazo
puede escribirse (3.12) como:

a9*1 g0y PL(R) = 1 (3.17)

Segdn el teorema de la seccidén anterior la solucidn de

esta ecuacidvn puede a su vez descomponerse en dos términos
d+1

asociados a los polinomios primos N v S(L), al
primero lo denominamos compenente de tendencia, Tt' v
serda la solucidn de:
d+1
" T (&) = ¢ (3.18)

donde c¢=u/s;, y al segundo, 1o 1lamaremos componente

estacional, Et' v es la solucidn de:

SCL) Et(Q) = 0 (3.19)
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s dnmediato comprobar que estos componentes
satisfacen la ecuacudn (3.17). En la seccidn sigquiente se

analizan sus propiedades.

3.4. E1 componente de tendencia

£l componente de tendencia del modelo es Jla
solucidén de (3.18) que puede escribirse:

Tt(R);cét)+c§t)Q+...+cét)ﬂd+c*id+l , (3.20)

donde c¢*=u/{s(d+1)!'}. 1La solucidn (3.20) es un polinomio
de grado d+1 con coeficierntes que van wvariando con el
origen de 1la prediccidn, a excepcidn del udaltimo gqgue es
constante e igual a ¢*, Para obtener (3.20) se ha supuesto
que D=1 en (3.3). 51 D=0 la ecuacidén (3.18) Liene grado d
vy la solucidn es:

T2 = c$Pe e$® u s 77 0

La tendencia, por tanto, de un modelo ARIMA es siempre
polindémica: si no hay diferencias estacionales y p=0, el
grado del polinomio es d-1, mientras que en este mismo
caso si w40 el grado es d. Cuando existe una
diferencia estacional el polinomio tendencial es de grado
d, si u=0, y d+1 si p4O.

3.5. E1 cbmponente estacional

£l componente estacional del modelo es la
solucidén de (3.19), que es cualquier funcidén de periodo s
con valores que sumen cero cada s retardos. En efecto,
seglin (3.19).

2
(el 41570y £ ()= 2 F (i) =0
J=R-s41
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y Ilamando h=2-s

h+s

I B (§) =0, (3.21)
j=h+1

es decir, la suma de s valores consecutivos cualesquiera
debe ser cero. En efecto, de (3.21):

hys-1
E, (h+s) = - X E, (3)
¢ j=h+1 ©
y, por otra parte, particularizando (3.21) para el limite
inferior j=h y separando el primer térmnino:

hes-1

£, (h) = - Z E. ()
k jehel b

que demuestra que la funcidn es periddica de periede s.
l.lamaremos

L ) B
Sg = E‘_t(.Q.)-, R=1,...8 ,

a los s coeficientes que satisfacen la ecuacidn (3.21),
gque son los coeficientes estacionales de la funcidn de

prediccién, v que cumplen la restriccidn

£1 superindice t en los coeficientes estacionales
indica que dichos coeficientes varian con el origen de 1la
prediccidn y se actualizan cuando recibimos nuevos datos.
Los coeficientes estacionales se determinardan a partir de
las condiciones iniciales, c¢omo wveremos en Tla seccidn

cinco.
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3.6. La Ecuacidén de Prediccidén a largo plazo

Como hemos wvisto, a largo plazo el componente

transitorio de Ja ecuacidon de prediccidén final se
cero y Unicamente gqueda el componente permanente,
decir, para k muy grande

Xt () = Tt () + Et ) .,

donde Tt(R) es una tendencia polindwica vy Et(Q)

el componente estacional que se repite cada s periodos.

hace

¢S

es



4. INTERPRETACION ECONOMICA DI LOS COMPONENTES DE LA
FUNCION DE PREDICCION UNIVARIANIE '

En esta seccidn pretendemos analizar qué tipo de
informacién proporciona la funcién de prediccién de 1la
seccidén anterior correspondiente a una variable econdémica.
Empecemos senalando «ue la predicciédn se puede interpiretar
como el wvalor que tomara la variable en el futuro si el
sistema no sufre ningdn tipo de perturbaciones con
posterioridad a t. Asi, al calcular predicciones lo Unico
que hacemos es sustituir en el modelo que define los
valores (futuros) de la wvariable, las perturbaciones
futuras desconocidas por su wmedia cero. Con ello la
prediccidén es el valor futuro que tendria la variable X si
no ocurriese ningdn tipo de innovacién a partir del

momento en que realizamos la prediccidn.

En consecuencia, las predicciones descritas en la
seccidn anterior para distintos valores de 2 no son mas
que las expectativas que se tienen en el momento t sobre
Jos valores de la variable en t+1, t+2,...,. Nbtese que se
trata de unas expectativas que no son eficientes, pues no
se construyen teniendo en cuenta toda la dinformacidn
existente en el mundo, sino gue son unas expectativas que
llamaremos univariantes, pues se construyen utilizando
exclusivamente la informacién sobre el fendmeno en

cuestiodn.

La funcidén de prediccidén se puede dnterpretar
como la funcidén generadora de expectativas, vy esa Funcién,
y mas concretamente sus parametros, son los que determinan
el cardcler del mecanismo de generacién de expectativas de

una variable.
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Bajo el supuesto de que los pardametros del modelo

ARLMA son conocidos, el valor Xt+Q se puede

descomponer de la sigquiente forma:

X = X + e (4.1)

t+2 t+2 t+2

donde por e denotamos el error de prediccidén que

t+8

cometemos en t al predecinr xt+2’ y que se puede

demostrar que es igual a

W

LT e T s AL P LT L WL

(4.2)
Obsérvese que con la descomposicibén anterior

estanmos dividiendo el valor observado Xt+£ en dos

partes, que son independientes entre si:

expectativa que sobre tenemos

Xt+R: xt+Q
en el wmomento L, o equivalentemente, valor que

tomaria suponiendo que entre t+l vy t+Q

X
t+8 _
el sistema no sufriese ningdn tipo de innovacidn

(perturbacién).

- et+2: efecto de las sorpresas ocurridas entre

t+1 v t+2, que se obtiene como una suma
ponderada de las correspondientes innovaciones.

Siguiendo el argumento anterior tenemos que si
dejamos que 2 tienda a infinito, la f(funcidn de
prediccién indica el wvalor al que tiende la variable a
largo plazo, si en lo sucesivo las innovaciones o
perturbaciones estocédsticas que afectan al sistema fuesen
cero. Por tanto, dando a 2 wvalores grandes y cada vez
mayores la -funcién de prediccidn nos describe la senda de
equilibrio a 1largo plazo de la wvariable econémica en
cuestidén. Asi, si el limite de la funcién de prediccidén es
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una constante, concluiremos que la variable tiende a un
equilibrio estable; por el contrario, si dicha funcidn no
tiene 1imite diremos que la wvariable tiende a una

situacidén de creciwmiento equilibrado ("steady state").

En conclusién, tenemos que la importancia
econdimica de la funcién de prediccién obedece a dos causas
fundamentales: por un lado, nos permite cuantificar 1las
expectativas a distinltos plazos sobre wun determinado
fenémeno; por otlro,- nos describe la senda de equilibrio a
largo plazo hacia la que se mueve dicho fendmeno que,
ignorando el componente estacional, wviene dada por la

tendencia de la funcidén de prediccién.

Para llenar de contenido econbémico la estructura
de dicha tendencia referida a wuna variable econdwica,

definamos el concepto de variables integradas que vamos a

utilizar a continuacién (1). Diremos que una wvariable
generada por un modelo ARIMA es integrada de¢ orden (h, 1)
si necesita ser diferenciada h veces, incluidas tanko 1las
diferenciaciones regulares como 1las estacionales, para
convertirse en estacionaria y la transformacion
estacionaria tiene una esperanza matematica distinta de
cero. Si en @l caso anlterior la esperanza matemdtica es
cero diremos que la variable es integrada de orden (h, 0).
En general el orden de integracién lo representamos por
(h, m), donde m toma el valor cero o uno segun sea nula o
no la esperanza matematica de la transformacién
estacionaria de 1la wvariable. Por 1lo visto en la seccidn

anlerior, Lenemos que el orden de 1integracién describe

(1) E1 concepto de variables integradas fue introducido
por Box y Jenkins (1970) y desarrollado posteriormente
por Engle vy Granger (1987); en Escribano (1986) vy
(1987) se aborda la generalizacién de dicho concepto a
partir de 1la definicion de procesos con tendencia en
el enésiimo momento.
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plenamente la estructura polinomial de la tendencia de la
funcidén de prediccidn, Ggue serd de orden max (0, hsm-1).
La tendencia es puramente estocdstica, en el sentido de
que Lkodos sus coeficienltes vienen determinados por las
condiciones iniciales del sistema, si m es cero, y es

Fundamentalmente determinista, si m es distinto de cero.

Esta definicidon de idintegracion sigue el esquemna
de andlisis de Box y Jenkins (1970), pero explicitando la
presencia o no de constante en Ja serie estacionaria
debido a 1la 1importancia, que como veremos, tiene ese

parémetro.

Si h+m suman cero o uno la variable tiende a un
equilibrio estable, cuyo valor serd puramente determinista
si h es cero, o vendrd determinado por 1las condiciones

iniciales, si h es uno.

Si h+m suman wmads de uno, la variable no btiende a
un valor eskable, sino que evoluciona de acuerdo con un
esquema polinomial que 1le proporciona un crecimiento
equilibrado ("steady state"). De dicho esquema polinomial
lo mds importante a largo plazo es el coeficiente
correspondiente a la mayor polencia, pues Frenlte a 61
todas las demds potencias tienen una contribucidn
despreciable. Ahora bien, ese coeficiente sera
determinista si m es uno, en cuyo caso Jlo serd también la
senda de largo plazo: el faclor que mds contribuye a dicha
senda no se altera por cambios en Jas condiciones del
sistema. Por el contrario, $s1 m e@s cero Lodos los
parédmetros de 1la tendencia de 1la funcidén de prediccidn
dependen de las condiciones iniciales del sistema. En
tales casos la ley de largo plazo viene determinada por un
polinomio temporal de orden (h-1), pero los pardmetros de
dicho polinomio cambian a medida que llegan al sistema

nuevas perturbaciones.



Para completar la descripcidén del largo plazo de
una variable econdmica tenemos que precisar la maygnitud de
la incertiduinbre que tenemos sobre él. Dicha incertidumbre

viene expresada por el Ltérmino en (4.1) cuando

(€]

t+Q
2 tiende a infinito. Si el proceso os estacionario h=0,
el polinomio V() que entra en la definicién (4.2) de

e oS convergente vy la wvarianza de cuando

t+2 Cee
2 tiende a infinilto es finita. Esle resultado es cierto
adn teniendo en cuenta la dincertidumbre asociada a la
estimacidén de los parametros (véase Box y Jenkins (1970),
apéndice A7.3). En tal caso decimos que la incertidumbre
respeclto el futuro, no importa lo lejano que esté, estd
acotada. i h no es cero, WY(R2) no converge vy 1la
varianza de et+Q tiende a infinilo con 2, con lo que
decimos que la idncertidumbre respecto el futuro no esté
acotada. Conviene sefalar que el que los modelos ARIMA
generen, para el Caso de series no estacionarias,
predicciones respeclto al futuro cuya incertidumbre no estd
acotada a medida que aumenta el horizonte de prediccidn
(), no es un 1inconvenieinte de dichos modelos, pues 1la
naturalera de la incertidumbre respecto el futuro no es
una caracteristica que nos indica si el modelo es bueno o
malo, sino un aspecto que define el mundo real que

intentamos modelizar.

En Economia, la hipdtesis de que la incertidumbre
respecto el futuro no estd acotada parece aceptable.
Obsérvese que en un modelo SEM en donde las wvariables
exdgenas vengan generadas por modelos ARIMA no
estacionarios, también generan predicciones a largo plazo
sobre las variables enddgenas con incertidumbre no
acotada. La diferencia con las predicciones ARIMA puede
darse simplemente en que la incertidumbre puede tender a

infinito con mayor retraso y lentitud.



Las caracteristicas de 1la senda de 1largo plazo
que se derivan de los modelos ARIMA con valores para h y m

mas habituales se recogen en el cuadro 1.

Un modelo ARIMA con (h+m).=2 4implica que a largo
plazo, el nivel de 1la variable correspondiente tiende a
infinito. Tal caracteristica puede considerarse comno
inaceptable en Economia, pero obsérvese que basta
sustituir una de 1las raices unitarias positivas incluidas
en las diferenciaciones, por (0'99)_‘1 para que la ley de
largo plazo se torne de equilibrio estable. Ahora bien, .la
forma en que se alcanza dicho equilibrio estable depende
del componente transitorio de la funcidn de prediccion,
tt(Q), definido en (3.14). Como dicho componenle
téndré en esle caso un término bft) (0'99)2, no
se anulard a medio plazo y tal faceta, en la prdactica, no
se podrd distinguir de la mencionada inicialmente en que
(hem) era igual a dos. De hecho el largo plazo en Economia
no se puede estimar, pues no es posible discriminarr, con
los tamaios de muestra dispénibles, entre una estructura
fija y otra muy 1lentamente evolutiva. Por ello, cuando
decimos que una wvariable econdmica sigue una senda de
crecimiento lineal, queremos decir simplemente que a medio

plazo tiende a seguir tal comportamiento.

Para puntualizar 1o expuesto en este punto
establezcamos ciertas +implicaciones que se derivan de 1los
resultados. recogidos en el cuadro 1. Para elle, comparemnos
en primer lugar: a) el caso &n que Axt @s un proceso
estacionario con media cero, con b) el caso en que Xf es

estacionario con media @ distinta de cero.

En ambos supuestos la prediccidén a largo plazo es
una constante. Ahora bien, si la modelizacidén correcta es

la del <caso a), esa constante 1o es referida a un
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Cuadro 1
Caracteristicas de la senda de largo plazo que se deriva del
modelo ARIMA correspondiente a una variable econdmica
hsm, naturaleza de la Influencia de las condiciones Incertidumbre respecto el largo plazo
senda de largo plazo (h, m) iniciales en la senda de
(a) (b) largo plazo Sobre el nivel Sobre la tasa de
crecimiento (¢}
0, VALOR NULO A LARGS (0,0) ninguna finito nula (el crecimien
PLAZO to es cero)
1 EQUILIBRO ESTABLE  (0,1) ninguna finita nula (el crecimiep
to es cero)
(1,0) determinan el valor de infinita (crece nula (el crecimien
equilibrio Iinealmente con) to es cero)
2 CRECIMIENTO LINEAL (1,1) determinan 1a ordenada en el infinita (crece finita
origen de la recta, pero no linealmente con)
influyen en su pendiente
(2,0) determinan los dos parametros infinita (crece infinita (crece 1i
que definan la recta cuadraticamente nealmente con)

con)

(2) h es el nimero total de diferenciaciones que requiere la variable para convertirse en
estacionaria.

(b) m=0 implica que la esperanza matematica de la serie estacionaria es nula.
m=1 implica que dicha esperanza matemitica no es nula.

{c) Se supone que el modelo ha sido construido sobre la transformacién logaritmica de los datos.
En caso que el modelo se haya formulado sobre la serie original, esta columna se referiria a
incrementos de dicha serie.
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deterriminado conjunto de condiciones dniciales: si con la
informacién disponible en t esa constanle estd evaluada en
bét), cuando se estd en t+1 y en consecuencia, el
conjunto de condiciones dniciales se ha modificado con la
incorporacidén de X tendremos que el nuevo equilibrio

t+1°
b(t+1), bét+1)

a largo plazo serd y, &¢n general,

serd distinta de bét).

Por el contrario, en el supuesto de que Xt sea
un proceso estacionario con wmedia yw, el equilibrio a
largo plaro serd@ siempre idigual a u, con independencia de
las condiciones iniciales en gue se encuentre ol [a2ndneno

bajo estudio.

Comparemos ahora dos casos en los que la funcidon
de prediccién a largyo plazo es una recta. Comenzando con
el que dmplica (h=2, w=0) tenemos que i definimos

wtxaxt, W no es mds que la velocidad de 1la serie

t
Xt' Ahora bien, es dnmediato que la transformacidn
estacionaria es Azxtzﬁwt, 4] lo que 6s lo mismo,
wb tiene, de acuerdo con el ejemplo precedente, un

equilibrio a Jargo plazo caracterizado por una constante

que se modifica con las condiciones iniciales.

Estamos diciendo entonces que a largo plazo X

t
presenta un crecimiento constante ("situacidn de
crecimiento equilibrado®), aunque el valor de esa

constante cambia con el origen de la prediccién, al
incorporar nueva informacién sobre factores que afectan a
X.

Una situacidén similar se presenta cuando en (h=2,
m=0) wuna diferenciacidén es de tipo estacional. En tal
caso, salvo por el carédcter estacional de la ordenada en
el origen, se reproducen fielmente los iresultados
anteriores sobre la senda de equilibrio a largo plazo.



Tomemos ahora el caso en que (h=1, m=1) y, por
tanto, Axi sigue un proceso estacionario de media wu.
Tal vy coﬁo comentainos anteriormente, en este caso Jla
pendiente de la recta de prediccidén a largo plazo siempice
toma el mismo valor: eso significa que cualesquiera que
sean los factores qgue afecten al Fendmeno que estudiamos
su tasa de crecimiento de equilibrio a largoe plazo se

mantiene inalterada.

Podemos extraer de esto una impartante

conclusién: la inclusién de constantes en el modelo ARIMA -

supone fuertes restricciones sobre la caracterizacidn del

largo plazo de una variable econdmica.

Habiendo wvisto que los pardametros de la funcidn
de prediccidédn de un modelo ARIMA, vy en concreto la
pendiente de la tendencia del componente permanente,
cambian en el tbtiempo, ¢s importante analizar cbémo los

podemos calcular. A ello se dedica la seccidn siguiente.



5. LA DETERMINACION DE 1OS COMPONENTES DE LA FUNCION DE

5.1. Planteamiento general
l.os resultados de las secciones anteriores

indican «que la ecuacidén de prediccidén final de un modelo
ARIMA estacional puede escribirse:
A d B o s : n
X, (2) = £ V) x5 0 8tz

Q
b, G. (5.1)
j ,::O J ]"].:1 hﬂ, Q ‘i:N_l 1 4

donde suponeinos para simplificar que p=0 'y D=l vy
shQ @s uno cuando la esktacidén del afio a la dque
corresponde t+2 coincide con la estacidén h vy cero en los
demds casos. l.a ecuacidén (5.1) tiene d pardametros c.,
s-1 parametros estacionales (ya que un coeficienle puede
expresarse como la suma de¢ los demds con signo cambiado) vy
n coeficientes bj. fntonces n=:p+P.s y la ecuacidn es
valida para R>q+§Q. Sin  embargo, como se requieren
d+s~-1+p+sP valores iniciales para determinarla, a partir
de 2>q+sQ--d-s+1-p-sP las predicciones vya estaran
relacionadas entre $1i seqdn el esquema (5.1). l.os
coeficientes de esta ecuacidn pueden obtenerse por dos
procedimientos distintos: el primero es generar tantas
predicciones como pardmetros vy resolver el sistema de
ecuaciornes resultante. Por tanto, necesitamos generar un
nimero de predicciones dgqual a R=d+s--14n. Llamando Xt+R
al vector de predicciones y O al vector de parametros,
podeinos escribir a partir de cierto instante 2:

= 11 I ¢y |
Xt(ﬂ) 1 1 @0 1 l (t

| i .
’ 1 0 ... B By su. G 1] B
1 2 2 |o 1 .
Ry
d
(t)
S
(t)
d

s 1
(t)
b 1

1

S

— e e e e e — —

|
|
|1 o
|
|
|

<)

R R

= 0

G p(t)
n

eI



(t)

y el coeficiente Ss serda igual a

s--1
-y (B
=1 3
Escribiendo:
X t+R © Mo

donde M eas la matriz de daloes que contiene los
coeficientes conocidos gque multiplican al wvector de

pardametros O resulta:

~

8 = M1 Xiyr . (5.2)

e

que permite obtener todos los pardmetros de la ecuacidn de

prediccidn final.

El segundo procedimiento es obtener primero un
valor r 1o suficientemente grande para que el componente
transitorio se anule para k>r. Este valor depende de las
raices del polinomio autorregresivo y se determina de

r
manera que iGllmO, donde G, es la Gi con mayor wvalor

1
absoluto. Una forma simple de comprobar que el componente
transitorio es practicamente nulo para K>j.s, consisle en

tomar las diferencias:
Xt((]+1).s+k) - Xt(l5+k) s

que estardn libres del efecto estacional, vy observar si
tal diferencia se wmantiene prdacticamenkte constante para
valores positivos de K. En tal caso diremos que a partir
de un horizonte de prediccidn j.s el componente

transitorio es prdacticamente nulo. Por ejemplo esto
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implica que con datos mensuales las diferencias entre 1la
prediccién de un mes especifico sobre la prediccién del
mismo mes del afio anterior sean constantes a partir de
cierlo ano. Tomando entonces la expresion de las
predicciones generales eliminando de ella el componente
transitorio, podemos plantear un sistema de ecuaciones
para determinar los coeficientes de la ecuacidn de
Lendencia y 1los coefic¢ientes estacionales, que son en
general Jlos de idnterés. Vamos a ver algunos casos

particulares.

5.2. £1 modelo de las lineas aéreas

Un wmodelo ARIMA estacional wmuy wutilizado para
representar la evolucidn de series econdmicas mensuales es

el 1lamado modelo de las lineas aéireas:

12
ML, X, = (1-8,1)(1-0,,L %)a

12 "t (B3

t

Segin lo estudiado anteriormente, la ecuacidén de pirediccidn
de este modelo para k>0 puede escribirse:

4 CE) (1) (t)
Xt(k)abo + b1 k+Sk

Y contiene 13 pardmetros. (Recuérdese que Xsét)=0).
Igualando 1las predicciones para k=1, 2,..., 13 obtenidas
con el wmodelo (5.3) con la forma estructural precedente,
tendremos :

" (t)

X, (1) 1 1 1 0...0 N
(t)

. by

s{® |
X, (12)| 112 0 0 ... 1

% (t)

| X a3 | 113 1 0.of | s




sistema de 13 ecuaciones y 14 idncognitas gque con la
restriccidn zs@t)zo permite obtener los parémetros
b(t), bgt) y los coeficientes estacionales previstos
Sgt). Restando la primera ecuacidén de la altima vy
dividiendo por 12, se obtiene directamente:

b(t) Xt(13)—--xt (l)m

= 12 5.4

Sumando las 12 primeras ecuaciones se anulan los

coeficientes estacionales y se obtiene:

. 12
v - ___!'_..._ - (t) (t) ]:.+__11.2..
Rg =Tz 3 Bt = by Taby 2 )
que resulta en
NI L1302
bo = Xt - 5 b1 ; (5.5)

fFinalmente los coeficientes estacionales se obtienen de:

t = ) N ~“(t). )
s} o BB - BE e BEH (5.6)

Obsérvese que si el modelo ARIMA se¢ especifica
sopre la transformacidn logaritmica de X, entonces 1los
coeficientes bit) pueden interpretarse como ‘tasas de
crecimientoe v los coeficientes S. miden la

estacionalidad en tanto por uno sobre el nivel de la serie.

5.3. Modelos generales con una diferencia de cada tipo

Cualquier modelo ARMA que tenga cono operadores

no estacionarios Aﬂs Y w==0, tiene un componente
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permanente de la funcidén de prediccidn que es la suma de
una tendencia lineal vy un componente estacional estable.
Para determinar los parametros b, que miden la tendencia
lineal y 1los coeficientes estacionales S., wutilizaremos
que, tomando k=si+j suficientemente grande de manera que
los términos estacionarios sean despreciables, e tdgualando

las predicciones al componente permanente:

a ) Xt(k+s+l)mxt(k+1) (5.7)
1 - s
7 s " s + 1
bo i xt s bl ( k + _______2..._....._....4,..._.) ( S, 8 )
N o o r e 2 s,
og D Xy (kt3) - b-b, (k+3) (5.9)
N

ecuaciones andlegas a Jlas (5.4), (5.6), donde ahera X es

la media de las s observaciones en el intervalo (k+1, k+s).



6. APLICACION DEL CALCULO DE LA TENDENCIA DE LA FUNCION
DE PREDICCION UNIVARIANIE AL ANALISIS DE SERIES DE LA
ECONOMIA ESPANOLA

En esta seccidén se estima, para una cierta
secuencia de meses, las tasas de crecimiento de la
tendencia de la funcidén de prediccién de las siguientes
series de la economfa espanola: 1indice de produccidn
industrial vy efectivo en manos del pUblico. La utilizacidn
de la mencionada tasa en un andlisis relativamente
completo de la situacidén coyuntural de un fendémeno
econémico se propone y describe en Espasa (1990).
Siguiendo la terminologia utilizada en el trabajo

mencionado, denominaremos inercia a la tasa de crecimiento

de la tendencia de la funcidén de prediccién de un medelo

ARIMA univariante, que vendrd dada por el pardmetro bl’
definido en (5.7), cuando- el modelo se especifica sobre la

transformacién logaritmica de la variable.

IPI, (véase graficos 1 y 2) Morales et al. (1989) proponen

el siguiente modelo:

. 12
pr o ] e I
AﬁlzlnIPIt_AAIZAIt+(1 0'743L)(1-0'788L )at (6.1)
g = 0'019 ,
en donce AT recoge un conjunto de variables

L
artificiales que captan determinados efectos de calendario

e idntervenciones que afectan al IPI. Estas wvariables
artificiales no afectan prdécticamente a la tendencia de la
funcidén de prediccidén y para los fines de este articulo

podemos ignorarlas,



180

17¢

160

70

-2

—34 —
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{-1) Crecimiento de un mes sobre el mismo mes del afio anterior, en la serie original. El crecimiento se
representa asignandolo, en cada caso, al momento central del periodo de tiempo delimitado por
los dos meses correspondientes.



Aplicando la férmula (5.4) podemos calcular 1la
inercia del [PI y su varianza. En el grafico 3 se recoge,
en la linea gruesa, dicha inercia desde julio de 1987 a
diciembre de 1988. Del grafico se deduce que las
expectativas han mostrando sistemdticamente wuna ligera
recuperacién a lo largo de 1988. Asi, de una expectativa
de crecimiento a medio plazo del 2'8% en enero de 1988 se
ha pasado a un 3'1% en diciembre de dicho afno. E1 andlisis
de la inercia del IPI durante 1988 ha dado siempre un
mensaje claro, consistente en que el crecimiento
industrial no se estaba debilitanto, sino que ciertamente
se mantenia estable e incluso mostraba wuna evolucidén al
alza. Esta conclusidén, que ha sido muy firme a lo largo de
todos los meses de 1988, contrasta con el andlisis de 1los
crecimientos de un mes respecto el mismo mes del afio
anterior (véase grafico 2), que a medida que han ido
apareciendo han causado, en ocasiones, bastante confusién,

especialmente en el mes de octubre.

Grifico 3
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Para la serie trimestral de dinero en efectivo en
manos del pudblico (E), con la wuesira 1978 (I) a 1988 (IV)
se ha construido el siguiente modelo (1):

. 1631 ¥y
DO,1INE =DD, ATE, + (1-0'63L Ha, (6.2)

t

o = 0'0073,

donde A[Et viene dado por:

0'035+0'037L+0'025L°%

ATE, =-0'0145 D8OIL, - b .
| 5 DBOL (1-07651) ps21v,  (6.3)

en donde OF es una variable artificial 1impulso con el
valor unidad correspondiente al trimestre F y cero en los
demds.

En (6.2) t enemos que AIEZt recoge una
intervencién deterministica sobre el eFectiuo, cuyo efectlo
sobre la funcién de prediccidén fue pasajero y no afecta al
periodo en el cual vamos a calcular el crecimiento de su
tendencia. Por eso en lo que sigue procedemos como si el

modelo no incluyese el componente AIE.

Aplicando 1las foérmulas (5.7) para el caso de
series trimestrales, es decir con s=4, podemos calcular 1la
inercia del efectivo en manos del pablico. Dicha inercia
se representa trimestre a ltrimestre desde 1986 (I) a 1988
(IV) en el grafico 4. En él1 destaca que durante 1987 la
inercia del efectivo fue muy estable alrededor del 13%,

por el contrario duranle 1988 ha

(1) Estamos agradecidos a Rosa GOmez por Facilitarnos el
modelo.



mostrado un crecimiento sostenido hasta situarse

ligeramente por encima del 14%.

El efectivo en manos del plUblico, junto con 1los
depbésitos a la wvista en el sistema bancario, forma 1la
definicién mé&s liquida del dinero en una economia, y se le
denomina M1l. Durante el periodo considerado el efectivo en
manos del publico ha supuesto una proporcién relativamente
constante, alrededor del 33-35%, de Mi. El1 gréafico 4
ilustra que las expectativas de crecimiento a medio plazo
(inercia) de este componente mads 1liquido del dinero han
ido aumentando en 1los tres aﬁbs considerados, de modo que
al finalizar 1988 tales expectativas son de casi dos
puntos porcentuales por encima de 1las que se tenian a
comienzos .de 1986. Esta parte 1liquida del dinero ha
registrado, por tanto, una aceleracién en su evoluciébn
durante los Gltimos tres anos, especialmente a lo largo de
1988.

Grafico 4
EFECTIVO EN MANOS DEL PUBLICO
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El graficoe 4 pone también de martifiesto la
Flexibilidad de 1los nodelos ARIMA cemo esquemas de
prediccidén. En efecte, come hemos viste en seccienes
anteriores la funcidén de prediccion de los modelos ARIMA
viene dominada béasicamente por un pelinemio temporal con
ceeficientes gue van cambiando en el tiempe. Fn el caso
del efective (propiamente diche en su transformacidn
logaritmica) dicho polinomie es wuna linea recta vy el
grafico 4 mueslra cdéme la pendiente de dicha recta ha ide
aumentando de Forma significativa «n los dltimos afos.
Esta adaptacidén tendencial de la funcidén de prediccidn de
los modeles ARIMA a los 1ltimos cambios que experimenta la
serie, recodge una caracteristica muy real de las series
econdmicas vy de ahi{ que tales modelos se hayan revelado

como esquemas muy Gtiles para la prediccidén econdmica.
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