OPTICA PURA Y APLICADA ~Vol.2B ~1983

HOLOGRAMAS EN INTENSIDAD GENERADOS POR ORDENADOR
SIN RUIDO DE INTERMODULACION

COMPUTER GENERATED INTERMODULATION-NOISE-
FREE INTENSITY HOLOGRAMS

M.T. Navarro (*), J.J. Egozcue (*) y A. Fimia (+)
(*) Universidad Politécnica de Catalufia, Departamento de Matemdtica Aplicada III
Gran Capitin s/n, 08034 Barcelona, Espaiia.
(+) Universidad de Alicante, Departamento Interuniversitario de Optica
Ap. Correos 99, 03080 Alicante, Espafia

Resumen

En el estudio de hologramas generados por ordenador para visualizacién, cuando las hipétesis de Fresnel y
Fraunhoffer no se verifican, surge un gran mimero de problemas numéricos.

Para aplicaciones de visualizacién, la interferencia entre los distintos puntos del objeto se considera ruido de
intermodulacién, por lo que éste serd eliminado. Se han utilizado tres métodos diferentes para generar hologramas
de curvas alabeadas: punto a punto, una integracién numérica especifica y el de fase estacionaria. El mds flexible es
el método punto a punto que aprovecha la linealidad de los hologramas sin ruido de intermodulacién pero conlleva un
elevado tiempo de computacién. Los métodos integrados son mds econémicos y permiten afiadir ficilmente distintos
elementos de curvas para construir figuras, aunque se necesitan algoritmos especificos para cada tipo de curva.

Se presentan ejemplos de hologramas sin ruido de intermodulacién de objetos formados por segmentos.

Abstract

When we studying computer-generated-holograms for display, many numerical difficulties arise if the Fresnel and
Fraunhoffer hypotheses do not hold.

For display applications, interference between different points of the object can be considered as intermodulation
noise, which will be remove. Three different numerical methods have been used to generate holograms of warped curves:
point-to-point, a specific numerical integration and stationary-phase approach. The most flexible one is the point-to-
point method that takes advantage of the linearity of intermodulation-noise-free holograms but very large computation
times are attained. Integrated methods are more economic and different elements of curves can be easily added to build
up figures but specific algorithms have to be deviced for each kind of curve.

Some examples of computer generated intermodulation-noise-free holograms of objects compound by linear segments
are presented.

1. Introduccidén

La generacién de hologramas por ordenador ha experimentado un considerable desarrollo durante
las tres ultimas décadas'?. La utilizacién del ordenador para la generacién de hologramas posibilita
la evolucion de las aplicaciones de la holografia, al permitir la obtencién de frentes de onda que no
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pueden construirse experimentalmente. Asi, el uso de hologramas generados por ordenador (CGH) es
especialmente apropiado para el disefio y la fabricacién de elementos épticos hologréficos (HOE) con
aplicaciones a las comunicaciones, al analisis de materiales de registro, etc. Ademas, los hologramas de
objetos, que no existen necesariamente, generados por ordenador, podran ofrecer en el futuro ventajas
importantes en las aplicaciones del disefio asistido por ordenador (CAD).

La generacién por ordenador de un holograma requiere la determinacion de la amplitud compleja
que proviene del objeto en el plano del holograma. La metodologia méas frecuentemente utilizada
es el método de Fourier®* que nos permite calcular hologramas de objetos situados en el infinito.
En este caso la amplitud compleja es la transformada de Fourier de la distribucién de intensidad del
objeto, que puede ser eficientemente calculada mediante la transformada répida de Fourier (FFT). Sin
embargo, esta técnica no es completamente adecuada para los hologramas destinados a la visualizacién
de objetos tridimensionales (3D). No obstante, en los dltimos afios se ha producido el desarrollo de
la generacién por ordenador de estereogramas hologréficos utilizando técnicas hibridas numérico-

opticas®.

El objetivo de este articulo es la generacién numeérica de hologramas de objetos 3D en pasiciones
arbitrarias con respecto a la placa holografica. Si el objeto esta situado muy préximo a la placa
hologréfica, las hipétesis de Fraunhoffer, o incluso Fresnel, no se verifican; por tanto los métodos de
Fourier directos no son los idéneos. Mas ailn, el diseio de HOE require una representacién hologréfica
completa de los objetos 3D que no proporciona la estereografia hologréfica. En consecuencia, se

necesitan técnicas especiales para este tipo de CGH.

Diversos autores han presentado métodos adecuados a la obtencién de CGH de objetos 3D®~ 10,
Recientemente, los autores han desarrollado técnicas numéricas nuevas con ese mismo objetivo'!. Se
presenté un método de calculo de hologramas de curvas alabeadas y superficies. Los hologramas
se obtenfan considerando arbitrarias la posicién y el tamaiio del objeto, con lo que se omitieron las
hipétesis de Fraunhoffer y Fresnel. Ademas, los efectos producidos por el ruido de intermodulacién
se eliminaron, al menos tedricamente, mediante la cancelacién de los términos de interferencia entre
los puntos de la curva o de la superficie'*2. Por este procedimiento, idéneo para la visualizacién
tridimensional y el disefio de HOE, se obtuvieron y reconstruyeron CGH.

La principal dificultad en el cilculo de CGH de objetos 3D es el elevado tiempo de ejecucién
requerido. De hecho, si los hologramas son de tamafio medio o grande (1-4 mm de long., 1-10 cm de
long.), se necesita calcular una gran cantidad de puntos del holograma para preservar la resolucién.
Por tanto, nos interesa la biisqueda de métodos numéricos que sean rdpidos, flexibles y precisos.

En este articulo se aplica un método numérico, basado en los desarrollos asintéticos de integrales.
Se revisan también los métodos previos, incluyendo el concepto de holograma intensidad sin ruido de

intermodulacidn.
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2. Hologramas en intensidad sin ruido de intermodulacién

~

Este apartado describe el procedimiento general de cédlculo de hologramas en los cuales se
ha eliminado el ruido de intermodulacién. Consideramos una superficie paramétrica S (fig.1)
uniformemente iluminada. La amplitud compleja producida por la luz proveniente de la superﬁcle
puede obtenerse aplicando el principio de Huyghens®.

//\ d(p,s)

Figura 1. Esquema del holograma.

&

El holograma de la superficie S , calculado en cada punto p de la placa hologréfica, es la suma de
la amplitud compleja en p y una onda de referencia plana. Si d(p,s) es la distancia entre el punto
de la superficie s y el punto p y A la longitud de onda de la luz, el holograma es

H(p) = /S % i [;2{4(,}, s)] 5 4+ A, o5 [%’iu.p] (1)

donde Ay es la densidad de amplitud de S, A, la amplitud de la referencia y el vector unitario v
determina la direccién de la onda de referencia.

La intensidad del holograma se obtiene elevando al cuadrado la ec.(1). En la expresién obtenida
se esti considerando la interferencia entre los puntos de la superficie S, lo cual produce los efectos
del ruido de intermodulacién. Estos efectos pueden evitarse cancelando los términos que producen
la interferencia, no deseada, entre los distintos puntos de la superficie. De esta forma, obtenemos un
holograma en intensidad sin ruido de intermodulacion cuya expresion es

B =4+ [ s de s [ Mg -vep)| 6 @

La integral de la ec.(2) representa, salvo constante aditiva, la integral sobre la superficie S del
holograma en intensidad de cada punto de S. Por tanto, como consecuencia de la linealidad de las
integrales, podemos obtener el holograma de un objeto compuesto sumando los hologramas sin ruido
de intermodulacién de las diferentes curvas o superficies que lo forman, simplificando asf su calculo.
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3. Métodos numéricos

5

En el proceso de cdlculo que hay que llevar a cabo para la obtencién de hologramas en intensidad
sinruido de intermodulacién, la principal dificultad consiste en el calculo eficiente de la tiltima integral
de la ec.(2). Se necesitan técnicas numéricas especificas para resolver este tipo de integrales que se
caracteriza por la gran frecuencia de oscilacién de la funcion integrando. Presentamos tres métodos
diferentes que pueden utilizarse para calcular hologramas sin ruido de intermodulacién de objetos

compuestos por curvas alabeadas.

3.1. Punto a punto

Cada curva del objeto se sustituye por un ntimero de puntos. El holograma de cada curva es la
suma de los hologramas en intensidad de cada punto y tiene la siguiente expresién:

g Al Atz) 240 A, 2_"'
|HF(P)I - Ar + Zk: dz(p’ck) +* d(p,ck) cos Y (d(P, ck) -v 'p) (3)

donde d(p,c;) es la distancia entre un punto p de la placa hologrifica y un punto cx de la curva
alabeada C del objeto, y Ag es la amplitud de cada punto ¢ .

Para obtener resultados idéneos, hay que considerar un gran nimero de puntos. Por tanto, este
método require un tiempo de ejecucién muy elevado, especialmente para objetos compuestos donde
cada parte ha de estar suficientemente representada por puntos.

3.2. Integracién numérica especifica

Consideramos una parametrizacién de la curva alabeada C(t), t perteneciente a [¢;,%;], y un
punto p de la placa hologrifica. De acuerdo con la ec.(2) el holograma en intensidad sin ruido de
intermodulacién de la curva C(t) es:

|Hr (p)]* = A2 + L(p) + L(p) (4)

siendo
A2 dc

Ii(p) = A TX0) "Ed?‘ dt, ()
B)= [ st || cos [ R ) - o) @ ©)

La integral I; se puede calcular analiticamente en la mayoria de los casos, y puede aproximarse
eficientemente mediante la cuadratura de Gauss en los restantes. No obstante, la integral I; requiere
una integracién numérica especifica. El procedimiento que seguimos consiste en dividir el intervalo de
integracidn en subintervalos cuyos extremos son los valores ¢ del intervalo (¢;,%;) para los cuales la
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funcién d(t,C(t)) tiene un extremo local, o bien, los extremos ¢; o t; . Cada subintervalo se divide
a su vez en tres: un intervalo central que corresponde a periodos completos de la funcién coseno del
integrando y otros dos, situados en los extremos, correspondientes cada uno a un periodo incompleto
de la funcién coseno. La integral sobre estos ltimos constituye la mayor contribucién al holograma y
se aproxima utilizando cuadraturas de Kantorovich?® y/o Gauss. La integral sobre el intervalo central
constituye la parte menos importante puesto que su contribucién a la intensidad del holograma es
muy suave. Esta integral se aproxima por un procedimiento andlogo al presentado por Navarro et

al'! que coincide esencialmente con el método de Filon'*

El procedimiento que presentamos puede aplicarse para curvas alabeadas cualesquiera, pero aqui
se mostrardn inicamente ejemplos para segmentos lineales. En tales casos, y para objetos compuestos,
se obtiene una significativa reduccién del tiempo de cédlculo en comparacién con el método punto a
punto. No obstante, el método es menos efectivo si la curva es paralela a la placa debido a que se
aplica la cuadratura de Kantorovich para muchos puntos.

3.3. Método de la fase estacionaria

Consideramos de nuevo la integral I;(p) de la ec.(6), que puede escribirse como

e M [2A0A,, - (s%”fu- p) : d(l%(lt)) exp[ d(p,C'(t))] } (7)

Para aproximar esta integral aplicamos el método de la fase estacionaria, que estd basado en la

teoria de los desarrollos asintéticos de integrales'®'°,

En nuestro caso, obtendremos desarrollos asintéticos de la siguiente integral:

1= | ? 9(t) expli k7(0)] dt ®)

siendo

2
5% (9)

O =dpol),  a0=|5]r0, k-
cuando k toma valores muy grandes.

El procedimiento general se fundamenta en el hecho de que las mayores contribuciones al desarrollo
asintdtico son debidas al comportamiento de las funciones del integrando en las proximidades de ciertos
puntos del dominio de integracién. A estos puntos se les llama puntos criticos.

En el caso de la integral J, las funciones g y f son infinitamente diferenciables en [t;,%;]. Asi,
los puntos criticos del desarrollo asintético son los extremos de [¢;,%;] y los puntos pertenecientes a
(t1,%2) en los cuales f' se anula. Un punto 7 es estacionario de orden m de la funcmn [, sise

verifica que f'(r) = f"(r) =---=f™)(r) =0y fm+1(7) #£0.
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Para obtener desarrollos asintéticos de la integral J, calculamos los puntos estacionarios de f
en [t;,f2], t1 =g <oy <+ r0p-1 < ap = iy, de 6rdenes mg,my, -+, m,_;,m, , donde my >0,
m, >0y m; >1, =1,2,---,p— 1. Entonces la integral se descompone como

=Y 50 = [ ot expli k1(0) . ()

F=0 *3

y a su vez cada J; puede escribirse

Ty(k) = I3 (k) + T2+ k), (11)
750 = [ oalt a,8) expls k10 dt, (12
s ® = [ @l att,a,0)] expli k1 (0) dt (13)

siendo ¢(t,a,b), a; < a < b < @;;;, una funcién infinitamente diferenciable tal que

1 sit<a
q(t:a,8) = {o sit>b (1)

De esta forma hemos descompuesto la integral J en suma de integrales cada una de las cuales

tiene un unico punto critico, y obtendremos un desarrollo asintético para cada integral adecuado a

las caracteristicas de cada punto critico'®:1€,

Para la integral J;/ , considerando el cambio de variable u = [o(f(t) - f (aj))]l'( (mi+1) | siendo
o el signode f"(a;) y t perteneciente a [a;,b], y sustituyendo en la ec.(12) obtenemos:

u(b)
721 (K) = expli kf (o) fﬂ G(u) exp [§ abu™i+E] du (15)

siendo G(u) = g(t(u)) g(¢(v),u(a),u(d)) ¢'(v) y #(v) la funcién inversa de u(t) con ¢ de [ay,d].

Integrando por partes N veces en la ec.(15) obtendremos que:

T35 (k) = expli kf (ey)] [Z_ - e wa. W] + By (k)] , (16)
Hi(u)= [W (z — u)"exp [i okz™i*!] de, (17)
Ry (k) = o (k=N/(mi+1)) ' (18)
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Puesto que se verifica que G(*)(u(b)) = 0, para n = 0,1,---,N — 1, resolviendo H,(0) y
sustituyendo en la ec.(16) obtendremos un desarrollo asintético de J/ de N términos cuando k

tiende a infirito, que viene dado por:

n

. G{")(o)l‘(f:j-l__’_ll) [%]# )

I3 (k) ~ expli kf(ey)] Z_: $

donde I' representa la funcién gama de Euler.

A pesar de la aparente simplicidad de este método, frecuentemente surgen problemas que son
debidos a la dependencia existente entre los puntos estacionarios y su orden, y la posicién del punto
p de la placa hologréfica. Asi, en algunas zonas de la placa hologréfica puede suceder que dos o mis
puntos estacionarios esten muy proximos. En tales casos, las aproximaciones numéricas llegan a ser
muy inestables, y si estos puntos se tratan como un tnico punto, se producen fenémenos tales como
perdida de precisién, efectos de collage, etc. La figura 2 muestra los efectos de collage que se pueden
producir en la placa hologréfica cuando se utilizan este tipo de desarrollos asintéticos.

Para evitar este tipo de problemas se ha desarrollado la teoria de desarrollos asintéticos
uniformes'”*® en los cuales no se utiliza la descomposicién descrita en las ecuaciones (11) a (14).
No obstante, estos desarrollos uniformes sélo pueden aplicarse para casos muy simples y, ademads, el
tiempo de ejecucion es superior al que se produce utilizando desarrollos no uniformes.

Hemos estudiado dos casos sencillos de desarrollos uniformes: segmentos lineales y parabélicos. En
el primer caso tenemos dos o tres puntos estacionarios: los extremos (de orden cero) y otro, de orden
uno, que en ocasiones puede coincidir con uno de los extremos. Los segmentos parabdélicos plantean
una mayor casuistica y complejidad puesto que, ademas de los extremos, pueden aparecer hasta un
total de tres puntos estacionarios cuyos 6rdenes varian de uno a tres.

En el caso particular de segmentos lineales, consideramos el cambio de variable v =
[o(f(t) - f(a))]*/? , siendo & el signode f"(a), @ el punto estacionario de orden uno de la funcién
f y t perteneciente a [t;,tz]. Sustituyendo en la ec.(8) obtenemos:

J (k) = exp[i kf(a)] [A1(K) + Az (K)], (20)
A (k) = fﬂ H,(v) expli okv?] dv, (21)
u(t1)
v(ta)
Ay (k) =./|; H;(v) exp[i okv?] dv ) (22)

donde H;(v) = g(t;(v))ti(v), i = 1,2, siendo ¢;(v) la funcién inversa de v(t) cuando ¢ pertencce
a [t1,0] y #2(v) la funcién inversa de v(t) cuando ¢ pertenece a [a,i3].
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Integrando por partes N veces en las ecuaciones (21) y (22) pueden obtenerse los desarrollos
asintéticos uniformes de las integrales A;(k) y Az(k) cuando k toma valores muy grandes:

40~ 3 3 BP0 Y (5) 0 eI R w) - BNORO| @)
)~ 3 2B OO - B () 0 b B @) e

siendo -
F.(v) = ./“ 2" expli okz?] dz (25)

cuyo valor es: )

Froia(v) = 32% [v**texp(ickv?) + (n+ 1) Frya(v)], n>2, (26)
Fo(v) = % exp (faz—) feer [‘U k exp (—ia%—)] , (27)
Fy(v) = —2-1-}; exp [s'o (-?2[ + kvz)] (28)

donde fcer representa la funcién complementaria de error.

Si utilizamos estos desarrollos asintéticos uniformes, el tiempo de cilculo para todos los puntos
de la placa hologrifica, es significativamente mayor al requerido por los desarrollos asintéticos no
uniformes. Asi, para evitar un tiempo de ejecucién execivamente largo, se han establecido unas
pautas que permitan decidir, dependiendo del punto de la placa hologrifica y de las distancias entre
los puntos estacionarios, el tipo de aproximacién asintdtica (estdndar o bien uniforme) que ha de

aplicarse.

En el caso los segmentos parabdlicos se produce un aumento del niimero de puntos estacionarios
y de sus dérdenes con respecto al de los segmentos lineales. En el caso mds desfavorable (un punto
estacionario de orden tres), las expresiones practicas de los desarrollos asintéticos uniformes serian
de muy dificil manejo, con lo que se pierde velocidad de célculo. Por tanto, este método no es
conveniente para el cdlculo de hologramas de segmentos parabdlicos. Para curvas alabeadas mas

complejas se presentarian probleméticas similares, sino mayores, que para segmentos parabélicos.

4. Resultados experimentales

Presentamos hologramas en intensidad sin ruido de intermodulacién de un tetraedro. Los
hologramas intensidad se han generado en la pantalla de un ordenador con un rango de 10 tonalidades
de gris. Los tonos blanco y negro estdn asociados, respectivamente, a los valores méximo y minimo
del holograma intensidad. Los hologramas se dibujaron en una pantalla de ordenador de dimensiones
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400 x 400 mm? , a través de 1000 x 1000 pixeles, que representan un holograma del tamafio de 1

mm? .

Consideramos un tetraedro de vértices (z,y:1,21) = (0.5,0.3,20.), (z2,y2,22) = (0.2,0.8,20.),
(zs,9s,23) = (0.8,0.8,20.) y (24,9s,2s) = (0.5,1.2,23.) (en mm). La placa hologrifica es el
cuadrado [0,1] X [0,1] del plano zy. Los hologramas del tetraedro se han calculado utilizando
los tres métodos numéricos expuestos en el apartado 3. Los resultados en la pantalla son similares
para los tres métodos, no siendo distinguibles los correspondientes a los métodos integrados. Ademaés,
los métodos integrados reducen tiempo de ejecucién en un factor de diez con respecto al método punto

a punto.

La figura 3 muestra el holograma intensidad en eje del tetraedro obtenido con el método punto
a punto, en el cual se consideraron 1101 puntos de las aristas del tetraedro. La figura 4 muestra el
mismo holograma generado por el procedimiento de la fase estacionaria, el cual no se distingue del
obtenido mediante el método de integracién especifico. Aqui, el holograma se ha calculado sumando los
hologramas correspondientes a cada arista del tetraedro. La figura 5 muestra el holograma intensidad
del tetraedro con una inclinacién de la onda de referencia de 30° con respecto a la placa hologréfica,
y calculado por el mismo procedimiento que el de la fig.4.

Las imdgenes de la pantalla del ordenador fueron debidamente fotorreducidas con el fin de conseguir
hologramas de tamafio 2.5x 2.5 mm? en una emulsién fotografica 8E56 HD. Debido a que los célculos
se realizaron para una placa hologrifica de 1 mm? , se producen cambios en el tamafio del tetraedro asi
como alguna distorsién del mismo. Las reconstrucciones se obtuvieron iluminando la placa hologrifica
con un laser HeNe de 633 nm orientado en la direccién de la onda de referencia. Se construyeron
dos hologramas de segunda etapa por reflexion con el fin de permitir reconstrucciones con luz blanca.

5. Conclusiones

El ruido de intermodulacién puede eliminarse teéricamente en los hologramas generados por
ordenador de curvas o superficies parametrizadas. Se pueden obtener hologramas de objetos
compuestos por segmentos o curvas paramétricas simples, mediante la suma de los hologramas sin
ruido de intermodulacién de cada uno de los elementos que forman el objeto.

El método estindar de fase estacionaria plantea problemas incluso en los casos mas sencillos
de curvas. Pueden solucionarse mediante los desarrollos asintéticos uniformes, pero incrementan la
complejidad algoritmica, han de estudiarse para cada tipo de curva y pueden ser impracticables en
muchos casos.

El método punto a punto requiere un tiempo de ejecucién muy elevado, que puede reducirse en un
factor de diez utilizando los métodos integrados. Cuando comparamos el método de fase estacionaria
con el método previo de integracién numérica especifica, obtenemos resultados similares en la pantalla
del ordenador y pueden considerarse equivalentes para segmentos lineales. No obstante, el método de
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integracién mediante cuadraturas Gaussianas o de Filon es ficilmente generalizable a situaciones de

mayor, complejidad.
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Figura 2. Efectos de collage en el holograma en eje de un segmento lineal, utilizando desarrollos no uniformes.

Figura 3. Holograma en intensidad sin ruido de intermodulacién de un tetraedro, calculado por el método punto
a punto, representado en la pantalla de un ordenador. La referencia esta en eje.
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Figura 4. Holograma en intensidad sin ruido de intermodulacién de un tetraedro, calculado por el método de
fase estacionaria, representado en la pantalla de un ordenador. La referencia esta en eje.
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Figura 5. Holograma en intensidad sin ruido de intermodulacién de un tetraedro, calculado por el método de
fase estacionaria, representado en la pantalla de un ordenador. La referencia esta fuera de eje.
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