MATerials M ATematics

Volum 2017, treball no. 4, 14 pp. ISSN: 1887-1097

Publicaci6 electronica de divulgacié del Departament de Matematiques
de la Universitat Autonoma de Barcelona

www.mat.uab.cat/matmat

Una historia de corta y pega

Wolfgang Pitsch

El autor propone un pequeno recorrido de la historia del area y del vo-
lumen desde los griegos hasta hoy en dia. La presentacion es més o menos
cronolégica y anacrénica, nos permitiremos el pecado de modernizar las no-
ciones y definiciones para facilitar su entendimiento.
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1. Erase una vez...

en el siglo VI AC, una pequena isla en el mediterréaneo, cerca de lo que
hoy es Turquia. En esta isla, llamada Chios, reinaba Policrates como tirano
de la ciudad de Samos. Un dia, un hombre considerado por todos un sabio con
conocimientos misticos, un matematico, entré en el palacio de Policrates. Dice
la leyenda que sumido en sus pensamientos nuestro matematico recorrié con
sus ojos el suelo pavimentado del palacio. Al salir fue directamente al templo
de Hera y alli propicié una hecatombe: sacrificoé 1000 bueyes a los dioses en
agradecimiento por lo que le habian permitido descubrir. Nuestro hombre es
conocido como Pitagoras y acababa de demostrar su famoso teorema:

Teorema 1 El cuadrado construitdo sobre la hipotenusa de un tridngulo rec-
tangulo es igual a los dos cuadrados construidos sobre los catetos.
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Figura 1: El teorema de Pitagoras.

No sabemos exactamente lo que vio Pitagoras en el suelo, pues del palacio
de Policrates queda hoy en dia apenas un muro, pero basandonos en las
decoraciones tipicas de los suelos griegos podemos suponer que lo que le
inspiré fué un motivo similar al de la Figura 2.

Figura 2: Un suelo mediterraneo tipico.

En la Figura 2 se ve que cualquier cuadrado rojo, que tiene como lado la
hipotenusa de un triangulo rectangulo azul, se puede cortar segin las linea
azules, y desplazando los dos triangulos rectdngulos obtenidos a la derecha de
la figura y abajo se obtienen dos copias de los dos cuadrados construidos sobre
los catetos del triangulo rectdngulo. Es en este sentido que los cuadrados son
iguales: cortando uno se reconstruyen los dos otros.

En este teorema esta contenida lo que se enunciaria hoy en dia como una
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definicion combinatoria del area de una figura poligonal, es decir una figura
delimitada por un ntmero finito de segmentos rectos. Esto incluye las figuras
habituales: cuadrado, triangulos, heptagonos etc. pero excluye por ejemplo
los circulos. He aqui pues una definicién posible del area:

Definicion 1 Dos figuras poligonales son equidescomponibles si y solo si
se puede cortar una en trozos poligonales y con estos trozos recomponer la
sequnda. Se dice entonces que las dos figuras tiene la misma drea.

La relacion “ser equidescomponible” tiene propiedades que la hacen prac-
tica de manejar:

1. Si por este proceso podemos pasar de la figura A a la figura B, también
se puede pasar de la figura B a al figura A.

2. Si Ay B son equidescomponibles y B y C son equidescomponibles:
entonces A y C' son equidescomponibles.

Ademas, es facil de usar: solo requiere tijera e imaginacion, y nada de
las complicaciones técnicas que encierran las definiciones mas modernas: in-
tegrales, formas diferenciales, etc., pero sobre todo permite plantear buenos
problemas; lo que para un matemaético es de los més atractivo.

En una de las obras maestras que los antiguos griegos nos legaron, los
Elementos de Euclides [1], esta manera de comparar figuras y calcular areas se
utiliza constantemente. Por ejemplo utilizando este método, Euclides muestra
en su Proposicion 37 del libro I de los Elementos que dos tridngulos de misma
base y de igual altura tienen la misma area.

Figura 3: Proposicién 37 del libro I de los Elementos

A continuacién se muestra una tipica demostracion euclidiana de que un
triangulo es equidescomponible a un rectangulo que tiene la misma base y la
mitad de la altura del tridangulo ilustrada en la figura de la portada:

Elegimos un triangulo, lo cortamos por la mitad y por la altura, obtenien-
do asi dos pequenos tridangulos, de color rojo y verde, y dos cuadrilateros, de
color amarillo y azul. Desplazamos los dos triangulos verde y rojo girdndolos
al rededor de un vértice para recomponer un rectangulo. La figura inicial y
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final tienen la misma &rea: estan formados exactamente por las mismas fi-
guras coloreadas. El lector reconocera una version geométrica de la famosa
relacion numeérica:

base x altura

2

Area del triangulo =

A pesar del éxito de este método, que permitié a los griegos calcular
areas de los poligonos regulares, aproximar 7 y muchos mas, se les resistieron
varios problemas importantes, que resultaron ser piedras angulares para el
desarrollo de las matematicas.

Entre estos problemas, figura de manera prominente el poder utilizar esta
definiciéon para “cuadrar” areas delimitadas por curvas y no segmentos. En
particular como construir un cuadrado que tenga la misma area que un disco

dado:

Problema 1 (Cuadratura del circulo) Dado un circulo de didmetro de
longitud uno, construir (con regla y compas) un cuadrado que tenga la misma
drea.

Una de las dificultades del enunciado reside en el requisito de poder efec-
tuar la construccion “con regla y compas”. En términos modernizados, el pro-
blema de la cuadratura del circulo es equivalente al siguiente: partiendo de
un segmento de longitud unidad, construir con regla y compas un segmento
de longitud /7, donde m = 3,141592. ..

Los matematicos tardaron unos 2300 anos en resolver
este problema. Estudiando las propiedades de los niime-
ros reales consiguieron finalmente determinar que so6lo
una parte corresponde a longitudes de segmentos que se
pueden construir con regla y compés a partir del segmen-
to de longitud 1. De hecho, lo primero que se demostré
(G. Cantor 1874) es que los niimeros no construibles con
regla y compas son ademés mucho mas abundantes que
los construibles. Mas dificil es determinar si un numero
particular, como 7, es o no es construible. En 1882, Ferdi-

Figura 4: F. von Lin- . . .
de%nann 1852‘f1939 nand von Lindemann (ver Figura 4) consigui6 finalmente

demostrar:

Teorema 2 El niumero ™ no es construible con regla y compds, en conse-
cuencia la cuadratura del circulo es imposible.

Este resultado fue tan impactante que durante mucho tiempo en Alemania
se conoci6 7 como el niamero de Lindemann [2].
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Al contrario de lo que se puede creer, los griegos si consiguieron “cuadrar”
algunas figuras no poligonales, como las lanulas de Hipocrates de Chios: el
area de las dos lunulas azules de la Figura 5 es igual al area del triangulo
rectangulo verde:

Figura 5: Teorema de las linulas

Observemos que la relacion entre equidescomponibilidad y misma area va
a priori en un soélo sentido:

Si dos figuras A y B son equidescomponibles entonces tienen la misma
area.

Ocurre que el area se puede definir por otros métodos, por ejemplo anali-
ticos, que permiten definir sin problema areas de superficies delimitadas por
curvas. A principios del siglo XIX se demostro que el area definida de manera
analitica y la que se define como en el caso de los griegos mediante “corte y
pega” coinciden:

Teorema 3 (Bolyai, 1832, Gerwien, 1833) Dos figuras poligonales tie-
nen la misma drea si y solo si son equidescomponibles.

Este resultado nos describe las inmensas posibilidades de los juegos de tipo
“tangram”, tomamos dos figuras de la misma area y preguntamos como cortar
una para obtener otra. Algunos casos célebres son los siguientes (daremos la
soluciones al final de este articulo para dejar al lector curioso la posibilidad
de encontrar su propia solucion) 3|

1. Dado un cuadrado jcémo cortarlo para reconstruir dos cuadrados de
area mitad?

2. Dado un triangulo equilatero ;como cortarlo para obtener un cuadrado?

3. Mucho mas dificil, dado un cuadrado, jcémo cortarlo para reconstruir
tres cuadrados de area una tercera parte?
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2. Volimenes y descomposiciones

Como el método de equidescomponibilidad dio brillantes resultados para
areas, es tentador generalizar al caso de volimenes. En esta obra maestra de la
ciencia, los Elementos de Euclides, el estudio de volimenes sigue al principio
las mismas pautas que para éareas: cortando y recomponiendo poliedros se
demuestra por ejemplo que el volumen de un prisma viene dado por:

volumen prisma = area de la base x altura

Prisma triangular Prisma cuadrangular Prisma pentagonal Prisma hexagonal

Figura 6: Ejemplos de prismas rectos

El “tabique” de base en el que se descomponen las figuras pasa de ser un
triangulo a ser una piramide de base triangular, como en la Figura 7:

Piramide triangular Piramide triangular

Piramide triangular regular . . .
& e irregular recta irregular oblicua

Figura 7: Ejemplos de piramides

El siguiente resultado, aunque del todo paralelo al la Proposicion 28 Libro
I sobre areas de tridngulos, es mucho més delicado de demostrar:

Teorema 4 (Euclides, Prop. 6 Libro XII) Dos piramides de la misma
base y misma altura tienen mismo volumen.
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Aqui la demostracion de Euclides no utiliza el método de equidescompo-
nibilidad, sino que se basa en el llamado “método de exhauscion”, atribuida
a Eudoxio de Cnido (390-337 AC), y que fué brillantemente utilizada por
otro matematico famoso: Arquimedes (287 - 212 AC) [4]. En este método
se aproxima una figura complicada, como por ejemplo una bola, por figuras
poligonales cuyo volumen (o area) es conocido, por ejemplo aproximando un
circulo por poligonos regulares como en la Figura 8

Figura 8: Exhauscién del circulo

Utilizando una aproximacion del circulo mediante poligonos de 96 lados
Arquimedes obtuvo la famosa aproximacion'

10 1
3—|—ﬁ<7r<3+?

Otro resultado famoso obtenido mediante el método de exhauscién es:

__2_,,1 Teorema 5 (Arquimedes) Dada una esfera ins-

crita en un cilindro (cf. Figura 9), el drea de la esfera
y el volumen que encierra son respectivamente igua-
: b 2r les a dos tercios del drea del cilindro y del volumen
que éste encierra.

J Arquimedes estaba tan orgulloso de este resulta-
do, que la historia dice que mando grabar la figura de
un circulo inscrito en un cuadrado sobre su lapida.

A pesar de todo, los métodos detras de las demos-
traciones de los dos resultados anteriores requerian
esencialmente la posibilidad de cortar un volumen en una infinidad de piezas,
0 para ser preciso, en un numero arbitrariamente grande de piezas.

Figura 9: Esfera de radio r
inscrita en un cilindro

IEsta aproximacion da 7 con 2 cifras exactas, el error cometido varfa del 0.024 % al
0.04 %. Se tardaron 1700 afios para obtener un calculo mejor y obtener 11 cifras exactas
(Madhava, matematico indio (1350-1425))
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He aqui pues una diferencia fundamental entre el caso de los volimenes
y de las areas: la demostracion de Euclides muestra que dos piramides del
mismo volumen son equidescomponibles, por lo que si dos figuras tienen el
mismo volumen a veces es posible pasar de una a otra cortando y pegando,
mientras que el Teorema 3 de Bolyai-Gerwin nos dice que si dos figuras planas
tienen la misma area siempre es posible de pasar de una a otra cortando y
pegando.

Esta diferencia en el comportamiento de los volimenes y de las figuras pla-
nas extrané tanto a los matemaéticos que aparece en tercer lugar en la famosa
lista de problemas que el célebre matematico aleman D. Hilbert ofrecié como
guia para la investigacion matemaética del siglo XX en su ponencia duran-
te el segundo congreso mundial de las matemaéticas, que tuvo lugar en Paris en
1900:

Problema 2 (Problema III de Hilbert ) ;FEs cierto
que en dimension 3 “tener el mismo volumen” es lo mis-
mo que ser “equidescomponible”?

La respuesta a este problema particular no tardo, y
vino en los trabajos de M. Dehn, alumno de Hilbert, ese

mismo ano (una demostracion se puede encontrar en el
libro de Hartshorne [3]):

Teorema 6 (1900) Un cubo y un tetraedro reqular nun-

Figura 10: M. Dehn ca son equidescomponibles.
1878-1952

Figura 11: Un tetraedro regular en un cubo

3. Descomposiciones paraddjicas

A medida que se esclarecian los fundamentos logicos de las mateméti-
cas a principios del siglo XX, surgieron descomposiciones de voliimenes mas
extranas ain: las descomposiciones paraddjicas.
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Teorema 7 (Banach-Tarski, 1924) Dados dos trozos del espacio acota-
dos A y B, existe una manea de cortar A en un numero finito de trozos,
desplazarlos y reconstruir B.

(a) S. Banach 1892-1945 (b) A. Tarski 1901-198

Recordemos que un trozo del espacio es acotado si se puede encerrar dentro
de una esfera suficientemente grande, y que los desplazamientos autorizados
son: translaciones, rotaciones y reflexiones. Todos estos desplazamientos pre-
servan el volumen. Pero el teorema dice que por ejemplo un guisante se puede
trocear y con las piezas se puede reconstruir. .. la luna, o se puede elegir una
manzana, trocearla y obtener dos manzanas. Ademés el nimero de piezas
necesarias no es muy elevada: para descomponer una bola de radio R en dos
bolas de radio R s6lo se necesitan 5 piezas; pero esto claramente viola lo que
acabamos de decir: que los desplazamientos preservan el volumen!

La razon escondida en las descomposiciones paraddjicas es pues aiin mas
extrana: no se pueden medir el volumen de todas las partes acotadas del
espacio.

Aqui no se debe entender que uno no es capaz de efectuar la medicion
del volumen, sino que existen piezas para las cuales la propiedad “tener un
volumen” carece de sentido. Asi pues estas 5 piezas en las que descomponer
una manzana son tan retorcidas, que carecen de volumen, asi que no hay nada
que preservar al desplazarlas. En particular nunca se obtendran cortando la
manzana con un cuchillo.

La demostracion del teorema de Banach-Tarski utiliza un axioma (es decir
un resultado cuya validez se postula pero no se demuestra) particularmente
sutil conocido como Axioma de la Eleccién. Es un axioma extremadamente
util, pero al conducir a paradojas como la de arriba, es interesante tratar de
acorralar su uso o no autorizarlo para ver si asi desaparecen las paradojas.
El siguiente resultado de Dougherty y Foreman, que no utiliza el Axioma de
la Eleccién, nos dice que atn asi el volumen es cosa sutil:
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Teorema 8 (Dougherty, Foreman 1992 [5]) Sean A y B dos bolas de
radios distintos, entonces éstas son “casi equidescomponibles”: existe una des-
composicion de A en un numero finito de piezas con las cuales se pueden
reconstruir B salvo un trozo T tan pequeno que T' no contiene ninguna bola
sea cual sea su radio.

Por ejemplo podemos partir de una naranja, cortarla en trozos y con ellos
reconstruir la luna, dejando de lado un pequeno trozo lunar tan residual que
no contiene ni una mota de polvo.

Estos resultados, a lo que apuntan es a la inmensa complejidad de los
subconjuntos acotados del espacio. En contraste, los subconjuntos acotados
del plano parecen ser mucho mas sencillos, en particular cuando los corta-
mos y los desplazamos el area inicial si se conserva siempre, las partes “sin
area definida” no existen segin afirma el siguiente teorema de Banach, que
también utiliza el Axioma de la Eleccion:

Teorema 9 (Banach, 1923) FEziste una manera de definir una funcion drea
sobre el conjunto de todas las partes acotadas del plano y que cumple las si-
gquientes propiedades: es aditiva, homogénea y asigna al cuadrado de lado 1
el drea unidad.

Aqui, aditiva significa que el area de dos figuras que no se solapan es la
suma de las areas, de la cual se puede deducir que si se solapan a lo largo
de por ejemplo segmentos el area total también es la suma de la areas. Y
homogénea quiere decir que si dilatamos una figura de un factor k entonces
el area de la figura resultante es k? por el area inicial, como por ejemplo si
triplicamos las dimensiones de un cuadrado el area del cuadrado grande es

9 = 32 el 4rea del pequefio.

Figura 13: Triplicar un cuadrado

Acabaré este articulo citando un resultado, muy dificil y reciente, que
muestra lo testarudos que pueden ser los matematicos: una imposibilidad
demostrada, como por ejemplo la imposibilidad de la cuadratura del circulo,
no siempre los frena!
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Teorema 10 (Laczkovich, 1990 [6]) Dado un disco D, es posible cortarlo
en un numero finito de trozos, desplazarlos y reconstruir con ellos un cua-
drado.

Como el area no cambia al utilizar desplazamientos, y todas las piezas
utilizadas tienen area por el teorema de Banach, esto resuelve la cuadratura
del circulo! No obstante no se pueden construir estas piezas con ‘regla y
compés”, de hecho la demostracién no construye explicitamente las piezas!
Ademés el niimero de piezas necesarias es extremadamente grande: del orden
de 10%°, en comparacion recordemos que se estima que hay del orden de 10°°
atomos en la Tierra.

4. Soluciones a los dos problemas de equides-
componibilidad

(Coémo recortar un cuadrado para obtener dos cuadrados de
area mitad?

Una respuesta viene dado por la descomposicion de la siguiente Figura 14.
Es suficiente cortar el cuadrado inicial a lo largo de sus diagonales para
recomponer dos copias del cuadrado azul.

Figura 14: Duplicacién de cuadrados

{Como recortar un tridngulo equilatero para obtener un cua-
drado?

Una respuesta viene dada por la “descomposicion de Dudney”, cf. Figu-
ra 15

{Como recortar un cuadrado para obtener tres cuadrados de
adrea una tercera parte?

Una respuesta fue encontrada por el gran matematico persa Abu’l-Wafa
(940-998). Su propuesta esté ilustrada en la Figura 16.
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Figura 15: Del triangulo equilatero al cuadrado

Figura 16: Triseccion del cuadrado
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