Ensenanza

ENSENANZA Y DIVULGACION DE
LAS CIENCIAS

¢POR QUE EL CONCEPTO DE FUNCION
GENERA DIFICULTAD EN EL ESTUDIANTE?

INTRODUCCION

Todas las ciencias matemdticas se basan en las
relaciones entre las leyes fisicas y las leyes de los
numeros, por lo que el objetivo de la ciencia exac-
ta es reducir los problemas de la naturaleza a la
determinacion de las cantidades mediante opera-
ciones con numeros [1].

Quizas pocas frases como ésta contengan la variedad
de términos significativos y relevantes de la Matematica.
Destacamos los términos ciencia, naturaleza, fisica y
matemdtica como marco de referencia del trabajo inte-
lectual humano. Los términos relacion, ley, numeros,
operacion 'y cantidad como objetos basicos definidos en
el marco matematico. Los términos problema, determi-
nacion y reduccion como constructos matematicos en los
que se manipulan objetos basicos.

Disponer de una bonita frase no explica la razén ba-
sica por la cual los autores decidieron escribir este arti-
culo. Por ello, el lector debe permitirnos unos parrafos
de justificacion donde el elemento conductor emerge de
las palabras ley y relaciéon mencionadas. No pretendemos
tratar los términos en extension, pero si queremos ahon-
dar algo en cierto tipo de relacion y de ley; nos referimos
al concepto de funcion.

Este trabajo surge de la colaboracion de mas de diez
afios entre UNED y CINVESTAV en materia de Ensefian-
za del Célculo, que se ejemplifica en la colaboracion de
los autores en marcos como:

- Encuentros Internacionales de la Ensefianza del
Cdlculo. El préximo sera el noveno encuentro.

- Revista de la Ensefianza del Cdlculo. Revista de cre-
cimiento en el contexto matematico educativo
mexicano.

- Seminarios de la Enseiianza del Cdlculo. Son en-
cuentros internacionales quincenales con conexion
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mediante videoconferencia, desarrollados durante
mas de cinco cursos.

El lector puede hacerse la pregunta fundamental: /Es
de verdad dificil de comprender el concepto matematico
de funcion? Para responder a esta pregunta, Artigue [2]
propone que nada mejor que realizar un analisis episte-
moldgico, lo que permitiria al profesor tomar conciencia
de la distancia entre el saber académico (saber sabio) y
el saber que se ensefia (saber enseflando). Esto es, exa-
minar la historia y el desarrollo del concepto a ensefar,
para dimensionar su verdadera complejidad. Sin duda, la
concepcion del concepto de funcion es importante en el
desarrollo académico del estudiante.

Una vez realizado este analisis, la siguiente cuestion
es: ¢(Como tratar el concepto de funcién para promover
un aprendizaje en los estudiantes? Esperamos que la lec-
tura del trabajo sugiera algun tipo de respuesta valida
del lector, pero debe saber que no es facil obtenerla. No
hablamos de conocer los procesos de manipulacion de
una funcion, nos referimos al propio concepto.

El concepto de funcién es de los primeros temas a
tratar en los libros de texto del Analisis Matematico o
Célculo y uno de los conceptos mas analizados en la
investigacion educativa. En este trabajo no se intentan
emular a Nicolds Maquiavelo con una propuesta de for-
macion al estudiante (Principe), sin embargo, entende-
mos que su frase, en [1], “pocos ven lo que somos, pero
todos ven lo que aparentamos” podria ser dicha en una
conversacion entre funciones. Segun Maquiavelo: EI cie-
lo, el sol, los elementos, los hombres, han sido siempre
los mismos.

ESTUDIAR Y COMPRENDER LA FUNCION

Las funciones no hablan, pero los profesores si lo hacen.
De ahi que en The National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) (1989/1991) de EEUU [3, 4], se re-
marcara la importancia del concepto de funcién. Queda
patente que se trata de un “concepto unificador en Ma-
temdticas” y que “el lenguaje del cambio y la causalidad
es expresado por el simbolismo de las funciones” [3].

Sin duda, el significado de funcion para los profeso-
res actuales es una consecuencia del trato historico del



concepto y del posicionamiento filosofico que los mate-
maticos impulsaron desde 1900, concerniente a los fun-
damentos de la Matematica. La cuestion controvertida
en 1900 era que se cuestionaban los fundamentos del
Andlisis hasta esa fecha. Ademas, se querian precisar las
definiciones de los objetos matemaéticos, entre ellos, el
concepto de funcidn.

Desde cierto punto de vista resulta interesante, refe-
rente a funcidn, la siguiente afirmacion:

Las razones por las cuales los estudiantes tienen
dificultades con el concepto parecen centrarse en
su complejidad y generalidad, ya que presenta mu-
chas facetas y contiene una multiplicidad de re-
presentaciones... [5].

Preguntarnos sobre esas facetas y representaciones
parece interesante, por ello, una pequefia muestra de li-
bros conocidos de primeros cursos universitarios puede
mostrarnos el primer tratamiento que se le da al concep-
to de funcion.

- Una funcion de X a Y es una regla (o método) para
asignar un (y sélo un) elemento de Y a cada elemen-
to de X, donde se aclara que, por lo general, X e Y
son conjuntos de niimeros reales [6].

- Una funcion f de un conjunto D en un conjunto S es
una regla que asigna un unico elemento f(x) de S a
cada uno de los elementos x de D [7].

- Una funcion f es una regla que asigna a cada ele-
mento x de un conjunto A exactamente un elemento,
llamado f(x), de un conjunto B. Ademds, considera-
mos funciones para las cuales los conjuntos A y B
son conjuntos de niimeros reales [8].

- Sean X e Y dos conjuntos de niimeros reales. Una
funcion real f de una variable real x de X a Y es una
correspondencia que asigna a cada numero x de X
exactamente un numero y de Y [9].

— Una relacidn entre los conjuntos A y B se denomina
aplicacion, o funcion, entre A y B si y sdlo si cual-
quier elemento del conjunto inicial A estd relaciona-
do con un unico elemento del conjunto final B [10,
11].

- Una funcion F es un conjunto de pares ordenados
(x, y) ninguno de los cuales tienen el mismo primer
elemento. Esto es, si (x, y) pertenece a F' y (x, z) per-
tenece a F, entonces y=z [12].

Nos parece adecuado abordar la necesidad de desta-
car las representaciones del concepto de funcion desde

una perspectiva educativa, principalmente por aquello
que decia Borel para saber que el profesor y los estu-
diantes tratan el mismo concepto: el de funcion.

Si un profesor intenta enseflar el concepto de fun-
cion, entonces usa algun registro de representacion se-
miotica sobre el que visualiza dicho concepto; esto es,
esta obligado a clarificar el conjunto de signos emplea-
dos, la sintaxis usada para combinar esos signos y la
semantica relativa a dicha sintaxis. El estudiante no ne-
cesariamente estd familiarizado con el lenguaje formal,
por lo que su presentacion puede acarrear un sobrees-
fuerzo para adquirir el conocimiento; por ello, se suele
mediar la ensefianza con algun tipo de representacion
visual.

Para saber que el profesor y el estudiante hablan de
lo mismo, no hay mas remedio que tratar las concepcio-
nes iniciales de estos. Nos centramos en cuatro concep-
ciones, consecuencias de estudios anteriores y aprendi-
zajes previos en gran medida, que pudieran ser distintas.

1. Las creencias personales sobre los objetos de las
Matemadticas. Una posicion dispar sobre estas creen-
cias: El profesor habla del valor de la funcion para
un numero cualquiera, mientras que el estudiante
piensa en el valor de la funcion para un numero
natural o entero. De alguna forma emerge que en
lugar de tratar con funciones, el estudiante esta in-
clinado a tratar con sucesiones, puesto que conoce
perfectamente cdmo determinar algunos términos
de la sucesion.

2. La creencia personal sobre el método matemdtico.
Otra posicion disimil sobre estas creencias: Las ex-
presiones simbolicas de dos funciones f (x) =2x—xy
g(x) = x—1,permiten al profesor explicar la funcién
f +g. Pero para el estudiante, este cociente de fun-
ciones no emerge como operacion funcional si no
que queda relegada a una division de polinomios
(2x—2)/(x—1) =2, con el consecuente error en el
plano funcional. En esencia, la disposicion de unas
reglas algebraicas conocidas hace invisible el con-
cepto de operacidn de funciones.

3. Los conocimientos de los contenidos matemdticos
previos. En descripcion del cociente anterior queda
patente que si el estudiante no ha adquirido la divi-
sién de polinomios, entonces dividir las funciones
carece de significado.

4. La capacidad de adaptacion pedagdgica que muestre
de forma contrastada. Una situacion observable: Se
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solicita al estudiante representar la grafica de una
funcion afin f'(x)=3x+2 una vez que el profesor
ya ha establecido que se trata de una recta. La exis-
tencia o no de tabla de valores con més de dos
puntos muestra si el estudiante asocia la grafica de
funcién afin con una recta o lo asocia a un proceso
final después de calcular varios puntos de la grafi-
ca.

Los ejemplos aludidos son relativos a funciones rea-
les de variable real, con las cuales un estudiante cienti-
fico-técnico estd en contacto desde la Ensefianza Media.
No cabe la menor duda de que estos mismos factores
actian intensamente cuando se tratan con otros tipos de
funciones; por ejemplo, funciones reales de variable vec-
torial real, funciones vectoriales de variable real o fun-
ciones vectoriales de variable vectorial real. No suele ser
facil para el estudiante evolucionar conceptualmente de
una unica variable a varias. Se hace necesario familiari-
zar al estudiante con esos nuevos tipos de representacio-
nes del concepto sin distorsionar el tipo de representa-
cion de las funciones reales de variable real. Tampoco
podemos olvidar los distintos espacios de funciones de
los cuales es necesario disponer, con algun tipo de repre-
sentacion, de funciones y de sus operaciones.

UNA INTRODUCCION HISTORICA

Conviene hacer alguna breve aproximacion epistemolo-
gica al concepto de funcidn para fijar ideas, pues la fun-
cion es la base para desarrollar temas matematicos avan-
zados y permite modelar fenémenos fisicos, quimicos,
socioeconomicos y biologicos, entre otros.

El estudio de la funcidon es un contenido curricular
obligado desde la ensefianza secundaria hasta la univer-
sitaria. Por ello, investigadores como Sierpinska [13] y
Sfard [14] analizaron los utilizados en las escuelas y
universidades en aquellos momentos y mostraron que se
ofrecian versiones distintas del concepto que originan la
invisibilidad de algunas caracteristicas notables del mis-
mo. Por los contenidos indicados anteriormente en los
libros actuales, parece que la situaciéon no ha cambiado
mucho. Otros investigadores como Nicholas [15], Nor-
man [16] y Goldenberg [17] presentaron un catalogo de
dificultades y errores que prenden en el estudiante como
consecuencia de la utilizacion de esas diferentes versio-
nes de funcion. Se tiene que unas versiones facilitan

algunos aspectos de la funcion, pero interfieren con el
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desarrollo y comprension de otros. Véanse Selden [18];
Dubinsky y Harel [19]; Norman [16].

Pedersen opinaba que en la civilizacion babilonica se
tenia un cierto “instinto de funcionalidad”, que esta pre-
sente en las tablas de calculos. Sin embargo, Youschke-
vitch afirma que no hay sentido alguno de funcion en
esa matematica y que el pensamiento matematico de la
antigliedad no creé una nocién general de cantidad va-
riable o de una funcion [20].

Ya en el periodo medieval latino se hizo alguna con-
tribucién interesante de resaltar, pues a partir del siglo
XIII aparecieron con regularidad tratados sobre propor-
ciones; trabajos versados sobre relaciones del tipo y=kx",
donde 7 tiene un valor racional. Debe interpretarse que
esta teoria de proporciones fue basica en todas las cien-
cias cuantitativas. Piénsese que Oresme trataba (con fun-
ciones) tasas de cambio que no eran constantes, gene-
rando graficas constituidas por lineas quebradas o
curvilineas. La latitud de formas representa una larvaria
teoria de funciones con la dependencia de una cantidad
variable sobre otra. Esto se hacia sin disponer del len-
guaje algebraico para expresar la ley de variaciéon o la
correspondencia funcional [21].

Gracias a la acumulacién de una secuencia de desa-
rrollos matematicos entre 1450 y 1650 se fragud la base
para que surgiera el concepto de funcion, mostrando un
punto de vista dinamico y de naturaleza continua de la
relacion funcional, en oposicidn con cualquier vision
estatica y naturaleza discreta que se quiera reconocer en
tiempos anteriores [22]. La palabra funcion aparecio por
primera vez en manuscritos de Leibniz: Methodus tan-
gentium inversa, seu de functionibus (1673). Con ella, se
designaba a un objeto geométrico asociado con una cur-
va. No se utilizaba para designar la relacion formal entre
la ordenada de un punto de una curva y su abscisa en el
sentido moderno. En este sentido debemos reconocer que
el calculo de Newton y Leibniz no fue un cdlculo de
funciones sino un conjunto de métodos para resolver
problemas de curvas [22].

En 1718 Johan Bernoulli dio la primera definicion
formal de funcion [23]:

Por funcion de una cantidad variable, denotamos
aqui una cantidad construida de un modo u otro
con esta cantidad variable y constantes.

La notacion f{x) fue introducida por Clauriant y fue
muy utilizada por Euler alrededor del afio 1734 [21],
siendo éste el primero en darle al concepto de funcion
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un papel central y explicito en su obra Introduction in
Analysin Infinitorum:

Por funcion de una cantidad variable denotamos

aqui una expresion analitica construida de un

modo u otro con esta cantidad variable y numeros

o constantes [23, p.72].

Lagrange (1736-1813) restringe la nocion de funcion
de Euler, tratando con nuestras funciones analiticas, las
cuales estdn definidas por una serie de potencias en x.

Llamamos funcion de una o varias cantidades a

toda expresion de cdlculo en la cual estas cantida-

des entran de cualquier manera, mezcladas o no,
con otras cantidades que consideramos como valo-
res dados e invariables, mientras que las cantida-
des de la funcion pueden recibir todos los valores
posibles. Asi, en las funciones no consideramos
mds que las cantidades que suponemos variables,
sin ninguna consideracion a las constantes que

pueden estar mezcladas [23, p. 73].

Podemos aplicar a nuestro objeto de estudio la frase
de Maquiavelo [1]:

La historia es la ciencia de los hombres, de los

hombres en el tiempo.

LA EVOLUCION DEL CONCEPTO DE FUNCION

Los conceptos matematicos actuales son parte de una
estructura légico-formal que se ha construido con el
tiempo. Por ello, los conceptos matematicos evoluciona-
ron para acomodarse a la evoluciéon de la Matematica.
Pero la evolucidn de ésta depende de los problemas a los

que se enfrenta.

Un problema de interés, para estudiar la evoluciéon
del concepto de funcion, es el problema de la cuerda
vibrante. El problema consiste en encontrar una funcién
que modele la forma de la cuerda en un cierto tiempo ¢.
Se trata de encontrar una funcién que modele la posi-
cion de la cuerda en un cierto instante ¢ En esos tiem-

pos, se postulaba que:

Si dos expresiones analiticas coincidian en un in-
tervalo, entonces ellas coincidian dondequiera.

La solucién de D’Alembert (1749) es la solucién de la
ecuacion en derivadas parciales:

o’y o’y
R

y a constante (ecuacion de onda).
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Esta solucion debia tener una expresién analitica, por
tanto dada por una férmula. Se trataba de una funcion
impar, periddica y dos veces diferenciable, y ésas debe-
rian ser las unicas soluciones posibles segun se creia.
Aunque Euler coincidio con D’Alambert con la ecuacion,
éste difiere en la interpretacion de la solucion.

Otra solucion del problema fue publicada por Daniel
Bernoulli (1755) empleando argumentos fisicos y hechos
conocidos relativos a las vibraciones musicales.

y(x,1)= ibnsen (nlﬂj cos [M%j
n=1

Dos respuestas fueron obtenidas para el mismo pro-
blema y, con ello, aparece una contradiccidn insoluble:

Una funcidn f(x) definida en el intervalo (0, /) podria
ser expresada como la serie:

f(x)=y(x,0)= ibnSen(gj

n=1

Tanto Euler como D’Alambert indicaban que eso era
absurdo, puesto que implicaria que cualquier funcion
arbitraria tendria que ser impar y periddica. Asi pues, la
discusion entre matematicos se focalizaba sobre el con-
cepto de funcion y a la conexion entre dependencia fun-
cional y la posibilidad de expresar esta dependencia por
medio de una formula. Como consecuencia, se estaba
obligado a extender la definicion de funcion hacia las
funciones definidas por partes. Existian funciones (el va-
lor absoluto) que se podian expresar tanto como formu-
la y como una funcién por partes.

La funcion se mantiene como una nociéon mucho mas
abstracta y universal que la idea inicial de Euler, desapa-
reciendo la denominacion “expresion analitica”.

Sin embargo, si algunas cantidades dependen de
otras, de tal modo que, si las ultimas se cambian,
las primeras también sufren cambios, entonces,
las primeras cantidades son llamadas funciones

de éstas ultimas. Esta es una nocion muy amplia

y comprende en si misma a todos los modos a

través de los cuales, una cantidad puede ser de-

terminada por otras. Por lo tanto, si x denota una
cantidad variable, entonces, todas las cantidades

que dependen de x, en cualquier forma que sea o

que son determinadas por ella, son llamadas sus

funciones [23, p. 72].

Esta nocion de funcién permanecio practicamente
sin cambio hasta 1797, pues aparece la definicion de
funcién dada por Lagrange. Sin embargo, hasta los ini-
cios de 1800 no hay muchos cambios. Es Fourier y su
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trabajo sobre las series trigonométricas quien encontro
relaciones mas generales entre las variables. El trabajo
sobre la conduccion de calor, Analytic Theory of Heat
publicado en 1822, hace evolucionar el concepto de fun-
cion. Para Fourier en la definicion de funcion lo princi-
pal era la asignacién de valores de la funcion, sin impor-
tar si habia una o varias formulas.

Las imprecisiones alrededor de los conceptos de fun-
cion y de continuidad inquietaban a la comunidad cien-
tifica en el siglo XIX. Destacamos dos definiciones de la
época.

Permitasenos suponer que si z es cantidad variable

la cual puede asumir, gradualmente, todos los po-

sibles valores reales entonces, si a cada uno de

estos valores le corresponde un tinico valor de la
cantidad indeterminada w, w es llamada funcion

de z [23, p.74].

Como se puede ver, esta definicion no establece limi-
tes en la relacion entre las variables que definen a la
funcién no eliminaba la imprecision del concepto.

La otra definicidn es de G. L. Dirichlet, quien presen-
ta por primera vez el concepto moderno de una funcion
v =f(x) en un intervalo a <x < b:

y es una funcion de una variable x, definida en
el intervalo a < x < b, si a todo valor de la
variable x en este intervalo le corresponde un
valor definido de la variable y. Ademads, es
irrelevante en qué forma se establezca esta co-
rrespondencia [22, p. 291].

En esta definicidn no se referencia dar la funcién por
medio de una sola férmula. Ni siquiera era necesario dar
féormula alguna, puesto que era irrelevante en qué forma
de establecer la correspondencia. Sin duda esto causé
mas controversia aun. Conviene recordar que en esa
época, si bien se admitia la naturaleza arbitraria de una
funcion, hasta ese momento (incluido Cauchy) las fun-
ciones se consideraban explicita o implicitamente como
producto de expresiones analiticas o expresiones que
se pueden representar graficamente como curvas. Sin
duda, continuas, diferenciables y de dominio los nume-

ros reales.
La célebre funcion de Dirichlet echd por tierra esa
concepcion:

1, si x es racional
Sx)=

0, si x es irracional

Me he alejado, como de cierta llaga lamentable,
con miedo y horror de funciones continuas y deri-
vables en ningun punto [24, p. 65].

Un malestar en la comprension y el uso del concepto
de funcion se manifiesta en la frase:

Un texto define funcion de manera Euleriana; el
otro que y debe cambiar con x de acuerdo con una
regla, sin explicar este misterioso concepto; el ter-
cero la define como Dirichlet; el cuarto no la defi-
ne en absoluto; pero todos deducen de ellas, con-
clusiones que no estdn contenidas en ellas [22, p.
293].

Para que el concepto de funcion evolucionara fue
necesaria la evolucién de otros conceptos como los de
variable, numero real, conjunto... La teoria de conjuntos
de Cantor se infiltraba gradualmente en las matematicas
y, sin embargo, fue cuestionada y base de discusion. Di-
cha evolucion se apoyo en el surgimiento del algebra
simbolica, de la geometria analitica, del calculo diferen-
cial e integral, etc. Hasta 1900 predomin¢ la idea de que
una funcién deberia ser una expresion analitica. G. Boo-
le definia funcion (1854) como:

Cualquier expresion algebraica envolviendo al sim-
bolo x es llamada una funcion de x, y puede ser
representada bajo la forma abreviada en general
como f(x) [23, p. 75].

Ademas, prevalecia la no aceptacion de las funciones
discontinuas y funciones no-derivables como objetos
matematicos.

Trabajos como los de Borel, trabajos en teoria de fun-
ciones, estaban encaminados a definir con precisién los
objetos matematicos. Borel decia que:

Cualquier definicion en matemdticas deberia satis-
facer la condicion de que si dos matemdticos estu-
vieran hablando sobre un objeto matemdtico, debe-
riamos estar sequros de que ellos se refieren al
mismo objeto [23, p. 67].

Lebesgue desarrolla en su teoria de la medida y de-
muestra que existen funciones no representables anali-
ticamente haciendo uso del axioma de Zermelo, de la
teoria de cardinales y de algunos teoremas de Cantor:

Una funcion es analiticamente representable o ex-
presable cuando uno puede construirla, siguiendo
una ley sobre algunos funcionamientos, esta ley de
construccion constituye una expresion analitica
[24, p. 72].
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Para Borel los métodos no constructivos, como el de
Lebesgue, no eran validos en la Matematica.

Gran parte del debate fue sobre teoria de funcio-
nes. El punto critico viene a ser cuando una defi-
nicion de un objeto matemdtico (digamos un nii-
mero o una funcién) dado, legitima la existencia
de tal objeto [22, p. 296].

Muchos matematicos dieron nuevos impulsos al con-
tinuo desarrollo histdrico del concepto de funcién en un
periodo muy fecundo entre finales del siglo XIX y prin-
cipios del XX.

Para Carathéodory (1917) una funcion es una corres-
pondencia de un conjunto con el conjunto de los nume-
ros reales [24, p. 82]. Bourbaki (1939) presenta la fun-
cion como una regla de correspondencia entre el dominio
y el rango, donde ambos conjuntos son arbitrarios.

Sean E y F dos conjuntos, los cuales pueden ser o
no distintos. A la relacion entre una variable ele-
mento x de E y una variable elemento y de F se
le llama una relacion funcional en y si, para todo
x € E, existe un unico y € F el cual estd en la re-
lacion dada con x.

Damos el nombre de funcion a la operacion
con la cual se asocia cada elemento x € E con
el elemento y € F el cual estd en la relacion
dada con x; y se dice ser el valor de la funcion
para el elemento x, y la funcion se dice ser
determinada por la relacion funcional dada.
Dos relaciones funcionales equivalentes deter-
minan la misma funcion [23, p. 77].

También Bourbaki definié a la funcién como un cier-
to subconjunto del producto cartesiano de E por F, es
decir, la definicion de una funcion como un conjunto de
pares ordenados [22, p. 299]. El concepto de funcion
matematica se identifica, como correspondencia, al con-
cepto de aplicacion (mapeo) y con el de transformacion
[25].

Debido a todo lo mencionado hasta este parrafo, la
definicion actual de funcion es la de un objeto sofistica-
do, consecuencia de numerosas generalizaciones realiza-
das a través de una evolucion de mas de 2000 afios. Pero
aun se considera un concepto en continua evolucién. Se
ha estudiado remplazar la teoria de conjuntos con la
teoria de categorias como base fundamental de la Mate-
maticas, y con ello el concepto de funcion juega un rol
importante.

La teoria de categorias describe una funcion como
una asociacion de un objeto A con otro objeto B.
Los objetos A y B no necesitan tener elementos (no
necesitan ser conjuntos). Una categoria puede de-
finirse como consistente de funciones (aplicacio-
nes), que son tomados como conceptos indefinidos
(primitivos) que satisfacen ciertas relaciones o
axiomas [22, p. 299].

Nos sorprende lo adecuado de la siguiente frase de N.
Maquiavelo al afrontar la evolucion del concepto de
funcion.

En todas las cosas humanas, cuando se examinan

de cerca, se demuestra que no pueden eliminarse

los obstdculos sin que surjan otros.

DIFICULTADES DEL ESTUDIANTE PARA COM-
PRENDER EL CONCEPTO DE FUNCION

Una buena parte de las dificultades que experimentan
los estudiantes se debe a que el profesor, al explicar,
visualiza el concepto de funcion de alguna forma, mien-
tras que el estudiante, al aprender, no lo visualiza o lo
visualiza de otra forma. Por ello, al estudiante le resulta
dificil reconocer que intentan hablar del mismo concep-
to.

Ahora bien, ;qué se entiende por visualizar? Algunos
profesores entienden que el proceso de visualizacion
matematica consiste en crear una representacion visible
de algo. Bien pudiera ser de un concepto, de una idea, de
un conjunto de datos o de otro tipo de objeto. Esto es la
denominada visualizacion cientifica, con la cual se pue-
den ver, sin invadir, las estructuras corporales de un pa-
ciente o representar imagenes tridimensionales y en co-
lor de planetas y satélites del sistema solar.

La visualizacion matematica no es la visualizacion
cientifica, baste decir que visualizar en Matematica tiene
multiples interpretaciones en la literatura de Educacion
Matematica, véase las citas en la Ref. 10. “Visualizar” es:

Ver con la vista (Zimmermann, 1991; Davis,
1993).

Entrever a través de los diagramas (Dorfler, 2004;
Arcavi, 2005). Véase Dorfler y su Pensamiento
Diagramatico.

Comunicar de un vistazo; vislumbrar demostra-
ciones sin palabras (Arcavi, 2003; Alsina, 2006).

Conectar representaciones y lenguajes. Véase

Hillel y sus Modos de descripcion y lenguajes.
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Intuir (Fischbein, 1987) y pensar geométrica-
mente (Gueudet, 2002, Intuicion geométrica).

Visibilizar: Concretar con ejemplos (Bill, 2006;
Presmeg, 1997) y transportar conocimientos a
través de metdforas (Presmeg, 2008; Steinbiring,
2005).

Imaginar en la mente (Presmeg, 2006), construir
un concepto imagen rico (Tall y Vinner 1981).

Pensar geométricamente (Zimmermann, 1991;
Davis, 1993; Guzman, 1996) y una herramienta
para resolver problemas. Véase Sierpinska y sus
Modos de Pensamiento.

Aprender a conectar marcos y puntos de vista,
y construir una imagen mental rica. Véanse
Marcos y puntos de vista en Alves Dias.

Aprender y conectar representaciones (Duval,
2006; Hitt, 2002).

Como puede apreciar el lector, si el concepto de fun-
cion llevo varios siglos, no pretendera que en este arti-
culo le definamos lo que entendemos por visualizar en
Matematicas el concepto de funcién. jEs imposible ha-
cerlo ahora! Esto requiere un nuevo articulo y lo dejare-
mos para el proximo numero de la revista.
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