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Grups i la paradoxa de Banach-TarsKi

Josep Burillo

Resum En aquest article exposarem una demostracié de la paradoxa de Banach-
Tarski per a R®, aixi com del fet que la paradoxa no és possible a R>. Ambdues
demostracions tenen un punt crucial on intervenen els grups discrets, especialment
al voltant del concepte de promediabilitat' (amenability). Per tant, es desenvolupa
aquest concepte, donant exemples de grups promediables i d’altres que no i s’exposa
la contribuci6 crucial de Fglner a la teoria de grups promediables. Al final de I'article
s’explica el rol de la promediabilitat dins la teoria de grups del segle xxi.
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1 Introduccio

La paradoxa de Banach-Tarski [2], també coneguda com la paradoxa del pésol
i el Sol, és aquella segons la qual es pot subdividir un pésol en un nombre
finit de trossos, la reunié dels quals si es recolloquen d’una altra manera, la
seva reunio és una bola de la mateixa mida que el Sol. Aquesta paradoxa és
una consequéncia de I'axioma de I'elecci6 i, a partir d’aquest, de I'existéncia de
conjunts no mesurables segons la mesura de Lebesgue. L’article [3] de Josep
Pla, publicat en aquest mateix Butlleti I'any 1983, es concentra en la relacié que
hi ha entre I’axioma de I'elecci6 i la paradoxa de Banach-Tarski.

Tanmateix, ja durant la decada de 1920, Von Neumann es va adonar que la
paradoxa era una propietat que més aviat tenia a veure amb el grup d’isometries
de I'espai que no pas amb el mateix espai. Aix0 déna lloc al concepte de grup
promediable, un dels conceptes centrals en aquest ambit i que també té una

1 En catala, la paraula logica seria mitjanable, perd hem preferit promediable, que és un calc
linguistic del castella derivat de “promedio”, i que al seu torn recorda el popular catala “promig”
(versio incorrecta de “mitjana”).
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certa importancia dins la teoria dels grups discrets infinits. Per exemple, en
aquest concepte rau el fet que la paradoxa no sigui possible a R?, és a dir,
aquesta subdivisié d’'un disc que reorganitzada doni un altre disc de mida
diferent no existeix en dimensié 2. Aixo és perqué el grup d’isometries de R2
és promediable i el de R® no.

Aixi, doncs, la relacié de la paradoxa de Banach-Tarski amb els grups és
estreta. L’objectiu del present article és exposar aquesta relacio, comencant amb
una demostracié de la paradoxa basada en les propietats algebraiques del grup
lliure no abelia i continuant amb la demostracié que la paradoxa no és possible
a R?, per a la qual sera central la definicié de grup promediable. Finalment,
parlarem breument de I'interées del concepte de promediabilitat en la teoria de
grups actual, exposant la seva relacié amb el concepte de quasiisometria.

Part I. La paradoxa a R®

El primer objectiu d’aquest article és demostrar la paradoxa en el cas de
I’espai tridimensional. Les primeres tres seccions estan dedicades a aquesta
demostracio.

2 L’enunciat de la paradoxa

El concepte central relacionat amb la paradoxa de Banach-Tarski és el de
conjunt paradoxal. Recordem primer que diem que un grup G actua sobre
un conjunt X si cada element de G proporciona una bijeccié de X i aixo és un
homomorfisme entre G i el grup de bijeccions de X.

Aixi, un conjunt paradoxal sera un conjunt en el qual actua un grup, i que
admet una descomposicié com la de la paradoxa.

1 Definicid Sigui X un conjunt, i sigui G un grup que actua sobre X. Diem que
un subconjunt E [X1és G-paradoxal si existeixen dues families de subconjunts
de E,

A1, A2, ..., An, B1,B2,...,Bm,

que son tots ells disjunts dos a dos, i elements del grup
d1,92,.-.,9n, hi,hg,...hm,
tals que
E =g1A1 [gdA; - [CghAn, = h1B; [hiB; [ [ChiBmy.

Els conjunts A; i Bj formen la descomposicio paradoxal.

Observeu que la clau de la qliestio és que els conjunts A; i Bj siguin tots
disjunts dos a dos, amb la qual cosa tots ells conviuen dins E i, per tant, ni
la familia A; ni la familia Bj arriben a cobrir tot E. En canvi, si apliquem certs
elements de G sobre aquests conjunts, aleshores cadascuna de les dues families
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recobreix tot E per si sola. Aixd sembla fora de tota logica si I'accié de G
preserva la «mida» dels conjunts A; i Bj, atés que cada familia cobreix només
com a maxim «la meitat» de E, perd quan es transformen per l'accié de G
aleshores cadascuna recobreix E sencer. Aqui és on rau la paradoxa.

Per als proposits d’aquest article, anomenarem B" la bola unitat de R", i G,
el grup d’isometries de R". Les isometries, també anomenades desplacaments,
so6n aquelles aplicacions afins de R™ en si mateix que preserven la distancia.
Tothom les coneix d’haver-les estudiat a la carrera: son les conegudes rotacions,
simetries, translacions, etc.

Clarament, G, actua sobre R". Quan es defineix la mesura de Lebesgue,
se li exigeix que sigui invariant respecte a I'acci6 de G, sobre la o-algebra de
conjunts mesurables (aquella tribu de borelians que tanta gracia fa el primer
cop que ho sents). Si mai us heu preguntat per qué la mesura de Lebesgue no
esta definida sobre tots els subconjunts de R", la resposta és precisament la
paradoxa de Banach-Tarski. Aixo tindra importancia més endavant.

D’aquesta manera, un cop tenim el concepte de conjunt paradoxal, 'enunciat
de la paradoxa de Banach-Tarski és ben senzill.

2 Teorema (Paradoxa de Banach-Tarski) La bola unitat B® de R® és Gz-pa-
radoxal.

Per tant, dins de la bola unitat existeixen subconjunts A; i Bj, tots ells
disjunts dos a dos, que satisfan les condicions paradoxals. Observeu també
que aquests conjunts no poden ser, per forca, mesurables Lebesgue, perqué, si
ho fossin, el fet que sén disjunts (i I'additivitat de la mesura) faria que la suma
de totes les mesures dels conjunts fos menor que el volum de la bola, mentre
que, després d’aplicar I'accié de Gz, cada familia per separat n’ha de sumar
una mesura més gran que el volum de la bola. Certament, si anomenem V el
volum de la bola unitat, i i la mesura de Lebesgue, tenim:

™ 1 1 ™1 ™1
Vs u@Ad= udA) V= ubhiBj)=  u@Bj),
i=1 i=1 j=1 j=1

pero aleshores
r 1 ™1 5
2V pADd+ u@B)=p@)=V
i=1 j=1

i aix0 és impossible perqué V no és zero.

Aquesta és la paradoxa i d’aqui el que és més sorprenent d’aquest resultat.

En aquest enunciat, s’estableix que podem descompondre la bola unitat
en un nombre finit de peces que, arranjades de manera adient, ens donen
dues boles unitat. Es una petita variacio de la paradoxa (que no farem aqui)
que, en lloc de dues boles unitat, I'arranjament de les peces ens doni una
bola de radi 2 en comptes de radi 1 i, per tant, de qualsevol radi imaginable.
Aquesta és la «paradoxa del pésol i el Sol» mencionada a la introduccié: podem
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descompondre un pésol en un nombre finit de peces que es poden recombinar
per a formar una bola tan gran com el Sol.

La demostraci6 de la paradoxa no és extremament complicada. Pero el més
curioés de tot és que tothom, quan li anomenen la paradoxa de Banach-Tarski,
de seguida pensa en conjunts no mesurables i en I’'axioma de I’eleccié. En canvi,
la clau de la demostracio és el fet que el grup no abelia lliure és paradoxal. Un
cop vist aixo, la resta és tecnica per transferir la descomposicié paradoxal del
grup lliure a la bola. Detallarem aquesta demostracié en les seccions seglients.

3 El grup lliure de dos generadors

El grup lliure no abelia de dos generadors, anomenat F», és aquell que, generat
per dues lletres a,b, no té relacions, sind que totes les paraules reduides
(és a dir, que no contenen parells aa™!, a~*a, bb™! ni b™!b) representen
elements diferents del grup lliure. Qualsevol grup que es pugui generar amb
dos elements és quocient de F». Recordem que el grup lliure no abelia de dos
generadors és numerable, atés que és una reunié numerable de conjunts finits
(les paraules d’una longitud donada s6n una quantitat finita).

Tot grup actua sobre si mateix per multiplicacio a I’esquerra. Per tant, el
grup lliure fa tant de grup actuador com de conjunt actuat, i se li poden aplicar
els conceptes de la seccié anterior. Aleshores, tenim el resultat seguent:

3 Teorema El grup lliure F, és Fo-paradoxal.

Prova Com déiem, els elements de F, son paraules reduides amb les lletres
a, b i llurs inversos, juntament amb la paraula buida, anomenada 1, que fa
d’identitat. Considerem, doncs, les paraules no buides, i anomenem [x] el
subconjunt de paraules que comencen per X, on X pot ser cadascuna de les
quatre lletres a, b, a1, b™1. Aix0 ens déna quatre subconjunts de F», disjunts
dos a dos, i que donaran la descomposicié paradoxal. Observem que els quatre
conjunts satisfan:

F2 = [a] [ala™*] = [b] [hIb™].

Per entendre aquesta descomposicié només hem de pensar que, a les paraules
gue comencen per a~1, la segona lletra no pot ser a, perd pot ser qualsevol de
les altres tres. Per aixd tenim

ala™]={1} Cfa™*] @] {7,

i, doncs, la reunié del conjunt [a] amb el traslladat de [a~] és tot el grup
lliure. a

Aixi, doncs, el grup lliure presenta un comportament paradoxal respecte a la
seva propia acci6. A partir d’ara, I’objectiu és transferir aquesta descomposicio
a objectes geometrics, a partir d’accions de grups geometrics que continguin el
grup lliure. Per tant, el primer que farem és construir un subgrup d’un grup
geometric, que sigui isomorf al grup lliure.
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4 Proposicio El grup SO(3) de rotacions a R® conté un subgrup isomorf al
grup lliure F.

Prova Considerem dues rotacions amb angle ¢, on cos¢d = 1/3 i els eixos
de les quals estiguin en angle recte. Per exemple, les dues rotacions donades
per les matrius:

v_ — -
/3 —2'2/3 0 1 0 9
a=H"23 w3 oHpg=H ws -2"2/3 H
0 o 1 0 2°2/3 13

El subgrup generat per aquestes dues matrius és lliure. Anomenem-lo L. La
demostracio d’aquest fet és la seglient: considereu qualsevol paraula w en les
matrius a i B. Si la paraula comenca per 3, per exemple

w = pPapiap,

conjugueme-la per la poténcia adequada de B per tal que comenci per o, en
aquest cas
Bwp® = a*p*ap?,

i observem que la paraula w és la identitat si i només si B~3w2 ho és. Per tant,
podem suposar que la paraula comencga per a. Aquesta paraula correspon a un
producte de matrius, comencant per la matriu a. Apliqueu aquest producte de
matrius al vector (1, 0, 0). Es una inducci6 elemental demostrar que la imatge
d’aquest vector és sempre del tipus

v_
(a,b 2,c)/3%,

on a, b i c sén enters, i b no és multiple de 3. Per tant, aquesta imatge no és
mai igual a (1,0, 0) i, per tant, cap paraula en les matrius a i 3, comengant per
a, pot ser igual a la identitat. a

Ja tenim un grup geometric isomorf al grup lliure i, per tant, aquest subgrup
de SO(3) també és paradoxal. Aprofitant I'accié de SO(3) en I'esfera anem a
transferir la descomposicié paradoxal a S2.

4 Descomposicions paradoxals d’objectes geometrics

El subgrup L és lliure no abelia, esta format per rotacions, i tots els eixos
passen per 'origen de R3. Cada eix de rotacio talla I'esfera S2 en dos punts.
Sigui D el conjunt de punts de S? que son interseccié d’eixos d’elements de L
amb S2. Com que L és numerable, el conjunt D és un subconjunt numerable
de S? i tots els seus punts son fixos per a alguna rotacio6 a L.

Considerem el conjunt S2\D. El grup L actua sense punts fixos sobre S2\D.
Per tant, es pot transferir la descomposicié paradoxal de L a S\ D. Observem
que S2\ D queda subdividit en orbites de I’acci6 de L, un conjunt no numerable
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d’orbites, ates que cada Orbita és numerable, com ho és L. Triem un punt a cada
orbita i considerem el conjunt M format per aquests punts. Clarament, tots els
traslladats de M per L recobreixen tot S2 \ D. Pero aleshores la descomposicio
paradoxal de L es transporta naturalment a S2\ D. Si Ay, Ay, By i B, formen la
descomposicio paradoxal de L, aleshores els conjunts A1M, AoM, B1M i BoM
formen la descomposicié paradoxal de S2\ D.

Per tant, hem demostrat el resultat segient:

5 Proposicié Existeix un subconjunt numerable D dins S? tal que S2\ D és
SO(3)-paradoxal.

Observem també el paper crucial que I'axioma de I’elecci6 té en aquesta
demostracio: I'eleccié d’'un punt a cada orbita només és possible apellant a
aguest axioma. La paradoxa de Banach-Tarski depen criticament de I'axioma de
I’eleccid; de fet el teorema no és demostrable en el sistema d’axiomes Zermelo-
Fraenkel (sense I'axioma de I'eleccio): vegeu [3]. Per tant, I'axioma ha d’apareéixer,
d’una manera o d’una altra, en qualsevol demostracio de la paradoxa, i és en
aquest punt on apareix en la demostracié que estem desenvolupant.

L’'objectiu seglient és eliminar el subconjunt D i demostrar que, de fet, és
tota I'esfera S? la que és paradoxal. Per aix0 es fa servir un métode estandard
anomenat absorcié de conjunts petits. Necessitem una definicio.

6 Definicid Sigui X un conjunt on actua un grup G, i siguin E; i E; dos
subconjunts de X. Diem que E; i E> s6n G-equidescomponibles si existeixen
A1,A2,...,An, subconjunts de X i elements g1,092,...,9n [G] tals que:

« Els elements de les dues families {Ai} i {giAi} son disjunts dos a dos, és
a dir,
Ain Aj = L1 giAingjA; = L1

e Cada familia recobreix un dels subconjunts, és a dir,

E1 =A; CA} 1 CA) Ex = g1A1 [gdA; 1 CglAn.

Dos conjunts s6n equidescomponibles si admeten descomposicions que
siguin equivalents mitjancant I'accié de G, és a dir, que els trossos de la
descomposicio d’un siguin els de la descomposicio de I'altre, traslladats per
elements de G.

L’'interés d’aquesta definicio rau en el fet que, si dos conjunts s6n equides-
componibles, les descomposicions paradoxals es poden traslladar de I'un a
'altre.

7 Proposicio Si dos conjunts E; i Ez sén G-equidescomponibles, i E; és G-para-
doxal, aleshores E, també ho és.

La demostracio és elemental i es deixa com a exercici per al lector. Sim-
plement cal traslladar la descomposicié paradoxal de E; a E; mitjancant els
elements del grup i els subconjunts de I'equidescomposicio.
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Aixi, el resultat segiient ens déna la descomposicié SO(3)-paradoxal de S2.
Aquest resultat és un exemple del métode d’absorcié, segons el qual un conjunt
petit pot ser engolit dins el conjunt paradoxal més gran.

8 Proposicié Sigui D el subconjunt de S? de la proposicié 5. Aleshores S? i
S2\ D s6n SO(3)-equidescomponibles.

Prova Necessitem un element p [CSD(3) tal que tots els conjunts D, p(D),
p2(D), i tots els p™(D) siguin disjunts dos a dos. Aix0 es pot fer perqué D és
numerable. Triem una recta [der I'origen de manera que els seus dos punts
d’interseccié amb S? no siguin a D. | ara considerem el conjunt d’angles A
segient: els elements de A sén tots aquells angles 6 tals que la rotacié d’angle
nB i eix [ per a algun N, envia un punt de D a un altre punt de D.

Fixem-nos que, si un angle 6 pertany a A, vol dir que, per a alguna rotacio
sobre la recta [@amb angle 6, una poténcia seva envia un punt de D a un altre
punt de D. Pero el conjunt A és per forca numerable i, per tant, hi ha molts
angles dins S* que no hi sén. Sigui n un angle que no sigui a A. Aleshores
agafem p com la rotacié d’angle n amb eix a [_Per construccio, aquest p satisfa
la condici6 desitjada, perqué cap potencia seva pot enviar un punt de D a un
altre.

Un cop tenim p, definim
I
D= p" (D).

I finalment, I'’equidescomposicio és
S2=(S?\D) [DI S2\D =(S%2\D) [p(D).

Amb aquests dos Gltims resultats, doncs, podem concloure que S2 és
SO(3)-paradoxal.

Per estendre la paradoxa a la bola B3 només cal fer-ho radialment des de
I'origen, és a dir, que si uns certs conjunts formen la descomposicié paradoxal
de S2, aleshores B3\ 0 admet una descomposicié similar, estenent els conjunts
radialment a tota la bola excepte I'origen. Observeu que les esferes centrades a
I'origen sén invariants per I'accio de SO(3) i, per tant, es conclou naturalment
que B3\ 0 és SO(3)-paradoxal.

Per acabar la demostracio, només haurem d’emprar un altre cop el métode
d’absorci6 per incloure I'origen i estendre la paradoxa a la bola sencera. Per
a aixo ja no és suficient I'accio del grup SO(3), perque tots els elements de
SO(3) fixen I'origen, i ara ja s’ha d’ampliar el grup a tot Gs. El resultat Gltim
que finalitza la demostraci6 de la paradoxa de Banach-Tarski és el seglent.



188 Josep Burillo

9 Proposicié Labola B2 ila bola sense I'origen B3\0 sén Gz-equidescomponibles.

Prova La demostracio és molt semblant a I'absorci6 de D dins S2. Només cal
trobar un element o [CG} tal que O i totes les seves imatges per les poténcies
de o siguin diferents. Aix0 es pot assolir, per exemple, agafant una rotacio
amb un eix molt proper a 0, sense passar-hi, i amb angle de rotacié un mdadltiple
irracional de 1t. Fent el mateix procediment que en la proposicié 8, s’obté el
resultat desitjat. O

Observem que aquesta ultima part de la demostracio, en qué la descompo-
sici6 paradoxal de S? s’estén radialment a B2 (i després I’absorcié de I'origen),
es pot desenvolupar igualment amb tot R3 en compte de fer-ho a la bola. La
descomposici6 de S? s’estén radialment a tot R® menys I'origen, que després
s'absorbeix. Aqui veiem que la demostracié que acabem de fer per a B3 serveix
igualment per al resultat seglient:

10 Teorema (Paradoxa de Banach-Tarski per a R3) L'espai R® és Gs-para-
doxal.

Aixi finalitza la demostracio de la paradoxa. Creiem que és remarcable el fet
que les descomposicions paradoxals de tots els objectes geomeétrics emanen
de la descomposicio del grup lliure de dos generadors, i veureu una mica
més endavant com aquest grup forma part d’una manera crucial de la teoria
dels grups promediables. Pero la demostracié es basa completament en el
grup lliure, que és el conjunt paradoxal primordial, i la resta és una cadena
d’arguments de caire técnic per estendre la paradoxa a altres grups i conjunts
geometrics.

Aquesta paradoxa té un enunciat sorprenent, perd nomeés perqué estem
acostumats a relacionar subconjunts de R"™ amb objectes de la vida diaria. La
paradoxa no és possible amb objectes tangibles, atés que tots ells estan formats
per atoms indivisibles. En canvi, tedricament, els conjunts que apareixen en la
paradoxa no s6n mesurables i, per tant, presenten una complicacio infinita en
detalls arbitrariament petits, i no es corresponen amb objectes reals. Pero ben
mirat, realment, aquesta paradoxa no és més sorprenent que la descomposici6
dels nombres enters en parells i senars, en qué cada un dels dos conjunts de
la descomposicio és bijectiu amb el total. La paradoxa de Banach-Tarski s’ha
d’interpretar dins d’aquest mateix punt de vista, una propietat dels conjunts
infinits que sembla paradoxal pero que realment no ho és.

Com a curiositat, observem també (de manera humoristica) que la paradoxa
de Banach-Tarski es remunta a més de dos mil anys enrere, atés que ja apareix
a la Biblia. La parabola de la multiplicacié dels pans i els peixos és explicable
segons la paradoxa de Banach-Tarski. Per multiplicar un pa només cal partir-
lo en trossos no mesurables adequats, i la seva reorganitzacio produira dos
pans! Es clar que, per als simples humans, només ens esta permés deduir
indirectament I'existéncia de conjunts no mesurables, mentre que la divinitat
pot fer efectiva aquesta existéncia amb objectes materials. Pero certament
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I'auténtic miracle no és multiplicar pans i peixos, sind partir-los en trossos
no mesurables. Fet aixd, multiplicar-los no costa gaire, segons van descobrir
Banach i Tarski I'any 1924.

Part Il. La paradoxa no és possible a R?

Aquesta segona part esta dedicada a la demostraci6 del fet que la paradoxa no
és possible a R?. Aixd comporta necessariament una excursio cap al concepte
de grup promediable. Aquest concepte té una certa dificultat i és complex
d’entendre (vegeu més avall la demostracio relativa a Z), i és desitjable donar-ne
diverses caracteritzacions. Parlarem aqui, doncs, de la seva definicié mitjangant
mesures i de la caracteritzacio de Fglner.

5 Mesures en grups, grups promediables

La paradoxa de Banach-Tarski, com ja hem mencionat abans, obliga que la
mesura de Lebesgue no pugui estar definida sobre tot el conjunt P(R®), fins
i tot si rebaixem les condicions de la mesura i li demanem només que sigui
finitament additiva. El resultat és el seglient:

11 Proposicié No existeix una mesura p definida sobre P(R®) que sigui finita-
ment additiva, que sigui invariant per I'accié de Gz i que satisfaci p(B%) = 1.
Igualment, tampoc no existeix aquesta mesura amb les mateixes propietats i
H(R®) =1.

La demostracio és elemental, essent la mesura definida en tots els sub-
conjunts; en particular, sobre els subconjunts de la descomposicié paradoxal,
s’arriba rapidament a una contradiccio.

Aquest resultat és un cas particular del teorema de Tarski, que demostra
que aquesta condici6 és una caracteritzaci6 general dels conjunts paradoxals.
La direccio dificil d’aquesta demostracio allargaria molt aquest article, i pot ser
consultada a [11].

12 Teorema (Tarski) Si un grup G actua sobre un conjunt X, i E [Xlés un
subconjunt, aleshores les dues condicions seglents son equivalents:

(1) E és G-paradoxal.

(2) X no admet una mesura [, definida sobre tot P (X), finitament additiva,
G-invariant, i tal que p(E) = 1.

La part dificil de la demostracioé, que és (2) L(I)] consisteix en demostrar que
si E no és paradoxal aleshores es pot construir aquesta mesura. Consulteu [11]
per als detalls.

De la mateixa manera que la descomposicio paradoxal sobre els conjunts
geomeétrics es pot construir a partir de la descomposicid paradoxal sobre
un grup que hi actua, la construccié de les mesures també pot ser transferida
del grup a I'espai.



190 Josep Burillo

Aquesta transferéncia dona lloc a la definicié del concepte central d’aquest
article, el concepte de grup promediable.

13 Definicié Un grup G s’anomena promediable si admet una mesura u defi-
nida sobre P (G), finitament additiva, invariant per multiplicacié a I'esquerra, i
tal que p(G) = 1.

Aquesta definicio és de Von Neumann [10], que va ser qui es va adonar de
la possibilitat de la transferéencia de les mesures dels grups als espais, i de la
relacio dels grups promediables amb la paradoxa de Banach-Tarski.

La transferéncia de la mesura és deguda al resultat segtient:

14 Proposicio Si G és promediable i actua sobre un espai X, aleshores X admet
una mesura v definida a P(X), finitament additiva, G-invariant, i amb v (X) = 1.

Prova Triem un punt x [X1 Definim simplement

v(A) = pu{g [Glgx A},

en qué p és la mesura de G. Es gairebé trivial comprovar les propietats de v,
que doéna una mesura total 1 a I’orbita de x. O

Logicament, a partir d’aquest teorema deduim que el grup Gz no és prome-
diable, atés que R® és paradoxal. Tampoc ho és F, atés que és paradoxal amb
la seva propia accio.

La construcci6 estandard d’una integral respecte d’'una mesura es pot aplicar
a un grup promediable. Donat un grup G, sigui B(G) I'espai de funcions reals
afitades definides en G. Aixo permet definir la integral g dp, primer per
a funcions esglaonades simples i després estenent per pas al limit a totes les
funcions mesurables. En aquest cas, com que la mesura esta definida a tot
P(G), totes les funcions s6n mesurables. Aquesta integral és invariant per
I'acci6 de G, és a dir, satisfa, per a cada g [GlIfixat:

1 1

f(ogx)du=  F(x)dp.
G G

Aquesta integral s’Tanomena tradicionalment una mitjana invariant, i la nomen-
clatura reflecteix aquest terme: en frances els grups promediables s’anomenen
moyennables, i en anglés amenable. Aquest nom és un joc de paraules, atés
que I'existéncia d’'una mitjana mean donaria lloc a la paraula meanable, que
sona molt proper a amenable, amb I'afegit que amenable en anglés vol dir «ac-
cessible, que presenta bona disposicid» i que s’aplica normalment a persones.

6 Exemples

Ja coneixem grups no promediables, F»> i G3. Anem a veure com trobar grups
promediables.
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Una familia de grups que s6n sempre promediables son els grups finits,
logicament. La mesura es defineix en un subconjunt de manera natural: com el
seu cardinal dividit pel nombre d’elements del grup, és a dir, si #A representa
el cardinal del conjunt A, aleshores

#A
H(A) = #G
i observem que la mesura és invariant perqué gA té el mateix nombre d’ele-
ments que A.

La part més interessant arriba quan considerem grups infinits. Quin és el
grup infinit més senzill? El grup ciclic Z dels nombres enters. Es Z promediable?
La resposta a aquesta pregunta és afirmativa, pero la demostracio no és senzilla.
Intentem demostrar que Z és promediable. La construccié que acabem de
fer per a grups finits no serveix, logicament, pero intentarem aproximar-la.
Considerem, dins Z, el subconjunt dels enters que van des de —n fins a n, el
qual té 2n + 1 elements, i anomenem-lo Cp. Intentem aproximar una mesura
a Z definint una mesura P que tingui suport a Cp,, que, com que és finit, ho
podem fer perfectament igual que abans. Donat un subconjunt A de Z, definim

#(AnCp)

A) =
un(A) #Co,

Aguesta mesura esta ben definida sobre tots els subconjunts de Z i és additiva,
pero, és invariant? Considerem el conjunt que correspondria a gA dins Z, que
seria el conjunt A + 1, format pels elements a + 1 per als a [CAl Com que el
generador de Z és 1, el conjunt A + 1 és el traslladat de A. Aquest conjunt,
logicament, pot ser diferent de A, perd no massa, i aqui hi ha la clau. Observeu,
si A n Cp, té k elements, aleshores el nombre d’elements de (A + 1) n C, pot
variar com a maxim en 1 amunt o avall, segons si els nombres ni —n—1
pertanyen a A. Es clar: si n pertany a A, quan faig A + 1 em surt fora de Cp,
i el cardinal de la interseccio pot baixar en 1. Pot augmentar en 1 també si
—n — 1 [CA] perqué, quan traslladem, aquest entra dins Cp,.
Pero aquesta és tota la variacio possible. Per tant, hem demostrat que

Cnh Cn
Iin(A+ 1) — Hn(A)] = %(A;é)nn ) )§2n1+1'

i la diferéncia es fa petita i, per tant, desapareix en el limit. Sembla logic,
doncs, definir una mesura a Z agafant el «limit» de les mesures pn, és a dir, si
A [Z]definir

H(A) = lim pn(A),

i aix0 seria correcte si no fos perqué aguest limit, en general, no existeix. Es un
exercici senzill per al lector trobar un subconjunt de Z per al qual aquest limit
no existeixi, fent que la successio {un(A)} oscilli arbitrariament.

Aixi, qué podem fer? Doncs, encara que aquest limit no existeixi, la mesura
es pot definir dins I'espai de mesures. Considerem I’espai [0, 117, els elements
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del qual son les aplicacions de P(2) en [0, 1]. Aquest espai és compacte pel
teorema de Tychono [_derqué és un producte cartesia, indexat per P(2Z), de
copies de [0, 1], que és compacte. Dins d’aquest espai, el subconjunt de les
mesures (que satisfan les propietats d’additivitat, etc.) és un tancat i, dins
aquest, I'’espai Mp, de les mesures v que satisfan

IVIA+1)—v(A)| < %

és també tancat. A més, la familia és descendent per raons Obvies, és a dir, si
n < m, tenim que My M. | a més, Mp no és buit, perqué la mesura Hn
construida anteriorment hi pertany.

D’aix0 es conclou que I'espai de mesures

1
M = Mn

n=>0

no és buit. | per forga, per a una mesura de M, si pertany a tots els My, la
diferéncia entre p(A+1) i u(A) ha de ser zero i, per tant, la mesura és invariant.

Aixi es demostra que I'’espai de mesures invariants sobre Z no és buit i,
doncs, hem demostrat el resultat seglient:

15 Proposicid El grup Z dels nombres enters és promediable.

Sembla una mica exagerat que per demostrar que un grup tan senzill com Z
és promediable s’hagi de fer servir el teorema de Tychono [aplicat a I'espai
de mesures, pero no hi ha altra manera de fer-ho. Aquesta mena de resultats
és habitual en aquesta teoria, i la gent que treballa en analisi funcional, per
exemple, hi esta habituada. Aixi i tot, si que és una mica frustrant no poder
escriure explicitament la mesura per a grups tan senzills.

Ja tenim, doncs, un grup promediable infinit. Com hem remarcat abans, la
clau d’aquesta demostraci6 és que hi ha una familia de conjunts, els Cp, tals
que, si els traslladem pel generador (és a dir, si sumem 1 a tots els elements),
els conjunts no canvien gaire. Durant la década de 1950, el matematic noruec
E. Fglner va tenir la intuicié que aquesta propietat podia caracteritzar els grups
promediables. A la propera seccié descriurem el treball de Falner, que és clau
per entendre la promediabilitat des del punt de vista algebraic.

7 La caracteritzacié de Fglner

Aixi, la idea de Fglner va ser intentar trobar conjunts finits dins el grup de
manera que la mesura es pogués aproximar per mesures sobre aquests conjunts.
La invariancia de la mesura quedara assegurada si, com passa a Z, els conjunts
finits canvien poc quan son traslladats pels elements de G. Aix0 sera cert quan
els conjunts Cy, tinguin la frontera petita.

Per poder detallar aquests conceptes necessitem I'’estructura general del
graf de Cayley d’un grup finitament generat. Aquest graf proporciona una de
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les eines més interessants per estudiar el grup, sobretot perquée li déna una
flaire geometrica que és molt visual i atractiva, a més d’util. Els grafs de Cayley
de grups finits sén interessants en teoria de grafs i combinatoria, pero aqui
ens concentrarem en els grafs de Cayley de grups infinits, per als quals les
propietats geometriques s6n més interessants i tenen relacié amb la geometria
tradicional.

Sigui G un grup i X un conjunt finit de generadors de G. El graf de Cayley
I (G, X) de G respecte de X és un graf que té per vertexs els elements de G, i
per arestes els triples (g, x,g5, g,g” Gl x X tals que g== gx. Aixi, de
cada g del grup, en surt una aresta, que considerarem etiquetada per x [X]
fins a I'element gx. Per exemple, el graf de Cayley de Z, amb el sistema de
generadors X = {1}, és una linia recta: els punts enters son els vertexs del graf,
i una aresta va des de n finsan + 1.

Per a Z2, per exemple, generat per dos elements x = (1,0) i y = (0,1)
tals que X +y = y + X, és la xarxa de punts enters dins R?, i les arestes
son segments de longitud 1, els horitzontals etiquetats per X, i els verticals
per y. Observem que un quadrat del graf reflecteix exactament el fet que
X +y =y + X, i és cert en general que un cami tancat dins el graf correspon a
una relacio del grup, és a dir, a una paraula que és igual a la identitat.

Aixi, doncs, el graf de Cayley del grup lliure (no abelia) és un arbre, perqué
en el grup lliure no hi ha relacions. Si a i b s6n els generadors, de cada vertex
w del grup lliure en surten dues arestes, una cap a wa i una altra cap a wb
i, de fet, cap a w n’arriben dues que provenen dels elements wa™! i wb™1. |
dues paraules reduides en a i b mai no son el mateix element del grup, ja que
no hi ha camins tancats. El graf de Cayley del grup lliure és un arbre regular,
tots els vertexs tenen grau 4.

Un cop tenim el graf de Cayley del grup G respecte a X, podem definir el
concepte de frontera d’un subconjunt finit. Sigui C un subconjunt finit del
grup G. La frontera de G, escrita logicament 0C, esta formada per aquells
elements de C que sén veins del complement de C. Es a dir:

0C = {g [C]| existeix x [Xltal que gx [CI}.

Observem que dins el graf de Cayley de Z, la frontera dels conjunts C, de Z
és {—n, n}. Dins Z2, si agafem per exemple un quadrat amb vértexs (xn, £n),
la frontera esta formada pels elements de R? que tenen almenys una de les
dues coordenades amb valor absolut igual a n.

La frontera d’un conjunt és important perqué és una mesura de com canvia
el conjunt quan el traslladem per un generador. Per a un subconjunt C del grup
G, considerem xC, on X és un generador, i observem en qué son diferents C i
XC. Els elements de xXC que no sén a C sén a la frontera, ja que en multiplicar-
los per x surten de C. | igualment, els elements de C que no sén a xC sén també
a la frontera, perqueé si els multipliquem per x~1 surten de C. La conclusi6 és
que si considerem els elements en qué difereixen C i XC, és a dir, la diferéncia
simetrica de C i XC, aquesta té menys elements que dC.
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Si tenim doncs, com a Z, una successio de conjunts C,, podrem definir una
mesura L, de la mateixa manera que alla. Si A és un subconjunt arbitrari de G,

fem H(A N Cr)
ntn
A)= ——,
Hn(A) #Ch,
i tindrem

[#(XA 1 Cn) = #(A n Cn)| _ #(Cn [XTn) _ #3Cn
#Cn = #Cn = HC,

[Un(XA) —pun(A)] =

Aixo0 es pot fer per a qualsevol familia de subconjunts finits C, dins el grup,
pero, és clar, aixd nomeés té gracia si la mesura resultant (després d’aplicar el
teorema de Tychono [ _eltc.) és invariant. | per a aix0 és necessari que

#0Ch

n

lim

n-oo

=0.

La gran contribucio de Fglner és donar la importancia que té a aquesta propietat,
que ha estat immortalitzada amb el seu nom.

16 Definicié Donat un grup finitament generat G, una familia de conjunts de
Falner és una familia de subconjunts finits C,, de G tal que

#0Ch

n

lim =0.

n - oo

El teorema fonamental de la teoria de la promediabilitat és el seglent.

17 Teorema (Fglner [6]) Un grup finitament generat és promediable si i només
si admet una familia de conjunts de Fglner.

L’argument que hem donat anteriorment només demostra una implicacio.
L’altra és forca més complicada, i podeu consultar-la a [7] o bé a I'article original
de Fglner. Per0 la implicacié que ens interessa és la que hem desenvolupat. Amb
aquesta podem demostrar, per exemple, que ZX és promediable, simplement
agafant com a conjunt de Fglner C, un cub de costat el segment de longitud 2n
que va de —n a n en cada coordenada. El seu cardinal és de I'ordre de nX i la
frontera té aproximadament (un multiple de) n¥~! elements. | aixi, combinant
de manera natural aquests conjunts amb els grups finits, tenim el resultat
seguent.

18 Proposicio Els grups abelians finitament generats son promediables.

Per finalitzar aquesta secci6, observem que, com que ja sabem que F2 no és
promediable, no pot admetre una familia de conjunts de Fglner. Considerant
I'arbre regular infinit de grau 4, i fixant un punt base, la bola de radi n (elements
a distancia com a maxim n del punt base) té cardinal de I'ordre 3". Per tant, la
frontera té 3" — 3"~ elements i, consegiientment, el quocient entre la frontera
i el conjunt té limit 2/3 i no serveix com a familia de conjunts de Fglner, com
ja sabiem que passaria. De fet, aix0 és general, donat pel resultat segiient:
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19 Proposicio ([1]) Per a qualsevol subconjunt finit A del grup lliure F», es té

HOA _ 2
= —

#A 3

Clarament, dins el grup lliure no hi pot haver conjunts de Fglner.

8 El grup d’isometries de R?

Per a acabar el nostre viatge pels grups promediables demostrarem que el grup
G, d’isometries de R? és promediable, i aixd ens portara al nostre objectiu
final, la demostracié de la imposibilitat de la paradoxa de Banach-Tarski a R?.
Per fer aix0 necessitarem dos resultats, que fan referencia a la preservacio de
la promediabilitat amb les operacions conjuntistiques i algebraiques.

20 Proposicio Si un grup és promediable, també ho sén els seus subgrups i els
seus guocients. Si tenim una successio exacta curta

13 6"n. 6@ ™M 1,

aleshores G és promediable si i només si ho son GH G™

No donarem la demostracié d’aquest resultat, que és rutinaria i allargaria
massa aquest article. La podeu consultar a [13]. Aquest resultat multiplica el
nombre de grups promediables. Per exemple, ara els grups nilpotents i els
grups resolubles s6n promediables.

També com a corollari d’aquest resultat, pero ara en la seva vessant nega-
tiva, qualsevol grup que contingui un subgrup lliure no pot ser promediable.
Aix0 ens dbna una quantitat gran de grups no promediables, i durant molt
temps es va pensar que aquesta propietat caracteritzava els grups no prome-
diables. La conjectura de Von Neumann deia precisament aix0: que un grup
era promediable si i només si no contenia cap subgrup lliure. La conjectura,
oberta durant molts anys, finalment va ser resolta negativament per Ol’'shanskii
[8] trobant un grup no promediable pero sense subgrups lliures, i uns anys
després, Ol'shanskii i Sapir van trobar també un contraexemple que admet una
presentacio finita [9].

La definicio de grup promediable es pot aplicar tant a grups amb generacio
finita com a grups que no ho siguin. Si un grup no admet un sistema finit
de generadors, es pot considerar un limit directe (reunié infinita) dels seus
subgrups finitament generats. Aix0 dona lloc al resultat segient:

21 Proposicié Un grup és promediable si i només si ho son tots els seus subgrups
finitament generats.

En un sentit, la demostracio és obvia, ates que la promediabilitat s’hereta
en els subgrups. En un altre, com que tot grup és la reunio dels seus subgrups
finitament generats, el resultat és conseqiéncia del resultat segient, més
general.
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22 Proposicid Si un grup G és la reuni6 d’un sistema dirigit de grups {Gi}im
on tots els G;j son promediables, aleshores G també és promediable.

Aqui la demostraci6 fa servir també el teorema de Tychono [ iks semblant a
la demostraci6 de I'existéncia de la mesura de Z. Es defineix Mj com el conjunt
de les mesures definides a G i que sOn invariants només per als g [Gk. Es
demostra que, com que el sistema és dirigit, la familia {M} té intersecci6é no
buida i, doncs, una mesura que pertanyi a aquesta intersecci6 sera invariant
per a tot el grup G.

Aix0 ens permet assegurar la promediabilitat dels grups abelians, amb
generacio arbitraria.

23 Corollari Tot grup abelia és promediable.

I finalment, el resultat que acaba la demostraci6 que la paradoxa de Banach-
Tarski no és possible a R?.

24 Teorema El grup G, d’isometries de R? és promediable.

Prova El grup G, no és abelia, pero és extensié d’abelians i, per tant, la
proposicioé 20 ens assegurara que és promediable. Només cal recordar que
G2 té un subgrup G, d’index 2 de les isometries que preserven I'orientacio, i
aquestes isometries estan formades per una rotacié (un element de S1) i una
translacio (un element de R?). Es a dir, tenim dues successions exactes curtes:

10.Gy .G, 0. 2/22 0. 1
13:RBGy &-8T 31

i, per tant, com que Z/2Z, R? i S1 son tots abelians i per tant promediables, es
dedueix que G, és promediable. O

Remarquem, doncs, que si que existeix, encara que sigui impossible escriure-
la explicitament, una mesura sobre P(RZ), finitament additiva, G,-invariant, i
amb mesura del total igual a 1.

Part Ill. La promediabilitat al segle xxi

9 Invariancia per quasiisometries

La promediabilitat és un concepte classic, que data de la primera meitat del se-
gle xx, i que ha gaudit de gran acceptacié dins I'ambit de I'analisi funcional i de
la teoria dels grups topologics. El lector interessat pot trobar caracteritzacions
de promediabilitat en funci6 del teorema de Hahn-Banach, per exemple, i pot-
ser les coneix si és un expert en alguna d’aquestes arees. La mateixa paradoxa
de Banach-Tarski s’emmarca dins d’aquests ambits, amb la teoria de conjunts
i la logica pel mig, mitjangant I'axioma de I'eleccid. Fins i tot, en I'article [4],
els autors desenvolupen la teoria de la promediabilitat per als grafs infinits,
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de manera analoga a com ho fem nosaltres per als grafs de Cayley, pero sense
restringir-se a aquests.

Aqui ens hem interessat per les repercussions que té el concepte de prome-
diabilitat dins la teoria de grups discrets, principalment finitament generats, i
la possibilitat de demostrar la paradoxa per a R3 (i la seva impossibilitat per
a R?) a partir de conceptes purament de teoria de grups, com s6n la geometria
del grup lliure i la dels grafs de Cayley dels grups finitament generats.

Dins la teoria dels grups discrets infinits, el concepte de promediabilitat
en ell mateix havia estat considerat una curiositat accidental, un concepte
tangencial a la teoria. Pero des dels anys vuitanta, amb la introduccié per part
de Gromov del concepte de quasiisometria, el concepte de promediabilitat ha
adquirit una importancia més gran. Voldria finalitzar aquest article donant la
definicié d’aquest concepte i la seva relacié amb la promediabilitat. Aquest és
un bon exemple del que s’Tanomena avui dia la teoria geometrica de grups, que
és I'estudi dels grups des del punt de vista de la geometria dels espais en els
quals actuen, i en particular dels grafs de Cayley.

25 Definicio Donats dos espais meétrics (X,dx) i (Y, dy), i dos nombres reals
positius A i C, una (A, C)-quasiisometria és una aplicacio

f: XY,

no necessariament continua, i que satisfa:

e Per a tot x, x5 [X] es té
%dx(x,xg —C =dy(FX), F(xH) = Adx(x,xY+cC.

= Peratoty L[Y] existeix un x [Xltal que dy (F(x),y) <C.

Una quasiisometria, doncs, pot canviar la distancia entre dos punts, pero
no gaire, només per un factor multiplicatiu i una constant additiva. Aquesta
constant fa que les quasiisometries no siguin, en general, continues.

Observem que la segona condici6 parla de quasiexhaustivitat i, de fet, a
partir d’aqui es pot trobar una quasiinversa que és també una quasiisometria.

La possibilitat de considerar el graf de Cayley (0 més exactament, el seu
conjunt de vértexs) d’'un grup com a espai méetric donant longitud 1 a cadascuna
de les seves arestes fa que puguem considerar les quasiisometries com a
morfismes de la categoria de grups finitament presentats, en lloc dels habituals
homomorfismes. Les quasiisometries tenen bona relacié amb les propietats
algebraiques dels grups, com ho demostren les propietats segients:

26 Proposicié Tenim els resultats seglents:

= Un isomorfisme entre dos grups finitament generats és una quasiisometria.

= Si tenim dos sistemes finits de generadors X i Y del mateix grup G, la
identitat és una quasiisometria entre els dos grafs de Cayley (G, X) i
r(G,Y).
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« Si H és un subgrup d’index finit de G, aleshores la inclusié de H dins G és
una quasiisometria.

D’altra banda, a causa de la constant C, les quasiisometries no es comporten
bé respecte als grups finits:

27 Proposicié Dos grups finits qualssevol sén quasiisometrics.

Aixi, els isomorfismes entre grups sén quasiisometries, pero, com veiem
en el cas dels grups finits, no totes les quasiisometries sén isomorfismes.
Ara bé, en el cas dels grups infinits, la classificacioé dels quals és encara ben
lluny de ser assolida, les quasiisometries donen una possible classificacio
més grollera que la classificacié per isomorfismes i, per tant, més assequible.
Aquesta classificacio, logicament, també encara esta lluny del nostre abast i
potser hi estara sempre, pero com a minim és més tractable. Aqui és on la
promediabilitat ha adquirit una nova vida dins la teoria geométrica de grups
infinits, a causa del resultat segtient:

28 Teorema La promediabilitat és un invariant per quasiisometries. Es a dir,
si dos grups (finitament generats) son quasiisometrics, un és promediable si i
nomeés si ho és l'altre.

La demostracio d’aquest fet es basa completament en la caracteritzaci6 de
Falner, atés que el concepte de frontera és relativament ben preservat per la
quasiisometria, i aleshores la imatge per la quasiisometria dels conjunts de
Folner és molt propera als conjunts de Fglner del grup imatge.

Aixi, la promediabilitat s’ha fet servir dins articles com ara [12] o [5] per
distingir grups quasiisométricament dins una mateixa familia.

Podem dir que la promediabilitat dels grups discrets finitament generats és
més viva que mai.
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