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Invariants en dinamica complexa*

Ndria Fagella Rabionet

Resum Usant com a fil conductor el métode de Newton per a polinomis complexos,
aquesta llicé pretén mostrar els diferents comportaments que poden tenir les orbites
d’un sistema dinamic generat per la iteracié d’una funcié analitica del pla complex.
Veurem com aquestes Orbites s’agrupen en conjunts invariants amb dinamiques molt
variades, separats per fronteres fractals amb propietats remarcables, tant topologiques
com dinamiques.
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1 El métode de Newton: els origens

El métode de Newton és probablement el métode iteratiu més conegut i antic
que pot trobar-se a les matematiques. Aquest métode serveix per calcular
solucions aproximades reals o complexes d’una equaci6

f(z)=0,
on f ha de ser una funci6 derivable i z és una variable real o complexa.
Aleshores construim la funci6
(@)
Ti(2)

i observem que f(a) = 0 si, i només si, N¢(a) = a.
L’estudi local del métode de Newton data de I'any 1689, quan Joseph Raph-
son va demostrar el teorema seglent.

Ne(z) =z —

= Aguest article correspon a la llic6 inaugural del curs 2007-2008 de la Facultat de Mate-
matiques de la Universitat de Barcelona. Agraim al dega d’aquesta Facultat I'autoritzacié per a
publicar-lo.
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1 Teorema (Estudi local. Raphson, 1689) Si f(a) =0 zp és prou proper a
a, llavors la successio

Zp,21 — Nf (Zo), Zy = Nf (Zl), ey Zn = Nf (Zn_l), -
convergeix en a.

El punt zo s’anomena una condicié inicial i la successi6 {zn = N{(20)}n s
es coneix com l'orbita de zg. Aixi, doncs, el teorema ens diu que qualsevol
arrel a de ¥ té un entorn de condicions inicials I’0Orbita de les quals convergeix
cap a a, o en altres paraules, per les quals el métode «funciona» (vegeu la
figura 1).

Figura 1: Tota arrel a de f té un entorn de condicions inicials per a les
quals el métode de Newton funciona, és a dir, I’drbita de zo convergeix
en a.

Ernst Schroder I'any 1870 [9, 10] i, independentment, Arthur Cayley I'any
1879 [2, 3] van ser els primers a plantejar-se un estudi global del métode de
Newton. Les preguntes que es van plantejar eren del caire segient:

« Si T té diverses arrels, quines condicions inicials tenen orbites que con-
vergeixen en I'una o l'altra?

* Totes les condicions inicials donen lloc a orbites convergents? Conver-
geixen aquestes sempre cap a alguna de les arrels de ¥ o bé hi ha altres
comportaments possibles?

Schroder i Cayley no van arribar gaire lluny en els seus objectius, pero aixi
va néixer el que avui coneixem com la dinamica complexa, que és I’estudi local
i global dels sistemes dinamics generats per la iteracio de funcions analitiques
al pla complex.

En aquest punt ens sera util definir el concepte segient.

2 Definicié Donada una arrel a de la funcié F, definim la seva conca d’atraccié
com el conjunt de condicions inicials del pla tals que la seva orbita pel métode



Invariants en dinamica complexa 31

de Newton convergeix en q, és a dir,

A(a) ={zo [CI N{(z0) O, o}

Tots dos matematics van solucionar el problema per al cas en qué T és un
polinomi de grau 2, demostrant que cada una de les dues arrels de T posseeix
un semipla de condicions inicials, les orbites de les quals convergeixen cap
a l'arrel en questié. Aquestes dues conques d’atraccio estan separades per
la recta mediatriu entre les dues arrels, formada per condicions inicials amb
orbites que no convergeixen en cap de les dues arrels, és a dir, condicions
inicials per a les quals el métode «falla» (vegeu la figura 2).

Figura 2: El metode de Newton per a un polinomi P de grau 2 amb arrels
a; i az. En taronja, es veu la conca d’atraccio de a; i en morat la de as.
La recta que les separa esta formada per condicions inicials per a les
quals el metode «falla».

Pero Cayley va rendir-se pel que fa al grau 3. En el seu article de 1880 [4] va
deixar escrit:

[...] La divisi6 [del pla en conques diferents] es fa sense dificultat en el cas
quadratic; pero en el cas segient, el de I'equacié cubica, no és en absolut obvi
quina és la divisio; i I'autor no ha aconseguit trobar-la [...].

La rad per la qual Cayley va encallar-se és que, sense saber-ho, s’estava
enfrontant a una fractal, sense cap eina per veure-la! A la figura 3 es poden
veure les tres conques d’atraccié del métode de Newton per a un polinomi
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cubic, cada una amb un color diferent. Aquest pla de condicions inicials també
s’anomena pla dinamic o pla de fases.

Figura 3: Espai dinamic del métode de Newton Np(z) =z — Pﬂ@% del

polinomi P(z) = z(z—1)(z—a), amb a = 0, 5+1 sin(11/3). Les condicions
inicials es poden veure al pla complex i també a I’esfera de Riemann (la
compactificacié de C afegint-hi el punt de I'infinit, que correspon al pol
nord). Les tres conques d’atracci6 de les tres arrels de P es mostren en
colors diferents.

No va ser fins a I'any 1918 que Pierre Fatou i Gaston Julia no van emprendre
un estudi més sistematic [6, 7, 8] de la iteracio6 de les funcions analitiques, i van
establir les bases de la teoria moderna, del que avui coneixem com a sistemes
dinamics complexos o dinamica complexa.

2 Sistemes dinamics complexos: objectius

Deixarem de banda de moment el métode de Newton, i ens centrarem en
la iteracié de funcions més generals que, per simplificar, demanarem que
siguin holomorfes a I'esfera de Riemann €& C [{d} o, equivalentment,

funcions racionals F(z) = g(é)) on P i Q sén polinomis sense arrels comunes.

Donada, doncs, una funcié F : €1 €-dacional, el nostre objectiu és estudiar el
comportament asimptotic de les orbites

20,21 = F(20),....Zn = F"(20),...

en funcié de la condicio6 inicial zg.
Entre les orbites més senzilles que podem trobar remarquem les seglients
(vegeu la figura 4):

Punts fixos: punts zp tals que F(zp) = 2p.
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Punts periodics de periode p > 1: punts zg tals que FP(zo) = zo i FX(z0) # 2o
peracap k< p.

Punts preperiddics: punts zo que no sén periodics, perd tals que FX(zp) si
que ho és per a alguna k > 0.

° .'/\\o o /J'.'/\'\o

Figura 4: D’esquerra a dreta, un punt fix, una orbita periodica de periode
p = 3 i una orbita preperiodica.

Les orbites mencionades son totes finites. Una orbita infinita pot convergir
per exemple a I'infinit, o en un punt fix, o pot no convergir enlloc. Fent un petit
abus de llenguatge, direm que I'0Orbita de z convergeix en una oOrbita periodica,
diguem {zo, z1,...,Zp-1}, si F"P(z2) tendeix a z; per a algun 0 < i < p, quan
N - oo, Observem que I'exponent és un multiple de p, on p és la llargada de
I’orbita periodica.

En estudiar el pla de fases de F, I'objectiu més basic és el de classificar les
condicions inicials segons el comportament asimptotic de les seves orbites.
Aquest pot ser un problema molt senzill en alguns casos i, en canvi, en d’altres
pot ser de solucié molt dificil o, a hores d’ara, impossible.

2.1 Conjunts invariants

Una manera de simplificar el problema que acabem de plantejar és buscar
el que anomenem conjunts invariants. La definicidé d’aquests conjunts és la
seguent.

3 Definicié Diem que A [Clés un conjunt

= positivament invariant, si F(A) [CA]

= negativament invariant, si F~1(A) [A] on entenem que
F™1(A) = {z [TI| F(2) (A,

= totalment invariant, si ho és positivament i negativament, o en altres
paraules, si F71(A) = A=F(A).

Els conjunts invariants sOn interessants en moltes arees de les matema-
tiques pero en particular en qualsevol sistema dinamic (real o complex, i de
qualsevol dimensid), ja que permeten descompondre el sistema en subsistemes
dinamics meés petits i potser més senzills d’estudiar. En sistemes dinamics
de R" trobem multitud d’exemples com ara varietats invariants, integrals pri-
meres, etc. que moltes vegades permeten reduir la dimensié del sistema que
s’estudia.
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Els conjunts invariants més petits son les mateixes orbites. En efecte, el que
anomenem I'orbita positiva de zp i denotem per

0%(z0) ={20.21,...,Zn = F"(20),...}
és positivament invariant. L’orbita gran de zg
O(20) ={z [CI| FP(z) =F9(z0) perap,q [N}

és totalment invariant (vegeu la figura 5).

T . .
\./’/ // / \. \
/ .m A“: N

Figura 5: L’0rbita gran d’un punt zg, O(zp) consisteix en el conjunt
de punts «emparentats» amb zg a través d’iterats de F. En negre veiem
I'orbita positiva de zg, que en aquest cas és finita. Observem que si z
pertany a O(zp), llavors O(z) = O(zo).

Retornem a continuacio a examinar el sistema dinamic generat pel métode
de Newton, i considerem quins son els conjunts invariants que podem obser-
var-hi.

Recordem que si o és una arrel d’un polinomi P, I'estudi local del métode de
Newton ens deia que a esta equipada amb un entorn U de condicions inicials,
les Orbites de les quals convergeixen en a. Amb la terminologia anterior, aixo
és dir que U pertany a la conca d’atraccio de a i, de fet, aquesta consisteix en
totes les antiimatges (de tots els ordres) de U. Es a dir:

1
A(@) ={zo [TINP(20) 0. a}=  Np"(U).

n=1

Observem que U és un conjunt positivament invariant, mentre que la conca
sencera A(a) és totalment invariant. En general, una conca d’atraccié A(a) és
un conjunt
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= obert, per continuitat;

= totalment invariant, per definicio, ja que esta format per orbites grans, i
aguestes son totalment invariants;

« format possiblement per infinits components connexos. En té un de princi-
pal AN&) que és el que conté a.

A la figura 6, hi podem veure el pla dinamic del métode de Newton d’un
altre polinomi cubic. Hi observem tres conques d’atracci6 en tres colors dife-
rents. Aparentment (i de fet és aixi) una d’aquestes esta formada per un Unic
component connex, mentre que les altres en tenen infinits.

Figura 6: Pla dinamic del méetode de Newton Np per a P(z) = z(z —
1)(z—a) amb a = %(l + 1). Veiem tres conques d’atraccid totalment
invariants. Una d’aquestes, la de a, esta formada per un Unic component
connex, mentre que les altres dues en tenen infinits.

Observem en aquest punt que, tot i haver definit el concepte de conca
d’atraccio pel métode de Newton, aquest és facilment generalitzable a altres
funcions. Donada una funcid racional F amb un punt fix (o periodic) que
atregui les orbites d’un entorn (els punts amb aquesta propietat s’anomenen
atractors), la conca d’atraccié d’aquest és, analogament, el conjunt d’orbites que
hi convergeixen. Aixi definida, qualsevol conca d’atracci6 té totes les propietats
mencionades: és oberta, totalment invariant i possiblement formada per infinits
components connexos.

No és dificil comprovar que si un conjunt A és totalment invariant, també
han de ser-ho el seu complementari i la seva frontera. Per aix0, doncs, obtenim
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el segon exemple de conjunts invariants: si A(a) és una conca d’atraccio, la
seva frontera també és totalment invariant. Per definicié, aquest conjunt és
tancat i no pot tenir interior.

3 La particio basica: els conjunts de Julia i Fatou

Hi ha una diferéncia fonamental entre els dos exemples de conjunts totalment
invariants que hem presentat: les conques d’atraccié formen part del que
anomenem conjunt de Fatou o conjunt estable, mentre que les seves fronteres
pertanyen al conjunt de Julia o conjunt caotic. Vegem ara com es defineixen
aquests dos conjunts, en més d’'un aspecte complementaris I'un de I'altre.
Necessitem préviament el concepte de normalitat de la familia d’iterats en un
cert obert del pla.

4 Definicié Sigui F : €1 &dnalitica. Diem que la familia d’iterats {F"}n rés
normal en un obert U [&3di tota subsuccessié de {F"} ité una parcial que
convergeix uniformement en compactes de U (potser a oo).

Informalment, la familia d’iterats és normal en un obert quan tots els punts
de I'obert es comporten de manera similar sota la iteracio de F, per la qual cosa
relacionem aquest concepte amb el d’estabilitat.

5 Definicid El conjunt de Fatou, F (F), es defineix com el conjunt de punts z [
Eper als quals la familia d’iterats {F"}n aés normal en algun entorn U de z.

El seu complementari I’'anomenem conjunt de Julia. Es a dir, J(F) = ENF (F)
és el conjunt de punts per als quals la familia d’iterats no és normal en cap
dels seus entorns.

A partir de la mateixa definicid, no és dificil deduir que qualsevol conca
d’atraccio d’un punt fix a és del conjunt de Fatou, ja que la mateixa successi6
d’iterats de F convergeix uniformement en compactes a la funcié constant
G(z) = a. La frontera de A = A(a), en canvi, pertany al conjunt de Julia.
Vegem-ne una petita demostracio.

Prova En efecte, si zg pertany a 0 A, qualsevol entorn U de zg conté punts de
A\ i del seu complementari (com ell mateix, per exemple, ja que A és oberta).
Qualsevol funcid limit G de qualsevol parcial d’iterats hauria de valer a per
a tots els z Ul n A, que és un obert. Ates que G és analitica (teorema de
Weierstrass), el principi de prolongacié analitica ens diria que G ha de ser
idénticament igual a a a tot U, la qual cosa contradiu el fet que cap parcial
d’iterats de zp pot convergir en a, perqué no pertany a la conca d’atraccié. O

A partir de la mateixa definicié podem veure que els conjunts de Julia i
de Fatou son totalment invariants, ja que el concepte de normalitat és un
concepte asimptotic, que s’associa a les orbites grans. Veurem tot seguit que
aquests dos conjunts son completament oposats, tant en I'aspecte topologic
com en l'aspecte dinamic. Per aquest motiu diem que formen la particié basica
de I’espai de fases. La figura 7 mostra plans de fase de diferents funcions on
podem veure exemples de conjunts de Fatou i de Julia.
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-
o

a)F(z)=z2+i b) F(z) =2z2+0,25

v :

1-'5

¢)F(z) =2z2-0,122...+0,744... i d) F(z) =e?9z¢%, 8 = 52,

Figura 7. a) En vermell veiem la conca d’atraccié de I'infinit que coinci-
deix amb F (F). El conjunt de Julia (groc) és una dendrita (tancat, connex
i sense interior). b) En blanc veiem F(F) = A(). El conjunt de Julia
(negre) és un conjunt de Cantor. c) En vermell veiem A(e) i en ne-
gre el seu complementari K, conegut com el «conill d’en Douady». La
frontera comuna a aquests dos conjunts és J(F). Els punts de I'interi-
or de K formen part de la conca d’atraccié d’una orbita periodica de
periode 3. d) En vermell veiem J(F), que consisteix en un conjunt de
«filaments». En blanc veiem F (F) i en negre algunes de les seves oOrbites,
totes acumulant-se en corbes invariants, on F és basicament una rotacié
d’angle irracional.

3.1 Propietats topologiques del conjunt de Julia

Tot seguit enunciarem diverses propietats de caire topologic del conjunt de
Julia d’'una funcié racional. Algunes son senzilles de demostrar, mentre que
d’altres requereixen demostracions fora de I’'abast d’aquest text.
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6 Proposicié Sigui F : €1 ¢-dina funcié holomorfa i sigui J el seu conjunt de
Julia. Llavors,

« J és tancat i no buit.

e int(J) = CabéJ=¢

= J és «autosemblant», és a dir, en totes les seves parts trobem copies a
escala del conjunt original.

Hi ha exemples de conjunts de Julia topoldogicament molt diferents, com
hem pogut comencgar a veure a la figura 7. Com a petita mostra, mencionem
que existeixen exemples de diferents conjunts de Julia que son:

= connexos, disconnexos o conjunts de Cantor;

« localment connexos i no localment connexos;

= amb mesura de Lebesgue zero i amb mesura positiva (pero sense interior!);
e amb dimensié de Hausdor 1+t per a tot t [(Q, 1].

Val a dir que I'existencia de funcions racionals amb conjunts de Julia de
mesura positiva, pero sense interior, ha estat una conjectura molt disputada
durant més de vint anys, que ha estat resolta positivament molt recentment
per X. Bu CLA. Cheritat (2005). Aquests autors han demostrat que fins i tot dins
les families més senzilles (els polinomis de grau dos) poden trobar-se conjunts
de Julia amb aquesta propietat.

3.2 Propietats dinamiques dels conjunts de Julia

Gairebé podriem dir que, de manera natural, la dinamica sobre el conjunt
de Julia és inestable, ja que és frontera entre els diferents comportaments
estables i, per tant, ha de reflectir la tensié entre aquests. De fet, les Orbites
del conjunt de Julia presenten totes les propietats que habitualment s’associen
al concepte de caos. Sense entrar a definir que significa que una funcio sigui
caotica (que, de fet, només és una questié de conveni), enumerarem unes
quantes d’aquestes caracteristiques, sense demostracid. La dinamica de les
orbites del conjunt de Julia exhibeix, doncs, les propietats seglients.

F |5 és sensible respecte a condicions inicials. Intuitivament significa que oOr-
bites que comencen molt a prop, a la llarga sempre acaben separant-se.
Formalment escriuriem que existeix k > 0 tal que per a tot zo [Ili per
a tot € > 0 existeix z; [CJamb |zg — z1| < € i existeix n > O tal que
IF"(z0) — F"(z1)| = k.

Les oOrbites (grans) son denses a tot J. Per a tot punt z [J] I'0Orbita gran de
z és densa a J. De fet, I'Orbita negativa O~ (z) (és a dir, el conjunt d’antii-
matges de z) també és densa a J.

F és transitiva a J. Informalment, aixo significa que F «barreja» totes les
orbites. Formalment, per a tot U,V entorns de punts de J es té que
F'(U) nV # [pér aalguna n.
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Els punts periodics (no atractors) de F s6n densos a J. En altres paraules,
trobem punts periodics tan a prop com vulguem de qualsevol punt de J.
Observem que no poden ser atractors, ja que aquests formen part del
conjunt estable.

Notem que de les propietats anteriors, per exemple de la segona o de la
tercera, es dedueix el fet segiient.

7 Proposicid J no pot tenir cap subconjunt propi totalment invarianEEs a dir,
no existeix cap subconjunt A [.JIno buit, totalment invariant tal que A #= J.

En altres paraules, podem dir que el conjunt de Julia ja no es pot descom-
pondre més en el sentit dinamic, és a dir, en parts significatives totalment
invariants. Aquest no és el cas del seu complementari, com veurem a continua-
cio.

4 El conjunt de Fatou o estable

Recordem que el conjunt de Fatou F, el complementari de J, és obert i conté
totes les condicions inicials amb orbites de comportament asimptotic estable.
De fet, ja n’hem vist un exemple: la conca d’atraccié d’'un punt fix atractor
sempre és part de F. La condicié perqué un punt fix sigui atractor és que
[F%z0)| < 1, la qual cosa pot comprovar-se facilment observant els primers
termes del desenvolupament de Taylor de F a prop de zo.

Es natural preguntar-se, perd, quins altres comportaments son possibles per
a les orbites de F. Tot seguit en veiem alguns exemples.

Exemple 1. Conca d’atraccid periodica.

Les orbites «convergeixen» en una orbita peridodica atractora, en el sentit
definit anteriorment. Generalitzant el cas del punt fix, donada una orbita
periodica {zo, Z1,...,Zp—1} de periode p, la condicié necessaria i suficient
perqueé sigui atractora és que el seu multiplicador tingui modul menor que 1,
és a dir:

IAl = |(FP)Xzi)| = IF(z0)F (z1) - - - F(zp-1)| < 1.

A la figura 8 veiem el pla dinamic de la funcié F(z) = z%2 — 1.

L’orbita {0, —1} és una orbita de periode 2 atractora. Aquesta esta envoltada
d’una conca immediata d’atraccid que correspondria als dos components de
color groc (oberts) que la contenen. La unié de totes les antiimatges d’aquests
forma la totalitat de la conca dibuixada en groc. El seu complementari, dibuixat
en tons de vermell, és una altra conca d’atracci6, en aquest cas del punt de
I'infinit. La frontera comuna entre les dues conques, ambdues del conjunt
estable, és precisament el conjunt de Julia (en negre).

Exemple 2. Conca parabolica.

Un altre exemple de comportament estable el trobem en considerar el que
anomenem conques (d’atraccio) paraboliques. S6n molt semblants a les anteri-
ors, perd amb la diferéncia que els punts «limit» (fixos o periodics) es troben a
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Figura 8: El pla de fases de F(z) = z2—1. L’0rbita {0, —1} és 2-periodica
i atractora. En groc es veu la seva conca d’atraccié, part del conjunt
de Fatou. En vermell es veu la conca d’atraccié del punt de I'infinit. La
frontera comuna de totes dues conques és el conjunt de Julia.

la frontera de la conca, i no al seu interior. Com abans, també disposem d’una
condici6 necessaria i suficient perque una orbita periodica {zo, Z1,...,Zp-1} de
periode p sigui parabolica, i aquesta és que el seu multiplicador tingui modul
exactament 1, amb la propietat

IAl = |(FP)Xz0)| =e*™P/9, p,q CZ1 (p.q)=1.

A la figura 9 podem veure el pla de fases del polinomi F(z) = z2 + 0, 25, el
qual té un punt fix a zg = 1/2, amb multiplicador A = 1.

Figura 9: Pla de fases de F(z) = z? + 0, 25, per al qual zp = 1/2 és un
punt fix parabolic. En groc es mostra la seva conca parabolica, que té zg
a la frontera (dreta). En vermell, la conca d’atracci6 de I'infinit.

A la figura veiem en groc la seva conca d’atraccié parabolica, en aquest
cas formada per un sol component connex. Tots els punts d’aquest color
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tenen Orbites que convergeixen en zg, situat a la frontera. Com abans, en
vermell veiem la conca d’atraccié de I'infinit i, en negre, la frontera comuna
que correspon al conjunt de Julia (en aquest cas una corba de Jordan, no
diferenciable en cap dels seus punts).

Exemple 3. Disc de rotacio.

Un exemple molt diferent de component estable és el que s’anomena disc de
rotacié, també conegut com a disc de Siegel en honor a Carl Siegel (1896-1981),
que va donar condicions suficients per a la seva existéncia.

El que es coneix com un disc de rotacio fix per F és un obert U conformement
equivalent al disc unitat, que conté un punt fix zg al seu interior, i tal que F|y
és conformement conjugada a una rotacié rigida Rg(z) = e2™'®z al disc unitat,
on 6 CRN\ Q. Aixo vol dir que existeix un homeomorfisme conforme h:U - D
tal que h-F = Rg = h.

Aix0 significa que les orbites dins de U viuen sobre corbes invariants i,
sobre aquestes, es comporten com una rotacio irracional, és a dir, s’acumulen
de manera densa sobre tota la corba.

A la figura 10 es mostra el pla de fases de la funcio F(z) = Az(1 — z), on

i1- 5
)\:eZTuT_

v_
1- 5

Figura 10: Pla de fases de F(z) = Az(L —z), on A = e?™" 2~ _En groc
es mostra un disc fix de Siegel al voltant de z = O i totes les seves
antiimatges. En vermell, la conca d’atracci6 de I'infinit.

El punt en negre correspon a un punt fix i les corbes al seu voltant s6n
algunes de les corbes invariants. L’0rbita de qualsevol dels seus punts és densa
sobre la corba. EI component groc que conté aquests elements és el disc fix
de Siegel U. Tots els altres components del mateix color s6n antiimatges de
U i juntes formen I’0rbita gran de U, que és totalment invariant. En vermell
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tornem a veure la conca d’atraccié de I'infinit i en negre la frontera comuna que
és el conjunt de Julia. En aquest cas també disposem de condicions suficients
que asseguren lI'existéncia d’aquest tipus de components estables. Siegel ja va
demostrar que si zg és un punt fix amb multiplicador A = F{zo) = e?™® amb
6 un nombre irracional diofantic, aleshores sempre hi ha un disc de Siegel al
voltant de zp. Més recentment (1971) aquesta condicio ha estat millorada per
Brjuno [1], en demostrar el mateix fet per a tots els nombres 6 del conjunt
de Brjuno, un conjunt d’irracionals que inclou els nombres diofantics. Trobar
condicions necessaries per a I’existéncia de discs de rotacié és un problema
meés dificil que depén de la familia concreta que s’estudia. De fet, en la majoria
dels casos, aquest és encara un problema obert.

Exemple 4. Anell de rotacid. Aquest és un exemple molt semblant a I'anterior,
amb I’Gnica diferéncia que el domini és conformement equivalent a un anell,
en comptes de ser-ho a un disc. En aquest anell, tenim el mateix fenomen
anterior, és a dir, que la funcié és conjugada a una rotacid irracional i, per tant,
totes les orbites s6n denses sobre corbes invariants. Aquests anells també es
coneixen com a anells de Herman en honor a Michele Herman (1942-2000), que
va trobar-ne els primers exemples.

Els anells de rotaci6 es diferencien dels exemples anteriors en el fet que
no estan associats a cap Orbita periodica. A causa d’aixd no tenim cap criteri
senzill del qual es pugui deduir la seva existéncia per a una funcié concreta.

Com a consequeéncia del principi del modul maxim, es té que tot anell de
rotacio requereix la presencia d’un pol de la funcié. Per aixd mai no podem
trobar anells de rotacié als plans de fase dels polinomis o de les funcions
enteres en general.

A la figura 11 podem veure el pla de fases de la funcié racional F(z) =
z2 f_%az, per a un cert valor de a escollit convenientment. En gris es mostra
un anell de Herman, dins del qual hi ha dibuixada una de les seves corbes
invariants. Tots els components blancs en forma d’anell s6n antiimatges (de
diferents ordres) de I’'anell principal. Els components blancs isomorfs a discs
formen part de la conca de I'infinit i de la conca de zero, que en aquest cas son,
tant el zero com I'infinit, punts fixos atractors.

Exemple 5. Domini parabolic a I'infinit.

Un domini parabdlic a I'infinit fix és un obert U del pla tal que totes les seves
orbites convergeixen cap al punt de I'infinit, que ha de ser una singularitat
essencial. Aquests components també es coneixen amb el nom de dominis de
Baker en honor a Noel Baker (1932-2001), que va fer-ne els primers estudis
exhaustius.

Per definicid, doncs, aguests components estables només existeixen en
funcions transcendents (és a dir, amb singularitats essencials). Tornem a trobar-
nos amb un tipus de components que no esta associat tampoc a cap Orbita
periodica.

A la figura 12 veiem el pla de fases de F(z) = z+a+bsin(z) ambaib
escollits adequadament perqué el conjunt de Fatou tingui un domini de Baker,
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Figura 11: Pla de fases de F(z) = z? {==, per a un cert valor de a escollit
convenientment. En gris es mostra un anell de Herman, dins del qual hi

ha dibuixada una de les seves corbes invariants.

que es mostra en vermell. Les orbites dins d’aguest conjunt marxen cap a la
dreta tendint cap a I'infinit, amb una velocitat essencialment lineal. En blau
poden veure’s les antiimatges del domini de Baker.

T T T

Figura 12: Pla de fases de F(z) = z + a + bsin(z) amb a i b escollits
adequadament perqué el conjunt de Fatou tingui un domini de Baker,
que es mostra en vermell. Les orbites dins d’aquest domini tendeixen
cap a I'infinit amb velocitat lineal. En blau veiem totes les antiimatges
del domini de Baker.

Exemple 6. Dominis errants.
Un domini errant és un obert U tal que F"(U)nF™(U)= [per a toth, m [NI1
Es a dir, els dominis errants no s6n components periodics ni preperiodics.
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A la figura 13 veiem el pla dinamic de la funcié transcendent F(z) =
z + 21 + sin(z). Els components centrals de color gris, centrats als punts
zx = (2k + 1)1, corresponen a una orbita de dominis errants. Els més petits
son antiimatges d’aquests.

Mg

4?,»
s {
brgdl

B

e

Figura 13: Pla dinamic de la funcié transcendent F(z) = z + 211 +sin(2).
Els components centrals de color gris corresponen a una Orbita de
dominis errants.

Fatou i Julia van demostrar que, en teoria, aquests dominis eren possibles.
No va ser fins molt més tard, I’'any 1985, que Dennis Sullivan va demostrar
el celebrat teorema que estableix que les funcions racionals no poden tenir
dominis errants. Aquest resultat va obrir una nova era de la dinamica complexa,
no per I'enunciat en si mateix, sin6é per les técniques utilitzades en la seva
demostraci6, molt innovadores en aquell moment.

8 Teorema ([11]) Les funcions racionals (F(z) = gigg on Qi, Q2 s6n polinomis)
no tenen dominis errants.

4.1 Classificacié de components estables

Els exemples anteriors ens han mostrat una varietat de components del conjunt
de Fatou en qué cada un exhibeix un comportament diferent dels iterats de
la funcié. Fatou, el 1918, no tenia la possibilitat de «veure» aquests exemples,
pero tot i aixi va ser capa¢ de demostrar el segient teorema de classificacio.

9 Teorema (Fatou, 1918) Sigui U un component connex periodic de F(F), on
F és una funci6 racional a €-Llavors U és part d’una conca d’atracci6, d’una
conca parabolica, d'un disc de rotacié o d’'un anell de rotacié.
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Si F és transcendent, U també pot ser un domini parabdlic a I'infinit. Si U no
és periodic, llavors U és una antiimatge d’algun dels anteriors o bé pot ser un
domini errant.

Fatou va trobar exemples de la majoria d’aquests comportaments, i va
conjecturar que probablement els dominis de rotacidé no existien. No va ser
fins molts anys després que se’n va poder demostrar I’existéncia, tal com hem
mencionat anteriorment, aixi com la no-existéncia dels dominis errants per a
funcions racionals.

4.2 El métode de Newton revisat

Haviem vist que, donat un polinomi P(z) amb arrels as, ..., ak, cada una esta
equipada amb la seva conca d’atraccio pel méetode de Newton F(z) = Np(2),
consistent en totes les condicions inicials amb oOrbites que convergeixen cap
a l'arrel en questio. En efecte, és senzill comprovar que Np(aj) = a;j i que
N,Rai) =0, si aj és una arrel simple, pero que, en tot cas, |Nﬂai)| < 1. Aix0
ens diu que les arrels de P sén punts fixos atractors de Np i que, per tant, tenen
una conca d’atraccio.
Denotarem per A la uni6 de totes les conques, és a dir:

A =A(0n) - CA(a.

Pero en el pla dinamic de Np (I'espai de condicions inicials), qué més hi ha a
part de les conques d’atracci6é? Quines condicions inicials tenen orbites que
NO convergeixen en cap de les arrels de P? Aquestes condicions inicials les
anomenarem dolentes, en el sentit que no funcionen per al proposit del métode
de Newton.

Clarament, totes les condicions inicials del conjunt de Julia s6n dolentes.
Pero en la majoria de casos,! la mesura del conjunt de Julia és zero i, per tant,
la probabilitat de comencar a I'atzar amb una condici6 inicial de J és nul-la.

Perd, a més, també son dolentes totes les condicions inicials a

F(Np)\A,

que és un obert, i no necessariament buit. Com podem saber si conté punts?

Per a un polinomi fixat és senzill fer un experiment numéric que ens indiqui
si aquest conjunt és no buit. Tal com hem fet en imatges anteriors, a la figura 14
hem pintat punts d’'una xarxa de diferents colors en funcié de si les seves
orbites tendeixen a una arrel o a una altra (i amb més o menys intensitat
segons la velocitat amb queé ho facin), o bé en negre si no convergeixen en cap
d’aquestes.

Podem esperar no veure en negre les condicions inicials del conjunt de Julia,
ja que en tenir mesura zero, és segur que no seran a la xarxa de calcul. Tot i

1 Podria quantificar-se dient que el conjunt de Julia del metode de Newton té mesura zero
gairebé per a tot polinomi de grau k > 0 fixat, considerant I’espai de funcions i la mesura
adequada.
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Figura 14: Esquerra: el pla de fases del metode de Newton del polinomi
P(z) = z(z — 1)(z — a) amb a escollit adequadament. Dreta: una ampli-
aci6 en qué veiem un dels conjunts de condicions inicials dolentes. En
aquest cas concret, es tracta de la conca d’atraccié d’una orbita periodica
de periode 2.

aixi, les veurem gairebé blanques gracies a la gradaci6 dels colors, ja que com
més propera sigui una condicio inicial a J més tardara la seva orbita a apropar-
se a I'arrel corresponent. A les figures 3 i 6, podem veure que no s’observa
cap conjunt de color negre, la qual cosa ens indica que probablement els dos
polinomis escollits en aquests casos no tenen condicions inicials dolentes per
al metode de Newton, a part de les del conjunt de Julia. Pero un cas diferent el
veiem amb el polinomi de la figura 14, en qué és obvia I'existéncia de conjunts
amb mesura positiva que no pertanyen a cap conca d’atraccié. Amb qualsevol
ampliacio, aquests conjunts de condicions inicials dolentes es fan perfectament
visibles.

Una vegada constatada la seva existéncia, és natural que ens preguntem
quants d’aquests conjunts podem trobar en un pla dinamic. La resposta pro-
bable és que n’hi hagi infinits, atés que normalment els components estables
tenen infinites antiimatges. Perd seria interessant saber quantes podem trobar-
ne de «diferents». A I'exemple de la figura 14 veiem una infinitat de «taques»
negres. Agafant-ne algunes a I'atzar i amb uns quants calculs podriem com-
provar que totes corresponen a una conca d’atraccio d’una orbita periodica de
periode 2. En altres paraules, sembla que totes les condicions inicials dolentes,
a part de les de J, tenen orbites que convergeixen en la mateixa orbita periddica
atractora. Es a dir, sembla que totes pertanyen a la mateixa conca d’atraccio.
Pero aixo, com ho sabem del cert?
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4.3 Components sencers de Fatou i singularitats de la inversa

Direm que U és un component gran de Fatou si és I'0rbita gran d’un component
connex del conjunt de Fatou. Quan considerem una Orbita gran, tenim un
conjunt obert, totalment invariant, tipicament format per infinits components
connexos.

El problema de la secci6 anterior pot reformular-se en general i en termes
de components grans de Fatou. Donada una funcié F concreta, com sabem
quins components grans de Fatou es troben al seu pla dinamic? Quants n’hi
poden haver de diferents? Per respondre aquesta pregunta cal que parlem de
les singularitats de F~2. Per simplificar, suposarem, com hem fet fins ara, que F
és una funcio racional, com seria el cas del metode de Newton d’un polinomi.
Qualsevol funcié racional F(z) = 8;8; és una funcio continua i analitica en
tots els punts quan la considerem com una funcié de I'esfera de Riemann, és a
dir, de €+ C [{}. A més, F és un homeomorfisme local en un entorn de tots
els seus punts, excepte en entorns dels zeros de la derivada F = Aixd motiva la
definicio seglent.

10 Definicié Diem que ¢ és un punt critic de F si F¢c) = 0. Llavors, v = F(c)
s’anomena un valor critic i és una singularitat de F~1, en el sentit que la branca
de F~! que envia v a ¢ no esta ben definida a cap entorn de v (teorema de la
funcio inversa).

En ser F un quocient de polinomis, aquesta només té un nombre finit de
punts critics, 2d — 2 per ser precisos, on d és el grau maxim entre Q1 i Q>.
Aquests punts tenen un paper crucial a la dinamica de F, com mostra el teorema
seguent.

11 Teorema ([7, 8]) Si U [EI(F) és un component gran de Fatou, llavors U té
«associat» almenys un punt critic. Més concretament:

= Les conques d’atraccio i paraboliques contenen almenys un punt critic.

= Els discs de Siegel i els anells de Herman tenen I’0rbita d’algun punt critic
que s’acumula a la seva frontera (de fet, dos per a I'anell!).

Volem remarcar que aquest fet és molt particular de les funcions analitiques
d’una variable. Res de semblant és cert per als sistemes dinamics diferenciables,
ni per als analitics mirats només a la recta real, excepte en casos molt especials.

Observem que aix0 ens proporciona un gran control sobre els conjunts
estables. D’alguna manera, només cal iterar els punts critics per localitzar tots
els possibles components estables.

5 El metode de Newton i el seu pla de parametres

Finalment, ens agradaria aplicar de nou els conceptes generals que hem vist al
meétode de Newton. Per al teorema anterior, és important veure en primer lloc
quins son els punts critics de Np i com sén les seves oOrbites.
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Si P és un polinomi de grau k > 2, els punts critics del métode de Newton

Np(z) =z — Pﬂq% s6n les solucions de

P@PH2) _
P2

Per tant (suposant les arrels de P simples):

N(z) =

{Punts critics de Np} = {Zeros de P} [{ZAeros de PT.

Els primers son les arrels de P que hem anomenat A, ..., Ok, i que ja son els
punts critics associats a les respectives conques d’atracci6.

Pero els segons son els punts d’inflexié de P (n’hi ha k — 2) i aquests queden
lliures per generar, o no, altres components de Fatou. En altres paraules, el
meétode de Newton Np pot tenir com a molt k — 2 components grans de Fatou
diferents de les conques d’atraccio de les arrels de P, una per a cada punt critic
liure.

Estudiem amb més detall el cas especial dels polinomis de grau 3. Per a un
polinomi cubic, Np té quatre punts critics: les tres arrels de P, ai,az, a3 i
un punt critic lliure, diguem-li c. Com hem vist, el comportament de I'0rbita
del punt critic, O*(c), ens déna informacié sobre els possibles components
grans de Fatou que podem trobar al pla dinamic, diferents de les conques
d’atraccio A(ay), A(az), A(az), la unié de les quals hem anomenat A. Per
exemple, en el cas en qué el punt critic c és atret per una de les arrels, ja no pot
estar «generant» cap altre component estable. Aixo ens déna una condicio su-
ficient, tot i que no necessaria, perqué un metode de Newton concret funcioni a
gairebé tot punt del pla (suposant que el conjunt de Julia tingui mesura zero):

0*(c) - aj peraalgunai [1,2,3} CE(Np)=A

i, per tant, les Uniques condicions inicials «dolentes» es troben a J. Quan no és
aixi, hi ha la possibilitat (no I'obligacid) que existeixin altres components grans
de Fatou.

Aquesta condicio pot ser comprovada pel métode de Newton de cada poli-
nomi en particular. Es un fet, no dificil de comprovar, que tot polinomi ctibic
és conjugat per una aplicacid afi a un altre de la forma

Pa(z) =z(z—1)(z —a).

Es, per tant, suficient fer un estudi de la familia P, per saber com es comporten
els métodes de Newton de tots els polinomis de grau 3. Per a aquesta familia,
un cop fixat el valor de a, hauriem d’iterar el punt critic cg, = aT” (el zero
de PT Podem mostrar el resultat en el pla complex, on cada punt del pla
representi un valor del parametre a, i on pintem el punt de colors diferents
segons si I'orbita de c és atreta per alguna de les arrels (colors blau, lila o

taronja) o no és atreta per cap (negre).
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El resultat d’aquest experiment concret es mostra a la figura 15, que ano-
menem el pla de bifurcacions o simplement el pla de parametres. El fet que
aquest estudi pugui plasmar-se en un pla és perqué només tenim un punt critic
lliure. Si volguéssim fer el mateix per a polinomis de grau 4, necessitariem C?
per representar I'espai de parametres.

Y

Figura 15: Pla de parametres del métode de Newton per a la familia de
polinomis cubics P,(z) = z(z — 1)(z — a). Cada punt del pla representa
un valor de a i és de color si I’0Orbita del punt critic lliure és atreta per
alguna de les arrels 0, 1 0 &, i és negre si té algun altre comportament.

En aquesta figura tot seguit podem observar multitud de tagues negres,
aparentment oberts de valors del parametre, per als quals el metode de Newton
dels corresponents polinomis possiblement té conjunts de mesura positiva de
condicions inicials dolentes. A la figura 16 (esquerra), s’hi mostra un zoom
al voltant d’una qualsevol d’aquestes taques negres, on veiem que la taca en
questié no té una forma qualsevol. Ben al contrari, el conjunt que veiem és
una copia (quasiconforme) del célebre Conjunt de Mandelbrot M, el conjunt de
bifurcacio de la familia quadratica Q.(z) = z? + c, tal com mostra la figura 16
(dreta). Aquest és el pla de parametres dels polinomis Q. (no dels seus métodes
de Newton), i el que veiem és el resultat d’iterar el seu punt critic z = 0 per
als diferents polinomis Q¢, pintant els valors de ¢ segons el comportament
d’aquesta oOrbita.
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Figura 16: Esquerra: zoom al voltant d’una de les petites taques negres
de la figura 15. Dreta: el conjunt de Mandelbrot, a I'’espai de parametres
dels polinomis quadratics Q¢(z) = z? + ¢ (no dels seus métodes de
Newton!). En altres paraules, el resultat d’iterar el punt critic z = 0 per a
cada un dels polinomis Q..

L’aparici6é «inesperada» del conjunt de Mandelbrot en un espai de parame-
tres ali¢ a la familia Q¢ no és un fet casual ni estrany. Sabem que no és casual,
ja que va ser explicat amb tot detall I'any 1985 per mitja de la teoria dels
polynomial-like mappings, de Douady i Hubbard [5]. Aquesta teoria pot resumir-
se dient que funcions de tot tipus, sota unes certes condicions, es comporten
localment com a polinomis. Per aixo veiem conjunts de Julia polinomials en
els seus plans dinamics (vegeu la figura 14 i compareu-la amb la figura 8),
i conjunts de Mandelbrot (o altres d’analegs de grau superior) en els seus
plans de parametres. D’aquesta relaci6, se’n dedueix molta informaci6 sobre
la dinamica per als parametres que viuen dins d’aquestes copies de M. Per
exemple, remarcarem un fet: per a tots els parametres a I'interior d’'una copia
de M, els corresponents plans dinamics tenen una orbita periodica atractora i,
per tant, una conca d’atraccié, o bé els conjunts de Julia tenen mesura positiva.
Deduim, doncs, que tenim conjunts oberts de parametres (tots els interiors de
les copies de M), per als quals els métodes de Newton fallen en conjunts
de mesura positiva.

Acabarem aquesta llicé remarcant que trobar copies del conjunt de Man-
delbrot en espais de parametres diversos no és un fet gens estrany, ja que les
condicions que es demanen perque aixo passi son relativament habituals i, de
fet, es donen en multitud de families de tota mena; no només racionals com les
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que ens han ocupat, siné també transcendents. A causa d’aquest fet, diem que
el conjunt de Mandelbrot és un conjunt universal. | també és per aixo que el
conjunt de Mandelbrot ha estat i segueix essent un objecte de gran interées per
a multitud de matematics, especialment també perqueé és una font inesgotable
de problemes oberts, molts dels quals s’han resistit a ser resolts fins al mateix
dia d’avui.
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