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Abstract

Canonical equations of motion of a decreasing mass two-body problem are inte-
grated considering a mass loss law depending on three small parameters. Two first
one take into account the time-dependence of mass for each component, while third
one allows us to study the so-called periastron effect, i.e., an enhanced of mass loss

by gravitational interaction.

1 Introduccién

Desde su formacion, toda estrella sufre una pérdida continua de masa que depende del
tiempo. En el marco de la mecanica celeste, este problema, que ha sido ampliamente
estudiado (Prieto y Docobo 1997a, 1997b; Docobo, Blanco y Abelleira 1999; Andrade y
Docobo 2001), es conocido como de Gylden-Mescerskij.

En un sistema binario es posible que, a esta pérdida dependiente del tiempo, se super-
ponga otra debida a la interaccion gravitatoria entre ambas componentes. Asi, podriamos
suponer que, en las cercanias del periastro, se produce una disminucion de la masa sensi-
blemente superior a la que tiene lugar cuando las estrellas se encuentran mas separadas.
A este fendmeno lo denominaremos efecto periastro, y sera tanto mas relevante cuanto
mayor sea la excentricidad de la orbita y cuanto menor sea la distancia minima entre
ambas componentes.

Tal efecto es muy interesante porque posiblemente puede explicar las relativamente
altas excentricidades que poseen ciertos sistemas binarios fuertemente interactuantes.
De hecho, el efecto periastro podria contrarrestar la circularizaciéon por efecto de marea
predicha por Zahn (1977, 1989).
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Aun cuando la formulacion analitica que utilizaremos nos permite un tratamiento
simétrico de ambas variaciones de masa, pensamos que es méas natural considerar el efecto
periastro como una perturbacion a la pérdida de masa dependiente del tiempo. Por
tanto, podemos considerar que la ley de pérdida de masa que analizaremos da lugar a un

problema de Gylden-Mescerskij perturbado.

2 Leyes de pérdida de masa con efecto periastro

Nosotros estamos interesados en leyes de pérdida de masa que, teniendo en cuenta el
efecto periastro, den lugar a nuevos comportamientos en la evoluciéon de los elementos
orbitales, tales como la variacién secular de la excentricidad.
De todo el espectro de leyes que dan cuenta del efecto periastro, a través de su depen-
dencia con la distancia, s6lo algunas originan variaciones seculares en la excentricidad.
En este trabajo proponemos estudiar la siguiente ley de pérdida de masa dependiente

del tiempo y con efecto periastro
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El primer término representa la pérdida de masa dependiente del tiempo para la
primera componente, y de manera andloga el siguiente término para la segunda. Cada una
de ellas no es més que la ley de Eddington-Jeans, donde p1 y w2 son funciones del tiempo,
uniformemente decrecientes, continuas y diferenciables; a1, as, n y ¢ son cuatro niimeros
reales, los dos pequenos pardmetros, a; y as, proximos a cero y los dos exponentes, n y
q, entre 0.4 y 4.4. Por tltimo, el tercer término introduce el efecto periastro, donde r es
la distancia entre ambas componentes, py es el momento angular del sistema y (3 es otro

pequeno parametro préximo a cero.

3 Integracion analitica

3.1 Formulacion hamiltoniana

La funcién hamiltoniana correspondiente a este problema dependiente del tiempo y de la

distancia puede expresarse en variables polares-nodales de la siguiente forma
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Esta puede verse como la funcién hamiltoniana de un problema de Gylden-Mescerskij
perturbado, con dicha perturbacion dada por el tltimo término.
Veremos como, con esta ley, seremos capaces de cuantificar la pérdida de masa en un

sistema binario con efecto periastro por medio de tres pequenos parametros.
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3.2 Aplicacion de un método triparamétrico de perturbaciones

Dada la dependencia de la funcién hamiltoniana con los tres pardmetros oy, ay (rela-
cionados con el tiempo) y [ (relacionado con la distancia), es razonable considerar su
expansion en funcién de éstos para luego aplicar un método adecuado de perturbaciones.
Con este fin sera util expresar la funciéon hamiltoniana en variables candnicas de De-

launay
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El desarrollo asintético para la masa vendra dado por la siguiente expresion

(g + /)1 +ecos f) (3)

W) = o +3 %ué”) (t— to)? (4)

p=11

Hasta primer orden obtenemos, para cada una de las componentes

p1(t) 2 pao + frao(t — to) = pao — aapiy(t — to) (5)
pa(t) = pioo + fa2o(t — to) = proo — aapizg(t — to)

Tal que al sustituir estos desarrollos en la expresiéon (3) obtenemos la hamiltoniana

desarrollada en funcion de los tres pequenos parametros

H = Hy + oy Hygo + aaHpro + BHon (6)
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e
donde o = 1o + 0.
Procedemos a aplicar un método triparamétrico de perturbaciones (Andrade 2002)

con el fin de, mediante transformaciones canénicas del tipo (L, G, 1, g) — (L*, G*,1*, g%),

obtener una nueva funcién hamiltoniana més facilmente integrable al haber eliminado en

esta ultima las variables angulares. Las ecuaciones del método son las siguientes
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La hamiltoniana transformada en funcién de los parametros sera entonces

H* = Hy + a1 Hyy + agHgyg + BHgy,y (8)
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Por otra parte, la funcién generatriz de esta transfornacion viene dada por
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donde n* = /1 — e*2.

Los términos W} y W2 se pueden integrar mediante las cuadraturas [ cos fdi, [ fdl y
[ fcos fdl (Kelly 1989).

A fin de obtener en forma cerrada el término W} hemos introducido también la
funcién dilogaritmo de argumento complejo, definida por (Osécar y Palacian 1994, Osécar,

Palacian y Palacios 1995):

, X 2* zlog(l —s)
Lis(z) = —_ = — ——ds
6=X % | =5 (10)

Con objeto de eliminar la segunda variable angular ¢g* aplicamos de nuevo el método

de perturbaciones antes utilizado. La funcion hamiltoniana que se obtiene es
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En este caso la funcion generatriz sera
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(12)

Actualmente estamos trabajando en la evaluacién de las funciones polilogaritmicas

que aparecen en W3 con la intencién de resolver analiticamente este problema.

4 Integracion numérica

Alternativamente a la aproximacién analitica, y mientras ésta no se pueda conseguir, es

posible analizar el comportamiento del sistema realizando una integraciéon numérica con

la ayuda de un manipulador algebraico.

4.1 Aplicacion de un método Runge-Kutta

Recuperamos de nuevo la funcién hamiltoniana en variables polares-nodales dada por (2)

para, a partir de ella, obtener las ecuaciones canénicas del movimiento

dpg ~ OH [

dt 00 1
de:_ai:]ig_@+ ﬁ
dt or r3 r2 r2
d&_&H_pg

At Opy 12

dr  0OH

%_81%_%

(13)

Estas ecuaciones, junto con otras dos para la pérdida de masa dependiente del tiempo,

una para cada componente
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dpa (t)

o= o (14)
dps(t
M;t( ) = —aop]

forman un sistema diferencial de seis ecuaciones. La integracion de este sistema medi-
ante la aplicacién de un método Runge-Kutta de cuarto orden nos permitira obtener las
coordenadas, los momentos y los elementos orbitales, los cuales dependeran del tiempo y

de la distancia.

4.2 Representacion grdfica

Con el fin de ilustrar el comportamiento de las variables del problema a lo largo del tiempo,
tomaremos un conjunto de condiciones iniciales (elementos orbitales) y unos valores fijos

para los exponentes que aparecen en las ecuaciones (14) dados por

Po|To | fo|wo | ao| e || 1o | 20 || | ¢

2r10.0/0.0({00|1.0/02|0.7]03| 2|2

Condiciones iniciales

A continuacién pasamos a describir cuatro casos que creemos representan ampliamente

la fenomenologia del problema que estamos analizando

CASOS | 1 2 3 4
ai 10| 0o |107®|107"
Qs 107 0 |1076 107"
J¢] 0 [1077 1077|1077

Valores de los parametros

4.2.1 PERDIDA UNICAMENTE DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Este es el conocido como problema de Gylden-Mescerskij en el que el sistema pierde masa
a medida que el tiempo avanza. Por tanto, el parametro (3, que acopla la pérdida de masa
dependiente de la distancia, sera nulo.
Como ya era sabido, el momento angular del sistema es una constante del movimiento.
En lo que se refiere a los elementos orbitales, el argumento del periastro y la excentrici-
dad exhiben una evolucién periédica, mientras que el semieje mayor y el periodo muestran

un comportamiento secular (ver figura 1)

4.2.2 PERDIDA UNICAMENTE POR EFECTO PERIASTRO

Supongamos un caso extremo en el que tenemos un fuerte aumento de la pérdida de masa

en las proximidades del periastro sin dependencia temporal, esto es, efecto periastro puro.
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Figura 1: Elementos orbitales (caso 1)

Ahora, los pardmetros a; y as, que dan cuenta de la pérdida de masa con el tiempo, serdn
nulos.
La primera consecuencia es que el momento angular del sistema deja de ser una con-

stante del movimiento teniendo lugar un decrecimiento uniforme del mismo.

a
10 20 30 40 50 © 0.2
0.999999 0.2
0.999998 0.2
0.2
0.999997
0.2
0.999996
0 \/ 10 20 30 40 50 ©
0.999995
P w
t
6.28318 10 20 30 20 50 °© 10 0 3 40 0
6.28318 210”7
6.28317 .
-4-10
6.28317
-6-107"
6.28316
-7
6.28316 -8-10
6.28315 1-10°°

Figura 2: Elementos orbitales (caso 2)

El efecto periastro provoca una regresién peridédica del argumento del periastro. Sin
embargo, las variaciones mas novedosas y sorprendentes tienen lugar tanto en la excent-
ricidad, que ahora muestra un fuerte crecimiento secular, como en el semieje mayor y el

periodo que, al contrario que en el ejemplo anterior, pasan a tener un marcado decrec-
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imiento secular (ver figura 2).

4.2.3 PERDIDA DEPENDIENTE DEL TIEMPO -+ EFECTO PERIASTRO

Supongamos que el parametro ( es ligeramente menor que los o’s. En ese caso podemos
considerar que tenemos pérdida de masa dependiente del tiempo mas efecto periastro
como una perturbacion.

Como en el caso anterior, y siempre que (3 es distinto de cero, el momento angular del

sistema no serd una constante del movimiento.
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Figura 3: Elementos orbitales (caso 3)

Como era de esperar, la pérdida de masa dependiente del tiempo es dominante, y asi,
el argumento del periastro, el semieje mayor y el periodo exhiben un comportamiento
similar al del primer caso. No obstante, es de destacar que, de nuevo, la excentricidad
muestra una suave variacién secular, que serd mas importante segiin el valor de § aumente.
Es decir, dependiendo de como se ajusten los tres parametros la perturbacién sera mas o
menos fuerte, originando asi mayores o menores variaciones seculares de la excentricidad

(ver figura 3).

4.2.4 PERDIDA DEPENDIENTE DEL TIEMPO Y EFECTO PERIASTRO

En el dltimo ejemplo supondremos que 3 es del mismo orden que los o’s.
Casi todos los elementos orbitales presentan un comportamiento similar al del segundo
caso, donde tenfamos efecto periastro puro. De esta manera, la excentricidad también

presenta incremento secular. Sin embargo, a pesar de que el semieje mayor muestra un
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Figura 4: Elementos orbitales (caso 4)

decrecimiento secular, ahora no ocurre lo mismo con el periodo. Al contrario que en el

caso anterior, éste presenta un aumento secular con el tiempo (ver figura 4).

5 Conclusiones

Una vez superadas las dificultades en la evaluacion de las funciones polilogaritmicas de
argumento complejo esperamos, con este enfoque analitico, ser capaces de calcular la
evolucion temporal de los elementos orbitales a largo plazo e incluso para altas excentri-
cidades, cuando la aproximacién numérica puede presentar algunos problemas.

Ademas, con este modelo perturbativo de pequends parametros, creemos que sera
posible explicar ciertas anomalias halladas en algunos sistemas binarios (Kennedy 2000;
Soker 2000).

Digamos, finalmente, que nuestra intencién es llevar a cabo un exhaustivo examen
de otras leyes de pérdida de masa con efecto periastro mediante métodos de integracion
analiticos para, posteriormente, ir anadiendo sucesivas perturbaciones, tales como aquellas
debidas al intercambio de masa entre las componentes, la influencia de los discos de

acrecciéon y la existencia de campos electromagnéticos.
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