
“Aulas103” — 2007/12/14 — 1:03 — page 743 — #1

LA GACETA DE LA RSME, Vol. 10.3 (2007), Págs. 743–762 743
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por
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Dieciséis años después de escribir un art́ıculo, normalmente uno no suele
volver sobre él. Publicado en 1991 en el número 8 de la Revista SUMA,
La mitad del cuadrado relataba el desarrollo y los resultados de una inves-
tigación geométrica realizada en clases de matemáticas con alumnos de 3◦
de ESO. Desde 2002 todas las soluciones de los alumnos encontradas has-
ta el momento están diseñadas en forma de applets de Java en la página
de Internet ((Geometŕıa Dinámica y calculadoras gráficas en matemáticas))
http://jmora7.com.

En el tiempo transcurrido entre estas dos mitades del cuadrado han cam-
biado algunas cosas. Como signos visibles tenemos los ordenadores, nuevos
sistemas de proyección, programas de Geometŕıa Dinámica (GD) o Internet y,
en otro orden de cosas, han cambiado leyes educativas y sabemos más acerca
de cómo aprenden los estudiantes.

La configuración de las clases también ha sufrido transformaciones, las
mismas que ha experimentado nuestra sociedad, la diversidad en nuestras
clases es mucho mayor que entonces. De un sistema educativo dual –bachillerato
y formación profesional–, junto con un tercer grupo constituido por un amplio
porcentaje que abandonaba la escuela antes de los 16 años, hemos pasado a
un sistema único, con las mismas matemáticas para todos al menos hasta los
15 años.

Los recursos didácticos que utilizábamos a principio de los noventa no
iban más allá de las hojas de papel cuadriculado, el lápiz, los instrumentos
de dibujo, ocasionalmente algún espejo o transparencia y la siempre presente
pizarra para coordinar las distintas ideas que surǵıan en clase. En estos años
la novedad más importante en cuanto a herramientas geométricas ha sido la
aparición y desarrollo de los programas de geometŕıa dinámica, especialmente
Cabri II (1995) y Geogebra (2001).

La utilización de estos programas determina tanto los resultados obtenidos
por los alumnos como la forma de trabajar en el aula y, lo que es más im-
portante, cambian las estrategias que se ponen en marcha: la exploración de
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posibilidades, la toma de decisiones, el proceso de generalización, a qué con-
tenidos se presta mayor atención. Veremos que es posible introducir conceptos
que, sin una aproximación intuitiva, se encuentran muy lejos de los alumnos
de esta edad, como los fractales y el infinito.

Algunos aspectos de la investigación ya fueron tratados detenidamente en
el primer art́ıculo aparecido en SUMA: la utilización del lenguaje geométrico,
las definiciones, el rigor o las demostraciones en clase de matemáticas. En
este segundo art́ıculo nos dedicaremos a analizar esos otros aspectos en los
que puede incidir la utilización de la Geometŕıa Dinámica (GD) en la clase de
matemáticas: el trabajo de exploración, la geometŕıa en movimiento, la genera-
lización en matemáticas, el tratamiento del área desde diferentes perspectivas
o la conexión de las matemáticas con el arte.

Es el momento de situar el trabajo de investigación en el aula de mate-
máticas: cuando en el curso de 3◦ de ESO llegamos a la geometŕıa, dejamos
de lado el libro de texto durante algo más de un mes, para que sea la clase
–profesor incluido–, la que se introduzca en un trabajo cuyo punto de partida
es un enunciado aparentemente sencillo para esta edad.

1 . Enunciado

Dado un cuadrado, una forma de construir, den-
tro de él, un poĺıgono cuya área sea la mitad consiste
en tomar los puntos medios de dos lados opuestos y
unirlos con un segmento.

Investiga otros procedimientos.

2 . El trabajo previo.
El programa de Geometŕıa Dinámica

La experiencia se realiza en un aula de ordenadores con los alumnos dis-
tribuidos en grupos de 3. La formación inicial previa a la investigación es muy
pequeña: una sesión de presentación de las distintas posibilidades del progra-
ma y otra de trabajo más o menos libre, con alguna tarea propuesta como el
diseño de un campo de deporte ya que contiene muchos elementos geométricos
y relaciones sencillas y da pie a utilizar las isometŕıas.
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Estas sesiones les han de servir para introducirse en la filosof́ıa del pro-
grama, en la idea de dependencia de unos elementos respecto de otros. La
construcción de un cuadrado a partir de dos vértices contiguos y hacerlo de
forma que siga siendo cuadrado, a pesar de que modifiquemos los vértices ini-
ciales, es una tarea interesante para iniciarse en la forma de pensar cuando se
utiliza la GD.

Esta fase se completa con la creación de procedimientos o macros para la
realización de construcciones. La creación de una macro que construya cuadra-
dos a partir de dos vértices contiguos nos ahorrará mucho trabajo posterior-
mente. Para comprobar la utilidad de estos procedimientos, se les pide que la
utilicen para obtener los poliminós:

3 . Trabajo de exploración. Toma de decisiones

Las primeras soluciones para la mitad del cuadrado suelen llegar con bas-
tante rapidez, pero no son muy elaboradas, repiten las mismas ideas una y
otra vez cambiando la posición de la figura:

Estas construcciones son útiles para provocar en clase un debate sobre
el significado del término procedimiento como secuencia organizada de pasos
para llegar a un objetivo marcado.

Suelen aparecer algunas figuras sobre los que se plantea la duda de si serán
poĺıgonos o no. Es el caso de las construcciones que contienen arcos o ĺıneas
curvas.

Se deja a los estudiantes que sean ellos los que decidan acerca de la validez
de ciertas soluciones, sin entrar en definiciones demasiado rigurosas para esta
edad aunque, avanzado el trabajo, los alumnos y el profesor irán encontrando
argumentos que pueden servir para aceptar o rechazar una figura sobre la que
existen dudas.
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Estos dos poĺıgonos tienen cua-
tro vértices y cuatro lados aunque
uno de ellos incluye un ((cruce)).
En GD es muy fácil pasar del
cuadrilátero de la izquierda al de la
derecha sin más que desplazar uno
de los vértices Les pedimos que cal-
culen los ángulos de un cuadrilátero
y estudien lo que le ocurre a la suma
de los ángulos cuando desplazamos
uno de los vértices. Es interesante
que vean lo que ocurre justo en el
momento de provocar el cruce de los
lados.

4 . La geometŕıa es dinámica

Los primeros triángulos que construyen los alumnos utilizan una diagonal
del cuadrado y otro de los vértices para formar un triángulo rectángulo (e
isósceles). Pronto toman dos vértices contiguos del cuadrado y el tercero lo
sitúan en el punto medio del lado opuesto. Más adelante se dan cuenta de que
el vértice superior no tiene por qué estar fijo y lo mueven a cualquier otro
punto de ese lado.

Colocamos un segmento que coincida con el lado, situamos un punto sobre
él y medimos las áreas de los distintos rectángulos para comprobar que el área
no vaŕıa. También llegamos a la conclusión de que estamos tomando triángulos
de la misma área, porque la base y la altura de todos ellos son iguales.
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Otra comprobación, generalmente mejor aceptada
por los alumnos, consiste en trazar una perpendicular
que divide al cuadrado en dos rectángulos, en cada uno
de los cuales se toma la mitad para formar el triángulo.
Si además le pedimos al programa que calcule las áreas
del cuadrado y del triángulo, comprobaremos que la del
triángulo es siempre la mitad a pesar de la deformación.

No es fácil trasladar al papel todo lo que podemos hacer y ver con un pro-
grama de GD. Lo intentaré con una secuencia de imágenes en la que tenemos
que imaginar lo que veŕıamos al realizar la animación del punto que colocamos
el lado superior del cuadrado, es decir, lo que ocurriŕıa si los dos vértices in-
feriores quedaran fijos y el superior se desplaza de izquierda a derecha.

Como se ha comentado en la presentación, se pueden observar todos estos
diseños en forma de animaciones en la página de Internet. Se ha procurado
que en cada construcción sea posible manipular ciertos objetos móviles para
observar su comportamiento.

5 . Generalizar

Volvemos la mirada a las soluciones del apartado
anterior desde otra perspectiva: los triángulos rectángu-
lo e isósceles que aparecen al principio son sólo casos
particulares del procedimiento ((tomar dos vértices con-
tiguos y el tercero en el lado opuesto)), es decir, esta-
mos ante la generalización de un procedimiento y los
primeros que considerábamos son sólo casos particu-
lares del que acabamos de encontrar.

De la misma forma que hemos tratado el triángu-
lo, hay otras soluciones que podemos generalizar. Si
tomamos una ĺınea que pase por el centro del cuadra-
do, obtenemos una figura que los alumnos tardan en
reconocer como trapecio, porque en los libros siempre
aparece el trapecio isósceles. Hacemos que la recta pase
por el centro y por un punto del segmento situado sobre
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el lado superior (o un punto del segmento sobre un lado y su simétrico respec-
to del centro del cuadrado) y realizamos la animación de este último para ver
los sucesivos trapecios de los que tanto el rectángulo del enunciado (cuando el
punto está en el centro del lado), como los dos triángulos rectángulos (cuando
está sobre los vértices) son casos particulares.

El proceso de generalización va mucho más lejos, porque no es necesario
que la ĺınea sea recta. Para que el poĺıgono construido tenga por área la mitad
basta con que se haya diseñado el corte de forma que tenga un centro de
simetŕıa en el centro del cuadrado. Cabri facilita que los puntos donde cambia
de inclinación se puedan colocar sobre un cierto elemento (segmento, arco,
etc.), con el fin de crear animaciones en la figura.

6 . Poĺıgonos animados de ayer y de hoy.

Conforme avanza el trabajo van surgiendo distintos poĺıgonos: cuadrados,
triángulos, rectángulos, trapecios, paralelogramos, etc. Es el momento en que
podemos plantear a los alumnos que esas figuras pueden adquirir movimiento
y relacionarlo con la búsqueda de generalizaciones del apartado anterior.
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El rectángulo no tiene por qué quedar situado a uno de los lados del
cuadrado si pensamos en que basta con que tenga por altura el lado del cuadra-
do y por base la mitad (o al revés). En GD podemos conseguir que la base
del rectángulo se desplace por el lado del cuadrado si conseguimos dibujar
un segmento sobre el lado del cuadrado de longitud la mitad de éste (aqúı la
herramienta compás es la que resuelve los problemas).

Un caso interesante es el del
trapecio isósceles al que llegan por dos
caminos. El más usual consiste en par-
tir el cuadrado verticalmente en dos
rectángulos y en cada uno de ellos
tomar la solución del trapecio (utilizan-
do después la simetŕıa axial para com-
pletar la otra parte). Hay otro más
elaborado que consiste en tomar un
punto en una de las dos mitades del
lado superior y llevar esa distancia a
la otra mitad y a los vértices del lado
opuesto como indican las circunferen-
cias del dibujo.

Si en el primero de los dos casos del
trapecio anterior en lugar de la simetŕıa axial
usamos la simetŕıa central alrededor del centro
del cuadrado obtenemos un paralelogramo en
lugar de un trapecio. Otra forma de conseguir
el paralelogramo es construirlo a partir de dos
segmentos situados sobre lados opuestos del
cuadrado que midan la mitad y unirlos para
formar un cuadrilátero.

También podemos utilizar el desplazamien-
to de figuras para revisar soluciones que al prin-
cipio se pudieron desechar (poĺıgonos cruzados)
que ahora se convierten en poĺıgonos sin más que
trasladar uno de los cuadrados.

Con los desplazamientos de algunos elementos generamos unos poĺıgonos
a partir de otros. Construimos un rombo tomando dos vértices opuestos y los
otros dos situados en la diagonal opuesta, dividida en cuatro partes iguales.
Ahora trazamos paralelas a la diagonal principal pasando por los otros vértices
y construimos nuevos poĺıgonos por desplazamiento de los puntos que están
sobre los segmentos dibujados. El primer rombo se convierte en una cometa,
al desplazar los puntos la misma distancia en el mismo sentido o en un para-
lelogramo si se desplazan la misma distancia en sentido opuesto. Si se mueven
distancias distintas en cada lado tendremos un cuadrilátero.
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7 . El área

Siempre hay algún alumno al que se le ocurre que puede dividir el cuadrado
en 9, 16, 25, . . . cuadrados más pequeños y tomar la mitad para formar un
poĺıgono, esto suele llevar a algunas soluciones que pueden ser elegantes.

Pero no aportan mucho porque, si insiste en ellas, se convierte en un
tedioso problema de dividir por dos y contar la mitad. Como procedimiento es
siempre el mismo y la perspectiva que aporta acerca del área es muy estática.

Otra visión más elaborada del área es la que nos lle-
va a consideraciones acerca de la fórmula para calcular
el área de un poĺıgono, por ejemplo cuando obtenemos
una colección de triángulos todos con la misma base y la
misma altura y concluimos que el área debe ser la misma.
También ocurre con los trapecios cuando nos fijamos en
que la suma de las dos bases es igual al lado del cuadrado,
tendremos entonces que

S =
B + b

2
h =

l

2
l =

l2

2
,

que es la mitad del área del cuadrado. Con argumentos de este tipo podemos
llegar a las fórmulas del área del paralelogramo, del triángulo o del rombo.

Parker (1988) sugiere ampliar esta concepción
del área con otra más dinámica cuando propone
considerar el área como la región barrida por un
segmento que se desplaza permaneciendo parale-
lo al original. Cabri permite realizar esta acción
mediante las herramientas ((traza)) (mancha dejada
por el segmento cuando se mueve) o con ((lugar ge-
ométrico)) (distintas posiciones del segmento cuan-
do se desplaza el punto inicial con que se ha creado).
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El desplazamiento puede realizarse según un vector perpendicular al seg-
mento (y tendremos un rectángulo), o que forme un ángulo distinto (paralelo-
gramo). También podrá cambiar de dirección las veces que deseemos (será un
poĺıgono sin nombre especial, aunque los cóncavos no son fáciles de encontrar
en los libros de texto). El área barrida no depende de la longitud del vector
de traslación sino de la distancia entre los segmentos inicial y final. Vendŕıa a
ser una idea parecida al principio de Cavalieri en el plano.

Parker va más lejos ya que, si el segmento se acorta en proporción cons-
tante a medida que se desplaza, generará un trapecio. El área será la longitud
media del segmento por la distancia que atraviesa (otra vez la fórmula del área
del trapecio). Para obtener una solución a nuestro problema únicamente nos
tendremos que asegurar es que dicha media sea exactamente la mitad del lado
del cuadrado. En el ĺımite, si uno de los lados se reduce a un punto y el otro
abarca todo el lado del cuadrado, tendremos la solución del triángulo.

Me parece necesario advertir que los dos apartados que siguen: Aproxima-
ciones al infinito y La mitad fractal del cuadrado no los he experimentado
todav́ıa en clase, han surgido de charlas con otros profesores de matemáticas
que se han sentido atráıdos por La mitad del cuadrado.

8 . Aproximaciones al infinito

Podemos llevar la mitad del cuadrado a cursos posteriores en los que
queramos introducir a los estudiantes en la idea del infinito y hacer aflorar
una paradoja clásica que se deriva de un abusivo paso al ĺımite. Las siguientes
construcciones son soluciones de la mitad del cuadrado:

La sucesión de los peŕımetros de las mitades sombreadas es una sucesión{
3 + n−1

n

}
que tiende a 4, pero en el ĺımite, la ĺınea poligonal tiende a la diago-

nal, es decir, en el ĺımite debeŕıa valer 2 +
√

2. La cuestión la reconoció Rafael
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Losada del IES Pravia de Asturias como una falsa paradoja, porque las poligo-
nales no corresponden a funciones derivables, por lo que no se puede asegurar
que la sucesión de las longitudes converja a la longitud del ĺımite.

Otra forma de acercarnos al concepto de infinito es mediante una suma
infinita de fracciones:

Se trata de
∑∞

i=2 1/2i = 1/2, es decir: 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + . . . Se
utiliza un procedimiento en el que cada cuadrado nuevo tiene por lado l

√
2/2,

siendo l el lado del anterior y se forman figuras que después se puedan repetir
por autosemejanza.

9 . La mitad fractal del cuadrado

Una vez hemos entrado en procesos infinitos, podemos explorar curvas
que pueden ser consideradas funciones fractales, es el caso de la escalera del
diablo que surgió a partir de conversaciones con José Ángel Bolea del IES de
Galapagar, Madrid.

Por otra parte, Fernando Juan, profesor del IES Joan Fuster de Bellre-
guard, Valencia, estuvo profundizando en la curva de Koch como solución a
la mitad del cuadrado mediante una macro; en este caso el peŕımetro śı que
tiende a infinito
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Otro ejemplo sorprendente de mitad explorado por Fernando es la curva
de Hilbert que tiene la peculiaridad de llenar el cuadrado, es decir, pasa por
todos los puntos del cuadrado. En este caso ha sido adaptada para que delimite
un poĺıgono de área la mitad del cuadrado:

10 . Combinaciones de procedimientos

Volvamos a las clases de tercero. Siempre es posible dividir un cuadrado en
otros más pequeños y aplicar en ellos las soluciones obtenidas anteriormente
con la condición de que todas ellas formen un poĺıgono (era un requisito del
enunciado). Resultan especialmente interesantes cuando a partir de una figura
se obtienen las demás por traslación, giro de 90◦ alrededor del centro del
cuadrado o por simetŕıa axial.

Si además dejamos algún elemento móvil en el primer poĺıgono dibuja-
do, tendremos una nueva fuente de inspiración para obtener soluciones que
aportarán bellas baldosas con las que más tarde podremos construir mosaicos.
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11 . Las baldosas
de la Alhambra

Algunas de las soluciones que ob-
tienen los alumnos son estéticamente ele-
gantes. A un cuadrado se le quitan dos
pequeños triángulos en dos lados opuestos
y los colocamos en los otros dos lados.

Al rectángulo de la parte superior le
quitamos y ponemos las figuras coloreadas
que aparecen.

Consiguen figuras con forma de estre-
lla.

Poĺıgonos con forma de hoja o hueso,
pero con una ventaja añadida: que pode-
mos realizar la construcción con uno o más
elementos libres y del que dependen todos
los demás.

12 . Mosaicos

Muchas de estas figuras las encon-
tramos en los diseños nazaŕıes de la Al-
hambra de Granada y esta es una nue-
va v́ıa para enfocar la investigación: con-
seguir baldosas que, por repetición a base
de traslaciones, giros y simetŕıas, den lugar
a mosaicos que recubran el plano.

La Alhambra es el palacio del cuadra-
do, lo encontramos de forma expĺıcita
en azulejos que recubren las paredes con
combinaciones de colores que no nos de-
jan indiferentes. Otras veces los cuadrados
quedan ocultos tras otras formas.

La solución del trapecio y sus cuatro giros de 90◦ alrededor de uno de
sus vértices crea un interesante mosaico cuando utilizamos traslaciones de
la baldosa según dos vectores situados en los lados del cuadrado. El mosaico
tiene una caracteŕıstica interesante: los huecos que dejan las zonas sombreadas
componen la misma figura que la forma dibujada.
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Pero volvamos a la idea del apartado anterior. Si conseguimos que el diseño
de la figura básica dependa de un punto y todo el mosaico se construye a par-
tir de esa baldosa mediante isometŕıas, al cambiar más tarde la posición de
ese punto, todo el mosaico se transformará con él. Aqúı tenemos dos posi-
ciones más del mismo mosaico. Recordemos ahora que en geometŕıa dinámica
podemos realizar una transformación progresiva de uno a otro mediante ani-
maciones que en Cabri toman forma de un muelle que estiramos. La acción se
desencadena al soltarlo.

En una de las columnas que rodean al patio de los leones encontramos un
mosaico parecido al de la fotograf́ıa. A la derecha se reproduce la baldosa a
partir del rectángulo que ocupa la mitad inferior del cuadrado, se le quitan
dos triángulos en la parte inferior que colocamos en la superior. El movimiento
elegido para pasar de una baldosa a otra es la simetŕıa central respecto de los
centros de los lados del cuadrado
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Los triángulos desplazados toman diferentes formas con sólo variar la posi-
ción de un punto. Aqúı también podemos comprobar las variaciones del mo-
saico.

Otra forma de conseguir algunos de los mosaicos proviene de trazar una
ĺınea con centro de rotación de orden 4 en el centro del cuadrado y colorear dos
de las regiones opuestas de las cuatro en que se ha dividido el cuadrado –otra
vez volvemos a situaciones que pueden haber sido desechadas como soluciones
para la mitad del cuadrado, en este caso por utilizar poĺıgonos cruzados–, la
repetición de estas baldosas se hace por simetŕıa axial y el elemento móvil se
encuentra sobre un arco de circunferencia.

De la misma forma conseguimos la baldosa con forma de hoja:

Esta baldosa tiene tres elementos que se mueven sobre arcos de circunfe-
rencias. Veamos dos transiciones más del mismo mosaico.

Podemos observar que en todos estos mosaicos la figura que se compone
en el fondo blanco es la misma que contiene a las regiones coloreadas.
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Para acabar esta pequeña muestra in-
tentamos obtener la baldosa de la Alham-
bra que tiene forma de hueso. La construi-
remos de dos formas: en primer lugar se
diseña a partir de dos cuadrados opuestos
a los que se les quita dos pequeños triángu-
los que se llevan al centro del cuadrado
para conectar las dos regiones coloreadas,
El mosaico se completa por traslaciones.

Por último trazamos una ĺınea que tiene centro de rotación de orden cua-
tro con dos puntos móviles y con simetŕıas axiales respecto de los lados del
cuadrado

13 . Los contenidos matemáticos

El trabajo que se propone en la mitad del cuadrado abarca la mayoŕıa de
los contenidos geométricos de tercer curso de ESO propuestos en el decreto que
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establece las enseñanzas mı́nimas para todo el Estado. En las ideas expuestas
se desarrollan de forma muy detallada al menos seis de los ocho contenidos
que aparecen en el decreto ministerial.

Determinación de figuras a partir de ciertas propiedades. Lugar geométri-
co.

Aplicación de los teoremas de Tales y Pitágoras a la resolución de pro-
blemas geométricos y del medio f́ısico.

Traslaciones, simetŕıas y giros en el plano. Elementos invariantes de cada
movimiento.

Uso de los movimientos para el análisis y representación de figuras y
configuraciones geométricas.

Reconocimiento de los movimientos en la naturaleza, en el arte y en otras
construcciones humanas.

Curiosidad e interés por investigar sobre formas, configuraciones y rela-
ciones geométricas.

Alguno de estos contenidos es mucho más dif́ıcil de conseguir con libro,
lápiz y papel que con los programas de GD.

También hay contenidos de otros bloques, especialmente los algebraicos
con la obtención de las expresiones literales que se utilizan como fórmulas
para el cálculo de longitudes y de áreas. Este trabajo favorece que el alumno
valore la precisión, simplicidad y utilidad del lenguaje algebraico para resolver
diferentes situaciones prácticas.

El curŕıculo de la LOE incluye además una colección de contenidos co-
munes a todos los bloques que en muchos casos quedan ocultos detrás de la
amalgama de ejercicios que vienen detrás de cada lección. En la mitad del
cuadrado siempre están presentes los siguientes contenidos, tan matemáticos
como las fracciones o el teorema de Thales:

La planificación y la utilización de estrategias en la resolución de pro-
blemas,

La descripción verbal de relaciones cuantitativas y espaciales, y procedi-
mientos de resolución utilizando la terminoloǵıa precisa.

Confianza en las propias capacidades para afrontar problemas, compren-
der las relaciones matemáticas y tomar decisiones a partir de ellas.

Perseverancia y flexibilidad en la búsqueda de soluciones a los problemas
y en la mejora de las encontradas.

Utilización de herramientas tecnológicas para facilitar los cálculos de
tipo numérico, algebraico o estad́ıstico, las representaciones funcionales
y la comprensión de propiedades geométricas.
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También están presentes otros contenidos que no son propios del tercer
curso y en algunos casos ni siquiera pertenecen a la etapa obligatoria de la
Secundaria, pero que algunos alumnos que tienen especial capacidad o interés
serán capaces de iniciar.

14 . Hablamos de aprender matemáticas, metodoloǵıa, re-
cursos, diversidad. . .

Seguimos con el curŕıculo de la LOE. . . : parece que la metodoloǵıa o no
es importante o nadie sabe qué hacer con ella. En el decreto de mı́nimos el
MEC considera que no es de su competencia y la deja al arbitrio de las Comu-
nidades Autónomas. Más tarde las Comunidades promulgan sus desarrollos
de los curŕıculos en los diarios oficiales, pero en la mayoŕıa de los casos la
metodoloǵıa sigue en terreno de nadie, se copian las introducciones y los cri-
terios de evaluación y sólo se preocupan de añadir algunos contenidos en los
apartados de números de los primeros cursos y de álgebra en los últimos. Lo
demás no importa.

Es como si a nadie le interesara cómo se hacen las clases de matemáticas.
Bueno, a las editoriales śı, y de un análisis superficial de los libros de texto
podŕıamos sacar la conclusión de que una lección bien explicada con suficientes
ejercicios de práctica es suficiente para que los estudiantes tengan una buena
comprensión de las matemáticas y hagan uso de ellas. Los libros raramente
proponen una investigación a medio o largo plazo, en la que los estudiantes
tengan que aportar ideas matemáticas de varios apartados de las matemáticas,
de otras ciencias o relacionarlo con cuestiones de la vida cotidiana, art́ısticas
o culturales.

Los documentos oficiales tanto del MEC como de las Comunidades, ha-
cen una apuesta firme por la utilización de recursos manipulativos que sirvan
de catalizador del pensamiento del alumno en geometŕıa. Ponen especial in-
terés en los programas de geometŕıa dinámica porque permiten a los estudi-
antes interactuar sobre las figuras y sus elementos caracteŕısticos, facilitando
la posibilidad de analizar propiedades, explorar relaciones, formular conjeturas
y validarlas. Pero no basta con la aparición en el BOE para que esa utilización
se pueda llevar a la práctica. En la mayoŕıa de los casos no hay suficientes
ordenadores en los centros, la organización de los centros no es flexible, falta
formación del profesorado o no se dispone de materiales de enseñanza adecua-
dos. Todos esos problemas se los está encontrando la GD para entrar en las
aulas.

En muchos institutos no es tarea fácil llevar a un grupo de matemáticas
a un aula de informática, pero tampoco vamos a esperar a que todo esté arre-
glado para encontrar medio cuadrado. Se pueden buscar soluciones: algunos
grupos pueden tener una hora de matemáticas coincidiendo con el horario li-
bre del aula de ordenadores, otros organizan pequeñas aulas de informática
con ordenadores cedidos por empresas que los retiran por obsoletos y los pro-
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gramas de GD no necesitan grandes requisitos para funcionar. Necesitamos
saber qué ideas tienen los compañeros de otros centros para resolver estas
situaciones.

El tratamiento de la diversidad también es una cuestión importante para
el profesorado de secundaria y lo seguirá siendo en los próximos años. Sin
embargo, no siempre tenemos las herramientas para tratar a alumnos de dife-
rentes niveles en el aula. En una investigación de este tipo es fácil tener éxito
con los alumnos. Un enunciado sencillo como éste hace que todos tengan la
oportunidad de abordarlo sea cual sea su nivel y dar sus primeros pasos. Tanto
los estudiantes avanzados, como los que tienen más dificultades encuentran
motivos para trabajar y se enfrentan a retos que están a su nivel. Se crea
un ambiente en clase de ayuda de unos a otros y de comunicación de los
resultados obtenidos, aunque siempre hay que intentar que los que van más
lento también dispongan de un tiempo prudencial para llegar a las soluciones
por ellos mismos.

El profesor no se dedica a corregir los errores, podŕıamos decir que su
trabajo es, en cierto modo, el contrario: cuando observa que un procedimiento
propuesto por un grupo de alumnos contiene algún error, lo expone a la con-
sideración de la clase para que sean los alumnos los que busquen las causas del
error y la forma de corregirlo o bien de modificarlo para redirigirlo hacia otro
procedimiento que sea válido. Son muy divertidas las situaciones en las que los
alumnos exponen un procedimiento con el que ellos saben lo que quieren con-
seguir pero, si lo seguimos literalmente paso a paso, lleva a cosas muy alejadas
de lo que ellos esperan, las aprovecharemos para que mejoren en su forma de
expresarse matemáticamente

El trabajo de la mitad del cuadrado ha tenido
continuación con los mosaicos de la Alhambra, pero
otro profesor seguramente habŕıa dirigido la inves-
tigación por otros caminos:

La mitad de otros poĺıgonos, ¿y el ćırculo?. La
tercera o la cuarta parte de ciertos poĺıgonos.

El espacio, cuerpos cuyo volumen sea la mitad
del cubo. Tanto Cabri como Geogebra han
creado versiones 3D que se encuentran todav́ıa
en los inicios, pero mejorarán en poco tiempo.

Mosaicos de Escher que se pueden diseñar a
partir de medio cuadrado. En nuestro traba-
jo ya hemos encontrado que en varios casos
los espacios blancos que quedaban en las bal-
dosas tienen la misma forma que las regiones
coloreadas.
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