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IN MEMORIAM

Pilar Pisón Casares,
in memoriam

por

Ignacio Ojeda Mart́ınez de Castilla y Ramón Piedra Sánchez

Estamos habituados a describir objetos matemáticos, a elaborar teoŕıas,
conjeturar resultados, demostrar asertos o refutar hipótesis, pero no a escribir
de una persona, más aún si con ella tenemos v́ınculos afectivos que no sabemos
expresar adecuadamente. Es necesario precisar que, para ofrecer una semblan-
za de nuestra querida compañera Pilar Pisón, tenemos que entrelazar las dos
pasiones que han recorrido su vida: su familia y las matemáticas.

Pilar con Jesús y sus dos hijas.

Pretendemos presentar la
enorme figura de esta mujer que
hemos conocido, y por tanto
querido, por su humildad en el
trabajo personal y, sobre todo,
colectivo, incapaz de aparecer en
el primer plano, sino sosteniendo
al que lo ocupara. La fotograf́ıa
de la familia de Pilar, su marido
e hijas, aśı lo expresa.

La enfermedad y la muerte
han pretendido destruirla pero
no lo han conseguido. Con la for-
taleza con que Pilar se ha en-
frentado a ellas hemos aprendido
facetas profundamente valiosas
de esta mujer que, cuanto más
débil se haćıa, más sabiduŕıa
transmit́ıa. Ha sostenido un gran
combate en el que, con el apoyo
de su fe, ha vencido la Vida.

1 . Notas biográficas

Pilar nace el 9 de abril de 1962 en Osuna (Sevilla). Es la intermedia de tres
hermanas, y como adolescente se caracteriza por ser una brillante estudiante,
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deportista y portadora de preocupaciones solidarias, que encauza a través de
Cáritas. De su padre Agust́ın, médico de pueblo, hereda su disponibilidad para
los demás a cualquier hora; de su madre Victoria, la capacidad de esfuerzo y
sufrimiento que le supuso ser miembro de una familia de 16 hermanos. Estu-
dia la licenciatura en Matemáticas en la Universidad de Sevilla, entre 1979
y 1984, con magńıficos resultados, en una promoción excelente, con varios
compañeros (T. Caraballo Garrido, G. Moreno Soćıas, J. Puerto Albandoz, L.
Rodŕıguez Piazza...) que han alcanzado un alt́ısimo nivel en el campo docente
e investigador.

Con 22 años, en diciembre de 1984, gana el concurso de Profesor de
Matemáticas del CEI (antigua Universidad Laboral), equivalente a Catedrático
de Bachillerato, siendo posiblemente la más joven andaluza en alcanzarlo.
Enseña en las Escuelas de Arquitectura Técnica e Ingenieŕıa Técnica Agŕıco-
la del CEI. Defiende en septiembre de 1985 su tesina ((Cálculos Efectivos en
Geometŕıa Algebraica)), en donde estudia los pioneros trabajos de D. Bayer
en este campo. Cuando Jesús, su novio y compañero de estudios y promoción,
termina su servicio militar, deciden casarse el 27 de diciembre de 1986. En
su diario de aquellos d́ıas expresaba su entusiasmo por esta unión afectiva y
profesional que le haćıa inmensamente feliz.

Con la desaparición definitiva de las Universidades Laborales en octubre
de 1989, Pilar apuesta por la opción menos segura, la de profesora asociada del
Departamento de Álgebra de la Facultad de Matemáticas de la Universidad
de Sevilla. Sigue los cursos de doctorado de Álgebra y Topoloǵıa e inicia los
trabajos de investigación en computación en series de potencias, tema que
resultaŕıa poco fruct́ıfero. Con la dirección de José Luis Vicente lee su tesis
doctoral en julio de 1991. El sexenio 91-96 será seguramente su época más
fruct́ıfera y feliz en todos los planos, familiar y profesional. En septiembre del
91 nace Pilar, y en enero del 97, Rosa. Conciliar ambos mundos, para una
mujer que los amaba verdaderamente, no ha sido fácil. Ha luchado por ser
madre, esposa y matemática en toda su plenitud, empleando para ello todas
sus fuerzas, que con el paso del tiempo fueron reduciéndose dramáticamente.

Aunque no duda en continuar en la Universidad de Sevilla en su puesto
inestable, concursa en 1992 y obtiene la Cátedra de Matemáticas del Instituto
de Bachillerato Macarena.

Grandes llantos y sufrimientos le supuso a Pilar no pasar la Navidad de
1994 con su familia para asistir al curso sobre Bases de Gröbner y Politopos
convexos en la Universidad Estatal de Nuevo Méjico (EEUU), impartido por
B. Sturmfels con quien contactó por primera vez en el ((Third International
Symposium on Effective Methods in Algebraic Geometry)) (MEGA-94). El
concurso por la plaza de Profesora Titular de Álgebra, que ganó en 1996,
hubo de prepararlo con el sacrificio de muchas noches sin dormir, perdiendo
quizá su escasa fortaleza f́ısica.

El complicado embarazo de Rosa le obliga a hacer un paréntesis im-
portante en el trabajo. La información posterior de los médicos nos hacen
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sospechar que en esta época empezara ya la grave enfermedad que la con-
sumió en pocos años. Efectivamente comienza a tener trastornos psicóticos
puntuales, que ella se esforzaba en superar con mucha dificultad.

Siempre intentó compatibilizar la necesidad de conectar con otros colegas
y su vida familiar. Asiste en 1999 al IMACS Conference on Applications of
Computer Algebra, acompañada de su familia. Igualmente en el verano del
2000 es invitada por B. Sturmfels a California a una estancia de 3 meses, que
se redujo a un único mes por no querer separarse tanto tiempo de su familia. El
trabajo en San Francisco, junto a Bernd fue muy provechoso, como después se
comentará. La visita seŕıa devuelta por Sturmfels en junio de 2002 en Sevilla.

Aunque fue entusiasta animadora de los pequeños logros de sus colabo-
radores, nunca le pareció importante ni valioso lo que ella consegúıa. Luis
Narváez gastó mucho tiempo en convencerla para que liderara un proyecto de
investigación del Plan Propio de la Universidad de Sevilla, como investigadora
principal, en 1999. Esto la forzó a participar en la convocatoria del MEC del
año siguiente, resultando aśı que está entre las 2 o 3 primeras investigadoras
principales de Matemáticas de Andalućıa, la primera en Matemáticas Puras.

La grave enfermedad empieza ya a manifestarse con dolorosos śıntomas.
En enero del 2003 se le diagnostica un lupus. Mantiene su actividad docente
con unos esfuerzos titánicos: cualquier mı́nimo movimiento le generaba un
intenso dolor. Tiene que ir a trabajar en taxi, por la imposibilidad de conducir
o caminar.

En septiembre de 2005 no puede materialmente seguir trabajando, pidien-
do finalmente la baja. En su casa continúa estudiando a pesar de las dificul-
tades, liderando el grupo de investigación, haciendo informes. Una septicemia
acaba con sus fuerzas en noviembre de 2006, sin jamás expresar una queja o
lamento por su situación, antes al contrario, transmitiendo siempre esperanza
y confianza, apurando lo gozoso del presente.

Estamos seguros de que la corta vida de Pilar se ha segado perdiendo
muchas posibilidades de desarrollo profesional y un futuro prometedor como
investigadora y docente. Hemos perdido una inmensa oportunidad de pro-
greso, compadeciéndonos también de los que más van a sufrir esta pérdida:
Jesús, Pilar, Rosa, su madre, sus hermanas... Pero también tenemos que estar
agradecidos, cuantos la hemos conocido y tratado, porque podemos recordar
los valores que nos ha transmitido.

2 . Trayectoria cient́ıfica

Si queremos entender el trabajo cient́ıfico de Pilar debemos encuadrarlo
en el contexto del Álgebra Conmutativa Computacional y en su relación con
la combinatoria de las álgebras de semigrupo. Sin embargo, se corre el riesgo
de no apreciar su labor cient́ıfica como se debiera, si solamente valoramos
su trabajo en el contexto anterior. Los resultados obtenidos por Pilar tienen
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aplicación en otras áreas de la Matemática como pueden ser la Investigación
Operativa y la Geometŕıa Algebraica.

En nuestra opinión, la mejor forma de hacer justicia al trabajo de Pilar es
mediante la lectura de sus art́ıculos. Nosotros trataremos de resumir aqúı al-
gunos de sus resultados más relevantes, el lector interesado en un tratamiento
más riguroso y completo puede recurrir al trabajo recopilatorio de Pilar, jun-
to con Antonio Campillo López, sobre ((Matemática tórica desde el punto de
vista de los semigrupos)) [3].

El objeto matemático de interés para Pilar fue desde un principio el álge-
bra de un semigrupo en el marco que describimos a continuación.

Sea S un semigrupo contenido en Nn con un sistema de generadores
{n1, · · · , nr} fijo. La k-álgebra del semigrupo S es el k-espacio vectorial

k[S] :=
⊕
m∈S

kχm

con la estructura de anillo S-graduado determinada por el producto χmχm′
=

χm+m′
, con k un cuerpo cualquiera. El homomorfismo de anillos S-graduado

Φ : k[X1, · · · , Xr] → k[S], Φ(Xi) = χni permite ver k[S] como el anillo
cociente A = k[X1, . . . , Xr]/ ker(Φ). En este caso, IS := ker(Φ) es el ideal de
la variedad tórica af́ın Spec(A) y se denomina ideal del semigrupo.

Conviene advertir que algunos de los trabajos de Pilar sobre álgebras de
semigrupos se movieron en un ámbito más amplio, considerando otros semi-
grupos que no están contenidos en Nn. Sin embargo, para entender mejor su
trabajo hemos optado por esta restricción, que permite plantear el problema
de descripción de los sistemas minimales del ideal y todos los módulos de
sicigias, que es del que nos ocuparemos casi exclusivamente.

En su tesis doctoral, Métodos combinatorios en álgebra local y curvas
monomiales en dimensión 4 dirigida por el Prof. Dr. José Luis Vicente Córdo-
ba (Universidad de Sevilla, 1991), Pilar estudia, entre muchos otros aspectos
relacionados con el Álgebra Conmutativa Computacional, la situación anterior-
mente descrita para semigrupos con cuatro generadores, esto es, para r = 4.
En la introducción de su tesis, Pilar nos explica que una parte de su trabajo ha
consistido en dar ((una descripción minuciosa de los factores que determinan
el cardinal mı́nimo de un sistema de generador del ideal IS , además de cómo
deben de ser los pares de elementos del semigrupo asociado, para que estos
proporcionen los elementos que en él deben figurar.

))De esta manera, se facilita la tarea de encontrar ejemplos de ideales
primos en los que se fije a priori el cardinal del sistema generador minimal.

))Desde el punto de vista computacional, el hecho de que el algoritmo
presentado sólo requiere aritmética entera es de valiosa importancia ya que en
ella se conocen sorprendentes métodos de agilización en los cálculos, lo cual
será beneficioso para su complejidad)).

Un problema similar ya hab́ıa interesado a J. Herzog, quién en [4] estudia
los ideales de semigrupos de números naturales generados por 3 elementos,
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y a H. Bresinsky, que demostró en [1] que el cardinal del conjunto minimal
de generadores de IS puede ser tan alto como se desee cuando r es mayor o
igual que 4, lo que complica considerablemente la situación. Situación que fue
resuelta brillante y elegantemente por Pilar en su tesis doctoral para r = 4.

El trabajo de Pilar se centra, pues, en el estudio y la caracterización del
conjunto minimal de generadores del ideal de semigrupo IS . En esta misma
ĺınea se sitúan sus primeros art́ıculos, en los que ya aparece la idea fundamental
que será utilizada posteriormente con éxito por Pilar y sus colaboradores. Esta
idea consiste en construir un objeto combinatorio a partir de los generadores
del semigrupo que permite describir los generadores minimales de su ideal
asociado. Con concreción, a cada elemento del semigrupo m ∈ S, se le asigna
el complejo simplicial abstracto

∆m = {F ⊂ {1, . . . , r} | m−
∑
j∈F

nj ∈ S}.

Usando estos complejos simpliciales, Pilar y sus colaboradores demuestran que
los elementos del conjunto minimal de generadores de IS están determinados
por los m ∈ S tales que el grafo subyacente de ∆m no es conexo. Este método
caracteriza completamente a IS e introduce nuevos conceptos combinatorios
que, entre otras cosas, les permitieron formular un algoritmo para calcular un
sistema minimal de generadores de IS y describir completamente la resolución
libre minimal S-graduada de IS de forma combinatoria, aśı como obtener
caracterizaciones combinatorias de las propiedades de Cohen-Macaulay y de
Gorenstein de las álgebras de semigrupo.

La descripción combinatoria de las sicigias de IS dada en sus trabajos,
permite calcular su resolución libre minimal S-graduada. Los objetos combi-
natorios usados son de nuevo los complejos simpliciales ∆m, sólo que ahora
se profundiza más en su estructura topológica, de tal modo que los espacios
de homoloǵıa reducida H̃i(∆m) no nulos permiten caracterizar los grados so-
bre S que aparecen en las sicigias minimales de orden i. Se traslada aśı el
problema del cálculo de sistemas minimales de generadores de los módulos de
sicigias a obtener los grados a partir de bases de Hilbert de ciertos sistemas
de ecuaciones diofánticas y calcular bases de H̃i(∆m). Basta ahora aplicar los
isomorfismos entre estos espacios y los cocientes de los módulos de sicigias
dados en sus trabajos para concluir. Como consecuencia de estos resultados,
en el caso homogéneo se obtiene además una cota expĺıcita para la regularidad
del ideal IS .

Las técnicas utilizadas por ella se afinan al considerar una partición en el
conjunto de generadores del semigrupo que aparece en [2]. A cada elemento del
semigrupo m se le asocia un nuevo complejo simplicial Tm con vértices sobre un
subconjunto E de generadores del semigrupo; concretamente, E se construye
tomando un generador de S sobre cada rayo extremal del cono asociado a S.
La introducción de estos nuevos complejos simpliciales y el estudio de varias
sucesiones de homoloǵıa permiten relacionar los complejos simpliciales ∆m y
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Tm. Con estas nuevas técnicas, en el caso homogéneo, Pilar y sus colaboradores
consiguieron describir la regularidad en función de los complejos Tm mediante
una fórmula, dar una cota del grado de los generadores cuando IS define una
curva proyectiva, y dar una cota de la regularidad que es simplemente expo-
nencial en el número de generadores minimales del cono asociado al semigrupo
cuando IS es homogéneo. Finalmente, en [5] estudia la resolución minimal del
álgebra del semigrupo como k[XE ]-módulo, donde XE son las variables asocia-
das a E, dando una descripción combinatoria de esta resolución, presentando
procedimientos efectivos para obtenerla. En particular, como paso inicial, se
calcula el conjunto de Apéry tras demostrar que coincide con el conjunto de
elementos del semigrupo para los que H̃−1(∆m) 6= 0.

La descripción combinatoria de la resolución libre minimal S-graduada de
IS obtenida permite entender la relación existente entre las sicigias del ideal y
la Programación Lineal Entera. Se concluye que las resoluciones minimales del
álgebra de un semigrupo permiten resolver problemas de Programación Lineal
Entera mediante Álgebra Computacional.

No quisiéramos acabar este art́ıculo sin reconocer la enorme influencia que
tuvo Pilar en nuestros dos trabajos conjuntos, y que con su modestia habitual
rehusó firmar; para nosotros siempre ha sido autora moral de ambos.

Finalmente, dejando a un lado la incuestionable y reconocida calidad
cient́ıfica de todos los trabajos de Pilar, no haŕıamos ninguna justicia a su
labor de investigadora si nos olvidamos de su principal cualidad. Ante to-
do, Pilar fue una persona generosa que no dudó en compartir su tiempo y
conocimientos con todo aquel que quiso aproximársele.
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Homenaje a Paulette Libermann

por

Charles-Michel Marle1

Paulette Libermann falleció el 10 de julio de 2007, en Montrouge, en las
proximidades de Paŕıs, en una residencia, en la que se encontraba tras haber
sido sometida a una intervención quirúrgica. Es una de las grandes figuras de
la geometŕıa diferencial, actriz y testigo de los espectaculares progresos que
ha experimentado esta disciplina a lo largo de la segunda mitad del ya pasado
siglo XX.

Nació el 14 de noviembre de
1919 en Paŕıs, en el seno de
una familia jud́ıa de origen ruso
y ucraniano. En 1938 accedió a
la École Normale Supérieure de
Sèvres, siendo alumna de Élie
Cartan, André Lichnerowicz y
Jacqueline Ferrand. Las leyes
racistas dictadas por el gobier-
no de Vichy le impidieron presen-
tarse a las oposiciones de agre-
gaduŕıa de Matemáticas en 1941.
Madame Cotton, directora de la
Escuela, antes de ser obligada
forzosamente a presentar la dimisión en aquel año, logró obtener una beca para
las tres alumnas jud́ıas de cuarto curso de la Escuela. Gracias a ella, Paulette
Libermann pudo iniciarse en la investigación matemática bajo la dirección de
Élie Cartan, quien le propuso un tema con un nivel de lo que más tarde se
convertiŕıa en una ((tesis de tercer ciclo)). Durante toda su vida, Libermann
conservaŕıa una gran admiración por Cartan, convirtiéndose en fiel amiga de
su familia.

En junio de 1942, cuando se impuso a los jud́ıos la obligatoriedad de llevar
la estrella amarilla, Paulette Libermann se refugió con sus padres y sus dos
hermanas en Lyon. Milagrosamente, su familia cercana y ella misma pudieron
escapar de las tropeĺıas del siniestro Klaus Barbie. Tras reincorporarse a la
École de Sèvres en el otoño de 1944, un mes después de la liberación de Lyon,
pudo por fin presentarse a la plaza de agregaduŕıa. Tan pronto la obtuvo, fue

1Agradezco a la Sra. Corinne Mounier-Veil, sobrina de la Paulette Libermann, aśı como
a mis colegas y amigas Michèle Audin e Yvette Kossmann-Schwarzbach su ayuda en la
preparación de este texto, y a Edith Padrón, Rafael Padrón y Marta Macho la traducción
del texto.
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nombrada inicialmente profesora en Douai, para, en 1945, pasar al instituto
femenino de Estrasburgo. En esta ciudad conoció a personajes de primera
fila en el mundo de las Matemáticas, concretamente a Charles Ehresmann,
Georges Reeb y René Thom. Tras haber asegurado su puesto en el instituto,
se dedicó a preparar una tesis bajo la dirección de Ehresmann, que ocupaba
la segunda plaza, después de Élie Cartan, en su propio panteón particular.

Una breve estancia en el CNRS le permitió acabar su tesis, que se defen-
deŕıa en 1953. Seŕıa aśı la primera mujer de Sèvres que obtuvo un doctorado
en Matemáticas. Nombrada catedrática de la Universidad de Rennes, impar-
tió en ella docencia y dirigió a un joven investigador, continuando sus trabajos
en geometŕıa diferencial. En 1966 fue nombrada catedrática de la Facultad
de Ciencias de la Universidad de Paŕıs. Cuando estallaron las revueltas en
ésta, sus convicciones poĺıticas la llevaron a vincularse a la Université Paris 7
(hoy Université Denis Diderot). Permaneció muy ligada a la École de Sèvres,
enseñando en ella durante dos años y opositando a una plaza entre 1965 y
1967.

En 1967, poco después de su nombramiento en Paŕıs, la conoćı y me
propuso un tema de investigación para mi ((segunda tesis)), pues por entonces,
además del tema principal, hab́ıa que investigar sobre un segundo tema para
poder defender una tesis.

En Paŕıs, Paulette Libermann promovió la celebración de un seminario, en
primer lugar con Ehresmann hasta la muerte de éste en 1979, después ella sola
o con la ayuda de colegas más jóvenes (Yvette Kosmann-Schwarzbach, Jean-
Pierre Françoise, Pierre Cartier) hasta 1990. Libermann invitaba a su semi-
nario no sólo a personalidades ya célebres, sino también a jóvenes matemáticos
aún poco conocidos: Claude Albert, Jean-Pierre Bourguignon, Dan Burghelea,
Claudette Buttin (fallecida en 1972), Marc Chaperon, Pierre Dazord, Jean-
Paul Dufour, Yvette Kosmann, Antonio Kumpera, Daniel Lehmann, Josiane
Lehmann-Lejeune, Pierre Molino, Francisco Javier Turiel, René Ouzilou, Jean-
Paul Penot, Jean Pradines, Alan Weinstein, entre otros. Estaba muy informada
de los trabajos de los jóvenes geómetras franceses y extranjeros. Las sesiones
de su seminario culminaban generalmente con conversaciones amistosas entre
ella, sus participantes y el conferenciante, en uno de los cafés próximos a la
Universidad. Se abordaban todos los temas: Paulette Libermann estaba siem-
pre al corriente de la actualidad poĺıtica en Francia y en el resto del mundo,
sintiéndose muy comprometida con los numerosos problemas de la sociedad,
y especialmente con los relacionados con la enseñanza y la investigación.

Fue invitada a realizar diversas estancias de larga duración en varias uni-
versidades y centros de investigación, como St. Hugh’s College en Oxford para
trabajar con Whitehead, la Universidad de California, en Berkeley, el Math-
ematical Sciences Research Institute de Berkeley o el Instituto Nacional de
Matemática Pura e Aplicada de Rio de Janeiro en 1961. Hasta 2004 estuvo
presentando de forma regular, en los encuentros internacionales a los que era
invitada, conferencias sobre sus trabajos, siempre muy apreciados. Su últi-
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mo art́ıculo, sobre los conceptos de geometŕıa diferencial de Ehresmann, ha
aparecido en 2007. Hasta diciembre de 2006 asistió asiduamente al seminario de
Geometŕıa y Mecánica, fundado por nuestro añorado colega Pham Mau Quan,
hoy conocido como Seminario de Geometŕıa hamiltoniana, en el que también
participó en marzo del presente año, tras una primera hospitalización. Inter-
vino siempre planteando cuestiones de gran interés a los conferenciantes. Sus
conocimientos eran muy amplios y sus razonamientos muy seguros.

Los trabajos de Paulette Libermann son una continuación de los de Car-
tan y Ehresmann. Gran parte de sus resultados han sido utilizados por otros
matemáticos. Aśı, por ejemplo, en su tesis titulada ((Sur le problème d’équiv-
alence des structures infinitésimales régulières)), estudió las variedades sim-
plécticas dotadas de dos foliaciones lagrangianas transversas y demostró la
existencia sobre las hojas de estas foliaciones de una conexión plana canónica.
Posteriormente, este resultado se incluyó en los trabajos de Alan Weinstein.
Desde muy pronto puso de manifiesto la importancia de las foliaciones de
una variedad simpléctica que denominó ((simplécticamente completas)), tales
que el corchete de Poisson de dos funciones localmente definidas, constantes
sobre cada hoja, sea también constante sobre cada hoja, y probó que esta
propiedad equivale a la existencia de una estructura de Poisson sobre el espa-
cio de las hojas, tal que la proyección canónica sea una aplicación de Poisson.
Simultáneamente a Jean Pradines, Libermann estudió los conceptos funda-
mentales relativos a los grupoides y algebroides de Lie. Son importantes sus
contribuciones a otros temas como los sistemas de Pfaff, geometŕıa de los es-
pacios de jets, prolongaciones de fibrados vectoriales y de fibrados principales,
variedades simplécticas y variedades de contacto.

Además de una importante parte del libro que publicamos conjuntamente,
Paulette Libermann escribió más de setenta art́ıculos de investigación, notas,
art́ıculos enciclopédicos y comunicaciones a congresos. Paulette Libermann es
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mayor parte de los geómetras, sus maestros y sus contemporáneos. Vamos
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