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Alan McIntosh y la conjetura de Kato

por

Pedro J. Miana

Desde su publicación en 1961 hasta su demostración en 2002, la conjetura
de Kato o de la ráız cuadrada ha sido el germen de diversas teoŕıas
matemáticas tanto en el análisis armónico como en el análisis funcional.
Presentamos un recorrido de 40 años en el que el trabajo del matemático
Alan McIntosh ha sido referencia fundamental durante los últimos 30
años.

Introducción

Tosio Kato (1917-1999) nació el 25 de agosto de 1917 en Kanuma (Japón),
al norte de Tokio. Estudió f́ısica teórica en la Universidad Imperial de Tokio,
obteniendo su licenciatura en 1941. Debido a la Segunda Guerra Mundial y
a problemas de salud, no entró a formar parte de la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Tokio como profesor asistente hasta 1951. En la déca-
da de los cincuenta, visitó Estados Unidos varias veces y decidió trasladarse
alĺı definitivamente en 1962. Un año antes, en [15], hab́ıa expuesto su conje-
tura. Fue profesor de matemáticas de la Universidad de California, Berkeley,
donde dirigió 21 tesis doctorales.

Sus inquietudes matemáticas fueron diversas, llegando a firmar más de
150 art́ıculos de investigación. Trabajó en ecuaciones de evolución no lineales,
ecuaciones dispersivas, en las matemáticas de la mecánica cuántica y de flui-
dos. Su libro ((Perturbation Theory for Linear Operators)) ([17]) es una de las
monograf́ıas más influyentes escritas en análisis funcional. Se pueden encontrar
más detalles sobre las aportaciones de Kato en el art́ıculo homenaje al mismo
en la revista ((Notices)) de la American Mathematical Society ([9]).

En la primavera de 1990, el Instituto de Investigación de Ciencias Matemá-
ticas en Berkeley (MSRI) organizó un gran conferencia en honor del Profesor
Kato. A ella acudieron gran parte de sus estudiantes, amigos y colegas. Un año
antes, recib́ıa un homenaje similar en Tokio. La ((Conferencia internacional en
análisis funcional y sus aplicaciones)) en honor del Profesor Tosio Kato tuvo lu-
gar en Tokio entre el 3 y el 6 de Julio de 1989. Las actas de este congreso fueron
publicadas por la editorial Springer-Verlag con el t́ıtulo ((Functional-analytic
methods for partial differential equations)) en la colección Lecture Notes in
Mathematics, Vol. 1450. En este libro aparece el art́ıculo ((The square root
problem for elliptic operators, a survey)) del australiano Alan McIntosh, donde
se recogen los logros más importantes desde que Kato planteó su conjetura,
en 1961, y a los que el propio McIntosh hab́ıa contribuido notablemente. Al
final de la primera sección, McIntosh afirma:
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((I would also like to take this opportunity to acknowlegde my great debt
to Tosio Kato for the profound influence which he has had on my mathematical
development)).

Alan McIntosh obtuvo su licenciatura en 1962 en la Universidad de Nue-
va Inglaterra, Armidale (Australia). En 1966, defendió su tesis doctoral en la
Universidad de California, Berkeley, realizada bajo la dirección de Frantisek
Wolf. En uno de sus primeros trabajos, McIntosh construye ciertos operadores
sobre espacios de Hilbert para dar un contraejemplo a una cuestión de conmu-
tadores ([19]). Estas técnicas también las aplica a formas bilineales acretivas
y da otro contraejemplo a la conjetura planteada por Kato ([20]). Asimismo,
replantea la conjetura restringiéndola a operadores diferenciales en Rn.

Otros art́ıculos que presentan el problema de Kato y su demostración a
nivel de divulgación son [1] y [23].

Notación. Sean (X, ‖ ‖) un espacio de Banach y T : D(T )→ X un operador
lineal y cerrado sobre X, donde D(T ) es el subespacio dominio de T contenido
en X, véase la definición por ejemplo en [17], [25]. Un subconjunto D ⊂ D(T )
se dice que es un núcleo de T (en inglés core), si para f ∈ D(T ) existe (fn) ⊂ D
tal que

ĺım fn = f y ĺımTfn = Tf.

El núcleo D de un operador (T,D(T )) es denso en D(T ) con la norma ‖ ‖T
donde

‖f‖T := ‖f‖+ ‖Tf‖, f ∈ D(T ).

1 . La conjetura de Kato

Denotamos por (H1(Rn), ‖ ‖1,2) el espacio clásico de Sobolev de las fun-
ciones de (L2(Rn), ‖ ‖2) cuyas derivadas parciales distribucionales vuelven a



“Kato102” — 2007/12/14 — 0:29 — page 599 — #3

LA GACETA 599

estar en (L2(Rn), ‖ ‖2),

H1(Rn) :=
{
u ∈ L2(Rn) : ‖u‖1,2 :=

(
‖u‖22 + ‖∇u‖22

) 1
2 <∞

}
,

donde ∇u = (
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
) y ‖∇u‖22 =

n∑
j=1

‖ ∂u
∂xj
‖22.

Para u, v ∈ H1(Rn) consideremos la forma sesquilineal J definida por

J(u, v) =
∫

Rn

 n∑
j,k=1

aj,k
∂u

∂xk

∂v

∂xj
+

n∑
k=1

bk
∂u

∂xk
v +

n∑
j=1

cj
∂v

∂xj
+ duv

 (x)dx,

donde aj,k, bk, cj , d ∈ L∞(Rn), 1 ≤ j, k ≤ n, y se verifica la condición de
elipticidad,

κ|z|2 ≤ <
n∑

j,k=1

aj,k(x)zkzj , z = (zj) ∈ Cn, (1)

para casi todo x ∈ Rn y donde <w es la parte real de w ∈ C. Asociado a esta
forma sesquilineal, se encuentra el operador (L,D(L)) con D(L) ⊂ L2(Rn)
dado por

L(u) = −
n∑

j,k=1

∂

∂xj
(aj,k

∂u

∂xk
) +

n∑
k=1

bk
∂u

∂xk
−

n∑
j=1

∂

∂xj
cj + du, u ∈ D(L), (2)

tal que J(u, v) = (L(u), v)L2(Rn) con u ∈ D(L) y v ∈ H1(Rn). La condición de

elipticidad de J permite definir la ráız cuadrada (L
1
2 , D(L

1
2 )) del operador L.

La conjetura de Kato afirma que D(L
1
2 ) = H1(Rn), para lo cual es suficiente

con obtener la desigualdad

(K) ‖
√
Lf‖2 ≤ C‖∇f‖2, f ∈ C(∞)

c (Rn).

Notar que H1(Rn) es independiente del operador L e identificar el dominio de
L

1
2 aporta información sobre el operador L, en particular sobre D(L) (L

1
2L

1
2 =

L). Como consecuencia de la conjetura de Kato, se obtendŕıa la igualdad

J(u, v) = (L
1
2 (u), (L

1
2 )∗(v))L2(Rn), u, v ∈ H1(Rn).

Sin pérdida de generalidad en el problema, los sumandos diferenciales de grado
menor o igual que 1 (de coeficientes bk, cj y d) se eliminan y las funciones aj,k
se tomarán infinitamente derivables. Con estas simplificaciones, si denotamos
por A una matriz n × n de funciones pertenecientes a L∞(Rn), la acción
del operador L se escribe simbólicamente como Lf = −div(A∇f), lo que se
interpreta aśı,

J(u, v) = (A∇u,∇v)L2(Rn), u ∈ D(L), v ∈ H1(Rn).
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2 . La conjetura original de Kato

Sin embargo, la conjetura inicialmente planteada por Kato no se expresa
en términos de operadores diferenciales, sino de unos operadores más generales:
los operadores maximales acretivos, introducidos por él mismo. Un operador
maximal acretivo ([17]) (A,D(A)) en un espacio de Hilbert (H, 〈 , 〉) es un
operador lineal cerrado tal que

(a) D(A) es denso en H.

(b) <〈Au, u〉 ≥ 0, para todo u ∈ D(A).

(c) A+ λ es suprayectivo siempre que <λ > 0.

Con estas condiciones, se cumple que

(λ+A)−1 ∈ B(H), ‖(λ+A)−1u‖ ≤ ‖u‖
<λ

, u ∈ H,

siempre que <λ > 0, y σ(−A) ⊂ {λ ∈ C | <λ ≤ 0}, ([15], [17]). Las potencias
fraccionarias (Aα, D(Aα)) con 0 < α < 1 están definidas y son operadores
maximales acretivos. El operador adjunto (A∗, D(A∗)) es también un operador
maximal acretivo en H tal que

((A∗)α, D((A∗)α)) = ((Aα)∗, D((Aα)∗)), 0 < α < 1,

(todos estos resultados se pueden consultar en [15]). Kato probó directamente
que

(a) D(Aα) = D((A∗)α) con 0 < α < 1
2 .

(b) D(Aα) 66= D((A∗)α) con 1
2 < α ≤ 1.

dejando el caso α = 1
2 abierto. Se tiene el siguiente resultado parcial.

TEOREMA 1 [15, Theorem 5.1] Sea A un operador cerrado y maximal. Entonces
D(A

1
2 ) ∩D((A∗)

1
2 ) es un núcleo de A

1
2 y (A∗)

1
2 .

En [15, Remark 1, p. 268], se plantea la llamada conjetura de Kato o de
la ráız cuadrada:

((We do not know whether or not D(A
1
2 ) = D((A∗)

1
2 ) in Theorem 5.1.

This is perhaps not true in general. But the question is open even when A is
regularly accretive)).

La segunda frase de esta nota hace sospechar que Kato conoćıa ya el
trabajo de J.L. Lions publicado unos meses más tarde en la misma revista
([18]). En éste, Lions da un ejemplo de un operador maximal acretivo pero no
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regular acretivo, para mostrar que D(A
1
2 ) 66= D((A∗)

1
2 ). Para ello, Lions utiliza

la teoŕıa de interpolación y prueba

D(Aα) = [H, D(A)]α, 0 < α < 1,

donde [X,Y ]α denota el espacio interpolado de orden α entre X e Y (en
este caso, los método reales y complejos de interpolación coinciden, véanse
definiciones y resultados sobre espacios de interpolación en [6]).

Los operadores regulares acretivos (A,D(A)) son aquellos que vienen de-
finidos por una forma sesquilineal regular, J : DJ ×DJ → C con D(A) ⊂ DJ

y
J(u, v) = 〈Au, v〉, u ∈ D(A), v ∈ DJ ,

ver más detalles en [15] y [16]. Ejemplos de operadores regulares acretivos
son los operadores diferenciales considerados en la primera sección. Para los
operadores regulares acretivos, la conjetura de Kato se reduce a probar uno
de los cuatro contenidos de estas dos igualdades:

D(A
1
2 ) = DJ , D((A∗)

1
2 ) = DJ .

([16, Theorem 1]). Casi diez años más tarde McIntosh constrúıa dos operadores
autoadjuntos A y B en un espacio de Hilbert cuyo conmutador AB−BA es un
operador acotado y sin embargo el operador |A|B −B|A| no lo es ([19]). Para
ello utilizaba una técnica ingeniosa que un año más tarde volv́ıa a aplicar en
la construcción de un operador regular acretivo (A,D(A)) sobre un espacio de
Hilbert H tal que D(A

1
2 ) 66= D((A∗)

1
2 ) ([20]). Sin embargo, este ejemplo no era

un operador diferencial y fue el propio McIntosh quien reformuló la conjetura
de Kato en términos de operadores diferenciales como se ha presentado en la
primera sección.

3 . La transformada de Cauchy
y la conjetura de Kato unidimensional

Uno de los resultados más relevantes en los años sesenta en el campo del
análisis armónico es el teorema del conmutador de A. P. Calderón ([7]), a
saber,

‖ 1
π

v.p.
∫ ∞
−∞

ϕ(x)− ϕ(y)
(x− y)2

f(y)dy‖2 ≤ const.‖ϕ′‖∞‖f‖2, (3)

para toda función ϕ : R → C lipschitziana, f ∈ L2(R), y donde v.p. denota
la integral singular valor principal. En 1982, R. Coifman, A. McIntosh e Y.
Meyer probaron que

‖ 1
π

v.p.
∫ ∞
−∞

(ϕ(x)− ϕ(y))n

(x− y)n+1
f(y)dy‖2 ≤ const.(1+n)4‖ϕ′‖∞‖f‖2, f ∈ L2(R),



“Kato102” — 2007/12/14 — 0:29 — page 602 — #6

602 ALAN MCINTOSH Y LA CONJETURA DE KATO

para toda función ϕ : R → C lipschitziana y n ∈ N ([8, Théorème II]). Este
resultado implica la acotación de la integral de Cauchy sobre curvas lips-
chitzianas: si ϕ : R→ R es una función lipschitziana (|ϕ(x)−ϕ(y)| ≤M |x−y|
para todo x, y ∈ R) entonces

‖v.p.
∫ ∞
−∞
Cϕ(x, y)f(y)dy‖2 ≤ const.(1 +M)9‖f‖2, f ∈ L2(R), (4)

donde Cϕ(x, y) =
1 + iϕ′(y)

x− y + i(ϕ(x)− ϕ(y))
([8, Théorème I]). Sobre estos resul-

tados se puede consultar también [13], [27] y [24].
Una de las importantes consecuencias de las técnicas desarrolladas por

Coifman, McIntosh y Meyer es la estimación precisa de desarrollos multilinea-
les de operadores diferenciales en el caso unidimensional ([8, Proposition 3]).
Estas estimaciones permiten demostrar la conjetura de Kato para operadores
diferenciales regulares acretivos en R: sea a ∈ L∞(R) tal que <a(x) ≤ δ con
δ > 0 y

D = −i d
dx

: H1(R)→ L2(R),

entonces el dominio del operador (DMaD)
1
2 es igual a H1(R) ([8, Théorème

X]), donde Ma es el operador de multiplicación por la función a.
Estas mismas ideas y técnicas se plantean en L2(Rn) con n ≥ 2 ([21]).

También en este caso, McIntosh consigue notables resultados parciales. Supo-
niendo condiciones de regularidad en los coeficientes de (2) (por ejemplo que
aj,k, bk, cj sean multiplicadores del espacio de Sobolev Hs(Rn) con 0 < s < 1

2),
prueba la conjetura de Kato en [21, Theorem 1, 2]. Sin embargo, él mismo es
consciente de la dificultad de obtener las estimaciones multilineales sin añadir
condiciones adicionales al problema, ver [21, Introduction]. Esta dificultad le
lleva a plantearse nuevas técnicas provenientes del análisis funcional.

4 . El cálculo funcional H∞

En casos particulares, las estimaciones multilineales necesarias para la de-
mostración de la conjetura de Kato se obtienen de la teoŕıa de operadores
autoadjuntos no negativos (A,D(A)) sobre un espacio de Hilbert H. Para
0 < s < 2, se definen las funciones ψ(s)(r) = rs(1 + r2)−1 con r ≥ 0 y los
operadores

ψ(s)(tA) = (tA)s(I + t2A2)−1, t > 0,

mediante el cálculo funcional L∞ ([25]) asociado a (A,D(A)). Estos operadores
satisfacen las igualdades cuadráticas(∫ ∞

0
‖ψ(s)(tA)w‖2dt

t

) 1
2

=
(∫ ∞

0
ψ(s)(r)2

dr

r

) 1
2

‖w‖, w ∈ H, (5)
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y de éstas se prueban las estimaciones multilineales, ver [22, p. 136].
Sin embargo, las estimaciones (5) no sólo se cumplen para operadores

autoadjuntos no negativos. McIntosh, con algunos de sus colaboradores, de-
sarrolla a finales de los ochenta y principios de los noventa la teoŕıa del
cálculo funcional H∞ para operadores (A,D(A)) de tipo ω con ω ∈ [0, π).
Por definición, éstos cumplen que su espectro está contenido en el sector
Sω = {z ∈ C | |arg(z)| ≤ ω} ∪ {0} y

‖(A− zI)−1‖ ≤ C|z|−1, z ∈ C\Sω.

Entonces la integral de Cauchy

f(A)w :=
∫
γ
f(z)(zI −A)−1wdz, w ∈ H,

tiene sentido y permite definir operadores para determinadas funciones f holo-
morfas sobre el interior del sector Sµ, µ > ω, donde γ es un camino alrededor
del espectro de A con unas propiedades determinadas. Se dice que A admite
un cálculo funcional H∞ si la aplicación f 7→ f(A) se extiende al conjunto de
funciones holomorfas y acotadas en el interior de Sµ y

‖f(A)‖ ≤ C‖f‖∞,

ver [10]. Existen ejemplos de operadores de tipo ω sin cálculos funcionales H∞.
Este concepto, surgido del ánalisis armónico, tiene importantes consecuen-

cias en el análisis funcional. Además de las estimaciones cuadráticas buscadas,
la existencia de un cálculo funcional H∞ para un operador (A,D(A)) es equi-
valente a que las potencias imaginarias (Ait)t∈R sean un (C0)-grupo de ope-
radores en B(H) ([10, Theorem 2.4]). Otras afirmaciones equivalentes a la
existencia del cálculo funcional H∞, esta vez en términos de espacios de inter-
polación, se prueban en [2]. El cálculo funcional H∞ ha sido estudiado también
en espacios de Banach, ver por ejemplo [10] y [28].

Sin embargo, el cálculo funcional H∞ no condujo a la solución del proble-
ma de Kato, si bien se puede caracterizar la conjetura Kato en términos de
la existencia del cálculo funcional H∞ ([2, Theorem 10.1]). McIntosh termina
su art́ıculo resumen ((The square root problem for elliptic operators, a survey))

(1991) con el siguiente comentario:
((It remains a challenge, however, to prove the multilinear estimates needed

to solve the square root problem of Kato for elliptic operators, or to find an
alternative approach)).

5 . El teorema T1

El resultado de Calderón sobre conmutadores (3) o la acotación de la
transformada de Cauchy sobre algunas curvas lipschitzianas (4) pueden obte-
nerse como aplicaciones de uno de los teoremas más importantes del análisis
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armónico, el teorema llamado T1, probado por G. David y J.L. Journé en
1984 (ver [11] y también [13]). Sea T un operador lineal que env́ıa funciones
de la clase de Schwartz sobre distribuciones temperadas T : S(Rn)→ S ′(Rn).
Diremos que el operador T está asociado al núcleo K : (Rn × Rn)\∆ → C
(donde ∆ es la diagonal de Rn × Rn) si

〈Tf, g〉 =
∫ ∫

K(x, y)f(y)g(x)dxdy, f, g ∈ S(Rn).

El operador adjunto T ∗ : S(Rn)→ S ′(Rn) se define mediante

〈T ∗f, g〉 = 〈f, Tg〉 f, g ∈ S(Rn),

y su núcleo asociado es K∗(x, y) = K(y, x). Cuando el núcleo K satisface las
condiciones de Calderón-Zygmund (ver condiciones (5.14), (5.15 a) y (5.15 b)
en [13]), es posible definir Tf para f ∈ L∞(Rn) ([13, p.194]).

TEOREMA 2 ( Teorema T1) Un operador T : S(Rn) → S ′(Rn) asociado al
núcleo K se extiende a un operador acotado en L2(Rn) si y solo si se verifican
las siguientes condiciones:

(a) T1, T ∗1 ∈ BMO donde 1 es la función idénticamente uno y BMO es el
espacio de funciones con oscilaciones en media acotadas.

(b) T tiene la propiedad de acotación débil (ver [13, Definición 9.8]).

Un año más tarde, David, Journé y Semmes demostraron el Teorema Tb
para funciones b llamadas para-acretivas en Rn ([12], [13, p. 207]) extendiendo
el Teorema T1. Consecuencia del Teorema T1 (y por tanto del Teorema Tb)
es la obtención de estimaciónes cuadráticas∫ ∞

0
‖Tt(f)‖22

dt

t
≤ C‖f‖22, f ∈ L2(Rn),

donde los operadores Tt se definen mediante Tt(f) = ψt ∗ T (f) con ψt(x) =
1
tnψ(xt ), t > 0, y ψ es una función test radial, no idénticamente nula y de
integral nula. Semmes, partiendo de estas estimaciones cuadráticas, probó la
acotación de la transformada de Cauchy en curvas lipschitzianas ([26]). P.
Auscher y Ph. Tchamitchian recuperaron estas ideas para la conjetura de
Kato ([3]) y definitivamente Auscher et al. consiguieron probar la conjetura
de Kato en Rn ([5]).

6 . Sobre la demostración de la conjetura de Kato

Auscher y Tchamitchian propusieron en 1998 un planteamiento distinto
para atacar la conjetura de Kato ([3]). Este planteamiento se basa en tres
puntos:
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(a) La obtención de estimaciones puntuales usando el cálculo funcional.

(b) La introducción de medidas de Carleson.

(c) El uso de teoremas T (b) para ráıces cuadradas.

Con estas ideas, consiguen mejorar resultados probados mediante el método de
las estimaciones multilineales y prueban la conjetura de Kato para matrices
A que verifican cierta condición, ver [3, Cap. 3, Definition 1, Theorem 3].
Además, esta misma demostración puede seguirse en el caso de que el núcleo
del calor Wt, asociado al operador L, verifique las estimaciones gaussianas,
condiciones (G) en [14]. Como todo operador diferencial L con la condición de
elipticidad (1) en n = 2 verifica estas estimaciones ([4]), la conjetura de Kato
se resuelve totalmente en R2.

La demostración de la conjetura en Rn aparece publicada en la revista
((Annals of Mathematics)) en 2002 ([5]). Antes de dar unas ideas de la de-
mostración, recordamos e introducimos la siguiente notación: sea A = (aj,k),
con aj,k ∈ L∞(Rn), y Lu = −div(A∇u). Definimos los operadores (θt)t>0

θt = −(1 + t2L)−1tdivA, θtf : Rn → Rn,

y las funciones

γt(x) = (θt1)(x) = −

(
(1 + t2L)−1t

∑
k

∂aj,k
∂xk

)
(x).

Una medida de Borel µ es una medida de Carleson en Rn×(0,∞) si para todo
cubo Q en Rn de longitud de lado l(Q), se cumple

sup
Q⊂Rn

1
|Q|

µ(Q× (0, l(Q)) <∞.

La estructura de la demostración consiste en probar las siguientes de-
sigualdades:

(Q)
∫ ∞

0
‖(1 + t2L)−1tLf‖22

dt

t
≤ C‖∇f‖22, f ∈ C(∞)

c (Rn).

(C)∫
Rn

∫ ∞
0
|γt(x) · (P 2

t ∇f)(x)|2dtdx
t
≤ C sup

Q⊂Rn

∫
Q

∫ l(Q)

0
|γt(x)|2dxdt

t
‖∇f‖22,
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para f ∈ C(∞)
c (Rn) y Pt(u) = pt ∗ u donde pt = 1

tn p(
·
t), el soporte de p está en

la bola unidad y
∫
p = 1.

(D) |γt(x)|2 1
t

es una medida de Carleson en Rn × (0,∞).

Probando (D), la demostración es encadenada: (D)⇒ (C)⇒ (Q)⇒ (K).
Algunas implicaciones son asequibles al nivel de exposición de este art́ıculo, y
las presentamos a continuación. En otras, sólo señalamos las principales ideas
y desigualdades necesarias, remitiendo a [5] y otras referencias ya citadas para
mayor detalle.

(Q)⇒ (K) Sean f, g ∈ C∞c (Rn), con ‖g‖2 = 1. Es posible representar
√
L de

forma integral (con a > 0) y operando obtenemos

|〈
√
Lf, g〉L2(Rn)|2 = |a〈

∫ ∞
0

(1 + t2L)−3t3L2f
dt

t
, g〉|2

= a2

(∫ ∞
0
|〈(1 + t2L)−1tLf, t2L∗(1 + t2L∗)−2g〉|dt

t

)2

≤ a2

(∫ ∞
0
‖(1 + t2L)−1tLf‖2‖t2L∗(1 + t2L∗)−2g‖2

dt

t

)2

≤ a2

∫ ∞
0
‖(1 + t2L)−1tLf‖22

dt

t

∫ ∞
0
‖t2L∗(1 + t2L∗)−2g‖22

dt

t

≤ C‖g‖22
∫ ∞

0
‖(1 + t2L)−1tLf‖22

dt

t
.

(D) y (C)⇒ (Q) Como Lu = −div(A∇u), y θt = −(1+ t2L)−1tdivA entonces∫ ∞
0
‖(1 + t2L)−1tLf‖22

dt

t
=
∫ ∞

0
‖θt∇f‖22

dt

t
≤ C‖∇f‖22.

Tomamos p ∈ C∞c (B(0, 1)) con
∫

Rn p(x)dx = 1, pt = 1
tn p(

·
t), y Pt(f) = pt ∗ f

entonces ∫ ∞
0
‖θt∇f‖22

dt

t
≤ 2

∫ ∞
0

∫
Rn

|γt(x) · (P 2
t ∇f)(x)|2dxdt

t

+2
∫ ∞

0

∫
Rn

|γt(x) · (P 2
t ∇f)(x)− θt∇f(x)|2dxdt

t
.

Se puede escribir que

γt(x) · (P 2
t ∇f)(x)− θt∇f(x) = (UtPt∇f)(x) + (θt(P 2

t − I)∇f)(x)
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con Utf(x) = γt(x) · (Ptf)(x)− (θtPtf)(x) para t > 0 y∫ ∞
0
‖UtPt∇f‖22

dt

t
≤ C‖∇f‖22,

([5, Lemma 4.4]) y como
∫ ∞

0
‖θt(P 2

t − I)∇f‖22
dt

t
≤ C‖∇f‖22 ([5, p. 643]),

obtenemos (Q) usando (C).

(D)⇒ (C) Se deduce del teorema de Carleson, [13, Teorema 9.4].
(D) Probar que |γt(x)|2 1

t es una medida de Carleson en Rn×(0,∞) es la parte
más dif́ıcil de la demostración. Para ello se utiliza el siguiente lema.

LEMA 1 Sea µ una medida de Borel en Rn× (0,∞). Si existe ν ∈ (0, 1) tal que
para todo cubo Q ⊂ Rn, existen subcubos disjuntos Qi ⊂ Q, tales que

∑
|Qi| ≤ ν|Q|, µ

(
Q× (0, l(Q))\

⋃
i

(Qi × (0, l(Qi)))

)
≤ C|Q|,

entonces µ es una medida de Carleson en Rn × (0,∞).

Por este lema, hay que comprobar que |γt(x)|2 1
t es medida de Carleson en

las ((zonas buenas)),

Q× (0, l(Q))\
⋃
i

(Qi × (0, l(Qi))),

ya que las zonas malas (Qi) tienen medida pequeña. En esta parte, se aplican
las estimaciones puntuales obtenidas por el cálculo funcional y los teoremas
T (b), ver más detalles en [5].
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