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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccion a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los niimeros de LA GACETA, alguna cuestion matemdti-
ca en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna (sin
otros méritos que su interés y sin otros recursos que su Mejor VO-
luntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccidn que se indica al pie de pdginal) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO. ..

...presentamos un articulo de los profesores Garcia Capitan y Romero Marquez,
que incluye el planteamiento y resolucién de diversos y complejos problemas de geo-
metria elemental usando coordenadas baricéntricas y programas de calculo simbdlico.

Los profesores Garcia Capitan y Romero Marquez, trabajan y —en muchos casos—
colaboran desde hace tiempo en la resolucién de diversos problemas, propuestos en
las secciones correspondientes de LA GACETA, American Mathematical Monthly, Crux
Mathematicorum, Laboratorio Virtual de Tridngulos con Cabri, Revista Escolar de la
Olimpiada Iberoamericana de Matemdtica, etc. La lista de publicaciones, en papel o
electrénicas, que dedican secciones a problemas de enunciado elemental —en un sentido
de la palabra— pero de dificultad manifiesta, es muy extensa y prueba la vitalidad y
persistencia de la especie matematica de los problemistas, de la que los dos autores
de esta Columna de Matemadtica Computacional son dos excelentes ejemplos.

El desarrollo de programas de célculo literal con ordenador y de geometria
dindmica ha supuesto una revolucién en este ambito de la resolucién de problemas
elementales, facilitando la realizacién de los cdlculos y dibujos, favoreciendo la expe-
rimentacién y permitiendo al problemista concentrarse en los aspectos mas creativos
y dificiles del problema que tiene entre sus manos, como han hecho nuestros autores.

En otro sentido, esos mismos recursos informéticos fomentan el desarrollo, ain
incipiente, de técnicas de demostracion automadtica de problemas similares a los que
aqui se contemplan. El libro de geometria plana de Doron Zeiberger (jescrito en 2050!)
que puede descargarse en www.math.rutgers.edu/ zeilberg/GT.html es un ejemplo
interesante, que intentaremos traer a esta columna en otra ocasion.

!Tom4s Recio. Departamento de Mateméticas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Cantabria. 39071 Santander. tomas.recio@unican.es
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Planteando y resolviendo problemas de Geometria con
Mathematica

por

Juan Bosco Romero Marquez y Francisco Javier Garcia Capitan

1. INTRODUCCION

En estas paginas volvemos sobre los enunciados de algunos problemas y
ahondamos en ellos, usando como herramientas las coordenadas baricéntricas
y el programa de calculo simbdlico Mathematica.

Consideramos un tridngulo de referencia ABC, cuyos lados son a = BC,
b= CA, ¢c = AB. Las coordenadas baricéntricas de un punto cualquiera P
son tres nimeros x, y, z proporcionales a las dreas (con signo) de los tridngulos
PBC, PCA, PAB respectivamente.

Por ejemplo, las coordenadas baricéntricas del baricentro G son (1:1: 1),
y las del incentro I son (a : b : ¢). Compérese su sencillez a las correspondientes
coordenadas cartesianas en términos de los vértices A, By C.

Creemos que la obra de de referencia para cualquier lector interesado en las
coordenadas baricéntricas para aplicarlas a investigaciones sobre el tridngulo
es Yiu [10]. Si s6lo se busca una primera introduccién, puede ser suficiente la
lectura de Garcia Capitén [1, 2].

Aunque en la mayoria de las expresiones que obtenemos son polinémicas,
los célculos pueden ser tediosos y repetitivos, por lo que puede ser conveniente
usar un programa de calculo simbdlico, como Mathematica. De esta manera el
calculo de puntos, rectas, circunferencias, cénicas, comprobacién de alineacio-
nes y concurrencias, etc. puede automatizarse.

Para usar las coordenadas baricéntricas con Mathematica tendremos pre-
sentes las rutinas definidas en el cuaderno Baricentricas.nb, que puede descar-
garse de http://garciacapitan.auna.com/baricentricas.

De la implementacion con Mathematica digamos aqui solamente que

1. Tanto un punto como una recta seran para nosotros una terna {p,q,rl,
que representard igualmente al punto (p : ¢ : r) como a la recta pr +
qy+rz=0.

2. Larecta que pasa por dos puntos y el punto de interseccion de dos rectas
se calcula de la misma forma, hallando el producto vectorial de las ternas
correspondientes (usando la funcién Cross).

3. La comprobacién de alineacién de tres puntos o de concurrencia de tres
rectas se reduce a comprobar que se anula el determinante formado por
las ternas correspondientes (usando la funcién Det).
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2 . PROBLEMAS PROPUESTOS

2.1 . UN RESULTADO DE ALINEACION Y SU RECIPROCO

Consideremos el siguiente problema, que puede encontrarse como ejercicio
en Lachlan ([6], pag 59):

PROBLEMA 1 Sean ABC un tridngulo y P un punto del plano. Trazamos las
rectas perpendiculares en P a AP, BP y CP, respectivamente, y estas rectas
cortan a las rectas BC, CA y AB en U, V, W, también respectivamente.
Entonces U, V y W estdn alineados.

P

Figura 1: U, V' y W estan alineados.
La comprobacion del enunciado es ficil con ayuda de Mathematica:

<<Baricentricas‘; ptP={x,y,z};

ptU=Punto [Recta[ptB,ptC] ,Perpendicular [ptP,ptP,ptAl];
ptV=Punto [Recta[ptC,ptA],Perpendicular [ptP,ptP,ptBl];
ptW=Punto [Recta[ptA,ptB],Perpendicular [ptP,ptP,ptC]];
Det [{ptU,ptV,ptW}]

0

Pretendemos ahora generalizar este problema: ;Siguen estando alineados
U,V y W silas rectas UP, VP y WP forman con PA, PB, PC' un mismo
angulo arbitrario a? (en el Problema 1 tenemos a = 90°).

Para ello usamos la funciéon CuartaRectal[P,r1,r2,r3], que implementa
una férmula de Paul Yiu para hallar la recta r4 que pasa por el punto P y que
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forma con la recta r3 el mismo angulo que r1 forma con r2. Para ver detalles
sobre esta férmula de Paul Yiu puede consultarse [3].

ptP = {x, y, z}; ptU = {0, q, r}; ptV = Punto[CuartaRectal[ptP,
Recta[ptP, ptU],

Recta[ptP, ptAl, Recta[ptP, ptBll, RectalptC, ptAll;
ptW = Punto[CuartaRectal[ptP, RectalptP, ptU],

RectalptP, ptAl, RectalptP, ptCl], RectalptA, ptBl];

Factor [Det [{ptU, ptV, ptW}]]

El resultado es de la forma

gra? (—yza® + P+ 62 1 Wyz + Py2)
(rSpy* + ¢Sc2® — (g +1Sa)zy — (b°r + qSa)zz — (rSc + qSB)y=) .

El primer paréntesis puede comprobarse que nunca se anula y el segundo
corresponde a la circunferencia con didmetro AU. Esto indica que para que
los puntos U, V, W estén alineados es necesario que el angulo APU sea recto,
por lo que podriamos resumir

PROBLEMA 1* Sean ABC wun triangulo y P un punto del plano. Trazamos
rectas que forman en P un mismo dngulo o con AP, BP y CP, respectiva-
mente, y estas rectas cortan a las rectas BC', CA y AB en U, V, W, también
respectivamente. Entonces U, V y W estan alineados si y solo si o = 90°.

2.2 . ;DEBE SER RECTANGULO?

Consideremos ahora este problema, propuesto por Romero Mérquez [8] en
Cruz Mathematicorum:

PROBLEMA 2 Sea ABC un tridngulo no isdsceles, con AC' > AB y rectdngulo
en A. Sea D el pie de la altura trazada desde A hasta BC. Sea G el punto de
interseccion de la recta AD con la paralela por C a AB. Sea E el punto tal que
ACGE es un rectangulo, y sea F el punto tal que BFGE es un rectingulo.
Sea H la interseccion de AG y BF. Sean X la interseccion de las diagonales
del cuadrildatero CDHF eY la interseccion de las diagonales del cuadrildtero
BDGE. Demostrar que los tridngulos ABC, DFE y DXY son semejantes.
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Figura 2: El tridngulo ABC' es rectdngulo y AD es la altura.

Podemos intentar generalizar el problema en varias direcciones: ;Es obli-
gatorio que sea el tridngulo rectangulo en A? ;Es obligatorio que la ceviana
AD sea una altura?

Suprimiendo la condicién de tridngulo rectangulo y la de que AD sea la
altura nos planteamos la siguiente

CONJETURA Sean ABC un tridngulo cualquiera y AD una ceviana trazada
desde A sobre el lado BC. Sea G el punto de interseccion de la recta AD
(prolongada) hasta que corte a la recta que pasa por C' y es paralela AB. Sea
el punto E sobre AB (prolongado) tal que ACGE es un paralelogramo, y sea F'
el punto sobre CG tal que BFGE' es un paralelogramo. Sea H la interseccion
de AG y BF'. Sea X la interseccion de las diagonales del cuadrildtero CDHF,
y sea Y la interseccion de las diagonales del cuadrilitero BDGE. ;Serdn
DXY y DFE semejantes a ABC' en algin caso ademds del establecido por el
Problema 29

Si hacemos

ptD = {0, v, w};

ptG = Punto[Rectal[ptA,ptD] ,Paralela[ptC,ptA,ptBl];

ptE = Punto[Recta[ptA, ptB], Paralela[ptG, ptA, ptCl];
ptF = Punto[Recta[ptC, ptG], Paralela[ptB, ptA, ptCl];
ptH = Punto[Rectal[ptA, ptG], RectalptB, ptFl];

ptX = Punto[Rectal[ptD,ptE], RectalptB, ptGl];

ptY = Punto[Recta[ptD,ptF], RectalptH, ptCl];
Punto[Recta[ptX, ptY],RectalptE, ptF]]
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obtenemos que el punto Z = XY NFE tiene coordenadas (v—2w : —v+w : w),
con suma cero, por lo que Z es infinito, es decir XY y F'E son rectas paralelas
y los tridngulos DXY y DFFE son semejantes para cualquier tridngulo ABC
y cualquier ceviana AD.

Ahora queremos que el tridngulo DEF sea también semejante a ABC.
Para ello hacemos

Factor[c"2 CuadradoDistancial[ptD,ptE]-b~2
CuadradoDistancial[ptD,ptF]];

Factor[a"2 CuadradoDistancial[ptE,ptD]-b"2
CuadradoDistancial[ptE,ptF]]

Cuando el factor A = b?vw — c?v? + (b + ¢ — a?)w? sea nulo, las dos
expresiones anteriores se anularan y los tridngulos ABC' y DEF serdn seme-
jantes.

Si queremos que esto ocurra cuando AD es la altura, tenemos en cuenta
que el pie de la altura trazada por A tiene coordenadas (0 : S¢ : Sp) y hacemos
v = Sc,w = Sp, resultando

a?

A= (ma? 400+ (0 = 30"+ 3¢%)

es decir, la propiedad se cumple siendo AD la altura no sélo para los triangulos
rectangulos en A sino para los que cumplen la condicién 3b% = a? + 3c2.

Para visualizar estos triangulos fijamos el lado BC de manera que B =
(0,0) y C = (1,0) (y por tanto a = 1). El vértice A lo consideramos variable,
con coordenadas (z,y), por lo que tendremos

b=+ (x—1)2+y2 c=va?+y?

y asi resulta que a? — 3b? + 3¢2 = 2(3z — 1).
1

Igualando a cero esta expresion obtenemos x = 3, de donde deducimos
que una condicién suficiente para que la ceviana AD cumpliendo el enunciado
sea la altura es suficiente que D divida al segmento BC en la razén 1 : 2.

En general si imponemos que AD es una determinada ceviana, apare-
cera un lugar geométrico para A. En el caso anterior, si fijamos los vértices B
y C, el lugar geométrico para el punto A estd formado por la circunferencia
con didmetro BC' (que corresponde al tridngulo rectangulo) y la recta perpen-
dicular a BC' trazada por el punto D sobre BC' tal que BD : DC =1 : 2.
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Figura 3: AD es la altura, pero ABC no es rectangulo.

2.3 . ANALIZANDO UNA DESIGUALDAD

Veamos en este apartado cémo analizar una desigualdad que aparece en
otro problema publicado en Crux Mathematicorum, en este caso propuesto
por Toshio Seimiya [9]:

PROBLEMA 3 Sea ABC un tridngulo rectdngulo con el dngulo recto en A. Sea
D el pie de la perpendicular desde A a BC, y sean E y F las intersecciones de
la bisectriz del /B con AD y AC respectivamente. Demostrar que DC > 2EF.

Queremos analizar si la desigualdad DC' > 2EF se cumple o no para otros
tridngulos ABC' aparte de los rectangulos en A. Hacemos:

ptD = Pie[ptA, ptB, ptCl;

ptE = Punto[Rectal[ptB, ptI], RectalptA, ptDl];
ptF = Punto[Rectal[ptB, ptI], RectalptA, ptCl];
Factor[CuadradoDistancia[ptC, ptD] - 4
CuadradoDistancial[ptE, ptF]]

El resultado es

(a2 + b2 — 02)2 (a4 + 4ca® — b%a? + 6¢2a? — 12¢3a — 2b%ca + ¢* — b202)
4a®(a+c)?(a—b+c)(a+ b+ c)

El signo de esta expresién depende del signo que tenga el paréntesis grande
del numerador. Si, como antes, fijamos los vértices B = (0,0) y C = (1,0)
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podemos obtener el lugar geométrico del punto A = (z,y) de manera que el
tridngulo ABC' cumpla el enunciado.

Al hacer en el mencionado paréntesis la sustitucién

a—1,b—/(x —1)2+92 c— 22+ y?

obtenemos la ecuacion
2 +20 P+ + 27 = Val + 2 (T2 + Ty — 20— 1)

La figura 4 muestra la grafica que da ImplicitPlot de la funcién obte-
nida. Adema&s hemos representado la circunferencia con didmetro BC, corres-
pondiente a los casos en que ABC es rectdngulo en A, y la perpendicular al
segmento BC' por C, correspondiente a los casos en que el tridngulo ABC' es
rectangulo en ABC'. La regién sombreada corresponde a los puntos en los que
se cumple la desigualdad del enunciado.

Figura 4. Los puntos A para los que DC > 2 - E'F.

2.4 . SORPRESA DE ISOSCELES

Veamos otro problema de Romero Marquez, publicado con el nimero 2797
en Crux Mathematicorum [7]. Sobre este problema también puede consultarse
Honsberger [5].
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PROBLEMA 3 FEn el tridngulo ABC, supongamos que AD es una altura.
Supongamos que las perpendiculares desde D cortan a los lados AB y AC en
en E y F, respectivamente. Supongamos que G y H son puntos sobre AB y AC
tales que DG || AC y DH || AB. Demostrar que (a) EF y GH se cortan en
un punto A* sobre BC. (b) Definiendo B* y C* de forma similar, demostrar
que A*, B* y C* estdn alineados.

Figura 5: A* estd sobre BC.

En la solucién de este problema, el editor de Crux ofrece una generalizacion
para cualquier ceviana AD, no necesariamente una altura. Nosotros ofrecemos
aqui esta otra version:

PROBLEMA 4 Sea ABC un tridngulo. Sean P un punto que no estd sobre
los lados y D el punto en que la ceviana AP corta a la recta BC'. Supongamos
que las paralelas por D a AB y AC cortan a las rectas AC y AB en H y G,
respectivamente. A continuacion, sean las intersecciones: I = GHNAD,J =
BINGD,K =CINDH, y E, F intersecciones con AB y AC de las paralelas
a CI y BI respectivamente. Entonces:

1. Los puntos E, J, K, F' estdn alineados y la recta que los contiene corta a
la recta GH en un punto A* sobre BC.

2. Si B*, C* se construyen de forma similar, los puntos A*, B* y C* estdn
alineados.
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Figura 6: ;Cuando es AM N isésceles?

Introducimos los datos del problema de la siguiente manera:

ptP = {u, v, w};

ptD = Punto[Recta[ptA, ptP], rtBC];

ptG = Punto[Paralela[ptD, rtCA], rtAB];

ptH = Punto[Paralela[ptD, rtAB], rtCA];

ptI = Punto[Recta[ptG, ptH], Rectal[ptA, ptD]];
ptE = Punto[Paralela[ptD, ptI, ptCl, rtAB];
ptF = Punto[Paralelal[ptD,ptI, ptB], rtCA];

ptJ = Punto[Rectal[ptI, ptB], RectalptD, ptGl];
ptK = Punto[Rectal[ptI, ptC], RectalptD, ptH]];
EstanAlineados[{ptE, ptJ, ptK, ptF}]

ptAe = Punto[RectalptJ, ptK], RectalptG, ptHI]

La comprobacién de que A* (representado por ptAe) estd sobre BC' la
hacemos comprobando que tiene primera coordenada 0.

Asi obtenemos True para la comprobacién de alineacién y que A* = (0 :
—v? : w?). También vemos en la figura que las rectas GD, IB, EF, asi como

las rectas HD, IC y EF, con concurrentes. Por ejemplo, hacemos:

Det [{RectalptG, ptD], Rectal[ptB, ptI], Rectal[ptE, ptFl}]
0

Llamando J, K a los puntos de concurrencia de las rectas anteriores, ha-
llamos la interseccion M, N de AJ, AK con BC.

Nos preguntamos, ;cudndo serd isésceles el tridngulo AMN?
De nuevo célculos con Mathematica indican que el tridangulo AM N serd i-
sosceles sélo si la ceviana AD es una altura.
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ptM = Punto[RectalptA, ptJ], rtBC];
ptN = Punto[RectalptA, ptK], rtBC];
Factor[CuadradoDistancial[ptA, ptM] -
CuadradoDistancial[ptA, ptN]]

El resultado es la expresion

2w (va2 —wa? — b2v + v — b2w + CQw)
(v +w)?

)

y el numerador se anulard cuando (0:v:w) = (0: Sc¢ : Sg), es decir, cuando
AD sea la altura.

2.5 . UNO NUEVO

Consideremos como punto de partida de nuestra investigacion un tridn-
gulo ABC y un punto P. Llamemos a H,, Hy, H. a los ortocentros de los
triangulos PBC, PC A, PAB. ;Qué propiedades tiene el tridngulo H, HyH.?

Escribimos

ptP = {u, v, w};

ptHa := Ortocentro[ptP, ptB, ptC];
ptHb := Ortocentro[ptP, ptC, ptaA];
ptHc := Ortocentro[ptP, ptA, ptB];
PerspectivoConABC[{ptHa, ptHb, ptHc}]

Obtenemos

-2 (-a-b+c) (a-b+c) (ra+b+c) (a+b+c0)
(—a?u+b?u+c?u-a?v+b2v-c?v) (Uu+rv+w)
(-a2u+b?u+clu-atw-bPw+c?w) (a?v-bPv+civ-alw-b?w+clw)

(c2uv+b?uw+avw) =
Las expresiones obtenidas corresponden a la recta del infinito, a las tres
alturas del tridngulo ABC' y a la circunferencia circunscrita al tridangulo ABC.

Para calcular el area del tridngulo H,HyH. hacemos

Simplify[AreaTriangulo[ptHa, ptHb, ptHc]]

1

comprobando que el tridangulo H, HyH. tiene el mismo area que el tridangulo
ABC.

Supongamos ahora que P esta sobre la circunferencia circunscrita a ABC.
Estudiemos quién es el centro de perspectiva () de los tridngulos H,HyH. y
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ABC'. Para considerar un punto arbitrario P sobre la circunferencia circunscri-
ta usando coordenadas baricéntricas tenemos en cuenta que esta circunferencia
es la conjugada isogonal de la recta del infinito (ver por ejemplo el apartado
5.2 de Yiu [10]).

Entonces hacemos

ptP
ptQ

ConjugadoIsogonal[{-v -w, v, w}]
Factor[PerspectorConABC[{ptHa, ptHb, ptHc}]]

{(a2vw, b2 (-v-w)w, c2v (-v-w)}

{((a2v-b?v+civ-atw-bZw+clw)
(-a?c?v-b?c?v+ctv+alb®lw-b*w+b%c?w),
-(a?v-b?v-c?v-2b%w)
(-a?c?v-b?c?v+ctv+atw-a?biw-2a%?clw-b?c?w+ctw),
-(-2c?v+a’w-b*w-c?w)

(a*v-2a?biv+b*v-a?c?v-b?civ-a?b?w+b*w-b?c?w)}

Aunque las coordenadas del punto @) sean complicadas podemos usar la
funciéon Eliminate de Mathematica para hallar el lugar geométrico de () cuan-
do P varia sobre la circunferencia:

lugar = Eliminate[{x, y, 2z} = ptQ, {v, w}]

(a2 -b?-c?)x?+x (2c?y+2b?z) =
a’y?-b?y?+cly?-2a’yz+a?z?+Db%z?-c?z?
Vemos que es una cénica. Si ahora escribimos

Solve[lugar /.x-» 0, z]

azy—b2y+czy}}

{{zay},{z—> a2 + b2 - 2

vemos que los puntos de intersecciéon de con la recta BC son el punto medio
de BC y el pie de la altura trazada por A. En consecuencia, deducimos que

el lugar geométrico del punto @ es la circunferencia de los nueve puntos del
tridngulo ABC.

Todo esto nos lleva a plantear el siguiente

PROBLEMA 5 Dados un triangulo ABC y un punto P, consideramos los
triangulos PBC, PCA, PAB vy sus ortocentros H,, Hy, H.. Entonces:

1. Los puntos H,, Hy, y H. nunca estdn alineados, a menos que P esté sobre
uno de los lados del tridngulo ABC'.
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2. Las rectas AH,, BHy y CH. son concurrentes si y solo si P estd sobre
alguna de las alturas del triangulo ABC' o en la circunferencia circuns-
crita al tridngulo ABC.

3. El tridngulo H,HyH,. siempre tiene la misma drea que ABC.

4. Cuando P estd sobre la circunferencia circunscrita a ABC, el punto de
concurrencia QQ de AH,, BH, y CH,. estd sobre la circunferencia de los
nueve puntos del triangulo ABC' y el tridangulo H, HyH . es el resultado de
aplicar a ABC' una simetria central de centro Q. De hecho, en este caso
Q es el punto medio del punto dado P y el ortocentro H del triangulo
ABC.

Ha

Figura 7: El lugar de @ es la circunferencia
de los nueve puntos del tridngulo ABC'.

El problema anterior y el que aparece en la siguiente seccién, una vez
que han sido obtenidos mediante estos calculos con Mathematica, quedan a
disposicién de los lectores, si es posible para resolverlos de forma sintética.
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2.6 . PERPENDICULARES SOBRE EL TRIANGULO MEDIANO

Para finalizar esta serie de problemas consideremos un triangulo ABC'y su
tridngulo mediano A’B’C’. Por los puntos A’, B/, C’ trazamos perpendiculares
a las medianas AA’, BB', CC’ respectivamente, y estas perpendiculares deter-

minan un tridngulo XY Z. ;Qué propiedades podemos ver en este triangulo
XY Zz?

B At C
z

Figura 8: Perpendiculares sobre el tridangulo mediano.

Por ejemplo, para averiguar en qué casos el triangulo XY Z resultara rectan-
gulo en X hacemos

{ptAl, ptBl, ptCl} = TrianguloCeviano[ptG];

ptX = Punto[Perpendicular[ptBl, ptB, ptBl],
Perpendicular[ptCl, ptC, ptCl]];

ptY = PermutarTerna[ptX];

ptZ = PermutarTerna[ptY];

dYZ = CuadradoDistancia[ptY, ptZ];

dZX = CuadradoDistancia[ptZ, ptX]:;

dXY = CuadradoDistancia[ptX, ptY];

Factor[dXY + dZX - dYZ]

(5a2-Db? - c?) (a2 +b2 + c2)°

9(a-b-c¢c) (a+b-c) (a-b+c) (a+b+0)
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Vemos que la condicién es 5a? = b% + 2. Si consideramos fijos los vértices
B =(-1,0) y C = (1,0) de estos tridngulos y dejamos que A = (x,y) varie
sometido a esta condicién, obtendremos el lugar geométrico de A:

Factor[5 a?-b%2-c? /.

{a-)2, b- ‘\[ (x-1)2+y2, ¢ ‘\[ (x+1)2+y2}]

-2 (-9 +x%+vy?)

Resulta entonces que A estara sobre una circunferencia con centro el origen
y radio 3. Esto nos lleva al planteamiento del siguiente problema:

Figura 9: XY Z es rectangulo en X.

PROBLEMA 6 Dados dos puntos B y C consideramos el simétrico D de C
respecto de B y el simétrico E de B respecto de C, y un punto cualquiera A
sobre la circunferencia de didmetro DE. Entonces:

1. Las medianas BB' y CC' son perpendiculares.

2. Las perpendiculares por B' y C' a las medianas BB’ y CC’ se cortan en
un punto X sobre la mediana AA’ de manera que AX : XA =1:2.

3. Si las perpendiculares por B' y A’ a las medianas BB' y AA’ se cortan
en Z y las perpendiculares a C' y A’ a las medianas CC' y AA’ se cortan
en Y, entonces el tridngulo XY Z es rectdngulo.

4. Las rectas XY y XZ pasan siempre por los puntos medios M y N de
los segmentos DB y CE, respectivamente.
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