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El teorema del punto fijo sin homologia:
un enfoque combinatorio

por

R. Ayala Gémez, D. Fernandez Ternero y J. A. Vilches Alarcén

Tradicionalmente, el método para demostrar el Teorema del Punto Fijo
de Brouwer n-dimensional consiste en probar antes que el
n-ésimo grupo de homologia simplicial de la esfera S™ no es trivial. Sin
embargo, el Teorema de Brouwer y el Lema de Sperner, conocido resul-
tado de Topologia Combinatoria, pueden deducirse el uno del otro. La
formulacién y demostracién del Lema de Sperner requieren tinicamente
un entendimiento muy intuitivo del concepto de triangulacién, por lo que
se puede incluir en un curso de introduccién a la Topologia Algebraica.

En este trabajo se expone la equivalencia entre los resultados de Brouwer
y Sperner, que no suele encontrarse en la literatura, y se senala su relaciéon

con otros resultados importantes de la Topologia Algebraica.

Es frecuente que en los cursos de introduccién a la Topologia Algebraica
se presente como uno de los resultados de interés que justifican el contenido
del curso el Teorema del Punto Fijo de Brouwer que afirma que toda aplicacion
continua de un compacto convexo de R™ en si mismo tiene un punto fijo. Bien
es verdad que este resultado se utiliza con menos frecuencia que el teorema del
punto fijo de Banach para funciones contractivas, pero es, por ejemplo, una
herramienta de gran utilidad para resolver ecuaciones en derivadas parciales
no lineales usando el método de Galerkine.

Aparte de que este resultado es de gran importancia en la demostracién de
ciertos teoremas de existencia de soluciones de ecuaciones en diversas ramas del
Anilisis, es equivalente a la afirmacién de que las esferas S™ no son contréctiles.
Para demostrar este resultado en dimensién 2, suele invocarse la necesidad
de probar que el grupo fundamental de S' es no trivial, y a continuacién
se plantea que en dimensiones superiores es imprescindible disponer de otras
herramientas de Topologia Algebraica, como son los grupos de Homologia
simplicial o singular. Debido sin duda a la influencia del libro de Eilenberg-
Steenrod [17], este teorema y sus corolarios se presentan como ejemplos de la
gran eficacia e interés de los métodos de la Teoria de Homologia. De hecho,
a partir de la propiedad de que la esfera no es contractil se obtienen en el
Capitulo XI del citado libro el teorema de la no retraccién, la invariancia de
la dimensién, el criterio de separacion de Borsuk, el teorema de la invariancia
del dominio y otros resultados sobre espacios localmente euclideos.

Sin embargo, no es necesario usar estos métodos para obtener el Teorema
del Punto Fijo y vamos a exponer céomo dicho resultado es consecuencia de
un resultado de Topologia Combinatoria elemental, conocido como Lema de
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Sperner (de hecho, este resultado también se deduce a partir del Teorema
de Brouwer). El propédsito de la Topologia Combinatoria es el estudio de los
métodos de la combinatoria que permiten obtener resultados topoldgicos. Por
ejemplo, si tenemos una triangulacién de un espacio es mas comodo analizar
y calcular los invariantes de los objetos algebraicos que la Topologia Algebrai-
ca permite asociar al mismo. Mds aun, ciertos teoremas topoldgicos pueden
probarse apoyandonos en propiedades combinatorias que pueden formularse y
demostrarse en un lenguaje muy sencillo e intuitivo. Por ejemplo, el Teorema
de Borsuk-Ulam puede derivarse del Lema de Tucker sobre triangulaciones de
esferas, o el Lema de Sperner resulta ser equivalente al Teorema del Punto
Fijo de Brouwer.

En este articulo veremos la demostracion del Lema de Sperner, y cémo se
obtiene de este lema el Teorema del punto fijo. A continuacién, estudiaremos
la relacion de este resultado con otros teoremas bien conocidos de la Topologia
como pueden ser la no contractibilidad de las esferas y la no retraccién de las
bolas cerradas sobre su frontera, también mencionaremos la equivalencia del
Teorema del Punto Fijo con la propiedad que tiene el conocido juego del Hex
de no acabar nunca en empate.

Para facilitar los dibujos y las indicaciones, centraremos nuestra exposi-
cion en el caso bidimensional, limitdndonos a senalar sucintamente cémo los
resultados estudiados se generalizan a dimensiones superiores.

Comenzaremos con un breve recorrido histérico de la teoria del punto fijo.

1. ANTECEDENTES

B. Bolzano en 1817 demostré que si una funcién continua f : [a,b] — R
cambia de signo en sus extremos, entonces se anula en algin punto del intervalo
[a, b].

J. H. Poincaré, en relacién con el problema de los 3 cuerpos, generaliz6 di-
cho resultado en 1883 al probar el que se conoce como Teorema de Bolzano-
Poincaré-Miranda:

Sean f1,..., fn : R® — R n funciones continuas y supongamos
que |z;| < a;, siendo a; > 0, 1 < i < n. Mas atin, supongamos que
si x; = a;, para 1 < i < n, se tiene que f;((x1,...,z,)) > 0, y
si x; = —a;, para 1 < i < n, se tiene que f;((z1,...,2,)) < 0.
Entonces, existe z € R™ tal que f;(x) = 0 para cada 1 <1i < n.

El nombre de C. Miranda [4] estd ligado a este resultado porque en 1940
probé que este teorema y el Teorema de Brouwer pueden deducirse el uno del
otro.

P. Bohl [11] utiliz6 el Teorema de Green para probar en 1904 que no existe
ninguna retracciéon del n-cubo sobre su frontera.

L. E. J. Brouwer probé en 1909 su teorema del punto fijo para n = 3.
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J. S. Hadamard publicé en 1910 una demostracién del Teorema del punto
fijo de Brouwer para dimensién arbitraria en el apéndice de un libro de Anélisis
de Tannery [22].

Brouwer [12] obtuvo en 1912 la demostracién del teorema del punto fijo
que lleva su nombre para un n-simplice, usando el teorema de aproximacion
simplicial y la nocién de grado de una aplicacién entre esferas.

Trataremos a continuacién cémo se obtiene el Teorema del Punto Fijo de
Brouwer a partir del resultado combinatorio sobre las subdivisiones simpli-
ciales de los n-simplices probado por E. Sperner [14] en 1928, conocido como
Lema de Sperner. Un afio después del resultado de Sperner, B. Knaster, K.
Kuratowski y S. Mazurkiewicz se apoyaron en €l para probar el llamado Teore-
ma KKM [13], a partir del cual dedujeron el Teorema de Brouwer. La sencillez
de esta demostracion llevé a preguntarse sobre la posible equivalencia entre los
tres teoremas: el Lema de Sperner, el Teorema KKM y el Teorema de Brouwer.
Esta conjetura quedé resuelta en 1974 cuando Yoseloff [10] probé que el Lema
de Sperner es consecuencia del Teorema de Brouwer.

Lema de Sperner (1928)

U (1929)

Teorema de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz

U (1929)

Teorema del Punto Fijo de Brouwer

(Yoseloff, 1974)

Figura 1: Relacion entre el Lema de Sperner y el Teorema de Brouwer.

Antes de ver las relaciones que acabamos de mencionar presentamos algu-
nas nociones bésicas relativas a los complejos simpliciales.

2 . PRELIMINARES

Los complejos simpliciales son estructuras combinatorias que tienen como
elementos basicos los simplices. Recordemos que unos puntos zg, x1,..., T €
R"™ se dicen afinmente independientes si los vectores 1 — xg, ..., T — To son
linealmente independientes. El k-simplice generado por k+ 1 puntos afinmente
independientes de R™, zq, z1, ..., Tk, que llamamos vértices, es el conjunto

k k
A:{xeRn/x:Ztixi con ZtizlytZ-ZO}.
i=0 i=0
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Llamaremos coordenadas baricéntricas del punto x de A a las coordenadas
(to,t1,...,tx). Se tiene que un simplice de vértices xg, x1, ..., Tk, que denota-
remos por A = (xg, 1, ..., Tk), es el cierre convexo de los puntos xg, x1, . .., Tg.
Asi un 0-simplice es un punto, un 1-simplice es un segmento, un 2-simplice es
un tridngulo, un 3-simplice es un tetraedro, etc.

%o Xo

%o Xy X X% X

Figura 2: Simplices de dimensiones 0, 1, 2 y 3.

Cada simplice generado por un subconjunto de h + 1 vértices de un k-
simplice A, con h < k, se llamard h-cara de A. Si h < k la cara se dird propia.
La unién de las caras propias de un k-simplice A se llamard borde de A y lo
denotaremos por 0A. El interior de un k-simplice A serd la diferencia entre
Ay su borde JA.

La nocién de complejo simplicial se desarrollé a partir de los estudios de
poligonos y poliedros tridimensionales. J. B. Listing fue el primero en usar el
término complejo, si bien la definicion de complejo simplicial se atribuye a J.
W. Alexander. Un complejo simplicial® K es una coleccién de simplices en
algan R"™ tal que:

1. Todas las caras de cualquier simplice de K son también elementos de K.

2. Cualesquiera dos simplices de K no se cortan o lo hacen en una cara
comun.

3. Todo punto en un simplice de K tiene un entorno que corta, a lo sumo,
a un numero finito de simplices de K.

La dimension de K es el méximo de las dimensiones de sus simplices. Todo
k-simplice A determina un complejo simplicial de dimensién k al considerar
A y todas sus caras. Dado un complejo simplicial K en R™, obtenemos un
espacio topolégico, llamado espacio subyacente o poliedro de K, al considerar

'Realmente, ésta es la definicién de complejo simplicial geométrico. Existe la nocién de
complejo simplicial abstracto, puramente combinatoria y mas general que la de complejo
simplicial geométrico (véase [20]).
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sobre el conjunto |K| unién de todos los simplices de K la topologia euclidea
relativa.

El desarrollo de la Topologia Combinatoria necesitd pasar de un complejo
simplicial con un determinado poliedro a considerar el poliedro en si mismo
como espacio topoldgico. Para ello fue esencial la nocién de subdivisién. Dados
dos complejos simpliciales K y K’, se dice que K’ es subdivision de K si tienen
los mismos espacios subyacentes y cada simplice de K’ est4 contenido en algiin
simplice de K.

Xy % X X,

Figura 3: Dos subdivisiones del complejo simplicial determinado por un 2-
simplice, la subdivisiéon derecha es la subdivisiéon baricéntrica.

Llamaremos triangulacion de un simplice a una subdivisiéon del complejo
simplicial formado por sus caras. Obsérvese que eso es una triangulacion del
simplice como espacio topoldgico, pero ademds exigimos que la triangulacion
esté adaptada a la estructura de caras del simplice.

3. LEMA DE SPERNER

En esta seccién presentaremos una demostracién del Lema de Sperner,
mostrando previamente algunas nociones necesarias.

Sea A un n-simplice de vértices xg,...,x, en R™ T una triangulacién
finita de A, y S el conjunto de sus vértices. Un etiquetado de Sperner de T es
una funcién f: S — {0,...,n} que verifica la siguiente condicién:

T € (Tig, -+, wi,) = f(2) € {io, s in}

Es decir, si un vértice estd en una cara de A, el nimero que f le atribuye es
el de uno de los vértices de dicha cara.

Es evidente que un etiquetado de Sperner de una triangulaciéon 1" de un
n-simplice A induce un etiquetado de Sperner sobre la restriccién de T a
cualquier cara de A.

En los ejemplos de la Figura 4 se observa cémo existe al menos un simpli-
ce 0 de maxima dimensién de la triangulacién senalada que lleva todas las
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Figura 4: Un etiquetado de Sperner para triangulaciones de simplices de di-
mensiones 1 y 2.

posibles etiquetas, es decir, los vértices de o toman por f todos los valores po-
sibles. Tales simplices se llamaran completamente etiquetados por f. Se tiene
entonces el siguiente resultado:

LEMA DE SPERNER.- El numero de simplices completamente etiquetados de
un etiquetado de Sperner es impar y, en particular, es no nulo.
Demostracion. Indicamos aqui la demostracién dada en [6]. Consideramos un
n-simplice A en R™, una triangulacion finita T' de A y un etiquetado de Sperner
f sobre T'. Haremos la demostracion por induccién sobre n.

(n =1) Sobre una triangulacién de un 1-simplice, un etiquetado de Sperner
asigna etiquetas distintas a los vértices extremos. Entonces ha de exis-
tir algin intervalo de la triangulacién cuyos vértices tengan etiquetas
distintas, por tanto, serd un 1-simplice completamente etiquetado. Para
una demostracién detallada véase [21].

(n — 1 = n) Supongamos el resultado cierto para simplices de dimensién n—1
y veamos que también es cierto para n-simplices.

Para seguir méas cémodamente la demostracion, se usardn figuras corres-
pondientes a n = 2. Supongamos, por ejemplo, que se parte del tridngulo
de la Figura 5.

Podemos imaginar el n-simplice A como una “casa”, los n-simplices de
la triangulacién T' como “habitaciones”, y las caras propias de las habi-
taciones que lleven las n primeras etiquetas como una “puerta”, esto es,
los (n — 1)-simplices de la triangulacién T con etiquetas 0,1,...,n — 1.
El etiquetado de Sperner f utiliza las etiquetas 0,1,...,n — 1,n.

En nuestro ejemplo guia, las puertas son los 1-simplices cuyos vértices
llevan las etiquetas 0 y 1. Nétese que pueden encontrarse en el interior
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Figura 5: Un etiquetado de Sperner sobre una triangulaciéon de un 2-simplice.

o en el borde de A (véase la Figura 6). Para n = 3, las puertas serfan
los 2-simplices con las etiquetas 0,1 y 2.

Figura 6: Puertas y habitaciones completamente etiquetadas en la Figura 5.

Se tiene que el nimero de puertas del borde de A es impar. En efecto, la
Unica cara de dimensién n — 1 que puede contener puertas es la n-cara
(es decir, la opuesta al vértice n), debido a la definicién de etiquetado
de Sperner. Pero los vértices de esa cara llevan las etiquetas 0,1,...,n—
1. Luego, por hipétesis de induccién, debe haber un niimero impar de
(n — 1)-simplices completamente etiquetados, que se corresponden con
las puertas en el borde al considerarlos en A.

Estas puertas en el borde se usaran para localizar habitaciones comple-
tamente etiquetadas por medio del llamado argumento de la “trampilla”.
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La clave estd en que toda habitacién puede tener 2 puertas como maxi-
mo, y tiene exactamente 1 si y solo si estd completamente etiquetada.
En efecto, si sabemos que una habitacién tiene una puerta, bien no tiene
etiquetas repetidas y, por tanto, estd completamente etiquetada, bien
una etiqueta de entre 0,1,...,n — 1 se repite 2 veces, lo que da lugar a
2 puertas, una para cada etiqueta repetida.

Situdndonos en una puerta del borde, comenzamos un recorrido por las
habitaciones de A para localizar las que estan completamente etiqueta-
das. Nos introducimos, en primer lugar, en la habitacién que contiene la
puerta y continuamos el recorrido del siguiente modo:

= Si la habitacién en la que estamos estd completamente etiquetada,

ya hemos localizado una habitacion de tal tipo y finaliza el recorri-
do.

= Si no, la habitacién tiene otra puerta, que atravesaremos pasando
a otra habitacién.

Repitiendo el proceso, atravesaremos puertas en cuanto sea posible, si-
guiendo un camino por el que nunca retrocedemos (porque cada habita-
cién tiene 2 puertas), por lo que ninguna habitacién es visitada 2 veces.

Como el numero de habitaciones es finito, el proceso termina llegando,
bien a una habitacion completamente etiquetada, bien volviendo a salir
por una puerta en el borde de S (véanse las Figuras 7 y 8).

1 1 2 1 1 2

Figura 7: Recorrido que localiza una habitaciéon completamente etiquetada.
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Figura 8: Recorrido que no localiza ninguna habitacién completamente etique-
tada.

Ahora bien, como el nimero de puertas en el borde de A es impar y
mediante los recorridos que hemos descrito sélo podrian quedar empa-
rejadas un nimero par de ellas, el nimero de las restantes, que nos
conduciran a una habitaciéon completamente etiquetada, debe ser impar.

Ademi4s, las habitaciones completamente etiquetadas que no son accesi-
bles por recorridos desde el borde, quedan emparejadas, ya que atrave-
sando la unica puerta de una de ellas se realiza un recorrido que termina
en otra cuya unica puerta estd situada en el interior de A (véase la
Figura 9).

Figura 9: Habitaciones completamente etiquetadas emparejadas.
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Asi pues, el nimero total de habitaciones de A completamente etique-
tadas es impar.

O]

4 . TEOREMA DEL PuNTO F1JO DE BROUWER

A continuacién, apoyandonos en el Lema de Sperner, demostraremos el
siguiente resultado:

TEOREMA DE KNASTER-KURATOWSKI-MAZURKIEWICZ.- Sea A un n-simpli-
ce de vértices xqg,x1,...,Tyn en R™ y sean Fy, Fy, ..., F, cerrados de A tales
que:

(Tigs Tiyy ... 2qy) C Fjy UF;, U---UF,

donde 0 <1 < n. Entonces se tiene que:

() Fi#0.

0<i<n

Demostracion. Basta comprobar que la aplicacion
0:Fyx--xF, — R",

dada por ¢(ao,...,a,) = max{la; —a;| /0 < i,j < n}, se anula. Como es
uniformemente continua, por estar definida sobre un compacto, es suficiente
probar que para todo € > 0, existe (ao,...,an) € Fox---x F, con |a;—aj| <€
para todo i,j € {0,...,n}.

Sean pues € > 0 y T una triangulacién de A de didmetro? menor o igual
que €. Sobre el conjunto de sus vértices se define la funcién f(z) como:

f(z) =min{i/z € F; y x no estd en la i-ésima cara de A}

Este conjunto es no vacio para todo z por hipdtesis. Se obtiene de este modo
un etiquetado de Sperner, y los vértices del simplice completamente etiquetado
que proporciona el Lema de Sperner son los puntos ag, . .., Gy. ]

Como consecuencia de este resultado se obtiene el Teorema de Brouwer,
que fue uno de los primeros logros de la Topologia Algebraica, y es la base de
otros teoremas de punto fijo mas generales, de gran importancia en Anélisis
Funcional.

2El didmetro de una triangulacién es el maximo de los didmetros de sus simplices y el
didmetro de un simplice es la maxima distancia entre sus vértices.
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TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE BROUWER.- Sea A un n-simplice en R™ de

vértices xg,x1,...,Tn Yy sea [ : A — A una aplicacion continua. Entonces f
tiene al menos un punto fijo.
Demostracion. Si z € A, sean (ty,...,t,) sus coordenadas baricéntricas, esto

es, r = torg + - - - + tnx,. Consideremos los cerrados:
Fi={zeA/ti(f(z)) <ti(xr)} con0<i<n

Veamos que cumplen las hipétesis del teorema anterior. Six € (4, ..., x;,),
entonces 0 = t;(z) < t;(f(z)) para todo i ¢ {ip,...,4}. Por tanto, para algin
i € {ip,...,1} se tiene que t;(f(z)) < t;(x), ya que > ti(x) = > t;(f(x)) = 1.
Asi pues, existe z € Fi, |J- - - |J Fj,. El Teorema KKM asegura la existencia de
z € (o Fi, luego tal x verifica que t;(f(z)) = t;i(x) para todo i = 0,...,n.
Asi que z = f(x). O

Existen demostraciones directas del Teorema de Brouwer a partir del Lema
de Sperner que proporcionan un método de localizaciéon del punto fijo. Ello
se consigue mediante la obtencién de simplices completamente etiquetados de
triangulaciones de didmetro cada vez mas pequeno (véase [18]).

Veamos por ultimo que el Lema de Sperner es consecuencia del Teorema,
de Brouwer.

TEOREMA.- El Teorema de Brouwer implica el Lema de Sperner.
Demostracion. Por reduccion al absurdo. Supongamos que tenemos un etique-
tado de Sperner f sobre una triangulacion 1' de un n-simplice A, de manera
que ningin simplice de T esté completamente etiquetado. Denotaremos los
vértices de A, ya etiquetados, por xg, ..., ZTy.

Vamos a definir una aplicacién continua h : A — A sin puntos fijos, lo
que supondrd una contradiccién con la hipétesis. Primero se define h sobre los
vértices de T' del siguiente modo:

Dado un vértice v de T' con etiqueta f(v)

» si f(v) <n, definimos h(v) = T¢@)41 ¥
» si f(v) =n, definimos h(v) = zg.

Nétese que de este modo, h(x;) = x4 sii < ny h(z,) = xo.

Si extendemos por linealidad sobre los n-simplices de T', se obtiene una
funcién continua sobre cada uno de ellos, que seguiremos denotando por h.
Como estos simplices constituyen un recubrimiento cerrado y finito de A, h
es continua sobre A.

Veamos que h no tiene puntos fijos. En efecto, si z esta en el interior de A,
entonces esta en un n-simplice o de Ty h(z) esta en el borde de A, pues al no
existir ningin simplice completamente etiquetado h(c) es una cara propia de
A (véase la Figura 10). Luego h(x) # z. Por otra parte, si = estd en el borde
de A, puede ser un vértice de T o estar en el interior de un k-simplice 7 de T’
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(con 1 <k <n—1).Sies un vértice, entonces h(z) = x con k # f(z), luego
h(z) # = (véase la Figura 11) . Si estd en el interior de 7, entonces estd en el
interior de una k-cara A de A y h(x) # x, pues h(A) es una cara de A distinta
de A (véase la Figura 12). O

h(x)
2

Figura 11: Brouwer implica Sperner 2.

Si se define un espacio topoldgico con la propiedad del punto fijo como un
espacio X que cumple que toda aplicacién continua f : X — X admite al
menos un punto fijo, es evidente que se trata de una propiedad topoldgica.
Por tanto, como cualquier n-simplice es homeomorfo a la bola unidad cerrada
B"™, podemos reformular el Teorema de Brouwer del siguiente modo:

TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROUWER.- B" tiene la propiedad del punto

fijo.
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Figura 12: Brouwer implica Sperner 3.

5 . RESULTADOS RELACIONADOS

La manera habitual de demostrar el teorema de la no retraccién es utilizar
el resultado de la teoria de homologia que afirma que H,,(S™) # 0.

Otra demostracién bien conocida es la obtenida por Hirsch en [8], descrita
como “muy corta y muy elemental” por Dugundji y Granas en [16] o “hermosa,
elemental” en el articulo divulgativo de Bing [1].

Sin embargo, como fue senalado recientemente por Joshi en [9], habia
un serio error en el argumento dado por Hirsch: admitir que una aproxima-
cién simplicial de una retraccién es una retraccién simplicial. Pero como Joshi
senala, esta dificultad puede solventarse utilizando la versién relativa del teo-
rema de aproximacién simplicial obtenida por Zeeman (véase [15]). Claro que,
debido a la naturaleza enrevesada de ésta, la demostracion de un resultado
apoyandose en ella, dificilmente puede calificarse de elemental.

A continuaciéon presentaremos como el teorema de la no retraccién es
consecuencia del Teorema de Brouwer. De hecho, es inmediato comprobar que
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. B" tiene la propiedad del punto fijo.
2. 5" 1 no es retracto de B™.
3. S™ ! no es contrdctil.

Demostracion. Todas las implicaciones se demuestran por reduccion al absur-
do.

(3 = 2) Si existiera una retraccién r : B® — S"~! entonces la aplicacion
identidad de S™! en s misma serfa homotépicamente nula y, por tanto,
87~ serfa contractil.
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(2= 1) Si existiera una aplicacién continua f : B® — B" sin puntos fijos,
se obtendrfa una retraccién r : B — S™~! del siguiente modo:
Dado = € B™, consideramos la semirrecta que parte de f(z) y pasa por
x, ésta corta en un punto a S"~! que serd r(x).

<

(1 =3) Si S"! fuera contréctil, podriamos extender la aplicacién identidad
de S ! en si misma a una aplicacién continua f : B" — S"~!. Com-
poniendo con la aplicacién antipodal A : S»~ ! — S§7~1 dada por
A(z) = —x, y con la inclusién i : "' < B", obtendriamos una apli-
cacién continua h = io Ao f : B™ — B"™ sin puntos fijos. En efecto,
si z € int(B"), entonces h(z) € S"! y, por tanto, h(z) # x. Por otra
parte, si # € S"71 entonces h(x) =io Ao f(x) =io A(x) = i(—x) = —x
y, por tanto, h(x) # .

O

Entre las generalizaciones del Teorema de Brouwer a espacios de dimension
infinita, cabe citar:

TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE SCHAUDER.- Si C' es un subconjunto convexro
y cerrado de un espacio de Banach, toda aplicacion continua cuya imagen sea
un conjunto numerablemente compacto, tiene un punto fijo.

TEOREMA DEL PUNTO F1JO DE TYCHONOFF.- 5% C' es un subconjunto com-
pacto y convexo de un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, toda
aplicacion continua tiene al menos un punto fijo.

Recordemos que el Teorema de Borsuk-Ulam afirma que para toda aplica-
cton continua existe un par de puntos antipodas que tienen la misma tmagen.
En [16] se prueba que este teorema es equivalente a la afirmacién de que una
aplicacion que conserve antipodas no puede ser homotopica a una aplicacion
constante. De aqui se deduce inmediatamente el Teorema de Brouwer, ya que
este es equivalente a que la aplicacién identidad no sea homotdpicamente nula
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(véase [5]). Ahora bien, en [19] se presenta una demostracién elemental y di-
recta de dicha implicacién y del Teorema de Borsuk-Ulam dentro de la linea de
esta exposicion; es decir, poniendo de manifiesto cémo resultados importantes
de la Topologia Algebraica se pueden deducir de propiedades de naturale-
za combinatoria, sin necesidad de desarrollar herramientas que requieran un
lenguaje sofisticado. Esta economia de medios los hace accesibles a cualquier
estudiante principiante.

En concreto, en [19] se demuestra la siguiente versién del Teorema de
Borsuk-Ulam a partir de un resultado combinatorio, conocido como el Lema
de Tucker (una generalizacién de este resultado se puede ver en [7]):

TEOREMA DE BORSUK-ULAM.- No existe ninguna funcién continua f : B" —
S tal que f(—x) = —f(x) para cualquier x € S"~1 = oB™.

Para enunciar el Lema de Tucker se necesitan algunas nociones sobre eti-
quetados de triangulaciones de la n-bola cerrada B™. Una triangulacién fini-
ta T de B™ es antipodalmente simétrica sobre la frontera si el conjunto de
simplices de T contenidos en S"~' = 9B™ es una triangulacién de S*~ ! y es
antipodalmente simétrica, es decir, si ¢ C S®! es un simplice de T, entonces
—o también (véase la Figura 13).

Figura 13: Lema de Tucker en dimension 2.

LEMA DE TUCKER.- Sea T una triangulacion de B™ que es antipodalmente
simétrica sobre el borde. Sea

A V(T) — {+1,-1,42,-2,...,+n,—n}
un etiquetado de los vértices de T tal que A(—v) = —A(v) para todo vértice v €

OB™. Entonces existe un 1-simplice en T tal que sus vértices estdn etiquetados
con numeros opuestos.
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No mostraremos céomo se deriva el Teorema de Borsuk-Ulam a partir del
Lema de Tucker; de hecho, también se tiene la implicacion en sentido contrario.

Por 1ltimo, comentaremos brevemente las relacién entre el Teorema de
Brouwer y el juego del Hex. En dimensién 2 es un juego para dos jugadores
(existe el juego en dimensién n). Cada jugador juega con fichas de un color
(azul o rojo) sobre un tablero romboidal con casillas hexagonales. Los lados
opuestos del tablero tienen asignados el mismo color.

Los jugadores deben colocar alternadamente fichas de su color en el table-
ro, de manera que el objetivo del juego es unir mediante una cadena continua
de fichas del color del jugador los lados opuestos que le corresponden. Por

ejemplo, la partida de la siguiente ilustracién la ha ganado el jugador con
color rojo.

Se tiene que el Teorema de Brouwer es equivalente a la propiedad de que el
juego de Hex no puede terminar en empate, esto es, siempre tiene un ganador
(en dimensién n arbitraria). Puede consultarse [2] para una exposicién sobre
el tema. Existe también una demostracion en la que, ademés del Lema de
Sperner, se involucran otros resultados combinatorios.
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