LA GACETA DE LA RsSME, Vor. 10.1 (2007), PAcs. 25-52 25

Control geométrico de sistemas mecanicos'

por

Sonia Martinez

Este articulo ilustra de forma divulgativa cémo ciertas herramientas
geométrico-diferenciales y analiticas pueden resultar muy utiles para con-
trolar sistemas mecanicos auténomos. En primer lugar, revisamos algunos
conceptos y problemas bésicos de la Teoria Matemaética del Control. A
continuacion, definimos la clase de modelos con la que trabajamos y dis-
cutimos tres posibles estrategias para definir primitivas del movimiento
basadas en esfuerzos oscilatorios complementarios. Ilustramos la exposi-

cién con un gran numero de ejemplos de robética e ingenieria.

1. SISTEMAS MECANICOS Y ROBOTICOS

Se puede decir que hoy disponemos en gran variedad de ambientes de
toda clase de sistemas —desde satélites en el espacio hasta sumergibles en
el océano— que operan con niveles de autonomia cada vez mayores (ver las
fotografias de la Figura 1). Como sabemos, el funcionamiento correcto de estos
sistemas se basa en la seleccién y ejecucién de algoritmos que les permiten
realizar sus tareas y adaptarse a las condiciones imprevistas de su entorno. En
particular, todo sistema que requiera algin tipo de movilidad precisa resolver
el problema fundamental del control de sus movimientos.

Por esta razén, uno de los temas importantes en robdtica es el disenio
de mecanismos novedosos de locomocién, tanto fisicos como de software, que
permitan la fabricacién de prototipos mas agiles y habiles. Asi por ejemplo, se
han desarrollado multiples variaciones de herramientas basicas como la rueda.
En el Spirit, el rover enviado a Marte por la NASA en el 2004, cada rueda posee
un motor individual para lograr mayor versatilidad sobre terrenos rugosos [29].
Otra alternativa viene dada por los robots «con patas» (ver las fotografias de
la linea inferior en la Figura 1), que estarfan mejor adaptados a suelos con
escaleras y hoyos. Esta solucién estd claramente inspirada en la naturaleza y
es parte de un esfuerzo mas amplio por reproducir toda una clase de sistemas
«biomiméticos» o «biomorfos». La motivacion tras esta linea de investigacion
va desde la busqueda de nuevas formas de locomocién, pasando por la posible
explotacion comercial (robots de entretenimiento), hasta su utilizacién como

!Parte de este trabajo fue reconocido mediante el premio al Best Student Paper Award
de la conferencia internacional Institute of Electrical and Electronic Engineers (IEEE) Con-
ference on Decision and Control, Las Vegas, Nevada, 2002, y se recoge en la tesis [22] y en
el libro [5].
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herramienta para entender y reproducir el funcionamiento de los seres vivos
(lo que se ha dado en llamar «integrative biology» [28]). En cualquier caso, la
fabricacién del robot es uno de los pasos necesarios para la realizacion de un
sistema autéonomo. Otro aspecto fundamental es el desarrollo de los algoritmos
que nos permitan obtener el maximo partido de la tecnologia disponible.
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Figura 1: Vehiculos auténomos y robots biomiméticos

Una tendencia generalizada en la bisqueda de algoritmos para el control
de movimientos de un robot es la definicién de métodos ad hoc muy eficientes
para un sistema robdtico concreto, pero que no pueden extrapolarse a otros
sistemas similares. A pesar de esto, se puede observar que gran numero de
prototipos poseen caracteristicas comunes que hacen posible su tratamiento
de forma unificada. A lo largo de este articulo mostraremos algunos ejemplos
de algoritmos validos para una amplia clase de sistemas, que hacen un uso
extensivo de la estructura matemética de sus modelos. Estos algoritmos ser-
virdn para definir primitivas del movimiento, es decir, movimientos sencillos
que pueden combinarse en un comportamiento global de sistema. El control
de los sistemas robdticos mediante primitivas se emplea en gran nimero de
prototipos y se conoce como control de bajo nivel de un sistema embebido. Tal
y como se ilustra en la Figura 2, el Planificador Global o control de alto nivel
del sistema auténomo es el encargado de elegir la combinacién adecuada de
primitivas que el Planificador Local o control de bajo nivel genera en respuesta
a las condiciones externas del sistema. Esto da lugar a un control por reali-
mentacién o por «feedback», garantizando robustez frente a perturbaciones
externas. Las caracteristicas deseables de las primitivas son: que sean a su vez
robustas, implementables en tiempo real y poco costosas desde el punto de
vista computacional y sensorial?. En este sentido, el tipo de algoritmos que

2En otras palabras, primitivas que necesitan de pocos datos y calculos.
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Figura 2: Sistema moderno de control

presentamos aqui son aplicables a sistemas con un nimero limitado de medios
de accién o «actuadores» y, por tanto, no tan costosos desde el punto de vista
del hardware. Como consecuencia, nuestras primitivas pueden ser ttiles en la
definiciéon de mecanismos de seguridad para sistemas en los que puedan fallar
algunos de sus actuadores.

2 . PONIENDO EL SISTEMA BAJO CONTROL

En esta seccién formulamos en un contexto matematico algunas de las
nociones basicas relacionadas con el control de un sistema, que denotaremos
por Y. Muchos de los sistemas robéticos de la seccién anterior pueden mo-
delarse mediante una ecuacién diferencial ordinaria afin en los controles de la
forma:

m
j;:f(x)—l—ng(x)uk, zreR", wu,eUCR, ke{l,...,m}. (1)
k=1

Aqui, z € R™ representa los posibles estados del sistema —cuya evolucién
describe el comportamiento de ¥ completamente, f(z) es el llamado campo
de vectores de deriva® y gi(x) son los campos de vectores de control que mo-
dulamos mediante la especificacién de los controles o inputs up € U C R,
ke {1,...,m}. Como en todo sistema de control, se han de considerar adicio-
nalmente las salidas o outputs y = h(x), que representan las mediciones que

3Un campo de vectores X puede identificarse localmente como una funcién X : R™ —
R". En adelante usaremos la notacién X = (X*,..., X™),con X*: R* — R,i € {1,...,N}.
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podemos tomar sobre los estados del sistema. En lo que sigue, supondremos
implicitamente que y = (z,2)7. Es decir, partimos de un sistema de control
bésico en el que ignoramos por simplicidad otros aspectos como la incertidum-
bre debida a dindmicas no modeladas y perturbaciones externas.

Algunas de las preguntas fundamentales relacionadas con el control de un
sistema como el anterior son las siguientes:

CONTROLABILIDAD. Dada cierta condicion inicial, xg, ; hasta qué punto es el
sistema controlable? y, ;puede modificarse sustancialmente el comportamiento
de las soluciones variando u = (u1,...,um)? Si disponemos de «suficientes»
controles u € U™ como para alcanzar a todo un conjunto de estados que
contiene a ¢ en su interior, entonces decimos que el sistema es (localmente)
controlable en xg.

ESTABILIZACION ASINTOTICA. Si el sistema es controlable en un punto de
equilibrio 214, jexiste u que haga de z; un punto de equilibrio asintéticamente
estable? Dicho de otra manera, querriamos encontrar u = «(t, x) que regularice
la solucién correspondiente x(t) asintéticamente. Es decir, tl}'eroow(t) = .

PLANIFICACION DE TRAYECTORIAS. El problema del control de movimientos
de un sistema robdtico se formula muchas veces como un problema de plani-
ficacién de trayectorias en el espacio de estados x € R"™. Asi, se buscan los
inputs u que generan una trayectoria que pasa por determinados xg, r1,...,
xzy € R", para evitar un posible obstaculo o regién prohibida en R"™.

SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS O «CAMINOS». Un caso limite de la situa-
cién anterior consiste en planificar movimientos del sistema para que éste siga
exactamente una trayectoria deseada x4(t) en el espacio de estados.

Una de las dificultades principales para encontrar solucién a estas cues-
tiones viene dada por la presencia de la deriva f(z). De hecho, muchas de las
técnicas de control desarrolladas hasta la fecha son aplicables s6lo para siste-
mas sin deriva, es decir, f(x) = 0. Por ejemplo, éste es el caso del carrito con
dos ruedas representado en la Figura 3 (vista en planta). Este sistema puede
describirse completamente mediante su posicién (a, b) en el plano, su orienta-
cion 6 respecto de un sistema de referencia OXY, y las velocidades (a, b, ).
Asi, el conjunto de 6-iplas = = (a, b, 6, a, b, ) puede tomarse como espacio de
estados asociado al sistema®. Supongamos que el control del carrito se puede
realizar mediante dos tipos de fuerzas: una que permite moverlo hacia delan-
te o hacia atrds y un par de fuerzas sobre el centro de masas® que modifica

421 es punto de equilibrio para (1) si f(x1) = 0.

5 . . .z PR ’ .
°En la siguiente seccién daremos una definicién més precisa.
SRepresentado mediante un circulo en la figura del carrito.
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su orientacion. Con estos inputs, podemos detectar que nuestro sistema tiene
deriva nula porque si no aplicamos ninguna fuerza sobre el carrito; es decir,
si nuestros inputs son cero, el sistema no se mueve. A pesar de esto, no es

— )

(a0, bo, 01)

—/
(]
Y ‘ —/
0 ¥ (flm by, 0)

Figura 3: Vista en planta de un carrito con dos ruedas

completamente obvio como realizar el control del sistema. Por ejemplo, pa-
ra aparcarlo en paralelo empezando desde (ag, by, 0) hasta una configuracién
(ap,b1,0) con by < by (ver la Figura 3) es necesario aplicar una secuencia de
mputs o «gait» como la siguiente: mover hacia adelante, girar a la izquierda,
mover hacia atras y girar hacia la derecha. Un campo de vectores cuyas cur-
vas integrales generan este movimiento es el dado por el corchete de Lie [39],

[91, g2], de los campos de vectores de control g1 = (g1,...,97) = > i, g%% y
go=(g3,...,9%) = Z?Zl g%%. Estos campos corresponden respectivamente,
a la fuerza de empuje hacia delante y al par de fuerzas. El corchete de Lie es

una herramienta fundamental para caracterizar la controlabilidad del sistema
y, para gi, g2, estd definido (localmente) como

n

g} 8gi ,
91792 Z 92770 jed{l,...,n}.

Por otro lado, los modelos disponibles para muchos sistemas tienen deriva
no nula. Este es el caso de la anguila robdtica y del juguete llamado «roller
racer», una especie de triciclo sin pedales comercializado en los EE.UU. (véase
la Figura 4). En la anguila, los campos vectoriales de control estdan definidos
mediante pares de fuerzas ejercidos en las articulaciones del robot por medio
de pequenos motores. Por otro lado, una nina sentada en el roller racer con
los pies apoyados en los manillares puede hacer que el juguete coja impulso
hacia delante girando el manillar hacia derecha e izquierda.

Las fuerzas de friccion de la anguila en el agua y las fuerzas de ligadura
que hacen que las ruedas del roller racer no deslicen al rodar, hacen posible



30 CONTROL GEOMETRICO DE SISTEMAS DINAMICOS

Figura 4: Anguila Robdtica de UPenn y el juguete «roller racer».

que estos sistemas se muevan hacia delante mediante un control tan limitado.
Por la misma razén, si ponemos u = 0 una vez que los sistemas estdn en
movimiento, se puede observar que éstos no se detienen. Este efecto indica la
presencia de una deriva no nula, f(z), que juega un papel dual. Por un lado,
ésta permite que los sistemas ganen velocidad aplicando v € R™ con u pequeiio
y m < n; por otro lado, su presencia dificulta el control del sistema para, por
ejemplo, detenerlo en la posiciéon deseada. Es fundamental, por tanto, entender
la interaccién entre deriva y campos de vectores de control para disenar los
gaits o secuencias de inputs que permitan controlar la locomocién del sistema.
FEn las secciones que siguen, estudiamos esta relacion trazando un paralelismo
entre los sistemas no lineales como (1) y los sistemas lineales de control:

& = Az + Bu, AeR™™,  BeR™™, (2)

Para estos ultimos podemos responder a las preguntas formuladas anterior-
mente estudiando el operador dependiente del tiempo:

¢
Oy u— Byfu] = / A=) Bu(r) dr.
0

Las soluciones asociadas a u con condicién inicial g = 0 pueden obtenerse
para (2) como x(t) = ®¢[u(7)]. Se puede probar que el sistema es controlable en
xo siy solo si Im ®; tiene rango maximo. En caso afirmativo, es ficil encontrar
los controles que hacen que el sistema alcance un estado xgna1 en el instante ¢
como u = & [zgnal], donde ®;" es el operador inverso de ®;(ver [13]). Es decir,
se puede invertir la aplicacion input-output u — = y podemos determinar las
respuestas a los problemas planteados anteriormente.

Para la clase general de los sistemas no lineales (1), incluso con deriva
nula, es practicamente imposible conseguir un resultado similar. Es decir, des-
cripciones explicitas y directas de la aplicacién del espacio de inputs al de
trayectorias y su inversa. Es por esto que nos vemos obligados a estudiar cla-
ses de sistemas particulares, con la esperanza de que la estructura especial de
dicha clase nos ayude a encontrar soluciones a las preguntas planteadas. En
concreto, aqui mostraremos tres tipos de controles oscilatorios que nos con-
ducirdn a una inversiéon andloga a la de los sistemas lineales para una clase
amplia de sistemas mecédnicos:
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1. OSCILACIONES DE AMPLITUD PEQUENA. Mediante este tipo de oscila-
cién se comunica al sistema mecanico una velocidad pequena que hace
posible despreciar los efectos de los inputs a érdenes mayores.

2. OSCILACIONES DE FRECUENCIA Y AMPLITUD GRANDE. Contrariamente
a los anteriores, estos inputs son de gran intensidad y el movimiento del
sistema puede controlarse en media.

3. OSCILACIONES (SUBOPTIMAS) DE MAGNITUD INTERMEDIA. La tercera
opcién nos lleva a un tercer tipo de oscilacién con un orden de magnitud
intermedio entre las de los apartados anteriores. Para obtenerlas nos
basamos en una aproximacién de un problema de control éptimo definido
para el sistema mecéanico.

Principalmente describiremos los dos primeros métodos y trataremos bre-
vemente el iltimo, senalando algunos resultados en el sistema robdtico de
la anguila. Referimos a los lectores interesados en mas detalles a [9, 27]. Como
veremos, los métodos utilizados descansan principalmente en areas clasicas co-
mo la Mecdnica Geométrica, la Teoria de Sistemas Dindmicos y la Teoria Ma-
tematica del Control. Esta exposicién pretende asi constatar cémo las herra-
mientas matematicas pueden ser ttiles en la concepcion y el desarrollo de
nuevas tecnologias, como es el caso del diseno de prototipos robdticos.

3 . MODELOS DE SISTEMAS MECANICOS

La clase de sistemas mecanicos que presentamos aqui tiene la suficiente
generalidad como para modelar de forma unificada gran variedad de robots y
vehiculos autéonomos y al mismo tiempo poseer una estructura suficientemente
rica como para facilitar el andlisis de controlabilidad. Para las definiciones
de conceptos bdsicos de geometria diferencial y mecdnica geométrica que se
utilizan a continuacién, véase [12, 31, 39], y, para un tratamiento completo de
este tema y otros aspectos de la Teoria Geométrica del Control y el control de
movimientos de los sistemas mecénicos, recomendamos [5, 17, 26, 30].

DEFINICION 1 Un sistema mecdnico de control (Q,M, V, Fyis, D, F) es una 6-
upla que consta de los siguientes elementos:

= un espacio de configuraciones dado por una variedad diferenciable de
dimensién n, Q. Por ejemplo, Q = R™ u otro espacio no lineal, como una
esfera Q = S? o un grupo de Lie Q = SO(3). El espacio de estados del
sistema de control esté dado por la variedad tangente TQ.” La dimensién
n de la variedad Q, son los grados de libertad del sistema,

"Como conjunto, TQ = U,eqT4Q. Si dim Q = n, entonces T,Q, el espacio tangente a Q
en ¢, puede visualizarse como R", para cada ¢ € Q. Una situacién parecida ocurre con el
espacio cotangente T*Q.
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= una métrica riemanniana M, que codifica el tensor de inercia del sistema
y define su energia cinética KE(q, ) = %M(q, q),

= una funcién real V : Q — R, que define la energia potencial del sistema,

» fuerzas de disipacién Fgs : TQ — T*Q, dadas por un tensor 1-1, mo-
delando disipaciones de tipo Rayleigh,

= una distribucion de ligaduras, D : Q — TQ, tal que para todo g € Q
el espacio D(q) C T,Q es un subespacio lineal al que pertenecen las
velocidades permitidas del sistema,

= una codistribucion de control m-dimensional, F : Q — T*Q, tal que
para todo ¢ € Q el espacio F(g) es un subespacio lineal de T;Q. Si F
estan generados por {Fi,..., F,,}, entonces los campos de vectores de
control estan dados por {M~'Fy,... M~'F,}.

EJEMPLO 2 [DIRIGIBLE I] Un dirigible como el de la Figura 5 (utilizado nor-
malmente para uso publicitario en espacios cerrados) podria modelarse como
sigue. Suponiendo que la fuerza de gravedad se compensa con la fuerza ejercida
hacia arriba a causa del gas contenido en la bolsa del dirigible, podemos mo-
delar nuestro sistema como un cuerpo rigido plano representando una secciéon
horizontal del dirigible (esquema de la Figura 5). El dirigible esté controlado
mediante la fuerza de empuje de un motor colocado en la cola del globo (a
una distancia h del centro de masas) y un par de fuerzas que orienta el motor
hacia cualquier angulo. Los elementos de este modelo son los siguientes:

[ a1

Figura 5: Dirigible auténomo y su modelo mediante un cuerpo rigido plano.

= la configuracién del sistema estd dada por ¢ = (z,y,0,7) € SE(2) x S*.
Es decir, (x,y,0) € SE(2) representa la posicién y orientacién del sistema
en el plano, y v € S! es el dangulo que forma la fuerza de empuje con el
eje ey del sistema de referencia en el cuerpo rigido,
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= suponiendo que el motor tiene masa despreciable en comparacién con el
sistema del globo, la métrica riemanniana es la métrica que nos da la
energia cinética que localmente se expresa como

m 0 0 0
0 m 0 0
0 0 Ji+Jy Jof’
0 0 Jo Jo

donde m es la masa total del dirigible, J; la inercia del cuerpo rigido y
Jo la inercia del motor,

(M) =

= ya que la fuerza de gravedad estd compensada por el empuje del gas,
podemos tomar V = 0,

= si suponemos que las velocidades del sistema son pequenas, podemos
tomar también Fy;s = 0,

= tampoco hay ligaduras en las velocidades que el dirigible alcanza,

= la expresion de la fuerzas que generan la codistribucion de control son
las siguientes:

Fy = cos(0 + v)dx + sin(y + 0)dy — hdf, Fy,=dy.

donde F} es la fuerza de empuje del motor y F5 es el par de fuerzas que
hace cambiar la orientacién de la fuerza de empuje.

Se pueden distinguir dos tipos de sistemas de control mecanicos dependiendo
del ntimero de inputs independientes que podemos hacer actuar sobre él. Si
F estd generada por {F1,..., F,,}, una base de 1-formas linealmente indepen-
dientes y dim Q = n, entonces:

= si m = n, se dice que el sistema estd completamente actuado (en caso de
m > n, entonces existe una sobreactuacion),

= si m < n, entonces se dice que el sistema esta infractuado.

Por ejemplo, el dirigible del Ejemplo 2 es un sistema infractuado con m =
2 < 3 = n. Claramente, en el caso completamente actuado podemos afectar
directamente todos los grados de libertad de un sistema, mientras que en el
caso infractuado el control es mas complicado.
A partir de los elementos que definen el sistema, su evoluciéon estd regida

por las ecuaciones®:

m

Vii=Yo(@) + R(@)d+ > Yi(@ue,  (4(0),4(0)) = (g0, o) -
k=1

8Ecuaciones de Euler-Lagrange si el sistema no posee ligaduras o de Lagrange-d’Alembert
si hay ligaduras presentes.
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El objeto V es la llamada conerion afin asociada a la métrica riemanniana
M y D es la distribucién de ligaduras [5, 19, 39]. En términos sencillos, se
puede decir que V4q define la aceleracion geodésica del sistema. Los campos
vectoriales Y, son los campos de vectores de control que se obtienen a partir
de las 1-formas F, y el proyector Pp dado a partir de las ligaduras D y de
la métrica, Y, = PD(M_lFa). De manera analoga, Yy se corresponde con la
energia potencial y contribuye al campo vectorial de deriva en la ecuacién de
control. Finalmente, R es el tensor de disipacién definido a partir de Fy;s.
En coordenadas locales, las ecuaciones pueden reescribirse en la forma:

m

i +T(0)d'd = Y5 (@) + Ri(Q)d + D _Yii(@ua,  (g(0),d(0)) = (g0, o),
k=1
donde ¢ € {1,...,n}. Esta ecuacién puede expresarse como en (1) reescribien-

do la ecuacion de segundo orden como una de primer orden en la forma usual
tomando x = (¢, ¢), e identificando f(x) = Yy(q) + R(q)q y gr(z) = Yi(z),
ke {1,...,m}. En la siguiente seccién veremos como la forma de las ecuacio-
nes del sistema y los objetos geométricos que hemos identificado para definirlas
(por ejemplo V) juegan un papel esencial en el andlisis de controlabilidad.

3.1 . SISTEMAS MECANICOS CON SIMETRIA

A continuacién introducimos el concepto de sistema mecédnico de control
con simetria, al que prestaremos especial atencion en lo que sigue. Para un
desarrollo més completo de sistemas mecanicos con simetria y de lo expuesto
a continuacién ver [2, 5, 10]. Un sistema mecénico posee simetrias cuando las
ecuaciones que lo describen quedan invariantes bajo la accién de un grupo. La
existencia de simetrias permite obtener un sistema de ecuaciones simplificado
y obtener definiciones de controlabilidad menos restrictivas.

DEFINICION 3 Se dice que (Q, M, V, Fy;s, D, F) es un sistema mecdnico de con-
trol con simetria si existe una acciéon de un grupo de Lie G sobre Q libre y
propia [39]

V:GxQ—Q,

que deja los elementos del sistema mecéanico invariantes. Es decir, Q es un
fibrado principal tal que

U M=M, Y V=V, W Fy=Fys

VWD=D, VYV F,=F, F,eF,1<a<m, ge€G.
Esta definicién implica en particular que locamente podemos escribir Q =
G x M y cada configuracién como g ~ (g, r). Usualmente, g € G se corresponde

con la posicién y orientacién del sistema en el espacio y G es un subgrupo
del grupo de rotaciones y traslaciones en el espacio, SE(3), como por ejemplo
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SE(2), SO(3), etc. Por otro lado, r € M representa una configuracién interna
del sistema. De esta manera, identificaremos a G como el espacio de poses (por
posicién y orientacién) y a M como el espacio de formas.

EJEMPLO 4 [ANGUILA ROBOTICA]La anguila robética de la Figura 4 (izquier-
da) fue construida en el GRASP Laboratory de la Universidad de Pennsyl-
vania para estudiar algoritmos de locomocién en sistemas infractuados. Los
eslabones, todos con la misma masa, pueden flotar en el agua y las articula-
ciones constan de pequenios motores recubiertos por goma impermeable. La
anguila robotica puede caracterizarse como un sistema mecanico con simetria
bajo las siguientes consideraciones. Suponiendo que la anguila nada flotan-
do sobre la superficie en un fluido, podemos modelarla como el cuerpo rigido
de la Figura 6. De esta manera, Q es un fibrado principal dado por el pro-

Figura 6: Modelo plano de la anguila de la Figura 4.

ducto cartesiano Q = SE(2) x S! x S! x S! x S'. Una configuracién ¢ € Q
tiene por tanto dos componentes: la posicion y orientacién del eslabén cen-
tral (z,y,6) € SE(2) en el espacio de poses y la forma interna de la anguila
(1, B2, P4, ¢5) € St x St x St x S!. Dado que la anguila nada en un medio
homogéneo y los pares de fuerzas de las articulaciones también son indepen-
dientes de la posicién y orientacién de la anguila en el plano, se puede deducir
que SE(2) es el grupo de Lie correspondiente a este sistema mecénico con si-
metria. A continuacién definimos los elementos que dan lugar al modelo del
sistema mecanico de la anguila. Para una derivacién completa remitimos al
lector a [9].
La energia cinética de nuestro modelo se obtiene como:

- 1 .2 ) 1 ) 1 1 -2 -2
KE = Sm(i” + %) + 5 J6 +2J§#3 Eh bj + 0 +om .E#S(:cﬁyi),
? 7 7

donde (x;,y;) denota el centro del eslabén i-ésimo

<Z_’);(‘;)ersg(z’)(?jz)wsg Zf (Z?§Z>

k=h(3)
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con d la mitad de la longitud de un eslabén y las funciones sg, f y h estan
definidas por

-1 sii<3 2 sii#k 2 sii<3
sg(1) = , i, k)= ., h(i) = .
8(i) 1 sii >3 1 k) 1 sii=k (3) 4 sii1>3

Suponiendo que la fuerza de flotacién en el agua compensa la gravedad, se
toma la aproximacion V = 0. Por otro lado, también en este caso no hay
restricciones en las velocidades que puedan tomar los eslabones?. Las compo-
nentes paralela y perpendicular de la fuerzas de rozamiento de la anguila en
el agua se aproximan mediante

1 1L
F’i__

I )l
Fi__wv@'7 Hay V5 s

para ciertos coeficientes ,u,uj, —p5 de rozamiento de los eslabones en el agua

que dependen del area efectiva del eslabén, su forma y la densidad del agua.

Por otro lado, vy, UiJ‘ son las proyecciones del vector (&;, ;) en las direcciones

paralela y perpendicular a cada eslabdn, respectivamente. Mediante una serie
de manipulaciones, estas fuerzas pueden expresarse como un tensor de disipa-
cién paralelo y perpendicular a cada eslabén, Rll(q)¢ y R*(¢)¢. Finalmente,
los inputs de control gbl = u; se derivan a partir de los pares de fuerzas w; = d)z,
como [ w; = u;.

4 . COMO SABER SI EL SISTEMA ES CONTROLABLE

Intuitivamente, la controlabilidad local se corresponde con la idea de que,
empezando en un punto, nos podemos mover en cualquier direccién en el
espacio de estados. La definicién de controlabilidad para un sistema X2 dado por
&= f(x)+ > jeq ukgr(z), puede establecerse en términos matemdaticos como
sigue. Supongamos que N es el espacio de estados y los campos vectoriales f,
Ji,---,9m son analiticos en N. Sea U un entorno de xg en N y definamos el
conjunto:

Rll\]l(l'o, T) = U

{ J una solucién de ¥ t.q. para algin 7 < T, }
r1 €N
0<7<T

x(0) = xo,z(1) = 21, y x(t) € U, Vt € [0, 7]

La controlabilidad de ¥ en zy depende de a cual de las siguientes categorias
cualitativas pertenece el conjunto Rﬁ (zo,T'), para T" > 0 pequeno:

9En realidad esto no ocurre en el sistema real fisico del robot, pero se toma esta aproxi-
macién por simplicidad. Tras derivar las soluciones aproximadas después, se han de tomar
aquellas que satisfacen las restricciones adecuadas.
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No accesible Accesible Controlable

Asi, se dice que X es localmente accesible en xg si existen T > 0 pequefio y
U C N entorno de x( tal que R(N](a:o,t) tiene interior no vacio. Si ademads xg

esta en el interior de R[,\]II (zo,t), para todo t < T,y para todo U; C U abierto,
entonces ¥ es localmente controlable en xzg.

En el caso particular de los sistemas mecanicos de control las nociones
anteriores se toman con respecto a N = TQ, por ser el espacio de estados. Sin
embargo, para estos sistemas existen nociones especiales de controlabilidad
local (resp. de accesibilidad local) menos restrictivas. Quizds nos baste con
saber si podemos conducir el sistema desde una configuracién inicial ¢y con
velocidad inicial 04, hasta cierto ¢; con velocidad final 04, . Esta nocién es la
que se conoce como controlabilidad en las configuraciones, definida de forma
andloga a la controlabilidad local pero tomando N = Q en la definicién del
conjunto R. Més aiin, para un sistema mecénico con simetria como la anguila,
podria interesarnos Unicamente la controlabilidad en las variables del grupo G
(que, como decfamos, corresponden a la posicién y la orientacién en el espacio
del sistema) sin importarnos lo que ocurra en las variables de forma. Maés
formalmente se tiene la siguiente definicion.

DEFINICION 5 Sea Y un sistema mecdnico de control con simetria definido
sobre Q = G x M y sea m : Q — G la proyecciéon candnica. Se dice que X
es localmente controlable en las variables de grupo en qo si existen T > 0 y
U C Q abierto tal que para todo U C U entorno de go y 0 <t < T, el conjunto

Rg (qo,t) contiene un abierto de Q, U, al que gy pertenece y cuya proyeccién

a G, m(U), es un abierto (respectivamente, ¥ es localmente accesible en las
variables de grupo en qq si existen 17" > 0 y U C Q abierto tal que para todo

U C U entorno de qg y 0 < t < T, el conjunto Rg(qo,t) contiene un abierto
de Q, U, cuya proyeccién a G, W(U), es un abierto).

Las herramientas geométrico-diferenciales que se utilizan para analizar la con-
trolabilidad de un sistema mecdnico son el corchete de Lie y el producto
simétrico de dos campos vectoriales, definidos intrinsecamente!® a partir de

10Fs decir, una definicién independiente de las coordenadas.
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una conexion afin V. En coordenadas locales estas operaciones se expresan:

n

.0 N OWI oV

= J_— J — T _ )

V. w) ;[V,W] g VWP =2 GV = W
. 0 ovi

W2 T VIW,

i0=1

.0 ) "OWI .
‘f.”/'_E:‘I.”/'J V.”/J_E: Vi
(Vaw)= , (VW) oz’ (VW) ~ o'

ozt

Jj=1

81

junto de campos vectoriales V = {V1,...,V,,,} define la distribucién generada
por Vy sus corchetes de Lie sucesivos [V;, Vj], [V, [V}, Vi, [[Vi, Vjl, [V, Vil - - -,
i,7, k, 0 €{1,...,m}. Esta distribucién es la clausura involutiva de V denotada
por Lie(Vi, ..., V,,). De forma anéloga la clausura simétrica, Sym(Vi, ..., Vi),
es la distribucién generada por V y los productos simétricos sucesivos (V; : V),
(Vi Vi) Vi), .. 4,5,k e{l,...,m}.

Dentro de la clase de sistemas no lineales, el problema de la controlabilidad
local fue estudiado en primer lugar para los sistemas lineales en los inputs:

donde V=3 j Vi Ww=%" y Wi %. A partir de estas operaciones, un con-

x.zulgl(x)+"'+umgm(x)v $(0) = X0, (3)

tales que g; € C¥(TQ), 1 < i < m!l. En ausencia de deriva, accesibilidad local
es equivalente a controlabilidad local, y las condiciones necesarias y suficientes
para estas propiedades vienen dadas por el Teorema de Chow [30].

TEOREMA 6 [TEOREMA DE CHOW]| El sistema de control (3) es localmente
controlable en g si y sélo si dimLie(gy, ..., gm)(z0) = dim Q.

La condicién dada por el teorema de Chow no caracteriza la controlabilidad de
los sistemas no lineales con deriva no nula. Fue Sussmann [36] quien aporté una
condicién suficiente para la controlabilidad, basada en los siguientes supuestos:

1. dim Lie(f, g1,---,9m)(70) = dim Q. Esta condicién es equivalente a ac-
cesibilidad local en xg;

2. todo corchete de Lie malo ha de poder cancelarse mediante una combi-
nacién lineal de corchetes de Lie buenos.

En lugar de detallar este teorema, damos aqui la version para sistemas mecani-
cos con simetria, para lo que necesitamos la definicién de producto simétrico
reducido bueno y malo. Un producto simétrico se dice malo cuando cada campo
vectorial que lo define aparece un niimero par de veces. Por ejemplo, (Y7 : Y1)
es malo y también ((Y; : Y3) : (Y2 : Y1)). En caso contrario, el producto
simétrico se dice bueno. Por ejemplo, (Y7 : (Ya : Y3)) 6 (Y] : Y5).'2 El orden

1En este caso, los campos de vectores son funciones analiticas.
121,a nocién de corchete de Lie bueno y malo dada por Sussmann es diferente aunque
relacionada con esta nocién para productos simétricos.
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de un producto simétrico es el nimero de campos vectoriales que lo definen.
Asi, (Y7 @ Y1) tiene orden 2, y (Y : (Y2 : Y3)) tiene orden 3, etc. Intuitiva-
mente, tenemos controlabilidad cuando podemos eliminar el efecto negativo
de los productos simétricos malos, que fuerzan el movimiento del sistema en
una direccién predeterminada.

Los campos de vectores de control de un sistema mecéanico con simetria
pueden expresarse de la forma:

}/:L(gvr):qjg*BZ(eyr)v KGTQvB’LeTQ/Gv 1§Z§m7

donde B; es la «version reducida» del campo de vectoes Y; en el espacio cociente
TQ/G. Por otro lado, las operaciones del corchete de Lie y el producto simétrico
pueden definirse a partir de la accién de grupo V¥, de los campos de vectores
reducidos, y de las operaciones andlogas reducidas (- : -)1q/c, [,"]Tq/c- Si
V(g,r) =Yg Ale,r) y W(g,r) = V4 B(e,r), entonces se tiene:

<V . W> = \IJg*<A . B>TQ/G7 [V, W] = ‘I’g*[A, B]TQ/G .

La ventaja de las operaciones reducidas es que pueden computarse de forma
més simplificada que las ordinarias. En caso que Q = G, obtenemos operaciones
puramente algebraicas, mientras que las originales requieren siempre diferen-
ciacién. La definicién precisa de las operaciones puede encontrarse en [10]. El
siguiente test de controlabilidad lo expresamos en términos de las operaciones
reducidas.

TEOREMA 7 Sea (G x M,M, D, F) un sistema mecanico con simetria. Dada
una configuracién inicial go = (go,70) € G X M se tiene que:

= el sistema es localmente accesible en las variables de grupo en g - qo,
g € G, si i Lie(Sym(By, ..., Bim))(e,r) = &

= el sistema es localmente controlable en las variables de grupo en g - qo,
g € G, si 7. Sym(By,. .., Bm)(ery) = 8y todo producto simétrico malo es
una combinacién lineal de productos simétricos buenos de menor orden.

Aqui, e € G es el elemento neutro del grupo de Lie, g = T.G es el dlgebra
de Lie asociada a G y {Bi,..., By} es la expresién reducida de una base de
campos vectoriales asociados a F. La aplicacién 7. : TQ/G — g es la inducida
por e : TQ — TG.
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OBSERVACIONES 8

1. Sustituyendo Lie(Sym(Bj, ..., By)) v Sym(By, ..., By) en el resultado
anterior por otros espacios analogos, podemos extender el teorema para
sistemas de control con simetria con energia potencial no nula V' # 0 y
fuerzas de disipacién isotrépicas. Véase [7, 20].

2. Observar que mientras la controlabilidad esta garantizada si hay suficien-
tes productos simétricos de los inputs, la accesibilidad local (propiedad
menos fuerte) es todavia posible si podemos completar el conjunto de
productos simétricos, insuficiente para generar toda el algebra de Lie,
con corchetes de Lie.

EJEMPLO 9 [DIRIGIBLE II] El sistema de control del dirigible es un sistema
mecdanico infractuado con simetria que es localmente accesible, pero no local-
mente controlable en las configuraciones. Sin embargo, este sistema es todavia
localmente controlable en las variables de grupo para todo go € SE(2) x S'. Es
decir, podemos controlar el sistema en su posicién y orientacién, (z,y, ), pero
no en las variables (z,y,6) y 7 simultdneamente (véase [23] para un estudio
detallado).

5 . PRIMITIVAS QUE DEFINEN MOVIMIENTOS GLOBALES

En un sistema mecanico completamente actuado podemos cancelar direc-
tamente todos los efectos dindnimos del sistema en cada uno de los grados de
libertad mediante los campos de vectores de control. Sin embargo, cuando son
sistemas infractuados esta estrategia falla, pues no disponemos de «suficientes
fuerzas» como para cancelar la deriva del sistema totalmente. Muy al contra-
rio, en lo que sigue mostramos métodos alternativos que, en vez de tratar de
eliminar la deriva, hacen uso de los efectos dindmicos a nuestro favor. Para
ello una herramienta fundamental son los desarrollos en serie.

Los desarrollos en serie se utilizan en la Teoria de los Sistemas Dindmicos
para encontrar descripciones de las trayectorias de los sistemas descritos por
ecuaciones diferenciales. Algunas referencias son [21], donde se obtienen des-
arrollos para ecuaciones diferenciales ordinarias definidas sobre un grupo de
Lie y [15, 18, 30, 32, 37|, donde se derivan desarrollos para sistemas de control
no lineales. En nuestro caso, nos gustaria especializar los desarrollos en serie
para sistemas mecéanicos simples en los que sea posible identificar aquellos ob-
jetos (los corchetes de Lie y productos simétricos de los campos de vectores
de control) relevantes para la controlabilidad. El objetivo es determinar el es-
fuerzo necesario para alcanzar la velocidad y/o configuracién necesaria. En lo
que sigue, indicamos como utilizar esta idea para, utilizando distintos tipos de
esfuerzos oscilatorios, obtener «primitivas del movimiento». Por una primitiva
del movimiento entendemos un movimiento local bésico que, combinado con
otros, nos permite producir planes globales del sistema.
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Los desarrollos en serie juegan por tanto el papel de aplicacién input-
output (cf. Seccién 2) que nos gustaria invertir para poder disenar algoritmos
de planificacién de movimientos y seguimiento de trayectorias.

5.1 . OSCILACIONES DE AMPLITUD PEQUENA

Supongamos por simplicidad que nuestro sistema (Q, M, D, F), posee energia
potencial y fuerzas de disipacién nulas, de manera que podemos describirlo por:

m

Vii=> w(t)Yi(q) =Y(q.1), (4)
k=1

donde Y(g,t) es una combinacién lineal de nuestros campos vectoriales de
control afectados por ciertos inputs; i.e. Y(g,t) € comb.lineal(Y1,...,Ys,).

Se tiene que las velocidades de una trayectoria de (4) con condicién inicial
(q(0),4(0)) = (qo,0) estéan descritas por el desarrollo en serie:

“+oo
Q)= Vila.t),  a0) = q, (5)
(=1

donde los campos vectoriales Vy, £ € N, se definen mediante integrales de
productos simétricos anidados de los inputs. Mas concretamente:

t
Vi(g,t) = / ¥ (g, 5)ds,
0
1 —1

Vila.t) = =33 [(ia.s) Viestaoshds, 022,
j=1

La convergencia de la serie en (5) es absoluta y uniforme en un entorno pequeno
de qo y para t < T, con T suficientemente pequeno. Este resultado se basa
en técnicas geométrico-diferenciales, de andlisis complejo y de las llamadas
«funciones generadoras»; ver [4, 23|. La descripcién (5) confirma asi cémo los
productos simétricos de los inputs afectan a las soluciones del sistema. La
condicion suficiente de controlabilidad toma pues pleno sentido, pues cuanto
«mayor» sea el espacio generado por los campos de control y sus productos
simétricos, mejor podremos controlar las velocidades ¢(t).

Podemos utilizar ahora esta informacién para obtener primitivas del mo-
vimiento. Tomando 0 < e < 1 suficientemente pequeno, podemos definir los
campos de vectores de control como una suma de dos contribuciones de primer
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y segundo orden en e:

Si denotamos la integral definida de una funcién h(s) como h(t) = fot h(r)dr,
entonces los primeros términos del desarrollo en serie nos dan la evolucion

Q(t) = ¥ (q(t),0) + € (Y? e Y1>) (a(t),) + O, (6)

donde la integral definida se toma con respecto al segundo argumento ¢ de los
campos vectoriales (es decir ¢(t) se deja fijo) y O(€®) engloba los términos de
orden € y superior. Observamos que cuanto mas pequefio sea €, mas precisa
sera la descripcion de las trayectorias.

Si ignoramos los términos de orden € y superior, podemos tratar de inver-
tir la aplicacién input-output dada por (6). Esto puede garantizarse mediante
una hipétesis de controlabilidad local y tomando inputs periédicos de media
cero de primer order en €. Es decir, el conjunto de campos de vectores de
control {Y1,...,Y,,} ha de satisfacer:

rango {Y;, (Y; : Yi)} =n=dim Q, (Y;:Y;) € comblineal(Yy,...,Y,,), (7)
J

y ademds v (q(T),T) = 0 al cabo de cierto tiempo 7T'3. El algoritmo de
inversién produce asi los inputs que generan una velocidad deseada evy al
cabo de un tiempo 7"

(Y1, Y?) = Inverse(vy), (T ~ evg,

ignorando los efectos de tercer orden en €. Bajo condiciones andlogas de con-
trolabilidad en las variables de grupo de un sistema con simetria se puede
definir un procedimiento de inversién similar [23]. Estos resultados pueden ex-
tenderse también al caso de sistemas mecanicos con ciertos tipos de fuerzas de
disipacién no nulas [8].

Es facil imaginar ahora que, con la ayuda del algoritmo de inversién, podre-
mos obtener primitivas del movimiento para cambiar y mantener la velocidad
del sistema tras intervalos periddicos de tiempo de primer orden en €. Es decir,

!3Esta propiedad se consigue tomando inputs uj(t) y ui(t) sinusoidales adecuados.



LA GACETA 43

se pueden encontrar inputs tales que:

Cambiar-Vel(€, Ufinal) «veeeereeeeerrneees cambia la velocidad ¢(t) a evgpal
Estado inicial:  ¢(0) = ev,

!
Estado final:  ¢(T) = evgpal

Mantener-Vel(€, Uref) «oooveeeerveeennnn mantiene la velocidad ¢(t) en evyer
Estado inicial: ~ §(0) = evpes

!
Estado final:  ¢(T') = evyef

Una composicién adecuada de estas primitivas, junto con la informacion
que podemos deducir sobre la evolucién aproximada de las configuraciones uti-
lizando (5), nos permite producir planes del movimiento sencillos para nuestros
sistemas mecéanicos. Asi, tenemos por ejemplo:

» RECONFIGURACION PUNTO A PUNTO. Mediante este algoritmo bésico
podemos reconfigurar el sistema desde cierto (go, 0) hasta una configura-
cién final dada (g, 0). La Figura 7 de la izquierda muestra la aplicacién
de la version de este algoritmo para sistemas controlables en las variables
de grupo con productos simétricos de segundo orden; tal es el caso del
dirigible del Ejemplo 2. En particular, el sistema se reconfigura desde
(0,0,0) hasta (2,0, 7). El inicio y final de la aplicacién de una primiti-
va se muestra mediante una nueva elipse que representa la posicién del
dirigible. Dependiendo de la configuracion inicial y final, el algoritmo
determina la velocidad nominal, v,om, que ha de alcanzarse tras aplicar
Cambiar-Vel(e, vyom). Entonces esta velocidad se mantiene un nimero
de veces adecuado con Mantener-Vel(e, vyom) hasta llegar a una confi-
guracién cercana a g, cuando se vuelve a aplicar Cambiar-Vel(e, 0).

» ESTABILIZACION A UN PUNTO. Después de cada primitiva se puede
aplicar un feedback discreto para corregir la velocidad y disminuir asi los
errores acumulados al concatenar éstas. En cualquier caso, los términos
de orden superior que ignoramos hacen que el algoritmo anterior no
coloque exactamente al sistema en la posicién final deseada (gf, 0). Para
solucionar esto se pueden aplicar consecutivamente dos primitivas que
cambian la velocidad del sistema y lo estabilizan exponencialmente a la
configuracién final [23].

= INTERPOLACION ESTATICA. En la planificacién de movimientos de un
sistema puede interesarnos hacer pasar el sistema robdtico por un con-
junto de configuraciones intermedias (qo,q1,...,qn) (sin detenerse en
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Objetivo: conducir el sistema por {(go,70), (g1,71),-- -, (gp,Tp) }-
Argumentos: (90,70, 91,71+, gpsTp,0)
Requiere: (9(0), 7(0), £(0), 0(0)) = (g0, 70, O, Or), log(g; L gi1) bien definido

y Tit1 € dom(er,), i € {1,..., M}.
para j = 1 hasta p hacer:
Grmp.; = g(t) exp(mE(t))
Ttmp,j = 7(t) + 7Tv(t)
Nj = [|[10g(gemp,;95)Il/(270)]
€nom,j = 108(Ggmp,;95)/ (2o N;)
Unom,j = (75 — Ttmp,;)/ (270 N;)
Cambiar-Vel(o, (§nom,j, Unom,j))
para k = 1 hasta (NV; — 1) hacer:
Mantener-Vel(o, ({nom,j; Vnom,;))
terminar recursiéon
terminar recursion
Cambiar-Vel(o, (0g, 0tm))

Cuadro 1: Descripcién del algoritmo de interpolacion estatica

ellas) para evitar ciertos obstdculos. Un algoritmo que realiza esto es
el descrito en el Cuadro 1. La versién para sistemas controlables en las
variables de grupo estd implementada en el sistema del dirigible en la Fi-
gura 7 (derecha). En este caso las configuraciones son (0,0,0), (1,1, 7/2)

y (2,0, 7).

Figura 7: Reconfiguracién punto a punto e interpolacion estatica. El circulo en
la elipse indica cémo la orientacién del sistema cambia con cada primitiva vy,
de la misma manera, el segmento indica el cambio de orientacion de la fuerza
de empuje.

Estos algoritmos fueron implementados con éxito en el sistema del dirigible
del GRASP Lab de la Universidad de Pennsylvania. Referimos al lector a [40]
para una descripcién del experimento.
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5.2 . OSCILACIONES DE FRECUENCIA Y AMPLITUD GRANDES

Los tipos de esfuerzos descritos en la secciéon anterior transmiten veloci-
dades pequenas a nuestros sistemas facilitando su controlabilidad. Podriamos
preguntarnos ahora por el efecto que producen inputs de naturaleza contra-
ria y si éste es de alguna utilidad. Para explorar esto, consideremos sistemas
(Q,M, D, F) tales que:

) 1 t

k

con € > 0 un pardmetro pequeno que hace mds grande la amplitud de las
funciones ug(7,t), k € {1,...,m}, que a su vez dependen de dos escalas tem-
porales: una «rapida», 7 = t/e, y otra «lenta» t. Utilizando una hipdtesis de
controlabilidad como en la seccién anterior, podemos realizar un seguimiento
de trayectorias en las configuraciones en media. La clave nos la da de nuevo
un desarrollo en serie que esta vez obtenemos mediante el teorema del prome-
diado.

Mas concretamente, la combinacion de la teoria clasica de promediado de
primer orden con la teorfa del cdlculo cronoldgico [1] nos conduce a la siguiente
descripcidn de la evolucion de q(t) y ¢(t). Se tiene que [5, 24] q(t) = r(t)+O(e),
en una escala temporal t = O(1), y que

q(t) = #(t) + > mi()Yi(r(t) + O(e)
i=1

para ciertas funciones 7;(t), que dependen de los controles ug(7,t), con k €
{1,...,m}, y de sus promedios [wug(7,t)dr, k € {1,...,m}. Por otro lado,
mediante una hipétesis de controlabilidad como en (7) podemos expresar el
sistema en la variable r de la forma:

m
Vit =D zi(®)Yilr) + ) zn((Y; : Ya)(r).
i=1 i<k
donde las nuevas funciones de control z;(t) y zx(t), i, 4,k € {1,...,m}, depen-
den bdsicamente de las integrales de los inputs [ ux(7,t)dr, k € {1,...,m}.

La introduccion de dos escalas temporales nos permite por tanto conseguir
que el sistema promediado en la variable r esté completamente actuado (por
{Y;, (Y : Yi) |i,4,k € {1,...,n}}) bajo la hipétesis (7) y asi podemos controlar
q(t) en media. Es decir, dada una trayectoria deseada en las configuraciones
q4(t) podemos encontrar los inputs z;(t), zjx(t), tales que r(t) es exactamente
qq(t). Por el teorema de promediado sabemos entonces que ¢(t) serd como
q4(t) en una escala temporal O(1) salvo errores de O(e). Més atin, bajo ciertas
condiciones podemos asegurar un seguimiento de ¢4(¢) durante una escala de
tiempo mayor [24, 34]. Este resultado puede extenderse a la clase general de
sistemas mecdanicos introducida en la Seccién 3.
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EJEMPLO 10 Mostramos el funcionamiento de la ley de control anterior en el
modelo de una avioneta (véase la Figura 8) que modelamos como un cuerpo
rigido plano sobre el que actiia una fuerza vertical hacia abajo representando
la gravedad. El espacio de configuraciones estd dado por SE(2) y una con-
figuracién (z, z,0) representa la posicién del centro de masas y orientacién
de una de las alas con la horizontal. Las fuerzas de control constan de una
perpendicular f; al cuerpo del avién compensando la gravedad y un par de
fuerzas acopladas fo en las alas para cambiar la orientacién del sistema. Las
ecuaciones del sistema son:

& = vy cosf — v, sind, Uy = (—k1/m)vy — gsind + v,w + (1/m) f1,
2 = vz sinf + v, cos b, 0, = (—ka/m)v, — g(cosh — 1) — vyw + (1/m) fa,
0=w, w=(—ks/m)w+ (h/J)f2.
Aqui, h es la distancia del centro de masas al extremo del ala, m y J son
la masa y momento de inercia, respectivamente. En este caso no hay ligaduras

en las velocidades del sistema y tenemos un término de disipacion descrito por
los coeficientes ki, ko, k3.

wi +myg

Figura 8: Modelo de una avioneta y comparacién de trayectorias

En la grafica de la Figura 8 (derecha) podemos ver el resultado del segui-
miento de una trayectoria en (x(t), z(t),6(t)) tras aplicar el esfuerzo descrito
arriba con los valores m = 20, J = 10, h = 5, k1 = 12, ky = 11, k3 = 10.
Vemos aqui que el sistema oscila alrededor de la trayectoria deseada para dis-
tintos € = 0.1, 0.05, 0.01 y que el error decrece de acuerdo con el teorema de
promediado. Para otros ejemplos véase [5, 24, 25].

5.3 . OSCILACIONES (SUBOPTIMAS) DE MAGNITUD INTERMEDIA

En las secciones anteriores hemos visto cémo distintos esfuerzos oscilato-
rios sirven para planificar el movimiento de los sistemas mecdnicos de control
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que hemos definido. Debido a las caracteristicas especiales de los inputs y de la
clase de sistemas, hemos podido realizar un anélisis exhaustivo de las trayec-
torias y disenar un esfuerzo preciso. Sin embargo, la aplicabilidad del espectro
de esfuerzos cubierto es limitada y, en algunos casos, podria convenir utilizar
una oscilacién con un orden de magnitud ni muy pequeno ni muy grande.
Precisamente, un problema para el que no se han desarrollado soluciones es el
obtener numéricamente primitivas del movimiento utilizando la informacién
geométrica disponible mediante el andlisis de controlabilidad. El trabajo que
resumimos a continuacion es un intento por explotar esta via con aplicacién en
el robot anguila REEL [9]. A diferencia de las dos aproximaciones anteriores,
prestaremos atencién al desarrollo de movimientos dptimos. Més informacion
sobre el tratamiento geométrico de los problemas de control éptimo puede
encontrarse en [11, 14].

Como se decfa en la Seccién 2, un sistema mecdnico de control puede
expresarse por

2= f(2)+ B(z)u, (8)

con z = (q,q). Tras considerar la simetria del sistema, podemos reescribir las
ecuaciones en términos de z = (¢~ 'g, p, ), donde p es el momento del sistema
y (g,7) son las variables de grupo y de forma [3]!4. Debido al acoplamiento
que es posible observar en las ecuaciones entre ¢~ 'g y 7 a través de p, se
puede deducir mediante herramientas pertenecientes al ambito de la Geometria
Diferencial’®, que un movimiento ciclico en las variables de forma r(t) produce
un desplazamiento neto en las variables de grupo g¢(t). Por ejemplo, en la
anguila robdtica esto se traduce en que actuando de manera periédica las
articulaciones (es decir, generando una onda viajera a lo largo de la anguila),
podemos conseguir un desplazamiento neto de la misma en el espacio.

Siguiendo esta idea, se pueden definir primitivas del movimiento para
una subclase de sistemas mecanicos con simetria. En particular, para anguila
robotica se han podido encontrar los inputs que generan los movimientos bési-
cos de moverse hacia delante, rotar alrededor de la posicion inicial y moverse
de manera paralela. Por otro lado, entre todos los controles que alcanzan estos
objetivos, es légico querer seleccionar aquellos que suponen un menor gasto
energético. Es decir, si

T =3 /0 W2(t)dt, (9)

representa la «cantidad de energia consumida» por el sistema tras aplicar cier-
tos tnputs u en un tiempo 7', entonces queremos resolver el siguiente problema
de control éptimo.

HME] término g~ ¢ es la velocidad reducida en T.G y por eso necesitamos més variables,
las dadas por p, para completar nuestro sistema de ecuaciones.
'5Como la llamada conexién mecdnica [2].
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OCP I. Sean z y zf estados iniciales y finales para el sistema (8). Determinar
los inputs de control u,(t) que generan una trayectoria z.(t) de (8) tal que
2(0) = zp, 2(T) = 2zr, y que minimizan el funcional (9).

En lugar de resolver este problema directamente, se pueden buscar soluciones
subdptimas que aproximan las de OCP 1. Ya que J(u) se corresponde con la
norma de u en La([0, T]; R™), podemos reformular nuestro problema en térmi-
nos de una base ortonormal {e;(¢)}°, de Lo(]0,7];R™). Es decir, utilizando
que para cada u € Ly([0, T]; R™) existe un tinico elemento (a;)$°; € Iy tal que
u=> .2, ae;, el problema OCP I puede reescribirse como sigue:

OCP II. Sean zy y 2t estados inicial y final, y las ecuaciones
o0
= f(2)+B(u,  ut) = aelt),
i=1

determinar o € Iy de coste minimo, J(a) = Y 5%, a? = ||a?, tal que la
solucién de la ecuacién desde zg alcanza zr al cabo de tiempo T

Por el teorema de aproximacién de Riesz, se puede tratar de aproximar
numéricamente las soluciones del truncamiento de OCP II a los primeros
N elementos de la base de Lo([0,T],R™). A partir de aqui, podemos definir
un algoritmo numérico para aproximar las soluciones del problema truncado
basandonos en ideas de programacién cuadratica y en el método de Newton-
Raphson. Como candidatos para la condicién inicial, tenemos las secuencias de
inputs correspondientes a una primitiva del movimiento y obtenida mediante
un andlisis geométrico previo.

En el ejemplo de la anguila, se toma la base dada por {sennt,cosnt}>2 ,,
donde los modos que juegan un papel predominante son los que corresponden
a los primeros elementos de esta base. Como condiciones iniciales, tomamos
los inputs que generan cada una de las primitivas del movimiento mencionadas
antes. Las Figuras 9 y 10 muestran algunas de las simulaciones obtenidas asi y
comparadas con los movimientos que resultan de aplicar en la plataforma
robética los inputs correspondientes.

6 . CONCLUSIONES

Este articulo muestra como ciertas herramientas matemaéticas del &mbito
de la Geometria Diferencial y del Analisis Matematico pueden resultar muy
utiles en el campo de la Teoria de Control y de la Robdética. Aunque la clase
de sistemas que hemos incluido aqui modelan un conjunto amplio de vehiculos
autémonos y sistemas robdticos, ésta no cubre la totalidad de los sistemas no
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Figura 9: Comparacién entre una onda viajera (a trazos) y la solucién subdpti-
ma (linea sélida) del movimiento hacia delante de la anguila generando mo-
mento. Los costes son respectivamente J = 3.45 7 = 2.9. En este caso no se
aprecia mucha diferencia entre los dos tipos de solucién. En el gait de giro sin
embargo se aprecia una mejora mucho més sustancial [9].
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1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6
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Figura 10: Comparacion de la onda viajera de la Figura 9 con datos experimen-
tales. En este caso el resultado experimental estd de acuerdo con el esperado
de la simulacién. Sin embargo, el modelo todavia tendria que mejorarse para
incluir los efectos de inercia del agua cuando la anguila gira [9)].

lineales con deriva no nula, para los que permanecen muchas cuestiones abier-
tas. Otros esfuerzos no descritos aqui desde la Geometria Diferencial para el
tratamiento de los sistemas de control no lineales incluyen la platitud diferen-
cial o «differential flatness» [16] y el control basado en la pasividad [32, 38].
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Ver también el tratamiento introductorio de [17, 30] y [5] para profundizar més
en la Teoria Geométrica del Control. Por otro lado, la investigaciéon actual en
este campo se orienta hacia el andlisis y modelado de sistemas més complejos
que pueden requerir descripciones con PDEs (robots voladores, o a pequena
escala) o con «sistemas hibridos» descritos por varios sistemas de ecuaciones
diferenciales que rigen la evolucién del mecanismo en intervalos de tiempo dis-
tintos (robots con patas, coordinacién de redes de sistemas) [6, 33, 35]. Otras
areas en las que es posible y necesaria una colaboracién interdisciplinar entre
ingenieros y mateméticos se describen en [28].
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