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Resumen

El diseno de las actuales y futuras misiones a Marte requiere el estudio de distin-
tos tipos de érbitas que pueden ser empleadas en funcién del propésito cientifico que
se persiga. Para su analisis, asi como para su posterior control, es necesario dispo-
ner, entre otras herramientas, de teorias analiticas que describan, con precisién, el
movimiento orbital en torno a Marte.

En el presente trabajo abordamos la construccion de varias teorias analiticas que
describen el movimiento de un satélite orbitando en torno a Marte perturbado por
los arménicos zonales Ja, ..., Jg. Para ello se han aplicado dos transformaciones
de Lie, las eliminaciones de la paralaje y del perigeo, y finalmente el método de
Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky que completa la integracién del problema.

Estas teorias han sido aplicadas a condiciones iniciales que determinan érbitas
de baja altitud. Para estos valores hemos obtenido, con una teoria de tercer orden,

un error maximo en distancia de 400 metros en un mes, en el peor de los casos.

Palabras clave y expresiones: Satélites artificiales, 6rbitas marcianas, teorias

analiticas.
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1 Introduccién

Marte es uno de los principales objetivos de la comunidad aeroespacial. Desde 1965,
cuando la Mariner 4 realizé el primer vuelo con éxito sobre Marte, el hombre ha sonado

con la conquista de este planeta. La determinacion precisa del campo gravitatorio, el



estudio de la topografia, el analisis de la estructura atmosférica, etc., dependen de las
misiones que se puedan realizar a este planeta. Actualmente, dos satélites, el Mars Global
Surveyor y la Mars Odyssey, estan proporcionando numerosos datos cientificos sobre el

planeta, y otros como la nave Europea Mars Express se les unira en breve.

El objetivo final que se persigue, el envio de misiones tripuladas a Marte, obliga a
seleccionar 6rbitas con una determinacion precisa [6]. Estas 6rbitas, que seran recorridas
durante un periodo de tiempo entre uno y dos meses, serviran de soporte vital para la
tripulacién que descienda al planeta y finalmente, como punto de partida para el viaje de
regreso a la Tierra. Por ello su preciso conocimiento es muy importante en la planificacién

de la misién.

El interés del Centre National D’Etudes Spatiales (CNES, France) en esta clase de mi-
siones, junto con la experiencia del Grupo de Mecénica Espacial (GME) de la Universidad
de Zaragoza en la construccion de teorias analiticas de satélites artificiales terrestres, nos
llevo a colaborar en la obtencién de una teoria analitica para un modelo zonal hasta el
grado seis. El requisito que debia cumplir el modelo es que el error maximo en distancia
no exceda un kilémetro en el transcurso de treinta dias. Ademads el modelo debia ser

valido para el rango de condiciones iniciales incluidas en la tabla 1:

a (km) | e i lw | Q|1

3700 | 0.0001 | 40° | 0° | 20° | 0°

4350 | 0.01 45°

5000 | 0.1 20°

0.15

Tabla 1: Condiciones iniciales para satélites en torno a Marte.

La aplicacién eficiente de las técnicas de integracion de problemas perturbados exige
la correcta ordenacién asintética de los términos del hamiltoniano del problema (ver [15]).
Teniendo en cuenta esta premisa se realiza, en primer lugar, un estudio de la magnitud
relativa de cada término del potencial marciano que permite ordenar el hamiltoniano en

la forma adecuada.

La integraciéon del problema se ha realizado mediante la aplicacién sucesiva de dos

transformaciones de Lie, clasicas en el movimiento orbital: las bien conocidas eliminacién



de la paralaje [5] y eliminacién del perigeo [3]. La aplicacién de estas dos transforma-
ciones reduce el problema a un grado de libertad, y éste puede ser expresado, después
del adecuado cambio de variables, como un oscilador armoénico perturbado. El método de
Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky [4, 8] permite integrar totalmente el problema y comple-

tar el modelo.

Los valores numéricos del potencial marciano han sido tomados del Goddard Mars
Model 2B (GMM-2B), que es un modelo de orden y grado 80 obtenido a partir del
seguimiento del Mars Global Surveyor desde Octubre del ano 1997 hasta Febrero del
ano 2000 (ver [9]).

La aplicacién del software ATESAT, [1, 13], para la generacién automatica de teorias
analiticas del movimiento de un satélite artificial, nos ha permitido obtener los modelos de
orden dos y tres aplicando los métodos antes descritos. De la aplicacién de estos modelos
al conjunto de elementos orbitales de la tabla 1 se deduce que el modelo de orden dos
no cumple los requerimientos de error deseados, pues éste llega hasta los 7 kilémetros en
algin caso. Sin embargo, el modelo de orden tres nos da un error siempre menor que 400

metros y, en algunos casos del orden de los 10 metros.

2 Ordenacion del Hamiltoniano

El modelo de potencial considerado es un modelo zonal de grado seis, por lo que el

hamiltoniano se escribirda como

1, ©? pooSp o\ ,
H—2<R +7“2> —T+Z<T> JnPp(senisend). (1)

n=2 r
Para poder aplicar el método de Lie-Deprit, es necesario expresar dicho hamiltoniano
como una serie de potencias en funcién de un pequeno parametro e. Con objeto de obtener

la ordenacién adecuada, debemos obtener el valor maximo, en valor absoluto, de cada una

de las expresiones que forman H, es por ello que definimos (ver [15])

H}? = |HK|7
poc” ,
(Jon - anJrl(l _ e)nJrl pn(z)lJn|’

con p,(i) definida de la siguiente forma:

m
|Po(seni)|, sisenie |J [z, 244],
pn(i) — j=1+2m-n
|P(zy)|,  siseni € (vg,x)), conk=1,...,m,
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Figura 1: Division del espacio de fases para el caso de Marte.

donde m = [n/2] y z; > x; > 0 tales que P, (z;) = 0y [Py(2})| = [Pu(r;)| para

j=1....m; x4 =1y x;=0.
De esta manera, teniendo en cuenta que el término de mayor magnitud es el kepleriano,
y el siguiente el generado por el achatamiento marciano, consideraremos como valor del
pequeno parametro,
o 2
_ HY, 2c

- 3P2(1)]J2].

‘T He T 21—

Siguiendo las ideas de Segel [14] y Meyer [10], al término factorizado por J,, le corres-

ponde aparecer a orden j si satisface la condicion

O
Kt < E < Ké
—_— HO p— )

K

donde K es una constante positiva. Teniendo en cuenta las propiedades de la funcion

logaritmo, la condicién anterior puede expresarse también como

o

H
—0 <1 < j+1-96
J _OggH SJ+ )

O
K

donde § = —log, K.

Con estas condiciones, hemos realizado el estudio de los érdenes adecuados para cada
término del potencial, evidentemente, el término kepleriano aparecera a orden cero, mien-
tras que el factorizado por J, lo hard a primer orden, en cuanto al resto, la region gris de
la figura 1 se corresponde con la zona en la cual todos los términos factorizados por J3

hasta Jg se sitiian a segundo orden.

La parte en negro de la figura corresponde a la regién del espacio de las fases para la
que queremos obtener el modelo orbital, por lo que se hace evidente que el hamiltoniano

puede expresarse en este caso en la forma



en

n>0 """
donde o2
i
H() - %(Rz‘i‘?ag)—r,
A
H, = " ;) J3 Py(s sen?),
(3)
6 n
Hy, = ZH(Q) JrP,(s senf),
= \r

H, = 0, k>3,

siendo J5 = Jo /€, J* = 2J,/€*, mientras que s representa el seno de la inclinacién.

3 Teoria Analitica

La integracion se realiza comenzando por la simplificacion clasica del hamiltoniano del
satélite consistente en la eliminacién de la paralaje y del perigeo por medio de dos trans-
formaciones de Lie sucesivas. Con objeto de conseguir una integracion en forma cerrada
y evitar las singularidades en la inclinacién y la excentricidad se ha evitado el uso de
la normalizacién de Delaunay y se ha sustituido por el método de Krylov-Bogoliubov-
Mitropolsky (KBM) [2] que ha sido sistematizado mediante el uso de transformaciones de

Lie no canénicas [12].

3.1  Eliminacion de la paralaje

" con

Esta transformacién (cuyos detalles pueden verse en [5]) reduce las potencias 7~
n > 2 a la forma r=2, a la vez que elimina, formalmente, la variable §. En realidad no
elimina variable alguna, sino que traslada la dependencia de ésta a las variables de estado
C =ecosgy S =eseng. Unos de los efectos méds importantes de esta transformacién es

la reduccién del nimero de términos que apareceran en las transformaciones posteriores.

3.2 Eliminacion del perigeo

En esta segunda transformacién (ver [3]) se elimina totalmente al argumento del perigeo,
obteniéndose un intermediario radial de un grado de libertad. Esta transformacion se
caracteriza, por un lado, por la aparicion explicita de la inclinacion critica, singularidad
esencial del problema. Por otro lado, la funcién generatriz de orden n se obtiene en dos

partes, la primera al completar el orden n de la transformacion, y la segunda en el orden



orden Hii Hpar Hper Woar Woer
0 4 4 2 - -
1 3 2 2 7 24
2 25 53 27 542 125
3 0 117 286 1288 4372

Tabla 2: Numero de términos de hamiltonianos y funciones generatrices.

Paralaje r 0 v R ® N
Directa 363 1057 530 315 494 1
Inversa 363 1059 530 315 494 1

Perigeo r 0 v R © N
Directa 2673 5806 2117 2501 2073 1
Inversa 2673 5806 2117 2501 2073 1

Tabla 3: Numero de términos de las transformaciones (segundo orden).

siguiente. Por ello una teoria completa de orden n exige llegar en los calculos hasta el

orden n + 1, lo que aumenta considerablemente el niimero de cédlculos a realizar.

Las tablas 2, 3 y 4 muestran el niimero de términos de los hamiltonianos, funciones
generatrices y transformaciones directa e inversa, tanto de la eliminacién de la paralaje

como del perigeo hasta el tercer orden.

3.3 Integracion mediante el método KBM

Una vez aplicadas las dos transformaciones anteriores, el Hamiltoniano H tendra la forma

Paralaje r 0 v R S} N
Directa 2056 5000 4738 1988 3057 1
Inversa 2052 4981 4610 1989 3034 1

Perigeo r 0 v R e N
Directa 83410 155376 81893 80156 66322 1
Inversa 83294 154769 81435 79915 66322 1

Tabla 4: Numero de términos de las transformaciones (tercer orden).
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lo que demuestra que los momentos © y N tienen un valor constante y por tanto 6 y v se

obtienen mediante dos cuadraturas.

Combinando las dos primeras ecuaciones de Hamilton que nos dan la variacién de r
y R con respecto al tiempo obtendremos una ecuacién diferencial de segundo orden. Si

aplicamos a esta ecuacién el cambio de (r,t) a (u, f) definido por las expresiones

1 pu df
= Ter Ta =
obtenemos una ecuacién de la forma
d?u du
=z — Fn Foo(u,v) =0, v=—, 4
e + w?u = F(u,v;e) n§>0 o(u,v) 0.0(u, v) v i (4)

que corresponde a un oscilador armoénico perturbado.

El método de Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky (KBM), que puede verse en detalle en
[4, 8], demuestra que la solucién de la ecuacién (4) se puede expresar a través de un

desarrollo asintético en la forma

n

u = Ze—‘un(é,z/}), Uug = 0 cosp, (5)

n>0 1

donde cada u,(d,1) es una funcién 2r—periédica en 1), y la variacién de d y 1 con respecto

al tiempo viene dada por

5-— E: 5, ﬂ) 2: AOZZO, <BOZZW. (6)

n>0 n>0

Las funciones A,,, B, se obtendran a partir de las relaciones

(ﬁ(Uﬁ)

-An::'_ 5 fiz::_ s
2wd

2w

mientras que las funciones u,, vienen dadas por un desarrollo de Fourier cuyos coeficientes

son

_ Cj(Un)
w(1 = j2)

sj(un) =



donde ¢;(f) y s;(f) representan respectivamente los coeficientes de cos ji y sen ji en el

desarrollo en serie de Fourier de f(v)).

Para completar el método, necesitamos obtener los valores de u,v a partir de los de
0,1 en el instante inicial. Para ello debemos invertir las series correspondientes a u y v.
El algoritmo de inversién de transformaciones de Lie no puede ser aplicado directamente
puesto que el orden cero de las expresiones no son las nuevas variables sino funciones de
éstas. Para aplicar el algoritmo de inversion, se definen C'y S como C = dcosyp y S =
dsent, de tal forma que, combinando las propiedades de los polinomios de Chebyshev?

junto con las expresiones de 9, cost y sen en funcion de C'y S, se obtiene que

L) sennw—_—SU (L
el ~Voore oo re

Aplicando estas relaciones obtenemos finalmente

cosnp = T, ( ).

€" €"
u=C+> —u,(C,5), v=5+> —uv,(C,59),
"0 n! w30 n!
expresion a la que puede ser aplicado el algoritmo de inversion, obteniendo las expresiones

de C, S y en consecuencia, ¢, en funcion de u,v.

Nuestro problema queda ahora practicamente integrado, sin embargo, todavia nos falta
deshacer el cambio de variables y tiempo que hemos realizado para alcanzar la ecuacion
del oscilador. Para ello, tendremos en cuenta la relacién existente entre los dos tiempos ¢

v f
n;0dt = r’df. 9)

Podemos aplicar, ahora, un cambio idéntico al de la transformacion de la anomalia ver-

dadera a la anomalia excéntrica en el problema de dos cuerpos no perturbado

vV1—e2senF cosFl —e

sen f = v cos f =

donde f y F representan ahora las anomalias generalizadas. De ese cambio, se obtiene

facilmente
V1 = &2
L:a(l—ecosE), df:—edE.
1+ecos f 1—ecosE

El cambio anterior nos permite integrar (9), obteniéndose la llamada ecuacién de
Kepler generalizada en la forma
k
€
n(t—T)=FE—esen £ + ]Z% H}-k(E’f)’

que, como puede observarse, depende simultaneamente de las dos anomalias F' y f.

Leosnip = T, (cos 1), senny = sen ) U, _1(cost).



4 Resultados Numéricos

Para el andlisis de las 6rbitas de satélites marcianos hemos creado tres teorias diferentes:
Z6PPKB,, Z6PPKB;, Z6PPKB} [11]. El subindice indica el orden de la teorfa. Las dos
teorias de tercer orden difieren en la forma en que han sido generadas. En el caso Z6PPKB;
se ha generado usando el valor numérico de los coeficientes del potencial, mientras que en
los otros dos casos se ha usado la expresion simbdlica y sélo en el momento de calcular

efemérides se ha sustituido ésta por su valor numeérico.

En la tabla 5 se muestra el tamano del programa de evaluacién generado en los tres
modelos diferentes, asi como el tiempo de calculo de la posicién del satélite para cada

instante de tiempo.

Modelo Tamano (unidades) Tiempo (punto x segundo)
Z6PPKB, 10656 0.127
Z6PPKB;3 90378 1.758
Z6PPKB; 35698 1.448

Tabla 5: 1 unidad = 512-bytes. UltraSPARC I a 167 MHz.

La precisién obtenida con las teorias Z6PPKBj3, Z6PPKB} es la misma, pero, como
puede observarse, hay un ahorro considerable en el tamano del programa generado para
el modelo Z6PPKB;] frente al del modelo Z6PPKB3;, ademés de un ahorro en tiempo de
ejecucion mas notable cuanto mayor sea el nimero de puntos a evaluar, aunque, evidente-
mente, el segundo modelo nos permitiria modificar el valor de los coeficientes del potencial
en el caso de ser necesario. De hecho, esta misma teoria es igualmente valida para el caso
terrestre sin mas que cambiar el fichero con los coeficientes del potencial de Marte por los

de la Tierra.

El estudio del error numérico fue realizado comparando los resultados de los modelos
con una integracién numérica obtenida mediante un método numérico de integracion

Runge-Kutta de orden ocho y trece etapas [7].

Las tablas 6 y 7 muestran el error maximo, en kilémetros, cometido a lo largo de 30

dias en las teorias de segundo y tercer orden.

Como se podia esperar, los errores son menores para el modelo a tercer orden, con-
siguiéndose para dicho modelo una precisién superior a la requerida por el CNES, ya que
el error, a lo largo de los 30 dias, se mantiene por debajo de los 400 metros en el peor de

los casos y llegando en algiin caso a estar por debajo de los 10 metros.



0.0001 0.01 0.1 0.15
3700 40 3.274  3.323 3.992 4.517
3700 45 4.662 4.681 5.161 5.745
3700 50 6.389 6.368 6.691 7.282
4350 40 1.708 1.706 1.788 1.924
4350 45 2375 2363 2411 2.572
4350 50 2956 2.943 3.036 3.253
5000 40 0.905 0.900 0.908 0.952
5000 45 1.220 1.214 1.234 1.301
5000 50 1.453 1.453 1.530 1.641

Tabla 6: Error en distancia, medido en kilometros, obtenido con la teoria de segundo

orden.

0.0001 0.01 0.1 0.15
3700 40 0.048 0.049 0.054 0.058
3700 45 0.065 0.063 0.049 0.040
3700 50 0.123 0.127 0.207 0.305
4350 40 0.022  0.022 0.024 0.025
4350 45 0.031  0.030 0.020 0.012
4350 50 0.046 0.047 0.074 0.109
5000 40 0.011 0.011 0.011 0.011
5000 45 0.014 0.014 0.010 0.008
5000 50 0.017 0.018 0.028 0.042

Tabla 7: Error en distancia, medido en kilémetros, obtenido con la teoria de tercer orden.
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