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El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta,
en cada uno de los nimeros de LA GACETA, alguna cuestion ma-
temdtica en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un
papel destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna
(sin otros méritos que su interés y sin otros recursos que su mejor
voluntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pdginal) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO . . .

... presentamos la primera parte de un extenso articulo del profesor Gémez
Pardo, de la Universidad de Santiago de Compostela. Si el prof. Tena Ayuso
se centraba en esta misma columna, hace un ano (LA GACETA 3.3) en los test
de primalidad y en su importancia para los sistemas criptograficos, el prof.
Gomez Pardo aborda ahora otra cuestién no menos interesante: ;Cuédntos
primos hay? El texto de su articulo conjuga, de un modo extraordinariamente
ameno y asequible, las reflexiones matemadticas, las anécdotas histéricas, los
célculos y experimentos (al alcance, en muchos casos, de cualquier lector que
se anime a desarrollarlos por si mismo) con el programa Mathematica . ..

Aspectos computacionales de los niimeros primos (I)

por

José Luis Gémez Pardo

La importancia de los niimeros primos es conocida desde la antigliedad
y arranca del llamado ‘Teorema fundamental de la aritmética’, segin el cual
todo entero (positivo) es producto de nimeros primos en forma tnica (salvo
el orden). Por eso se ha dicho que los nimeros primos son como los bloques a
partir de los cuales se construyen todos los niimeros enteros y, en cierto sentido,

!Tomés Recio. Departamento de Mateméticas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Cantabria. 39071 Santander. recio@matesco.unican.es
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el estudio de estos ultimos se reduce al de los primos. El teorema fundamental
de la aritmética estd ya contenido en los ‘Elementos’ de Euclides, publicados
hacia el ano 300 a.C. En los Elementos también aparece otro resultado que es
aun mas basico: existen infinitos niimeros primos.

Estos dos resultados, aun siendo muy importantes, estan lejos de despejar
todas las incégnitas sobre los nimeros primos y, como ocurre a menudo en
matematicas, dan lugar a muchos problemas, algunos de ellos muy dificiles y
que permanecen sin resolver hasta la fecha. En estas notas pasaremos revista a
algunos de esos problemas, poniendo énfasis en sus aspectos computacionales
y utilizando Mathematica como lenguaje para programar algoritmos y realizar
experimentos. La versiéon de Mathematica utilizada es la 4.0 y algunas de las
funciones que se manejan no funcionan en versiones anteriores. No es necesario
tener acceso a Mathematica para poder leer estas notas, pero un conocimiento
bésico de su lenguaje de programacién se puede adquirir, por ejemplo, en [6],
o bien consultando The Mathematica Book de S. Wolfram, que viene incluido
en el propio paquete. También en [3] hay un apéndice que puede servir para
adquirir estos conocimientos béasicos.

El problema genérico que vamos a abordar aqui es el de tratar de dar
respuesta a la pregunta: ; Cudntos primos hay? El interés de la respuesta no es
puramente académico, pues la cuestion planteada tiene, también, una conside-
rable importancia practica que se hard patente al estudiar “primos grandes”
en la segunda parte de este articulo, que se publicard préximamente.

Aparentemente, la demostracién de Euclides de que el nimero de primos
es infinito ya responde a esta pregunta. Incluso si consideramos el concepto
de cardinal, que se usa en teoria de conjuntos para clasificar a éstos segun
su ‘tamafno’, vemos que el problema esta, en este sentido, resuelto: todos los
subconjuntos infinitos de N son numerables y por tanto el de los niimeros
primos lo es también.

Sin embargo, esta respuesta no es completamente satisfactoria si queremos
saber ‘como es de grande’ el conjunto de los nimeros primos en comparacion
con el conjunto de todos los niimeros enteros. Para ilustrar lo que puede ocu-
rrir, consideremos el conjunto de los cuadrados perfectos 1, 4, 9, 16 ... y pre-
guntémonos si estos son méas o menos abundantes que los primos. Una forma
de valorarlo consiste en considerar la suma de sus inversos. Euler demostrd
que la serie

114+1/44+1/9+1/16 +1/25 + ...

converge a 72/6. El hecho de ser finita esta suma nos dice que el conjunto
de los cuadrados perfectos es, en cierto sentido, ‘pequeno’ en comparacion
con el de todos los enteros positivos. En efecto, si se considera la suma los
reciprocos de los enteros positivos, se obtiene la denominada serie armonica,
que es divergente de modo que, como cabia esperar, el conjunto de todos los
enteros positivos es ‘grande’ en este sentido. La pregunta natural es, pues, la

siguiente: ;La serie
> Up

p primo
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es convergente o divergente?

La respuesta la dio Euler en 1737, al demostrar (aunque de modo poco
riguroso) que la suma de los reciprocos de los primos diverge (cf. [14], que
usaremos como referencia general sobre numeros primos, junto con [5, 12,
17, 18]). Esto podemos interpretarlo en el sentido de que el conjunto de los
primos es ‘grande’ y los primos son mucho més abundantes que, por ejemplo,
los cuadrados perfectos.

Con Mathematica podemos observar que la suma de los reciprocos de los
primos diverge muy lentamente, por ejemplo:

Sum[1./Prime[n], {n, 1, 1000000}]
3.06822

muestra que la suma de los reciprocos del primer millén de primos es poco
mayor que 3. De hecho, se estima que la suma de los reciprocos de todos los
primos calculados por todos los ordenadores existentes, es aproximadamente
4 y no va a aumentar sustancialmente en el futuro inmediato.

Lo anterior nos da la idea de que los primos son “relativamente abundan-
tes” entre los enteros positivos, pero esto es demasiado vago y, naturalmente,
los matematicos intentaron obtener informacién més precisa sobre el tamafio
del conjunto de los primos. Por eso, la pregunta natural, que fue planteada
explicitamente en el libro famoso [11] de G.H. Hardy y E.M. Wright, publicado
por primera vez en 1938, es la siguiente:

¢ Eziste una férmula para el n-simo numero primo?

Lo que se pedia era encontrar una expresién para el primo n-simo p,,, en
términos de n, mediante funciones que sean “computables” en el sentido de
que proporcionan un algoritmo eficiente para calcular p,, en la practica. Aun
interpretando el término “férmula”, en su sentido méas amplio, como un “algo-
ritmo”, los existentes (como el implementado en Mathematica por la funcién
Prime, que hemos utilizado antes) no cumplen las condiciones requeridas y su
valor practico es nulo cuando n es grande (no permiten calcular, por ejemplo,
P10%0)-

El método mas evidente de determinar p,, consiste en generar la lista de
todos los primos < que un entero conveniente x, de modo que x sea suficien-
temente grande como para que dicha lista contenga al menos n primos y, a
continuacion, contarlos para determinar cual es el que ocupa el lugar n. La
lista de los primos < x puede construirse usando un algoritmo que ya era
conocido por Eratdéstenes de Cyrene, un matemdtico griego que vivio entre
el 276 y el 194 a.C. La criba de Eratdstenes comienza escribiendo la lista de
todos los enteros positivos entre 2 y x. El primer nimero de la lista (el 2) es
primo y, en el primer paso, marcamos todos los ntimeros de la lista que son
multiplos de 2 pero distintos de 2, lo cual se hace saltando las posiciones de
dos en dos. El primer entero después del 2 que no ha sido marcado (el 3) tiene
que ser primo y, a continuacion, vamos saltando posiciones de tres en tres y
marcando asi todos los multiplos de 3 que son mayores que 3. Continuando de
esta forma, cada vez que se encuentra un nuevo primo, se marcan todos sus



652 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

multiplos mayores que él y se pasa al siguiente entero que no ha sido marcado,
el cual tiene que ser, de nuevo, primo. Cuando se llega a un primo mayor que
Vv, todos los enteros que quedan sin marcar tienen que ser primos, puesto
que eso significa que ninguno de ellos tiene un factor menor o igual que su raiz
cuadrada.

La criba de Eratostenes es, todavia hoy, el algoritmo més eficiente conocido
para generar la tabla de los primos < que un z dado. Su eficiencia proviene de
que al ir marcando multiplos de los niimeros que se van obteniendo, las 1inicas
operaciones aritméticas que se usan son adiciones y, ademas, no es necesario
alcanzar x sino que el proceso termina al sobrepasar /z. Pero si se quiere
probar con ella que un entero dado x es primo, requiere aproximadamente +/z
pasos, que son muchos cuando = es grande.

El principal inconveniente de la criba es que requiere mucha memoria y
para paliar este problema se pueden hacer algunas modificaciones. La mas evi-
dente —y que también contribuye a aumentar la rapidez del proceso— consiste
en descartar ya de entrada los nimeros pares como se hace en la implementa-
cién de Mathematica que damos a continuacién. Otra posibilidad que ahorra
mucha memoria consiste en no almacenar los niimeros impares menores que n
sino “unos” (que requieren menos memoria) en su lugar; més adelante utiliza-
remos este método para cribar intervalos de nimeros muy grandes.

Eratostenes[x_] := Module[{P = Rangell, x, 2], i = 3},
While[i"2 <= x,

If[PLLG + 1)/21] '= 1,

Do[P[[j1] = 1, {j, (i"2 + 1)/2, Length[P], i}]]; i = i + 2];
Prepend[Rest [Union[P]], 2]] /; x > 1

Por ejemplo, se obtiene inmediatamente la lista de los primos < 200:

Eratostenes[200]

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113,
127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181,
191, 193, 197, 199}

Sin embargo, para generar, por ejemplo, la lista de los primos comprendi-
dos entre 107 — 100 y 107 + 100, no tendria mucho sentido —aunque es posible
hacerlo— usar la criba de Eratéstenes hasta 107 4+ 100 y seleccionar los niimeros
mayores que 107 — 100, pues este proceso requiere mucha memoria y es muy
poco eficiente. Méas adelante veremos como modificar la criba para esta si-
tuacién, pero por el momento podemos utilizar para esto la funciéon PrimeQ
predefinida en Mathematica. Si esta funcién responde False, entonces el ar-
gumento es compuesto. Si responde True lo tinico que se puede decir es que es
extremadamente probable que sea primo pues existe la posibilidad tedrica de
que el nimero pueda ser compuesto, aunque no se conoce ningiin ejemplo con-
creto de este comportamiento. En la segunda parte de estas notas me referiré
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con més detalle al funcionamiento de esta funcién (que se sabe que siempre
proporciona la respuesta correcta cuando el argumento es menor que 10'6) y
también a los métodos existentes para demostrar la primalidad de un entero
grande. Para los experimentos sobre la distribucién de los primos que vamos a
hacer aqui, la funcién PrimeQ es perfectamente adecuada y, en los casos en que
se hace mencion explicita de primos concretos, estos lo son realmente, pues su
primalidad se ha demostrado usando otros métodos. Se tiene:

Select[10°7 - 100 + Range[200], PrimeQ]

{9999901, 9999907, 9999929, 9999931, 9999937, 9999943,
9999971, 9999973, 9999991, 10000019, 10000079}

obteniendo el resultado de forma inmediata. Obsérvese la diferencia entre el
ntmero de primos existente en los dos intervalos de longitud 200 que hemos
considerado, pues de 46 que habia en el primero se ha pasado a sélo 11 en el
segundo, lo cual, como veremos, no ocurre por casualidad.

Se puede usar la criba de Eratdstenes para obtener, por ejemplo, el pri-
mo “millonésimo”: Eratostenes[16*%1076] [[1076]] = 15485863, pero este
método es muy poco eficiente y, por eso, la criba de Eratéstenes no proporciona
una respuesta satisfactoria a la pregunta de Hardy y Wright. De hecho, ellos
ya aclararon que la formula buscada deberia de ser menos laboriosa que dicha
criba. Aunque se conocen métodos mas eficientes que la criba para calcular el
primo n-simo (por ejemplo, el implementado por la funcién Prime de Mathe-
matica, cf. [3], que nos dice rdpidamente que Prime [1000000] = 15485863),
la pregunta de Hardy-Wright todavia carece de una respuesta afirmativa sa-
tisfactoria, y no parece probable que vaya a tenerla.

Para determinar el primo n-simo mediante la tabla de Eratdstenes es ne-
cesario primero conocer un valor de = tal que el nimero de primos < z sea
mayor que n (pero no mucho mayor, para que el proceso sea lo més eficiente
posible desde el punto de vista computacional). Esto lleva a plantear la cues-
tién del tamano del conjunto de los nimeros primos de una forma ligeramente
diferente, mediante la pregunta:

¢ Cudntos primos hay menores que el nimero entero x?

Al ntimero de primos < z se le denota usualmente por 7(x) y el conoci-
miento preciso de w(z) sugiere la posibilidad de calcular p,, pues, claramente,
pn = min{z|r(z) = n} (o bien, si z es primo y w(z) = n, entonces = = p,).
Por tanto, conocer el valor exacto de 7(zx) seria practicamente equivalente a
responder afirmativamente la pregunta sobre el primo n-simo. Por eso, lo que
se busca no es una respuesta exacta sino solo aproximada, lo que es suficiente
para conocer como va variando la densidad de los primos al crecer .

Un problema que aparece al estudiar 7(x) es que la distribucién de los
primos es, en cierto sentido, muy aleatoria. En palabras del matematico Don
Zagier, en una conferencia pronunciada en Bonn, en 1975 [21]: ... los nidmeros
primos son uno de los mds arbitrarios y pendencieros objetos estudiados por
los matemdticos: crecen como semillas entre los numeros naturales sin que
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parezcan obedecer mds ley que la del azar, y nadie puede predecir donde brotard
el proximo.

Por ejemplo, hemos visto que entre los 100 enteros que preceden a 107
hay nueve primos, mientras que entre los cien siguientes a 107 sélo hay dos, es
decir, la densidad de primos del primero de estos intervalos es més de cuatro
veces superior a la del segundo. Por otra parte, consideremos el problema de
determinar el hueco (gap) entre dos primos consecutivos p, ¥ pnt1, que se de-
fine como g(pn) = Pnt1 — Pn- En Mathematica, el primo siguiente a un entero
dado se puede calcular mediante la funcién NextPrime, perteneciente al pa-
quete NumberTheory™ NumberTheoryFunctions™ que, para nimeros menores
que 10?0, es esencialmente equivalente a la funcién siguiente:

PrimoSiguiente[n_7IntegerQ] :=
NestWhile[# + 2 &, n + 1 + Mod[n,2], ! PrimeQ[#] &1/; n > 1

Utilizando PrimoSiguiente, podemos calcular los dos huecos entre tres primos
consecutivos, mediante la funcién:

DosPrimosSiguientes[n_] := NestWhileList[PrimoSiguiente,n,True,3]

que, aplicada a primos convenientes, proporciona los siguientes huecos:

DosPrimosSiguientes[1129]
{1129, 1151, 1153}

y, andlogamente, DosPrimosSiguientes[1357201] = {1357201, 1357333,
1357337} y DosPrimosSiguientes[7177162611713] = {7177162611713,
7177162612387, 7177162612393}, que nos muestran huecos de tamano 22,
132 y 674 seguidos, respectivamente, por huecos de tamano 2, 4 y 6. En el
ultimo caso vemos que el hueco precedente a 7177162612387 es més de 100 ve-
ces superior al siguiente. Aun maés llamativo es el hecho de que existen huecos
arbitrariamente grandes entre dos primos consecutivos, puesto que si n > 1,
entonces n! 4+ 2, n! + 3, ..., n! + n, son todos compuestos. En contraste, los
huecos més pequenos posibles entre primos (impares) tienen valor 2 y se pro-
ducen cuando p,4+1 — pr, = 2 en cuyo caso se dice que p, y Pp41 SON Primos
gemelos. La conjetura segun la cual existen infinitos primos gemelos recibe el
nombre de conjetura de los primos gemelos y, por diversas razones, alguna de
las cuales mencionaré mas adelante, esta extendida la creencia de que es cier-
ta. De ser asi, podemos apreciar claramente la enorme irregularidad existente
en la distribucion de primos en intervalos pequenos. El tamano de los huecos
crece arbitrariamente, pero no de forma regular pues, si existen infinitos pri-
mos gemelos, siempre es posible encontrar un hueco arbitrariamente grande vy,
después de él, uno del tamano minimo.

A pesar de todo esto, Zagier [21] dice lo siguiente: “.. los nimeros pri-
mos muestran una impresionante reqularidad, ... hay leyes que gobiernan su
comportamiento, y obedecen esas leyes con precision casi militar.”

é
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La explicacién de esta aparente contradiccién reside en el hecho de que
la irregularidad en la distribucién de los primos se circunscribe a cuando se
consideran solamente intervalos pequenos, mientras que, por el contrario, la
distribucién global de los mismos —es decir, la funcién 7(z)—, muestra, como
vamos a ver, una impresionante regularidad. Para hacerse una idea de como
va variando 7(x) podemos empezar por calcularla para valores pequenos de z,
siguiendo asi los pasos de Gauss que se dice que calculd todos los primos hasta
tres millones en intervalos de 1000 nimeros. Podemos definir la funcion:

PrimosHastal[x_] := Length[Eratostenes[x]]

que nos da, por ejemplo, PrimosHasta[1000000] = 78498, de modo que
m(1000000) = 78498. Pero es preferible usar la funcién PrimePi, incluida en
Mathematica, que es mucho més rapida para valores grandes de x pues no
necesita calcular, como habia hecho Gauss, todos los primos menores que .
Ahora bien, incluso con los algoritmos mas eficientes conocidos en la actua-
lidad, el valor mayor de m(z) que se ha podido calcular por el momento es
7(4-10%2) = 783964159852157952242 (en Marzo de 2001, por Xavier Gourdon
y el “Proyecto 7(z)”, una computacién distribuida en la que se puede cola-
borar a través de la pagina Web [9]) y no parece probable que en el futuro
inmediato se pueda calcular para valores mucho mayores de x. Esto, aparente-
mente, deja sin responder nuestra pregunta anterior pero hay que darse cuenta
que para obtener la respuesta no necesitamos conocer el valor exacto de 7(x),
sino solamente su valor aproximado, y observar como crece éste al hacerse x
grande. Con esta idea, podemos empezar por observar la representacién grafica
de este funcién para valores pequenos de z. El grafo de m(x) para < 100 se
puede obtener de la forma siguiente:

Plot [PrimePi([x], x, O, 100, PlotPoints -> 100, Frame -> True,
PlotLabel -> "w(x) para 0<x<100"]

m(x) para 0 <z <100
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El grafo anterior es bastante irregular pero si nos “alejamos” un poco
y consideramos los valores de x menores que 100000 podemos observar un
fenémeno interesante:

Plot[PrimePi[x], {x, 0, 100000}, Frame -> True,
PlotLabel -> "mw(x) para 0<x<100000"]

m(x) para 0 <z < 100000
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La irregularidad que se observaba en el primer grafo ha disminuido nota-
blemente y se aprecia una forma que sugiere la predecibilidad de m(z) para
x grande. De hecho, el grafo aparece ya practicamente liso: para Zagier, la
suavidad con la que esta curva crece es uno de los hechos mas asombrosos de
todas las matematicas. Podemos construir facilmente un programa que mues-
tra como crece, para x pequeno, el valor de z/7(z):

glx_] := List[x, PrimePi[x], x/PrimePil[x]];
Map[g, NestList[(#*10) &, 10.°4, 6]] // TableForm

con el resultado siguiente:

x m(x) =
10000 1229 8,1367
100000 9592 10,4254
1000000 78498 12,7392
10000000 664579 15,0471

100000000 0761455 17,3567
1000000000 50847534 19,6666
10000000000 455052511 21,9755
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Se observa que cada vez que x se multiplica por 10, el valor de z/7(x)
aumenta en 2,3 que es, aproximadamente, el logaritmo natural de 10. Esto
conduce a la conjetura razonable (que hicieron Gauss y Legendre a principios
del siglo XIX) :

e Para x grande, el valor de w(x) es, aprozimadamente, x/1lnx.

donde Inx = log,  denota el logaritmo natural de z.

Esto se confirmé en 1.896, cuando Hadamard y de la Vallée Poussin demos-
traron, independientemente, y usando fundamentalmente los métodos desarro-
llados por Riemann, el llamado Teorema del nimero primo, que proporciona
rigurosamente este valor. Para describir este teorema consideremos primero

dos funciones f, g, que toman valores reales positivos. Se dice que f(z) y g(x)

son asintdticamente iguales (o asintéticas) cuando lim, s % = 1. En este

x
caso se escribe f(z) ~ g(z) y la idea es que, entonces, g(x) es una buena
aproximacién de f(x) para x grande. Se tiene:

Teorema del nimero primo (TNP). 7(z) ~ z/Inx.

El teorema del nimero primo confirma la idea de que el conjunto de los
primos es un subconjunto “grande” del conjunto de todos los enteros positivos.
Chris Caldwell cuenta, en su excelente pagina Web sobre nimeros primos [4],
la anécdota de que recientemente alguien le envié un e-mail pidiéndole una
lista de todos los primos de no mas de 300 digitos decimales. Por TNP dicha
lista habria de tener aproximadamente 1,4 -10%?7 términos y, en consecuencia,
ino puede existir fisicamente!

El teorema del ntimero primo también da una respuesta aproximada a
nuestra pregunta anterior sobre el primo mn-simo. Si denotamos por p(n) la
funcién que al entero positivo n le hace corresponder el primo n-simo (de
modo que p(n) = py), entonces se tiene que p(n) ~ nlnn (cf. [20, p. 84]). De
hecho, esto es equivalente a TNP, aunque existen aproximaciones mejores), por
ejemplo p(n) ~n(lnn+Inlnn — 1), que es también consecuencia del teorema
del nimero primo.

La aproximacién de 7(x) dada por z/Inz es razonable (por ejemplo,
7(1022) = 201467286689315906290 y 1022 /In(10?2) ~ 197406582683296285296,
de modo que el error relativo para n = 10?2 es, aproximadamente, del 2%)
pero no es, desde luego, la mejor posible. Gauss, basdndose en las tablas de
primos que iba construyendo en sus “ratos libres”, conjeturd, en primer lugar,
cual deberia ser que la probabilidad de que un entero aleatorio grande x resulte
ser primo. Usando Mathematica podemos hacer un experimento, siguiendo sus
pasos, pero usando nuimeros mucho méas grandes de los que el podia manejar
a mano. Si hacemos

P = NestList[#°2 &, 10710, 4];
Q = Length[Select[# - 50000 + Range[100000], PrimeQ]] & /@ P

{4276, 2166, 1080, 510, 276}
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obtenemos el nimero de primos que hay en un intervalo de longitud 100000,
centrado en los nimeros 101°,10%°,10%°,108°, 1060, Se puede observar que al
elevar el nimero al cuadrado, es decir, al duplicar su tamano (o, en otras pa-
labras, su logaritmo), la densidad de primos se reduce, aproximadamente, a la
mitad. Esto sugiere que la probabilidad de que el entero aleatorio = resulte ser
primo es inversamente proporcional a su logaritmo. Més aun, si a continua-
ciéon comparamos la frecuencia relativa de primos en la proximidad de x con
el reciproco de su logaritmo, mediante

TableForm[Transpose [{N[P], Q/100000., 1./Logl[P]l}],
TableHeadings ->
{None, {"x", "Frecuencia relativa de primos", "1/1ln x "}}]

se obtiene el resultado siguiente:

x Frecuencia relativa de primos 1/Inz
1019 0.04276 0.0434294
10%0 0.02166 0.0217147
10%0 0.01080 0.0108574
1080 0.00510 0.00542868
10160 0.00276 0.00271434

Es facil apreciar la gran coincidencia entre ambos valores y por eso no re-
sulta nada sorprendente la conclusién a la que llegd Gauss: que la probabilidad
de que z resulte ser primo debe de ser, aproximadamente, 1/1In x.

De aqui dedujo que m(z) debia de ser aproximadamente la suma de pro-
babilidades 7(z) = > 5., -, 1. Esto conduce a la aproximacién z/Inz, con-
tando el niimero total de enteros desde 2 a z, que es aproximadamente x y
multiplicando por la mayor de estas probabilidades que es 1/Inx. Pero pa-
rece claro que de esta forma se ha simplificado demasiado y se obtiene una
aproximacion peor que la suma anterior o que la integral logaritmica:

. Todt

li(z) = —

2 ln t
de la cual dicha suma es una “suma de Riemann”. Por eso Gauss tomd como
aproximacién esta integral, que es asintética a 2/ In z, de modo que la conjetura

de Gauss es equivalente a TNP. Mathematica tiene la funcién LogIntegral

que representa la integral impropia fox l‘i—tt, de modo que podemos definir:

1i[x_7NumericQ] := LogIntegral[x]-LogIntegral[2]

Por supuesto, como LogIntegral[2] ~ 1.04516, la diferencia entre usar
cualquiera de las dos versiones de li(z) es minima y, desde luego, no afecta
a las estimaciones asintoticas.

Para hacernos una idea de la calidad de la aproximacién de 7(x) mediante
li(x) podemos usar PrimePi. Dado que la versién actual de esta funcién sélo
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calcula 7(z) para valores de x menores que 9 - 10'3, es conveniente completar
esta funcién anadiéndole los valores de 7(z) computados més recientemente
[9] para las potencias de 10 comprendidas entre 10 y 10?2. Llamando, por
ejemplo, PiPrima, a la nueva funcién asi obtenida, la comparacién de 7(z) con
li(z) (redondeada al entero més préximo), nos la da:

Lln_] := {N[n],PiPrima[n],Round[1li[n]],Round[1li[n]-PiPrimaln]]};
Map[L, NestList[(#*10°2) &, 10°8, 7]] // TableForm

El resultado es el siguiente:

x () li(z) li(z) — m(x)
108 5761455 5762208 753

1019 455052511 455055614 3103

102 37607912018 37607950280 38262

10™ 3204941750802 3204942065691 314889
1016 279238341033925 279238344248556 3214631
10'8  24739954287740860 24739954309690414 21949554

1020 2220819602560918840 2220819602783663483 222744643
10?2 201467286689315906290 201467286691248261497 1932355207

Se observa en la tabla que esta estimacién de m(x) es mucho mejor que
la dada por z/Inx pues ahora, aproximadamente, la primera mitad de los
digitos de 7(x) es dada correctamente por li(x); es decir, el error en este rango
no excede de /= (y, en particular, el error relativo para x = 10?2 ha descen-
dido al 9,59 - 10719%). La conjetura segtin la cual este error crece en forma
esencialmente proporcional a /z es el problema abierto més famoso de todas
las matematicas: la Hipdtesis de Riemann (HR). Para formularla de modo
més preciso es conveniente introducir la llamada “notacién O maytscula”. Si
f(n) y g(n) son dos funciones sobre los enteros con valores reales, se dice que
f(n) = O(g(n)) cuando existe un entero N y una constante ¢ > 0 tal que
|f(n)] < ¢-g(n) para todo n > N, donde | | denota el valor absoluto. La
idea es que, entonces, f es a lo sumo proporcional a g por lo que si g estd
bien elegida, su crecimiento asintético es el mismo que el de f. La Hipdtesis
de Riemann fue originalmente formulada por éste en términos de la “funcién
zeta”, ((s) =07, #, donde s = o + it es una variable compleja con parte
real o = R(s) > 1 y que puede ser definida por prolongacién analitica sobre
todo el plano complejo con una tnica singularidad, un “polo simple”, en el
punto s = 1, donde la funcién zeta se reduce a la serie armoénica que es diver-
gente. La funcién ( estd relacionada con los primos a través de la férmula del
producto de Euler ((s) = Hp(l —p~*)~!, donde p recorre los primos, y Rie-

mann descubrié que la distribucién de sus ceros (los s € C tales que ((s) = 0)
estd estrechamente relacionada con la distribucion de los niimeros primos. Los
ceros de la funcién ¢ son de dos tipos: los llamados “ceros triviales” (o ceros
reales), que son los puntos —2,—4,—6,—8,... , y los no triviales que, como
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ya observé Riemann, estdan dentro de la “banda critica” 0 < R(s) < 1 y son
simétricos con respecto al eje real (y también con respecto a la “recta critica”
R(s) = 1). La Hipétesis de Riemann es que todos los ceros no triviales de ¢(s)

se encuentran de hecho en la recta R(s) = 3 (donde se sabe que hay infinitos).
Para probar el teorema del nimero primo, Hadamard y de la Vallée Poussin
ya mostraron que no hay ceros en la frontera de la banda critica, puesto que
no hay ceros s con R(s) > 1. El término de error en la estimacién de w(z)
dada por li(z) estd relacionado con la existencia de una regién sin ceros en la
banda critica: cuanto mayor sea dicha regién, es decir, cuanto mas alejados
estén los ceros de la frontera, mas pequenio es este error. No se puede excluir
la posibilidad de que haya ceros extremadamente préximos a la frontera pero
el caso mas favorable se produce si, como conjeturé Riemann, todos los ceros
estan en la recta critica, lo que proporciona la siguiente estimacién, que es
equivalente a HR y expresa de forma precisa la observacion realizada a partir
de la tabla anterior, segtin la cual el término de error en la aproximacién de
7(x) dada por li(x) es poco mayor que /x:

Hipdétesis de Riemann. Para cualquier £ > 0, se verifica que 7(x) =
li(z) + O(x1/2+5).

Dado que lim,_, 4 lg—f = 0, se observa que Inz = O(z°) para cada ¢ > 0,

es decir, para x grande, la funcién logaritmica es menor que cualquier potencia
de x por pequena que sea. Por eso, el € que aparece en la estimacién anterior se
puede sustituir por la funcién logaritmica y, de hecho, tal como demostré Von
Koch en 1901 [14], la Hipdtesis de Riemann es también equivalente a m(x) =
li(x) + O(z'/? In x). La influencia de HR para la calidad de la aproximacién de
m(x) por li(z) se puede apreciar facilmente si se observa que, por ejemplo,

N[Li[107100], 47] =
4.3619719871407031590995091132291646115387572117x10797

lo cual nos da el valor de m(10'°°) con todos los digitos dados correctos si
suponemos que HR se verifica pues, en ese caso, el error al aproximarla por
1i(101%%) no excede de 10°L. Por el contrario, sin HR, sélo se sabe que dicho error
es menor que 3-10% [19] de modo que el tercer digito de la anterior expresién
ya podria ser erréneo (aunque esta cota podria mejorarse si se tienen en cuenta
los célculos recientes de ceros de la funcién ().

La Hipdtesis de Riemann ya figuraba en la famosa lista de problemas pre-
sentados por Hilbert en el Congreso Internacional de Matematicas de Paris
en el afio 1900. En efecto, el Problema 8 incluia los problemas sobre niimeros
primos entre los que éste era el mas importante. Cien anos después, y a pe-
sar de que los problemas de Hilbert tuvieron una importancia decisiva en el
desarrollo de las matematicas durante el siglo XX, HR sigue resistiendo to-
dos los intentos de demostrarla. En el ano 2000 un comité de matematicos
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de primerisima linea ha seleccionado, bajo los auspicios del “Clay Mathema-
tics Institute”, creado por el millonario norteamericano Landon T. Clay, los
Problemas del milenio que incluyen aquellos problemas que, a su juicio, seran
los méas importantes para el desarrollo de las matematicas durante el proximo
siglo XXTI (cf. http://www.claymath.org). El Instituto Clay ha instituido un
premio de un millén de délares por la resolucién de cada uno de los siete
problemas seleccionados que fueron anunciados en el “Millennium meeting”
en Paris apenas 100 afios después de la famosa conferencia de Hilbert. Por
supuesto que uno de ellos es precisamente la Hip6tesis de Riemann [2].

Un testimonio indirecto de la importancia y la dificultad de HR lo pro-
porciona un curioso episodio que se cuenta que ocurrié cuando G.H. Hardy
estaba haciendo una travesia en barco desde Escandinavia a Inglaterra. Dado
que Hardy tenia mucho miedo a lo que pudiera ocurrir en dicho viaje, decidié
contratar una poliza de seguros pero lo hizo de forma bastante inusual, escri-
biendo una postal a un amigo en la que decia: “He conseguido demostrar la
Hipotesis de Riemann”. Su razonamiento era que Dios no iba a permitir que él
pereciese en un naufragio y pasase falsamente a la Historia por haber resuelto
el problema matematico mas dificil. Ni que decir tiene que Hardy sobrevivid
al viaje.

Existen muchas razones para creer que la Hipdtesis de Riemann es cierta,
comenzando por la existencia de muchos resultados profundos de teoria de
numeros que son consecuencias de HR (o de alguna versién més general de la
misma) y que también pueden ser probados sin hacer uso de ella. Otras razones
a favor de HR incluyen argumentos heuristicos de tipo probabilista y también
la evidencia empirica obtenida bien a través del calculo directo de miles de
millones de ceros de la funcion € o bien a través del estudio de la distribucién de
los nimeros primos; un analisis detallado de todas estas razones se encuentra
en [2]. Sin embargo, hay que senialar que es peligroso hacer conjeturas sobre los
enteros tomando como base solamente datos experimentales. La tabla anterior
puede servir como ejemplo, pues se observa que en ella el valor de li(z) es
siempre mayor que el de m(x), es decir, la diferencia li(z) — w(x) es positiva.
De hecho, esto ocurre para todos los valores de x que han sido computados,
hasta # = 10%3. Esto podria hacer pensar que li(x) — 7(x) es positivo para
todo = y asi lo conjetur6 Riemann, pero Littlewood demostré en 1914 que
esta diferencia cambia de signo infinitas veces. Quiza ésta fuera una de las
razones por las que, a pesar de la evidencia experimental que él no aceptaba
como tal, Littlewood crefa (en 1962, cf. [7]) que la Hipétesis de Riemann era
falsa.

En un trabajo publicado en 1968, I.J. Good y R.F. Churchhouse [8] dieron,
siguiendo una idea de Denjoy, un argumento heuristico de tipo probabilista en
favor de la verificacion de la hipétesis de Riemann, que se puede resumir como
sigue. Consideremos la funcion de Mobius definida de la manera siguiente:

(n) 0 si n es divisible por un cuadrado # 1
pn) = (—=1)! sin=p;...p es producto de ¢ primos distintos
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Sea entonces M(z) = >, -, pu(n), la llamada funcion de Mertens. Si n es un

entero grande libre de cuadrados (es decir, p(n) # 0) no existe ninguna razén
especial para suponer que n deba tener un nimero par o impar de factores
primos y asi se podria considerar a p(n) como una variable aleatoria acota-
da cuya distribucién es simétrica en torno a 0. Si los valores de p(n) fuesen
independientes cabria esperar que |M (z)| no creciese demasiado y, de hecho,
se tendria por un resultado de teoria de la probabilidad llamado “desigualdad
de Hausdorff” o “estimacién de Hausdorff” que M (z) = O(z'/?%¢) para todo
e > 0. Pero es conocido que esto equivale a la verificacién de HR [5, Theorem
1.4.3]. Por tanto, si los valores de la funcién de M&bius que, por supuesto, es
completamente determinista, satisfacen la hipétesis de independencia anterior,
la Hipotesis de Riemann seria verdadera. Para dar fuerza a este argumento,
Good y Churchhouse calcularon los valores de la suma de p(n), con n reco-
rriendo intervalos de longitud 1000, y comprobaron que los datos obtenidos
proporcionaban evidencia de tipo estadistico en favor del modelo aleatorio
propuesto (los valores de la funcién u se obtienen de forma determinista pe-
ro, aparentan comportarse como si hubieran sido obtenidos aleatoriamente).
Ademas, calcularon el nimero de ceros de u(n) para n comprendido entre 1 y
33 - 10°. La probabilidad de que un entero n tomado al azar no sea multiplo

2
de p? es B p;l y, si las condiciones de divisibilidad por los distintos p?, con p

primo, son independientes, se obtiene que la probabilidad de que p(n) # 0 es
el producto infinito
=
2

p

cuyo valor resulta ser 6/72. Por lo tanto, el nimero de ceros esperado en el
intervalo anterior es 33 - 10 - (1 — 6/72) = 12.938.405,6. El nimero real de
ceros que calcularon es 12.938.407, lo cual es una aproximacion asombrosa
o, en palabras de Good y Churchhouse mejor de lo que mereciamos. Usando
Mathematica, podemos repetir, e incluso ampliar el experimento de Good y
Churchhouse. En primer lugar, construimos una funcion que calcula el niimero
de ceros de u(n) en el intervalo [1,n]:

CerosdeMu[n_] := Module[{i = 1, j = 0},
While[i <= n, If[MoebiusMuli] == 0, j++]; i++]; j]
que nos permite calcular:
CerosdeMu[33*%10°6] = 12938407

Se podria pensar que Good y Churchhouse tuvieron mucha suerte, pero si se
calcula:

CerosdeMu[33%1077] = 129384061

vemos que, como 33x107(1-6/72) = 129384056, el error relativo es incluso
menor, siendo en este caso inferior al 0,000004 %. Si tabulamos el nimero de
ceros de (n) en los intervalos [1,10%],...[1,10°], comparandolo con los valores
redondeados de 102 (1 — %), 107 (1— %), obtenemos el resultado siguiente:
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n #{z € [1,n]jp(z) =0} n(l-5)
100 39 39
1000 392 392
10000 3917 3921
100000 39206 39207
1000000 392074 392073
10000000 3920709 3920729
100000000 39207306 39207290
1000000000 392072876 392072898

Vemos que la coincidencia entre los valores obtenidos y los esperados de acuer-
do con el modelo aleatorio es asombrosa. Por otra parte, funcion:

M[r_,s_]:= Module[{L = { }},
L = Table[Sum[MoebiusMuljl, {j, (i-1)*r + 1, ixr}], {i, s}];
Do[L[[i]l] = L[[i-1] + L[[i]], {i, 2, s}];

Transpose [{Range[r, r*s, r], L}]]

devuelve la lista de los valores de M(z) en los puntos {r,2r,... ,s-r}. To-
mando, por ejemplo, 7 = 100000 y s = 10000, podemos obtener los valores de
M (z) en los miiltiplos de 100000 comprendidos entre 0 y 10°. Si representamos
graficamente estos valores, junto con los de \/x y —/x, mediante:

M10e9 = ListPlot[M[100000, 10000], PlotStyle -> PointSize[.001]];

R1 = Plot[Sqrt[x], {x, 0, 1079}];
R2 = Plot[-Sqrt[x], {x, 0, 10°9}];
Show[M10e9, R1, R2, PlotRange -> {-32622, 31622}]

obtenemos la siguiente figura:

30000f°

20000

10000

-10000

-20000

-30000
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Los valores de M (x) en este intervalo parecen acordes con el modelo aleato-
rio antes expuesto y el grafo anterior muestra el aspecto caracteristico de la
funcién suma de un “paseo aleatorio”. Ademads, se aprecia claramente que los
valores de la funcién de Mertens permanecen dentro de la regién acotada por
\/x, con un margen muy amplio.

Aunque el argumento heuristico es bastante persuasivo, hay que ser muy
cautos con este tipo de razonamientos (de hecho, Hardy y Littlewood ya mues-
tran en [10] una cierta desconfianza sobre el uso de argumentos heuristicos de
tipo probabilistico en teoria de ntimeros, a pesar de que ellos mismos los uti-
lizaron). Por otra parte, el experimento anterior también podria inducir a
conjeturar que |M(x)| < /z. Esta desigualdad es la llamada conjetura de
Mertens, que fue planteada por éste en 1897 sobre la base de sus célculos de
M (z) para x = 1,2,... ,10000 y es, obviamente, més fuerte que HR. Sin em-
bargo, la conjetura de Mertens es falsa, como mostraron Odlyzko y te Riele
en 1985 [16]. Para ello computaron los 2000 primeros ceros de la funcién ¢
con unos 100 digitos decimales significativos, pero aun no se conoce un valor
concreto de x para el cual esta desigualdad falla, aunque si se sabe que exis-
te uno menor que e3210"  Ademds, se conjetura que el valor de |M(z)|//Z
no estd acotado, contrariamente a lo afirmado por Stieltjes en 1885 (lo cual,
de ser cierto, significaria que Stieltjes habria probado HR). El que HR pue-
da ser cierta, a pesar de esto, no debe sorprender demasiado pues, como ya
hemos observado, O(x'/2¢) crece asintéticamente de forma més rapida que,
por ejemplo, v/z Inz. Esto muestra la gran distancia existente entre decir que
“M (z) crece poco mas que proporcionalmente a \/z” (HR, cuya veracidad es
creencia casi generalizada) y decir que “M (z) estd acotada por y/z” (conjetura
de Mertens).

Existe una generalizacién de la Hipdtesis de Riemann que tiene, como ve-
remos mas adelante, consecuencias importantes en la teoria de los ntmeros
primos. Para introducirla, hagamos primero un pequeno experimento, siguien-
do los pasos de Legendre. Excepto el 2 y el 5, todos los primos terminan en
1, 3, 7 0 9. Preguntémonos, por ejemplo, cudntos hay de cada uno de estos
tipos entre los primos menores que 3000000, que fueron los que llegd a calcu-
lar Gauss. Para ello, observemos que los ntiimeros terminados en 1 son los del
conjunto {10k + 1|k € N} y lo andlogo se puede decir de los terminados en 3,
7y 9. La funcién:

LegendrelO[a_] :=
{a, Count[Map[PrimeQ[#] &, Rangela, 3%¥1076, 10]], Truel}

nos proporciona el nimero de primos < 3.000.000 terminados en a y nos

permite tabular, en pocos segundos, cuantos hay de cada una de las clases
anteriores,

Map[Legendre10, {1, 3, 7, 9}] // TableForm

con el resultado siguiente:
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a # de primos < 3 - 10° terminados en a
1 54175
3 54230
7 54249
9 54160

Es facil darse cuenta de que los cuatro nimeros estdn muy préximos entre
si y esto ya lo observé Legendre (usando menos primos y con bastante més
trabajo). De hecho, Legendre observé algo bastante més general, y es que los
primos parecen estar uniformemente distribuidos entre las varias clases resi-
duales médulo n. Recordemos que si n es un entero > 2, la clase residual de
un entero a médulo n estd formada por todos los enteros de la forma kn + a
con k € Z. Cada clase residual médulo n contiene un tnico entero r tal que
0 < r < mn y por tanto existen exactamente n de estas clases. Si a es un
entero perteneciente a la misma clase que r, entonces r es precisamente el
resto obtenido al realizar la divisién entera de a por n, es decir, a = gn + r
para algin entero ¢ y se dice que 7 es el menor residuo no negativo de a
modulo n, simbdlicamente 7 = a (mod n). Si a y b estan en la misma clase re-
sidual moédulo n, es decir, si el menor residuo no negativo médulo n de ambos
coincide, se dice que a es congruente con b moédulo n, simbdlicamente a = b
(mod n). Las clases residuales médulo n forman una particién del conjunto Z
de los ntimeros enteros, es decir, Z es la unién disjunta de todas ellas. Por eso
lo que pens6 Legendre resulta bastante natural si los primos estan distribui-
dos en Z de forma homogénea. Al decir que los primos estdn uniformemente
distribuidos entre las distintas clases residuales médulo n, hay que excluir to-
das las correspondientes a enteros a que tienen un factor no trivial comun
con n pues si d = med(a,n) es el maximo comun divisor de a y n, entonces
todos los elementos de la clase residual de a (mod n) son miiltiplos de d y,
como maximo, esta clase s6lo puede contener un primo en caso de serlo d.
Esto nos deja exactamente ¢(n) clases, donde ¢(n) es la “funcién ¢ de Euler”
que cuenta el nimero de enteros positivos < n que son primos con n (pues
las clases que nos interesan son las que corresponden precisamente a los ¢(n)
menores residuos no negativos que son primos con n). Por eso, en el ejemplo
anterior, hemos considerado solamente las clases de 1, 3, 7 y 9 que son los
cuatro residuos no negativos (mod 10) coprimos con 10. Obsérvese también
que el nimero total de primos en estas cuatro clases suma 216814, pues faltan
el 2 y el 5 para completar el niimero total 7 (3 - 10%) = 216816.

La funciéon LegendrelO antes definida, se puede generalizar facilmente
para obtener una funcién que calcula el nimero de primos < x que son con-
gruentes con a (mod n), donde a < n y med(a,n) = 1:

NumerodePrimos[a_, n_, x_] :=
Count [Map [PrimeQ[#]&, Rangela,x,n]], Truel/;a<n && GCD[a, n]==1;
Attributes [NumerodePrimos] = {Listable};

Por ejemplo, NumerodePrimos [Range[10], 11, 3 106] = {21651, 21715,
21657, 21661, 21631, 21717, 21689, 21689, 21717, 21690},10 que nos
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da el niimero de primos < 3 - 10% que hay en cada clase no nula médulo 11
(con su orden natural) observandose, de nuevo, que la desviacién de la media
(21682) es muy pequena en todos los casos.

Basandose en sus observaciones para primos pequenos, Legendre conjeturd
el siguiente resultado, que fue demostrado por Dirichlet en 1837:

e Si med(a,n) = 1, entonces existen infinitos primos congruentes con a
mod n

Este teorema se conoce como el “Teorema sobre los primos en una pro-
gresion aritmética”, pues una progresién aritmética con primer elemento a y
razén n es lo mismo que la clase residual de @ mod n (o que sus términos
positivos). Por tanto, el teorema de Dirichlet dice que todas las progresiones
aritméticas “interesantes” contienen un nimero infinito de primos. Se podria
pensar que este resultado es una sencilla generalizacién del teorema de Eucli-
des sobre la infinitud de los primos pero no es asi. La demostracién de Dirichlet
utiliza métodos analiticos y fue un logro asombroso teniendo en cuenta los co-
nocimientos de la época. De hecho, muchos la consideran como el auténtico
nacimiento de la teoria de numeros analitica, pues los resultados obtenidos
anteriormente por métodos analiticos eran mucho més sencillos y, a menudo,
poco rigurosos.

Si los primos estan equidistribuidos entre las ¢(n) clases de congruencia
“interesantes” médulo n, la conclusién légica es que si 7(x,n,a) denota el
ntmero de primos < n y congruentes con a mod n, entonces el valor de esta
funcién para n grande deberia de ser aproximadamente x/(¢(n)lnz). Efecti-
vamente es asi y ambas funciones son asintdticas como demostro de la Vallée
Poussin. Esto nos dice por ejemplo, teniendo en cuenta que ¢(10) = 4, que el
nimero de primos < z terminados en 9 es asintético a z/4Inz y también a
li(x)/4, y lo mismo vale para los primos terminados en 1, 3 o 7. De la mis-
ma manera que la funcién zeta de Riemann controla el término de error en
el teorema del nimero primo, existen unas funciones complejas llamadas L-
funciones o L-series de Dirichlet, que generalizan la funcién zeta y controlan
el término de error para el teorema del ntimero primo relativo a progresiones
aritméticas. La Hipdtesis de Riemann extendida, HRE, se enuncia usualmente
en términos de los ceros de las L-funciones pero tiene una forma equivalente,
similar a la antes vista para HR, que es la siguiente:

HRE. Si mcd(a,n) = 1, entonces para cualquier € > 0 se verifica

(@) | /24
o(m PO

Los argumentos heuristicos en favor de la HRE son similares a los que
existen para la Hipotesis de Riemann.

Examinemos ahora el problema de la “densidad” de los primos gemelos. En
1919, el matematico noruego Viggo Brun, que fue uno de los primeros en usar
los llamados “métodos de criba”, tenia la esperanza de probar la conjetura
de los primos gemelos mostrando que la serie formada por la suma de los

m(x,n,a) =
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inversos de dichos primos divergia, aunque lentamente. Pero, en lugar de ello,
probé que dicha serie converge, lo que solamente lleva a la conclusién de que la
densidad de primos gemelos es mucho menor que la de primos cualesquiera. La
suma de los reciprocos de los primos gemelos es la llamada constante de Brun,
cuyo valor exacto no se conoce pero que ha sido estimado heuristicamente en
2000 por T.R. Nicely usando los primos gemelos menores que 3 x 10'®, como
1,9021605823 £ 0, 0000000008.

Podemos determinar facilmente los primos p tales que p 4+ 2 es primo y
p<n:

Gemelos[n_] := Module[{E = Eratostenes[n], G = {}},
G = Intersection[E, Map[# - 2 &, El];
If [Last [E]>n-2 && PrimeQ[Last[E]+2], Append[G,Last[E]],G]]/;n>1

y la constante de Brun puede ser aproximada por una suma parcial de la serie
(1/341/5)+(1/54+1/7) 4+ (1/11 +1/13) + ... ...
mediante la funcién de Mathematica:

SumaBrun[n_] :=
Apply [Plus, Map[(1./#) &, Gemelos[n]]] +
Apply[Plus, Map[(1./#) &, Gemelos[n] + 2]]1/;n > 2

que tomando, por ejemplo, n = 107, nos da SumaBrun[10°7] = 1.73836,
un valor que esta todavia bastante alejado del valor real de esta constante
puesto que la serie anterior converge muy lentamente. Para aproximar mejor
su valor, existe una extrapolacién basada en un argumento heuristico de Hardy
y Littlewood y obtenida por Froberg en 1961 [15], la cual consiste en aproximar
la constante de Brun por

Brun[n_] := SumaBrun[n] + (4*0.6601618158)/Log[nl/;n > 2

donde 0.6601618158 es la llamada “constante de los primos gemelos” a la
que me referiré mas adelante, y el error estimado es O(1/(y/nlnn)). Esto nos
permite calcular Brun[10°7] = 1.90219, con un error ya pequeno si se toma
como referencia el valor de la constante computado por T.R. Nicely.

Es posible ver que uno de los hechos que dan plausibilidad a la conjetura
de los primos gemelos es precisamente TNP. Si la primalidad de un entero alea-
torio grande n y la del entero n + 2 fuesen sucesos independientes, se deducirfa
de TNP que la probabilidad de que ambos sean primos es, aproximadamente,
1/(Inn)? y, en consecuencia, que hay unos n/(Inn)? (pares de) primos geme-
los < n. Pero es facil darse cuenta de que esto no es asi, pues, por ejemplo,
sin > 2 es primo, entonces n + 2 es impar, lo cual aumenta la probabilidad
de que sea primo en comparacién con la de un entero aleatorio del mismo
tamano. La cosa tampoco termina aqui pues, dado que exactamente uno de
cada tres enteros consecutivos es multiplo de 3, la probabilidad de que n + 2
no sea miltiplo de 3 es 1/2 y, por tanto, menor que la de un entero arbitrario.
Se puede continuar asi, pero antes hagamos un experimento para ver lo que
puede ocurrir en la préctica. La funcion:
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G[n_, r_] := Module[{P = {}, L = {}},
P = Select[n + Rangel[r], PrimeQ];
L = Intersection[P, Map[# - 2 &, P]];

If[P == {3}, O,
If[Last[P] > n + r - 2 && PrimeQ[Last[P] + 2],
Length[Append[L, Last[P]]], Length[L]]]]

nos proporciona el nimero de primos p en el intervalo [n + 1,7 + r] tales que
p+ 2 es también primo y asi la funcién:

GM[n_, r_] := G[n, rl*Log[n]~2/r

nos da la relacién entre la frecuencia relativa de primos gemelos en el intervalo
y 1/(Inn)? (este valor sélo es significativo cuando n es mucho mayor que 7).
Por ejemplo, se tiene que GM[10'0, 10%] // N = 1.30904, lo que sugiere que
la probabilidad de que n y n + 2 sean primos estd proxima, para n grande,
a 1,31/(Inn)?, algo que, como vamos a ver, concuerda grandemente con una
conjetura a la que se puede llegar usando un argumento heuristico sencillo de
tipo probabilista (cf. [1, p. 225], [5, p. 13]).

Supongamos que p es primo y m, m/, n son enteros grandes de, aproxima-
damente, el mismo tamano. Si suponemos que n no es divisible por p (donde
p > 2), la probabilidad de que n + 2 tampoco lo sea serd (p —2)/(p — 1) pues,
excluyendo la clase residual de n (mod p) (que no puede ser 0), quedan p — 1
posibles clases residuales médulo p que pueden contener a n + 2 (mod p), de
las cuales p — 2 son distintas de cero. Por tanto, denotando las probabilidades

por P se tiene que Pln,n+2 % 0 (mod p)] = p;1 . g—j = 1%2. Por otra parte,

P[m,m’' #0 (mod p)] = ((p — 1)/p)? y, en consecuencia:

Pln,n+2#0 (modp)]_{Q sip=2
Pl 20 (mod p)] | p(p—2)/(p—1)? sipes impar

Suponiendo que las condiciones de divisibilidad para los distintos primos
p sean independientes se tendra:

P[n,n + 2 ambos primos]

P[n,n+2 ambos primos| = -P[m,m’ ambos primos]

P[m,m/ ambos primos]

B plp—2) 1
=210 = @y

p=>3

Por eso, Hardy y Littlewood conjeturaron que el nimero my(z) de primos
gemelos menores que = (mds precisamente, el nimero de primos p tales que
p+ 2 es primo y p < z) deberfa de ser asintético a (cf. [18, pp. 60-68]):

plp—2) [*_dt
QPE[B@—m/Q (i)
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donde se ha introducido una integral cuyo valor es asintético a 1/(Inx)? para
mejorar la calidad de la estimacion. El producto infinito que aparece en la ex-
presién anterior es la llamada “constante de los primos gemelos”, Co. Se puede
obtener facilmente un valor aproximado bastante preciso para Cs, utilizando,
por ejemplo, el primer millén de primos:

NumberForm[Product [Prime [n]* (Prime[n] - 2.)/(Prime[n] - 1.)"2,
{n, 2, 1000000}], 9] = 0.660161818

El valor real estimado por Wrench, Nicely y otros es 0,6601618158..., de
modo que se obtiene para la funcién 7o (x) la estimacién

) Toodt
lig(x) = 1,320323632/ —
o (Int)?
a la cual my(z) debe de ser asintética de ser correcto el argumento heuristico
utilizado. Como el valor de lia(z) tiende a oo al tender = a oo, de ser esto
cierto se deduciria que el nimero de primos gemelos es infinito. Por otra parte,
vemos que el valor de 2C5 concuerda bien, como cabria esperar de ser cierta la
conjetura de Hardy-Littlewood, con el valor 1.3094 obtenido en el experimento
anterior con primos gemelos préximos a 1010,
El valor exacto de ma(x) puede ser computado, para valores no muy gran-
des de x, mediante la funcién

pi2[n_] := Length[Gemelos[n]]/;n > 1

la cual, por ejemplo, nos da, pi2[10°] = 8169.

La calidad de la estimacién proporcionada por lig(z) es muy alta si uno
toma como referencia los calculos numéricos que se han hecho hasta x = 3,09-
10%5 (cf. [15}2 pues, por ejemplo, se tiene que para el valor de x mencionado,
m2(3,09 - 10°°) = 3404004348968, mientras que

Round [2*0.660161815846869573927812110014555778432623*
Integrate[1/Logl[t]~2, {t, 2, 3.09%107153}]]

3404003492820

(donde se ha usado el tltimo valor computado por Nicely de la constante
de los primos gemelos). Entonces el circulo se cierra y la conjetura de los
primos gemelos que, de ser cierta, es muestra palpable de la irregularidad de
la distribucién de los primos en intervalos pequenos recibe su mayor apoyo del
Teorema del nimero primo que es la plasmacion de la disciplina casi militar
con la que, segin Zagier, se comportan. Es curioso que el anterior argumento
en favor de la conjetura de los primos gemelos se deba precisamente a Hardy
y Littlewood, teniendo en cuenta su desconfianza, ya mencionada, hacia los
métodos heuristicos de tipo probabilistico.

Para ilustrar algunas de las ideas anteriores y, en particular, el teorema
del niimero primo, consideraré, de nuevo, el problema de determinar el primo
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siguiente a un entero n dado. Ya hemos visto como se puede hacer mediante la
funcién PrimoSiguiente, pero ahora vamos a tratar de optimizar esta funcion
para el caso en que se aplica a nimeros muy grandes. Una posibilidad es
hacer como en la funcién NextPrime incluida en Mathematica. Aunque en la
documentacion se menciona que usa una criba, lo que hace en realidad es ir
descartando (mediante el célculo del méximo comun divisor con un producto
de primos) los nimeros que son divisibles por “primos pequenos” antes de
aplicar PrimeQ. Otra posibilidad, que es la que voy a explorar a continuacién,
consiste en utilizar una criba (en sentido estricto) para este mismo fin. La
siguiente funcién criba un intervalo de enteros positivos [a,b], eliminando
todos aquellos que sean divisibles por un primo < p,,. Dado que se puede
utilizar para cribar nimeros muy grandes, con la finalidad de ahorrar memoria
se han sustituido los nimeros (impares) de dicho intervalo por unos y sélo se
recuperan dichos nimeros una vez finalizado el proceso de cribar.

Cribala_Integer, b_Integer, m_Integer] :=

Module[{i = 2, r = a + Mod[a, 2, 1] - 1, k, T = {}},

1 =(b + Mod[b, 2] -1 - 1r)/2 + 1;

T = Tablel1, {1}];
While[i <=m, k = 1 +
Mod [ (Mod [Mod [r,Prime[il],2,1]*Prime[i] - Mod[r,Prime[il]l)/2,
Prime[i]];
Do[T[[j]] = 0, {j, k, 1, Prime[il}]; i++];
T = Table[T[[vll*(r + 2x(v - 1)), {v, 1, 1}1;
Rest[Union[T]]]/;m > 1 && a > 1.7*m*Log[m] && b - a > 4

El inconveniente de utilizar una criba radica en el hecho de que uno nunca
sabe —recordemos las palabras de Zagier— donde va a aparecer el préximo
primo y la criba se ha de realizar sobre un intervalo de longitud fijada de
antemano. Dado que, segin TNP, aproximadamente uno de cada Inn enteros
préximos a n es primo, parece natural que el intervalo a cribar varie en forma
proporcional a Inn. En el programa siguiente hemos elegido como tamano del
intervalo de criba t = 4 - Inn, lo cual asegura que para la gran mayoria de los
enteros n, el primo siguiente estard en este intervalo y no sera necesario iterar
la criba, mientras que, por otra parte, el intervalo no es demasiado grande
y no se pierde mucho tiempo aunque el primo siguiente esté proximo. Otro
problema es el de determinar el niimero de primos m a utilizar para cribar. Se
podria pensar que el primo mayor que se utiliza para cribar deberia crecer en
forma proporcional a t. Para ello habria que tomar, usando de nuevo TNP, m
proporcional a ¢/Int. Pero esto no tiene en cuenta el hecho de que el coste de
la criba crece mucho menos que el coste de ejecutar PrimeQ sobre los ntimeros
no eliminados y, por eso, es conveniente hacer crecer m incluso mas que ¢.
En la funcién siguiente, SiguientePrimo se toma m proporcional a ¢ - (Int)?
porque, en la préctica, se ve que da buenos resultados. Aunque para valores
relativamente pequefios de n (por ejemplo, los comprendidos entre 2128 y 2256)
es ligeramente mds lenta que NextPrime (cuando el primo estd muy préximo,
la divisién es algo més eficiente), esto carece de importancia pues en este
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rango el primo siguiente se obtiene en centésimas de segundo, y para valores
més grandes como, por ejemplo, 2°!2 y ntiimeros mayores, la criba muestra su
eficacia y SiguientePrimo es, por término medio, apreciablemente més rapida
que NextPrime.

SiguientePrimo[n_] :=
Module[{i = n, t = Floor[4 Log[nll, P = {3}, k
If[i < 27140, PrimoSiguientel[i],
While[True, P = Cribali + 1, i + t, Floor[t Logl[t]~2/100]7];
While[k <= Length[P] && ! PrimeQ[P[[k]]], k++];
If [k <= Length[P], Break[], k = 1; i =i + t]]; P[[k]]1]1/;n > 1

13},

Esta funcion puede trabajar con nimeros muy grandes. Se llaman primos
titanicos los primos que tienen mil digitos decimales o mas; el nombre proviene
de un articulo de S. Yates (1985), titulado “Sinkers of the Titanics”, un juego
de palabras que hace referencia al barco y a los buscadores de primos grandes.
El programa:

Rest [NestList[SiguientePrimo[#] &, 107999, 3]] - 107999
{7, 663, 2121}

muestra que los tres primeros primos titdnicos son 10°% + 7, 1099 + 663 y
1099 4-2121 (aunque aqui se han obtenido usando PrimeQ, estos son realmente
primos y no sélo primos probables).

Si se quiere cribar intervalos muy grandes, es conveniente modificar la criba
anterior, haciendo que los niimeros que sobrevivan a la criba no se recuperen
simultdneamente sino que se mantengan almacenados en forma de “unos” una
vez finalizado el proceso. Aunque omitiré los detalles por ser, quizé, demasiado
técnicos, mencionaré que, usando una criba de este tipo y PrimeQ he calculado
todos los primos titdnicos (probables) del intervalo [109%,10%%? + 3 - 107], que
son un total de 13112 y entre los cuales hay nueve pares de primos gemelos.
La lista de los “huecos maximales relativos” de este intervalo, es decir, de
los huecos que son mayores que cualquier hueco precedente en el intervalo, es
la siguiente: 656, 1458, 3596, 3894, 6042, 7024, 16284, 19650, 21570, 21612.
Los primos que limitan este tltimo hueco, que es el mayor del intervalo, son
10999 4 24196837 y 10999 4- 24218449.

El hueco que acabo de mencionar es bastante grande (més aun si se tiene
en cuenta que el hueco més grande calculado en 1993 era, segin [17, p. 251],
de longitud 864), pero el “hueco record”, es decir, el mayor hueco calculado
explicitamente y limitado por dos numeros que se ha demostrado que son
primos era, en julio de 2001, un hueco encontrado por Dubner préximo a
1083 v que tiene longitud 50206. Para buscar un hueco mds grande, cribé
los primeros 20 millones de niimeros de 2'3 bits, usando para ello los 107
primeros primos, y eliminando asi todos los compuestos que tienen un factor
menor que 179424673, lo cual dej6 algo menos del 3% de los nimeros del
intervalo. Después usé un programa optimizado para buscar huecos mayores
que uno dado (50206 en este caso) entre los primos del intervalo y un hueco de
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longitud 52478 aparecié entre los niimeros 28191 419506585 y 28191 +19559063.
En Septiembre de 2001 ambos nimeros fueron certificados como primos por
Nathan Russell y Greg Childers, respectivamente, usando el programa Primo,
de Marcel Martin [13], que implementa el método ECPP (basado en curvas
elipticas) para demostrar que un entero es primo. Por tanto, en el momento
de escribir estas lineas, el hueco de 52478 es el mayor hueco conocido entre
dos ntimeros que se ha demostrado que son primos. Sin embargo, en un cierto
sentido, se puede decir que este hueco no es tan grande si se tiene en cuenta
el tamano de los primos manejados. Existe una conjetura de Shanks [18, p.82]
segiin la cual un hueco de longitud g debe de aparecer antes de e''52v9 (o,
incluso, antes de e13V9 [15]). De ser asi, un hueco de longitud mayor que 52478
debe de ocurrir antes de 10'%? (y un hueco superior a dos millones antes de
109, es decir, antes de llegar a los primos titdnicos) aunque, dada la escasez
de huecos de este tamano en el entorno de los ntimeros mencionados, seria
extremadamente dificil (o, més bien, practicamente imposible) encontrarlos.

En el intento de responder a la pregunta ; Cuantos primos hay?, nos hemos
metido de lleno, y de forma natural, a trabajar con primos grandes. Podemos
entonces preguntarnos: jPor qué buscar primos grandes? En la segunda parte
de estas notas trataré de dar respuesta a esta pregunta y a ella remito al lector
interesado.
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