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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

Seccién a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los niimeros de La Gaceta, alguna cuestion matemdtica
en la que los caleulos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna (sin
otros méritos que su interés y sin otros recursos que su Mejor vo-
luntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pigina' ) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO. ..

...se incluyen dos colaboraciones externas: una, a cargo de Teresa Gomez
Diaz; la otra, realizada conjuntamente por Francisco Santos Leal y Daciana
Bochis. Ademas presentamos a nuestros lectores un breve Editorial, moti-
vado por la reciente aparicion del libro de los profesores Roanes “Calculos
Matematicos por Ordenador con Maple V.5", sobre la necesidad de difundir
la existencia y la utilidad de los programas de cdlculo matemdtico en los or-
denadores personales de tantas personas (alumnos, profesores, ingenieros) del
mundo de la educacion, la investigacion y la técnica que usan, al nivel que sea,
distintos aspectos de las matematicas.

Teresa Gomez-Diaz es una joven espanola, doctora en matemaéticas por
la Universidad de Limoges, que se ha incorporado recientemente como inge-
niera de sistemas y co-administradora del centro de Calculo Simbdlico del
grupo francés MEDICIS (una UMS —unidad mixta de servicios- del CNRS,
una especie de centro de recursos de Célculo Simbélico), tras trabajar durante
varios anos en la empresa NAG Ltd. (Oxford, UK). Teresa anuncia en estas
paginas de La Gaceta la posibilidad de usar gratuitamente esos extraordinarios
medios humanos, de software y de hardware del centro Medicis, por parte de
los cientificos e investigadores espanoles.

Francisco Santos, profesor de Geometria y Topologia de la Universidad de
Cantabria y la reciente doctora Daciana Bochis, anuncian, en un breve articulo
de divulgacién sobre el decimoctavo problema de Hilbert —una de cuyas facetas
sigue abierta a pesar de los cien anos transcurridos—, una sensacional mejora
(dividiendo por dos las cotas conocidas desde hace décadas) de la estimacion
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del niimero maximo de caras de los poliedros convexos de cierto tipo que
pueden enlosetar el espacio. Esta solucién ha requerido el uso de célculos con
ordenador para la verificacién exhaustiva de un gran nimero de casos.

iPonga un programa de Calculo Matematico en su vida!

por

T. Recio

Resulta dificil hacer afirmaciones genéricas sobre la popularidad de cier-
tos aspectos del mundo de los ordenadores. Por ejemplo, hoy dia los profesores
tendemos a asumir que todos los alumnos tienen, por simple “contagio” gene-
racional, determinados conocimientos informaticos. Después descubrimos que
no es asi-o que si que lo es, pero de modo muy selectivo ... Pero, a pesar de
mis precauciones al respecto, me arriesgaria a asegurar que un amplio por-
centaje de la poblacién si sabe de la existencia y utilidad de los procesadores
de texto. Todo el mundo tiene que escribir algo, alguna o muchas veces. y los
ordenadores suelen ser bastante 1itiles para ello.

Ahora bien, al igual que aprendemos, casi simultdneamente, las primeras
letras vy los primeros niimeros, tambien casi todo el mundo tiene que efectn-
ar alguna cuenta, alguna o muchas veces. Pero si hay que hacer “mimeros”
va tenemos las calculadoras, se dird. Al parecer esta prohibido usar los orde-
nadores, cotidianamente, para las matematicas. Asi ocurre que hay auténticos
virtuosos de la calculadora simple, gréifica o cientifica, que se dejan los ojos
en un sinfin de manipulaciones sobre la mimiscula y sombria pantalla de la
calculadora, mientras reservan el ordenador de su casa para conectarse a la
red o para presentar limpiamente ciertos documentos de trabajo . ..

En las iltimas semanas me he encontrado con un par de casos de este
tipo. Por ejemplo. el de un ingeniero amigo, que tenia que resolver la ecuacién
tan(x) — x = 0, donde tan(z) es la tangente de . Disponia de un ordenador
portatil con procesadores de texto, hojas de calculo, etc ..., pero sélo usa-
ba una calculadora para abordar este problema, para dibujar y = tan(x),
para tantear y aproximar. Yo le mostré lo que podia hacer (no mucho més

compruébelo el lector- pero mucho mds cémodamente) el programa Maple
V., en mi propio portatil. Mi amigo ignoraba la existencia de tales programas
que denominaremos de cdalculo matemdatico y quedé gratamente sorprendido.
Empezd inmediatamente a explorar algunas de las posibilidades de Maple V
para las pequenas tareas técnicas que solia hacer en la calculadora y entonces
se maravillé de que nadie le hubiera hablado del mismo hasta ese momento.

En el otro caso, un joven estudiante de primero de carrera deseaba resolver
la ecuacién (sobre los complejos) 27 — z = 0. Multiplicando ambos lados de
la ecuacion por z obtenia que 2® = zz. De ahi deducia que z® deberfa ser un
nimero real y positivo, puesto que zz, obviamente, lo es. Tambien deducia que
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el médulo de 2® ha de coincidir con el de 2%, pues | 2z |=| z || z |=| z |%. Por
tanto, concluia, dejando a un lado la solucién obvia z = 0, que | z [*= 1, luego
| z |= 1, por ser la tinica raiz, real y positiva, sexta de la unidad. En definitiva,
z% tenfa que ser un nimero real positivo de médulo 1 (como el modulo de
zz). De modo que z® = 1. Pero le resultaba dificil (desde su dptica) verificar
si su razonamiento era correcto: la idea de hallar expresiones para las ocho
raices de esta ecuacién, de sustituir y simplificar en la expresion z7 — z se le
antojaba muy complicada. Le hice ver como Maple V, que dormitaba dentro
de su ordenador doméstico, permitia comprobar (sélo comprobar) de modo
ezacto cudles eran las soluciones correctas.

Ignoro hasta que punto estas situaciones se repiten cotidianamente entre
las personas involucradas en tareas técnicas o educativas —ya sean ingenieros,
estudiantes o profesores de matematicas. He elegido, voluntariamente, dos ca-
sos en los que los programas de cdlculo matemadtico son absolutamente innece-
sarios, en sentido estricto. Pero facilitan la vida enormemente, como ocurre con
los procesadores de texto. Sin embargo, estoy bastante seguro que el nimero
de ordenadores con un programa de cdleulo matemdtico instalado es bajisimo
respecto del nimero total de ordenadores. Y ha de ser mucho menor el de or-
denadores en el que dicho programa es utilizado, alguna vez, de algin modo.
Desgraciadamente, el colectivo que deberia contribuir mas a su difusion, el
de los matematicos, no suele estar muy al tanto de estas nuevas herramientas
(posiblemente la contribuciéon matematica que deberia ser mas popular en los
ordenadores personales).

Por todo ello resulta altamente encomiable la tarea de los profesores de
la Universidad Complutense Roanes Macias y Roanes Lozano, que llevan anos
dedicados a la difusién y vulgarizacion de determinados aspectos del Céleulo
Simbdlico, una parte fundamental de las matemadticas que estan detris de los
programas de calculo matematico. El libro CALCULOS MATEMATICOS POR
ORDENADOR CON MAPLE V.5. E.Roanes Macias, E.Roanes Lozano. Ed-
itorial Rubinos, 1999. Madrid. 444 pgs.+ diskette. que comentaremos es
un ejemplo mas. Contiene una coleccién de situaciones matematicas (caleulos
aritméticos, con polinomios, calculo vectorial y matricial, de limites y series,
de derivadas e integrales, resolucion de ecuaciones diferenciales, de ecuaciones
algebraicas o lineales, combinatoria, logica y estadistica, dibujo de curvas y
superficies y de figuras de la geometria elemental, aplicacion de movimientos,
semejanzas, etc. sobre las mismas,. .. ) sobre las cuales se ejemplifican las posi-
bilidades de Maple V de modo conciso y claro, muy 1itil para la consulta rapida
de un aprendiz (basta con mirar el indice de comandos y signos descritos en
el libro e ir a las paginas indicadas alli).

Supongamos que uno esta trabajando sobre la ecuacion 27—z =0y desea
usar MapleV. En el indice de comandos del libro aparece el conjugado de
un complejo, que se declara mediante la instruccion conjugate descrita en la
seccién 6.5 mediante un ejemplo. En las seccién 8 se indica que solve es la forma
mas sencilla de resolver una ecuacién, pero no puede aplicarse directamente
al tipo de ecuacién dado. Evidentemente, el programa no puede sustituir (por
ahora) a la inteligencia. Asi pues sélo podemos hacer una verificacion (que no
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es poco), resolviendo z® — 1 = 0, mediante solve(z® — 1); obteniendo

[1,-1,v/-1,-v/-1,1/2v2 + 1/2v/=1V2,
—1/2v2 - 1/2y/=1v2,1/2V2 - 1/2/=1v/2,-1/2 /2 + 1/2 /=1/2]

Llamamos A a esta lista y luego verificamos que cada elemento de A (es decir,
los elementos u operadores que ocupan el lugar uno, op(1,4), o el dos, op(2,A),
etc...en la lista —véase la seccion 2.5, Operaciones Bdsicas, del libro) es un
cero de la expresion z’ — z, escribiendo (de acuerdo con lo aprendido en la
seccion 4.5, Procedimientos Iterativos)
for i from 1 to 8 do simplify(op(i, A)" — conjugate(op(i, A))) od

El resultado es una colecciéon de ocho ceros, lo que confirma que tales elementos
son raices de nuestra ecuacion original. Hay otra forma de confirmar este hecho,
mas geométrica y elegante, pero cuesta mas fésforo .. ..

Otro asunto, completamente distinto, es la utilizacién didactica de estos
programas; es decir, la conveniencia o inconveniencia de animar o de prohibir
su uso para la resolucién de problemas en un marco académico. Ciertamente,
uno a veces se entrena poniendo piedras en la mochila . ... Pero parece bastante
evidente, para el responsable de esta columna de Matemdtica Computacional
que ningin alumno universitario espanol de Ciencias o Ingenierias deberia
terminar el primer curso de carrera sin saber de la existencia y utilidad de los
programas de cdleulo matemadtico. Y el libro de los profesores Roanes puede
ser una excelente gufa para introducir uno de los programas mas populares y
acabados.



572 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

Aqui MEDICIS, Calculo Simbdlico a su medida. . .

por

Teresa Gémez-Diaz

El Algebra Computacional, también conocida como Célculo Simbdlico o
Caleul Formel (francés), se refiere a dos areas que pueden parecer, a primera
vista, mas bien distanciadas. Mientras que el Algebra sugiere, rapidamente,
matematicas y teoria, el calculo o computo se relaciona facilmente con la in-
formatica y las aplicaciones. Sin embargo, ambas dreas aparecen entremez-
cladas en problemas de apariencia tan dispar como los célculos necesarios
para el diseno de un robot o la determinacion de una base de Grobner de un
ideal de polinomios.

Nuestro articulo pretende dar una respuesta real a determinados proble-
mas que muchos cientificos e investigadores de la comunidad internacional se
plantean en este momento. ;Cdémo puedo realizar cierto calculo simbdlico?
.En qué ordenador? jCon qué programa de Algebra Computacional? ;Cudnta

"memoria se necesita, durante cuanto tiempo? ;Cudnto cuesta?
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BIENVENIDOS A LA UMS MEDICIS 658

MEDICIS es una unidad mixta de servicio, cofinanciada por el CNRS (Cen-
tre National de la Recherche Scientifique) y la Ecole Polytechnique, sendos or-
ganismos oficiales del Estado Francés. La unidad esta dirigida por el Profesor
Marc Giusti y se sitiia en el Laboratorio de Algebra Computacional GAGE de
la Ecole Polytechnique, que se encuentra a su vez en Palaiseau, al suroeste de
Paris.

MEebicts (Mathématiques Effectives. Développement Informatiques, Cal-
cul, Ingénierie et Systémes) nace como un GDR organizado por Marc Giusti
en torno al tema Calcul Formel en Enero de 1992. Un GDR es un grupo
de animacion cientifica reconocido oficialmente por el CNRS y que obtiene
subvenciones para organizar reuniones en torno a un tema de investigacion.
Pero pronto las necesidades informaticas de la comunidad de Caleul Formel se
hicieron patentes. ..

En efecto, el programa de moda en aquellos anos es AXIOM, que solo
funciona en un tipo de maquina (IBM RS 6000), y cuya instalaciéon y manejo
del sistema operativo no es ciertamente trivial, sin contar con el desembolso
necesario para adquirir la maquina y el programa. Por otra parte, las bases
de Grobner se habian convertido en un algoritmo clave para atacar muchos
problemas no sélo de tipo tedrico, sino también practico. Sin embargo, el
calculo de estas bases en ejemplos de interés real resultaba frecuentemente
infructuoso (salvo en casos excepcionales), dada la alta necesidad de recusos
en términos de memoria, potencia y tiempo de cdlculo de un ordenador.

MEDICIS ataca el problema de frente y, gracias a la intervencion de Marc
Giusti y de Joél Marchand (Ingeniero de investigacion CNRS), comienza a
poner a disposicién de la comunidad francesa de Célculo Formal ordenadores
con gran capacidad de calculo y con varios programas de f\lgebra Computa-
cional instalados y en perfecto estado de uso.

Anos més tarde, las necesidades de esta comunidad son ampliamente re-
conocidas por parte de los organismos oficiales, que apoyan y amplian las
soluciones aportadas por MEDICIS con la correspondiente financiacion. Nace
asi la Unidad Mixta de Servicio 658 MEDICIS.

;QUE ES MEDICIS?

En la actualidad MEDICIS es un centro de calculo para el Algebra Com-
putacional, que ofrece sus servicios a la comunidad cientifica internacional.
MEDICIS es un centro de recursos que pone a su disposicion, ordenadores, pro-
gramas y personal experimentado, asi como la experiencia, las investigaciones
en curso y el saber hacer de buena parte de la comunidad de Calculo Simbdélico.

Hoy dia el equipo MEDICIS estd compuesto por cinco personas: Marc
Giusti, su fundador y director, Nicole Dubois, encargada de la gestion, Joél
Marchand, jefe del equipo informatico, compuesto ademas por Christian Logé
y la autora de esta nota. Pero el gran peso humano de MEDICIS estd esen-
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cialmente formado por el conjunto de mas de 200 utilizadores, que provienen
principalmente de la comunidad de Calcul Formel en Francia, pero donde tam-
bién hay un buen nimero de investigadores de la UE y de USA y Canada.

MEDICIS es también un racimo de ordenadores, denominado la grappe
en francés - como no podia ser menos en un pais de tan alta tradicion vi-
tivinicola — cuyos nombres son elegidos, obviamente, entre los miembros de la
familia Médicis. El racimo esta compuesto por 21 nodos de cilculo: 6 orde-
nadores Compaq Alpha EV6 XP /1000, denominados leon, con procesadores de
500 Mhz de frecuencia y 640 Mo de RAM; 6 ordenadores Compaq Alpha EV56
PWS/500au, denominados julien, con procesadores de 500 Mhz de frecuencia,
tres con 192 Mo de RAM y otros tres con 128; 8 ordenadores PC Intel Pen-
tium II. denominados laudomia, cada uno con dos procesadores de 400 Mhz
de frecuencia y 512 Mo de RAM; y ain otro PC Intel Pentium II, denomi-
nado isabelle, con dos procesadores de 300 Mhz y 512 Mo de RAM. Todas
estas maquinas estan gestionadas uniformente por un programa de reparti-
cion automatica de tareas, LSF, que elige en cada momento el ordenador con
mejores condiciones para lanzar un nuevo célculo. El sistema operativo de los
ordenadores es Linux para los Intel y OSF/1 para los Alpha.

Aparte de este racimo, y fuera de la gestién automatica LSF, hay tres
ordenadores mas: alexandre, un PC Intel Pentium Xeon con dos procesadores
de 400 Mhz y 2048 Mo de RAM, eleonore, un Compaq Alpha EV56 Ultimate
con dos procesadores de 533 Mhz y 2048 Mo, y anne, un DEC Alpha EV56
500/400 con un procesador de 400 Mhz y 1024 Mo. Estos tres ordenadores se
dedican a calculos extremos, con grandes necesidades de memoria y potencia
de calculo.

En este conjunto de ordenadores se encuentran instalados todos los sis-
temas de Algehra Computacional existentes en el mercado (Axiom, Magma,
Maple, Mathematica, Reduce,...por citar los mas conocidos), y también la
mayor parte de los programas de libre distribucién, que suelen tener obje-
tivos mas especificos. Entre estos iltimos podemos citar GAP (para Teorfa de
Grupos), CoCoA para Algebra Conmutativa, PARI para Teoria de Nimeros,
etc.

MEDICIS es tambien un servidor en la red, al que se puede acceder en la
direccién:

http://www.medicis.polytechnique.fr
0 su version en inglés
http://www.medicis.polytechnique.fr/index-eng.html

y donde se puede encontrar la informacién que intenta aportar este articulo y
muchas mas cosas.

Como los amables lectores observaran, si nos visitan, la lengua oficial de
MEDICIS es el francés, aunque la mayor parte de las paginas estan también
traducidas al inglés. Una version en espanol estda prevista para un futuro no
muy lejano.
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JCUAL ES LA META DE MEDICIS?

La meta de MEDICIS es proporcionar a los investigadores de Calculo Sim-
bélico los medios humanos, materiales y de software necesarios para el avance
de sus investigacién en el drea de Algebra Computacional.

En la actualidad es frecuente que los investigadores traten problemas con
aplicaciones practicas concretas. Desgraciadamente este tipo de problemas
pueden conllevar, a la hora de la verdad, calculos imposibles con los recursos
propios. Pero el Cilculo Simbdlico es un area joven y dia a dia, la conjuncion
de desarrollos matematicos e informaticos tedricos, y la fabricacion de orde-
nadores mas potentes y capaces, contribuyen a mejorar las posibilidades de
célculo.

Pero jcémo puede acceder un investigador a estos avances? La compra
de nuevos ordenadores, su instalacion y mantenimiento, el sistema operativo,
la instalacion de nuevas versiones de un programa, son cosas que suelen quedan
lejos de la cabeza de un investigador preocupado por encontrar un nuevo algo-
ritmo. Ademas, hoy en dia los ordenadores utilizados para tareas que requieren
potencia de cdlculo suelen tener como sistema operativo UNIX. Citemos en-
tonces a Matt Welsh, (1994): Ninguna version de UNIX se ha hecho para
Sfuncionar sola sin mingun mantemimiento. Un administrador de sistemas, que
comprenda las necesidades especificas de este area de investigacion, se con-
vierte, por tanto, en una pieza indispensable de este complicado juego.

Pero hacer la vida del investigador mas facil no es la iinica ambicion de
MEDICIS. MEDICIS tambien quiere ser una vitrina donde el saber hacer de
la comunidad se muestre a los ojos de cualquier espectador. MEDICIS quiere
constituirse en un foro donde la experiencia, las inquietudes y las preguntas
directas de los investigadores se intercambien y debatan. MEDICIS quiere ser
el punto de referencia de la comunidad y para la comunidad, donde se refleje
el estado de avance de las cuestiones punteras.

; CUAL ES LA UTILIDAD DE MEDICIS ?

MEDICIS puede ser 1til a varios niveles distintos, dependiendo del punto
de partida. ;Es usted un principiante en Algebra Computacional, y quiere pro-
fundizar en el tema? ; Tiene usted ya algiin conocimiento adquirido y necesita
probar un programa de Calculo Simbdlico? ;jEsta usted en la fase de determinar
qué sistema de Calculo Simbdlico se adapta mejor a sus necesidades? j Conoce
bien varios sistemas, pero necesita comparar con un nuevo programa que aca-
ba de salir? jEstd usted desarrollando un algoritmo propio y quiere conocer
su funcionamiento sobre problemas de gran talla? ;Esta usted desarrollando
su propio programa y quiere ponerlo a disposicion del piblico especializado?
;Es usted un vendedor de sistemas de Algebra Computacional y quiere dar
la mayor publicidad posible al producto X dentro de la comunidad? ;Quiere
usted que su producto sea probado por expertos en el tema?

Ni qué decir tiene que MEDICIS no puede proporcionar, libérrimamente,
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ordenadores y programas a todo ser del planeta interesado en estas cuestiones.
Un uso racional de los recursos (pronto o tarde limitados) se impone. No pode-
mos asignarle un ordenador, con su programa favorito funcionando, para toda
la vida. Pero pretendemos poder ayudarle hasta que usted haya tomado una
decision (para comprar un programa, por ejemplo) o hasta que haya obtenido
los medios necesarios para adquirirlo.

El estado actual de la red no permite tampoco una conexién a distancia
de muchas personas, al mismo tiempo, durante varias horas. Lo méas razonable
consiste en iniciar una conexién para lanzar unos calculos y mantener algunas
conexiones posteriores para poder controlar los avances de los mismos. Hay in-
cluso formas de lanzar una tarea en las que usted recibira un correo electrénico
con la respuesta cuando la tarea haya terminado.

Tampoco pretendemos resolver sus problemas tedricos por usted . .. pero
si podemos ayudarle a contactar con expertos en el tema, que prodran ayudarle
a encontrar la mejor forma de avanzar en sus indagaciones.

;COMO ACCEDER A MEDICIS ?

El procedimiento a seguir consiste en remitirnos unos cuantos datos basicos.
El formulario a rellenar se encuentra en

http://www.medicis.polytechnique.fr/medicis/acces.compte.html

0 su version en inglés

http://www.medicis.polytechnique.fr/medicis/acces.compte-eng.html

y debe enviarlo por correo a la direccion electrénica
assistance@medicis.polytechnique.fr.

Acceder a MEDICIS es facil ...si se es un miembro conocido de la comu-
nidad. No hay que olvidar que MEDICIS se desarrolla por los investigadores
de Cdlculo Simbdlico y para los investigadores de Cdlculo Simbdlico. Tampoco
hay que olvidar que hay cierto retorno al siglo Xvi1 y que los piratas de varios
tipos vuelven a estar de moda. Pero, a diferencia de otros tiempos, donde lo
primordial era un buen punado de monedas de oro y un buen trago de ron,
ahora nos enfrentamos a seres cuya codicia consiste (incomprensiblemente) en
divertirse de formas extranas y echar por la borda anos de trabajo precioso y
dificil de recuperar.

Se imponen, por tanto, ciertas medidas de seguridad, dado que una vez
que el pirata ha abordado un ordenador, el trabajo de todos los investigadores
que tienen acceso a ese ordenador puede estar en peligro, asi como los corres-
pondientes usuarios de otros ordenadores que se conecten a menudo con el
abordado. Pero el investigador serio y responsable no sufrird con estas medi-
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das, puesto que siempre podra darnos algunas referencias, necesarias para la
obtencion de una cuenta.

.Y CUANTO CUESTA ?

MEDICIS esta co-financiado por dos organismos publicos del IEstado Fran-
cés. Su actividad, por tanto, es sin animo de lucro y el acceso a los ordenadores
se proporciona de forma GRATUITA a los investigadores que asi lo pidan.

Unas citas adecuadas al apoyo de MEDICIS en los documentos cientificos
logrados con nuestra ayuda, y el saber que somos 1itiles en el avance de la
investigacién serd, para nosotros, la mejor forma de pago.

Teresa Gomez-Diaz

GAGE - UMS MEDICIS

Ecole Polytechnique

91128 Palaisean CEDEX

France
teresa@gage.polytechnique.fr
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Nuevas cotas superiores para el niimero de caras de
estereoedros de Dirichlet 3-dimensionales

por

Daciana Bochis y Francisco Santos

HISTORIA DEL PROBLEMA

Nuestro trabajo versa sobre el niimero maximo de caras que pueden tener
los poliedros que enlosetan (o teselan) el espacio 3-dimensional. El estudio de
teselaciones del espacio por poliedros aparece, por ejemplo, en el problema
XVIII de Hilbert (1901) (véase [MIL], [SEN]). Mds concretamente, en la se-
gunda parte del problema, Hilbert pregunta si existe un poliedro que tesele el
espacio RY, pero sin que haya ningin grupo cristalogrifico que actie transiti-
vamente sobre la teselacion.

Aunque este problema fue resuelto en 1928 por Reinhardt, que encontré
poliedros en dichas condiciones, diversas generalizaciones o variantes aparecen
presentadas en un denso y completo survey (“Tilings with congruent tiles”,
[GSI]) de Griinbaum y Shephard, autores también de una de las mas completas
monografias sobre teselaciones del plano [GSII].

De los problemas alli mencionados, el mas ambicioso es:

(A) Determinar todos los poliedros convexos que son teselas de una tese-
lacién monoedral en RY.
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Una teselacion se dice monoedral si todas las teselas son iguales. Si,
ademas, las teselas son convexas y sobre ellas actia transitivamente un grupo
cristalografico, la teselacion se dice estereoedral y cada tesela es un estereoedro.
En el problema (A), “determinar todos” significaba, originalmente, determi-
narlos combinatoria y métricamente. Este problema no ha sido resuelto com-
pletamente ni siquiera para el caso del plano (véase [GSI]). Lo mas cercano que
existe es la clasificacién de Griinbaum y Shephard para el caso particular de
teselaciones estereoedrales. En el mismo survey se proponen, por tanto, otros
problemas mas “suaves” relacionados con el problema (A). Uno de ellos es:

(B) Determinar cotas para el nimero mazimo de caras (d—1)-dimensionales
de un poliedro convexo que es tesela de una teselacion monoedral en R,

También en el survey “Tilings” [SS, p. 50] se presenta como uno de los
problemas abiertos importantes en el campo de las teselaciones “encontrar
una buena cota superior para el numero de caras de un estereoedro de dimen-
sion n”, que es un caso particular del problema (B) y que es el que nosotros
abordamos, en dimension tres. El problema (B) es trivial en dimension 2 (las
teselas posibles son poligonos de 3, 4, 5 6 6 lados), pero el mimero maximo de
caras posible no se conoce ni en el espacio ni en dimension superior.

El ninico resultado general previo es el teorema fundamental de los estere-
oedros demostrado por Delone en 1961. Se llama nimero de aspectos de un
grupo cristalografico GG al indice |G : Gp| donde G es el subgrupo de G for-
mado por todas las traslaciones. Segin el teorema de Delone, un estereoedro
correspondiente a un grupo cristalografico de a aspectos en d dimensiones tiene
como mucho 2%(a + 1) — 2 caras (d — 1)-dimensionales (véase [STO|, [DEL]).
En 3 dimensiones esta cota seria 390, ya que el nimero maximo de aspectos
de un grupo cristalografico 3-dimensional es 48.

Sin embargo, el estereoedro con mayor niimero de caras conocido fue des-
cubierto por Engel en 1980 (véase [ENG]) y es un estereoedro de Dirichlet de
“s6lo” 38 caras (correspondiente al grupo 14,32, un grupo ciibico de 24 aspec-
tos). Estereoedros de Dirichlet son aquéllos que se obtienen como regiones del
diagrama de Voronoi de una drbita de un grupo cristalografico. En la litera-
tura, parece que hay comin acuerdo en que el niimero maximo de caras que
puede alcanzar un estereoedro esta mucho mas cerca de 38 que de 390 (véase
por ejemplo [GSI, p. 960], [ENG, p.214] y [SS'97, p.50]).

La historia del problema de cuantas caras puede tener un estereoedro 3-
dimensional comienza en realidad antes de que Hilbert propusiera sus famosos
problemas en 1901. En 1885 Fedorov, que poco antes habia establecido la
clasificacion de los grupos cristalograficos en 219 clases por conjugacion afin,
dio la lista de los 5 posibles tipos combinatorios de paraleloedros (estereoedros
correspondientes a grupos traslacionales) cuyos nimeros de caras van desde 6
hasta 14. Es de observar que 14 es precisamente la cota de Delone para este
caso, en el que a = 1 (ésto es un hecho general, en cualquier dimension existen
paraleloedros con 29*! — 2 caras). Hasta el ano 1916, cuando Foppl [FOP]
descubre estereoedros de Dirichlet con 16 caras, se creyo que 14 era el mimero
maximo de caras que tiene un estereoedro. La historia sigue y en el ano 1978
se conocen familias de estereoedros de Dirichlet con nimero de caras entre 17




LA GACETA 579

y 26. En 1978 Brunner y Laves conjeturan que 26 (3* — 1) es una cota superior
para el nimero de caras de un estereoedro de Dirichlet 3-dimensional y que
para el caso d-dimensional la cota seria 3¢ —1 ([BRLA]). Esta conjetura resulté
ser falsa, ya que en 1980 Engel encuentra varias familias de estereoedros con
caras desde 17 a 38.

UNA VIA DE SOLUCION ALGORITMICA, PERO IMPRACTICABLE

Obsérvese que en la historia del problema (B) solo se considera, en la
practica, el caso particular de los estercoedros de Dirichlet. La razon es la
ausencia de métodos para estudiar estereoedros en general (ver [GSI, p.965]).
Tampoco se sabe para dimensiones mayores que 2 si todo estereoedro es com-
binatoriamente equivalente a uno de Dirichlet (en el caso del plano la respuesta
a esta pregunta es afirmativa).

Desde el punto de vista tedrico, a partir de la clasificacion de los grupos
cristalograficos tridimensionales existe un algoritmo que calcularia, si se dis-
pusiera de ordenadores suficientemente potentes, todos los tipos combinatorios
de estereoedros de Dirichlet de dimensién tres: para cada uno de las 219 clases
de conjugacion afin de grupos cristalograficos, tomése como espacio de con-
figuraciones el formado por los posibles parametros métricos del grupo mais
las coordenadas de un punto base para una orbita del mismo. Este espacio
puede tener hasta dimension seis, aunque los grupos mas complejos son los del
sistema ciibico y en ellos no hay parametros métricos, con lo cual su espacio
de configuraciones tiene dimension tres.

Una vez hecho ésto, habria que descomponer el espacio de configuraciones
en regiones semialgebraicas en las cuales el tipo combinatorio del estercoe-
dro de Dirichlet permanece constante. Este es un problema de eliminacion de
cuantificadores en geometria algebraica real, para el que existen algoritmos
generales, algunos de ellos implementados. Lo malo es que el mimero de ecua-
ciones es, a priori, de varios cientos y, por tanto, la aproximacion algoritmica
parece impracticable. Ni siquiera para estudiar, por ejemplo, el grupo 14,32
en el cual Engel obtuvo sus estereoedros con mayor nimero de caras. Pero,
insistimos, la situacion es aiin peor si se desea estudiar estereoedros en general,
puesto que ni siquiera existe un algoritmo tedrico para hacerlo.

LA NUEVA COTA

Como en la aproximacion anterior, nosotros nos hemos basado en la clasi-
ficacion de los grupos cristalograficos tridimensionales y restringimos nuestro
estudio al caso particular de estercoedros de Dirichlet. Dividimos las 219 clases
de grupos en varios tipos con propiedades similares. Los grupos mas senci-
llos para muestros propdésitos resultan ser aquéllos con reflexiones. En ellos,
llamamos celda de reflerion al dominio fundamental del subgrupo generado
por las reflexiones. Se tiene entonces la propiedad de que un estereoedro de
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Dirichlet para un punto base (generador de la 6rbita cuyo diagrama de Voronoi
estamos considerando) que esté dentro de una celda de reflexién K. tiene su
nimero de caras acotado por el nimero de vecinos externos a R (que son,
como mucho, uno por cada cara de la celda de reflexion R, es decir a lo mas
seis) mas el mimero de vecinos internos. Estudiando por separado los grupos
con reflexiones en 3, 2. v 1 direcciones, demostramos una cota de 8, 18 v 15
caras, respectivamente. Ademads éstas cotas son exactas, pues hemos encon-
trado explicitamente estereoedros de Dirichlet con nimero de caras igual a la
cota obtenida para cada uno de los tres casos.

Para los grupos sin reflexiones, en primer lugar nos olvidamos de los gru-
pos con 8 o menos aspectos (en los cuales la cota de Delone es 70, que con-
sideramos suficientemente buena) y dejamos para un estudio por separado los
grupos del sistema ciibico. En los 14 grupos que quedan utilizamos el hecho de
que los grupos con mas de cuatro aspectos contienen siempre una traslacion
perpendicular a otras dos del grupo. Definimos el concepto de celda suficiente
como un prisma en la direccion de la traslacién distinguida, con base no ne-
cesariamente convexa y que contiene a todos los posibles vecinos del punto
inicial. El mimero de puntos de la érbita del punto base que estan dentro de la
celda suficiente serd una cota superior para el nimero de caras del estereoedro
de Dirichlet. Tanto el cdlculo de las celdas suficientes como el del mimero de
puntos dentro de ellas se realiza “a mano”, obteniendo una cota superior de
102 caras.

Por qltimo nos quedan los grupos del sistema cibico. Estos grupos con-
tienen tres traslaciones ortogonales dos a dos y de modulos iguales, v una
rotacion de orden tres que las permuta ciclicamente. En ellos, esencialmente,
lo que hacemos es aplicar el método de la “celda suficiente”, descrito en el
parrafo anterior, tres veces, una en cada direccion de traslacion. De este modo
la celda suficiente queda descrita como interseccién de tres prismas rectos de
base no convexa y ortogonales entre si. El cilculo de la celda suficiente y, sobre
todo, del mimero de puntos de la 6rbita dentro de ella, es imposible de realizar
“a mano”. Utilizamos, entonces, una implementaciéon en el lenguaje simbdlico
Maple para descomponer esa celda suficiente no convexa en poliedros convexos
y para comprobar, mediante un “chequeo lineal”, la existencia de puntos de la
drbita dentro de dichos poliedros convexos. La cota mas grande que obtenemos
para los diferentes grupos es de 162 caras, casualmente (;o0 no?) en el mismo
grupo 14,32 del ejemplo de Engel.

En resumidas cuentas, obtenemos que ningiin estereoedro de Dirichlet de
dimension 3 puede tener mas de 162 caras de dimensién 2. Mds aiin, nuestro
método nos da una cota para cada tipo de grupo, cota que sélo en cuatro de
ellos supera 102. Los resultados para grupos con reflexiones se pueden consultar
en [BSI]; los correspondientes a grupos sin reflexiones aparecen en [BOC|, y
estan en proceso de ser escritos en forma de articulo [BSII] , [BSIII].
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