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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccién a cargo de

Javier Cilleruelo Mateo

En esta ocasion, debido al gran interés que parecen haber suscitado los
cuadrados magicos, dedicamos la seccién a las colaboraciones presentadas por
los lectores sobre este tema.

Nuevas colaboraciones y sugerencias sobre cualquier tema que os parezca
de interés pueden ser enviadas a la direccién franciscojavier. cilleruelo@uam. es

Cuadrados grecolatinos

Cristdobal Sanchez-Rubio

Dado un conjunto de n simbolos distintos ay, as. . .., a,, llamaremos cuadra-
do latino a una disposicién de ellos en n filas y n columnas de modo que en
cada fila y en cada columna haya uno y sélo uno de ellos. Por ejemplo si n = 4,
el cuadrado de la izquierda es un ejemplo de cuadrado latino con los simbolos
{a,b,e,d}, el del centro es otro ejemplo de cuadrado latino con los simbolos
{a, B,7,0} v el cuadrado de la derecha es la superposicion de los otros dos.

a|blec|d al Bly|4d ace | b3 | ey | db
bla|d]|e yld|lal|s by | ad | do | ef
cld|alb ) 0| a cd | dy | af | ba
dlec|b|a Blald]|y df | ca | b | ay

En €l se observa que cada pareja de simbolos aparece una sola vez. Cuando
al superponer dos cuadrados latinos ocurre esto, decimos que ambos cuadrados
son ortogonales y al cuadrado resultante se le denomina grecolatino.

La existencia de cuadrados grecolatinos para un orden n dado se mantu-
vo en principio en el contexto de las curiosidades matematicas. A mediados
del siglo XX, Fisher demostré su utilidad para el control de experimentos es-
tadisticos, mds concretamente en experiencias agronomicas. La configuracion
del cuadrado grecolatino de la derecha seria un modelo para experimentar
cuatro tipos de cereal (a,b,c,d) con cuatro tipos de abono («v, (3,7v,4) en una
parcela rectangular que en sentido norte-sur presenta una variacién conti-
nua de humedad y en sentido este-oeste otra variacion del terreno, como por
ejemplo la concentracién de arcilla. Dividiendo en 16 subparcelas pueden ex-
perimentarse diferentes combinaciones de cereal, abono, grados de humedad y
concentracion de arcilla.
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A nosotros nos interesan por su relacién con los cuadrados magicos, como
veremos a continuacién. Se llama cuadrado mdgico de orden n a una disposi-
cién de n? niimeros naturales consecutivos (ordinariamente desde el 1 hasta el
n?) en las n* posiciones de un encasillado de n filas y n columnas de modo que
los niimeros de cada fila y cada columna sumen lo mismo. Veamos primero
que la existencia de un cuadrado grecolatino de orden n permite construir un
cuadrado magico del mismo orden.

En efecto, si interpretamos los n simbolos del primer conjunto como cifras
en base n (desde 0 hasta n — 1) y lo mismo para las del segundo, el cuadrado
grecolatino representa n? niimeros diferentes de dos cifras expresados en base
n. Podemos entonces cambiar ambos conjuntos de simbolos por el conjunto
{0,1,2,...,n — 1}. El cuadrado grecolatino de la pagina anterior escrito de
este modo esta colocado a la izquierda:

00 [ 11 | 22| 33 05 |10]15 1|6 1116
12| 03 | 30 | 21 6 (3 [12] 9 T4 |13]10
2313201110 114l 1]4 12 (15| 2 | 5
311201302 131872 419|813

El caracter grecolatino asegura la no repeticion de nimeros. Comienza en
0 (escrito 00(4) y termina en n? — 1 (escrito 33(4). Por tanto hay n? mimeros
consecutivos. En el cuadrado central se han colocado los mismos nimeros en
base 10 (desde el 0 hasta el 15) y en el de la derecha se ha sumado 1 a ca-
da celda. con lo que se sitian en el rango 1,...,n%, como suele ser habitual.
Nuevamente el caracter grecolatino del cuadrado de la izquierda asegura el
caracter magico del de la derecha. En efecto, sumando “unidades™y “dece-
nas” por separado en el cuadrado de la izquierda, los resultados serdan iguales
va que hay una y sélo una cifra de cada clase y estan todas. Estas sumas
valdran 0 + 1+ 2 + 3 = 6 en el caso de n = 4. En general la suma de las
unidades o decenas de cualquier fila o columna en el correspondiente cuadrado
grecolatino vale %(n? —n), que una vez traducido a base n tiene el valor

?!-2 — T 13 —n

7

5= —2—(u.+ 1) = —5

para la suma de los numeros de cada fila 0 columna en el cuadrado central.

Si anadimos una unidad a cada casilla para que los nimeros queden en el

rango 1,... ,n?, como muestra el cuadrado de la derecha, bastara sumar n a

la férmula anterior para obtener finalmente la suma de los términos de cada
fila y cada columna en un cuadrado magico de orden n:

n® 4+ n
2
Hemos visto que la existencia de un cuadrado grecolatino nos permite
asegurar la existencia de un cuadrado mégico del mismo orden. A continuacién
vamos a dar un método para construir cuadrados grecolatinos de orden primo

Sn. -
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p, basado en la estructura de cuerpo de K = Z/p, que tiene una curiosa
representacion geométrica sobre un toro. Para fijar ideas tomaremos p = 5,
aunque el método es valido para cualquier primo p.

Sea V = K x K = {(a,b) : a,b € K}. Como K tiene 5 elementos, V
tiene 25, que interpretados como coordenadas de puntos constituyen lo que
llamamos una geometria finita. Podemos definir “rectas” como los subconjuntos
de V' que son soluciones de ecuaciones del tipo ax + by = ¢, en las cuales todos
los coeficientes y las operaciones indicadas se refieren a los de K.

Por ejemplo, y = 3x + 2 es una recta que contiene los puntos (0, 2); (1,0);
(2,3);(3,1) v (4,4). Puestas las ecuaciones en forma explicita, hay 5 valores
para la pendiente y otros 5 para la ordenada en el origen. En esta clasificacion
no estan las rectas del tipo x = b, de las que existen otras cinco. En total
disponemos de 30 rectas, cada una con cinco puntos. Al ser K un cuerpo, las
propiedades esperadas entre rectas y puntos son de inmediata comprobacion.

a) Dos puntos distintos definen una tinica recta.

b) Dos “rectas” son paralelas (no tienen puntos comunes) si y sélo si
tienen la misma pendiente y distinta ordenada en el origen.

¢) Dos rectas no paralelas se cortan en un tunico punto.

La representacion grafica de esta geometria la haremos inicialmente en
unos ejes clasicos que nos proporcionan una reticula de 25 puntos aislados.
Asociaremos cada valor de la abscisa a una columna y cada valor de la orde-
nada a una fila, de modo que los 25 puntos de V se corresponden con las 25
celdas de un cuadrado de orden 5.

4| * La figura de la izquierda muestra la repre-

3 * sentacion grafica que utilizaremos para nuestra

2 1 1* geometria. Si usamos el simbolo * para senalar

1 * un punto, la recta y = 22 + 4 es el conjunto re-

0 * presentado en ella correspondiente a los puntos:
01121314 {(0,4);(1,1);(2,3);(3,0); (4,2)}.

A primera vista se observa que hay un asterisco y sélo uno en cada linea
(fila 0 columna). Por supuesto no es casualidad: expresa graficamente el hecho
de que la recta dada, y = 2z + 4, corta en un 1inico punto a cada una de
las rectas y = b, b = 0,1,2,3,4, que son las ecuaciones de las filas (rectas
paralelas al eje X'). De modo andlogo ocurre con las columnas.

Si representamos las einco rectas de una misma pendiente en la misma
grafica tendremos un cuadro como el que se muestra en la figura de la pagina
siguiente para las rectas de la forma y = x + n usando como simbolos a. b, e, d
y e para los puntos de las rectas correspondientes a los valores n = 0,1,2.3 y
4 respectivamente,
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Evidentemente se obtiene un cuadrado latino va

1 : a que cada letra aparece una y sélo una vez en
3|d|c|b e cada fila y en cada columna. No puede haber
2(c|blaleld dos letras distintas en la misma celda ya que dos
l{blalel|d]c rectas paralelas no tienen puntos comunes. El ra-
Ofalel|d|c|b zonamiento se completa observando que tenemos

011234 5 rectas distintas con cinco puntos distintos cada

una de ellas llenando el cuadrado de orden 5.

Cada valor de la pendiente distinto de 0 (fallarfa el razonamiento para las
filas) nos proporciona un cuadrado latino. Disponemos entonces de 4 cuadrados
latinos, el ya expuesto y los tres restantes correspondientes a las pendientes

2,3 y4.

elelald|b el|lbld|a]c ela|b|le|d
dlblel|lc|a d cle|b dlelal|lb|e
cla|d|b]e cle|bld|a cldle|lalb
blelclald bld|la|c|e bleld|e|a

dlblel|ec ale|elb|d a|lbleld]|e

Ademas, eligiendo dos cualesquiera de entre los cuatro anteriores resultan
ortogonales, dado que al representar cada cuadrado latino un haz de rectas
paralelas resulta que cada recta de un haz corta a cada recta de otro haz en un
punto y sélo en uno, lo que garantiza la ortogonalidad. Comprobamos asi un
hecho general: para un orden n dado, existen a lo sumo n— 1 cuadrados latinos
mutuamente ortogonales. Para que las diagonales también sean magicas hay
que elegir los cuadrados latinos entre los que tengan pendientes distintas de 1
y 4 ya que estos valores son precisamente las pendientes de ambas diagonales.
Con este método solo disponemos, en este caso, de un cuadrado grecolatino
que proporcione uno magico incluyendo ambas diagonales, que corresponde a
la superposicion de los dos latinos asociados a las pendientes 2 v 3.

5 T2 4 T16T 8 Superponiéndolos, interpretando las letras co-

— mo cifras en base 5, pasando a base 10 v suman-
19| 6 |23]15]| 2 ‘ b ; AR
315 179 21 do a todos una unidad se obtiene el cuadrado
?' "_1 T 3 20 magico que se muestra en la figura de la izquier-
- da en el que las filas, columnas, diagonales vy
1 [18]10 2214 : 8 -

paralelas a las diagonales suman 65.

Este método esta basado en que K = Z/5 es cuerpo y le podemos adap-
tar también a Z/p, siendo p primo. También puede extenderse para ordenes
potencia de un primo ya que todos los cuerpos finitos deben tener un orden
p* con p primo.

La representacion grafica mas interesante se obtiene dando a ambos ejes
el caracter ciclico que tienen los elementos de K. Ello se consigue colocando
el eje X sobre una circunferencia dividida en 5 partes, lo que nos daria un
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cilindro. Haciendo lo mismo con el eje ¥ vamos a parar a 25 puntos situados
sobre la superficie de un toro.

Es curioso observar que la pendiente de una recta tiene un significado muy
claro en la representacion sobre el toro, indica el nimero de vueltas que da la
recta da sobre el eirculo menor mientras se recorre una vuelta sobre el circulo

mayor.

Si se dispone de un modelo material,
todo lo dicho es clarisimo. La fotografia
de la izquierda muestra un modelo en
madera. Se han colocado clavos en los pun-
tos de la geometria finita y con un cordon
blanco se representan dos rectas “parale-
las”, concretamente las de las ecuaciones
y=4ryy=4x+ 1.

El interés del método expuesto estriba
en la relacién entre temas aparentemente
tan dispares como el dlgebra, la geometria,

las estructuras finitas, los cuadrados magicos y la representacion sobre super-
ficies topologicamente distintas al plano. Vamos a dar ahora una formula para
conseguir cuadrados grecolatinos de orden n impar. Una vez conseguido esto,
solo faltara asegurarnos de que las diagonales también dan la misma suma y
tendremos la formula para generar cuadrados magicos de orden impar.
Pongamos d para indicar las “decenas”. u para las “unidades”, x la fila e
y la columna (numeradas ambas de 0 a n — 1). Interpretemos las expresiones

d=ax+by+r

u=pr—+qy-+s

en el anillo Z,, de las clases de restos modulo n con las operaciones usuales.
Supongamos que a es primo con n. Entonces, manteniendo fijos b, y, r; cuando
x recorre el conjunto {0,1,....n — 1}, d toma todos los valores del mismo
conjunto v una vez cada uno; es decir, en la columna y aparecen todos los
valores de d sin repetir ninguno. Lo mismo sucede si fijamos r y variamos y,
siendo b primo con n: saldran en cada fila todos los valores de d sin repetir
ninguno. De modo andlogo se comporta u suponiendo que p y ¢ son primos
con n. En otras palabras, las hipotesis a,b, p, g primos con n garantiza que
los conjuntos de los n? valores de d y u obtenidos de (1) al dar a x y a y
los n? valores del cuadro forman dos cuadrados latinos. Para asegurar que
¢l cuadrado superpuesto es grecolatino necesitamos que el sistema (1) en las
incognitas x. ¥y tenga solucion inica para o, u dado, lo cual ocurre cuando
ag — bp es primo con n.

Tomando a = n—1; b= 1;p=n—1,qg = n— 1 se cumplen todas
las condiciones anteriores y el enadrado resultante es casi-magico. Para estos
valores. (1) queda en la forma
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d=—-z4+y+r
T @)
U=-r—y+s
Nos quedan libres los parametros r y s para asegurar la suma de las diago-
nales. La diagonal principal esta definida por la condiciéon z = y. Sustituyendo
en (2), resulta:
d=r, u=(n-—2)z+s.

Como n — 2 es primo con n, la cifra u de las unidades recorre el rango
{0,1,...,n — 1} a lo largo de la diagonal principal para cualquier valor de s

y Su suma es %n(n — 1). Al ser constante la cifra de las “decenas”, para que

sume lo mismo se debe cumplir nr = %n(n. —1). Es decir, r = %(n — 1), que
es entero al ser n impar.
Procediendo de modo analogo para la diagonal secundaria definida por

r+y=n-+1 tenemos:
d=(n—-2)z+1+r, u=—1+s.

Como n — 2 es primo con n, la cifra d de las decenas recorre también el
rango {0,1,...,n—1} alo largo de la diagonal secundaria para cualquier valor
de r v su suma es %n.(n — 1) . Al ser constante la cifra de las “unidades”, para
que sume lo mismo se debe cumplir:

(n—1 ;
n(—l+3)=—-—n(n2 )@S:n;—l,

que es entero al ser n impar. La expresion final para “decenas”y “unidades” queda:

n—1 n 41
5 u=—(z+y)+ :

1= —x+
[ r+y+ 9

Si pasamos el numero du a base 10 y sumamos 1 para situarnos en el
rango correcto queda probada la férmula de la pagina 450 del niimero 3 de la
Gaceta.

Cristobal Sanchez-Rubio, LE.S. Penyagolosa, Castellén
e-mail: csanchez@platea.pntic.mec.es
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Cuadrados magicos concéntricos

Eduardo Sdez de Cabezoén Irigaray

Durante siglos, los estudiosos de los cuadrados magicos han tratado de
buscar métodos generales para la construccion de cuadrados magicos, y sus
esfuerzos no han sido vanos. Hoy contamos con varios métodos para cuadra-
dos de orden par, que son en general mds dificiles de construir que los de
orden impar, particularmente cuando el orden del cuadrado no es divisible por
cuatro,

A lo largo de mis viajes a la tierra de los cuadrados mégicos he conocido
métodos muy elegantes para resolver este problema, como el método de las
diagonales para cuadrados magicos de orden 4m con m > 1, o el llamado
método LUX para cuadrados de orden 4m + 2, con m > 1.

Hacia finales del siglo XVII, Frénicle de Bessy propuso un método para
cualquier orden par, el llamado método de la orla, que permite pasar de un
cuadrado de orden n par, a otro de orden n + 2. El método puede describirse
asi:

Dado un cuadrado méagico de orden n, sumemos 2n + 2 a todos los elemen-
tos del cuadrado y anadamos una orla vacia alrededor. Solo queda distribuir
adecuadamente en la orla los niimeros que faltan (es decir, del 1 al 2n + 2 y
del n* + 2n + 3 al (n+ 2)?) para obtener un cuadrado mégico de orden n + 2.
Para n pequeno, algunos tanteos bastan para rellenar la orla. Fermat, amigo
de Frénicle escribié cuadrados magicos hasta el orden 22 usando este método.

Ignoro si Frénicle propuso un método para eludir los tanteos cualquiera
que sea n; en la corta bibliografia a mi alcance no he encontrado nada en este
sentido. De todos modos podemos llenar este vacio matando dos pajaros de un
tiro: Demostrando la validez general del método de Frénicle para cualquier n
par, y haciéndolo ademés de una manera constructiva que nos de un método
general para llenar esa orla cualquiera que sea n. La demostracién que he
pensado es muy sencilla e intuitiva.

Nombramos los nimeros de la orla de la siguiente manera:

v by by . b, w Aqui, denotamos por o’ al complementario de
ey c} a, donde complementario significa que a + o/
o Ch es igual a n? + 4n + 5. Es decir, que la suma
de dos complementarios es igual a la diferencia
i & entre la constante del cuadrado de orden n + 2
w'oboby b, v la del cuadrado inicial de orden n.

De esta manera garantizamos que todas las sumas en filas, columnas y
diagonales son iguales excepto en las filas y columnas primera y tiltima. Ahora
debemos elegir los elementos de B = {by,... ,b,} vy C = {c|,....c,}; asi como
v y w, de tal manera que consigamos todos los niimeros que nos quedan por
anadir,

BuB'uCcul'u{v,v,wuw'} ={1,....2n+2}u{n?+2n+3,..., (n+2)%},
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y ademas hagan cuadrar las dos filas y columnas que nos faltan:
n T n T
Zb,- +v+'w=Zb:+v'+w' o= Zci+v+w’=2f::;+w+v
i=1 i=1 i=1 i=1

Si n = 4 podemos tomar v =35, w =32, B ={33,7,3,1},
C = {29,27,9,6}.

Sin=6tomamos v =1, w=4, B ={63,6259 58 5,8},
C = {56, 54,52,10,12,14}.

Si n=4m, m > 2 podemos tomar v =n? +3n+7, w=mn?+ 3n+4,

B={n?+3n+5n+3,n—1,n—23)
n—8

4

J{n—7—4k,n—4—4k,n® + 3n + 10 + 4k, n? + 3n + 11 + 4k},
k=0

C={n*+3n+1,n+3n— 1,n+5,n + 2}
n—8
4 . ) .

U {n+7+4k,n+ 10 + 4k, n® + 3n — 3 + 4k, n® + bn — 4 + 4k}
k=0

Sin=4m+2, m>2tomamos v=n—5. w=n— 2,

Bi= {’n2 +3n+9n°+3n+8n*+3n+5n*+3n+4.n—1,n— 2}

n—10
1

U {n—6—4k,n—9—4k,n>+3n+ 12+ 4k,n® + 3n + 13 + 4k},
k=0

C={n*+3n+2n2+3n,n’+3n—2,n+4,n+6,n+ 8}

n—10
4

U {n+9+4k,n+ 12 + 4k,n?+3n—5—4k,n?>+3n—6 — 4k}.
k=0

De esta manera, empezando con un cuadrado magico de orden 4, podemos
construir cuadrados magicos de orden par, tan grandes como queramos, tales
que todos los subcuadrados centrales son también magicos.

Sélamente queda hacer una observacion sobre este método. Al hacer las
asignaciones para los b; y para los ¢; sin importarnos el orden de los niimeros
disponibles, hemos obtenido (n!)? cuadrados distintos (en realidad hay mas
intercambiando los nimeros de las esquinas). Ademads, la asignaciéon propuesta
es s6lamente una de las muchas posibles, habiendo otras igualmente validas,
con lo que el nimero de cuadrados se multiplica.
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Por qltimo, respecto a los cuadrados magicos de

79 | 31 | 47 | 101 orden cuatro formados por niimeros primos por los
53 | 71 | 61| 73 que preguntaba en su seccion; los hay, y muchos;
89 | 59 | 67| 43 el cuadrado de la izquierda que pongo como ejem-
37 197 | 83| 41 plo, tiene ademéas la particularidad de que estd

formado por primos consecutivos.

Eduardo Sienz de Cabezén Irigaray, ¢/ Beratiia 38, 3 izda- Logrono.

e-mail: eduardo.saenz-de-cabezonQalum.unirioja.es

Cuadrados magicos de primos

Jose Javier Léopez Pena

El método que he utilizado para encontar cuadrados magicos primos de
orden tres ha consistido en hallar un nimero primo a, y dos enteros distintos b
y ¢, miltiplos de 6 verificando que a+b, a+c,a—b,a—c,a+b—c,a—b+c,a—b—c
y a + b+ ¢ son también mimeros primos.

Con una tabla de primos en la mano he encontrado el cuadrado de primos
de la izquierda, que posiblemente sea el de menor nimero central. Con el
mismo método, pero con ayuda de medios mas fuertes, también he encontrado
el “monstruo”de la derecha:

17 189 | 71 2147453557 | 2147512771 2147484613 |
113 {59 | 5 2147514703 | 2147483647 | 2147452591
47 1 29 | 101 2147482681 | 2147454523 | 2147513737

Para hallar cuadrados de primos de 4 x 4 he obtenido primero la forma
genérica de los cunadrados magicos de 4 x 4:

a—c+e at+b—d+g at+d+ f a+c+h

a+ f a+c+d+h a—c—d+yg a+b+e
at+g+h|la—c+d+e+flat+tbte—d a
a+b+ec a—d atd+e+h|a—c+g+ f
B3I T80 171 Ohfaervar que tlt.-‘.l,‘lt‘ll estructura de espacio vec-
71831 7 67 torial de dimension 8. Con ayuda de esta forma
6l 173 141 129 genérica he obtenido el cuadrado magico de la
w3 17 197 | 37 izquierda, que esta formado completamente por

nimeros primos.
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Respecto a los cuadrados magicos multiplicativos con niimero central 1998
por los que preguntaba en El diablo de los nimeros del Vol 1, n 3, he encontrado
otros dos:

54 110889 | 1332 999 | 1332 | 5994
49284 | 1998 81 11988 | 1998 | 333
2997 36 73926 666 | 2997 | 3996

Jose Javier Lopez Pena, 1 Curso de Matematicas, Universidad de Granada.
e-mail: x4665990@fedro.ugr.es



