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En la década de los 80 el National Couneil of Teachers of Mathematics re-
comendd la resolucidn de problemas como objetivo prioritario para el enrricu-
lum escolar de matematicas (Krulik & Reys, 1980). Textos como How lo solve
it (Polya, 1945), recobraron su interés y provocaron el desarrollo de numerosos
programas de investigacién sobre el curriculum de matematicas (Charles & Sil-
ver, 1989). La resolucién de problemas se reconocié como meta primordial de
la ensenanza de las matemaiticas, por lo que los investigadores enfocaron su
atencién sobre la resolucién de problemas de matemaiticas en los sistemas edu-
cativos (Schoenfeld, 1985; Puig, 1993), convirtiendo este tdpico en uno de los
organizadores curriculares (Rico, 1997). La resolucién de problemas también se
ha integrado en la investigacion sobre formacion de profesores (Blanco, 1991;
Carrillo, 1997; Contreras, 1999), va que la ensenanza basada en este tdpico
obliga al profesor a considerar nuevas opciones metodoldgicas y de evaluacion.
La eleccion de problemas adecuados hace que los alumnos manifiesten dis-
tintas estrategias de resolucion y de heuristicos que proporcionan al profesor
informacién 1itil para orientar el trabajo posterior en el aula (Ferndndez, 1997).

Este articulo presenta las estrategias planteadas y los heuristicos utiliza-
dos al resolver un problema de geometria elemental, propuesto como ejemplo
para trabajar con resolucidn de problemas en el aula de matematicas, Las
respuestas dadas a esta tarea por un grupo de estudiantes de la Licenciatura
de Matematicas, en el marco de un curso de Diddctica de la Matemadtica, ha
proporcionado unas veinte estrategias y una decena de heuristicos que han
permitido detectar algunos rasgos de la comprensién matematica de estos es-
tudiantes y su nivel de dominio sobre geometria. Concluimos senalando algu-
nas de sus actitudes ante la resolucidn de problemas y mencionando algunos
condicionantes del sistema educativo en el que ejerceran su profesion.
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1. UN PROBLEMA SOBRE EL CUADRADO

El cnadrado es una figura geométrica bisica v sencilla que proporciona

una gran rigueza conceplual v procedimental, ampliamente documentada. En
el campo de la geometria plana elemental encontramos numerosos problemas
que involucran al cuadrado, y que, a pesar de su planteamiento sencillo, sor-
prenden por la riqueza v variedad de estrategias de resolucion con que pueden
ser afrontados, Es el caso del problema siguiente, que podemos encontrar enun-
ciado en Wells (1988) o en Coriat y otros (1989):
Sobre cada uno de los lados de un cuadrado se construyen tridngu-
los rectiangulos iguales, de hipotenusa igual al lado del cuadrado,
gque se colocan alternativamente “hacia adentro™ y *hacia afuera”
(como indica la Figura 1). Demostrar que los cuatro vértices de los
triangulos que no son del cuadrado se encuentran alineados.

Este problema ha sido propuesto du-
rante tres anos consecutivos a estudian-
tes de ln Licenciatura de Matematicas, en
el contexto de una asignatura de Didacti-
ra de la Matemadtica, en el blogue corres-
pondiente a la resolucion de problemas, El
problema se propuso entregando a cada es-
tudiante un folio que contenia la Figura |
y se explicd verbalmente el enunciado del problema. No se aportd ningin tipo
de pauta ni indicacion que orientase a los estudiantes a usar una técnica con-
creta, con el fin de que tuvieran total libertad para resolverlo. Tampoco se
dieron datos sobre posibles medidas de magnitudes (lados o dangulos) ni se in-
died ningin dmbito en que el problema hubiese aparecido. Los estudiantes se
llevaron el problema a casa para su resolucién y entregaron sus resultados por
eserito al dia siguiente; no se tratd de una procha que fuera a ser calilicada en
el contexto de una asignatura,

Ficira 1

2. CLASIFICACION DE ESTRATEGIAS

El término estrategia es ampliamente usado en distintas actividades mate-
matieas, en particular, en el Ambito de la resolucion de problemas. Desde las
acepeiones del Wdrming para la educacion matematica establecidas por Bell
(1976), han sido varios los autores que lo han recogido v matizado, siendo su
fundamento los procedimientos o modos de actuacian gue conducen a la reso-
fueion de wn problema (véase, por cjemplo, el informe Cockeroft, (1985, p. 87)
o Rico v otros (1990, p. 9)). En las producciones realizadas por los estudiantes
en la resolucion del problema anterior hemos identificado una gran variedad de
eatrategias que hemos clasificado, obteniendo los apartados gue exponemos a
continuacion, donde ademas comentamos las caracteristicas mis significativas
observadas en el proceso. Aungue las estrategias no han sido desarrolladas
en s totalidad por los estudiantes, nosotros hemos completado agui Lo que.,
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muchas veces, era un simple eshozo. Cuando algin estudiante ha desarrollado
una estrategia por completo asi lo mencionamos. Destacamos también que los
conocimientos empleados son impartidos en la educacidn secundaria (12-18
A0S ).

2.1. ESTRATEGIAS DE GEOMETRIA SINTETICA

Englobamos en este apartado aquellas soluciones del problema a las que se
llega realizando nuevas construcciones geométricas a partir de la ligura original
para completarla o ampliarla, v después emplear sobre ellas razonamientos
deductivos. En bastantes ocasiones los estudiantes han considerado evidentes
v han utilizado algunas propiedades fundamentales que debian ser deducidas.
Es el caso de las relaciones de paralelis-
mao y perpendicularidad que se dan en- & B
tre las rectas que contienen a los cate-
tos de los tridngulos rectdangulos (véase P,
la Figura 2}, propiedad que ha sido uti-
lizada a discrecién por los estudiantes,
sin mencionarla ni probarla explicita-
mente y que se justifica, por ejemplo,
ohservando que dos cualesquiera de las D A
rectas candidatas a ser paralelas (p. ej.
PC v Po ) tienen una secante comiin
(P2C), perpendicular a ambas, que forma con ellas dngulos alternos-internos
ipuales (nétese que denotamos cada recta por un par de puntos sobre ella).
Prolongando los catetos de los tridngulos rectingulos v teniendo en cuenta las
relaciones anteriores, conseguimos completar algunos cuadrados v rectingulos
nuevos (Figuras 3.1 v 3.2), cuyvas componentes estaban parcialmente dadas en
la figura original y que cuentan a los cuatro puntos P, P, Ps, Py, a los que
llamaremos en lo sucesivo puntos F;, entre sus vértices.

2 ©
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Los estudiantes han observado que las diagonales de los nuevos cuadra-
dos construidos (consecutivos en la Figura 3.1(a), homotéticos en la Figura
3.1(b) y anidados en la Figura 3.2, segiin la terminologia de los estudiantes)
pertenecen a la misma recta. La justificacion de este hecho, considerado evi-
dente por los estudiantes, puede justificarse en todos los casos por la siguiente
propiedad fundamental de la diagonal del cuadrado: un punto pertencee a la
(recta que contiene a la) diagonel de un cuadrado si y solo 51 equidista de
(las rectas que contienen a) los lados correspondientes del mismo. Estas es-
trategias que completan y amplian la figura dada pueden enmarcarse en la
linea de pensamiento de la Gestalt, en la que un fundamento esencial en el
proceso de resolucidn de un problema es completar una situacion incompleta
desde una perspectiva global, realizando operaciones de “agrupamiento, reor-
ganizacion, y estructuracién de division en subtotales” (Wertheimer, 1991). En
nuestro problema conereto, completar total o parcialmente la figura dada, para
razonar después sobre la coincidencia o la alineacion de diagonales, indica este
punto de vista global que, posteriormente, se resuelve en subproblemas mas
simples. Este tipo de razonamientos, utilizade por algo mas de la mitad de los
estudiantes, requieren conocimientos geomeétricos del primer ciclo de E.S.0).

22 ESTRATEGIAS DE TRANSFORMACIONES CEOMETRICAS

Agrupamos bajo este epigrafe las estrategias que relacionan ciertas partes de la
figura con otras mediante transformaciones geométricas. En ellas los estudian-
tes han sentido escasa o nula necesidad de demostrar sus afirmaciones por el
hecho de percibirlas en un dibujo. Una cuarta parte de los estudiantes, aproxi-
madamente, han planteado estas estrategias, que requieren conocimientos del
segundo ciclo de E.S.0.

2.21. HOMOTECIA

Consideremos el punto O, interseccidn de las rectas AD y Py P; (Figura
4), v la homotecia de centro O y razén r := DP3/APF;, que transforma el
segmento AP; en DP,. Los triangulos AAPR P, v ADP P, son semejantes,
siendo r su razon de semejanza, por ser rectangulos e isdsceles. Dedueimaos
que la homotecia transforma AAP:Py en ADP, Py, por lo que O, P, v Py
estan alineados. Esto, junto con la alineacién de O, P4 y Py, permite deducir
que Py, Py v Py oestian alineados. Andlogamente se prucba la alineacion de Py,
P;{ ¥ P_.|.

222 SIMETRIA CENTRAL

Una simetria central con
centro (7 en el centro del cuadra-
do original transforma uno de los
tridngulos exteriores (resp. inte-
riores) en el otro tridngulo exte-
rior (resp. interior) (Figura 5).

Fiocumra 4
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En particular, transforma P; en Py, y Py en P;. Si probamos que G, P
y Ps estan alineados, concluiremos que los puntos F, estian alineados. Esta
propiedad no ha sido demostrada por ningin estudiante. Una posible solucidn
es la siguiente: segiin la notacidn de la Figura 6, donde H es el punto de corte
entre P B v una diagonal, tenemos que:

{a) APHC vy AHGE son semejantes, por ser rectingulos y tener igual
el angulo en H.

(b) AP,GH y AHBC son semejantes, ya que tienen igual el angulo de
vértice H y los lados en que éste se apoya son proporcionales, por (a),

(¢) deducimos que el dngulo H PG mide 45",

(d) ademas CF P = 45" ya que Py P, es diagonal de un cuadrado. Con-
cluiimos que GP; Py = HP,G + BPC + CPa Py = 45° 4 90° 4 45" = 1807, y
asi los puntos &, P v I estian alineados,

Jf "\
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.
FiGura 5 Fioura 6

223 COMPOSICION DE DOS GIROS

Algunos estudiantes han oblenido la simetria central anterior como producto

de dos giros de 90°, centrados en vértices consecutivos del cuadrado, como
indica la Figura T:

c B
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D A e )
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Fioura 7
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P 2.24. SIMETRIA AXIAL

P J Laos dos cuadrados ipoales marcados en tra-
zo grueso en Figura 8, comparten el cuadra-
do pequeno, por lo que son simétricos respecto
del eje de simetria que pasa por los vértices
! opuestos  de  dicho  coadrado  compartido.
7 Esta simetria transforma Pz en Py v Py oen Py

Ademds la recta PP es perpendicular al eje

de simetria, ya que contiene a la diagonal del
FiGura 8 cuadrado pequeno.

2.3. ESTRATEGIAS DE GEOMETRIA ANALITICA

Bajo este epigrafe colocamos las soluciones en las que el planteamiento del
problema pasa por establecer un sistema de referencia v determinar las coor-
denadas de los puntos considerados para razonar con ellas. Menos de la cuarta
parte de los estudiantes ha seguido este tipo de argumentos v es de destacar
que en ellos se han encontrado menos errores que en los correspondientes a
construcciones geomdétricas, consiguiendo argumentar el proceso de solucion
hasta el final (es un ejemplo de “la via lenta pero segura de la operatoria con
crprestones algebraicas, en coordenadas, en los problemas geométricos” (Recio,
1998, p. 24)). Los conocimientos necesarios para abordar este tipo de estrate-
gias se imparten en Bachillerato. Estructuralmente, los argumentos que siguen
han estado caracterizados por los tres aspectos signientes, condicionantes de
la dificultad de los cileulos posteriores:

1. La habilidad de los estudiantes para situar sobre el dibujo el sistema de
referencia.

2. Las magnitudes elegidas para escribir las coordenadas en funcidn de ellas.

4. El tipo de argumento usado para comprobar que cuatro puntos dados
por sus coordenadas estan alineados (vectorial, analitico o algebraico).
La combinacion de estas posibilidades da lugar a estrategias variadas,
de las que ofrecemos a continuacidn un extracto.

ArcumexTo 2.3.1:  Los estudiantes co-

mienzan girando el dibujo dado, para v
que los ejes del sistema de referen-
cia queden en la posicion  habitual;
el origen se sitia fuera de la cons- i)
trueciom (Figura 9). Usando las longi-
tudes a v b de los catetos, las coor- T
denadas de los puntos P, son espe-
cialmente sencillas: (0,a + B), (a,b), L el
(b,a) v (a + b,0). Justificamos la ali- " .

neacion de estos puntos observando que

[LERL

Flouna 9
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los tres vectores v;, i1 = 1,2, 3 que se forman con origen en el punto (0,a+h) y
extremos en cada uno de los otros tres puntos, es decir, vy := (a,b)—(0,a+b) =
(ay—a), v2 := (b,a) — (0,b + a) = (b,=b), y va := (a + b,0) — (0,a + b) =
(a+b,—(a + b)), tienen la misma direccion.

ArcumiEnTo 2.3.2: Los estudiantes que M
proponen la siguiente estrategia colo- P
can el origen del sistema de referen-

cia en un vértice del cuadrado ori- P P,
ginal ¥ los ejes a lo largo de dos la-
dos (Figura 10); utilizando la medida
# de uno de los dngulos del trisngulo L x
rectingulo, el cateto b v la hipotenu-
sa L, obtienen: Py = b(— sinf), cos#);
Py = (L—bcosl, L —bsinf); Py = b(cos#,sin@); Py = (L+bsin®, L —bcosd),
expresiones a partir de las que se sipue un razonamiento algebraico, caleulando
los productos mixtos siguientes, ambos iguales a 0, ya que cos# = b/L:

Fiaura 10

—bhsinf heosd 1 L—=bcosf L —bsind 1
L—beos? L —hsingd 1 beos# bhsinf 1
beost bsin# 1 L+bsin® L —=hbsinfl 1

ArcumeNTO 2.3.3: Los estudiantes colocan
el origen del sistema de referencia en un
vértice de uno de los tridngulos rectingu-
los interiores, y los ejes a lo largo de los
catetos (Figura 11). Posteriormente ob-
servan que los puntos P, equidistan de
los ejes, notando que son vértices de las
cuadrados marcados en trazo grueso en
la figura; concluyen argumentando que
los puntos estdn alineados sobre la recta FIGURA 11
y=1I

ArcumenTo 2.3.4: Los estudiantes comienzan rotando el dibujo, colocando el
origen del sistema de referencia sobre un vértice del cuadrado original y los
ejes a lo largo de sus lados (Figura 12). Utilizan un vector unitario v = (v, 1)
en la direccion de OF; v la longitud L de la hipotenusa para describir, en
funcion de ellos, las ecuaciones de todas las rectas paralelas v perpendiculares
que intervienen en la construccion. Caleulan asi las rectas L, y Rj:

Ly ve(z — LY =wm(y - L), R : e = —wa(y — L),
Lo w(xr — L) = uy, R vz — L) = —1q(y — L),
Ly : r = vy — L), Ity : T = —gy,

L_. . v = My, H.[ - iy [ — f.} = —1My.
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Los puntos P, se describen como interseccidn de parejas de rectas, en
funcién de v v L:

P, = Lin Ry = (Lvi, L(1 — v1wa)), Py = Ly N Ry = (L(1 + vyvy), Lvd)
Py = Ly N Ry = (—Lvyvy, Lvf), Py = Ly Ry = (Lo}, Lvyvy)

Concluye el proceso calculando la expresidén de la recta que pasa por dos de
ellos (por ejemplo (z + Luvyvg)(ve —vy) = (y — Luf)(vy + v3) pasa por Py y Py)
y verificando que los otros dos puntos también satisfacen dicha ecuacidon.

L M,
_v !
I_,.l L=
R;
4 A “‘?
R P
FiGuma 12 FiGura 13

Arcusmento 2.3.5: Colocando el origen del sistema de referencia sobre uno de los
vértices de uno de los tridngulos rectangulos (p. ej. Fy) y tal que QY = P3Py,
(Figura 13), basta probar que las abscisas de los otros puntos (P v P;) también
son (. En efecto, los tridngulos AAPy Py v AD P, Py son isdsceles rectangulos,
por lo que en ambos el dngulo de vértice Py es de 45%. Utilizando primitivas
de LOGO podemos comprobar que, partiendo del origen, los desplazamientos
del tipo Giralzquierda 45 Avanza X GiraDerecha 90 Avanza X (que describen
un tridngulo isésceles rectangulo, en este caso ADP Py) vuelven a colocar a
la t.urtuga en el eje y, es decir, con abscisa (; (andlogamente reemplazando 45"
por 135" obtenemos el tridngulo AAPFy).

24 ESTRATEGIAS DE GEOMETRIA METRICA

En el método siguiente, que ha sido propuesto por
. un estudiante, tenemos que Py y P» estdn en vértices
opuestos de un cuadrado de lado a, Py v Py en vértices
opuestos de un cuadrado de lado b, y Pz v P en vértices
opuestos de un cuadrado de lado bh—a, (suponiendo, sin
perder generalidad, b > a) (Figura 14); debido a esto,
se observa que d(Py, Py) = bv/2 = av/2 + (b - a)V/2 =
d(Py, P;) + d(Ps, P3). Por igualarse la desigualdad tri-
: angular deducimos que Py, P» v Py estin alineados;
anilogamente podriamos razonar con P, Py v Py, de

FIGURA 14 donde se sigue la alineacién de los cuatro puntos.
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20, LUGARES GEOMETRICOS

Pasamos a presentar algunas de las estrategias que surgen de un plantea-
miento dindmico basado en la idea de lugar geométrico; sélo la primera de
ellas (el planteamiento cldsico) fue esbozada por algunos estudiantes.

251, PLANTEAMIENTO CLASICO

Algunos estudiantes han observado que los puntos P,

pertenecen a semi-circunferencias centradas en los pun- /_\
tos medios de los lados de los cuadrados, de radio la mi-

tad del lado (Figura 15), lo que les ha inducido a inda-
gar qué ocurre al “mover” dichos puntos a lo largo de
dichas semi-circunferencias. Asi han estudiado algunos
casos particulares en posicién limite: por ejemplo, que
los puntos I coincidan, de dos en dos, con un par de
vértices opuestos del cuadrado, en cuyo caso tenemos sélo
dos puntos; o que los catetos de los tridngulos rectangulo
sean iguales, en cuyo caso coinciden los dos puntos F; de
los tridangulos interiores. FliGuRa 15

252 CONSTRUCCION GEOMETRICA

Si a partir del cuadrado original ¥y de un punto cualquiera de una de
las circunferencias sobre uno de sus lados, (p. ¢j. el punto P; en la circunfe-
rencia C'1), trazamos las paralelas y perpendiculares correspondientes (Figura
16) obtendremos la construccién dada originalmente en el problema. Con este
planteamiento el lugar geométrico de cada uno de los otros tres puntos (F;,
Py y Py) cuando Py recorre su circunferencia, es otra cireunferencia centra-
da en cada lado del cuadrado. La comprobacién de estos argumentos resulta
especialmente cémoda usando algiin software de Geometria Dindmica (p. ej.
Cabri-Géomeétre (http://www.cabri.net)), donde podemos comprobar, experi-
mentalmente que hay una recta que contiene a los cuatro puntos.

Otra posibilidad, inspirada en el argumento 2.3.3, es realizar la construc-
cién a partir de un cuadrado de lado L y de un vector unitario v, centrado
en el origen (Figura 17): al “mover”v alrededor de la circunferencia unidad
{utilizando, p. ej. Cabri-Géomeétre), se observan los lugares geométricos —cir-
cunferencias— descritos por los puntos F;, v también se comprueba que éstos
permanecen alineados.

3

Ficuna 16 Fiaura 17
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253 DEMOSTRACION AUTOMATICA

La perspectiva dinamica puede ser abordada también desde la Demostracion
Automatica de Teoremas Geométricos (Chou, 1988; Recio, 1998). La propiedad
geométrica aqui planteada puede describirse en términos de “hipitesis de
partida” y “tesis a dedueir”, donde ambas, hipotesis v tesis, pueden describir-
se mediante polinomios. Indicaremos a continuacion el proeeso, sin entrar en
detalles técnicos:

Hipétesis: Sea P, = (p1,p2) un punto so-
bre la circunferencia Cy; consideremos Py =
(q1,q2), Ps = (riura) y Po = (51,82),
definidos por la interseccidn de dos rectas
perpendiculares, construidas a partir de Py y
el cuadrado (como se indict en la Figura 16).
La transcripeitn algebraica de esta hipdtesis
(tras colocar el sistema de referencia como
en la Figura 18, v suponer, sin perder ge-
neralidad, que el lado del cuadrado mide 2
unidades) consiste en escribir las ecuaciones
que satisfacen (las coordenadas de) los pun-
tos F; (Ecuaciones 18(a)). FIGURA 18

Tesis: Los puntos P, estin alineados. Escribimos esta condicion a través de
dos ecuaciones, cada una de las cuales corresponde a la alineacion de una terna
de entre dichos puntos (Ecuaciones 18(b)).

pipi-1=0 )

frtam—p—map+ip=-2
=gatqap1—pag —pa=0
ra+ropy—par) +pe=0

rapy —ratpe—pari+2p =2
s345ap1+pa—-pasy g =-2
—sytsgp—pr-asi+ip =2

.}=ﬁ{qu1 “rap1trag —paq —qary +par =0
Teqi—82q1+4a7 ) —qari—rad +qea =0

Ecuaciones 18(a) Ecuaciones 18(h)

Manipulando algebraicamente estas expresiones (con ayuda de software de
Caleulo Simbdlico, entre los que mencionamos Maple (btip:/ /www maplesoft.com ),
Mathematica (btip://www.wolfram.com), 0 CoCoa (cocoatidima.unige.it) ), se puede
probar que los polinomios de la tesis pueden escribirse como combinacion poli-
nomial de los de las hipitesis, por lo que log puntos que verifican las ecuaciones
de 18(a), verificaran también 18(b), es decir, estarin alineados,

254, HECIPROCO

La experimentacién geométrica también puede conducirnos a estudiar una
versidn del problema reciproco del planteado inicialmente: Cualguier recta

que pase por el centro del cuadrado y corte al lado AB del mismo (resp. CD),
determina cuatro puntos sobre las semi-circunferencias, que son vértices de
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cuatro triangulos rectangulos iguales. La demostracidn formal de este resultado
podria seguir los pasos signientes (tomamos la notacion de la Figura 19):

- Cualquier recta r que pase por el centro (7 del
cuadrado y corte al lado AB, cortara también al lado
€'D y a las semicircunferencias ) y €y en puntos 1)
y Py, simétricos, por la simetria central de centro &
(basta tener en cuenta la simetria del cuadrado res-
pecto de su centro).
~ Ademas r, por pasar por G, corta a Cz v C'y en pun-
tos Py y P43, (que podrian coineidir en un easo limite),
que son simétricos por la simetria central de centro G
— La simetria de los pares de puntos (Fy, Fy) y (Fa, Fy)
permite concluir que los tridngulos rectangulos que se
forman con vértices en dichos puntos son iguales.

FiGURA 19

206, ESTHATEGIAS FALLIDAS

Finalmente, queremos dejar constancia de algunas otras estrategias que,
pese a transitar por caminos cerrados, han sido intentadas por los estudian-
tes. Entre ellas destacamos los intentos por resolver en el espacio la cuestion
planteada, con métados gque “recortan”, partes de la fipura para sacarlas del
plano y colocarlas sobre un cubo; y el uso de la relacién de congruencia entre
algunas de las partes de la figura propuesta o de alguna de sus ampliaciones, in-
tentando deducir la alineacion de los puntos mediante razonamientos basados
en el calculo de dreas.

3. HEURISTICOS OBSERVADOS EN LA RESOLUCION DEL PROBLEMA

En el desarrollo de una estrategia identificamos algunos procesos especifi-
cos de pensamiento (Coriat y otros, 1989, pg. 31) o heuristicos, que son carac-
terizados por Polya (1945), Schoenfeld (1985) o Puig (1992/93) en el contexto
de la resolucion de problemas. Analizando las resoluciones propuestas por los
estudiantes a nuestro problema concreto hemos detectado algunos de ellos, que
enumeramos a continuacion.

Completar/ampliar la figura, en sus distintas versiones, ha sido el heurfsti-
co mis usado en las resoluciones clasificadas de Geometria Sintética (Sec-
cién 2.1), con el fin de formar otras figuras geométricas mds iitiles que
las propuestas, para conseguir un argumento convincente.

~ Destacar/resaltar algunas partes de la figura original también ha sido un
heuristico 1til y mayoritario, detectado tanto en las resoluciones de tipo
21,22023.

Colocar el dibujo en otra orientacidn, de forma que las figuras propues-
tas estuvieran colocadas en una posicion “més candnica” ha facilitado
algunos de los argumentos. Un ejemplo significativo es el planteamiento
realizado 2.3.1.
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~ Asignar valores concretos a las magniludes de la construccion dada
(lados y dngulos) ha servido a algunos estudiantes para argumentar es-
trategias del tipo 2.3.

- Analizar casos particulares en que los triangulos rectangulos verifican
ciertas restricciones (longitudes iguales de los catetos o un cateto de lon-
gitud cero) también ha sido utilizados como andlisis previo a la posterior
resolucion general.

- La eleccion de las magnitudes en funcion de las cuales va a ser resuelto
¢l problema ha condicionado la dificultad de la argumentacion posterior;
son un ejemplo de ello los distintos argumentos usados en la Seccion 2.3.

- La descomposicion del problema en partes cuya solucidn es mis facil-
mente abordable ha sido un heuristico corminmente utilizado en todas
las estrategias.

~ Interpretar el problerna en un contexto dindmico permite transformarlo
en un problema de reconstruccion de la figura a partir de elementos

basicos, asociarlo con el estudio de determinados lugares geométricos o
plantear el problema reciproco.

— Finalmente, el heuristico consistente en “#r hacia atrds” ha impregnado
todas las estrategias y a la forma de presentar el problema, mediante
un dibujo en el que se visualiza la alineacién pedida, sitiia al estudiante
frente a la solucién y lo conduce a encontrar una justificacién a dicho
SUCES0.

4. REFLEXIONES EN TORNO AL PROCESO Y CONCLUSIONES

El objetivo de este estudio se centra en sistematizar y organizar las di-
versas estrategias detectadas en la resolucidn del problema inicial, analizar
su riqueza heuristica y compartir unas reflexiones derivadas de este andlisis.
No hemos pretendido hacer una clasificacion general sobre estrategias en la
resoluciéon de problemas geométricos, nuestro propisito ha sido organizar las
estrategias detectadas en la resolucién de este problema, lo que hemos efec-
tuado basdindonos en los tres ejes siguientes:

e la teoria matemitica & el enfoque peométrico en los que se enmarea la
resolucion,

s la perspectiva de completar o no la estructura dada,
¢ el planteamiento estdtico o dinamico del problema.

En el andlisis realizado destacamos dos aspectos que han impregnado la
mayoria de las resoluciones de los estudiantes:

1. La visualizacidn del dibujo ha hecho que muchos estudiantes descuiden
la necesidad de realizar una demostracién formal de ciertas propiedades, sin-
tiéndose satisfechos con argumentos del tipo: “comprobemos la alineacidn de
los puntos con una regla” o “doblemos el papel haciendo coincidir determina-
dos puntos”. Esta es una constatacién mas de la escasa importancia que se
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da en la ensenanza a la conexion entre imagen visual y estructura o teoria
matematica en que se sustenta.

2. La falta de rigoren la expresién escrita y en la argumentacion de algunos
razonamientos geométricos; sin dejar de valorar negativamente este hecho,
podemos atribuirlo al cardcter de tarea abierta con el que (intencionadamente)
se propuso el problema, reconociendo asi que el rigor viene dado por unas reglas
previamente acordadas.

Aungue no se pueda argumentar que unas estrategias sean mejores que
otras, si es cierto que cada una denota un tipo de razonamiento y de conocimien-
to distinto. Asi, a nuestro juicio, las estrategias basadas en razonamientos
geomeétricos denotan un nivel de creatividad mayor, predileccidon por los ar-
gumentos deductivos y mayor capacidad de razonamiento légico. El grupo de
estrategias basadas en transformaciones geométricas ha conducido a subpro-
blemas de mayor dificultad que los encontrados con las estrategias anteriores,
pero los estudiantes no han razonado su resolucion, por considerarla evidente
en el dibujo. Las estrategias basadas en el uso de coordenadas denotan una
predileccion por la manipulacién algebraica y algoritmica de los simbolos; en
estos casos, la toma de decisiones en el desarrollo de los argumentos se simpli-
fica 0 es practicamente nula.

Interesa destacar, finalmente, algunas contradicciones que hemos detec-
tado en el grupo de futuros profesores de matematicas con sus expectativas
como estudiantes de matemiticas. La sencillez del enunciado v la dificultad
de encontrar una respuesta sencilla inmediata hacen que la mayor parte de
los resolutores contemplen el problema como un problema “con trampa” o de
“idea feliz", viéndolo con cierta desconfianza si no con abierta desgana. Por un
lado, es un problema muy sencillo y, por otro, parece resistirse a una solucién
rapida. Estos son, a nuestro juicio, dos ingredientes basicos para que un pro-
blema resulte atractivo. 5in embargo, son pocos los estudiantes que tratan de
abordar sistematicamente el problema; si bien la mayor parte de ellos hace una
primera aproximacion correeta, enmarcando y representando el problema en
una teoria matemdtica adecuada, con una gran riqueza de posibilidades, pos-
teriormente muestran escasa capacidad argumentativa, son poco cuidadosos
en sus razonamientos, tienen exceso de confianza en el dibujo y exhiben un
dominio parcial y fraccionado de los heuristicos mas usuales en la resolucidn
de problemas, lo que hace que en muy pocos casos lleven la estrategia hasta
el final. En ningin caso contemplan esta tarea en conexion con su formacion
como docentes, ni valoran su interés formativo y heuristico. Estas incidencias
ponen de manifiesto una formacion alejada de planteamientos de resolucion de
prablemas; considerando que la mayoria serdn profesores de matematicas de
secundaria podemos preocuparnos por las carencias con que van a asumir esta
tarea. Como se ha visto, hay tareas que ofrecen una gran riqueza de posibi-
lidades para trabajar en resolucidn de problemas; parece necesario conocer v
analizar estas opciones e introducirlas en los procesos de reflexion para la for-
macion de profesores, Sélo a partir de ahi se comenzard a modificar la practica
escolar sobre resolucion de problemas.
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