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El segmento que une dos puntos del espacio tiene menor longitud que
cualquier otra curva que conecte esos dos puntos. Aunque existen en el mer-
cado diversas demostraciones de esta propiedad, ésta no es mas que una con-
secuencia (y al mismo tiempo el origen) de la definicién de longitud (como el
supremo de las longitudes de las poligonales inscritas en la curva).

El hecho, analogo al anterior, de que una region plana 2 C {z = 0} tenga
menor drea que cualquier otra superficie S en el espacio con su mismo borde
S = 99 es elemental (?) pero necesita una demostracion, véase la figura 1: sea
S’ la proyeccién ortogonal de S sobre el plano z = 0 (aqui S’ representa no sélo
al subconjunto imagen de S sino a toda la aplicacién proyeccién S — {z = 0}).
Entonces 905" = proyeccion de S = S y Area (8') < Area (S) (ya que la
proyeccion contrae las distancias). De las propiedades topolégicas del concepto
de borde y del hecho que 8’ = 952 se deduce que la superficie proyectada S’
recubre todos los puntos de €2, de donde se obtiene que Area (§2) < Area (S').

Asi que el area de S no es inferior a la de Q.

Trabajando con mas cuidado se podria demostrar que la igualdad sélo se
dasi § = (. -

El propdsito de esta no-
ta es el de introducir, estu-
diando una situacién senci-
lla pero interesante, el proble-
ma de las superficies de drea
minima. La propiedad mini-
mizante del area de las re-
giones planas contiene ya una
leccién importante: algin lec-
tor (impaciente) se estara pre-
guntando si no podriamos eliminar del argumento el uso de las propiedades
topologicas del concepto de borde. El punto de vista correcto es exactamente
el contrario. Deseamos minimizar el area en el espacio de las superficies que
verifican una ligadura puramente topologica: tienen borde prefijado (en otros
espacios con topologia mas complicada podemos considerar, por ejemplo, su-
perficies que estdn en una misma clase de homologia).

El problema general sobre el que queremos reflexionar es el siguiente

F1GURA 1. Proyeccion

Problema de Plateau. De entre todas las superficies que bordean
una curva de Jordan dada en el espacio, encontrar una de drea
minima.

No sabria decir cudl ha sido el papel que el fisico Joseph Antoine Ferdi-
nand Plateau ha jugado en la fisica contemporanea: nacié en Bélgica en 1801,
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muri6é en 1883 y se interesé entre otras cosas por los fenémenos de capilari-
dad (escribo este articulo en agosto, durante los dias préximos al eclipse, y
me sorprendo al releer que Plateau quedd ciego a los cuarenta y dos anos por
mirar fijamente al sol, sin proteccién). Sin embargo en matemadticas su trata-
do Statique expérimentale et théorique des liquides soumis aux seules forces
moleculares ha dejado una huella importante.

(Casi todos nosotros aprendimos de es-
tudiantes que en la férmula €™ +1 = 0
aparecen magicamente concentrados los
nimeros y las operaciones basicas de
las matemadticas. De la misma forma, el
Problema de Plateau reiine en una sola
cuestion varias de las ideas fundamentales
de la geometria: curva, superficie, borde
y area. Todo en su enunciado es a un
tiempo intuitivamente claro y conceptual-
mente profundo. Detras de cada palabra
hay una teoria matemaética completa.

Tomemos una superficie de drea
minima. la cual supondremos completa-
mente lisa y regular (teoremas fundamen- FIGURA 2. J. A. F. Platean
tales en esta teoria aseguran que éste es
siempre el caso). En particular nuestra superficie es un punto critico del fun-
cional area y de ésto se deduce, después de algunos calculos, que su curvatura
media se anula (es lo que se conoce como una superficie minimal).

Sin embargo, es facil comprobar que
no toda superficie minimal minimiza ¢l
area: en efecto, sea H el Helicoide genera-
do por el movimiento lineal y rotacional-
mente uniforme del eje z a lo largo del
eje z, ver figura 3. Esta es una superfrcie
minimal (de curvatura media nula) cono-
cida por todos que, vista desde muy lejos,
aparenta ser una familia de planos hori-
zontales igualmente espaciados. Por tan-
to la parte H(r) de H encerrada por una
(gran) esfera S(r) de radio r tiene un area
del orden de r*. Sin embargo el drea de la
region de S(r) que tiene el mismo borde
que H(r) crece como r2. Asi que H(r) no
minimiza el drea cuando r es grande.

Puede parecer una tarea ardua el intentar demostrar que ciertas regiones
del Helicoide (o de la Catenoide, otra superficie minimal famosa obtenida al
revolucionar una catenaria) tienen menor drea que cualquier otra superficie
con el mismo borde. Afortunadamente existe una situacion interesante en la
ésto se puede comprobar de manera sencilla: cuando la superficie minimal dada

Fioura 3. El Helicoide: superficie
minimal (es decir, de curvatura
media nula) de ecuacion
x(u,v) = (vwcosv,usinw, v).
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se expresa como el grafo de una funcién definida sobre un dominio convexo
como en la figura 4 (puede ser instructivo para el lector el buscar regiones
grandes en el Helicoide y la Catenoide que cumplan la propiedad anterior).

Para establecer y demostrar este criterio
consideramos una funciéon u € C?*(Q) sobre
un dominio plano, acotado, convexo y regular
Q C R?, que verifique la ecuacion de superficie
minimal

(1+ uf’,)-urb..,”r — 2uzuyitgy + (1 + ui)uyy =0. (1)

Esta ecuacion expresa en lenguaje analitico
que la superficie

S = {(x,y,u(z,y)) : (x,y) € O}

tiene curvatura media nula. El problema de Dirichlet asociado (es decir, la
construccion de una solucién de (1) que tome valores regulares prefijados a
lo largo de 952) es uno de los modelos basicos de la teoria de ecuaciones en
derivadas parciales y bajo nuestras hipotesis siempre tiene solucién. Vamos a
mostrar que u proporciona una superficie que tiene menor area que cualquier
otra con su mismo borde y, por tanto, es una solucién del Problema de Plateau
para ese contorno.
Es habitual escribir la ecuacién (1) en forma de divergencia como

FIGURA 4. Superficie de
area minima.

i) (2)

V14|V

donde Vu = (ugz,uy) y divZ = Z! + Zg para todo campo de vectores Z =
(Z',Z?) en el plano. _

Consideramos sobre el cilindro convexo 2 x R C R? el campo de vectores
X definido por

1
— = tt, uy, —1).
1+ ud+ul

Este campo no depende de la coordenada 2 y para un par (z,y) € Q2 el vector
X(z,y.z) es exactamente el vector normal unitario a la superficie S definida
por el grafo de la funcién u. Ademads, de la ecuacién (2) se sigue que X tiene
divergencia nula (como campo en R?).

X(z,y,2) =

Teorema La superficie S tiene menor drea que cualquier otra superficie
(orentable) con su mismo borde.

Prueba. La aplicacién f : R? — R? que proyecta ortogonalmente el exterior
del cilindro convexo €2 x R sobre su frontera 92 x R y fija todos los puntos
de 2 x R es Lipschitziana de razén 1. Por tanto, puesto que 95 C 952 x R, si
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tomamos una superfice S’ en R? con 35’ = 98, se tiene que la nueva superficie
S" = f(S') verifica S" CA xR, 3S" =9S y

Area(S") < Area(S"). (3)

Como §” — § es un 2-ciclo en el convexo 2 x R, se deduce que S” — § es
un borde (esta propiedad expresa que la homologia de un convexo es trivial).
Puesto que X es un campo con divergencia nula, el teorema de Stokes nos dice

que
[ (N",X / (N, X), (4)

donde N y N” son los campos de vectores unitarios normales a S v S” respec-
tivamente. Por ultimo, usando que X es unitario y coincide con N a lo largo
de S, obtenemos

L (N, X) < Area(S") L (N, X) = Area(S). (5)

Combinando (3), (4) y (5) concluimos que Area(S) < Area(S’).

Se podria razonar sin mucho trabajo que Area(S) = Area(S’) = S = §'.

La utilizacion del teorema de Stokes en nuestro argumento nos impone la
restriccion de trabajar con superficies orientables, aunque la propiedad enun-
ciada es cierta tambien sin esa limitacion.

Un comentario final para que no crear falsas expectativas. El hecho de que
una superficie minimal dada sea de drea minima solo es comprobable en casos
muy particulares. El inico método razonablemente flexible que se conoce es el
de construir una calibracion (es decir, un campo unitario X con divergencia
nula, como el utilizado en la demostracién anterior) adaptada al problema y
ésto solo se consigue en casos restringidos como el considerado aqui.
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