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LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccidén a cargo de

Tomas Recio

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los nimeros de LA GACETA, alguna cuestidn matemdtica
en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna (sin
otros méritos que su interés y sin 0tros TECursos que Su Mmejor vo-
luntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de pdginal) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO . . .

presentamos un articulo de los profesores Carlos Munuera y Fernando
Torres, sobre la evolucién y situacién actual del estudio de las curvas alge-
braicas sobre cuerpos finitos, en conexion con sus aplicaciones a la teoria de
Cédigos Correctores de Errores?.

Se trata de un tema que en los ultimos anos ha cobrado un auge conside-
rable por sus aplicaciones técnicas; un tema que creemos despertara el interés
de los lectores curiosos sobre el papel de las matematicas en las tecnologias
digitales de la informacién.

Fernando Torres es profesor de la Universidad Estadual de Campinas
(Brasil). Actualmente es uno de los mas importantes expertos mundiales en el
estudio de curvas maximales sobre cuerpos finitos.

Carlos Munuera es profesor de Matematica Aplicada en la Universidad
de Valladolid y sus intereses se centran en las técnicas de procesamiento de
informacién digital, codigos correctores y criptografia. Podria decirse que es
unos de los pioneros en el estudio de estos temas en Espana y, desde luego, un
excelente divulgador de los mismos.

!Tom4s Recio. Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Cantabria. 39071 Santander. recio@matesco.unican.es

2Una introduccién amena y elemental a estos Cédigos puede consultarse en el trabajo
de C. Munuera “Cédigos Correctores de Errores (o cudntas preguntas son necesarias para
conocer un nimero)”, aparecido en LA GACETA DE LA RSME, 6 (2003) 3, 714-731.
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Sobre curvas algebraicas y cdédigos correctores

por

Carlos Munuera y Fernando Torres

1 INTRODUCCION: CURVAS ALGEBRAICAS

Los origenes del estudio sistematico de las curvas se remontan a los tra-
bajos de mateméticos de la antigua Grecia, y estan ligados a los nombres de
Pitagoras, Euclides o Diofanto. Estos y otros, se plantearon —y resolvieron—
cuestiones sobre un buen nimero de curvas, muchas de las cuales caen en la
categoria de lo que hoy conocemos como curvas algebraicas, como las conicas,
la cisoide de Diocles, la concoide de Nicomedes, etc. En particular, estas dos
dltimas fueron introducidas para estudiar problemas de naturaleza ‘polino-
mial’: la duplicacién del cubo y la triseccion del dngulo respectivamente. Por
otro lado, los origenes del estudio formal de los polinomios, podemos encon-
trarlos en los resultados de un libro del matématico arabe al-Khwérizmi, que
fue escrito en el siglo IX. Como se sabe, del titulo del libro “Hisab al-jabr
wa-al mugabala”?, procede la palabra dlgebra y del de su autor, la palabra al-
goritmo. Hagamos notar que las pruebas de varias propiedades ‘polinomiales’
estudiadas en ese texto, usaban implicitamente propiedades de la geometria
de Euclides. No es, por tanto, sorprendente que existan profundas relaciones
entre esta geometria y los polinomios. Sin embargo, estas relaciones no se
establecieron de forma clara hasta el siglo XVII, con la introduccién de las co-
ordenadas en el plano real a raiz de los trabajos de Descartes y Fermat. Luego
una curva (definicién primaria) serd el conjunto de puntos cuyas coordenadas
anulan un polinomio.

Cuando el cuerpo base es R pueden ocurrir situaciones ‘extranas’; por
ejemplo los ceros de un polinomio pueden no existir, o reducirse a un tnico
punto (este es el caso del polinomio X2 + Y? = 0), lo que va contra nuestra
intucién de lo que deberfa ser una curva. Puesto que la definicion de curva
como conjunto de ceros de un polinomio puede ser formulada sobre un cuerpo
arbitrario K, la forma en que estas dificultades fueron superadas consistio
considerar la curva sobre el cuerpo de los ntimeros complejos, K = C. Esta
primera generalizacion abrié la puerta a utilizar cuerpos cada vez mas gene-
rales, y denomimar ‘curvas’ a objetos aparentemente muy alejados de los de
la primitiva intuicion geometrica de los griegos.

En esta linea, sea F' = F/(X,Y) un polinomio irreducible con coeficientes
complejos (es decir, tal que no es posible escribir F' como el producto de

34Sobre las operaciones de restablecimiento y reduccién”. Curiosamente, el nombre al-
Khwdrizmi con que su autor ha pasado a la posteridad es en realidad un apodo, que po-
driamos traducir como ‘el numeros’. Su nombre real era Muhammad ibn Musa.
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dos polinomios no constantes). Podemos preguntarnos por la existencia de
soluciones en Y de la ecuacion F' = 0 sobre el cuerpo K(X). Por ejemplo
consideremos la ecuacién Y2 — f(X) = 0, siendo f(X) un polinomio de grado
impar, d, con raices diferentes dos a dos. Esta ecuacién no tiene soluciéon en
K(X) luego Y, visto como una funcién de X, no estd definida como funcién
cldsica. Sin embargo, si puede estarlo como una funcién d-valuada. Riemann
(aproximadamente en 1850) construyé un espacio topoldgico compacto S con
estructura compleja (llamado hoy superficie de Riemann compacta), donde Y
puede definirse como funcién. En nuestro ejemplo, el género topoldgico de la
correspondiente superficie es (d — 1)/2. El cuerpo de funciones meromorfas de
S es presisamente el cuerpo cociente, K(S), del anillo K[X,Y]/(F'), donde K
es algebraicamente cerrado en K(S), y este cuerpo tiene trascendencia uno
sobre K.

Alrededor de 1870, Brill y Noether mostraron que existen un entero n € N
y una aplicacién biholomorfa 7 : S — 7(S) C P"(K) (siendo P"(K) el espacio
proyectivo de dimensién n sobre K), de manera que 7(S) es no-singular y
queda descrito por los ceros comunes de un cierto conjunto de polinomios
homogeneos en (n + 1) variables. Dado que el grado de trascendencia del
cuerpo de funciones meromorfas de 7(S) es uno, es natural ver este objeto
como una curva algebraica; por lo tanto, S puede ser obtenida de una curva
proyectiva, irreducible, no-singular inmersa en algun especio proyectivo.

Un poco més tarde (aproximadamente en 1880), Dedenkind y Weber ob-
servaron que los dominios de valoracién discreta de K(S) estdn en correspon-
dencia biyectiva con los puntos de S. Esta observacion les llevo a definir una
curva (abstracta) como el conjunto de subindices necesario para describir los
dominios de valoracién discreta de un cuerpo de funciones algebraicas dado,
con grado de trascendencia uno sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K.
Como en el caso de las superficies de Riemann compactas, se demuestra que
esta curva abstracta se puede sumergir en un cierto espacio proyectivo, donde
estd descrita como el conjunto de soluciones comunes de un numero finito de
ecuaciones homogéneas. En consecuencia, son equivalentes:

e ¢l estudio de curvas proyectivas irreducibles no-singulares;
e ¢l estudio de las superficies compactas de Riemann;

e ¢l estudio de cuerpos con grado de trascendencia uno sobre K en los que
K sea algebraicamente cerrado.

A pesar de todas estas generalizaciones, hasta tiempos bastante recientes
el espacio ambiente ‘natural’ para el estudio de las curvas era el cuerpo de
los nimeros complejos, C. Sin embargo, durante la segunda mitad del siglo
XX han ido apareciendo aplicaciones técnicas de las curvas, principalmente
relacionados con problemas de ingenieria electrénica digital (Cédigos Correc-
tores de Errores, Criptografia, Diseno y Analisis de Circuitos, etc.) que por su
naturaleza precisan ambientes discretos. Por consiguiente, para estas aplica-
ciones, el cuerpo base K debe ser la clausura algebraica de un cuerpo finito
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F,. Si bien este caso ya habia sido considerado con anterioridad, no ha sido
—como decimos— sino hasta la segunda mitad del pasado siglo cuando se le ha
dedicado una atencién especial. En este articulo vamos a describir la evolucién
y situacién actual del estudio de las curvas algebraicas sobre cuerpos finitos en
conexién con sus aplicaciones a la teoria de Cédigos Correctores de Errores.

Una descripcién muy completa de la historia del estudio de las curvas (en
general) puede encontrars en (3], [9] y [50]. Las referencias bésicas para el resto
del trabajo son [1], [12], [13], [14], [26, Cap. IV], [30], [36], [45] vy [46].

2 ...Y CUERPOS FINITOS

Los origenes del estudio de los cuerpos finitos se remontan a los siglos
XVII y XVIII. En efecto, ya antes de Galois (1811-1832), mateméticos como
Fermat (1601-1665), Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813) o Gauss (1777-
1855) habian trabajado con ecuaciones en congruencias médulo un nimero
primo p. En particular, se debe principalmente a Fermat y Euler el estudio de
la famosa ecuacién 2™ =1 (mod p). A propésito de ella, el primero estableci6
lo que hoy conocemos como Teorema Pequeno de Fermat, a saber, si p no
divide a z, entonces 2P~! = 1 (mod p). Por su parte, Euler fué capaz de
calcular el ndmero de soluciones de la ecuacion general y ampliar el resultado
de Fermat, probando que si (m,x) = 1, entonces zom) =1 (mod m), siendo
¢ el indicador de Euler (en notacién moderna, ¢(m) = #(Z/mZ)*). Estos
resultados juegan hoy en dia un papel importante en el estudio de los ntimeros
primos y los test de primalidad; ver e.g. [29], [34].

No obstante, ninguno de estos matematicos llegd a establecer de forma
explicita el concepto de cuerpo finito. Si bien el estudio sistematico de las
propiedades de estas estructuras comienza ya en los trabajos de Gauss, ese
mérito corresponde a Galois, quien ademas fué capaz de construir cuerpos
finitos con cardinal arbitrario (potencia de un primo), mediante sistemas de
raices de ecuaciones algebraicas. El hecho —casi trivial- de que sélo existen
cuerpos finitos con estos cardinales no fué establecido sino hasta finales del
XIX (casi un siglo despues de los trabajos de Galois) por Moore mediante su
teorema de existencia y unicidad: Para cada potencia q := p™ de un primo
p, existe, salvo isomorfismo, un tunico cuerpo F, de orden q. Asi pues F, es
isomorfo al cuerpo de descomposicién del polinomio X7 — X € Z/pZ. Este re-
sultado se complementa con el importante teorema de Wedderburn (de 1905):
todo anillo con division finito es commutativo.

3 PUNTOS RACIONALES DE LAS CURVAS SOBRE CUERPOS FINITOS
Por supuesto, las curvas algebraicas pueden definirse y tratarse sobre un

cuerpo finito de modo similar al de cualquier otro cuerpo (por ejemplo, el
‘clasico’ complejo). Claro estd, que en este caso de cuerpos finitos, poseen pe-
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culiaridades propias. Asi, una de las caracteristicas mas importantes de una
curva definida sobre un cuerpo finito, es el nimero de puntos (racionales) que
posee. Recordemos que dada X una curva algebraica, geométricamente irre-
ducible, no singular, definida sobre F; (o simplemente, una ‘curva’ sobre F)
y contenida en un espacio proyectivo P := P"(F,), un punto de X" es racional
(sobre Fy) si posee unas coordenadas (zg : ... : xy) tales que xg,... ,x, € Fy.

La racionalidad de un punto P € X(F;) puede detectarse mediante el mor-
fismo de Frobenius ® : (g : ... : ) — (2 : ... : z}), ya que los puntos
racionales son precisamente los puntos fijos de ®.

El estudio del cdlculo niimero de puntos racionales de una curva no es nue-
vo para los matematicos. Ya Gauss, en sus Disquisitiones de 1801, se ocupd
de contar los puntos F-racionales de la curva de Fermat X 34v34+23=0
(mod p), siendo p un primo impar, demostrando —por ejemplo— que si p # 1
(mod 3), la curva tiene p + 1 puntos F-racionales (la solucién general puede
verse en [43, p. 111]). Desde la época de Gauss hasta nuestros dias, el proble-
ma de contar puntos ha sobrevivido de manera mas o menos latente, aunque
ciertamente nunca ha sido uno de los temas destacados de las matematicas.
Un poco mas adelante bosquejaremos algunas de las lineas principales de es-
ta historia. Ahora bien, en tiempos recientes esta cuestion ha resurgido con
fuerza, hasta convertirse en un punto central dentro del estudio de las curvas.
Las razones de este interés hay que buscarlas en sus aplicaciones practicas que
desbordan el marco puramente ‘teérico’ del estudio de las curvas.

Recordemos, por ejemplo, que la calidad de un sistema criptografico cons-
truido a partir de una curva eliptica, depende de forma esencial de la estructura
del grupo de puntos de la curva, lo que en definitiva estd en funcion de la
cantidad de puntos racionales que posee*. Otro ejemplo significativo es el de
los Cédigos Correctores de Errores construidos a partir de curvas. De forma
analoga al caso anterior, la calidad de estos codigos depende del ntimero de
puntos racionales de la curva utilizada (grosso-modo, crece al hacerlo el nimero
de puntos). En las Secciones 4 y 5 de este trabajo, profundizaremos en esta
relacion entre curvas y cdédigos (véase tambien [37]).

Estas y otras aplicaciones practicas han reavivado el interés por el estudio
del cardinal de las curvas algebraicas sobre cuerpos finitos. Entre los objetivos
centrales de este estudio podemos senalar los siguientes:

e desarrollar métodos que permitan contar los puntos racionales de una
curva, o al menos

e obtener férmulas que proporcionen acotaciones de este ntmero; y

e encontrar curvas con muchos puntos (idealmente con los maximos per-
mitidos por las férmulas citadas en el punto anterior).

“A este respecto puede consultarse el articulo de Gémez Pardo en LA GACETA 5 (2002)
3 [22].
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En las siguientes secciones expondremos algunos de los métodos y resul-
tados relevantes en este estudio.

3.1 LA FUNCION ZETA

Una de las herramientas mas importantes en el estudio del niimero de
puntos racionales de una curva X es su funcion zeta, estrechamente relacionada
con la que Riemann introdujo en su tesis doctoral de 1859 y que lleva su
nombre. Recordemos que para cada s € C con R(s) > 1, se define

1 1
C(s) = E:H?pﬂ,,

n=1 P

estando el producto de la derecha (identidad de Euler) extendido a todos los
numeros primos. Como se sabe, esta funcion admite prolongaciéon analitica a
todo el plano complejo, resultando una funcién meromorfa con un tinico polo
en s = 1. En el semiplano R(s) < 0, la funcién tiene ceros en los puntos
s=—2m,m=1,2,.... Estos ceros son llamados triviales. Riemann conjeturo
que todos los ceros no triviales de ((s) estédn sobre la recta R(s) = 1/2. Esta
es su célebre hipdtesis, no demostrada hasta el momento®.

La funcién de Riemann ‘clasica’ (podemos decir, relativa al cuerpo Q)
fué generalizada por Dedekind a cualquier cuerpo de ntmeros, es decir a una
extension finita de Q: dado el cuerpo de nimeros K, se define la funcién (k(s)
en el semiplano complejo R(s) > 1, como

1 1
(k(s) ::;W:EIW’

estando la suma extendida a todos los ideales a del anillo de enteros O de K,
el producto a todos los ideales primos p de O y donde N(a) := #(0O/a) es la
norma de a. En el caso de la funcion de Riemann original, O = Z cuyos ideales
son los nZ y donde N(nZ) = #(Z/nZ) = n.

Dada la equivalencia entre curvas algebraicas y cuerpos de funciones al-
gebraicas de una variable, no habia m&ds que un paso para definir funciones
zeta de curvas algebraicas. Este paso fué dado por Artin (también en su tesis
doctoral, de 1924) teniendo como modelo la funcién zeta de Dedekind. Antes
de describir esta adaptacién recordemos brevemente algunos conceptos. Sea

5Debido a la identidad de Euler, la hipétesis de Riemann posee profundas implicaciones
sobre la distribucién de los nimeros primos. En 1914, Hardy probé que en la recta critica
hay infinitos ceros de ((s). Otras conjeturas de Riemann sobre ((s) fueron probadas por
Hadamard y Mangoldt. La hipdtesis de Riemann fué propuesta en la lista de Hilbert como
problema 8 y es actualmente considerada como uno de los desafios del presente milenio (ver
S. Smale, LA GACETA 3 (2000) 3, [44]).
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X una curva sobre F,. Para cada entero positivo ¢, denotamos por X (qu)
el conjunto de puntos F -racionales de X. Dado un punto P € X, el menor
entero r tal que ®"(P) = P, es el grado de P, deg(P), sobre F,. Por la
compatibilidad del morfismo de Frobenius con la accién sobre P del grupo
de Galois, G =Gal(F,|F,), se deduce que ®?(P),... ,®"~1(P) son conjuga-
dos de P mediante G. El conjunto {P, ®(P), ®?(P),... ,®"~1(P)} recibe el
nombre de punto cerrado de X de grado r (sobre F;). Diremos que un divisor
D =3 npP de X es F,-racional si es suma de puntos cerrados; su grado sera
deg(D) := > npdeg(P).

Definimos ya la funcién zeta de X sobre F,, como

1
vor - Ui=wer )

D>0

estando la suma extendida a todos los divisores efectivos F-racionales D sobre
X, y el producto a todos los puntos cerrados de X, y siendo N(P) := = ¢des(P)

Mediante el cambio de variable t = g%, podemos escribir (x(s) = Zx(t).
Siendo esta tltima una serie de potencias convergente en [t| < ¢~ (es decir,
en RN(s) > 1), define una funcién racional de la forma

L(t)

0= T0

L(t) es un polinomio de grado 2g, donde g es el género de la curva X. Sus
coeficientes son enteros y satisfacen ciertas propiedades de simetria. Un estudio
detallado de esta funcién puede encontrarse, por ejemplo, en [45, Cap. V].

3.2 CONTANDO PUNTOS RACIONALES

Artin propuso para Zy(t) una conjetura similar a la hipétesis de Riemann,
a saber, los reciprocos de las raices de L(t) son niumeros complejos de mddulo
v/q- Esto implicarfa una escritura de la forma

g

L(t) = H(l —ait)(1 —at), (2)
i=1
siendo los «; enteros algebraicos con |o;| = /q. Esta conjetura fué probada

en 1934 por Hasse para g = 1, y en 1940 por Weil para género arbitrario.
Ahora, a partir de la identidad de Euler (segunda igualdad en (1)), se obtiene
inmediatamente

log(Zx(t Z #X(F
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férmula que relaciona la funcién Zeta de X con el niimero de puntos racionales
de X sobre toda extensién de F,. Ahora bien, por la racionalidad de Zxy(t),

log(Zx(t Z log(1 — ayt) + Zlog 1 —ayt)) —log(l —t) —log(1 — qt).

Combinando las dos ultimas igualdades, facilmente se deduce que para cada
entero positivo 7,

g

HX(Fy) =g +1-) (af +7) . (3)

=1

De esta ecuacién podemos deducir dos importantes propiedades. En primer lu-
gar, conocido el cardinal de X' (Fyr) sobre g extensiones de F;, podemos calcu-
lar el valor de los «; y, en consecuencia, el cardinal de X (F,-) para cualquier .
En segundo lugar, en virtud de la hipotesis de Riemann, se verifica la acotacién

g
[#X(Fyr) — Z (of +a@")| <29V,

desigualdad que se conoce como cota de Hasse-Weil y que es la principal
restriccién conocida sobre el numero de puntos racionales de una curva. Como
se ve, asegura que este nimero es aproximadamente el de una recta, con una
posibilidad de variacién que depende del género de X. Por supuesto no es la
unica conocida. Por ejemplo, Serre [42], observé que de hecho

[#X(Fgr) — (" +1)| < g[2V7]. (4)

Por otro lado, usando (3), de una forma simple y elegante, Thara [28] mostrd
que

#XFp) a1+ /BT DE @ g -9l )

Sir=1yg> (q —/q), esta cota es mejor que la de Hasse-Weil-Serre.

4 CODIGOS CORRECTORES Y CURVAS ALGEBRAICAS

Vamos a describir, con algun detalle, la relacién entre los cédigos correcto-
res de errores y las curvas algebraicas sobre cuerpos finitos. En buena medida
esta relacién ha determinado las lineas de investigacion actuales sobre curvas.
Las referencias bdsicas para esta seccion son [4], [32], [33], y [47]. No nos
detendremos a explicar qué son y cémo funcionan los Cdédigos Correctores,
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puesto que estos temas han sido ya detallados en articulos anteriores de LA
GACETA (ver [37]).

La relacion entre cédigos correctores y curvas con muchos puntos viene
dada por una construccién introducida por el matematico ruso V.D. Goppa en
1977 ([23]), y que permite definir c6digos con buenos pardametros a partir de
curvas definidas sobre cuerpos finitos. Recordemos brevemente como se lleva
a cabo.

Sea X una curva (algebraica proyectiva, geométricamente irreducible y
no singular) de género g definida sobre F,. Para cada divisor Fy-racional, E,
sobre X, el conjunto

L(E):={f € F (X)": E+div(f) >0} U {0}

(siendo div(f) el divisor de f), es un espacio vectorial sobre Fy cuya dimensién,
((E), es finita (ver e.g [45]). Sea P := {Py,...,P,} un conjunto de n puntos
racionales y distintos de X. Sean finalmente D =: P +---+ P, y G otro divisor
racional sobre X con soporte disjunto del de D. La aplicacién de evaluacién

ev=cvp: L(G) —Fy; ev(f):=(f(P),....f(P))

estd bien definida y es lineal. En efecto, como P; ¢ Sop(G), P; no puede ser
un polo de f € L(G). Por otro lado, tanto P; como G son Fg-racionales, luego
f(P;) € Fy. En consecuencia, la imagen C' de ev es un c6digo lineal® sobre F,
llamado cddigo algebraico-geométrico 6 cédigo geométrico de Goppa [24]. La
dimensién, k, y la distancia minima, d, de C pueden estimarse mediante las
relaciones

k=0G)—0G—-D) y d>n—deg(G).

Consecuentemente puede utilizarse el Teorema de Riemann-Roch para cal-
cular estos parametros. Recordemos que segin este teorema, existe un divisor
racional W (llamado candnico) con grado 2g — 2 y ¢(W) = g, tal que para
cualquier divisor E sobre X se verifica que {(FE) = deg(E)+1—g+{(W — E).
Utilizando este teorema, y si por simplificar nos situamos en el caso més sim-
ple,

29 —2 < deg(G) <n,

resulta k£ = ¢(G) = deg(G) + 1 — g. En este caso es muy facil comprobar
la calidad de los codigos obtenidos, ya que basta comparar con la cota de
Singleton para obtener

n+l-g<k+d<n+1. (6)

Cuando la curva X es la recta proyectiva (ésto es, g = 0), el cédigo C' posee
los mejores pardmetros permitidos, k +d = n + 1 (decimos que es de mdzima

SPara una introduccién a la teorfa de Cédigos Lineales Correctores de Errores puede
consultarse [37].
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distancia de separacion, MDS). Observamos que la acotacién inferior en (6) va
empeorando a medida que crece el género de la curva. Esta acotacién puede
expresarse también como

1_
R+6>1+ ng, (7)

donde R = k/n y § = d/n son los pardmetros relativos de C. Segin esta
férmula, la calidad de los c6digos obtenidos crece al hacerlo el valor n/g, lo
que en definitiva depende de la proporcién #X(F,)/g.

5 CURVAS CON MUCHOS PUNTOS Y CODIGOS CORRECTORES

5.1 LA FUNCION N,(g)

En virtud de esta ultima observacién, la calidad de un cédigo algebraico-
geométrico depende de que la curva a partir de la cual ha sido construido
tenga un nimero de puntos racionales ‘grande’ comparado con su género (un
poco mas adelante —en el apartado 5.2— definiremos con mads precisién lo que
entendemos por calidad). Este hecho ha reavivado el interés por el estudio del
nimero de puntos racionales de una curva. En este marco, son de destacar las
cuestiones siguientes:

e fijados el cuerpo Fy y el género g, calcular

Ny(9) = max{#Y(F,) : Y es una curva de género g sobre F};

e caracterizar y describir explicitamente las curvas optimales, es decir,
aquellas curvas X’ sobre F; de género g, tales que #X(F;) = Ny(9).

Obviamente N4(0) = ¢ + 1. El estudio del valor exacto de Ny(g) para géneros
mayores fué iniciado por Serre, [42], quien obtuvo los valores de Ny(1) y Ny(2)
(junto con algunos casos esporadicos para g = 3). En general, hallar una
férmula cerrada para Ny(g) es un desafio no trivial que parece actualmente
fuera de nuestras posibilidades.

El método préctico actualmente utilizado es calcular las cotas superiores
mas ajustadas disponibles para N, (g) y comparar los resultados obtenidos con
las mejores curvas que conocemos. De entre las cotas superiores, algunas han
sido ya citadas en este trabajo: las de Hasse-Weil-Serre (4) y de Ihara (5).
Existen, por supuesto, otras a las que no nos hemos referido con anterioridad,
como son las “férmulas explicitas de Weil” (formalizadas por Oesterlé) [42],
[45, V.3|, o el método aritmético-geométrico de Stohr y Voloch, [46]. En la
direccién electrénica [20] puede obtenerse una tabla actualizada de los mejores
resultados conocidos sobre N,(g), para algunos valores pequefios de ¢ y g.

Para acotar inferiormente N,(g) se construyen curvas con la mayor can-
tidad de posible de puntos. Entre éstas podemos citar las curvas de Suzuki
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definidas por la ecuacién y* — y = 2% (2’ — z), donde £y > 1 es una po-
tencia de 2 y £ := 26(2); la curva de Ree, definida en P? por las ecuaciones
y'—y =z (2t —2)y 2* — 2 = 2¥0(2* — 1)), siendo ahora £y > 1 una potencia
de3y/l= 363; o las curvas Hermitianas (a la que nos referiremos un poco més

adelante)”.

5.2 CONTANDO PUNTOS RACIONALES ASINTOTICAMENTE
Y LA COTA DE GILBERT-VARSHAMOV

Por ciertos motivos, tedricos y practicos, mas interés ain que encontrar
codigos particulares con buenos parametros, lo tiene obtener sucesiones de
codigos cuyos parametros sean asintoticamente buenos. Este interés nos motiva
para considerar la funcién

#Y(F,)
9(Y)

donde Y varia en el conjunto de todas las curvas definidas sobre F,. Las cotas
superiores sobre #)(F,) pueden traducirse inmediatamente en cotas sobre
A(q). Asi, la cota de Hasse-Weil-Serre (4) implica que A(q) < 2|,/q] y la de
Thara (5) que A(q) < 3(/8¢+ 1 —1). En cuanto a las cotas inferiores, usando
curvas modulares, Ihara demostr6 que A(g) > /g—1 cuando ¢ es un cuadrado.
Ademds, Serre, [42], establecié A(q) > clog(q), donde ¢ > 0 es cierta constante
independiente de q.

Posteriormente Vladut y Drinfeld, [49], mejorarén la cota superior de IThara
mostrando que A(q) < ,/q — 1. En particular,

Ny(9)

= limsupy_,,,——,

A(q) := limsup,, P

si ¢ es un cuadrado, entonces A(q) = /g —1. (8)

Para la demostracién de este resultado, Vladut y Drinfeld mostraron que cuan-
do ¢ es un cuadrado, existe una sucesién de curvas modulares (X;); sobre F,
con géneros g; — oo y tales que limy, #X;(F;)/g; = /g — 1. Los cédigos cons-
truidos sobre estas curvas tienen —asintoticamente— los mejores parametros
que ha sido posible obtener hasta el presente (notemos que estos parametros
no han podido ser calculados exdctamente, sino estimados usando (7)):

TeoreEMA 1. (Tsfasman, Vladut y Zink, 1982; [48], [47, Ch. 4]) Sea ¢ un cuadra-
do. Existe una sucesién (C;) de cédigos algebraico-geométricos sobre F, cuyos
parametros relativos (R;,d;) tienen un punto limite (R',d’) tal que

1
Vi 1

R +¢§=1- (9)

"De hecho, las curvas de Suzuki, de Ree y las Hermitianas alcanzan los valores maximos
permitidos por Ng(g).
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Este resultado asombré en su momento a los especialistas en Teoria de
Cdédigos y fué una de las razones que motivaron el auge de los codigos alge-
braico geométricos. Para ser un poco mas precisos, digamos que los parametros
la sucesion de cédigos aludida anteriormente superan asintéticamente la lla-
mada cota de Gilbert-Varshamov (ver [37]). Era bien conocido que esta cota
podia ser superada, pero hasta 1982 nadie habia mostrado como hacerlo. Por
ello, este problema se convirtiéo en uno de los mas importantes de la teoria.
Atn hoy en dia, todas las sucesiones que superan esa cota (o parecen tener
probabilidades de hacerlo), estdn formadas por cédigos algebriaco geométricos.

Por otro lado, para obtener aplicaciones practicas de este resultado, es pre-
ciso construir de forma explicita los codigos correspondientes. Dada la comple-
jidad de la sucecién de curvas consideradas inicialmente por Tsfasman, Vladut
y Zink, esta no es una tarea facil. Claro esta que este trabajo se simplificaria
si dispusiesemos de ecuaciones lo més explicitas y simples posibles para las
curvas AX;. Desafortunadamente, a priori no es claro que esas curvas satisfagan
nuestras expectativas. Un avance en esta linea se debe a Garcia y Stichtenoth,
quienes en una serie de trabajos ([15], [16], [17]) mostraron que es posible
obtener A(q) = ,/q — 1 para una sucesién de curvas con facil descripcién. Cu-
riosamente, mas tarde Elkies [10] mostr6é que las curvas que aparecen en la
sucesién introducida en [15] son de nuevo curvas modulares; en [11], el mis-
mo Elkies especula sobre la posibilidad de que toda sucesién de curvas tal
que A(q) = \/q — 1 (siendo g un cuadrado) esté compuesta por curvas mo-
dulares. Una evidencia para esta especulacion es que todas las sucesiones de
curvas con A(q) = /g — 1 conocidas hasta el presente son obtenidas mediante
recubrimientos apropiados de las que definen la sucesién en [15].

Una linea de investigacién actual es la construccion explicita de los cédigos
asintéticamente buenos obtenidos a partir de las curvas de Garcia y Stichtenoth.
Para ello se consideran los c6digos mas simples posibles, es decir, los unipun-
tuales C; = C;(G;, D;) donde G; = n;Q;. En este caso, para definir C; es
necesario y suficiente conocer el semigrupo de Weierstrass H(Q;) y las fun-
ciones racionales que proporcionan sus elementos. Asi, por ejemplo, para la
sucesion de curvas introducida en [16], los semigrupos han sido ya calculados,
pero no se conoce aun la totalidad de las funciones racionales que los definen,
[39].

En los resultados anteriores hemos asumido ¢ cuadrado. El caso ¢ = p
parece ser mas complicado atin. Inicialmente Manin [35], conjeturd que A(g) =
p™ — 1. Recientemente van der Geer y van der Vlugt, [21], probarén que
A(8) > 2 (mediante ecuaciones explicitas de curvas) lo cual invalida esta

2m—+1

2
conjetura. En general, Zink , [52], probo que A(p?®) > % (sin ecuaciones

explitas de las curvas); esta cota inferior fue generalizada por Bezerra, Garcia y
Stichtenoth, [4], para potencias ciibicas de ¢ arbitrario (ahora si con ecuaciones
explicitas).
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6 CURVAS MAXIMALES

En secciones anteriores hemos descrito de forma somera el interés del
estudio sobre las curvas con muchos puntos y su situacién actual. Naturalmente
es imposible dar todos los detalles de las técnicas utilizadas. En esta seccion
vamos a ocuparnos de analizar el caso limite de las curvas maximales. Contra-
riamente a lo hecho antes, vamos a ofrecer mas detalles, con lo que la exposicién
serd en ocasiones mas técnica (lo que esperamos que quede compensado con
la belleza del tema). Los lectores interesados en profundizar en este tépico
pueden consultar [30] y sus referencias.

Como hemos visto en la Seccién 3, el nimero de puntos racionales de una
curva X sobre F, estd acotado por

#X(Fy) <q+1+29/4q.

Las curvas para las que se alcanza la igualdad son llamadas mazimales (sobre
F,). Por ejemplo, toda curva de género 0 es maximal. Veamos que sucede para
género g > 0.

En primer lugar observamos que sélo pueden existir curvas maximales
sobre el cuerpo F; si ¢ es un un cuadrado. Pongamos ¢ = £? y denotemos
K = Fj2. Sea X’ una curva sobre K de género g y sean ay, ... , a4 los nimeros
definidos en (2). La ecuacién (3) proporciona una primera condicién de maxi-
malidad:

X es K-maximal siy sélosi a; =—¢, i=1,...,9.

La igualdad (3) también muestra que no todos géneros son posibles para una
curva maximal. En efecto, si X' es maximal sobre F 2, entonces la condicion
a; = —/, llevada a la ecuacién (3), implica que X tiene el menor nimero de
puntos Fj-racionales permitido por la cota de Hasse-Weil (es minimal); por
lo tanto, como X (Fp2) C X (F ),

2414290 <P+ 1 - 2907

y se verifica que
g<gr=q):=U—-1)t/2

con lo que los géneros permitidos para una curva maximal se encuentran en el
intervalo [0, 1] (hecho que fué notado por Thara; ver (5)). Esta observacién nos
lleva de forma natural a preguntarnos para qué nimeros naturales g, entre 1y
g1, existe una curva K-maximal de género ¢g. A continuacién vamos a aportar
algunas respuestas (parciales) a esta pregunta, hasta donde lo permite el estado
actual de la investigacién sobre el tema.

Denotemos M = My := {g : existe una curva maximal de género g sobre
F,2}. En primer lugar veremos que g; € M. En efecto, consideremos la famosa
curva Hermitiana H, definida por la equacién Y¢Z +Y Z¢ = X1, Esta curva
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es no-singular y tiene género ¢;. Facilmente se comprueba que H posee (3
puntos afines mas un punto en el infinito, luego es maximal. Aun maés, Riick
y Stichtenoth, [41], probarén que H es, salvo isomorfismo, la tnica curva K-
maximal de género g;. Un poco méas adelante esbozaremos otra demostracion
de este resultado.

Veamos ahora que sucede si g € M y g < g1. Como comprobaremos, la
curva ‘H sigue jugando un importante papel también en este caso.

TeoremMa 2. (([41, [51], [13], [14]) Sea X una curva K-maximal de género g.
Sig>go:=|(£—1)?/4], entonces X es K-isomorfa a la curva Hermitiana H.
En consecuencia, o bien g = g1, 0 g < ¢go.

Por lo tanto, en, aproximadamente, la mitad superior del intervalo [0, g1]
existe una unica curva maximal. Para dar una idea de los métodos empleados
en el estudio de las curvas maximales, vamos a ofrecer la prueba de este resul-
tado. Para ello previamente recordaremos, sin demostracién, algunos hechos
sobre:

(1) La existencia de un sistema lineal D de dimensién N > 2 sobre una
curva maximal ([41], [13]);

(2) Tépicos de semigrupos de Weierstrass (en el caso del Teorema 2); y

(3) Tépicos de la teoria de Stohr y Voloch para D (]46]).

(1) Como recordamos de (2), el numerador de la funcién Zeta de X es L(t) =
(1 +£t)%9. Sean h(t) :=t*L(t) y ® el morfismo de Frobenius inducido por
® en la variedad Jacobiana J de X. Se verifica que h(t) = (t + £)%9 es el
polinomio caracteristico de ®; més aun, puede demostrarse que ® + ¢I = 0,
siendo I (resp. 0) la identidad (resp. operador nulo) sobre J. Fijemos ahora
un punto racional Py € X y para P € X denotemos por i(P) = [P — Ry
la clase de P en J. Entonces, en virtud de la igualdad ® + ¢/ = 0, y como
P oi=1io®, se obtiene la equivalencia de divisores

(P 4+ &(P)~ ({+1)Py. (10)

Esta equivalencia sugiere estudiar el sistema lineal D = Dy = |(¢ + 1)Fp],
Py € X(K). Sea N la dimensién de D; como consecuencia de (10) deducimos
que N > 2. En efecto, basta considerar una funcién asociada a un punto
racional diferente de Py y otra asociada a un punto P no racional. El sistema
lineal D es simple en el sentido que algin morfismo asociado a D es biracional
de X sobre su imégen (esto se seguird del punto (2)). En particular, podemos
aplicar la férmula de Castelnuovo para acotar superiormente el género g de X
(ver [5], [2, p. 116], [25, IV Thm. 6.4], [40, Cor. 2.8]), obteniendo

g<M(g+1—-N+e)/2,
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donde M = | % —1] ye=q—M(N —1).

(2) Dado un punto P € X, el semigrupo de Weierstrass, H(P), de X en P se
define como

H(P):={neN:3f e K(X)/diveo (f) = nP}

siendo divo(f) v diveo (f) los divisores de ceros y polos, respectivamente, de la
funcién racional f. En el caso de una curva maximal, de (10) se deduce que
¢+ 1 € H(P) para todo P € X(K). Para probar que D es simple, bastara
probar que ¢ € H(P) al menos para algin punto K-racional P (de hecho esto
serd cierto para todo punto K-racional). Sea y : X — P1(K) con dive(y) =
(¢+1)Py. Existe P, € X(K) tal que divo(y—y(P1)) = Pi+D con P; & Sop(D),
pues de lo contrario llegariamos a una contradiccién usando la maximalidad
de la curva al aplicar a y la férmula de Riemann-Hurwitz. Sea y; € K(X)
tal que div(y1) = (0 +1)Py — ({ + 1) Py. Entonces divee(y1(y — y(P1))) = (P
y £ € H(Py). Ahora, de la hipétesis g > (¢ — 1)? y la cota de Castelnuevo,
concluimos que N = 2.

(3) Sean 1,z,y, las secciones que generan D. Como ¢,/ + 1 € Py, podemos

suponer que leoo( ) =LPy y diveo(y) = 2)Po. Seanm:=(1l:z:y): X —
P2 :=P%K)y L:ar+by+cuna recta en P<. Los elementos de D son de la
forma

7 1(L) := div(ax + by +¢) + (L +1)Py;

luego para P € X existen tres rectas, Lo, L1, Lo, tales que si j; = j;(P) :=
vp,(m71(L;)), entonces

Jo <Jji<J2.
Para un divisor D, escribimos D = ), vp(D)P. Se verifica que

e La terna (jo,J1,J2) es constante (y digamos igual a (eg,€1,€2)) con la
excepcion de un nimero finito de puntos. Los €g, €1, €2, son los drdenes
de D (o m) y los puntos excepcionales son llamados D-puntos de Weier-
strass. En ellos j; > ¢; para cada i (pero ndtese que, en virtud de (10),
se verifica que jo = ¢ 4 1 para todo punto K-racional). Por otro lado,
los ¢; satisfacen ciertas propiedades aritméticas, una de las cuales es la
siguiente: si p es la caracteristica de K y 7 es p-adicamente menor que
algin ¢;, entonces 7 pertenece a la sucesion de ordenes.

e En nuestro caso, g = 0, e = 1 y €2 = £. Para ver esto basta considerar
los divisores 7~ !(a + bz) y 7~ !(a + cy), b,c # 0, para obtener en Py los
valores j;1 = 1y jo = 0. Por otro lado, a partir de (10), ¢ es un orden
para infinitos puntos, luego e = ¢.

e Existe un divisor R sobre X cuyo soporte es exdctamente el conjunto de
D-puntos de Weierstrass. Este divisor R tiene dos propiedades relevantes



218 LA COLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL

a saber:
deg(R) = (g + €1 +€2)(29 —2) + 3(q + 1)

y vp(R) > Z?:o(ji — €;); en particular vp(R) > 1 para todo punto
K-racional P.

PRUEBA DEL TEOREMA 2. Primero veremos que g = g1 = (¢ — 1)¢/2. De la
férmula para deg(R) y de la maximalidad de la curva,

(14+0)(29—2)+3(6+1) > 2+ 14290 = ((+1)* +£(29 — 2);

luego g > g1. Como g < g1, g = g1. Se sigue que deg(R) = ¢> + 1 y por lo
tanto concluimos que j; = 1 para todo punto P.

A continuacion probaremos que la curva X es K-isomorfa a la curva Her-
mitiana. Para P € X, sea L = Lp la recta de P? asociada al invariante js.
De los célculos realizados anteriormente y de (10), deducimos que X’ := 7(X)
interseca a L solamente en 7(P), con multiplicidad ¢+ 1, si P es K-racional,
en otro caso, la interseccién se produce en dos puntos, 7(P) y m(®(P)), siendo
¢ la multiplicidad en el primero y 1 en el del segundo. Sea P un punto distinto
de Py. La ecuacién de L = Lp se obtiene a partir del determinante de una ma-
triz cuyas filas son (X,Y, Z), (1,z,y) y (0,1, Dy), siendo D = D' la derivada
respecto de x definida sobre el cuerpo K(&X'). Como 7(®(P)) = (1 : zt ygz),
se tiene la identidad

2 2
y" —y=Dy@x" —x). (11)

Ahora bien, debe ser Dy = f para algun f € K(X); en efecto, como ey = £,
existe una relacién de la forma 1+ z{z + 25y = 0 con 21, 25 € K(X) (ver [19]).
Por tanto el orden de f en P es —{ y, ya que esta funcién no tiene otros polos,
f=a+bx cona,b € K (aqui estamos aplicando el hecho de que tanto x como
f definen al primer elemento positivo del semigrupo de Weierstrass en Fp).
Finalmente de (11)
Wi +y — a2t =yl + oy — 2t

donde y; := by y 1 := a + bzx. Con esto la prueba del teorema esta completa.

El Teorema 2 se puede extender para analizar la existencia de curvas
maximales en el intervalo [0, g2]. En este caso, la demostracién es técnicamente
mas complicada a pesar de que esencialmente se utilizan las mismas técnicas
de series lineales aplicadas a D (ver [30] y las referencias en ese articulo).

TeoreMA 3. ([1], [12], [30]) Sea X una curva K-maximal de género g < go.
Entonces

1. Si ¢ es impar entonces g = go si y sélo si la curva admite un modelo

plano del tipo y* +y = 23 (+D)

9
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2. Si £ es par entonces g = go si y s6lo si la curva admite un modelo plano

deltip0y§+y§+...+y:x£+1;

3. Si g < go, entonces g < g3 := |(£? — £ +4)/6].

La cota del apartado (3) no puede mejorarse puesto que disponemos de
los siguientes ejemplos, que son modelos planos de curvas maximales de género

g3-
e Si /=2 (mod 3) la curva y**' + 23D 4 g3 = 0;

e Si/=1 (mod 3) la curva y* — ya:%(g_l) 3D = 0;

o Sif=3"lacurvay’ +y+ (>, 3:3_{)2 = 0.

Para demostrar que estas ecuaciones definen curvas K-maximales usamos
una observacién de Serre (que aparece en el trabajo de Lachaud [31, Prop.
6]: dado un morfismo no constante entre dos curvas X — Y (definido sobre
K), si X es K-maximal entonces también lo serda ). En particular, toda curva
cociente de la Hermitiana, H /G (siendo G un subgrupo del grupo de automor-
fismos, PG(3,K), de H) es K-maximal. Pues bien, todas las curvas maximales
mencionadas hasta ahora en este trabajo han resultado ser de este tipo. Como
PG(3,K) tiene una gran cantidad de subgrupos no conjugados, obtenemos de
este modo una gran cantidad de elementos de M (ver [6], [7], [18]). De hecho,
todos los ejemplos conocidos actualmente de curvas K-maximales o bien son
cocientes de la curva Hermitiana, o bien no se sabe si lo son. Ejemplos de esta
ultima situacion son las curvas de Suzuki y de Ree definidas en la Seccion
5; usando (3) se observa que una curva de Suzuki es maximal sobre Fj1 con
{= 26(2) > 2,y que la de Ree es maximal sobre Fy con ¢ = 36(2) > 3). Por lo
tanto, por lo que sabemos, bien pudiera ser que la curva Hermitiana fuera, en
cierto sentido, el inico ejemplo ‘significativo’ de curva maximal. En definitiva,
caracterizar las curvas maximales en el intervalo [0, g3] es, hoy por hoy, un
problema abierto.
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