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1 INTRODUCCION

Todo el mundo que lea este articulo sabra més o menos lo que es un grafo.
De todas formas, me gustaria introducir el concepto de grafo tal como me lo
explicaron a mi. La primera vez que of hablar de un grafo fue en unas sesiones
de preparacién para las Olimpiadas Matematicas por alld el otonio de 1996,
donde nos plantearon el siguiente problema.

“La ciudad de Konigsberg tenia, en el Siglo X VIII, siete puentes dispuestos
tal como muestra la Figura 1. Los habitantes de Konigsberg se preguntaban
por aquel entonces si era posible dar un paseo por los siete puentes cruzando
solamente una vez cada uno de ellos”.

Figura 1: Representacién de los puentes de Konigsberg.

Euler publicé en 1736 un articulo que resolvia de forma general el problema
de los puentes de Konigsberg (véase [7]). El método que utilizé Euler fue
identificar las porciones de tierra a visitar mediante puntos y los puentes a
cruzar mediante lineas, de forma que la representacién anterior de los puentes
de Konigsberg quedara simplificada al esquema de la Figura 2.
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Figura 2: Esquema de los puentes de Konigsberg.

Una vez modelizado el problema, Euler realizé el siguiente razonamiento:
cada vez que se visita una porcion de tierra (o punto) se necesitan dos puentes
(o lineas), uno para llegar y otro para salir. Es decir, para no quedar “atrapado”
en una porcién de tierra es necesario que ésta posea un nimero par de puentes,
a menos que dicha porcion de tierra sea el inicio o el final del recorrido.

En general, un recorrido como el de los puentes de Konigsberg sélo es
posible si a lo sumo dos de los puntos a visitar (que ademds deben ser el inicio
y el final) tienen un nimero impar de conexiones. En el caso de los puentes
de Konigsberg este recorrido no es posible, ya que hay cuatro puntos con un
numero impar de lineas.

El trabajo que Euler publicé en [7] se considera en la actualidad el naci-
miento de la Teoria de Grafos. Desde entonces, la teoria de grafos se ha utiliza-
do para modelizar todo tipo de problemas relacionados con las redes, como por
ejemplo problemas de transporte, optimizacién de rutas, telecomunicaciones,
circuitos, teoria de juegos, y un largo etcétera.

2 LA TEORIA DE GRAFOS

A continuaciéon vamos a introducir muy brevemente algunas definiciones
basicas de la teoria de grafos. Un grafo G consiste en un conjunto finito V,
cuyos elementos se llaman vertices, y un conjunto también finito £ de pares
de elementos de V', cuyos elementos reciben el nombre de aristas o ramas.
Habitualmente se escribe G = (V, E) y decimos que V = V(G) es el conjunto
de vértices y E = E(G) el conjunto de aristas. Los vértices de un grafo suelen
representarse a través de puntos y las aristas a través de lineas que unen dichos
puntos. Por ejemplo, el grafo de la Figura 3 tiene 4 vértices y 6 aristas. Este
grafo en particular recibe el nombre de 4-completo ya que cada uno de sus
vértices estd conectado con todos los demas.

El orden de un grafo se define como el nimero de vértices que tiene, es
decir, el cardinal de V', y se denota por n. Dos vértices x e y se dice que son
adyacentes si 'y sblo si (z,y) es una arista del grafo.
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Figura 3: El grafo 4-completo, o Kjy.

Dado un vértice z, se define su grado 6(x) como el nimero de aristas
incidentes sobre él. El grado mdzimo de un grafo es el maximo de los grados
de sus vértices y se denota A. El grado minimo de un grafo es el minimo de
los grados de sus vértices y se denota §. Si A = 4, se dice que el grafo es
A-regular.

Dados dos vértices x e y cualesquiera, se define un recorrido de = a y
como una sucesién de vértices x,xq,To,... T,y tal que (x,21), (z;,Tit1)
1<i<k-—1,y (x,y) son aristas del grafo. Si todos los vértices del recorrido
son distintos, el recorrido recibe el nombre de camino. Un grafo es conexo si
para cada par de vértices x e y existe un camino que va de x a y.

Dado un recorrido de x a y, se define su longitud como el nimero de aristas
que contiene. Entre dos vértices x e y de un grafo conexo siempre existe un
recorrido de longitud minima. Este recorrido, cuyos vértices ademas son todos
distintos, recibe el nombre de camino mds corto, y su longitud es la distancia
entre x e y. El didmetro de un grafo se define como la longitud del mas largo
de los caminos més cortos y se denota por D. Dicho de otra forma, el didmetro
es la distancia entre los dos vértices més alejados de un grafo.

Dado un vértice z, se llama ciclo a cualquier camino de = a x y ciclo
minimo al camino més corto de x a z. El cuello o girth de un grafo se define
como la longitud del méas corto de los ciclos minimos y se denota por g.

Un drbol es un grafo conexo que no contiene ciclos (ver Figura 4). Un
grafo conexo es un arbol si verifica alguna de las siguientes propiedades:

1) Si el nimero de aristas es el niimero de vértices menos uno.

2) Si hay solamente un camino que una dos vértices cualesquiera.

3) Si es extremal respecto al nimero de aristas (es decir, si al anadir una
arista se cierra forzosamente un ciclo).

3 Los ProBLEMAS (A, D)y (), )

Ahora que ya tenemos unas nociones bésicas de teoria de grafos, estamos
en condiciones de introducir un par de problemas especialmente interesantes.
El primero de ellos es el llamado problema (A, D). Este problema consiste
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Figura 4: Ejemplo de arbol.

en encontrar grafos con el mayor nimero posible de vértices para un grado
méaximo A y un didmetro D dados. El problema (A, D) es de gran importancia
debido a sus implicaciones en el disefio de topologias de redes de interconexion
y otras cuestiones como problemas de alineaciéon de datos y algoritmos crip-
tograficos.

Junto al problema (A, D) encontramos el problema (9, g), que trata de
encontrar grafos con el menor nimero posible de vértices para un grado minimo
6 y un cuello g dados. Los grafos que cumplen esta condicién reciben el nombre
de cages (“jaulas”).

Los problemas (A, D) y (6, g) pertenecen a la teoria extremal de grafos
y estan intimamente relacionados. Es maés, los problemas mas interesantes en
teoria extremal de grafos son aquellos que combinan ambos problemas (A, D) y
(6, 9). Por ejemplo, cuando g = 2D, el problema (A, D) consiste en la busqueda
de los llamados poligonos generalizados. Se sabe que los poligonos generalizados
existen sélo para valores del cuello g iguales a 4, 6, 8 y 12, y se han construido
algunos de ellos, concretamente para valores del grado iguales a la potencia de
un numero primo mas uno. Este problema reviste una especial dificultad y es
fuente de gran actividad en la comunidad matematica internacional.

Cuando g = 2D + 1, el problema (A, D) consiste en la buisqueda de los
llamados grafos de Moore. Se sabe que los grafos de Moore sélo pueden existir
para valores del grado iguales a 3, 7y 57. Los dos primeros casos son conocidos
y reciben los nombres de grafo de Petersen y grafo de Hoffman-Singleton,
mientras que el caso A = 57 sigue sin resolverse. El estudio de los grafos
de Moore y de sus propiedades ha sido el objetivo central de la tesina de
especialidad [1], cuyos resultados més relevantes vamos a presentar en este
articulo.
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4 Los GRAFOS DE MOORE

Para definir correctamente un grafo de Moore primero debemos introducir
el concepto de cota de Moore. Dado un grado méximo A y un diametro D, se
define la cota de Moore de un grafo como el siguiente valor:

2 siA=1
D
m:1+AZ(A_1)i—1: 2D +1 siA=2 (1)
=1
A2 siazs

El valor m es la cota superior del nimero de vértices que puede tener un
grafo de grado méaximo A y didmetro D. Es decir se verifica que n < m para
todo grafo G de orden n. Sin embargo, veremos que no siempre es posible
llegar a la cota de Moore. Cuando un grafo alcanza la cota de Moore recibe el
nombre de grafo de Moore. Por otro lado, cuando un grafo no alcanza la cota
de Moore aun teniendo el maximo numero posible de vértices, hablamos de
un grafo denso.

La Ecuacion 1 es facil de deducir a partir del siguiente razonamiento: si
asumimos que todos los vértices del grafo tienen el grado médximo, entonces
el niimero de vértices a distancia ¢ de un vértice cualquiera es A - (A — 1)i71,
Por lo tanto, el nimero maximo de vértices que puede tener el grafo es 1 +
A Zzpzl (A —1)""1. Del mismo razonamiento deducimos que para que un grafo
sea de Moore, todos sus vértices tienen que tener grado méaximo, es decir, el
grafo tiene que ser A-regular.

A parte de la Ecuacién 1, existen otros dos teoremas que nos dan més
informacién sobre los grafos de Moore.

TEOREMA 1. Si G es un grafo de Moore de grado A > 3, entonces G tiene
diametro 2.

TEOREMA 2. (DE HOFFMAN Y SINGLETON) Para A > 3, la cota de Moore sélo se
alcanza en grafos regulares de didmetro 2 y grado 3,7 y posiblemente 57.

Las demostraciones a los Teoremas 1 y 2 no son sencillas y estan fuera del
alcance de este articulo. No obstante, el lector interesado puede consultarlas
en [2].

A partir de la Ecuacién 1 y de la combinacién de los Teoremas 1 y 2
podemos extraer las siguientes conclcusiones:

e El tnico grafo de Moore de grado A = 1 es el Ky (dos vértices unidos
por una arista).

e Hay infinitos grafos de Moore de grado A = 2, que son los correspon-
dientes a los ciclos de longitud 2D + 1.
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e Sélo existen (o puede que existan) tres grafos de Moore de grado A > 3.
Estos grafos tienen didmetro 2 y grado 3, 7 y posiblemente 57.

En general, cuando hablamos de un grafo de Moore nos referimos siempre
uno de los tres (posibles) grafos de Moore de A > 3. El grafo de Moore de
grado A = 3 es conocido y recibe el nombre de grafo de Petersen. El grafo de
Moore de grado A = 7 también es conocido y recibe el nombre de grafo de
Hoffman-Singleton. Finalmente, el grafo de Moore de grado A = 57 todavia
se desconoce. A lo largo de este articulo estudiaremos las propiedades de los
grafos de Petersen y Hoffman-Singleton para caracterizar en la medida de lo
posible el grafo de Moore de grado A = 57, conocido también como Gran
Grafo de Moore.

5 EL GRAFO DE PETERSEN

El més pequeno de los grafos de Moore es el llamado grafo de Petersen,
que se caracteriza por los parametros de la Tabla 1.

Didmetro | D =2
Grado | A =3
Cuello | g=5

Tabla 1: Parametros del grafo de Petersen.

Como el grafo de Petersen es un grafo de Moore, podemos calcular el
numero de vértices que tendrd a través de la férmula de la cota de Moore
(Ecuacién 1).

CAA-1DP -2 3B-1?%-2
"=TTACy T 3-2 W

Por otro lado, como sabemos que el grafo de Petersen es un grafo regular
de grado A = 3 (cada vértice tiene tres aristas adyacentes), podemos calcular
el nimero de aristas de forma sencilla.

_A-v 3-10

— =2 _15
T 2

Resumiendo, el grafo de Petersen es un grafo con 10 vértices y 15 aristas.
La contruccién del grafo de Petersen es relativamente sencilla si utilizamos una
representacion en drbol. Para ello, empezamos colocando un vértice cualquiera,
que llamaremos vértice 0, en el nivel mas alto del arbol, que llamaremos nivel
0. A continuacién colocamos las 3 aristas adyacentes al vértice 0, y al otro
extremo de cada arista anadimos su vértice correspondiente (ver Figura 5).
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Figura 5: Construccion del grafo de Petersen. Paso 1.

Figura 6: Construccion del grafo de Petersen. Paso 2.

Los vértices 1, 2 y 3 tienen ahora una arista cada uno, por lo que necesitan
dos aristas mds para alcanzar grado 3. Colocamos pues las aristas que faltan
con sus correspondientes vértices en los extremos (ver Figura 6).

Llegados a este punto hemos colocado los 10 vértices del grafo de Petersen
v 9 de sus 15 aristas. Por otro lado, sabemos que el arbol del grafo de Petersen
no puede tener mas niveles porque no puede tener mas vértices (estrictamente,
este hecho es debido a que el grafo de Petersen tiene diametro 2, por lo que sus
vértices no pueden estar mas alejados del “origen”, o vértice 0, que 2 niveles).

El grafo de la Figura 6 es un subgrafo del grafo de Petersen que contiene
todos los vértices del grafo principal y el maximo niimero de aristas sin que se
cierren ciclos. Este tipo de grafo recibe el nombre de drbol generador. El arbol
generador es una “buena manera” de empezar a construir un grafo de Moore,
ya que todos los vértices estan conectados y su simetria nos asegura que no
hay ninguna arista colocada que nos impida completar el grafo.

Una vez tenemos el arbol generador del grafo de Petersen, vemos que
nos falta colocar las aristas de los vértices del segundo nivel. El secreto para
completar el grafo de Petersen es colocar dichas aristas de forma que no se
formen ciclos de longitud 3 ni 4, ya que en caso contrario el grafo no tendria
cuello 5 y consecuentemente no seria un grafo de Moore.
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Figura 7: Construccion del grafo de Petersen. Paso 3.

Fijemos nuestra atencién en el vértice 4. Este vértice tiene una arista que
lo une al vértice 1. Por lo tanto, le faltan dos aristas para tener grado 3. Vamos
a colocarle una segunda arista. Dicha arista no puede ir al vértice 5 porque
cerrarfa un ciclo de longitud 3 (ciclo 1-4-5). En cambio, la arista puede ir a
cualquiera de los vértices 6, 7, 8 y 9. Por comodidad, llevaremos la arista del
vértice 4 al vértice 6 (ver Figura 7).

Nos falta colocar la tercera arista del vértice 4. Esta arista no puede ir al
vértice 5 por la misma razén que antes ni al vértice 6 dado que ya hay una
arista que une los vértices 4 y 6. Tampoco puede ir al vértice 7, porque se
cerrarfa un ciclo de longitud 4 (ciclo 4-6-2-7). En cambio, dicha arista puede ir
tanto al vértice 8 como al 9. Siguiendo el mismo criterio que antes, llevaremos
la tercera arista del vértice 4 al vértice 8 (ver Figura 7).

Hecho esto, el vértice 4 ya tiene todas las aristas necesarias. Pasemos pues
al vértice 5. A este vértice le faltan también dos aristas para tener grado 3.
Tanto el vértice 6 como el vértice 8 estan descartados ya que se cerrarian
ciclos de longitud 4 (ciclos 5-6-4-1 y 5-8-4-1, respectivamente). Quedan pues
los vértices 7 y 9. Como tenemos que colocar dos aristas desde el vértice 5 y
las dos no pueden ir a un mismo vértice, llevaremos una al vértice 7 y otra al
9 (ver Figura 8).

Llegados a este punto, es importante darse cuenta que las decisiones que
hemos ido tomando, es decir, el conectar el vértice 4 con los vértices 6 y 8
y el vértice 5 con el 7 y el 9, no supone ninguna pérdida de generalidad,
ya que hasta el momento los vértices del segundo nivel del arbol generador
eran indistinguibles en términos de sus adyacencias con otros vértices. Dicho
de otro modo, todavia no hemos colocado ninguna arista que después pueda
impedirnos completar el grafo de Petersen. Por este motivo, podemos decir que
esta construccién basada en el arbol generador mas las aristas correspondientes
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Figura 8: Construccion del grafo de Petersen. Paso 4.

al primer grupo de vértices del segundo nivel es la “mejor manera” de empezar
a construir un grafo de Moore. Esta construccién la hemos bautizado con el
nombre de grafo soporte.

Figura 9: Construccion del grafo de Petersen. Paso 5.

Volviendo a la constucciéon del grafo de Petersen, vemos que nos falta
colocar dos aristas que unan los vértices 6, 7, 8 y 9, que son los tnicos que
todavia no tienen grado 3. Dado que las parejas 6-7 y 8-9 estan descartadas
porque cerrarian ciclos de longitud 3 (ciclos 6-7-2 y 8-9-3, respectivamente),
s6lo nos quedan dos posibilidades: o bien unir el vértice 6 con el 8 y el 7 con el
9, o bien unir el vértice 6 con el 9y el 7 con el 8. Un tanteo rapido nos revela
que las parejas correctas son la 6-9 y la 7-8 (ver Figura 9).
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De esta forma hemos acabado la construccién del grafo de Petersen. Para
verificar que el grafo de Petersen es efectivamente un grafo de Moore podemos
hacer dos cosas:

e O bien comprobar que desde cualquier vértice podemos ir a cualquier
otro en a lo sumo dos pasos.

e O bien comprobar que el ciclo mas corto que contiene el grafo tiene
longitud 5.

Para aquellos que deseen perfeccionar sus habilidades en la construc-
cién del grafo de Petersen, la Figura 10 nos muestra otras representaciones
del mismo. Estas representaciones del grafo de Petersen estan basadas en el
pentdgono, el hexdgono, el octdgono y el nonagono. Notese que todas las figu-
ras representan el mismo grafo, tan sélo cambia la disposicién de los vértices
en el plano. A pesar de ello, el grafo de Petersen es habitualmente conocido
por su representacion basada en el pentagono.

Figura 10: Otras representaciones del grafo de Petersen.

6 EL GRAFO DE HOFFMAN-SINGLETON

El segundo grafo de Moore que encontramos es el llamado grafo de Hoff-
man-Singleton, que se caracteriza por los pardmetros recogidos en la Tabla
2.

Didmetro | D =2
Grado | A =7
Cuello | g=5

Tabla 2: Parametros del grafo de Hoffman-Singleton.

Por ser el grafo de Hoffman-Singleton un grafo de Moore, podemos cal-
cular el nimero de vértices y de aristas que tendra mediante las férmulas
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introducidas anteriormente:

CAA-D)P -2 7(7T-1)?-2
N S o S

_ A-v _ 7-50 175
2 2

Es decir, el grafo de Hoffman-Singleton tiene 50 vértices y 175 aristas.
Vamos intuyendo que la contruccion del grafo de Hoffman-Singleton no va a
ser tan sencilla como la del grafo de Petersen. Para ilustrar este hecho no
hay més que ver la Figura 11, que nos muestra el aspecto que tiene el grafo
soporte para el caso de Hoffman-Singleton (recordemos que el grafo soporte
era la “mejor manera” de empezar a construir un grafo de Moore).

(&

Figura 11: Grafo soporte para el caso de Hoffman-Singleton.

Afortunadamente, existe una contruccién clésica del grafo de Hoffman-
Singleton basada en el grafo completo bipartito K5 5. Un grafo se llama bipar-
tito cuando sus vértices estdn agrupados en dos conjuntos de forma que no
hay aristas que unan vértices dentro de un mismo conjunto. Un grafo se llama
completo cuando cada vértice estd unido con todos los demds. Para construir
el grafo de Hoffman-Singleton basta tomar 5 “estrellas” y 5 “pentdgonos” co-
mo los de la Figura 12 y unir cada vértice 7 de la “estrella” E; con el vértice
i+ jk (médulo 5) del “pentdgono” P.

Si seguimos este método habremos construido el grafo de Hoffman-Sin-
gleton. Para comprobar que efectivamente se trata de un grafo de Moore po-
driamos seguir el mismo procedimiento que para el grafo de Petersen, es decir,
comprobar que todo vértice esta a distancia a lo sumo 2 de cualquier otro o
que el grafo no contiene ciclos de longitud inferior a 5. Sin embargo, al tener el
grafo de Hoffman-Singleton 50 vértices y 175 aristas, esta tarea puede resultar
muy tediosa, de forma que vamos a introducir una nueva manera de trabajar
con grafos que nos va a permitir hacer la comprobacién con méas comodidad.
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Figura 12: Construccién del grafo de Hoffman-Singleton.

7 MODELIZACION POR MATRICES

Dada la estructura discreta de los grafos, parece natural pensar que su
tratamiento mediante un ordenador pueda hacerse de forma eficaz. De hecho,
asi es. Sin embargo, es necesario poder extraer la informacién que contiene el
grafo y almacenarla de forma que pueda ser interpretada por un ordenador.
Es asi como surge el concepto de la matriz de adyacencia, cuya definicién es
la diguiente: dado un grafo G de orden n, se define la matriz de adyacencia
asociada al grafo como una matriz binaria (n x n) en la que cada elemento
(i,7) contiene un 1 si el vértice i estd unido al vértice j por una arista, o un 0
en caso contrario. En la Figura 13 vemos un ejemplo de un grafo y su matriz
de adyacencia.

OO OO | Of ==
= OO = O =N
=== O = O W
OO O | O Of =
= OO = O O Ot
O | O == O

Y U= W N~

Figura 13: Grafo de 6 vértices y matriz de adyacencia asociada.

Es facil ver que la matriz de adyacencia de un grafo simple cumple las
siguientes condiciones:

1) Es simétrica (si el vértice i es adyacente al j, entonces el vértice j es
adyacente al 7).

2) Los elementos de la diagonal son cero (un vértice no puede ser adyacente
a si mismo).
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La definiciéon de la matriz de adyacencia puede extenderse facilmente a
6rdenes superiores de la siguiente manera: dado un grafo G de orden n, se
define la matriz de adyacencia de orden v asociada al grafo como una matriz
(n x n) en la que cada elemento (i,j) contiene el nimero de recorridos de
longitud v que unen los vértices 7 y j del grafo. Recuperando el ejemplo ante-
rior, la Figura 14 nos muestra la matriz de adyacencia de orden 2 asociada al
mismo grafo.

= OO | O |
N = =W O N
DN | O | | —| W
=== O =] O
N = = D] D Ot
W | [N R RS

STl W N~

Figura 14: Matriz de adyacencia de orden 2 asociada al grafo de la Figura 13.

Notese que en este caso los elementos de la diagonal no son cero. Esto es
debido a que se cuentan los recorridos del tipo i — j — i (“ida y vuelta”).
Es mas, los elementos de la diagonal de la matriz de adyacencia de orden 2
indican precisamente el grado de cada vértice.

Las matrices de adyacencia de orden v > 1 son relativamente féciles de
calcular gracias a la siguiente propiedad: si A es la matriz de adyacencia de
orden 1 asociada a un grafo, entonces A" es la matriz de adyacencia de orden
v asociada al mismo grafo. Podemos demostrar este resultado recurriendo a la
induccién sobre v:

e Parav =1, A}j =1 si el vértice i es adyacente al vértice 7, y 0 en caso
contrario.

e Para v = 2, A?j = Y 4 @ik ak;. Sabemos que el producto a; ay; vale
1 si i es adyacente a k y k es adyacente a j, y 0 en caso contrario. Por
lo tanto, si a;;; ax; # 0, entonces los vértices ¢ y j estdn unidos por un
recorrido de longitud 2, por lo que Afj representa el niimero de recorridos
de longitud 2 entre los vértices ¢ y j.

e Supongamos que para todo h < v, A?j es el numero de recorridos de
longitud h que unen los vértices ¢ y j. Sabemos que A7, = > peq ik azj_l,
donde a;, azj_l # 0 si i es adyacente a k y k estd unido con j por un
recorrido de longitud v — 1. Por lo tanto, si A;’j = 0, entonces i estd
unido con j por un recorrido de longitud v, y A;-’j representa el nimero

de recorridos de longitud v entre los vértices i y j.
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Como corolario a la demostracién anterior tenemos las siguientes propie-
dades: si A" y A® son respectivamente las matrices de adyacencia de orden
r y s de un grafo, entonces la matriz de adyacencia definida como A" + A?
contiene el nimero de recorridos de longitud r o s, mientras que la matriz
definida como A" - A® contiene el nimero de recorridos de longitud r + s.

7.1 FORMA CANONICA DE UN GRAFO DE MOORE

Como ya hemos visto, el grafo soporte es la “mejor manera” de empezar
a construir un grafo de Moore. Pues bien, a la matriz de adyacencia asociada
al grafo soporte de un grafo de Moore la hemos bautizado con el nombre de
forma canonica. En general, si el grafo soporte de un grafo de Moore tiene el
aspecto de la Figura 15, entonces la forma candnica de la matriz de adyacencia
asociada a dicho grafo soporte es la que muestra la Figura 16.

Figura 15: Grafo soporte de un grafo de Moore.

Una propiedad interesante es que dada la matriz de adyacencia asociada
a un grafo de Moore, siempre es posible escribirla en forma candnica mediante
permutaciones adecuadas de sus filas y sus columnas (recordemos que la matriz
de adyacencia es una matriz simétrica, por lo tanto toda permutacién de fila
tendrd su correspondiente permutacién de columna). Dicho més formalmente,
podemos asegurar que dada una matriz de adyacencia A asociada a un grafo
de Moore, existe una matriz de permutacién P tal que A’ = PT . A - P, siendo
A’ la forma canénica de A.



LA GACETA 771

A-(A-1)
—A— —A-1)— «—(A-1)—> —A-1)—>

o1 1 .. 1
0 11 .. 1

A-(A-1)

—A-1)> «A-1)> «—A—>

—A-1)—>

Figura 16: Forma canédnica de la matriz de adyacencia de un grafo de Moore.

Si recuperamos el grafo de Petersen y escribimos la forma candnica de su
matriz de adyacencia, obtenemos la matriz que muestra la Figura 17. Como
podemos observar, se trata de una matriz simétrica 10 x 10 que contiene 30
unos y 70 ceros distribuidos de forma que hay exactamente 3 unos por fila
y por columna. Esto indica que el grado de todos los vértices es 3. Ademds,
como consecuencia de que no hay autolazos, los elementos de la diagonal valen
cero.

Veamos ahora la matriz de adyacencia de orden 2 asociada al grafo de Pe-
tersen (Figura 18). Recordemos que la matriz de adyacencia de orden 2 puede
calcularse elevando al cuadrado la matriz de adyacencia de orden 1. Es este
caso tenemos otra matriz simétrica 10 x 10 con las siguientes caracteristicas:

e Los elementos de la diagonal valen 3, lo que vuelve a recordarnos que el

grado del grafo es 3.

e Los elementos que valfan 1 en la matriz A' ahora valen 0, y viceversa,
los elementos que valfan 0 en la matriz A' (excepto los de la diagonal)
ahora valen 1.
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Figura 17: Forma canédnica de la matriz de adyacencia del grafo de Petersen.

1

3 0 0 0

0 0 1
1

1

3

1

0 0

0 0 1.1 0 3
0 0 0

1

1

1

Figura 18: Matriz de adyacencia de orden 2 del grafo de Petersen.

Figura 19: Matriz suma de las matrices A' y A% del grafo de Petersen.
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Vistas las matrices de adyacencia de orden 1 y orden 2 asociadas al grafo
de Petersen, veamos qué aspecto tiene la suma de las matrices A! y A? (Figu-
ra 19). En la matriz A + A? ningin elemento vale cero. Recordando las
propiedades de la suma de matrices de adyacencia, esto significa que toda
pareja de vértices i y j estd conectada por un camino de longitud 1 o 2.
Por lo tanto, hemos demostrado matricialmente que el grafo de Petersen es
efectivamente un grafo de Moore.

Llegados a este punto, podemos aplicar el mismo procedimiento para com-
probar que el grafo de Hoffman-Singleton construido a partir del grafo bipartito
K5 5 es también un grafo de Moore (ver Figuras 20, 21 y 22).

Noétese que la matriz de adyacencia del grafo de Hoffman-Singleton puede
dividirse en 4 submatrices 25 x 25. Esto es debido al caracter bipartito del
grafo de Hoffman-Singleton. En el primer cuadrante tenemos las “estrellas”
FEy a E4, mientras que en el cuarto cuadrante tenemos los “pentagonos” Py a
P,. Los cuadrantes segundo y tercero, que por simetria son uno el traspuesto
del otro, contienen los enlaces entre las “estrellas” Ej; y los “pentdgonos” P
segun la férmula i + jk (mddulo 5). Nétese también que hay exactamente 7
unos por fila y por columna, lo que nos indica que el grafo es 7-regular.

Como podemos observar, ningiin elemento de la matriz A' + A? vale cero.
Por lo tanto, podemos asegurar cualquier pareja de vértices distintos o bien
son adyacentes o bien estan unidos por un tnico camino de longitud 2. Es
decir, el grafo tiene didmetro 2. Ademads, como se trata de un 7-regular (todos
los elementos de la diagonal valen 7), tiene que ser un grafo de Moore.

7.2 REFORMULACION DEL PROBLEMA

Vista la técnica de trabajar con los grafos de Moore mediante matrices,
y antes de cerrar esta seccién de modelizacién matricial, vamos a reformular
el problema de encontrar grafos de Moore de la siguiente manera: el objetivo
de construir un grafo de Moore de grado A puede verse como el de hallar una
matriz simétrica A que verifique la siguientes condiciones:

1) La matriz A debe ser una matriz binaria nxn, con n = A2 +1 y diagonal
nula.

2) La matriz A debe tener exactamente A unos en cada fila y en cada
columna.

3) La matriz A debe verificar la siguiente relacion (I es la matriz identidad
y J la matriz cuyos elementos son todos unos):

A+ A2=(A-1)-T+J (2)

La demostracién a la proposicién anterior es la siguiente: sea A la matriz
de adyacencia asociada a un grafo GG. Por la primera condiciéon, GG es un grafo
simple de orden n. Por la segunda condicién, GG es un grafo A-regular. Y por
la tercera condicion, G es un grafo de didmetro 2. Por lo tanto, G es un grafo
de Moore.



EL DIABLO DE LOS NUMEROS

e

E4

E3

E2

E0

p3

P2

P1

Matriz de adyacencia del grafo de Hoffman-Singleton.

Figura 20
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E4

B3
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E1

P3

P2

20

p1

P2

P3

P4

E1

E2

E3

E4

Suma de las matrices A' y A% del grafo de Hoffman-Singleton.

Figura 22
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te, para encontrar la matr

1en

, aunque no sufic
A es que debe ser disjunta con la matriz A%. Dicho de otra forma, si existe

3

1C10Nn necesaria

Una cond

un camino

de longitud 1 entre dos vértices cualesquiera, entonces no puede

haber un camino de longitud 2 entre esos mismos vértices. En caso contrario
el cuello del grafo seria 3, ya que se habrian cerrado triangulos, por lo que no

podria tratarse de un grafo de Moore.

EL GRAN GRAFO DE MOORE

8

Llegados a este punto, es hora de introducir el tercer y tultimo de los grafos
de Moore, conocido también como Gran Grafo de Moore. El Gran Grafo de

Moore se caracteriza por los parametros recogidos en la Tabla 3.

2
o7

D
A

g=>5

imetro
Grado
Cuello

lame

tros del Gran Grafo de Moore.

ame

’

Par

Tabla 3
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Repitiendo las mismas cuentas que para los grafos de Petersen y Hoffman-
Singleton, el niimero de vértices y de aristas que tendré el Gran Grafo de Moore
serd el siguiente:

AA-1)P -2 57(57-1)%2 -2

" A_2 57 — 2 3.250

A-v  57-3.250
5 5 92.625

Como podemos observar, el Gran Grafo de Moore tiene més de tres mil
vértices y casi cien mil aristas. Es més, su matriz de adyacencia es una matriz
3.250 x 3.250, es decir, tiene mas de diez millones de elementos. Para hacernos
una idea de la dificultad que supone encontrar el Gran Grafo de Moore veamos
la Tabla 4, que muestra la evoluciéon del tamano del problema.

e

Numero de | Namero de Tamano de la
Grafo de Moore vértices aristas matriz de adyacencia
Petersen 10 15 100
Hoffman-Singleton 50 175 2.500
Gran Grafo de Moore 3.250 92.625 10.562.500

Tabla 4: Evolucion del tamano del problema.

Por ejemplo, si quisiéramos encontrar el Gran Grafo de Moore mediante
una busqueda exhaustiva por ordenador, seria necesario comprobar més de
10200-000 cag0s, 1o cual es imposible en términos de potencia computacional.
Por lo tanto, en nuestra busqueda del Gran Grafo de Moore va a ser necesario
encontrar una serie de propiedades sobre los grafos de Moore, y en particu-
lar sobre sus matrices de adyacencia asociadas. Empezaremos estudiando las
propiedades algebraicas de las matrices de adyacencia de los grafos de Moore.

8.1 PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE LAS MATRICES
DE ADYACENCIA DE LOS GRAFOS DE MOORE

A continuacién se presenta un andlisis de las propiedades algebraicas de
las matrices de adyacencia de los grafos de Moore. Dicho analisis consiste en
la determinacién de los valores propios y los vectores propios de las matrices
de adyacencia.

Para los grafos de Petersen y Hoffman-Singleton, la caracterizacion alge-
braica puede hacerse a partir de la propia matriz de adyacencia. Sin embargo,
para el caso del Gran Grafo de Moore esto no es posible, ya que no se conoce
dicha matriz. No obstante, existe un procedimiento que permite determinar los
valores y vectores propios sin conocer necesariamente la matriz de adyacencia.
Este procedimiento es el resultado de las siguientes proposiciones.
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PROPOSICION 1. La matriz de adyacencia de un grafo de Moore tiene los mis-
mos valores propios que la siguiente matriz tridiagonal:

0 1 0
T = A 0 1 (3)
0 A-1 A-1

PROPOSICION 2. La multiplicidad de cada valor propio de la matriz de adya-
cencia del grafo de Moore puede calcularse mediante la siguiente formula:

n

m(\) = —————+—~ 4

AERETIREReY “

donde u(\;) y v(\;) son, respectivamente, los vectores propios por la izquierda

y por la derecha de la matriz T, previamente reducidos para que su primera

componente valga 1, yn es la dimension de la matriz de adyacencia, en este
caso A? 4+ 1.

PROPOSICION 3. Las componentes del vector v(\;) se pueden escribir en fun-
cion de las componentes del vector u()\;) de la siguiente manera:

vo(Ai) = up(Ai) = 1 (5)
’U1(>\Z’) = A (75} (/\z) (6)
’L)g()\i) = A(A — 1) UQ()\Z) (7)

La demostracion de las Proposiciones 1, 2 vy 3 no es sencilla. De hecho,
forma parte de la demostracion del Teorema 1, que como ya se dijo estd fuera
del alcance de este articulo (aunque puede consultarse en [2]). Basdndonos
pues en las Proposiciones 1, 2 y 3 y haciendo los cédlculos necesarios para los
grados 3, 7y 57, obtenemos los resultados que muestra la Tabla 5.

Con estos resultados ya sabemos algo sobre la matriz de adyacencia del
Gran Grafo de Moore. En la siguiente seccién veremos si es posible obtener
alguna informacién més de dicha matriz mediante la ayuda de una aplicacion
informatica.

8.2 LA apLiCACION The Biggest Moore Graph

Con la finalidad de poder manipular de una forma dgil y visual las matrices
de adyacencia asociadas a los grafos de Moore, el autor de este articulo ha
desarrollado una herramienta informatica especifica que ha bautizado con el
nombre del problema: The Biggest Moore Graph (TBMG).

TBMG ha sido creada en lenguaje Visual Basic, el cual permite un grado
muy elevado de interacciéon con el usuario a costa de un menor rendimiento
de calculo en comparacién con otros lenguajes. Sin embargo, hemos visto que
el problema de capacidad de cédlculo no es relevante, ya que el problema del
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Al N\ u(\) v(A) | m(N\)
31 -2 (L_%a%) (17_2¢1) 4
3 1 (17%7_%) (1>17 2) 5
31 3 (1,1,1) (1,3,6) 1
7130 (L-%,4) | (1,-3,2) 21

(1,2,-4) (1,2,-3) 28
7|07 (1,1,1) (1,7,42) 1
571 =8| (1L,—2, )| (1,-87) | 1520
57 71(1, &, —55) (1,7,-8) | 1729
57| 57 (1,1,1) | (1,57,3192) 1

Tabla 5: Valores y vectores propios de los grafos de Moore.

Gran Grafo de Moore no puede ser resuelto mediante los métodos llamados
“de fuerza bruta”. En cambio, resulta mucho mas interesante poder observar
el aspecto de la matriz de adyacencia para deducir las propiedades que las
caracterizan.

Hechas estas consideraciones, vamos a presentar el interfaz que nos permite
interactuar con las matrices de adyacencia. La pantalla principal de TBMG se
compone de una rejilla que representa la matriz de adyacencia y una serie de
cajas de herramientas que permiten realizar diversas tareas pre-programadas.

La matriz de adyacencia que muestra TBMG es en realidad una combi-
nacién de las matrices de adyacencia A' y A? definida de la forma siguiente:
B = A' 4+ 2A2. De esta manera, los unos identifican los elementos de la matriz
Al y los doses los de la matriz A%. Ademas, para dotar a la aplicacién de un
cardcter més visual, se utiliza la siguiente simbologial:

| | Celda en blanco: indica las posiciones de la matriz B que se encuen-
tran vacantes, es decir, aquellas posiciones que contienen un 0.

M Celda en negro: identifica los elementos de la diagonal, de forma que
se resalta caracter simétrico de la matriz B.

'®| Circulo azul: indica las posiciones de la matriz B que contienen un 1.
[*/ Punto verde: indica las posiciones de la matriz B que contienen un 2.

'"Para visualizar las figuras en colores, véase LA GACETA DIGITAL
http://wuw.rsme.es/gacetadigital/
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X Equis roja: indica las posiciones en la matriz B donde hay un conflicto,
es decir, aquellas casillas fuera de la diagonal cuyo valor es superior a 2.

Por ejemplo, echemos un vistazo a la matriz B correspondiente al grafo de
Petersen y a su representacién mediante la simbologia de TBMG (ver Figura
23). Cuando todos los elementos de la matriz B son azules o verdes (a excep-
cion de los de la diagonal), el grafo de Moore estéd completo. Si algin elemento
de la matriz estd en blanco, significa que todavia no hay ningin camino de
longitud 1 o 2 que una esa pareja de vértices. Y si algiin elemento contiene
una equis roja, significa que esa pareja de vértices estda unida por mas de un
camino de longitud 1 o 2, por lo que el grafo no podra completarse al haberse
perdido la optimalidad.

1123!455{?919@
(6 1 1 1 2 2 2 2 2 2] o ALILIRARA RARA AR
1 6 2 2 1 1 2 2 2 2 3‘ o o 1, ] ol el B
1 2 6 2 2 2 1 1 2 2 ®|- Sl |s|@ @]
1 2 2 6 2 2 2 2 1 1 @] slelejc|@®@®
2 1 2 2 6 2 1 2 1 2 BB -|ef-|@]-
2 1 2 2 2 6 2 1 2 1 e l@|<|«]|- .leol-]o®
2 2 1 2 1 2 6 2 2 1 Aol l@ll® ¢ = TR
2 2 1 2 2 1 2 6 1 2 ARORROE OF
2 2 2 1 1 2 2 1 6 2 T lele sl 1ol
2 2 2 1 2 1 1 2 2 6 | Esliliels (alniale

Figura 23: Matriz B asociada el grafo de Petersen y su representacién en
TBMG.

Veamos ahora un ejemplo con algunos conflictos, es decir, con algunas
equis rojas. En la Figura 23 podemos observar lo siguiente:

e Tanto la fila 5 como la columna 5 tienen 4 puntos azules, lo que significa
que hay 4 aristas incidentes sobre el vértice 5 (es decir, el grado del
vértice 5 es 4 cuando deberfa ser 3). Esto podemos verlo reflejado en la
posicién (5,5) de la matriz B, donde hay un 8 en vez de un 6.

e Las equis rojas en las posiciones (4,5) y (5,4) nos indican que los vértices
4 y 5 estan unidos por mas de un camino de longitud 2. Estos caminos
son el 4-9-5 y el 4-10-5. Este conflicto puede verse reflejado en las mismas
posiciones de la matriz B, donde hay un 4 en vez de un 2.

e Las equis rojas en las posiciones (9,10) y (10,9) nos indican que entre
los vértices 9 y 10 también hay redundancia de caminos, en este caso el
9-4-10 y el 9-5-10.
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Figura 24: Matriz de adyacencia del grafo de Petersen con conflictos.

Figura 25: Matriz de adyacencia del grafo de Petersen basada en un patrén
5 x 5.

Mediante el interfaz grafico de TBMG es muy facil identificar los conflictos
en la matriz B, por lo que podremos probar m&s combinaciones en menos
tiempo. Para mas agilidad, existen dos maneras de introducir los puntos azules
en la matriz. Una es directamente con el ratén, haciendo doble-click en la
posicion deseada. Si la posicion estd vacante, entonces aparece un punto azul,
y si hay un punto azul, entonces se libera la casilla. En ambos casos se actualiza
el resto de la matriz con los puntos verdes correspondientes.

La otra manera de introducir los puntos azules es mediante las herramien-
tas pre-programadas en la aplicacién, las cuales resultan muy tiles a la hora de
rellenar grandes matrices siguiendo alguna clase de patrén, como por ejemplo
el grafo soporte o un patréon 5 x 5 como el que muestra la Figura 25.
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Ha sido precisamente gracias a la agilidad que proporciona TBMG que ha
podido realizarse una caracterizacion de la matriz de adyacencia de los grafos
de Moore, es decir, se han detectado ciertos patrones dentro de la matriz de
adyacencia que hacen mas facil abordar el problema del Gran Grafo de Moore.

8.3 CARACTERIZACION DE LA MATRIZ DE ADYACENCIA
DE LOS GRAFOS DE MOORE

A continuacion se presentan los resultados mads relevantes que se han
obtenido a lo largo de la tesina de especialidad [1] en lo que se refiere a la
caracterizacion de la matrices de adyacencia asociadas a los grafos de Moore.
Para empezar, vamos a echar un vistazo a la matriz de adyacencia del grafo
de Hoffman-Singleton que obtuvimos mediante la construccién clasica, esta
vez mediante el interfaz de TBMG (Figura 26). El interfaz grafico de TBMG
destaca los unos de la matriz de adyacencia, de forma que basta con un vista-
zo rapido para hacerse una idea de la estructura de la matriz. En particular,
podemos volver a remarcar el caracter cuasi-bipartito de la matriz de adya-
cencia y su estructura basada en submatrices 5 x 5.

Recordemos que toda matriz de adyacencia asociada a un grafo de Moore
siempre puede escribirse en forma canodnica permutando adecuadamente sus
filas y sus columnas. Afortunadamente, el algoritmo para realizar este pro-
cedimiento estd implementado en TBMG, por lo que al seleccionar la opcién
Arrange matriz obtenemos el resultado que muestra la Figura 27. Podemos
observar que ha cambiado el patrén de la rejilla (las lineas gruesas) para re-
saltar el nuevo caracter de la matriz de adyacencia, que ya no esta basado en
submatrices de orden 5 sino de orden 6. Este es el primer resultado importante,
que expresaremos mediante la Observacion 1.

OBSERVACION 1. Al representar en forma candnica la matriz de adyacencia de
un grafo de Moore de grado A, aparece un patron basado en submatrices de
orden A — 1.

Las A + 1 primeras filas y las A + 1 primeras columnas se corresponden
con las aristas del drbol generador, mientras que las filas y las columnas de la
A+2 ala 2A se corresponden con las aristas anadidas durante la construccién
del grafo soporte. Las filas y columnas restantes, es decir, de la 2A + 1 a la
A% 11, se corresponden con las aristas de los grupos 2 a A, y son precisamente
las que hay que determinar para completar el grafo de Moore a partir de su
grafo soporte. Por otro lado, si nos fijamos en la estructura de las submatrices
de orden 6 que aparecen en la férma candnica de la matriz de adyacencia del
grafo de Hoffman-Singleton, podremos deducir algunas de sus caracteristicas,
como por ejemplo la recogida en la Observacion 2.
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Matriz de adyacencia del grafo de Hoffman-Singleton.

Figura 26
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Figura 27: Forma canénica de la matriz de adyacencia del grafo de Hoffman-

Singleton.
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OBSERVACION 2. Las submatrices de orden A — 1 que aparecen en la forma
canonica la matriz de adyacencia de un grafo de Moore de grado A son ma-
trices de permutacién.

La explicacién de este hecho yace en que cada submatriz de orden A — 1
representa los enlaces entre dos grupos del segundo nivel del grafo soporte.
Como ya se dijo en su momento, las aristas de un vértice no pueden ir a un
mismo grupo, lo que se traduce en que cada submatriz sélo puede contener un
punto azul por fila y por columna.

Fijémonos ahora en las submatrices de la franja seleccionada en la Figura
29. Notese que hemos indexado las submatrices para poder trabajar con ellas
de forma algebraica. Ahora podemos representar la figura anterior mediante
la siguiente notacion.

DEFINICION 1. Dada la forma candnica de la matriz de adyacencia asociada a
un grafo de Moore, indicaremos mediante los indices i y j la posicion de la
submatriz P;; dentro de la matriz original:

POO POI “ .. P06
Py P ... P
PGO PG]_ P P66

Noétese que las submatrices P;; de la diagonal son matrices nulas, mien-
tras que las submatrices fuera de la diagonal son las matrices de permutacién
propiamente dichas. Por ejemplo, la submatriz P34 corresponde a la matriz de
permutacion de la Figura 28.

Py =

o= OO OO
— O OO oo
OO = O OO
[N oNoll ool
[N olololBoll S
O o oo~ O

Figura 28: Matriz de permutacién correspondiente a la submatriz Ps4.

Dado que toda matriz de adyacencia es por definicion una matriz simétrica,
podriamos pensar que las submatrices F;; son también matrices simétricas. Es-
to es cierto para los grafos de Petersen y Hoffman-Singleton, pero no para el
caso del Gran Grafo de Moore.
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29: Submatrices 6 x 6 en la forma canodnica del grafo de Hoffman-

Figura
Singleton.
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Consideremos ahora las matrices de permutacién que tienen el mismo
indice de fila o de columna. Si nos fijamos en la posicion de los puntos azules
dentro de cada submatriz, enseguida veremos que dichos puntos azules ocupan
posiciones distintas en matrices distintas. Es mas, si superponemos las matrices
que tienen el mismo indide de fila o de columna, los puntos azules recubren
toda la matriz resultante tal como muestra la Figura 30. Esta es otra propiedad
que expresaremos mediante la Observacion 3.

Figura 30: Matrices de permutacién correspondientes a la primera fila.

OBSERVACION 3. Las submaltrices de una misma fila o columna forman una
particion de la matriz J.

Existe una propiedad que dice que una particién de la matriz J en matrices
de permutacion puede escribirse como un cuadrado latino. Un cuadrado latino
es una matriz n X n en la que cada celda contiene un elemento entre 1 y n de
forma que cada fila y cada columna no tiene ningtin elemento repetido. Por
ejemplo, si a los puntos azules de cada submatriz de la Figura 30 les asignamos
un valor en funcién de la posicién que ocupa el primero de ellos, obtenemos las
matrices que muestra la Figura 31. Si ahora superponemos estas submatrices,
el resultado es un cuadrado latino como el de la Figura 32. Esta propiedad la
podemos expresar mediante la Observacién 4.

OBSERVACION 4. La particién que forman las submatrices de orden A — 1 de
un grafo de Moore de grado A pueden verse como un cuadrado latino obtenido
de la siguiente forma:

A—1
Li=) wi-Pj=) wiF (8)
i=1

i=1

donde w; representa el indice de columna del punto azul de la primera fila de
la matriz P;j.
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Figura 31: Matrices asociadas a cada matriz de permutacién de la primera fila.

Figura 32: Cuadrado latino asociado a la primera fila de submatrices.

S U W N

W O U = N

TN O F oW

N W O U

= = W N Oy Ot

o N Ot W Oy

Visto este resultado, ahora podemos escribir cada fila y cada columna de
submatrices a través de un cuadrado latino (ver Figura 34).
De forma similar a la definiciéon de la matriz P;;, podemos definir la ma-
triz ();; como aquella matriz cuyos unos representan los puntos verdes. Por
ejemplo, la matriz Q34 seria la que muestra la Figura 33. Evidentemente, se

verifica que Pj; + Qi = J, Vi, j.

Q34 =

= O =

[l e

== O e

e i = N e

e e =

—_ = O

Figura 33: Matriz correspondiente a la submatriz (Q34.

Una vez definidas las matrices Pj; y @;;, es facil ver mediante la ayuda de
TBMG que dichas matrices estan relacionadas tal como indica la Observacion

5.
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123456
215643
351264
462135

123456
216534
361245
452163

123456
216345
361524
435162

123456
214635
341562
465123

123456
215364
351642
436125

123456

456132

536214 542613 534612 546312
634521

564213

562314

642531 652341 654231 645321

635241

Figura 34: Cuadrados latinos de la matriz de adyacencia del grafo de Hoffman-

Singleton.
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OBSERVACION 5. Las matrices (Q;; pueden determinarse de la forma siguiente:

A-1
Qij=>_ Pu-Py

k=0

Vi >0, 0% 9)

Por ejemplo, consideremos de nuevo la matriz Q34 y veamos que es posible
calcularla de la manera siguiente:

Py -

Psy

Psy -

Pss -

Psg -

Poy

- Py

Pyy

Psy

Py

[ 100000 ]

010000
001000
000100
000010
000001

000100
001000
010000
100000
000001
000010

010000
100000
000001
000010
000100
001000

000000
000000
000000
000000
000000
000000

000010
000001
000100
001000
100000
010000

001000
000010
100000
000001
010000
000100

000001
000100
000010
010000
001000

| 100000 |

[ 100000 |

010000
001000
000100
000010
000001

010000
100000
000010
000001
001000
000100

001000
000100
100000
010000
000001
000010

000010
000001
000100
001000
100000
010000

000000
000000
000000
000000
000000
000000

000001
001000
010000
000010
000100
100000

000100
000010
000001
100000
010000

001000 |

[ 100000

010000
001000
000100
000010

000001 |

000001
000010
100000
010000
000100

001000 |

000100 |

001000
000010
000001
010000

100000 |

000000 |

000000
000000
000000
000000

000000 |
000000 |

000000
000000
000000
000000

000000 |

010000 |

000100
000001
100000
001000

000010 |
001000 |

100000
010000
000010
000001

000100 |
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111101
6 111110

_ ] | 111011
QM"EZ Py Pra= 1| 110111
k=1 011111
101111

La Observacién 5 es importante por dos razones:

1) Permite determinar qué puntos verdes aparecen al colocar nuevos puntos
azules.

2) Permite restringir la bisqueda de una matriz Pj; a aquellas que sean
compatibles con una matriz ();; dada.

Una consecuencia inmediata de la Observacion 5 es que los cuadrados
latinos que aparecen en la matriz de adyacencia de los grafos de Moore estan
relacionados entre ellos tal como describe la Observacién 6.

OBSERVACION 6. Los cuadrados latinos que aparecen en la forma candnica de
la matriz de adyacencia de los grafos de Moore son equivalentes entre ellos, y
la relacion que rige dicha equivalencia es la siquiente:

L;~ P -Lj- Py Vi, (10)

Por ejemplo, podemos escribir el cuadrado latino L/, en funcién de Ls:

000100 123456 000100 136425
000001 216534 000001 312654
;o T _ | oooo1o | | 361245 | | ooo010 | _ | 621543
Ly=Pos-Ls- Pz = 100000 452163 100000 | | 465132
001000 534612 001000 254316
010000 645321 010000 543261

El cuadrado latino L} no estd normalizado, ya que los elementos de su
primera fila no aparecen ordenados. Si lo normalizamos, entonces obtenemos
el cuadrado latino Lo, que es el que se corresponde con la definicién que hemos
dado.

136425 123456
312654 215364
;| 621543 351642 |
Ly=1 465132 | ~ | 436125 | = L2
254316 564213
543261 642531

Como consecuencia de la Observacién 6, los A — 1 cuadrados latinos que
aparecen en la matriz de adyacencia de un grafo de Moore estdn determinados
a partir de uno de ellos. Por consiguiente, un algoritmo para buscar dichos
cuadrados latinos podria ser el siguiente:

e Se genera un cuadrado latino de orden A — 1.
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e Se determinan los A—2 cuadrados latinos restantes segun la Observacion
6.

e Se colocan los cuadrados latinos dentro de la forma candnica de la matriz
de adyacencia. Si no aparecen conflictos, entonces se ha completado el
Gran Grafo de Moore. En caso contrario, se prueba con otro cuadrado
latino.

El ntimero de cuadrados latinos de orden 56 que habria que comprobar
para encontrar el Gran Grafo de Moore es muy grande, del orden de 103018,
por lo que probarlos todos es inasumible. No obstante, los cuadrados latinos
que aparecen en la matriz de adyacencia de un grafo de Moore tienen que
cumplir méas propiedades. Por ejemplo, si consideramos el conjunto de cuadra-
dos latinos del grafo de Hoffman-Singleton y los comparamos dos a dos, vemos
que siempre aparece el mismo nimero de parejas distintas (ver Figura 35).

[ 11 22 33 44 55 66 |
22 11 45 53 66 34
33 45 11 66 24 52
44 53 66 11 32 25
55 66 24 32 11 43
66 34 52 25 43 11

L@ Ly =

Figura 35: Parejas distintas que aparecen al superponer los cuadrados latinos
L1 y LQ.

Formalmente, se dice que dos cuadrados latinos son r-ortogonales si al
superponerlos aparecen r pares ordenados no duplicados. Si todos los pares
ordenados son distintos, entonces los cuadrados latinos son simplemente or-
togonales.

Para el caso de Petersen el grado r de ortogonalidad es 2, mientras que
para Hoffman-Singleton 7 vale 14. Si extrapolamos estos resultados al Gran
Grafo de Moore, entonces tenemos la siguiente conjetura.

CONJETURA 1. Los A — 1 cuadrados latinos que aparecen en la matriz de ad-
yacencia de un grafo de Moore son mutuamente r-ortogonales con el siguiente
grado de ortogonalidad:

(A-3)°

=A-1
r + 5

(11)

Si la Conjetura 1 es cierta, entonces el grado r de ortogonalidad de los
cuadrados latinos del Gran Grafo de Moore es 1514. Por lo tanto, se nos
plantea la siguiente pregunta: si fuéramos capaces de encontrar un conjunto
de 56 cuadrados latinos de orden 56 mutuamente r-ortogonales con grado
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de ortogonalidad r = 1514, entonces ;habriamos encontrado el Gran Grafo de
Moore? La respuesta a esta pregunta se desconoce por el momento. En caso de
ser afirmativa, la bisqueda del Gran Grafo de Moore ya no seria un problema
de grafos densos sino de cuadrados latinos mituamente ortogonales.

9 LA RAMA QUE CIERRA EL CICLO

Antes de despedirme, querria remarcar un hecho curioso. Hemos empeza-
do este articulo introduciendo el concepto de grafo a través del problema
de los puentes de Konigsberg, que como ya sabemos fue resuelto por Euler
dando lugar al nacimiento de la Teoria de Grafos. Después hemos plantea-
do el problema (A, D) y hemos estudiado los tres grafos de Moore, Petersen,
Hoffman-Singleton y el Gran Grafo de Moore. Finalmente, hemos conjeturado
que para encontrar el Gran Grafo de Moore es necesario encontrar un conjunto
de 56 cuadrados latinos mituamente r-ortogonales con grado de ortogonalidad
r = 1514. Pues bien, resulta que el problema més famoso que involucra a los
cuadrados latinos r-ortogonales es también un problema propuesto por Euler,
concretamente el llamado “Problema de los 36 oficiales”.

“Tenemos 36 oficiales de 6 rangos distintos en 6 regimientos distintos.
s Pueden disponerse los 36 oficiales en un cuadrado de forma que en cada fila
y en cada columna haya un oficial de cada rango y de cada regimiento?”

En lenguaje moderno, Euler buscaba un par de cuadrados latinos ortogo-
nales de orden seis. No fue capaz de resolver el problema y ahora sabemos que
no existe ningin par de este tipo (véanse [5], [11], y [12]). Sélo esperemos que
este no sea el caso del Gran Grafo de Moore...
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